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INTRODUCCIÓN

Milliaud, en el prefacio de su traducción de la obra
de l’. du Bois Raymond Í)/r' ¿ll/gw/u'í/n' I’ll/I(‘l/h/Ir'II/hrurh'.
dice: «La preocupación demasiada exclusiva del rigor, da

a la enseñanza de las matematicas una forma a menudo
dogmática. Los que llan recibido esta enseñanza en los

l liceos ó facultades, quedan mucho tiempo sin compren­
>der como puede liaber, a propósito de estas ciencias,
» cuestiones ‘apaces de dividir a los pensadores, y toda

discusión filosófica es a menudo mal recibida por la
» sencilla razón de que se siente dificilmente su necesidad».
I‘Zntre nosotros, especialmente, estos estudios lian sido
completamente descuidados no obstante la gran importan­

adquirido desde que (lauss, CílllCll)‘,Abel,
sentir la
anterior­
aÍorisnlo

cia que han
Lejenne l)iriclilet, etc., han empezado á hacer
necesidad de justificar los metodos conocidos

aplicado el
consisten menos en
algo viejo». I-Ie allí
tema de esta tesis.

mente por simple inducción, y lian
de Buckle: Las grandes reformas
edificar algo nuevo que en destruir
el motivo de haberlos elegido como

Ante todo, vamos á demostrar brevemente con algunos
ejemplos, la necesidad de estos estudios.

Desde las nociones elementales de álgebra dadas en
nuestros colegios de enseñanza secundaria, se nota la au­
sencia de ellos y la imperiosidzul de tenerlos en cuenta.
Á cada rato vemos emplear, con toda tranquilidad, mul­
tiplicadores negativos, olvidamlonos que, indicando el
multiplicador el número de veces que debe tomarse el
multiplicando como sumando, solo se aviene con el con­

Necesidad
(lcl

estudio melaÍí­
sieo

objeto
de esta tesis



l-Zjemplos
en la

multiplicación
de

monomios
y en los

¡multiplicadores

I-Zn los

exponclllcs
t.

índices

lil illliuilo

lS­

cepto de número de objetos y es incompatible con el
concepto de dirección ó sentido implicado en el signo
negativo. Enseñamos con toda seriedad la regla de los
signos para multiplicar dos monomios, basándonos en
una definición de nmltiplicacu'm que consiste en hacer
buscar una cantidad llamada producto que sea al multi­
plicando lo que el multiplicador es zi la unidad positiva,
definición que engloba simultáneamente zilos conceptos dc
cantidad, de dirección _\'de proporcionalidad, el último de
los cuales presupone la división, operación posterior a la
multiplicack'm; por esto llegamos al absurdo de decir:
menos por menos da más, olvidándouos así que esas re­
glas de los signos tanto de la multiplicación como de la
división son simplemente reglas nmemotécnicas aplicadas
á los monomios cuando éstos forman parte de polinomios
y no cuando están aislados, en cu_\'0 caso nada significan.
Igualmente enseñamos que el cuadrado de una cantidad
negativa es positiva y que la raiz cuadrada de una posi­
tiva tiene dos signos, _\'buscamos también la raiz de una
cantidad negativa sin apercibirnos que todo esto es un
simple formulismo que ninguna correspondencia tiene con
la realidad y que solo mediante una convención previa
puede entrará prestar utilidad en las matematicas. Lo
mismo diremos de los exponentes _\'de los índices lrac­
cionarios _\'negativos, ctc., etc.

En cuanto pasamos á las matemáticas mas elevadas
nos encontramos desde nuestros primeros pasos con ese
fantasma llamado por “’ronski: el ¡lupa/n lll/¡"11170,que
revoluciona todo aquello en que entra, tanto en su forma
de infinitamente grande, como en su forma de infinitamente
pequeño. Este Infinito, creador de cuantas paradojas llil_\'
en matemáticas, es tomado en general y con toda forma­
lidad, como algo real, como un ser ó una cantidad y deci­
mos: Dos rectas paralelas se cortan en el infinito,-«'l‘odas
las circunferencias tienen dos puntos en el infinito; lia­
blamos también de cóuicas, de fuerzas, de planos, etc. en
el infinito, sin apercibirnos de que todo esto no es sino
pura fraseologia, ó a lo mas una manera simbólica de
indicar cosas que no existen pero que corresponden a
fórmulas deducidas de la aplicación de operaciones arit­



lll

méti‘as ó algóbrieas en casos en que aquéllas va dejan
de ser validas.

Veamos un poco lo que aprendería aquel que quisiera
penetrarse del concepto (le infinitamente pequeño consul­
tando a distintos autores.

Según Lagrauge, liuler _vd‘Alembert han lieclio ver
que las diferencias llamadas infinitamente pequeñas .\'()ll
¡III/(Ir.

Boussincse dice: ¡rra es el único m'nnero, propiamente
hablando, infinitamente pequeño.

Laurent, escribe: (rm puede ser un valor particular
del infinito.

Carnot, cree que los infinitamente pequeños tienen
una existencia intermedia entre la nada v la cantidad r -al.

Casi todos los demás lo definen diciendo que es una
cantidad eminentemente variable, y como según otros tiene
una infinidad de valores principales _vtambién propieda­
des equívocas _vque, linalmente, según Hegel, dicho inli­
nitamente pequeño es « un grandor tomado en el momento
en que participa de la fecundidad de ser _vde no ser n;
no es extraño que diga después de esto l’leur)’, que para
comprender _vponer de acuerdo todo lo anterior, necesi­
taría el lector haber ganado el gran premio de filosofía.

Generalmente se define el infinitamente pequeño, di­
ciendo que es una cantidad variable que tiene por límite
matemático cero. Veamos, pues, lo que es este límite ma­
temático v que reflexiones motiva.

Dejemos hablar a ’aul du Bois Raymond.
u l’or concepto de límite, se entiende una manera es­

pecial de raciocinar, ell virtud de la cual de la natura­
leza de una serie de valores susceptibles de ser medidos

» _vobservados, se llega a la existencia (le valores que
escapan a toda percepción _vcu_va existencia no puede
jamas demostrarse cn el sentido ordinario dela palabra.
.-\ pesar (le esto, estamos acostmnbrados a contentarnos

» sin cejar de esta conclusión que apli ‘alnos constantemente­
» lista manera de llegar a la existencia efectiva de obje­
» tos que no pueden ser alcanzados por ninguna percep­
r>ción mediata ó inmediata es. como se sabe, familiar a

ciertas ciencias, en las que se invoca una manera común

Definiciones
del

infinitamente
pequeño

I-Zl límite
matemático



Las
series infinitas

_ 30 e,

á todos los hombres para concebir por intuición y para
sentir. Pero, ¿no debe extrañarse que una forma de
pensamiento apenas tan poco rigurosa, deba servir para
consolidar las nociones fundamentales _v más indispen­
sables de las matemáticas, es decir, precisamente de una
ciencia que más que cualquiera otra se hace gloria
del rigor más metieuloso y más neto, _vque se muestra
cada día más digna de su reputación? ¡Qué matemático
podría negar, que (particularmente en la idea que ordi­
nariamente se tiene) el concepto de limite _v de sus
parientes próximos, lo ilimitado, lo infinitamente grande
y pequeño, las irracionales, etc, carecen aún de solidez!

» El profesor, ya hable ó escriba, tiene la costumbre de
recorrer á pasos rápidos esta peligrosa introducción al
análisis para pasearse tanto mas facilmente por los ca­
minos tan cómodos del cálculo ->.

orEn verdad, raramente se extravía uno cuando busca
->las cosas más curiosas fuera del camino seguido por el

vulgo _vprecisamente nos proponemos recorrer esa senda
» evitada por los otros :v.

De estas palabras deducimos la poca evidencia cn si
del concepto general del limite matemático, cl cual, sin
embargo, es aceptado ordinariamente Como la cosa mas
sencilla v natural.

El que quiere darse cuenta clara de los conceptos em­
pleados en las matemáticas, encuentra pues grandes dificul­
tades, y facilmente toma estas ciencias en adversión si
previamente no estudia su metafísica.

Y francamente existe razón para ello; _vadimos algu­
nos ejemplos, completaremos la tarea indicando otros mas,
sacados de la aplicación del infinito á las series, al cálculo
llamado infinitesimal, etc. _val método de mismo nombre.

A propósito de la serie

"v

V

s‘í

Juan Bernoulli sostenía que tenía un último término, que
es infinitamente pequeño. Fontenelle aceptaba esta propo­
sición v la hacia el fundamento de su (¡rn/m!th (/r/ lu­
/¡/II'/0. Leibnitz, cu cambio, no aceptaba la existencia dc



_ -_)1

este último término de la serie, basándose en que no pu­
diendo éste disminuir ni ser cero, sería un absurdo pare­
cido, según él, al átomo (le Leucipo. He aqui ahora la
explicación que (la Bordas Demouliu para sostener la opi­
nión de Leibnitz. Dice: e:La serie en cuestión no existe

sola, no es sino un miembro (le una igualdad el otro
w(le la cual es uno, es decir, se tiene:

lil segundo miembro es igual al primero, no por la su­
ma de sus términos sino por la le_vde generación que

>>los hace salir uno de otro, su esencia es de poder acer­
» carse indefinidamente al primero sin nunca alcanzarlo.

Supoued que lo alcanza, quitadle la posibilidad de
acercarse a el indefinidamente, destruireis en ambos casos
esa serie. La unidad del primer miembro es el principio
del conjunto indivisible de los términos del segundo, y
el conjunto indivisible de los terminos del segundo

Aagota completamente la unidad del primero. La unidad
está toda entera eu el conjunto, el conjunto en la uni­
dad, sin que la unidad pueda resolverse en el conjunto
ni el conjunto eu la unidad. Existen tal cual y por su

» coexistencia necesaria forman la naturaleza de esa igual­
dad v nos muestran en uu caso particular, la del infi­
nito. De donde se vé que el infinito no es ui unidad

i solamente como lo creían los metafísicos desde l’lotino,
>ni número solamente como lo creían los matemáticos

desde Eutocio, ni aún menos negación como lo imajina­
ban Pitágoras _vl’latóu; pero es unidad y número a

> la vez..... ».

Éste es un ejemplar de las tantas divagaciones que
ha originado el infinito, ese ser ideal que como dice Bou­
cliarlat parecía liaber producido prodigios al ser some­
tido al calculo.

Veamos uno poco que prodigios realiza aún en manos
de los más eminentes autores.

lireycinet, en su notable obra J/r/(If/¿vx/(¡m' (¡ff/11m­
/_r.\'r¡Ig/¡u¡Yuri/nulallega a establecer la siguiente proposición:

Dos cantidades fijas entre las que se supone existe

Los límites

infiuilamcnle
pequeños



Principios
falsos

Demostración

,_ 9-3

solamente una diferencia infinitamente pequeña no tienen
en realidad diferencia alguna y son rigurosamente iguales.

He aquí la demostración que dá de ella.
Desde que las cantidades son fijas, su diferencia no

n puede ser igual á una cantidad infinitamente pequeña
» la cual es por su naturaleza eminentemente variable.
» Es necesario deducir pues, que la desigualdad supuesta
>no es sino aparente _\'que el infinitamente pequeño que

parece representarla, figura abusivamente en la fórmula
donde se lia introducido como consecuencia de algún

>>error de cálculo pasado desapercibidamente. Si, pues, se
está bien seguro de que la diferencia en cuestión no es sino
ese infinitamente pequeño, se estará seguro simultánea­
ueamente de que esta diferencia no existe. Por consi­
guiente, se tiene no solamente el derecho sino también

:rel deber de suprimir los infinitamente pequeños á fin
(le restablecer la realidad de las cosas ‘

Aunque libre por demás, no puedo resistir al deseo
de mencionar también el parangóu _\'refutación que hace
Fleury de la anterior demostración.

Dice Iileury:
Me parece que se podría poner este género de de­

mostración al alcance de todas las inteligencias, diciendo:

3

lá

V

I)

lil que no tiene sino un mirlo blanco no tiene en rea­
» lidad mirlo alguno, pues siendo todos los mirlos negros,
>>es de toda necesidad que su mirlo blanco sea un mirlo
» negro. l’or consiguiente, se tiene no solamente el dere­
» cho sino también el deber de exterminar todos los mir­
» los blancos, zi fin de restablecer la realidad de las cosas.
n El mirlo negro es cero, y el blanco el infinitamente pe­

queño. lis preciso primero que el mirlo sea blanco. por
» ejemplo, en:

' . Á' ,1'“// . x ¡1” 4 /¡"'
r x" r ï /r lx E /I/".‘.— "-3—-——'——3——'———

.' ' ‘ // /¡

» pues sino esta última relación tomaría la forma iluso­
ria _\'desprorista (le sentido para // o. l’ero cuando

>>la relación se ha reducido á 32"» r3 .r // el //"’ es pre­
ciso que el mirlo sea negro, pues solamente para /1 - -o

I‘Zs entonces» la expresión anterior se reduce á 3 x".



w 2:;

» que se dice: Ya que el mirlo blanco no puede ser sino
» un mirlo negro, debe deducirse que aquél figura abusi­
» vamente en la jaula donde se lia introducido debido a
valgún error pasado desapercibidamente. Si‘ pues, se está
>>bien seguro que el pajaro en cuestión no puede ser otra
\ cosa sino un mirlo blanco‘ se estará bien seguro simul­
> táneamente que es un mirlo negro >>.

Podrían multiplicarse los ejemplos análogos; para ter­
minar inencionaremos unicamente las proposiciones de
Dubamel _vde Bertrand para demostrar que: Si una cantidad
variable crece sin cesar quedando constantemente inferior
a una cantidad (leterminadzn tiene necesariamente un límite.
La falsedad de la demostracion de Duhamel esta demos­
trada en el á ‘apítulo 3." de la primera parte de esta
tesis. l-Zncuanto a la de Bertrand la vemos inmediatamente
al enunciar la demostración: lis claro, dice, que si la suma

11., H. ¡lu

adquiere un número de términos siempre crecientes‘ los re­
sultados obtenidos aumentarán constantemente, _vsi no pue­
den pasar de cierta cantidad fija, se aproximaráu necesaria­
mente tanto como se quiera. al menor de los números que
no pueda pasar. Facilmente se ve que la existencia de este
nn'nimum es tau difícil de comprender como el aceptar
directamente, sin (lemostraei('m alguna. la proposición sen­
tada; _vque, en resumidas cuentas, el raciocinio equivale á
modificar sin explicarla la enunciación del lieclio intuitivo
en ella encerrada.

'l‘odo lo anterior justific: pues la razon del tema
elegido para esta tesis. No pretendo haber importado
descubrimientos ó innovaciones trauscendentes, los que
serian superiores a mis alcances v al tiempo que me lia
sido dado invertir en ella: pero. creo sinembargo ser ori­
ginal en la exposición _v en muchos puntos de vista,
habiendo formulado ideas y modos (le ver propios :1 fin
de dejar con todo esto bien esclarecida la metafísica
verdadera de los conceptos tratados v del alto análisis tan
descuidado entre nosotros.

l-Ie dividido el trabajo en dos partes. La primera trata
de los conceptos matemáticos fundamentales: Espacio _v

Denmslraciones
falsas
(le la

existencia
de un límite

División
del u-abnjo
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'l‘iempo, Cantidad y Límite, cada uno de los cuales cons­
tituye un capítulo especial. El capítulo referente al espacio
y al tiempo es el menos matemático de la obra, por la
sencilla razón de que siendo estos los conceptos primitivos,
su metafísica es [NIN];puede ser suprimido sin inconveniente
todo lo referente á la definición, orígen y naturaleza de
estas nociones, pues su índole filosófica cuadra muy poco
con la naturaleza rigurosa de las matemáticas; no lle que­
rido sin embargo eliminarlo para dar así cuenta completa
de las tentativas hechas por el hombre para sondar el
misterio de la esencia de las cosas; además, los argumentos
de Kant basados en la geometría, hacían obligatorio su
mención, siquiera sómera. En el capítulo que trata de la
cantidad matemática lie desarrollado la parte referente :i
los graudores lineales, haciendo conocer los trabajos de
du Bois Raymond. Este autor también es el seguido en al
teoría del argumento y función así como en la división
del idealismo _\'empirismo del tercer capítulo, pues puede
considerarse como el principal fundador de todas esas
cuestiones. He agregado lo referente a la teoría atómica
_\'(lemas puntos donde no se cita autores.

La segunda parte trata del Análisis llamado infinite­
simal y la lie dividido en cuatro capítulos que tratan
respectivamente del metodo, del cálculo, de las paradojas
infinitesimales y de la utilidad de la experiencia en las
ciencias exactas, aprovechando para todo ello, a más de
mis ideas personales, los trabajos de Freyciuet, Duhamel,
I‘leury, Bois Raymond, l’oincarré, etc., con lo que creo
llaber agotado el tema y dejado bien sentado la verda­
dera metafísica del .-\lto Analisis. He agregado á cada
capítulo de la primera parte y al final (le la segunda una
lista bibliográfica (le los principales autores y sabios á
quien más se debe el progreso (le estos estudios.

.-\l terminar sería mi voto ver iniciar entre
el interés por estas cuestiones tan fundamentales de las
ciencias matemáticas, y que este lnunilde trabajo fuera de
utilidad para los que se preocupan sinceramente del estudio

nosotrOs.

de la ciencia pura.
CLARO CORNHLIO I).-\ssr-:.\'.

"¡INIan .‘Il'rrx. I; ¡Ir Srpfú'mlu'r (Ir “mi.



PRIMERA PARTE

C.-\l’Í'l‘['LO PRIMERO

El espacio y el tiempo

Las nociones de espacio y de tiempo son las funda­
mentales del conocimiento del mundo exterior “J pues
este nos representa cuerpos existentes enel espacio y
variando con el tiempo; de alli que estos conceptos mar­
clicn siempre unidos cu todos los grandes problemas me­
talisicos. lil espacio _\'el tiempo son los recipientes donde
todo entra. Desde luego senos aparecen como ilimitados,
pues por mas que la imaginación trate de hacer retroce­
der los límites (le aquello que le sirve de auxiliar para
representarse el espacio, este siempre se abre más allá;
igualmente el tiempo huye á medida que se trata de se­
guirlo. Y se explica que asi sea, pues el espacio y el tiempo
son cu sí indeterminados no obstante el trabajo del peu­
samieuto que los determina cu la medida exigida por las
cosas _\'acontecimientos. Senos presentan igualmente como

(l) La relación de causa .4 cicclo. w'uu-rnu-mm de todo conocimiento de la .\'a­
igualmente las ideas (le

claridad
l'arlienlar­

' turaleza. implica la idea (le sucesión ó sea (le duracion:
cación _\'ordenación inherentes a todas las ciencias sacan su de lacias

noción (le espacio en donde puede" ortlcnarsc _\'suponerse los objetos.
mente en las ciencias fisico-matematieas estos conceptos son fundaInentalísimos
pues van implicados en todas las definiciones. _\'en la Geometría _\'Mecánica snmi.
nistran ademas elementos directos al cálculo. .\t'In en las ciencias (le lógica pura

r. pesar de que su existencia se mantiene fuera de todo concepto
de espacio _\'de t
y sacados del mundo exterior _\'que sin ll
dc aqucllos. ll'r'uw (11/).¡il/I'ma).

empo no puede negarse que los datos primos han sido sugeridos
' existencia (le estos sería muy dudosa la
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necesarios, pues nos parece que aún desapareciendo los
cuerpos _\'los sucesos no por eso se desvanecería el espacio
_\'el tiempo continuando estos siendo el receptáculo de
los cuerpos y acontecimientos posibles. Igualmente á la
noción de espacio y de tiempo \'a incluida la de conti­
uuidad _\'homogeneidad.

Sinembargo, el espacio _\'el tiempo tienen carácteres
distintivos bien marcados, los cuales pueden reasumirse en
los siguientes:

El espacio parece más bien ser la condición (le los
seres ú objetos, y el tiempo el de los fenómenos ó acon­
tecimientos. El espacio es directamente representahle, los
sentidos y la percepción exterior nos dan su primera idea,
en tanto que para imaginar el tiempo, forzoso es recurrir
a la idea de espacio, siendo la memoria y la conciencia
las facultades que nos dau la primera noción de el.

lil espacio tiene tres dimensiones, el tiempo una sola,
de manera que para fijar un punto del espacio necesitamos
tres datos mientras que un acontecimiento queda deter­
minado por una sola relación con otro. Cualquiera de las
dimensiones del espacio puede recorrerse eu los dos seu­
tidos, en tanto que la dimensión única del tiempo solo
puede recorrerse liácia adelante sin jamás retroceder.

El espacio es el símbolo (le inmobilidad _\'dela inva­
riabilidad, es siempre el mismo; el tiempo en cambio sim­
l)()li7.ala \'ariaci('m, la movilidad perpótua. La idea de
cambio está ligada con la de tiempo, la de fijeza con la
del espacio. Las magnitudes espaciales pueden medirse
directamente por superposición y los sentidos son elementos
activos en estas medidas; en cambio, las magnitudes tem­
porales solo pueden medirse por procedimientos indirectos
y artificiales haciendo intervenir un elemento intermediario
(le comparación cuya fijeza depende de un principio racio­
nal, cual es la creencia eu la constancia de las leyes naturales.

Las partes del tiempo, si así puede uno espresarse,
son sucesivas y se escluyen recíprocamente; eu cambio las
del espacio son coexistentes de hecho _\' derecho. De los
tres aspectos en que puede tomarse el tiempo, ó sea, pre­
sente. pasado _\' futuro, solo estamos en contacto con el
presente pero este lia desaparecido y caído en el pasado
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antes de que siquiera hayamos podido posesionarnos de él.
l’or eso, para especular con el tiempo se necesita recurrir
a la facultad de la memoria sin la cual la noción del mismo
sería bastante vaga, por eso también para medir el tiempo
se requiere artificios _v premisas apoyados en principios
externos. El fundamento de esta medida viene a ser el
siguiente: Si bien el presente, como dijimos, se nos escapa
_vcae en el pasado antes de que lo hayamos poseído, no
obstante, la persistencia de las impresiones en los sentidos
nos permite observar que en un instante dado, las cosas del
espacio se encuentran en un estado determinado, el cual
estado lia variado en otro instante de observación. Ahora
bien, el espíritu no solamente concibe una sucesión inde­
linida de esos estados del gran conjunto. sino que, además,
se representa la variación de ‘ada uno de esos estados
como susceptibles de producirse en muy cortas duraciones
igualables entre si v cu_vas magnitudes puede reducir á
su albedrío; de lo contrario, solo seria talvez posible medir
el tiempo en sus grandes extensiones, pero no dentro de
los límites necesarios á los usos prácticos. 'l‘omamos en­
tonces como unidad de medida, la duración de un fenó­
meno tipo conveniente, v buscamos cuantas veces podrá
este fenómeno producirse eu el lapso de tiempo á medir

listo supone que la duración de dicho fenómeno tipo.
es siempre igual, eu todas las epocas en que se verifica,
pero nada nos asegura de ello, y este es justamente el
punto débil de la medida del tiempo. Si se toma, p. ej., para
la duración del fenómeno tipo, la de la rotación de la tierra
alrededor de su eje ó la del segundo de tiempo deducido
de aquella, no podemos comprobar que estas duraciones
son siempre iguales en cualquier epoca ni que en general
la du "ación de los fenómenos al parecer idénticos sea cons­
tante en épocas distintas, y tampoco repugna á la razón la idea
de que esa variación sea posible. l’ara constatar la inva­
riabilidad sería preciso superponer las duraciones, y esto
es imposible. Si aseguramos siuembargo esta invariabi­
lídad, es solo merced á la convicción general de la cons­
tancia de las leyes de la naturaleza que es el principio
externo va indicado anteriormente. léquívale esto á decir
que la medida del tiempo está basada sobre una verdad
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(ll'l tiempo
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lmposibilidad
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relativa, en tanto que la del espacio que dispone de la
posibilidad de superponer las figuras, tiene una certeza
absoluta.

Luego pues, la posibilidad de la medida del tiempo
está basada en la existencia de fenómenos cuya duración
suponemos constante en cualquier época en que se'rea­
lize, basándonos eu el principio racional del orden cons­
tante de las cosas; comparando ahora el desarrollo (le un
acontecimiento con la marcha del fenómeno tipo cuya
(luración podemos elejir á nuestro albedrío, podemos tam­
bién. completar la nociou de uniformidad ya incluida cu
la definición de dicho fenómeno-tipo: L'n movimiento será
llamado uniforme si el espacio recorrido durante la pro­
ducción del fenómeno-tipo es siempre el mismo. Igualmente
se dirá que el caudal de agua que pasa por el cauce de

.uu rio es uniforme, si durante la producción del fenóme­
uo-tipo este caudal es el mismo cualquiera que sea la
epoca en que se realice la constatación dentro de los lí­
mites en que se considere la uniformidad.
que confundir como lo hace C. de Freyciuet en su lirxrn'
xur lr ¡3/¡_1'/nso¡S/H'rn’r .S'rír'urrx la uniformidad de la marcha
del tiempo deducida de la supuesta duración constante de
los fenómenos tipos, suposición que nunca podrá alcanzar
:i la categoria de certeza por no ser suponihles las dura­
cionespcon la uniformidad absoluta que ni tiene sentido
ui aun teníóndolo podria controlarse. Dice el autor citado
que las variaciones que podria notarse enel gasto de una
fuente de agua serían conceptuadas como falta de unifor­
midad de la fuente _\'no como una seña de que el tiempo
ha marchado con desigualdad, pero esto no es sino repe­
tir lo implícitamente supuesto al aceptar el fenómeno-ti­
po que sirve de unidad de medida. Si el gasto (le la fuente
no cs el mismo en las varias épocas eu que se compara
con la duración del fenómeno-tipo, es evidente que dicha
falta de uniformidad deberá ser de la fuente puesto que la
duración de aquel lia sido definida como constante. La uni­
formidad del tiempo depende pues simplemente de la del
fenómeno-tipo y no de un absoluto de uniformidad, el
cual no tendria sentido; lo mismo sucede cuando, según
nuestro estado moral, nos parece el tiempo mas ó menos

l’ero no hay
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largo ó corto, solo queremos decir al expresarnos así que
la duración del fenómeno-tipo cuya invariahilidad es de­
ducida de un principio racional es acusada por nuestra
sensibilidad de tal manera que si nos guiáramos por ella
estaríamos inducidos á creer que aquella duración no es
constante.

La comparación entre la marcha de un fenómeno y
la del tiempo asi entendida nos lleva :i la noción de ve­
locidad; igualmente las comparaciones entre la marcha de
las distintas velocidades de un misino fenómeno observa­
das en varias épocas eon la marcha del tiempo nos lleva
a la de aceleración. La velocidad será la relación entre
el aumento en la marcha del fenómeno y el del tiempo
empleado, cuando este aumento sea tomado suficientemente
pequeño. La aceleración será la relación au­
mento de las velocidades _vel del tiempo necesario para
ese aumento siempre que este sea tomado suficientemente
pequeño. ¿stas últimas nociones implican simultánea­
mente los conceptos de espacio _\'de tiempo, pues los
fenómenos se desarrollan en el tiempo _vse aplican á
cuerpos, los que suponen espacio. lil espacio puede por sí
solo servir de motivo á especulaciones independientes del
tiempo, pero la recíproca no es exacta; y se explica facil­

entre el

mente este lIeclio, pues la circunstancia de tener el espa­
cio tres dimensiones lo liace apto á toda clase de eombi­
nación de listática, por
ejemplo, se bastan con la noción de espacio. l'ïu cambio,
el tiempo con Su dimensión única, solo puede desarrollar­

nose presta sino a combinaciones

figuras. La Geometría _v la

se en serie lineal y
numéricas ya incluidas eu el espacio. l’ero la coinbinacuin
del Tiempo con el Espacio posee una fertilidad sin lími­
tes prestandose a importantes especulaciones, entre otras
especialmente, las que se proponen relacionar las causas
con los efectos.

En toda esta disertación sobre el espacio _vel tiempo
no hemos definido estas nociones porque una definición
de esta especie es imposible. Definir algo es relacionar la
id ‘a de ese algo eon otras ideas ya conocidas; ahora bien.
no siempre es posible encontrar id “as tales que relaciona­
das eon las que se quiere definir sean inmediatmnente

Noeión de
velocidad _\' de

aeelerneióu

l-Zlespacio es
vspcculahle.

cl liclllpo nó

lmposihilidad
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conocidas por aquel á quien se da la definición, puede
pedirse en todos casos una definición previa de ellas _v
esta operación es susceptible de continuarse indefinida­
mente al parecer; es forzoso, sin embargo‘ asignarle un
límite, pues si se observa que el número de palabras de
un idioma es necesariamente reducido, la serie de defini­
ciones agotará finalmente las palabras del diccionario y
preciso será repetir alguna, en el cuál caso la definición
primitiva fallaría convirtiéndose en una tautologia ó re­
petición.

Cuando se trata de definir materiales, esta
tautologia se evitará mostrando el objeto primitivo con
quien está ligado el que se quiere definir, la definición
viene á ser entonces definición de no de cosa

_vla dificultad desaparece; pero no sucede lo mismo cuan­
do se quiere definir cosas inmateriales _vparticularmente
principios metafísicos‘ forzoso es para evitar la tautolog'ia
admitir en esos casos la existencia de id ‘as aceptadas por
todos sin definición, va sea porqué existen naturalmente
en nosotros, _\'aporqué han sido adquiridas intuitivameu­
te en la primera edad de la inteligencia por efecto de

COSí'lS

nombre _v

las circunstancias v de las sensaciones personales. l’ode­
mos decir en resúmen que: proponiendose la definición
hacen clara una noción oscura v toda vez que el número
de nociones que puede poseer el hombre es forzosamente
limitado, debe aquella fracasar cuando pretenda versar
sobre las nociones mas claras entre todas las poseidas.
En esta última clase de nociones figuran las del tiempo
_vespacio, por eso todo lo que se diga para explicarlas
no hará sino oscurecerlas introduciendo la tautología. l’ara
definir el tiempo por ejemplo, deberemos empezar diciendo:
('l firm/w r'.r..... v _va con esto solo se habrá produ­

tautolog'ia. Cuando l’ascal en su [ir/¡'17 (¡ra/ur­
lrír/m' dice que el verdadero orden consistiría en definir
todo, cae al hacerlo evidentemente en una confusióm pues
si asi fuera. habria que decir, no de que todo está defini­
do, sino de que nada lo esta desde que la serie de defi­
niciones nunca terminaría; forzoso seria al contrario llegar
a nociones tan claras que no existan otras que lo sean

cido la

mas, viniendo estas asi a cerrar la serie en cuestion; _v



esto no por deficiencia del espiritu lmmano sino por una
verdadera necesidad inherente ala naturaleza del asunto.

l’ero la imposibilidad (le definir el espacio _vel tiempo
no obsta a que se trata de averiguar cual es el origen
de las nociones que tenemos de ellos. _vcual es sn natu­
raleza. Sobre el origen de las nociones de tiempo _\'espa­
cio existen dos escuelas: la empírica ó genetica de la cual
es fundador Locke v la nativista ó ideal de Kant.

Locke en su lina-(¡yn .m/¡rr r/ ("II/¡'Im'I'IIII'I'II/n/IIHII(I/l()
admite que las nociones de espacio nos vienen empiri‘a­
mente de la sensibilidad por intermedio de los sentidos
del tacto _\'vista, opinión apoyada por Lotze en su 72'0­
rl'a (¡r los .\‘I:{I‘II().\'¡ora/(Ir completada por “'nnd en su
Wir/blog?! Avira/(¿gran Sin embargo Sergi en su /-'/Í\'/}¡lr¿¿r/'n
¡pr/’rr/I/¡r/I/a/ denmestra que el oido v el gusto cooperan
a dar mas fijeza á la idea de extensión. lista escuela vie­
ne hasta cierto punto a prescindir del espacio vacío, pues
es evidente que los sentidos solo nos pueden dar conocr­
miento de cuerpos, _\'si bien estos son limitados, pasamos
a la noción de lo ilimitado en el espacio por la facultad
de repetir la idea que tenemos de una distancia cualquie­
ra v de agregarle a la precedente, lo mismo sucede con
el tiempo, pues, de la duración limitada de una cosa, la
reflexión nos conduce a la id 'a de la dn'ación ilimitada
del tiempo. Locke confunde en una sola, según esto, la
idea de extensión ó de cuerpo con la del espacio v aún
con la del lugar. listas teorias fueron imperantes en todo
el siglo XVIII, pero Victor Cousin jefe de la escuela
ecléctica demostró que la idea del espacio no puede inte­
lectnalmente ser reducida a la idea de cuerpo, pues esta
para ser concebida exige ya la idea de sitio ó lugar ósea de
la de un espacio dentro del cual se encuentra el cuerpo; ade­
mas, la id ¿a del cuerpo es relativa _vcontingente, micnl'as
que la del espacio es necesaria _vabsoluta; la noción de
cuerpo implica limites, la del espacio nó; de esto saca fi­
nalmente Cousin en consecuencia, que la idea de espacio
es (le entendimiento puro, mientras que la del cuerpo
proviene de la sensibilidad.

La escuela naturalista ó id ial profesada por Kant,
Sllopenliauer, Müller, \\'eber, Stumpft v otros, admite (¡ne
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las nociones de tiempo y espacio las tenemos por una
intuición; estas ideas son formas de la sensibilidad, son
categorías puramente sugestivas; la experiencia en nada
interviene para que las poseamos.

Wund sigue una especie de teoría intermedia, pues
admite que esas ideas proceden de una sin/("sis (¡'17lar
.u'usanb/u's, es decir de una elaboración ó quimica meu­
tai del conjunto de nuestras impresiones externas (Revis­
ta Filosófica, 'l‘omo VI). Reconoce en consecuencia, una
predisposición orgánica en la fisiología, -la que constitu­
ye el elemento nativista upero demuestra su desarrollo
por medio del estímulo (lado por la experiencia ——parte
genética. ——Se lia observado á esta última teoria, que es
muy dificil concebir como pueden elaborarse mentalmente
las ideas de espacio y de tiempo con el solo hecho de
sintetizar sensaciones, al contrario parece más bien que
en esa sintesis hay algún residuo que no puede resolverse
en sensaciones. La escuela empírica tiene igualmente que
luchar con la objeción de que las sensaciones solo se
conocen mediante las percepciones, y la percepción de la
extensión salvo casos especiales y de estudio muy com­
plicados como el vértigo _vla apagogía ú horror al vacío,
no se caracterizan ni por la graduación en intensidad ni
por venir acompañado del placer y dolor inherente a to­
da sensación percibida. Es muy posible que en la adqui­
sición de la idea del espacio y del tiempo intervengan
elementos racionales _vpor ende universales y absolutos
asi como elementos sensitivos.

Los principios de identidad _vde contradicción que
son los directores del conocimiento, implican necesaria­
mente la idea de espacio y de tiempo, _\'recíprocamente;
pero el estímulo externo de la experiencia puede contri­
buir á darles forma clara pues de las múltiples representa­
ciones que esta nos proporciona, particularmente por medio
de los sentidos del tacto, vista y muscular, conocemos la
existencia de objetos colocados en diferentes posiciones
unos con respecto a los otros separados por distancias
medibles; el movimiento relativo de los mismos etc. todo
eso nos deja un residuo que combinado con los elementos ra­
cionales ya existentes en nosotros viene zi ser el concep­
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to general (le espacio, primero, _\'luego por una última
abstracción de ¡naturaleza científica basada eu la relativi­
dad (le la posición _\'variabilidad de los objetos, la del
espacio vacío. l’ero apurando mucho las objeciones se
llegaría iatalmente á la discusión general entre el empi­
rismo en sus tres Íormas con el idealismo.

En cuanto a la naturaleza del espacio _\'del tiempo,
se lian formado (los doctrinas, una que les da una exis­
tencia real ú objetiva y la otra que les considera como
existiendo solamente en nuestro entendimiento.

Newton, Clarke _\' moderuamente Augusto Garnier
consideran el espacio y el tiempo como existiendo inde­
pendientemente de su contenido. Descartes en cambio, si
bien les dá una existencia r‘al, considera esta como ín­
separablemente ligada con las cosas y acontecimientos, de
manera que desaparecerían junto con estas últimas.

Leibnítz observa que las distancias y las
son enteramente relativas, (le manera que no le es posible
al hombre tener (le ellas una idea absoluta; por eso con­
sidera el espacio y el tiempo, no como algo existiendo en
la realidad, sino como un orden ó relación entre las exis­
tencias y los acontecimientos posibles, tomando como co­
sas a relacionar en último termino, á las móuadas por
el ideadas.

En otras palabras no, podemos representamos un ob­
jeto ó un suceso sin considerarlo fuera (le los otros ob­
jetos ó sucesos, de manera que todos los que seas coexis­
tentes _\'todos los sucesivos forman una serie numerable
aplicando la sucesión de los números enteros.

1'31orden ó relación entre ellos constituye nuestro es­
pacio ó tiempo y sus caracteres de necesidad y de inde­
finidad se explica porqué, considerados en abstracto se
aplican lo mismo que el número, no solo á lo real sino
también á lo posible y no ha)" (í priori ninguna razón
para limitar la serie.

Kant considera, según dije. el espacio _\' el tiempo
como formas (i [mi/ri (le la sensibilidad, cl tiempo es la
forma del sentido interno, el espacio del externo, por lo
tanto uno _v otro preexisten virtualmente á los fenóme­
nos _\'son independientes de ellos, no tienen realidad sino
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en nuestra manera de representar las cosas externas á
las cuales sirve de forma, pero no tienen existencia pro­
pia. Ann sin percepciones, es decir vacíos de objetos v
sucesos, esas nociones continuarian imaginables; son con­
ceptos trascendentales de nuestro espíritu que se imponen
á pesar nuestro en todos los juicios y que provienen de
una facultad superior, pero su objeto no existe, sus pro­
piedades v relaciones imperan en los fenómenos, v de allí
la certeza de las verdades matenuiticas basadas en ellos.

La escuela idealista se lia valido también del argu­
mento clásico siguiente: Si el espacio _v el tiempo exis­
tieran fuera de nosotros deberian necesariamente ser sns­
tancias Ó atributos, pero nos es imposible considerarlos
en una ú otra forma, luego no tienen existencia real.

Discusimlss Estas teorías lian dado lugar á discusiones intermi­
_\-objeciones . . . . , '

nables. La prnnera, es (lecn‘ la de .\e\vton, Clarke _vDes­
cartes que sostiene la existencia objetiva del espacio _vdel
tiempo no adelantó prueba alguna convincente. La ten­
dencia natural en objetivar es común á todas nuestras
representaciones _v no asegura la existencia real de las
mismas; sin embargo se lla observado, en contra de lo
que sostiene la escuela (le Kant, que debe necesariamente
darse alguna realidad al tiempo _val espacio; asi: cuando
cambia un cuerpo de forma, cuando (le cuadrado se hace
redondo, por ejemplo, forzoso es dar á ese cambio una
existencia real independiente de nuestro espiritu, pues
mientras que en la mayoria de los casos, en presencia de
un hecho, nnos opinan de una manera otros de otra, ante
un cambio de la naturaleza indicada, todos están confor­
me en que se lia producido, lo cual es nn signo evidente
de sn existencia objetiva, por lo menos este es el único
criterio que podemos tener de una tal existencia.

Realidaddel Lo mismo sucede con el tiempo. Podemos decir que
“cm” espíritu existe en el tiempo lo mismo que las cosas, pero

estas existen por si y su realidad es independiente de
aquel, no necesitan que les de una forma que ya poseen
como condición de su realidad.

De las tres faces en que puede considerarse el
tiempo, á saber: el pasado, el presente _\'el futuro, el pre­
sente propiamente hablando no existe, pues se nos escapa y



34')

cae en el pasado antes de que podamos extraerlo del fu­
turo, pero la realidad en si de pasado esta constantemente
acusado por las lmellas que \'a dejando independiente­
mente (le nuestro espíritu á quien no puede atribuirsele
sn existencia, lo mismo podria demostrarlo la realidad en
si de un acontecimiento astronómico anunciado para el
futuro.

Por su parte la teoria de Leibnitz, equiparando la se­
rie de cosas, y sucesos a la de los números enteros. no
nos habla de la separación entre ellas, la podemos en
consecuencia suponer existente ó nula, en el primer ‘aso
esa distancia preexistc a la coexistencia de los objetos ó
de los acontecimientos, _\'entonces el espacio _\'el tiempo
de Leibnitz no nos (la cuenta de ella: en el segundo caso
siendo nula la separación entre objetos y entre los su­
cesos, los coexistentes se confunden y no lia)" espacio, los
acontecimientos se \'uel\‘en coexistentes _\' desaparece el
tiempo.

Es igualmente imposible con esa teoria dar cuenta de
la simetría, de la distinción de derecha a izquierda, etc.

Hegel al refutar Kant, dice que el hombre no tiene
las nociones de tiempo y de espacio sino porque existen
dentro _\'fuera del pensamiento, manteniéndose como una
simple forma ó sea una abstracción de la exterioridad.

I‘Zlpensamiento determina el espacio _\'el tiempo ex­
trayendolo de los objetos _\'de si mismo.

in cuanto al argumento basado en que si el espacio
_\'el tiempo tuvieran existencia real deberían manifestarse
como sustancias ó atributos, siendo así que no es posible
eonsiderarlos ni en una ni en otra forma, parece consis­
tir en un juego de palabras.

Por de pronto observa Freycinet en la Nota primera
de su obra ya citada. seria necesario empezar por de­
finir lo que se entiende por sustancia. Si se quiere con­
siderar como sustancia unicamente aquello que tiene peso,
masa, y cae bajo la acción inmediata de los sentidos, lia­
bría que negar ese nombre a los agentes llamados im­
ponderables trasinisores del calor, luz. electricidad _\'con
mayor razón al que trasmite la fuerza de gravitación; sin
embargo la existencia real de estos vehículos se impone.
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Además, si consideramos por ejemplo un cuarto, podemos
imaginar que todo lo existente dentro de él haya desapa­
recido y si bien es difícil creer que este vacío puede ob­
tenerse algún día practicamente de una manera rigurosa,
es decir eliminando hasta los imponderables recien men­
cionados, no obstante concebimos intelectualmente su po­
sibilidad. Este espacio así obtenido no es ciertamente una
sustancia ni un atributo, al contrario es la negación de
ellos, pero no por esto deja de ser algo más que una
ficción. .-‘\demás, como la sustancia implica forzosamente
un espacio vacío que lia llenado, no hay mayor razón para
tomar una más bien que otra de esas dos entidades como
caracterizando la existencia.

Russell considera el espacio vacío como puramente
conceptual, como nacido de una abstracción inevitable del
elemento espacial de la percepción sensible, por lo tanto
como un principio de relatividad, como la posibilidad ló­
gica de relaciones entre las cosas, como la condición
previa del orden espacial, único objeto de experiencia in­
mediata. Ese espacio vacío está con respecto al orden es­
pacial, objeto de la Geometría, en la misma relación que
un Estado con los ciudadanos que lo componen, estos úl­
mos suponen que la existencia prévia de aquel. Si pues
al decir que el espacio no tiene existencia objetiva que­
remos unicamente alirmar que no existe vacío sino ocu­
pado por las cosas, naturalmente así entendido, el dicho
puede ser aceptable, pero como este espacio vacío es algo
presupuesto por todo lo demás su existencia, podemos
decir en potencia, es indiscutible. El tiempo podría ser
objeto de consideraciones parecidas. Hay en todo esto co­
mo vemos y repetimos más juegos de palabras que niti­
dez de ideas.

Estas y muchas otras discusiones han originado el pro­
blema metafísico de la naturaleza _vorigen del espacio _v
del tiempo, me lie limitado á liistoriarlas lo más clara­
mente posible sin abrir opinión. porqué es evidente para mí
que todas las discusiones de esta índole deben necesaria­
mente fracasar; en estas cuestiones, como bien lo dice
Freycinet, cada uno se guía más bien por inclinaciones
personales y por nn conjunto de impresiones difíciles de
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analizar, que por una demostración formal invulnerable á las
objeciones. l’ero, creo además, que en todas las investigacio­
nes de ¡metafísica pura, el problema queda resuelto negando
la posibilidad de resolverlo, no por deficiencia del espíritu
lnnnano sino por su misma naturaleza; así como le sería
imposible á un punto situado dentro (le una esfera salir
de ella sin romper su envoltorio, así le es imposible al
espiritu Íranquear los límites que le llan sido asignados.

lis indudable que el espacio _vel tiempo son necesa­
rios para toda realidad, pues todo lo real existe en el
tiempo _\'en el espacio, es indudable también que nuestras
percepciones se nos aparecen ligadas entre si por relacio­
nes de tiempo _\'de espacio, _\'que podemos abstraer de
ellos el conjunto de esas relaciones; también lo es de que
esas relaciones así abstraídas se nos presentan como nece­
sarias ó indefinidas, pero esto es todo lo que electiva­
mente sabemos.

Ahora que en nuestro espiritu estas relaciones pre­
existan a la percepción _vse apliquen á ella en virtud de
la constitución subjetiva de nuestra sensibilidad ó que
resulten de la naturaleza propia de esas percepciones, es
lo que á mi parecer será siempre irresoluble por la misma
naturaleza de problema, ambas hipótesis podrían aceptarse
sin repugnar á la razón, pero no está en nosotros saber
cual es absolutamente la buena.

Antes de terminar, conviene observar que uno de los
argumentos de Kant, para demostrar que el espacio es
únicamente una forma de intuición no existiendo nada
análogo en el nmndo objetivo, es que si el espacio provi­
niera de la experiencia, originaria juicios contingentes,
sin generalizaciones absolutas, de manera que para que
así no sea, es forzoso que tengamos una intuición de el,
que sea (í [tr/ari antes de toda percepción de un ob­
jeto externo; este argumento á primera vista es poderoso,
sin embargo analizando detenidamente se vé que equivale
á suponer que todos los seres vivientes tienen la misma
intuición del espacio como forma necesaria á la repre­
sentación de los objetos externos asi como que esa in­
tuición continuaría siendo igual para todos los seres ln­
turos escapando estos así, en ese particular, á la ley na­
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tural del cambio perpetuo. Éstas observaciones fueron
igualmente hechas por Lotze en lo referente al argmnento
de Kant á saber: que toda teoría del espacio distinta (le
la suya sería incapaz (le dar á la Geometría una certeza
absoluta. Lotze hace ver que esta teoría del espacio lejos
de dar á la Geometría euclídea un valor universal, la 11a­
ría depender de una investigación empírica de la natu­
raleza del espacio tal cual tiene cada individuo la intui­
ción (le él.

Ann aceptando que todos los hombres actuales y \'e­
nideros deu siempre la misma forma a sus percepciones
externas, aun los teoremas de la Geometría carecerían de
certeza realmente universal desde que desaparecerían con
aquellos. Luego, dicha certeza no se explicaría por la
teoría de Kant sobre el espacio. Insistamos en ese tema
que tanto afecta los fundamentos de la Geometría. El
fundador de la Epistemología ó Filosofía de las ciencias
al estudiar la metafísica del espacio sostenía los dos ar­
gumentos siguientes para fundar su teoría idealista: La
Geometría es reconocida tener una certeza apodíctica,
luego su objeto, el espacio, debe ser ri ¡Ir/on"; por otra
parte demuestra independienteniente (le la Geometría, que
el espacio es (í ¡ir/"on",de donde resulta que aquella debe
tener una certeza apodíctica. Ahora bien: Gauss, Lobat­
chewsky Bolyai, Riemann, Cayley, Klein, Lie, etc., al
fundar la Metageometría ó Geometría no euclídea han
destruido el primer argumento kantiano, pnes no es po­
sible actualmente, después de esos trabajos afirmar por
razones puramente geométricas la certeza apodíctica de
la Geometría euclídea, en cambio, el otro argumento queda
en pié, pues si la Metageometría ha conseguido poner cn
duda la certeza apodíctica (le la Geometría euclídea, tam­
poco lia llegado eu negarla en absoluto: pero B. A. \\'.
Russell eu su ¡fl/my“ .m/m' {oxjima’amru/ns (I’r la (¡m/¡Ir­
lrl'u deumestra bastante satisfactoriamente que la ar­
gumentación filosófica (le Kant en su /;'.\'/r'/I'm '/'m.rn;/1­
(I'm/z: para probar el orígen (í />r/'0r/' del espacio, solo al­
canza a demostrar que la experiencia del nmndo externo
necesita forzosamente como condición, no el espacio eu­
clídeo sino alguna forma de exterioridad. Helmhotz esta­



—39—

blece también que todos los espacios homogéneos son
posibles {Íprior/y que solo la experiencia puede decidir;
entre ellos. En un mundo, dice Russell, donde la percep­
ción nos representa cosas diversas con contenidos distin­
tos y diferenciados, es necesario que haya en la percep­
ción por lo menos un principio de diferenciación, es decir,
un elemento en virtud del cual las Cosas representadas
puedan distinguirse unas de las otras. I'Íste elemento to­
mado aisladamente y abstraído del contenido que (life­
rencia, puede llamarse una forma de exterioridad. Esta
forma siendo nn concepto creado por el entendimiento
puede ser tratado por las matemáticas puras. La ciencia
de la extensión que resulte debe ser asertórica pues es
necesaria alguna forma de exterioridad para hacer posible
la experiencia. Hace ver Russell que esta forma debe ser
relativa _\'homogénea _ven consecuencia que debe tener
un número finito de dimensiones y necesariamente más
de una para que sirva a la experiencia. Demuestra luego
que 1a Geometría l’ro_\'ectiva que no se ocupa del gran­
dor sino de la comparación espacial cualitativa la cual
implica la homogeneidad, relatividad y pasividad del es­
pacio es aplicable a todos los espacios, siendo en conse­
cuencia completamente (í [ría/7', _\'sus axiomas aplicables
también á todas esas formas de exterioridad recien crea­
das por el entendimiento puro.

En cambio, la Geometría métrica contiene además un
elemento empírico. cual es la medida; esta. para ser posible,
exige tres axiomas fundamentales, a saber: la libre mobi­
lidad en el espacio, un número limitado de dimensiones
del mismo _vla existencia dc la distancia, es decir de una
magnitud determinablc de una manera única por dos puntos
cualesquiera (línea rectal.

En el último capitulo de su importante obra, estudia
Russell cual es la relación existente entre una forma de ex­
terioridad en general y la experiencia; llega á la consecuencia
de que esta forma es el concepto genérico que contiene todas
las intuiciones posibles de una exterioridad y que esa
intuición es necesaria para la experiencia; comparando esta
tesis con la de Kant, observa que es menos psicológica,
no se preocupa de saber si el espacio es dado en la sen­
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sacíón; implica únicamente que lo que debe ser dado por
la percepción sensible no es precisamente el espacio actual
sino una forma de exterioridad que haga posible la expe­
riencia, entendiéndose por exterioridad en este caso, no la
tomada con respecto al sujeto pensante, sino la existente
entre las cosas representadas tomadas entre sí. Demuestra
que todo conocimiento postula el reconocer la identidad
eu la diferencia, lo que supone el tiempo, _\'además otra
forma que permita conocer la diversidad simultánea; pero
esto no implica que las nociones primeras ó categorías
s>an percepciones sensibles, sino que estas percepciones
serían incomprensibles explicadas únicamente por las cate­
gorías, si _\'a no encerraban un elemento especial cuya
realización es cuestión de metafísica pura.

Observa finalmente que las autiuomias ó contradiccio­
nes inherentes al espacio como ser las definiciones de
puntos, rectas y otras, no hacen sino probar que la Geo­
metría debe referirse al espacio lleno de alguna mate­
ria y no al espacio vacío como sostenía Kant. La (leo­
metría no tiene que ocuparse de las propiedades causales
de la materia; debe considerarla compuesta de átomos
inextensos que reemplazan los puntos siendo su objeto
el estudio del orden espacial; así desaparecen todas las
contradicciones. En cuanto al espacio vacío, se le puede
considerar como la simple posibilidad lógica de relaciones
entre las cosas, como un principio de relatividad, pero
entonces es simplemente conceptual y no objeto de expe­
riencia inmediata. La exterioridad tomada solo en sí, eu
abstracto de las cosas, no es precisamente una relación, es
una faz de la relación pues implica el espacio vacío; en
cambio el orden espacial que supone una materia, es una
relación real.

Es indudable que estos estudios modernos sobre los
fundamentos de la Geometría han contribuido poderosa­
mente a esclarecer las relaciones confusas que lig‘abau la
certeza de esa ciencia con las teorías del espacio tal cual
lo dejó establecido Kant.

.-\l tratar del espacio y del tiempo he querido recor­
dar las principales discusiones originadas por las investi­
gaciones metafísicas sobre su naturaleza, pero es indudable



que para la creación _\'desarrollo de las ciencias físico-ma­
temáticas es indiferente la naturaleza subjetiva ú obje­
tiva así como el orígen de las ideas de espacio _\' del
tiempo, y que pueden llegar aquellas á cualquier grado
de progreso sin que les afecte las discusiones metafísieas
que pueden originarse sobre esas nociones.

Los fundamentos del estudio de] espacio y de] tiempo
han sido establecidos por los siguientes filósofos:

Blur Í’asm/-—De l‘esprit geometriun(I623-1662).
jim/I Lorkr — Ensayo sobre el entendimiento humano (1652

;
a 1 04.

RHm/n Í){/‘.\'(,‘{I)‘/('.V—Principios de la filosofía (parte II ar­
tículo 25 tomo X, 1644).

lxmnz Abu/ou n [Optica (Cuestion. 31, 1704).
(í. (i. ¿«I'm/17:”. Nuevos ensayos sobre el entendimiento

humano (libro II cap. XIII, 1704).
.S'amm'l (.'/(¡rÁ'r'-«Cartas entre Leibnitz _\'Clarke - Obras

de Leibnit'l. (tomo II) (1715).
Tal/¡(ix RH}!- —-Obras completas (1710-1796).
.I/(n/m'l [Cn/¡l -- Crítica de la razón pura (1" parte) - -—15s­

tética trascendental (1724-1804).
/.n/:r‘ Ihr/¡1mm a Metaphysik, libro II cap. II, l’sycología

(1852); trad. l’eujon (1881).
h/mjgrr‘(1‘. l'Í llz'g'r/ 7-Lógica (tomo III libro I, sección 2"

cap. II, 1770-1831).
l'I'r/nr (Som/u- -Curso de historia dela filosofía moral en

el siglo XVIII durante el año 1820 (3.“ parte).
Curso de historia de la filosofía en el siglo XVIII
(II \'ol., lección 17.).

.\'¡'m/(is Í?’(UI()7'Í/('/ILoán/r/¡ranr/qr, (1793-1856) Nuevos
principios de geometría (Memoria de la Universidad
de Kasau _\'Correo de Kasan, 1826, 1829, 1836, 1838);
Geometría imaginaria (Journal de Crelle, 1837);Es­
tudios geométricos sobre la teoría de las paralelas
(Berlin 184o); l’angeometría (Kasau 1855).

jim/I ¡fo/ya/MAppendix scientiam spatii absolute verum
exhibens (Mares Vasazhely, 1832)»« Obras traduci­
das por Frischauf, Halstad, Houe] (Lepzig i872.
Texas 1896, l’arís 1896).

/>’.Nim/aun- -—Ueber der Hypothesen welche der Geometríc
zu grunde liegen (Academia de (‘yóllingein 1867).

.1. ¿"nylon Sixth memoir upon (¡nauties (1859).
Fri/Lt Í\'/('l.ll—<Nicht Euclid (tomo I cap. I, II, 1871).
Sofi/ms Lír'» Ueber die (‘xrundlagen der (‘reometrie (Leip­

ziger Berichte, 189o).
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ll. llflllI/IÚÍÍS-e Hechos fundamentales de la Geometría

(Heidelberg 1868).
77/. Riba/m La fisiología alemana contemporánea (¡879).
(7‘.Jl. Ianí- Fisiología psicológica (¡874).
L. .l/. C. [Ml/(um'lw Les methodes dans les sciences de

raisonnement ((‘xautliierVillars, París 1885-96,t. I _vll).
(r'r'nrg'rx Lr'c/m/flx -Obras varias (1889-96). L‘espace ct le

temps, (1895 Felix Alcan).
/’. .lÍrn/sfou M Revista neo-escolástíca (mayo _vagosto 1896,

París, Ganthier Villars).
//. l’ol'mvrrrr'w El espacio y la geometría. Revista de ma­

temáticas y moral (Noviembre 1895).
.ll. ¿(17m —‘Genése de l’idée de temps ('l‘. Alcan).
('. (ÍI‘ ¡"rqycí/Ir/w- Essai snr la phvlosopliic des sciences‘

cap. I ((‘xautliier Villars‘ l’arís 1900).
[fr/fm" .S‘. IV. Í\’I(J‘.\‘('ÍÍ-Ensa)'o sobre los fundamentos (le

la Geometría, traducción al francés de .-\. Cadenat
((‘xantliier Villars 1901).

(Í. lx’r/mm'rírr-— Dilemas de ¡metafísica pura. Historia y
solución de los problemas metafísicos (Félix Alcan.
l’arís 1901).

Fragmentos (le Roger Collard (tomo III fragmento 4;
tomo IV fragmento 9). -Enciclopedia de las c1enc1as
filosóficas (núm. 254-271, 2.“ edicnón) etc.‘ etc.
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Los grandores 6 cantidades matemáticas

Despues (le los vastisimos conceptos del espacio y
del tiempo soberanos del pensamiento, tienen capital im­
portancia para las ciencias físico-matemáticas el de gran­
dor ó cantidad matematica. l‘Éngeneral, llamamos grandor
¡i todo lo susceptible (1* aumentar _\'disminuir, pero gran­
(lor matennitico es un grandor muy particular cuyo con­
cepto es adquirido mediante el siguiente proceso mental:
Nuestros sentidos nos hacen conocer la existencia de ob­
jetos externos; uno de estos objetos tomado solo puede
bastar según vimos para despertar ó producir en nuestro
espiritu la idea de existencia y de forma; en cambio va­
rios objetos simultáneos nos sugieren la idea (le plurali­
dad ó de número de objetos; al principio estas nociones
de forma extensión y pluralidad nos aparecen ligadas in­
timamente con los objetos que las han originado, pero
poco á poco el espíritu, gracias á su facultad de abstraer,
los desliga de los mismos y los considera independiente­
mente (le la naturaleza y de la diversidad especifica de
los objetos en cuestión. De allí resulta que el concepto
del número de objetos viene ¡i ser el residuo que queda
en nuestra conciencia cuando todo lo que distingue dichos
objetos entre si lia desaparecido; indica cuantas impresio­
nes distintas lia recibido aquella. Por eso la adquisición
de este concepto será tanto mas fácil cuanto más pareci­
dos sean los objetos que deban originarlo en razón de
que se necesitará menos trabajo mental para borrar las
impresiones diferenciales. Una vez formado el concepto,
queda este fijado en nuestras representaciones y en nuestros
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recuerdos con la palabra ó signo que se emplea para de­
signarlo. Puede observarse que este concepto es uno de
los que mas facilmente se 11adeslígado de las represen­
taciones reales originarias en razón (le que apenas si po­
demos mentalmente representamos más de cinco a siete
objetos simultáneos, variando este número según la dife­
rencia de forma, colocación y distribución relativa de los
mismos en el momento de la representación. .-\sí puede
afirmarse que pasando (le ese número de objetos, solo se
tiene la representación inmediata de una mayor ó menor
pluralidad, pero no de un número determinado de ellos,
para conocer este número sería necesario una enumera­
ción prévia, _vesta, cuando (líclio- número pase (le diez.
doce ó veinte que son los números de dedos de la mano,
de las falanges triples en cada mano _vde los dedos si­
multáneos (le las manos _vdel pié requerirá á su vez un
sistema de numeración, iniciándose asi la
del concepto.

El conjunto de propiedades _v(le relaciones que se
deduzcan ó dependan del concepto de número, constituye
la ciencia del mismo, empezando como se vé por la nu­
meración cu_voorígen recién indicamos, siguiente por la
Aritmética _vterminando con la Teoría de los Números.

Según dijimos, el concepto del número de objetos
viene á ser el residuo de la percepción (le varios objetos,
quedando en nuestra conciencia cuando todos los carac­
teres distintos han desaparecido; pero cabe distinguir,
ahora (los clases (le objetos: aquellos de ta] naturaleza
que no admiten división en partes sin destruir su entidad.
es decir sin dejar de responder á su definición, y otros
que se prestan á esa división continuando después (le dí­
vididos á satisfacer á la definición primitiva. Un conjunto
de objetos de la primera clase solo puede aumentar por
el agregado de uno ó varios objetos más que satisfagan
á la definición general de los individuos del conjunto,
pero no con porciones de dicho objeto, puesto que estas
porciones no satisfacen ya a esta definición general.
Igualmente la disminución del conjunto solo podrá reali­
zzarsequitando uno ó más individuos pero uo sustrayendo
porciones de estos, pues la porción restante no posee­
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ria los caracteres que son necesarios z'tsu objeto para que
pueda pertenecer al conjunto en cuestión.

El conjunto total podrá considerarse como formado
por el agregado de sus componentes ó 1llll.(I'(l(IIt'.Ycomo se
llaman, pero el grandor de estos siendo fijo por su natu­
raleza no puede disminuirse.

No sucede lo mismo con los conjuntos de elementos de
la segunda clase, como estos elementos pueden aumentar o
disminuir en cantidades tan pequeñas como se quiera,
pueden aquellos considerarse como formados no solamente
por la agregación de los elementos dados, sino también
por la de otros más ó menos pequeños a voluntad, va­
riando únicamente el número de ellos.

Es evidente que los objetos dc estos conjuntos puc­
den ordenarse en serie _vcombinarse de varias maneras,
é igualmente entre ellos _\'los de otros conjuntos análo­
gos pueden establecerse relaciones determinadas
correspondencia ú otras; ahora bien, todos los conjuntos
de esta naturaleza, es decir satisfaciendo a las condicio­
nes siguientes; I" Cada objeto, elemento ó representación “'
aislada de cse conjtmto está suficientemente derminado por
si mismo. 2" Los grandores del conjunto, tanto entre
sí, como con respecto á los dc otro conjunto igualmente
ordenado, guardan relaciones que pueden combinarse _\‘
originar nuevas relaciones» estos conjuntos ó series deci­
mos, son llamados grandores ó cantidades matcmáti‘as.

Un conjunto ó serie de esta clase quedara determi­
nado cuando se nos dé el número de individuos que lo com­
ponen v la naturaleza _vdefinición general de estos; si el
conjunto pertenece á la primera categoría señalada no
ltav dificultad ni observación que hacer, pero si corres­
ponde en vez á la segunda categoria, como los individuos
pueden variar en grandor de una manera contínua es pre­
ciso eligir uno llamado ¡HI/(I’m!‘-” e indicar

va de

entonces el

(l) Entendemos por representación. de acuerdo con Du llois Raymond. .’¡quien
tomamos también esta definición de grandor ó cantidad matenn’ttica. toda apercep­
ción que pueda ser motivo de recuerdo. así como todo recuerdo que por el trabajo
mental se oírccc a la conciencia. y en la forma tal cual se presente en el instante
en que la memoria lo recibe.

12‘. Se vé pues el carácter arbitrario de este caso de la unidad de medida a di­
ferencia dv: la unidad en las cantidades disconllnuas que esta de antemano Íljada.
ella ó sus múltiples.
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número de estas'uuidades existentes en el total. Los
grandores matemáticos de la primera especie se llaman
discontínuos, numéricos ó discretos, los otros son llamados
continuos ó discretos.

En los (liscoutinuos sucede que la imposibilidad de
modificar las magnitudes del individrio-unidad los hace
depender únicamente del concepto de mín/rra (lc oé/k'lox,
el cual, por esta razón, lia quedado simbolizando las can­
tidades discontíuuas; en cambio, pudiendose en los conjun­
tos continuos, variar el graudor del iudividuo-unidad, se
dá motivo á uu estudio especial de esa variación _vse ori­
gina el concepto de continuidad. base del Analisis. Como
se vé, la Teoria de los Números tiene una entidad com­
pletamente distinta del Análisis y es permitido suponer
que si bien ambos ramos de las matemáticas puras tienen
sus puntos de contacto constituyen en realidad ciencias
completamente diversas.

Las cantidades continuas suministran á la 'l‘eoría de
los números un elemento importante: el número fracciona­
rio; pues cuando se quiere comparar dos magnitudes de
esta especie ó establecer con precisión la variación delas
mismas, forzoso es, según vimosx fijar una unidad, es de­
cir una cantidad determinada entre las de su clase que
sirve para medirlas por comparación con ella; pero los
heclios más elementales de la vida vel desarrollo ulterior
de la ciencia de la medida han obligado á efectuar la di­
visión indefinida de la unidad cuando esta es demasiado
grande para la apreciación que se busca; las partes obte­
nidas por la división de la unidad podrían considerarse _v
llamarse nuevamente unidad vasí entendida uo se habria
introducido variación en el fondo de la cuestión, pero si
se quiere conservar el carácter v nombre de unidad á la
primitiva que se dividió, las partes de estas se llaman
fracciones de la misma _vse expresan con un mil/¡rra

_/}'(I('(‘II()IIIII'I.()el cual por su orígen pertenece como se vé
enteramente al concepto del número de objetos _vacom­
pañan a los números enteros en todos los estudios que
estos originan; pero‘ aquellos suponen una relatividad _v
estos no.

Las magnitudes matemáticas discoutínuas no admi­
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tiendo subdivisión (le grandor en los individuos compo­
nentes, no se prestan tampoco á especulaciones sobre la
naturaleza de estos, en cambio las continuas originan. im­
portantes observaciones al respecto. En general, cuando se
habla de cantidades continuas matemáticas, la primera
representación que nos hacemos (le ellas es la de una li­
nea recta de longitud determinada entendiéndose aqui por
linea recta la imágen invariable que nos dá un hilo ten­
dido, una arista viva ó un rayo luminoso; estas imagenes
engendrau un concepto que á diferencia del (le número
de objetos, está íntimamente ligado con las representa­
ciones originarias, _vcomo estas son tan simples, tan co­
munes y familiares, producer] en nuestro espíritu ene­
migo de lo complicado una quietud benéfica; (le alli
nuestra tendencia en tratar de hacer depender, en lo po­
sible, la apreciación (lelas cantidades matemáticas continuas
de la de una longitud.

Las que se prestan á esa operación son llamadas
‘antidades matemáticas lineales; no es necesario para que
merezcan este nombre la correspondencia con la linea
recta en toda su extensión; muchas cantidades solo exis­
ten dentro (le ciertos límites y basta en esos casos para
que sean lineales que dentro de los límites en que exis­
tan puedan corresponder á una porción determinada (le
recta; cuando así sucede estas cantidades á excepción de
la extensión poseen las propiedades de los grandores li­
neales propiamente dichos.

Un primer ejemplo de cantidades matemáticas linea­
les lo tenemos en el área de una superficie plana; por de
pronto si esta superficie está igualmente coloreada é ilumi­
nada ofrecerá á nuestra vista el mismo aspecto de unifor­
midad que la linea recta; si ahora introducimos el con­
cepto de :irea ó sea de la posibilidad (le subdividir la
superficie limitada en porciones de forma cualquiera, de
rectángulos por ejemplo de igual base y transportables
de manera á que se aeumulen en el sentido del largo
formando un nuevo rectángulo de base igual á la común
á todos ellos, es evidente que la apreciación del área (le­
peuderá de la de una longitud. Lo mismo con los volú­
menes.

La longitud
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Hemos visto en el capítulo anterior que el tiempo se
(lerarrolla en serie lineal, v su apreciación depende de una
longitud, puede en consecuencia considerarse en ese sen­
tido como cantidad matemática lineal.

Lo mismo sucede con muchos otros grandores ma­
temáticos continuos, por ejemplo, el peso, el grado de
calor, la resistencia mecánica etc. (le los cuerpos. Pose­
vendo los mismos caracteres que las longitudes á los fines
de la apreciación, se vé que estas clases de magnitudes
son tales que sus variaciones se hacen por aumento
ó disminución (le cantidades de la misma especie, por
ende la diferencia entre (los de sus valores aparece tam­
bién como otra cantidad de igual especie lo mismo que
las longitudes. Todas las cantidades matemáticas gra­
(luadas según la intensidad satisfaciendo á las condicio­
nes recien indicadas, son necesariamente lineales. En cam­
bio algunas cantidades como ser el timbre de la voz, el
número (le combinaciones susceptibles de producirse en
los juegos en que el azar desempeñe algún rol etc., no
son evidentemente lineales.

Es interesante conocer que esfera abar‘an las canti­
dades matemáticas en los diversos dominios del pensa­
miento.

Paul (ln Bois Raymond en su notable obra ¡ll/¿rcmrím‘
cual ha suministrado algunos

importantes datos en lo que _va llevamos escrito en este
capítulo, lia efectuado un prolijo estudio sobre este par­
ticular y sus resultados merecen brevemente recor­
dados

Empezando por las cantidades del mundo exterior,
observa que las causas primeras llamadas fuerzas, produ­
cen efectos percibidos por nuestro espíritu mediante los
sentidos. Esos efectos consisten en movimientos, tensio­
nes etc., todos de naturaleza lineal. El principio de razón
pura: for/0 ('frr/o lírm- ¡um muxa, en virtud del cual, de
estos fenómenos (le tensión, movimiento etc. inferimos la
existencia (le fuerzas productoras, no nos permitiendo sa­
ber nada más sobre estas, nos obliga á creer que los fe­
nómenos citados son sus efectos completos _\'como son
cantidades lineales forzoso nos será considerar igualmente
como cantidadeslineales las fuerzas productoras en cuestión.

1105
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Todo nos liace suponer que los grandores del nmndo
externo manifestándose siempre con variaciones gradua­
das en intensidad ó en extensión deben poder reducirse a
un grandor lineal, en el supuesto sin embargo de que
sean susceptibles de una definición precisa.

¿ntre las cantidades del mundo interno
primer lugar, las sensaciones graduadas según la inten­
sidad, si estas pueden considerarse como grandores ma­
temáticos son necesariamente lineales según vimos más
arriba. Sumando varias exitaciones de la misma especie
a cada una (le la cual le corresponde una sensación de­
terminada, la excitación total originara una sensación única
que puede considerarse como sumas de las primeras. 'l‘oda
la cuestión está en determinar si estamos en presencia ó
no de cantidades matemáticas. Tratándose de las sensa­
ciones (lel olfato _\'del gusto se puede contestar negati­
vamente, pues estas sensaciones debido a causas pertur­
badoras dificiles de explicar y aislar, á su corta duración,
a la influencia de la fatiga _\'a la falta (le observaciones
metódicas de si mismo presentan inestabilidades y ano­
malías (por ejemplo, —ofrecer intensidades diversas para
igual excitación) que le quitan el carácter necesario a un
grandor matemático tal cual lo hemos más arriba definido.

I‘Zsposible, sin embargo, que la paciente investiga­
ción científica consiga aislar las causas perturbadoras _\'
dar lijeza a las observaciones; de todas maneras es indu­
dable que en el órgano central debe existir un estado
determitado correspondiente de una manera precisa á la

graduadas en inten­
sidad correspondientes a la vista _\' oído, son en cambio,
mas abordal)les a la observación, son mas fijas _\'estables.
l’odemos considerar como probable la posibilidad de lle­
gar un día á suscitar intensidades de sensaciones espe­
ciales qne correspondan á cantidades iguales de excitacio­
nes y que nos parezcan también absolutamente iguales.

Cuando esto suceda quedara establecido el caracter
de grandores matemáticos lineales para esa clase de sen­
saciones. El problema que ordinariamente se presenta en
la vida es estimar la excitación por la sensación, pero
I’eclmer el inventor de la psicolísica se lia propuesto lo

[CIICIHOS L'll
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contrario habiendo llegado á su conocida ley logaritmiea
la cual a pesar de las varias hipótesis que implica pa­
rece haber sido confirmada por Bernstein. t')

Las sensaciones no graduadas en intensidad, como
ser, la altura del sonido, el color de los cuerpos y el tim­
bre del sonido no son grandores matemáticos lineales
psicológicamente hablando, pues la diferencia entre dos
alturas ó dos timbres de sonido, ó entre dos colores no
son grandores de igual especie sino algo indeterminado.
I’ero considerando fisicamente la altura del sonido ó el

color de los cuerpos como vibraciones del aire ó del éter,
son ciertamente magnitudes lineales. En cuanto al tím­
bre no obstante algunos trabajos modernos tendente a
explicarlos fisicamente y darle en consecuencia el carácter
lineal, por ahora carece de el.

Los deseos, las \'oliciones y otras disposiciones del es­
píritu, si fueran susceptibles de considerarse como cantida­
des matenniticas, serían ciertamente lineales, así la ale­
gría, la tristeza, la desesperach’m, etc. puede aumentar por
grados, mediante ‘ausas que separadas darían una tristeza,
ó alegría parcial, _\' se puede conecbir por ende una tris­
teza doble, un dolor doble etc., pero esta clase dc gran­
dores no responden :i la definición dada para las cantida­
des matemáticas.

En las ciencias matemáticas puras se crean a veces
cantidades que podemos llamar analíticas, tales que no
guardan relación alguna con el mundo de la percepción­
por ejemplo, las designadas con el nombre de imagina­
rias, precedentes de la aplicación de las operaciones ma­
temáticas eu los casos en que ya no son válidas ó las
que se han formado por la aplicación indebida de ciertas
analogías.

Es ya discutible si pueden llamarse ‘antidades a estas
cr -aciones, sinembargo se les aplica ese nombre por que se
prestan a algunas combinaciones análogas a las cantidades
reales, pero como las nociones de mayor y menor han
perdido su significado ordinario, las cantidades en cuestión
no pueden considerarse, en consecuencia, como lineales.

(i) En realidad la tentativa de l-"echner para hacer de la psicoíisica una cien­
cia exacla ha fracasado (Véase .\l. l-‘oncnnll; La l'siehopl|_\'siqne).



Finalmente en algunos juegos sabios Como el ajedrez,
barajas v otros\ aparecen combinaciones análogas á las
que se encnent‘an en las operaciones del álgebra, solo que
á la parte matemática de la cuestión se unen los errores
del pensamiento _vel azar. Las cantidades que aparecen
en ellas _v que podemos llamar mulín’mfz'x 1/1"jul-gn no
guardan pues relación alguna con la realidad, además con­
sideradas únicamente bajo el punto de vista matemático
presentarian un campo mu_v restringido a las combina­
ciones las cuales serian a veces complicadísimas _vel resul­
tado de su investigacuin no compensaria el trabajo que
exigiria.

.\'o se trata pues (le cantidades matemáticas lineales.
Aqui termina dn Bois Raymond sn revista delas dis­

tintas especies de cantidades del mundo de la percepción
_\'llega :1 la consecuencia que debe estudiarse con todo
rigor posible el concepto de grandor matemático lili >al ó
sea de aquellas ‘antidades tales que siendo sus diferencias
_\'múltiplos cantidades de la misma especie, aceptan una
medida v pueden finalmente compremlcrse como longitu­
des. La inteligencia de este concepto es dc una necesidad
.rímurnrl-Imu para llegar a la delos demas del analisis.
particnlarmente del de limite‘ motivo del capítulo siguiente.

Antes de terminar con el concepto de grandor matc­
matiCo. creo conveniente indicar brevemente el desarrollo
progresivo (le la idea de ‘antidad en las ciencias exactas.
Empezando por las cantidades diseontinnas recordaremos
que las especulaciones lieclias con ellas versan únicamente
sobre el m'nnero que indica cuantos individuos la componen,
así que. reconocidas ciertas propiedades combinatorias de
estas ‘antidades, la combinación queda ejecutada efectuan­
dola únicamente sobre los números en cuestión tomados en
abstracto, _\-eso con una certeza absoluta. I'Zsdecir que a
los electos combinatorios reeniplazaremos las cantidades
por los números, pudiendo en cualquier momento volver
zi las cantidades correspondientes acompañando al número
la id ‘a del objeto a que se refiere. En algunos casos, tales
como aquellos en que junto con las ‘antidades interviene
separadamente el concepto de número de objetos, pueden
suceder confusiones de interpretación que es necesario
evitar con muclio cuidado.
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Las propiedades combinatorias recién mencionadas se
deducen de las siguientes observaciones: Dadas varias
cantidades discontínuas de igual individuo-tipo, se concibe
facilmente que se pueda reunirlos en una sola, formando
así una nueva cantidad de la misma especie; esta opera­
ción se llama (nf/kid". Cuando las cantidades á sumar son
todas de igual número de individuos puede considerarse
cada una de ellas como un nuevo individuo llamado ¡Im/­

¡{Niro/uh, y entonces la suma, llamada/won’ur/v en este caso,
viene á depender del número de esos nuevos individuos;
este número se llama ¡”ul/¡[llivln'on y la operación especial
que dá origen: mnl/¡f/¡nn'úi/I. ['n raciocinio sencillo hace
ver que si se tomara como multiplicando un número de
objetos igual al que indica el primitivo multiplicador y
como multiplicador nuevo, un número igual al de unidades
existentes en el primitivo multiplicando, el producto no
alteraría.

listo se expresa diciendo que la multiplicación es
connmtativa “í

Se concibe facilmente que el producto del multipli­
cando por el multiplicador es una cantidad que puede ser
tomada como un nuevo multiplicando lo que permite a
su vez repetirlo varias veces como sumando _voriginar
una nueva multiplicack'm, ahora bien. si en estas multi­
plicaciones sucesivas el número de objetos del multipli­
cando primitivo fuera igual al número de veces que debe
sumarse, es decir al multiplicador, conservándose además
este igual en todas esas nmltiplicaciones sucesivas, la ope­
ración nueva que se origina así se llama ('lz'rwr/o'n (1' fm­
{mc/(Ir, el primitivo multiplicando se llama lmxr el número
que indica cuantas multiplicaciones se han realizado se
llama exponen/1', el resultado ¡‘m/mn‘fn.

Combinadas las cantidades por medio de las opera­
ciones fundamentales en cuestión, se nos ocurre. en virtud
de una tendencia natural, invertir el orden v buscar: ya
sea un sumando tal que junto con otro conocido de un

(1‘ l'na operación se llama en general conmulnliva cuando el resultado que se
oliliene con ella no se altera invirtiendo el orden en que se eneuenlran ligados los
objetos que cmnbina. (¡rassmann usa el símbolo A para indicar el resultado de la
combinación. luego unn operación sera conmulaliva si "AI; AA":
la adición es también emmmlauva.

como se ve
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total igualmente conocido, ya sea un factor del producto
conociendo este _\'el otro factor, ya sea la base ó el expo­
nente de una potencia conociendo esta _\' el exponente ó
la base respectivamente.

La operación que corresponde á la primera investi­
gación se llama nur/u ri sur/nn'rl'u'll. la segunda n’íwïw'u'n
la tercera rar/rm‘r/n’u (I'l' mir/x. la cuarta ¡(í/mln (fr
fill/mx.

Inga­

Solo que mientras la suma, multiplicación y elevación
á potencias eran siempre posibles, no sucede lo mismo con
estas nuevas. La sustracción por ejemplo no será posible
_vuo dará en consecuencia resultado (nur/'a’lm) cuando la
suma dada (III/'III/Hm’n)sea menor que el sumando cono­
cido (.vzm/rm'ml'n).La división será imposible si el producto
dado (¡l/"rv'n'r/m’n)no puede obtenerse multiplicando el factor
dado ((I’I'wïwr)por ningún número (mor/rule).

La extracción de raíces no dará la base buscada (ra/s)
cuando la cantidad conocida (.r/I/¡I'rizÍ/i‘rll)no sea potencia
de otra.

Finalmente la última operación fallará si no existe
uu número tal que al repetir la base dada, tantas veces
como factor como unidades tiene aquél, reproduzca la
potencia conocida.

Cuando estos impedimentos suceden las operaciones
inversas carecen de sentido.

l’asemos ahora á las cantidades continuas.
Es evidente que una vez elegida la unidad de medida

todo lo anteriormente dicho para las cantidades disconti­
nuas se aplica igualmente á estas, pero ahora se hacen
posibles algunas de las operaciones inversas gracias á la
introducción del concepto de número fraccionario obtenido
como dijimos más arriba, por la partición de la unidad de
medida. La división por ejemplo, será siempre realizable
dividiendo la unidad en tantas partes como indica el (livi­
sor y considerando cada una de estas partes como una
nueva unidad.

Como estos números fraccionarios comprenden á can­
tidades reales (pues su carácter de fracción es solo relativo
á la elección arbitraria de la primitiva unidad de medi­
da) son susceptibles de combinarse de la misma manera
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los enteros, es decir, siguiendo las operaciones directas é
inversas; pero cuando esta clase de números figura en un
multiplicador, forzoso es darle alguna interpretaci<'m espe­
cial, por cuanto indicando el ¡multiplicador cuantas veces
debe el multiplicando tomarse como sumando, solo s ‘ avieue
aquél con el concepto abstracto de número entero, la inter­
pretación que debe darse a un multiplicador fraccionario para
que sea posible la permanencia de las reglas del cálculo
y se conserve la comuutatividad y la teoría de la multi­
plicación, es que el multiplicando tomado como individuo
unidad debe dividirse en tantas partes como indica el
denominador del multiplicador y luego el resultado mul­
tiplicarse por el numerador. La introducción de estos nú­
meros en la división, una vez interpretada de esa manera
la multiplicación, no origina dificultad alguna y esa ope­
ración es siempre posible.

La extracción de raices se hace también susceptible
de una interpretación en todos los casos gracias zi la in­
tervención de los números iracciouarios, es decir dela
posibilidad de dividir la unidad de medida. Supongamos,
por ejemplo, que se trata de extraer la raiz Il de una

u

cantidad (I, ósea encontrar Va, y que no haya ningun nú­
mero entero ni fracciouario que lo satisfaga; el caso más sen­
sible sería: l/ 2;sc observará entonces quela totalidad de los
números racionales, es decir enteros y fraccionarios, pueden
dividirse en dos grupos, en uno de ellos estaran los que
elevados a la potencia u den una cantidad menor que a,
enel otro los que den una mayor que a; se demues­
tra m que eu el primer grupo, zi la vez que todos sus
individuos son mas pequeños que cualquiera del segundo,
no hay ninguno de ellos que sea especialmente mayor
que los demás del mismo, é igualmente en el segundo
grupo, todos sus números son mayores que los del pri­
mero pero ninguno es especialmente menor que los de­
más de aquel. Estos dos grupos definen el número llama­

II

do irracional Va, el primer grupo se llama clase inferior
II

relativa a Vu, el otro clase superior, y bastan para darle

(r) Véase Jules 'l'annery. Introduction :i ln ’l'eorie des lonelions d'une variable.
.-\. Hermann. l'aris ¡886. Cap. l



nn significado permitiendo efectuar el analisis combi­
natorio del mismo, asi como para atribuirle comparativa­
mente a otro la noción de mayor, igual ó menor. No
obstante, en todo esto está habihnente disimulado el con­
cepto de límite matemático que es una noción nueva v nn
grado más elevado del concepto de cantidad.

Lo mismo sucede con la otra operación inversa de
la elevación á potencias, es decir la investigación del ex­
ponente á que debe elevarse una base para obtener una
cantidad determinada, equivale en fórmulas á la expre­
sión (¡JL-.1); aquí lo mismo que en la multiplicación, el
exponente indica un número en abstracto de objetos y
por lo tanto no se aviene con el concepto de número
fraccionario; pero si convenimos en interpretar un expo­
nente fraccionario como indicando que la base afectada
por él debe elevarse a la potencia indicada por el nume­
rador y luego extraerse la raíz, de índice igual al denomi­
nador, del resultado, el problema pedido se hace ahora
posible, pues estas dos operaciones combinadas permiten
como se podría facilmente demostrarse, hacer variar la
cantidad resultante de cantidades tan poco diferente co­
mo se quería con solo hacer variar x de muy poco; de ma­
nera que, ó encontramos para .r un número racional que
satisfaga á la cuestión, ó bien podemos formar (los series
(le números de esta clase definiendo otro irracional de la
manera recien indicada, el cual satisface también á la
cuestión; solo que las ideas se vuelven cada vez menos
nítidas á medida que el efecto perturbador del concepto
(le límite se hace más notable.

Nos queda solamente la interpretación de la sustra­
ción cuando el sustravendo es mayor que el mínuendo;
tomando la cuestión así en absoluto es claro que una
operación de esta clase no tiene sentido, pero siá la idea
(le cantidad le hacemos acompañar también la de direc­
ción ó sentido, la interpretación se hace posible. Tome­
mos el ejemplo clasico dado por Argand (1806). Si rr re­
presenta un peso material tal como el ¿rr-(mm,la seric de
cantidades: 41/, 3 u, zu, (l, a. no puede continuarse mas
allá, pues si bien puede quitarse un gramo (le 3, de 2, ó (le l
gramo, no se puede quitar l (le o. .-\sí que los términos

Interpretación
(le nn

exponente
Íraecionario

Cantidades
negativas



Interpretación
de estas

cantidades

Principio
(le

llankel

-—5Íi

que seguirían al o no pueden tener existencia sino en la
imaginación, y pueden en consecuencia llamarse ¡"I/¡((31)10­
rl'os, pero si (I representa un cierto grado de pesantez
obrando sobre el platillo derecho de una balanza conte­
niendo pesas en ambos, como es igualmente posible dis­
minuir a, ya sea quitando pesas del platillo dereclio, ya
aumentando las del izquierdo, la serie en cuestión puede
prolongarse más allzi del o, solo que las nuevas cantidades
en vez de actuar zi la derecha actuen zi la izquierda _\'el
signo» que VlC‘llC‘ziafectarlas (-741,» 2 a, --3 (1,» 4 (1,. . . .
es simplemente un signo dc dirección. Con esta interpre­
tación, una sustracción en la que el minuendo sea menor
que el sustraeudo significaría que se lia quitado de (liclio
minuendo una cantidad igual ziél, quedando o, y lo que aún
faltaria quitar, que seria el residuo pedido, actuaría en sentido
invelso al que actuaba el minueudo. Esta interpretación
empero supone que la naturaleza de la cuestión admita
esa distinción de dirección, de lo contrario seria realmente
imposible _\' absurda la operación. Los números nega­
tivos, cuyo orígen acabamos de ver, corresponden pues zi
cantidades reales pero dirijidas en sentido inverso zi las
positivas, por eso pueden combinarse mediante las mis­
mas operaciones que estas últimas, solo que como la
noción (le dirección es completamente ajena zi la de nú­
mero de objetos, estas cantidades negativas deben nece­
sariamente excluirse de los multiplicadores, exponentes e
índices.

Si no obstante se quiere extender zi ellos la nueva
noción de números negativos aplicando lo que llama
Haukel: Print/fín n’r’firrmnmwríu (¡1?lryz'r_/?)r//ml('.\‘.(Ü (le­
bemos necesariamente caer en el convencionalismo _\'dar
orígen
mado

zi cantidades imaginarias, zi las que hemos lla­
mzis arriba analíticas, procedentes como se vé de

la aplicación de operaciones algebraicas en casos en que
_\'ano son válidas ó en que carecen de sentido. Argand,

(l) Du llois Raymond observa. con razón. que es _\'abastante arriesgado hacer
nn principio de algo que da. es cierto. resultados aceptables: pero por casualidad.
sin haberse aún protundizado la ¡naturaleza de cuestión. _\'cita el caso de la ley tor­

z 7' 7' 1, \ z .Inal — 24 n :7 2 — n que es válida en muchos casos \' en otros nó.
¡(.r l p l ¡lor 'P



Francais, Gergonne, Servois, Georges, Evrard, Hamilton.
Bellavitis, (‘yrassniann asociando á la idea de cantidad la de
dirección «esta última no solo en dos sentidos opuestos como
lo llenios realizado con las cantidades negativas, sino al rede­
dor deun punto, afectándola de nn símbolo de dirección
han aprovechado el convencionalisnlo _\'las comodidades
de interpretaci('nl zi que por su orígen se prestan las can­
tidades iinaginarias creadas por la aplicación de] principio
de Hankel, para tomar la reunión de símbolo que así se
obtiene COIHOcaracteristica de las distintas direcciones, _\'
según la manera como han encarado la cuestión. así como
según el grado de generalidad y del número _\'clases es­
peciales de hipótesis que han suscitado, han dado orígen
zi las'dirersas teorías matemáticas llamadas:

'li'orl'u n’r lux (YUI/¡(I'dt/r'J‘¡mag/Imrmx (Argand).
Trnrz’u (I'r /u.r nrr/w'zunxr (Georges, I‘Zvrard).
( '(¡lz'H/n (I'r' lux ¡"r/¡(Ifn/rln'lhx (Bellavitis).
( '(¡IrII/n (I’r /r).\‘(¡m/('rI/I'mnzr (Hamilton).
TKM/21(fr/rn" (VIII/María rar/r/¡rírwx((h’assuiann), etc.‘ etc.

El tenia tratado en este capítulo ha sido especial­
mente estudiado por los siguientes autores:

/\’. ¡ligar/¡(l (i806) —I<3ssaisur une manierc de representer
les qnantités iinaginaires dans les constructions
geoinetriques avec un appendice tiró des Anuales
de (‘yergonne et conlenant les travqu analogues
de _]. 1". Francais, Serrois, (‘yergonne ((iauthier-Vi­
llars, París, 1874).

(i. lfr'l/(¡ï'IY/lr Saggio di applicazioni di un nuo\'o nieto­
to di geometria analítica (l’adova 1835).

//. (¡familia/HL Ausdchnungsleln‘e (Leipzig 1844).
Il'. /\’. ¡[ami/lan Lectures on Qnaternions (Dublin [853).
//. lla/¡kr! —’1‘lieorieder coniplexen Zahlensystenis. Yor­

lesungen über die complexen Zahlen und iln'e fun­
ctionein, etc. (Leipzig 1867).

’/. llol'irl--—Cousiderations elenlentaires sur la generalisa­
lion succesive de l’idée de qnantité dans l‘analyse
inathenlatique (1883). Cours de cálcul infinitesiinal,
'l‘ome 1"" (Ganthier-Villurs‘ ’aris 1878).
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CAPÍ'rL'Lo TERCERO

El límite matemático

g I. 1431 INFINITO

La noción del infinito brota de la del espacio, pues
cuando tratamos de representamos mentalmente á cstc‘
nuestro espíritu vé sin
campo

cesar agrandarse más allá el
sus esfuerzos perdióndose finalmente

en una vaguedad flotante, en una nebulosa insalvable
dentro de la cual concluye por caer en uu cansancio des­
cousolador debiendo courencerse por último de su impo­
tencia; el residuo de esta operación es la noción de lo iu­
finito‘ _\'como se vé, este último término solo indica en
realidad la incapacidad de nuestra mente para represen­
tarse aquello á que se aplica, debido a que sus límites re­

abicrto á

culau incesantemente. lista noción, en resúmen, equivale
a asociar á la idea de algo la de carencia de límite eu­
tendieudo aquí esta última palabra en el sentido usual;
como lo que no tiene límite es indeterminado, no debe­
mos \'er en esta noción sino un símbolo de indetermina­
cíóu, dc allí las paradojas que puede ocasionar si se le
quiere tomar eu otro sentido. "’
afan de idealizar y (le

hombre en su
querer ir más allá de lo que le

es dado saber, lleg: a veces á creer en la realidad de sus
ideales, es decir eu la existencia objetiva dc sus ideas

I’cro el

aun cuando estas pasan los límites normales del pensa­
miento. Asi‘ suponiendo el espacio (lcscompuesto en por­
ciones limitadas‘ llega aquel á preguntarse cuantas de

(n Véase cnpílulo penúltimo: /,u\ filll'tnlnfur ¡Ir/ ¡uf/uff”.

Origen
de la noción

lis un símhulo
de inde­

lerminncióu
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Escuela
idealista

La escuela
empirisla

uo acepta una
especulación

con el infinito
el cual

lalnpoeo act-pla

(so

estas porciones hay en el espacio total I'm/(75m(/úV/lN/¡(‘I/lr
¡{(2la (‘A'IÍr/t'm'l'n(I'r xrrrx (¡ur fix/¡mu .v (¡INI/(lll; planteada
así la cuestión, no puede evidentemente contestarse di­
ciendo como lo haría cualquiera: este número es ilimitado
-—Apor cuanto esta respuesta implica la existencia de uu
individuo que cuenta y nunca concluye de hacerlo, _va
sea porqué esta operacion no tiene término, _vaporqué
si lo tiene nunca puede alcanzarse-sin embargo no po­
demos tampoco coutestar de otra manera. dada nuestra in­
capacidad de representamos el espacio absoluto. Existe
empero una escuela llamada idealista, que cree poder sa­
lir del paso mediante el raciociuio siguiente: Lo ilimitado
en graudor es aquello que no puede ser alcanzado con
nmltiplos de una medida fija por grande que esta sea,
pues nos la figuramos aumentando iucesautemente,
ahora bien, si lo consideramos en sí, iudepeudieutemeute
de la representack’m exigida por nuestra mente, entonces
lo ilimitado nos sugiere la nar/"ml dr algo que no pode­
mos representamos pero cuya existencia objetiva no po­
demos negar v que se caracteriza por ser superior á
cualquier cantidad representable. Este algo es el ¡Ig/¡”ira
La contestación á la pregunta anteriormente propuesta
es entonces lo siguiente: En la representación el número
en cuestión es ilimitado, luego eu la realidad es ¡Ig/¡11170.

Esta doctrina en resumen pretende salvar la im­
posibilidad de nuestra mente para comprender aquello que
por su esencia le está vedado, dándole, primero un nom­
bre v luego llevando la ilusión hasta creer que existe
realmente algo que corresponde á este nombre.

Itïste fantasma no es, en cambio, aceptado por el em­
pirista, pues este juzga prudentemeute que nada nos au­
toriza á creer eu la realidad de lo que escapa á nuestras
representaciones ¿va sensibles. _vaintelectuales ¿v eu con­
secuencia cree que debemos coutentaruos, por lo menos
en la especulación matemática, con lo ilimitado de gran­
dor, es decir, con lo finito susceptible de aumentar ó dis­
minuir á voluntad, pues es el único concepto de esta es­
pecie que nos es dado conocer v comprender.

Hemos visto eu el capítulo anterior, que las cauti­
dades llamadas discoutínuas no se prestan :1 especulacio­



nes en lo referente á la naturaleza del individuo-unidad
por ser este indivisible, pero no sucede así con las canti­
dades continuas, la posibilidad de subdividir en ellas a
voluntad la unidad de medida origina otra vez la noción
del infinito pero en otra forma mas interesante. El cs­
pacio _\‘el tiempo son los tipos per excelencia de ‘anti­
dades continuas, uno _votro se nos aparece como homo­
géneas y si bien carecen rigurosamente de partes, para
que podamos apreciarlos _vdeterminarlos es necesario con­
cebirlos como divididos en porciones, unidades de medida.
listas porciones son a su vez susceptibles de subdividirse en
otras _vasí sucesivamente sin nunca terminar, exactamente
como cuando queríamos contar el número de partes limitadas
contenidas en el mismo espacio ó tiempo en cuestión. Se
origina pues nuevamente, como dijimos, la noción de lo infi­
nito, y por eso indicamos á la propiedad de no poder ter­
minar nunca la ope'ación que implica la divisibilidad, di­
ciendo que esta es ¡"q/¡”I'm viniendo asi esta palabra zi
ser sinónimo de interminable, de ilimitado.

Las cantidades que se van obteniendo por la divi­
sión sucesiva de la unidad de medida se vuelven cada

vez mas pequeñas _vel espiritu al seguir su disminución
concluye nuevamente por caer paulatinamente en un ma­
rasmo creciente y por tener que renunciar á la tarea; cl
residuo que deja este acto es el concepto de lo ¡[g/¡”ím­
mm/r ¡rr/¡urna lil idealismo vó en este nuevo elemento
algo existente en la realidad, de manera que según él‘
la cantidad total considerada en si‘ es decir independien­
temente de la existencia de seres que piensan, se com­
pone de un ¡ni/mw) I'll/¡"11170(I'r' ¡II/¡IIÍ/(¡I/Ir'l/h' />('r/II('¡/r).\', es
el fruto representable de la conjunción de estos dos fan­
tasmas, forjados como hemos indi‘ado, y que escapan se­
paradamente :í toda representación.

I’ero otra escuela idealista considera también las co­
sas bajo otro punto de vista. La divisibilidad al infinito
supone la cantidad contínua‘ fija‘ iumóviL como el espacio‘
_vse propone agotarla de una mane'a díscoutínua sin
conseguir llegar, por su misma naturaleza‘ al objeto pro­
puesto; pero, la disminución de dicha cantidad contínua
puede también efectuar cinemáti‘amente (apoyándose en
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el concepto de tiempo) de una manera continua _vpro­
gresiva como lo hace por ejemplo la claridad del día
desde su máximo hasta auularse en la noche ó como la
trayectoria de un móvil desde el punto de partida de
éste hasta su destino. Ahora bien, el entendimiento nos
hace concebir la necesidad de que antes de anularse la
cantidad cn cuestión, deba esta pasar forzosamente por un
estado inmediatamente anterior a su anulación v el
cual corresponda por lo tanto al menor valor posible de
la misma. I'Zstc menor valor se llama (¡ln/¡m de ella _vsi
bien es una creación eminentemente id ‘alista spor cuanto
el átomo como indivisible no es representable ui podemos
en consecuencia concebir la ‘antidad representable como
compuesta de una suma de ellos sin suponer que la di­
visibilidad es limitada, lo cual repugna a la razón no obs­
tante, se (llStlllglK‘ del infinitamente pequeño tal cual lo
hemos interpretado anteriormente en que. mientras este
supone el espíritu fatigado siguiendo la operación sin
termino de la divisibilidad, el
mejor dicho presentido por la razón pura, tiene un carac­
ter de fijeza que produce una especie de quietud bené­

atomo como deducido ó

l'ica en la mente.

La propiedad del :itomo eu virtud de la cual no es
divisible á diferencia de los demas estados representables
de la cantidad es explicado, o más bien inferido, obser­
vando que como intermediario entre la nada que no puede

‘antidad ordinaria
mite las dos operaciones, conserva una propiedad de una

dividirse v la que ad­disminuir ni

v otra de la otra, no es divisible como la nada pero puede
disminuir como las demás cantidades. En r ‘alidad todo
esto no es sino un juego de palabras.

La divisibilidad según vimos, no es el sendero que
eonduce al átomo, pues implicando aquella una disminu­
ción discontínua de la cantidad dentro de las porciones
restantes que sucesivamente van quedando, jamás podra
llegar al agotamiento de la misma, ahora, si de este ca­
racter de operación indefinida la hacemos pasar a la ca­
tegoría de infinita _vsuponemos con el idealista que este
nuevo epiteto conduce a algo real como lo es pa 'a él el
infinitamente pequeño, este no podría sinó ser el átomo,



desde que el átomo es el término de la cantidad; el in­
finito vendría á ser asi un especie de factor de prestidi­
gitación que cambiaría la esencia (lc las cosas haciendo
terminar lo que por su naturaleza es interminable. Y es
conveniente observar que, inversamente, si partimos del
átomo y queremos restituir la cantidad rcprcsentable, es
necesario nuevamente introducir el citado factor de pres­
tidig‘itación, por cuanto nos es imposible concebir la can­
tidad cn cuestión como compuesta de un número deter­
minado de átomos, sin llegar al absurdo de la divisibilidad
limitada, _vsiéndonos por otra parte forzoso conside'ar la
cantidad como formada por la agrupación de átomos, dc­
bemos en consecuencia decir l'atalmentc que
mada de un número ¡Ig/¡11170de ellos.

Iiu resúmen, la cantidad contínua puede ser estudiada
en su disminución progresiva de manera a presentar en
ella la existencia de ciertos principios ideales‘ pero estos

esta for­

en cualquier forma que se consideren escapan a la repre­
sentación _ventran en el dominio de lo incomprensible.

—.\'oobstante, el id >alista cree en la realidad objetiva de
aquellos _vlos hace ent'ar en los calculos.

La teoría empirista en cambio, observa que la divisi­
bilidad no puede sino conducirnos 5. cantidades. pequeñas
5. voluntad pero siempre representables, así que los átomos
e infinitamente pequeños idealistas no son sino palabras
aplicadas a fantasmas misteriosos v en consecuencia im­
propios para servir de fundamento a algo (‘ieulilico‘ pues
todo conocimiento serio _vcierto debe proceder o poder
reducirse á percepciones sensibles o intelectuales. Reconoce
el empirista que es innegable la existencia dc la continuidad‘
y que por ejemplo al recorrer un móvil su trayectoria debe
necesariamente pasar por todas las posiciones intermedias
antes de terminar su recorrido, motivando así la noción
de lo infinito _vdel átomo, pero si bien estas corresponden
a algo, este algo es un enigma. un misterio como el de
la esencia de las cosas, el espiritu no puede descif'arlas.
.\ún en la mecánica analítica para estudiar las trayectorias
lia_vque descomponerlas en porciones limitadas es decir
representables. Debemos pues contentarnos con lo pequeño
á voluntad.
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i II. Los ll)l"..-\l,l-ZSY I..-\ l-ZXAC'l‘l'l'l'l) m-zoxn'i'raica

Lo único realmente existente ó posible eu el espacio
son cuerpos. Las superficies. líneas y puntos tal cual se
definen ordinariamente, es decir quitando al cuerpo una,
dos ó mas dimensiones, son creaciones imaginarias, ficciones
con las cuales es imposible demostrar la existencia de otras
ficciones igualmente sin sentido (los infinitamente pequeños,
por ejemplo) mediante calculos lieclios sobr> aquellas.

Estas entidades geométricas son susceptibles de ser
comprendidas mediante las dos teorías indicadas. Veamos
primero la creación idealista. ¿sta escuela, según indica­
mos, se vale de la noción de lo infinito, ya para deducir
(por medio (le la divisibilidad) de la cantidad fija é inmoril,
el último elemento de ella que llama infinitamente pequeño;
ya para pasar por agregación de átomos, (deducidos de una
exliaución Cinemática de la cantidad) de estos, a la cantidad
representable. Este segundo punto de vista es el mas
apropiado para concebir los ideales geométricos.

Partiendo del cuerpo ordinario pueden deducirse de cl
las entidades geométricas en cuestión por via atómica
siguiendo a su vez dos caminos distintos.

Si concebiinos un cuerpo cualquiera, este debe nece­
sariamente ser limitado, podemos mentalmente suponer
que la materia contenida interiormente en ese cuerpo se
quite paulatinamente de manera á producir un vacio, entre
este y el espacio exterior se encuentra el cuerpo restante;
la separación entre ellos origina la noción de espesor, y
si hacemos la extracción dela materia de tal manera que
el espesor en cuestión sea constante en todas partes, con­
cebiinos facilmente que efectuando esta operación de una
manera contínua, llegaría un momento en que la materia,
y por Io tanto el cuerpo habrían desaparecido. lil enten­
dimiento hace comprender que inmediatamente antes (le
esta desaparición, debe necesariamente haber existido un
espesor especial, el menor de todos los posibles, es decir
un átomo de el; el cuerpo ideal ó parte de el así obtenido



es lo que se llama una superficie; si esta no es cerrada,
debe necesariamente tener un borde que la limita y con­
cebímos igualmente que puede quitarse la materia situada
dentro de esta superficie sin alcanzar al borde, produciendo
asi un vacío que producirá otro borde interno; entre ambos
bordes estará situado el cuerpo restante, y si suponemos
que la separación de ellos, llamado anclio, es igual en
todas partes, aumentando el vacio interno llegaría un mo­
mento en que habría desaparecido la superficie primitiva;
pues bien un raciociuio análogo al anterior hace compren­
der que debe aquella pasar antes de anularse por un
auclio atómico; :1 la superficie correspondiente ideal se
llama linea y como se vé procede de la reducción a un
átomo de dos dimensiones ó sentidos de medida del cuerpo
primitivo. Finalmente la linea, cuando no es cerrada, tiene
necesariamente dos extremidades de manera que acercando
estas paulatinamente mediante la extracción de parte de
la linea, llegaría un instante en que la separación en
cuestión, llamada largo, sería un átomo; a esta linea límite
especial se llama punto, y como se vé cualquier disminución
dada a este lo anularía, es pues el cuerpo menor posible

I'Énresumen, el cuerpo representable puede recibir tres
clases de disminucionesatómicas;esto se indica diciendo que
tiene tres dimensiones; la primera reducción lo transforma
en superficie y anula la posibilidad de una reduccrón
transformando en un átomo al espesor; la segunda reducción
hace perder, tanto al cuerpo primitivo como á la super­
ficie, una nueva posibilidad de reducción, dándoles un
ancho atómico y produciendo una línea, finalmente una
última reducción produce un punto llevando á un átomo
el largo; el punto tiene pues todas sus dimensiones redu­
cidas a un átomo y no puede disminuir sin auularse.

La otra marcha que puede seguirse para llegará los
ideales geométricos es inversa á la anterior. Supongamos
que las dimensiones de un cuerpo se contraigan paulati­
namente hasta anularlo, el cuerpo inmediatamente anterior
a la anulación y que corresponde por consiguiente al
menor valor de él, se llama un punto, el cual viene á ser
pues un átomo (le cuerpo. Si al punto así originado lo
hacemos mover eu el espacio, podemos concebir un nuevo
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cuerpo ideal que ocupe el espacio recorrido por aquel­
cs una línea ——y la dimensión motivada por el ¡movimiento
se llama largo. El movimiento de esta línea origina una
superficie y una nueva dimensión llamada ancllo, la super­
ficie viene á ser asi el cuerpo ideal que ocuparía el espa­
cio recorrido por la linea en su movimiento. Finalmente
nn nuevo movimiento (leterminaria nn cuerpo representahle
_vuna nuevaglimensión llamada espesor ó alto. I‘Zstecuerpo
representable tiene pues tres dimensiones, en tanto que
una de estas en la superficie, dos en la línea y las tres
en el punto se han reducido zi nn átomo.

Si en vez de engendrar estos ideales geométricos por
una serie de exhauciones cinemáticas del cuerpo los llll­
biéramos obtenido por la divisibilidad al infinito de su
espesor, (le sn ancho y de su largo sucesivamente, la pa­
labra átomo anteriormente aplicada seria ahora reempla­
zada por la de infinitamente pequeño, y definiríamos en
consecuencia la superficie, la lín >ay el punto como cuerpos
cn_voespesor, ancho _vlargo respectiva y simultáneamente
sean infinitamente pequeños.

El empirisino en cambio, no viendo en los átomos é
infinitamente pequeños sino fantasmas misteriosos impro­
pios para una especulación cientifica, considera á la super­
ficie, línea y punto como cuerpos de espesor, anclio y
largo respectivamente mu_vpequeños, tan pequeños como
nos convenga ó queramos á voluntad considerarlos, pero
siempre finitos, es decir representables. lista separación de
vistas tan radical se extiende también al concepto de lo
exacto geométrico.

El empirista no acepta el concepto científico de la
exactitud ideal, pues según él, no la tenemos ni la podemos
tener. Nuestros sentidos, si funcionan normalmente, nos,
dan percepciones y representaciones exactas, no podemos
tener mayor certeza que la que ellos nos proporcionan, y
aunque el tiempo borre á veces la nitidez caracteristica
de las recientes representaciones, queda siempre un residuo
de estas que es el ¿‘0116175/0a’c la (war/¡Im! ('u la fiz'rnyárío'u
suní/¡[(3 pero, la observación nos hace ver que algunas
percepciones aparentemente iguales entre sí, resultan luego
diferentes cuando se examinan con aparatos de control



apropiados; unas conservan la forma y aspecto primitivo,
otras en cambio lo pierden. De alli la distinción entre lo
exacto unicamente sensible, y lo exacto a prueba del con­
trol mas riguroso.

Si ahora, por analogía
serie progresiva de representaciones tienen por termino
una representachin limite, queremos también suponer un
termino a la serie de representaciones cuya exactitud au­
menta paulatinamente desde la simplemente exacta apa­
rente que no resiste al mínimo analisis, hasta la que alcanza
a desafiar el mejor aparato de control, esta representaci(')n
límite no eorrespondiendo á nada r‘al, es una simple

a aquellos casos en que una

representación de palabra.
Como en el terreno científico solo podemos aceptar

aquellas hipótesis y conceptos susceptibles de ser bien
comprendidos, el concepto de lo exacto ideal deberá recha­
zarse de aquel hasta tanto que no consigamos probar que
responde a una representación real. .-\hora bien, la realidad,
objetiva de los id >ales geométricos no puede afirmarse
con certeza de ninguna forma de la naturaleza; si, para
precisar las id *as, tomamos por ejemplo la representachín
de la linea recta, es decir de la linea definida en nuestro
espacio solamente por dos puntos, vemos que ni aún la
arista más precisa responde a una recta (le exactitud per­
fecta, por euanto la sustancia en donde se encuentra
tallada es susceptible de electrizarse, calentarse y sufrir
en general acciones fisicas y quimi ‘as de índole muy diversa
y cada una de las cuales ocasiona deformaciones, sino
apreciables a simple vista, acusadas en cambio por proce­
dimientos ópticos ú otros de mucha sensibilidad, y por eso;
ni de la arista total ni de parte (le ella podemos decir
que satisÍaCe rigurosamente a la definición de línea recta,
es decir de que, ya haciéndola girar alrededor (ledos puntos,
ya moviendo la vista alrededor de dicha arista de manera
que la imágen de dos puntos fijos de esta se conserve en
los mismos puntos de la retina, ya haciéndole correr entre
guías, la imágen de la arista en cuestión no sufra varia­
ciones, cualquiera que sea el control que se haga para
asegurarse de esta invariabilidad.

l’ero, aún suponiendo que dicha imágen consiguiera

Lu
exaelo aparente

y
lo exnclo

a prueba de
conlrol

La exactitud
geométrica
absoluta

no puede existir
en

ningún ohjelo



Aún cuando
la exactitud

geométrica
absoluta

e x i s t i e r a

no podria
comprobarse

la naturaleza
encontramos

imágenes
sulicienlelllenle

exactas
de los ideales
geométricos

lil idealista
sienta ln

longitud exacla
como

fundamento
(e la ciencia

( e

los grandores

l-Il idealista
pretende

justificar
demostrar

la existencia
de

figuras exactas

_63__

escaparse á esta prueba. nada nos antorizaría á creer que con­
tinuaría escapándose al control de otros aparatos ó procedi­
mientos más eficaces que no poseemos pero cuya posibilidad
concebimos; y como el poder de estos auxiliares no tiene
teoricamente límite, jamás podríamos alcanzar la compro­
bación definitiva de la existencia de dicha exactitud ideal,
con mucha más razón si se observa que los mismos apa­
ratos y procedimientos de control deberían á su vez ser
controlados para ver si no nos engañan, _\' esto solo
podría hacerse ¡mediante otros aparatos _\' procedimientos,
cayendo así en nn círculo vicioso.

En resúmen, el conocimiento de lo exacto absoluto
escapa al espíritu lmmano, y el concepto de él no respon­
diendo á una representaci('m debe eliminarse de las ciencias
exactas; estas, por otra parte, no necesitan de él, sc bastan
con la precisión de los elementos que encuentran en la
naturaleza; las estrellas, por ejemplo, cuya imágen no varia
aún miradas con los telescopios más poderosos bastan
plenamente para (lar á la noción de punto todo el rigor
deseable. Igualmente el rayo luminoso que sale de una
estrella y entra en la pupila es una representación de
línea recta suficiente para la geometría. Encontraríamos
también en el mundo externo datos feliacíentes para tener
una 1'epresentací('m bastante rigurosa de la idea de plano.

El idealista en cambio, sienta la longitud exacta como
fundamento de la ciencia de los grandores, pues, si bien
la línea recta ideal no puede obtenerse con la materia que
compone los cuerpos á nuestro alcance y que aún supo­
niéndola realizable nos sería imposible comprobar su exac­
titud absoluta por los medios en nuestro poder, no obstante,
el concepto de la medida exacta está tan encarnado en
el pensamiento, que se impone su aceptación so pena de
conmover fundamentalmente la estabilidad (le las cosas, y
lejos de negarla con el pretexto de que no es represen­
table, debemos al contrario tratar de establecerla cientí­
ficamente.

Partiendo del espacio vacio ó del homogéneo (conce­
bido aquel como lo hemos indicado en el primer capítulo)
observa el idealista que dentro de él puede no solamente
suponerse sino que existe 1".’.lllllClltCcualquiera figura
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exacta, figura que el talento de un escultor podría teori­
camente aislar. Igualmente dos átomos determinan una
recta que tiene por lo menos sus extremidades exactas y
esto basta para establecer la proposición primitivamente
indicada ó sea el sentar a la longitud exacta como fun­
damento de la ciencia de los grandores.

El empirista contesta á estos argumentos observando
que se basan en la existencia previa de otros ideales igual­
mente criticables; así el espacio vacío y el homogéneo
son ya ficciones ideales no representables; además, dentro
del primero nada existe y si bien podemos dentro del
segundo imaginar todas las imágenes posibles y por lo
tanto las que tienen exactitud perfecta, estas, para que
correspondan :1 algo deberían poder obtenerse por desvia­
ciones que no supusierau va un ideal, lo cual es imposible
toda vez que la definición geométrica de aquellas desvia­
ciones presuponen un ideal.

Igualmente siendo los átomos fantasmas ideales, no
pueden servir para probar la existencia de otros ideales
análogos.

g III. EL II)l-‘..-\LIS.\IOv 1-21.nnvnusno

De todo lo que antecede podemos establecer bien
claramente el alcance de estas dos escuelas en la manera
de comprender los conceptos y las intuiciones fundamen­
tales de las matemáticas.

El idealismo cree en la verdad de algunas formas limites
de las ideas, reclamadas por la inteligencia pero que escapan
á toda representación; para el, el dominio del pensamiento
no solo se compone de lo perceptible v de las represen­
taciones ó conceptos de el deducidas por un trabajo mental,
sino también, y de ello tenemos un convencimiento com­
pleto, de algo más que no es representable pero cuya
existencia se impone. Asi, para esta escuela, el infinito, lo
exacto absoluto, el infinitamente pequeño, los átomos, los
ideales geométricos, tienen realidad objetiva, y sin pretender
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demostrar lo que pasa dentro de esos ideales, los admite
como eiementos directos en los cálculos. Tal es el axioma
fundamental del idealismo.

El empirismo, en cambio, solo admite como científica­
mente aceptable, aquello que puede reducirse á represen­
taciones de objetos perceptibles ya por los sentidos, ya
por la inteligencia; no niega la existencia de lo no repre­
sentable como los átomos, el infinito, etc., pero para él
no constituye aquel objeto de especulaciones matemáticas.
A lo exacto perfecto del idealista sustituye lo exacto á
voluntad; acepta la idealización, pero recula ante el ideal
mismo, concibe que el espesor de un cuerpo disminuya
hasta donde la imaginación y la fantasía puede seguirlo,
pero no tolera que se dé un término límite á esta dismi­
nución, por cuanto no existe una representación de tal
naturaleza la cual solo corresponde á un fantasma ina­
ceptable.

A pesar de reducir así singularmente el dominio del
pensamiento, está convencido de que su intuición (le los
conceptos fundamentales de las ciencias exactas basta
para llevar á esta hasta cualquier grado de desarrollo y
poder en consecuencia alcanzar todos los resultados ob­
tenidos por el idealismo, salvo naturalmente los que se
refieren puramente á las relaciones entre las ficciones
misma que acepta éste y rechaza aquél.

'l‘odos estos preliminares son necesarios para la com­
prensión del concepto de límite matemático que paso á
tratar inmediatamente.

g IV. El. coxcmvro me LÍMITE .\I.-\'l‘I-Z.\IÁ'I‘ICO

* Í’rz'rímbu/or.

La palabra ¡[mí/Ktiene diversas accptaciones; en el
sentido más lato significa término, barrera, borde, frontera
ó línea de demarcación, y el concepto cm'respondíente lia
nacido evidentemente dela observación dc los cuerpos



naturales los cuales son necesariamente limitados. El otro
significado de la palabra es indicar un valor máximo en­
tre los varios que puede tomar una cantidad, así decimos
por ejemplo, que el valor limite de un coseno es el radio,
que el limite de la vida de una planta, son tantos años
etc.; ya sea que desaparezca el objeto después de pasar
por ese límite como sucede en el último ejemplo, ya sea
que subsista, como en el primero.

El concepto correspondiente á la segunda acepción
de la palabra brota de la observación de los fenómenos
del mundo externo y del interno, pues mientras unos se
nos presentan sin terminar nunca, como sucede con el
desarrollo del tiempo y el movimiento (le los astros, ve­
rificándose ya uniformemente _vaperiodicamente, otros en
cambio, como el crecimiento y desarrollo de los animales
y vegetales, el pasage del día á la noche, la desespera­
ción, la tristeza, etc. se producen por grados inseguibles
hasta su esencia pero que concluyen por terminar.

Decimos que el desarrollo progresivo de estos fenó­
menos escapa á nuestros esfuerzos cuando pretendemos
seguirlos hasta sn esencia porque si imaginamos nn fe­
nómeno cualquiera limitado desarrollándose en la forma
indicada, su terminación deberá necesariamente producirse
dentro de un segundo de tiempo al principiar el cual aún
existe, y al terminar nó, igualmente dividióndose el segundo
de tiempo en terceros la terminach'm del fenómeno se pro­
ducirá dentro de uno de esos terceros y asi sucesivamente
sin jamás terminar (vemos asomar nuevamente la noción
(le lo infinito).

Hasta ahora no hemos empleado en este estudio la
palabra limite sino en uno ú otro de las dos acepciones
anteriores, pero estos conceptos primitivos sacados por
abstracción del mundo exterior ó interior, han sido luego
aplicados con modificaciones fundamentales á las repre­
sentaciones creadas especialmente por el pensamiento, ori­
ginándose así el mnrr/Vo ¡INI/{71h} n’r' ¡I'm/lr ¡url/(‘I/¡(í/I'm.
l El límite matemático no indica un confin, una ba­

rrera ordinaria que puede ser alcanzada, al contrario, no
solamente es aquel infranqueable como estos, sino que
además es íntoeable, la distancia que falta para alcan­
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zarlo puede ser pequeña á voluntad, pero siempre debe
existir, lo mismo como sucede por otra parte con las cau­
tidades resultantes (le la (livisibilidad indefinida que pue­
den acercarse á cero, á voluntad por no alcanzarlo. (Cero
es pues el límite matemático de las cantidades indefini­
damente decrecientes obtenidas por la divisíbilidad).

¿Cómo podemos concebir un limite (le esta clase a
primera vista tan paradojal?

Imaginemos una representación fija é invariable, y
también una serie de otras pertenecientes con la primera á
un mismo género de representaciones, pero susceptibles
de variar á voluntad y de tal manera que podamos apro­
ximarlas cada vez más y más á aquella; supongamos ahora
que ambas representaciones sean (le distinta especie den­
tro del género común a que pertenecen, es evidente en­
tonces que jamás podrán llegará confundirse no obstante
los diversos valores que podrán tomar las segundas, por
cuanto habrá en la definición de ellas un elemento que
hará incompatible tal identificack'm.

Resulta así que, por un lado, las representaciones va­
riables se aproximarían indefinidamente á la fija de tal
manera que la diferencia entre ellas podrá vencer cual­
quier grado de pequeñez; y que por otro, este mmca al­
canzará á anularse. La representación fija será entonces
necesariamente el límite matemático de las variables.

Vice-versa, para que una representación fija sea lí­
mite matemático de otras variables es de toda necesidad
que en la definición de ambas haya elementos incompa­
tibles que le impida confundirse, y también que en la de
las representaciones variables, el elemento que establece
esa variación sea de tal naturaleza que permita hacerla
indefinidamente aproximar (le la fija; esta última condi­
'ción exige también paridad de naturaleza entre ambas
representaciones.

Tomamos un ejemplo familiar hasta á los gcometras
(le la antigüedad. Supongamos que la representación fija
sea una circunferencia (le círculo y las variables los perí­
metros de los polígonos inscriptos ó circunscriptos en
ella; se vé que ambas representaciones llenan las condi­
ciones necesarias para que la primera sea límite mate­



mático de la segunda, y efectivamente tanto la circunfe­
rencia como los perímetros en cuestión pertenecen al gó­
nero común de las longitudes, hav entre ellos paridad de
naturaleza; pero ambos son de distinta especie, pues mien­
tras la definición de circunferencia excluye por completo la
existencia de lados en ella, en los polígonos, al revés, esta
condición es rrl'I/r-nm-mm para que sean tales; jamás po­
drán en consecuencia identificarse, ahora bien, el hecho
dc ser los polígonos inscriptos ó circunscriptos en la cir­
cunferencia y de poder indefinidamente aumentar el nú­
mero de sus lados, nos permite acercarlos indefinidamente
á esta última _\'hacer que la diferencia entre esas dos
longitudes, una fija _\'otra variable caiga debajo de cual­
quiera cautidad por pequeña que sea.

Otro ejemplo lo tendríamos considerando una curva
v la secante que mie dos puntos de ella, si consideramos
uno de estos puntos como fijo, el otro podrá acercarse á
él tanto como se quiera originando eu cada una de sus
posiciones una secante particular cuyo límite matemático
viene á ser la tangente :í la curva en el punto fijo, pues,
por un lado, la secante variable puede hacerse aproximar
indefinidamente a la tangente, por otro no puede identi­
ficarse con ella por cuanto si así lo hiciera dejaría de
ser secante en contra de lo supuesto. I'Íste último ejemplo
hace ver además que una representación puede ser ó no
el límite matemático de otras variables, según el punto
de vista y la acepción en que todas ellas se consideren,
así, si en vez de hacer la distinción de secantes y tan­
gentes hacemos simplemente girar una recta al rededor
de un punto de una curva, ninguna posición tiene porque
ser límite matemático de las otras, desde que nada im­
pide efectuar la rotación completa de la recta, en cuestión.

;\l tratar de la metafísica del análisis trascendente
aclararemos más esta última observación.

El concepto de límite matemático es un poderoso
resorte de las ciencias del mismo nombre, pues permite
suplir las deficiencias de nuestro espíritu _vsu incapaci­
dad dc conocer inmediatamente las propiedades de las
cosas cuando estas son de alguna complicación reempla­
záudolas por otras más á nuestro alcance _\' combinadas
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de tal manera que la primera sea límite matemático de
las auxiliares; se comprende entonces que pudiendo estas
aproximarse indefinidamente á aquellas las propiedades
que se conservan constantes en las distintas representa­
ciones auxiliares se aplicarán también á su límite, llegán­
dose así por este procedimiento indirecto al resultado que
nos proponíamos y que no hubiéramos podido, directa­
mente obtener. Tal es el propósito del análisis llamado
infinítesimal. En la habilidad del investigador está el lia­
llar cual es el mejor camino para llegar á este resultado,
pues si bien comprendemos inmediatamente que un ob­
jeto variable no puede aproximarse sinmltáneamente de
dos límites matemáticos superiores ó inferiores, concebi­
mos en cambio que una representación puede ser límite
matemático simultáneamente de varias especies de varia­
bles; ya vimos por ejemplo que la circunferencia (le cír­
culo puede considerarse tanto como límite de los polígonos
inscriptos; en ella, como de los circunscriptos; igualmente
la tangente en un punto de una curva puede conside­
rarse como limite tanto de las secantes que giran al
rededor de dicho punto, como el de las secantes parale­
las á ella.

Llamenios .‘ á los individuos de una serie de repre­
sentaciones,y á los de otra serie ligados con x de
tal manera que á cada representación x corresponde otra
de Si x y soncantidadesmatemáticasy si al
aumentar x indefinidamente, ya de una manera contínua,
ya por saltos, existe una representaci(m de igual natura­
leza X tal que, para valores bastante grandes (le x la
diferencia X»»-f(x) se vuelve y queda luego menor que
cualquiera cantidad, sin poder anularse, X es, según lo an­
terior, el limite matemático de para valores crecien­
tes de La serie de representaciones x se llama argu­
mrn/o ó warm/¡[r ¡Im’zfr/m’im/r'y puede según su naturaleza
tomar valores cualesquieraó solamentediscontinuos;
se llama la fill/(7'01) ó rlnrl'rI/I/r (ïzfz'lm’li'II/r.

l’odemos reemplazar las representaciones mismas por
los números que indican su medida pero no debemos
olvidar que estos números nada significan por sí solos v
que si bien en la resolución de los problemas ordinarios



en donde no interviene el concepto de limite matemático
es innecesario tener simpre presente las cantidades mis­
mas simbolizadas por los números, en cambio cuando este
concepto está de por medio, mmca puede perderse de vista
el orígen de esos simbolos ni los conceptos inherentes á
ellos; á saber: el de cantidad matemática _\'el de número
de objetos.

Tratándose del análisis algébrico, puede facilmente
desarrollarse separadamente la metafísica de las operacio­
nes que comprende y cl mecanismo del cálculo. Este úl­
timo ha sido notablemente perfeccionado por Hamilton,
(irassmann, Dedekind, Weierstrass, etc., y consiste en to­
mar á los números como piezas del juego de ajedrez y
combinarlos de una manera lógica sin preocuparse de
los conceptos que los han originado; se consigue asi re­
ducir á un minimo las reglas simples entre las indeter­
minadas del cálculo conservandose en todas las transfor­
maciones las relaciones primitivas, las cuales, tomadas así
como datos primos, pueden no depender ya del concepto
de cantidad matemática lineal; sin embargo, por intere­
sante _\'provechoso que sea este mecanismo literal, espe­
cialmente en cuanto puede como caso particular avenirse
con el concepto de cantidad lineal, tomado así en su
generalidad, no produce sino algo artificial y exótico que
no correspondiendo á nada real se consume en una este­
rilidad lamentable.

l’ero tratándose del análisis llamado infinitesimal, el
mecanismo del cálculo es perfectamente segundario res­
pecto del problema metafísico, por eso, no es con la simple
ayuda del simbolismo que pueden salvarse las dificultades
del concepto de límite ni mucho menos tratarse de lle­
gar con él á consecuencias cualesquiera. al contrario, es
necesario unir siempre la idea de cantidad al simbolo que
la representa, y

I-Iemos anteriormente indicado que los antiguos geo­
metras efectnaban ya especulaciones con el concepto de
límite aplicándolo á limites de series
lo es la circunferencia de círculo respecto á los polígonos
inscriptos _\'circunscriptos en ella; modernamente la espe­
culación se ha llCCllOespecialmente sobre limites de series

así lo haremos en todo lo que sigue.
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continuas como lo es la tangente respecto de las secantes
que giran alrededor del punto de tangencia de aquella.
Pero, lo que caracteriza verdaderamente el análisis del
siglo pasado lia sido el esfuerzo que lia realizado para
justificar las medidas y conceptos fundamentales de las
ciencias matemáticas; Gauss, Cauchy, Abel, Diriclilet, Diní,
Bois Reymond, etc., han sido los principales promotores
y zi quien más se deben estos estudios.

* ’3" El ¡Sra/¡1mm (I’d ¡I'm/lr

Lo primero que se ocurre estudiar en las operaciones
ó séries indefinidas, es la investigación de cuando una
función tiene ó no límite matemático creciendo in­
definidamente el argumento x. El desarrollo completo de
este tema no entra en los propósitos (le este trabajo; bas­
tará demostrar que los criterios llamados de convergencia
ó de divergencia que solucionan la cuestión quedan en
último término reducidos á aplicar en todos los casos la
siguiente proposición:

Si la d/fcrz'lm'af f (xl) sir/¡dox > xl (¡um’ainfr­
ríor (í ¡mz! ¡(III/¡(Md run/(¡nicht para ria/orar bas/(mln ¿rm/¡­
dar (I’z‘X, y (¡rá/¡niños dr x—-x¡ ¡afin/¿"Ilha _/ lírwc un
{I'm/{1;(Ít’h’ffllíllfldfl; (¡1'10 (fall/mn?) 7m lcua'm'.

En la inteligencia completa de este principio reside
ese concepto (le límite matemático.

Distingamos desde luego dos clases de funciones,
unas tales como:fm; a.

:l 2.7: 2.1?

. EW" fi¡(a
. C05 «17

j (x)2;:T
me): x1­

cn las que procedimientos más ó menos elementales per­
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miteu comprobar la existencia de una cantidad X tal que
para valores indefinidamente crecientes del argumento x
satisface á la condicíónX-—f(x) < 1, es decir zi la de lí­
mite matemático (en los ejemplos señalados los valores de

X son I, ——,o, I respectivamente); y otras tales como:
9

_/'(-\')
_r II

I() Z
,r':t)ft“) ("Il (¿g 553,1. x

J' II
,1 x I

4 IZÍ)( VI)(2.I'3 I)239:1 -¡.l

las cuales si bien reconocidas convergentes cuando ll crece
indefinidamente, tienen la particularidad de que su límite
hipotético que solemos designar con los símbolos 1' base
del sistema (le logaritmos neperianos y r. relación de la
circunferencia al diz'unetro (fórmula de Macliain) es una
cantidad á la cual no corresponde número alguno que la
represente.

Lo mismo diremos de la
(las efectuando la operación de extracción de raíces en
los casos en que no hay cantidad racional alguna que
elevada á la potencia igual al índice de la raíz reproduzca
la cantidad subradical, esa serie tiene indudablemente un
límite, pero este límite no es representable en números.

En ambas clases de funciones es preciso estudiar es­
pecialmente el concepto metafísico de límite conocido ó
hipotético. En las primeras funciones, por ejemplo, noso­
tros sabemos la existencia de una cantidad a la cual
puede aproximarse los valores de aquellas tanto como se
quiera aumentando indefinidamente los valores del argu­
mento, y además conocemos esa cantidad. pero, por cerca
que la función esté de ella, siempre lia)" algo que la separa
de su límite _\'que corresponde á una solución de conti­
nuidad de nuestras representaciones, desde que el límite‘
no pudiendo ser alcanzado, queda eternamente separado
(le las representaciones que limita; es precisamente este
vacío, este abismo por encima del cual saltamos ordina­

serie de cantidades obteni­
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riameute, que debe tratar de sondar la ¡metafísica del
concepto; ésta debe buscar que relación debemos repre­
sentamos eutre los valores aislados (le la función y el (le
su límite.

Con mucha más razón se impone este estudio cuando
se considera la segunda clase de funciones, porque aqui
el límite matemático no es expresable eu números y desde
que su existencia se afirma solo merced a la aplicación
(aun uo peuetrada en su esencia) del principio de con­
vergencia antes citado, debemos indicar cómo nos lo ex­
plicamos. I‘Éuesta segunda clase de funciones, podemos
únicamente decir que el simbolo /(.1') engendra uu gran­
dor ignorado hasta entonces _\' que no tendria razón de
existir sin la existencia previa (le la [(x). Los simbolistas,
Heine el primero, representan con una letra al límite lii­
potético de una operación indefinida reconocida conver­
gente por la aplicación del principio general, arriba iudi­
cado, y continúan sus cálculos con este simbolo como si
designara algo conocido y bien definido, eliminando así
toda discusión metafísica sobre (llCllO concepto (\"‘ase
Jules 'l‘auuery, III/rm/m/¡ou ¡l la 771mm?(influir/¡aux (fl/¡Ir
rar/(INC); pero, según dijimos, el simbolismo puro es iu­
capaz de producir algo útil y fecuudo, y no satisface tam­
poco á nuestra necesidad de profundizar y explicar la
razón y esencia de las cosas, por lo menos hasta donde
lo permita el alcance de nuestra inteligencia y tanto más
cuanto que si el principio de convergencia antes mencio­
nado puede ser aceptado prácticamente sin demostración
rigurosa, la inteligencia de el, como ya lo dijimos, pre­
supone la metafísica del concepto de límite iiiatenuitico.

Entendida así la cuestión, puede definirse el concepto
de límite matemático considerado en su más alto grado,
diciendo, como lo hace Du Bois Raymond, que consiste
(‘II 7/1/11(¡rr/(z Illa/¡(“m 0’17rav/orinar (w wir/¡Id (I'L‘ la nm],

basándosrm'l/ la llfl/¡(I'fl/(‘Sfl (,‘x/u'c'l'al (fc mm rar/v dz: TVI/07’11?

surccfi/ï/¡ltzr n’t' J‘l')’ "¡rd/21’05 y obrz'rïwa’ar, .w.‘(I’m/mv: la (wir­

tcm'l'a (I’r (¡lrax ¡va/anar ([111?(wm/mn (í lrm’a firrvrfin'a’u y (rr/yn
('xIÍr/(‘Ilrín ¡m [wn/1', rlgruroxtmn'u/c ¡"(Malu/0, (I’l'lll0J/ffll‘fl'.

El límite en cuestión no tiene eu estos casos la evi­
dencia de una percepción directa y por lo tanto su exis­
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demostrada.
variada la serie de representaciones [(x), es necesario dar
a la cuestión la forma más general y abstracta, buscando
un pasaje al límite de naturaleza sencilla, al cual pue­
dan por combinach'm reducirse todos los rasa­
jes; es necesario en consecuencia, que la naturaleza de
esa forma general, le permita acercarse de cualquier límite
posible. Entre las series indefinidas que satisfacen a esa con­
dicíón, debe buscarse á su vez la mas intuitiva _vfamiliar.

El tipo de representaciones de la forma

tencia debe ser l’ero, como puede ser tan

demás

(¡JV> Í)
/'(J—)_._.’_'J ”' 17(19.2, c1,”_" siendol; ' l)” ‘ l)“ ' ' {1" (1,1), enteros

es indudablemente sencillo y satisiac *á la segunda cuestión,
porqué como las cantidades con ella representadas aumen­
tan indefinidamente quedando siempre menores que la uni­
dad; cualquiera cantidad L puede considerarse límite de
esa serie cuando x crece indefinidamente; efectivamente,
si tomamos como unidad de medida una cantidad mayor
que L, el número que indica la medida de L estará evi­
dentemente comprendido entre dos valores determinados
a. 1| Í I
Ï’ —Z)_
ambos números quedan encerradas

puesto que entre los valores representados por

cantidades
que uno y comprendidas entre cero y uno, luego podemos
escribir

'lllL'llOl'CS

1| 7:;H / I
II k" 4

igualmente dividiendo los intervalos l) en otras l) partes
iguales, encontraremos otros dos números enteros conse­
cutivos 12". a, ;—I tales verifique, siendo
cava.) -! I<Í)

« l

que se

1-, »—- a ——» 1., i/
Ó2<L {7'\-‘/,2_i

siguiendo así la subdivisión encontramos finalmente

a1 ¡ 1.: I 1| 12 1;] I a.) : : a. Á‘ ¡ lór +1 < 4 1).: l)” l l)‘. \\ Ó. 4 l
. . ah 1;- a .

Luego la diferenCIaL -A (¡7 »{ ¿2 tiene por
límite cero y L viene en consecuencia á ser el límite

. . ai I 12 l 13 I l al . .
matematico de 71-»7¡¿7 ¿7 ¡y ¿T al crecer .1
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indefinidamente. Luego finalmente si una función cual­
quiera tiene un límite, este último puede siempre consi­
derarse como límite también (le una expresión de la forma

Mi É .= “:1 °‘ 'í
l) ó' l) (1*

arriba indicamos. Todo lo anterior es la enunciación cn
fórmulas del ejemplo tomado en la página 71 relativo al
estudio (le un fenómeno contínuo, hasta su esencia; en
aquel ejemplo 1)era 60 porque la unidad de medida era
el segundo de tiempo; teóricamente el valor más sencillo
para l) es 2 en cuyo caso los a variarían entre o y I, co­
rrespondiendo al sistema de numeración binario, pero
practicamente siendo e] sistema decimal e] usual, será
más conveniente hacer l),. Io; a variará entonces entreo y 9.

En resumen, pues, una fracción decimal indefinida
puede servir para acercarnos de cualquier límite posible,
y si bien es una serie discontinua, su empleo es indis­
pensable aun para determinar los límites de series contí­
nuas por cuanto las cantidades que entran en estas últi­
mas deben, para poder someterse al cálculo matemático,
ser previamente medidas, v la noción de medida implica
series discoutínuas. La continuidad solo se hace, según
vimos, de naturaleza especial, introduciendo la noción de
movimiento la cual nada tiene que hacer en el problema
que buscamos, por lo menos tal cual ha sido planteado.

El pasaje al límite de la serie
a. 13 , 15, az,

É Io2 l 1-075. F

puede pues considerarse como el más sencillo y el funda­
mental al cual podrá reducirse, como más adelante vere­
mos, todos los demás pasajes al limite.

De acuerdo con csto _vcon lo dicho sobre el simbo­
lismo, el problema que tiene por objeto el concepto del
límite, debe en definitiva entenderse de la manera si­
guiente (Du Bois Raymond

Todo mii/¡rm (I’M/mal

definida como más

MI)

a, rx _..ÏL ! _
IO"

0,1.1313.....1_. -, o
IO 10'

Lv: (¡fi/'oxl'ma (í llll ?'(IÍ())' ¡I'll/¡{1' cuando x rra‘z' I'¡¡(I’(_'/¡I//'a’a­

¡mw/1' (1,, varía entre o y 9).
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plos de decimos, de centésimos, de milésimos de una cau­
tidad matemática dada, y en particular de una longitud,
por cuanto vimos anteriormente que las cantidades ma­
temáticas sobre las cuales nos es dado especular son linea­
les, es decir, susceptibles de reducirse á longitudes para
su aprecracron.

Se ve pues, que si sobre una longitud determinada
que supondremos igual á la unidad de medida y cuyas
extremidades llamaremos o, I se llevan las distintas lon­

1. 1| , 12 _ 1| I 12 ,r ,1B’E" 10*‘Ïol F d
de o hacia I, las extremidades de las mismas se van
aglomerando cada vez más y más de manera que la (lis­
tancia de ellas á la de la longitud límite, si existe, se hace
menor que cualquiera cantidad.

¿s bueno recordar que no hay que considerar límites
numéricos abstractos que nada significan; el límite mate­
mático de una serie de representaciones variables es otra
representación de paridad de naturaleza con aquellas, de
manera que tratándose aquí de longitudes, el límite de
ellas será también una longitud, y no un mero símbolo.

Veamos, pues, si es posible demostrar que la serie
indefinida de fracciones decimales o, a. ag . 1.. se apro­
xima á un valor límite, creciendo x indefinidamente. Si
la serie en cuestión es periódica, la aritmética nos enseña
la manera de encontrar un valor expresable por un nú­
mero racional que satisface á esa condición; igualmente si
la serie en cuestión procede de la extracción de raices de
cantidades continuas expresadas en números enteros ó
fraccionarios, podemos geométricameute encontrar una
cantidad que satisface á la definición de límite (reduciendo
las cantidades a longitudes), si bien esa cantidad así como
sus múltiplos no son ahora expresables por números ra­
cionales é implican un pasaje al límite previo de canti­
dades racionales; pero, si la serie en cuestión no está
sometida a ley alguna en su desarrollo, por ejemplo, si
las cifras sucesivas 1. van colocándose arbitrariamente,
entonces es cuando viene el problema de determinar si
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esta serie tiene ó no un límite al crecer x indefinida­
mente. Si este límite existe, la longitud que le corresponde
no pertenece ni á las racionales ui a las irracionales recien
indicadas y por lo tanto su existencia hipotética debe ser
demostrada.

Ahora bien, es evidente que por el mero liecllo de
considerar valores sucesivos (le la serie o, a. a; a... ja­
más obtendremos una longitud límite; á lo más llegaremos
al siguiente resultado:

Marquemos sobre la longitud o —"I una longitud
parcial ll, uniendo las extremidades de las dos longitudes:

0,1.13.....a,,; 0.1.12.....(a,, I)
todas las longitudes pertenecientes a la serie dada 0,1.
ag a" en las que n >/> tendrán su extremo nece­
sariamente comprendido en la longitud 1,“); aliora bien
esa longitud 1,, tiende á anularse a medida que /> au­
menta, de manera que la extremidad del límite hipoté­
tico si existe, estando comprendido dentro de 1,, parece
á primera vista ser aquella en que se reunen las dos de
1,,cuando ésta se anula. Pero, precisamente 1,,nunca puede
anularse, queda constantemente siendo una longitud con
dos extremos tan poco separados como se quiera, pero
correspondiendo á una longitud que nunca se agota, pues
según ya dijimos, la divisibilidad no haciendo otra cosa
sino marcar porciones más pequeñas dentro (le otras, es
una operación por su esencia interminable y que no llega
nunca á un resultado distinto de los anteriores por donde
sucesivamente va pasando. La longitud l, por consiguiente,
salvo su tamaño, corresponde constantemente á una re­
presentación análoga á la o— I.

Sería necesario introducir la noción de movimiento,
como lo hicimos ya constar, para poder conseguir el ago­
tamiento completo de una cantidad.

Muchas son las equivocaciones que la anulación apa­
rente de la longitud 1,, creciendo /> indefinidamente, ha
lieclio incurrir á la mayoría (le los autores y aún á emi­
nentes, por falta de profundizar la metafísica (le la cuestión.

(i) Si todas las cifras que siguieran al al, fueran 9 (nuevas) el valor dela serie
en cuestión serl'n o) a, 1.:,“ (al, —%7I) que correspondería :‘Ila longitud límite
buscada. pero entonces la serie sería periódica en contra de lo supuesto.
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Duhame], por ejemplo, para demostrar que una can­

tidad variable que crece sin cesar, pero conservándose
inferior a una cantidad determinada, tiene necesariamente
un limite, dice en su clásica obra l)('.r ¡"(il/¡oda (I’m/x¡rs
.rn'z'lm'x n’r ffllil‘alllll'l/lfll/ (II parte, página 413, nota):

Sea .-\ el valor determinado debajo del cual se man­
tiene constantemente la cantidad variable; sea B uno

>de los que tomará; dividamos el intervalo A - 7-B en
partes iguales tan pequeñas como se quiera; bien podrá
la variable al ‘anzar y pasar todas las divisiones, pero

Ano llegar, por hipótesis, hasta .-‘\;podrá suceder también
»quc no pase todas las divisiones v entonces existirá

necesariamente una primera que no será alcanzada y
» otra que será la última en ser pasada, quedando así
« la variable encerrada en un intervalo tan pequeño y tan
n vecino de cero como se desee, luego hay un valor fijo
» entre A y B al cual se aproxima la variable. 'l‘iene,
» pues, un límite *>.

Esta demostración, como se vé, está basada en la
supuesta anulación del intervalo comprendido entre dos
divisiones de AMB que reemplaza á nuestro 1,, de hoy, é
implica el error de creer que el hecho de que un inter­
valo disminuya indefinidamente por vía de divisibilidad,
altere su naturaleza, siendo así que siempre subsiste como
representaci('m análoga (salvo su valor) á la primitiva y
que nunca podrá salir de él, el extremo (le una cantidad
lo cual exigiría la introducción de la noción de movimiento.
Más adelante veremos la demostración rigurosa de la
proposición de I)nliamel.

Se comprende facilmente que, indicando la serie de
valores o, al a: . . . . z ., no cantidades sino las medidas de
estas relacionadas con la unidad o»—I de medida, no
podrá servir para representar sino las porciones racionales
de esa longitud ow-I v por lo tanto no debe preten­
derse hallar entre los valores sucesivos que va adqui­
riendo, alguno que represente porciones de la unidad de
medida que no se presten á esa determinación mnnérica l”

u) Ademas. si (al caulidad se encontrara. dejaría (ll: ser llmile de la serie por
cuanto el límite matemático nunca puede ser alcanzado. ’l‘oda la dilicullad eslú en
demostrar la cxisleneia de una calllidad l. medible ó nó con la unidad 0 — l _\'que
salisíagaa la condicióndeser l. > ()y al 1.: 1" e cuando .l aumenta
sm cesar.

Alcance
( C :I

divisibilidad
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tales como sucede con las raíces inexactas y las demás
longitudes cuya determinación ignoramos, solo que mien­
tras aquellas raíces corresponden á cantidades cuya exis­
tencia conocemos por otros procedimientos, las últimas,
son liipote'tícas y su existencia debe demostrarse prévía­
mente.

Elijiendo arbitrariamente una unidad de medida o --—I
y una cantidad cualquiera L la determinación numérica de
ésta no tiene porqué deber necesariamente expresarse con
un número limitado de términos de la serie o, al a. . a...pues
para hacer esta determinación hay que recurrir á la opera­
ción sin término de la divisibilidad obteniéndose así á veces,
como vimos, una fracción decimal indefinida; pero justa­
mente esto último nos hace suponer que no obstante la
imposibilidad antes demostrada de probar la existencia de
un límite á una serie indefinida de valores o, a:la, ._ ay,
esta puede corresponder sin embargo á una longitnzl (e
o -—I y tener en consecuencia un límite cuya única par­
ticularidad sería no poder medirse tomando como unidad
la longitud o — r en cuestión. Todo está en ver si ese
límite se impone ó nó.

Hemos llegado al punto álgído del concepto de límite
matemático y vamos á ver como salen del paso los idea­
listas y los empiristas.

La escuela idealista resuelve el punto introduciendo
sus conceptos del infinito y de los infinitamente peque­
ños. Plantea así la cuestión: ¿Sobre la longitud o— I existe
ó no independientemente de un ser que piensa y mide,
una longitud límite de las o, azlag a“ cuando éstas
existen? Y contesta diciendo: El número de longitudes
existentes en sí sobre la longitud O-—Ies infinito y teniendo
todas el extremo o común, los otros, (que llama impro­
piamente puntos y que vienen en realidad á ser cortes ó
secciones hechas en la longitud o- 7-1) distan entre sí de
cantidades infinitamente pequeñas. Luego pues, cuando
en la séríe, o, al ag aux se lia vuelto infinitamente
grande, la longitud l, de hoy se habrá hecho infinita­
mente pequeña, no será pues representable y en conse­
cuencia, el extremo de la longitud límite que debe per­
manecer dentro de 1,, se confunde indiferentemente con
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uno ú otro de los extremos de esa cantidad 1/,infinita­
mente pequeña, pues ambos señalan dos longitudes igua­
les en el sentido idealista desde que su diferencia escapa
á toda representach'm. Luego el resultado final y la solu­
ción idealista es que: La .rrn'r ru ¡Hrs/¡(in lírnr ¡(/1 lil/¡flv
y la rr/(Irl'a'u (¡I/r (fr/¡rulos r(.'/1r/'.rr'¡//nr/¡o.r l'll/IT mx rra/orar
mir/(¡dos y r1 n’rl [I'm/lr? (xr (¡I/r la (I’I'fz'n'un'a m/rz' ('l/m m”­
r/¡(yz' fmr (fijar (/1? [NT/I'llt‘fl’r (Il (¡am/¡lío n’r' la )'('/))‘(‘.Y(.'ll/(l­
¿[tí/I (¡1‘! llum/In:

El empirista empieza por rechazar los números cuyo
desarrollo indefinido no está sometido á una ley, por
cuanto no debe entrar eu el dominio de las matemáticas
aquello que no está de antemano bien definido. Una fór­
umla, una ley cualquiera es necesaria para que el desar­
rollo de una fracción decimal pueda ser continuada hasta
el infinito, de lo contrario, no hay propiamente hablando
un número; pueden estas series desprovistas de leyes cor­
responder á cantidades, como lo deduce el idealista, pero
no son cantidades especulables en las matenn'lticas por lo
mismo que no son expresables en números.

Por otra parte es cierto que cualquiera cantidad L
puede ser considerada como límite de una determinada se­
rie. o, a. a? . . . . a, pudiendo crecer x indefinidamente y sin
haber ley alguna en el desarrollo (le las a pero, la (le­
mostración de esta proposición (véase pág. 79) supone
la exactitud absoluta de los ideales geométricos, en cuanto
solamente ella es capaz de permitirnos continuar indefini­
damente la investigación; más aún, esa exactitud, como
vimos, (pág. 67) escapa á la representación y no es tam­
poco apta en consecuencia para una especulación mate­
mática.

El empirista no admite los infinitamente pequeños
sino unicamente lo pequeño á voluntad. L'na longitud
supone una línea la cual tiene un ancho y espesor igua­
les _\'mu_\' pequeños, tan pequeños como se quiera mo­
mentáneamente suponerle, pero por pequeños que sean,
tendrán siempre un valor determinado, luego pues, el in­
tervalo 1/, dentro del cual se encuentra el extremo de la
longitud límite llegará, para un valor conveniente de />,
á ser de longitud igual al ancho v espesor, que se hayaa
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supuesto á la línea, transformándose así en un punto, eu­
tonces o, a. ag a, será el límite buscado con la
exactitud que asignamos á nuestra representación mo­
mcntánea.

También la existencia del límite en el sentido empi­
rista puede hacerse de la manera siguiente: La longitud
o ——I se compone de una serie de puntos ó de porcio­
nes de longitudes de largo igual al auclio y espesor de
la línea en cuestión; cl número de estos puntos puede
ser grande á voluntad según el espesor que momentá­
neamente queramos dar á la línea el cual según sabemos
puede ser pequeño ad-ll'bí/m/I. .-\ cada uno de esos pun­
tos corresponde un número; aliora bien, la totalidad de
esos puntos puede dividirse en dos grupos; unos que
nunca serán alcanzados por la serie o, al 1-3 1,)"
otros que concluiráu por ser alcanzados. listas dos cx­
tensiones de puntos como facilmente se comprende, ó se
tocan, ó quedan separadas por un punto hipotético del
cual no es posible decir si será ó no alcanzado por al­
gún valor de la serie. Este punto, si existe, ú otro ocu­
pando cl sitio en donde las dos extensiones parciales se
cortan determinan el extremo (le la longitud límite buscada.

En resumen, en el sentido empirista, la serie en cues­
tión tiene un límite y los valores de aquella concluyen
por confundirse con la del límite en una representación
única-tal es la solución empirista del problema del límite.

Haciendo una explicación gráfica dc ambas intuicio­
nes, supongamos que sobre uu papel bien liso hayamos
trazado con un lápiz de punta muy fina una línea recta
muy delgada, el idealista cree en la posibilidad de la exis­
tencia dc otra línea que sea de una exactitud absoluta,
el empirista rechaza esta última en la especulación ma­
temática y sc contenta con la línea trazada la cual puede
estar más ó menos bien hecha según lo permita nuestros
instrumentos y medios; marquemos á partir de un extremo
las longitudes o, a. ; o, :1. 1-3; 0,1. 12 sz”; o, a. 1.: 1;. a),
indicando con un trazo de lápiz fino las extremidades de
esas longitudes parciales; estos trazos poco á poco se
aproximaráu más y más mientras nuestros instrumentos
nos permitan continuar marcando pero llegará finalmente
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un momento en que el espesor de la punta del lápiz por
fina que sea será aún mayor que la separación entre
dos trazos consecutivos, en ese instante el idealista Clll­
pezará á hacer aparecer sus fantasmas infinitesimales, en
cambio, el empirista, visto la imposibilidad de marcar
más trazos y que estos persisten en un mismo sitio, se­
ñalará este con un trazo final el cual indicará el extremo
de la longitud límite de la serie; se comprende que este
quedará obtenido con exactitud á voluntad por lo menos
hasta donde nuestros recursos nos lo permitan. Según
esto, pocas cifras decimales bastarán al empirista para al­
canzar el límite: en cambio el idealista las necesita to­
das; el simbolista prescinde de todos estos raciocinios
y designa con una letra al límite hipotético sin preocu­
parse de explicárselo.

En resúmen, el pasaje riguroso de la serie á su lí­
mite matemático es y quedará una enigma, pero aliora
debemos contentarnos con los resultados obtenidos por
cuanto reducen la cuestión á su expresión psicológica la
más simple y quedan necesariamente retenido ante las
fronteras de nuestro entendimiento _vde nuestro poder de
conocimiento. Hemos ya dicho varias veces que el espí­
ritu humano tiene un campo de acción más allá del cual
no puede actuar.

Podemos demostrar ahora la proposición que liemos
anteriormente mencionado hablando de Duhamel:

Sean x. , x, , ,11;, . . . . los diversos valores de la canti­
dad variable que aumenta constantemente de una manera
contínua ó discontínua sin llegar á ser infinitamente
grande; podemos entonces escribir: xr. < x, \< x... . . . . <1 A
sin poder ser todas las x, iguales; dividainos el intervalo
AB tomado como unidad de medida en diez partes iguales
y sea 1.. y 1., 11-I las dos divisiones entre las cuales sc man­
tiene la cantidad variable, sea (3.,el primero de los x, que
reune la condición

‘ ao a” ' I ; z ,

(I) B ( ¡3”< ——ï)—o o, 1.. < ,1.(¡0, ar. I)
I

todos los x,>[30 satisfarán evidentemente a esta desi­
' I eu otras diezgualdad. Dividamos el intervalo: ao, a0 »¡»r

partes iguales, habrá necesariamente una de esas nuevas

Consideracio­
nes finales

Demostración
de la

proposición
anterior

de Dullumcl



Solución
empirisln

Solución
idealista

__ gg _7_

divisiones la a. ¡l- I por ejemplo, que será la primera en
. 1.. 1.,

no ser alcanzadapor las cantidades xl — — x2 w —io IO

cuales en virtud de la expresión (I) concluirán por ser
positivas y por lo tanto por pasar la nueva división a.
Sea ¡—ag la )rimera de esas diferencias (ue satisfacel

la desrgualdad:

(las

ao Ial" I I - l< ——‘ o bien a la
I() IOO<fil

o, aaa. < fix< 0,a., (011+ 1)

todas las x, > [3. satisfacen también á esa desigualdad.
Siguiendo de esta manera llegariamos a la expresión:
o, aaa. a,< fi,< o, ana. -——(a, +1) y
x, > [3, satisfacen también á esa expresión.

El empirista lia terminado aquí su demostración por
cuanto la serie o, ao azl.. a, tiene un limite tan exacto
como se quiera y este limite no se diferenciará del de los ay.

todas las

. . I .

smo en una cantidad menor que 1-0- cautidad que puede
A

hacerse tan pequeña como se desee; luego los x, tienen
uu límite que es el mismo de la serie, o, a” a. 09,.

El idealista debe además demostrar que la diferencia
entre los limites de la serie o, ai,a. ....a,, y el delos x,
se reduce á un infinitamente pequeño. De la expresión
ganan....a,,<xq<o,au a. ...(:z,,-} I); (q :1’,I"}-I
sacamos, llamando X al limite de o, aa.a. a,“ aumen­
tando en la derecha y restando en la izquierda

I1X—— x, <X—.—
Io, < ’ ‘ 10,,

haciendo crecer f) indefinidamente, la diferencia X—r-xqque
. . , I . . . ­

es inferior a IO se vuelve infinitamente pequena y por
lo tanto el limitexl,:o, a. a, ... al,:: X; oo

La demostración anterior está especialmente hecha
para el caso de que la serie de las x, es discontínua,
pero puede igualmente aplicarse al caso en que la serie
en cuestión sea continua y especialmente también al caso
de una función En este último caso se enunciaria
la proposición diciendo: Um: [NI/(¡0'11_/ (x) ¡”mui/01m (Neu­
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mann) ¡"s (I'M/r, rwrímm’o ru ¡m .ro/o sui/¡(fo Ü) ¡'u'rn (¡ur
(¡z/("dr ral/¡finlm’l'zl'a ('ll/N' WII/orarJ/¡IIÍ/ar fmxrr .r/‘r'I/I/trr ¡Ill
¡I'll/¡lr (I'r/rr/"I'mm’o ('¡mlm’o ('l ("grill/¡HIM ('rz'n' íIIr/¡f/¡Iía’a­
"¡rw/r. Basta reemplazar en la demostración anterior las
palabras «sea ¡”3"ó ¡3.w 1,, el primero (le los valores de ,17,

o la prnnera de las diferenc1as .1', T que satisface ao

la desigualdad. ..*> por: «la cantidad variable ó la dife­

rencia entre ella y concluirá al aumentar aquella por
satisfacer á la desigualdad. . ..:> dejando lo restante dela
demostración idéntico. En el caso de la función, en vez
(le aumentar v disminuir directamente esta, se hará esta
variación aumentando indefinidamente el argumento, lo
cual no afecta á la demostración.

listos últimos ejemplos hacen ver como las cantida­
des eontíuuas requieren para el estudio de su pasage al
límite, la intervención delas discoutíuuas; yse comprende
que así sea por cuanto la especulación matemática exige
ó supone una medida, y esta simboliza la discontinuidad.

El desarrollo dela fracción decimal o, 1..a. . recién
indicada es lo que se llama: la construcción numérica del
límite X de la serie .rfl ó (le la _/(,1').

l’odcmos ahora demostrar el principio general de
convergencia antes mencionado, el cual, según dijimos,
viene á ser el criterio que sirve de fundamento á todas
las reglas y teorías que denmestran la existencia de un
límit‘ á la _/'(.r), cuando x crece indefinidamente:

Este principio establece, como vimos, que:
Si la diferencia _/(:r) <_/(x¡) se vuelve, para valores

bastante grandes de .13y para cualesquiera de x mayores
que x., menor que una cantidad elegida de antemano tan
pequeña como se quiera, la función [(1) tiene un límite
determinado, es decir, existe una cantidad X tal que
XM/(x) para valores convenientes de x se hace tan pe­
queño como se desee.

Efectivamente, elijamos un valor m, tal que todos los

(i) l‘ua función monólona cs aquella que no hace sino aumentar ó disminuir
cada vez que varia por el aumenlo indefinido del argumento. aunque puede lam­
bién quedar fija cn algunos inlérvalos,
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monólonas
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exigen
la noción de

disconlinnidad
para eulrar

cu la
especulación
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valoresx superioresá élhagan la diferencia/(x)"/(x. ) el
siendo r-:luna cantidad tan pequeña como se quiera, y fi­
jada de antemano. Según esto los valores de f(.r) estarán
comprendidos entre:

¡(M)-l ei y/‘(m )r «e.

./(XI) r En>./'(«1') >./'(«Tn) “En

Llamando a. al intervalo _/'(.r. ) e. y ¡3,al /(.rl ) e ten­
dremos 1. >_/'(,r) _> fi. .

Dando á x. un valor mayor m.»(,n ¿r2) la diferencia
f(x)- _/(;\'._.)por hipótesis será menor que el y laf(.r)
estará comprendido por grande que sea x, en el intervalo:
/(.r2 ) s._.,_/‘(x2 ) a eg; este intervalo puede no estar total­
mente comprendido en el a—--[3;:: 2 e. por cuanto si bien
52es menor que e. cn cambio f(.\'g) puede ser mayor ó
menor que _/(.\'l ), pero como en total el nuevo intérvalo
2 es cs menor que el primitivo 2 e. , se vé que por lo menos
que uno de los extremos de 252 debe caber dentro de
2 el ; en cuanto á _/(.\') no puede en ningún caso salir fuera
de 251 Si llamamos entonces agyfig zi las diferencias
/(.\‘2 ) -; r es ;/(.r2 ) — eg cuando las extremidades del nuevo
intervalo 282 caen dentro del primitivo ó en su defecto
á las diferencias correspondientes que se obtiene reempla­
zando aquellos extremos por los de la porción común á
2 1L:ly 2 8-3; la función _/'(.\') se mantendrá en el intervalo
(12)52)< 2€"

Luego
/(.\'-¿ ) ¡- e, > _/.(.\‘) >‘_/(.\'g ) - » e, ó a2 ;>_/(.\') > [3,

y así sucesivamente.
Como las cantidades a. , a: , . . .. [31[32 . . .. varian

siempre en un mismo sentido (pudiendo quedar constantes
en ciertos intervalos) sin aumentar ó disminuir indefini­
damente deben, según la proposición anterior tener cada
una un límite matemático. Estos dos límites serán idénti­
cos si las cantidades e. , es, que establecen la dife­
rencia entre las cantidades BlH al [3,N a? tienen
por límite cero. Justamente esto es lo que se ha supuesto
en el enunciado de la proposición. Luego llamando X al
limitecomúnde al, a: [31 comola está
comprendida entre los 1,. y (3,, resultará forzosamente que

luego:



{ll -—

X será también el limite de _/(x). Con lo que queda de­
mostrado el principio general de convergencia.

Reciprocamente se demuestra sin dificultad que si la
_/(.r) es convergente, es decir si tiene un límite X se ve­
rificará que [(13) < e; resulta esto de las dos
desigualdades

X «_/(.r) 261 X »—-_/'(,r.)-Z'e2 _/'(;r) -—_/'(.r.)< liar-9|) 5|

No entra en el plan de esta tésis estudiar doctrinal­
mente este asunto de convergencia _vdivergencia de las
funciones, sino unicamente en la parte que se relaciona
con la metafísica del concepto de límite, sin embargo
conviene recordar que el principio general de conver­
gencia recién indicada puede á veces reemplazarsc con
ventaja por el siguiente:

‘ ./(I)
_/'(«1'u)

¡”w/(mw {mx/mm- gral/(lar (I’r' x. y malrxquú'ra (I’z'x lllll)’07‘('.\'
(¡ur x,, la _/}mc¡0'/I[(x) lít'm' ¡m [I'm/lr, y coninás genera­

lidad: /('/m’r(í¡I'm/lr (siendoa una canti­
dad arbitraría) {ir/¡r ¡flor [I'm/lr la unidad.

Se deduce esto de la identidad:

— . - . . = _/'(J')-:*

w) wm.) 7|mx) 2' al _,.(’1,)-—¿—; x
Conviene igualmente observar que si una función (x)

no admite un limite, podrá suceder ó bien que al crecer
ó decrecer indefinidamente el argumento, la función no
crezca ni decrezca indefinidamente en cuyo caso debe ne­
cesariamente existir dos cantidades entre las cuales se
mantenga (estas cantidades se llaman limites de indeter­
minación) ó bien puede suceder que. la función aumente
ó disminuya indefinidamentejunto con su argumento. En
estos dos casos la función se llania divergente.

Cuando se habla de series se dice á veces, en el prí­
mer caso, que es indefinida y á veces también conver­
gente, pero entonces por serie convergentc se entiende
aquella, en que la suma de sus términos no pne'de
exceder una cantidad finita. (Viasc Hall & Knight I-Ii­
glier Algebra).

.S'í la frias/(¡11 lír‘m‘ ¡‘mr [I'm/lr la unit/mi ¡50m
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Apliquemos, para mejor comprensión, los resultados
anteriores á algunos ejemplos.

I" I'll/¡(Ibiza com'rrgrrII/(xr

a) x (m’II/¡lr WII/orar roll/17mm.

Sea /'( ) ('­Jí ‘—: ——
l . x

«TI

La diferencia_/(,r)r«_/'(a‘.) C7 I
x.

dejando xl fija

esa espresron thllC por lnmte L T cantidad que puede'l
ser tan pequeña como se desee tomando x. bastante grande,
luego _/(x) tiene nn limite al crecer x indefinidamente y
efectivamente dicha función representa las ordenadas de
una rama de lripérbola referida a sus asintotas

b) x solo (Id/¡117€rwlorz‘r (haran/17mm

(¡m Í" (¡<1
Z <1)Sea /(x) Observamos que el

principio general de convergencia [f(.r¡) e xl bastante
grande y s pequeño zi voluntad; .1?> xr i equivale, al
aplicarlo á series á establecer que:

S,,.¿_ ,,, V“ S” ¡- T!" 3 "f . . . . . . 71,,a. ,,, El

representando S,,_¡_,,, .7¡fx á la suma de los u —:-m : x
primeros términos de la serie y 8,, [(x.) á la de los u
: xl primeros análogos; e es como sabemos una cantidad
arbitraria y tan pequeña como se quiera. Así expresado
el principio general, constituye lo que se llama regla de
Canchy para la convergencia de seres. (2’

Se deduce de esta última proposición que si una se­
rie es convergente, lo es también otra obtenida reempla­
zando uno ó más términos de la primera por otros más
pequeños en valor absoluto puesto que la diferencia

"II -f— l l I

. "lr . . . _
[I] La notacrón a nnaglnada por Iinnufi representa el producto (le n nn­

meros en progresión aritmética empezando por u y de razón r,

(z) Canclly-Conrs d'.-\nal_\'se. pag. ¡25.
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S,,.¡.,,, ——S,, no puede sino disminuir. Luego, si en vez
de la serie (I) tomamos otra tal como la

./(x) IL, ..........(2)
siendo esta convergente, por cuanto es una progresión

, . . , 2 .

geonietrica decrecrente de razon —2—< I, la serie1

“É” I l I I-fi I

2‘ x} Il, 2/, y; . . . . ..13:1
lo será también pues sus términos son menores en valor
absoluto que los de la (2) como resulta observando que
el primer término es igual en ambas, la suma de los dos

I

siguientes de (3) es menor que el segundo (le (2) 2- —}—p

I

31
igualmente —I L —I—-- —I r!——I > —4

4” ‘ s” 6” ' 7" 4

Como en esta serie (3) la relación de un término ul
siguiente es (I 2, (1-1),

n /’ ll] ¡1 2 71”

.. etc.>2
21

Se vé facilmente que si la relación de un término al si­
. 11,, .

gluente I —es en la serie (I) constantemente mayor
{II vi- l

que I j /)(—/;ï,—)“i dicha serie (r) sera

igualmente convergente desde que ya lo sería siendo

11,, __ (I , I I’
11,, ,5. l A ' ll

Luego, veamos si se verifica que

1' H" \ l, V: _/’(/’__Ï l)un ——— /- 1 — I — ,—
11,, + , ¡1 2 ¡1'

, , N
o 11m " '- > I (¡1)

"II + l

, 11,, ' fi(fi 1 )o lím n — I —
( 11,, , ) > ¡6 2/1



Reemplazando los valores correspondientes de la
serie sacamos:

, , , 1

"v" ' .17 ' ' I "n —I
— — - 2/1 — r a -r 1

1
"II >14 I a ' J H’ Il + l l _

cantidad que para valores indefinidos de x tiene por li­
mite r a. Luego, la serie será convergente por cuanto
hemos supuesto que a es menor que r. Vemos que todo
este largo i'aciocinio tiene en resumen su eficacia en la
aplicación del principio general de convergencia cuya
metafísica hemos establecido.

La fórmula (a) recién hallada permite demostrar ahora
0"" "5°"""° que la expresión indicada en la pág. 77

"' " I

./'(«1')21..el _

y cuyo limite hemos llamado c según práctica, es conver­

gente por cuanto x I cantidadquese con­
serva constantemente mayor que I:

_ ""‘_"É'°""5 2" ¡fin/¿I'mn's ¡hdr/¡”fríasmdehnnlascou­
lÍuuas . I

a) x (nl/¡Illa fur/(¡27:3¿"on/¡unos

Sea [(A') r :- cos a x que no satisfac> á la propie­
dad/(x) -_/(.r.) > e en las condiciones de :c, x. y e indi­
cadas en el principio de convergencia; esta función tiene
como se ve' por límites de indeterminación I y — I
quedando siempre superior á ellos respectivamente.

. scÏi‘IS b) x (mmm/tz dv una Illa/¡(7m (I’lk‘cou/I'mm¡"(lehnldns

¿t rail ,; y}. ¡ r I 2 ­v . W í . l

bea/(x) Ze:2‘ (——¡) —‘_;7 ____7 i Q7!
22-4 2 I -‘ 3 4

Esta serie viene á ser la suma de las dos series siguientes.

.r pfin I I I
. _ I f l I » — - — H - . . . . . . .

g 1( ) x 2 3 4
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La primera (le estas es couverg'ellte porqué vemos
facilmente que la suma de un número ll (le término es,
llamándola S”

t . ' I l

¡SII su " al» _— '_ —). ll l II

según sea Il par Ó impar; luego las sumas de un m'uuero
par de términos crecen constantemente, mientras que las
de uu número impar (lecrecen de la misma manera; como
la diferencia entre una \' otra suma consecutiva es el úl­

. , . I . I ­

timo ternnno —ly que tiene por lumte cero cuando llI

crece indefinidamente, se vé que ambas sumas tendrán un
mismo límite si es que una (le ellas lo tiene; ahora escri­
biendo la serie en cuestión bajo las formas

(«álslg¿H 4).);
1‘ j n 4: ¿lr l ryz( x) 1 l) {1.4) (2)
x .l 3/ 4 a

vé que la suma total no puede crecer indefinida­
mente según la (2), pero que aumenta constantemente se­
gún la (1), debe pues conservar uu valor finito y como
este valor permanece comprendido entre dos S” consecu­
tivas cuya diferencia tiene por limite cero, se deduce iu­
mediatamente la existencia (le un límite
tres sumas "l, que en este caso es log" 2

En cuanto á la serie 1 ——I r I --—I 4- es osci­
latriz; sus valores varian entre I y o, de manera que la
función total tendrá los límites de oscilación ó indetermi­
nación: log” 2 y log,, 2 4.- I.

Si se considera nn número par de términos, las sumas

Ullh-q

común á estas

(I) lista última dellloslración prueba que en general: si los terminos de una
serie son alternativamente positivos y negativos _\'deere-cenindefinidamente teniendo
por límite cero. la serie es convergenle.

Aplicando este teorema á las series de Maehain indicadas en la pag. 77 y que
(lan el valor de 7: se vé que estas series son eom'ergentes porque efectivamente los
terminos generales (le ellas

l l

._r ¿«1):51) u 'I‘l(213.-!) .<2"'l"l y .
aumenta imleíiuidameute.decrece" y tienen por límite cero cuando .r

Convergencia
eu las

series afectadas
con signos

alternativmuen­
te distintos

en sus términos
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correspondientes tendrán el límite log,, 2; si se consideran
un número impar .\' . '. 2,, I las sumas consecutivas ten­
drán por límite I —l<log,, 2.

3" Funciona ¡{Ir/rrgmtcs:

a) x loma valorar ¿"ou/17mm.

Seaf :1 (z.\'.
Se vé que /'(.\') —_f(.\'.) puede ser mayor que cual­

quier cantidad; la función en cuestión es pues divergente
como por otra parte se veía inmediatamente.

b) x sola/¡Irma fmm’z' {mI/(Ir valoro: dúmu/¡’Imars
.l' TII

Sea .‘J ' I -Ég á f (seriearmónica).I’ | - .1

la expresión/(x) 7-f(.\'.) será:

- . AI—4_I—.: _.'.—I__
'/('\')'ñ//1”-..\'. ' m ‘ I ' l 111+” :.\'

es fácil ver que esta suma puede ser mayor que cualquier
cantidad. Para eso escribimos (liclia suma de la siguiente
manera:

(-1 VI el. WI _!. _!. I )._ ¡ _ _ , , _ ._ T
_2” ' I 2’ 1 2’ .'¡.3 (2” L2” ’) wz”Vía

.( I I I I ) a' ‘211 ‘ 24542 (21.2” l’)r 2'”l ‘

Se vé que todos los términos de cada grupo son ma­
yores que el último del mismo, repetido tantas veces como
términos hay en él; luego llamando l al número de tér­
minos en cuestión existente en cada grupo, y observando
la constitución de éstos se vé que la suma de estos tér­

. , I

mmos sera mayor que l a:
un número bastante grande de grupos, la diferencia
/'(.\') r-_/'(.\'¡)podrá ser mayor que cualquier cantidad por
grande que sea.

I

í; por lo tanto, tomando
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* * Lim/lar .r/IIgn/(Irrxr

Suced' á veces que para algun valor del argumento,
la fórmula ó ley que (lá el valor correspondiente de la
función toma mia forma tal que iio corresponde á ella
ninguna representación determinada; siiiembargo, para
valores del argumento inmediatamente próximos á aquél,
existe mi valor especial X tal que á medida que aquellos
se acercan al singular la diferencia entre X y la función
desciende constantemente; se conviene decir entonces que
X es el límite de /(x) para valores de x que se aproximan
al singular que llamaremos xo.

¿Reuiie realmente X las condiciones necesarias z'imi
límite matemático? Es fácil ver que iio, por cuanto si por
hipótesis iio corresponde uii valor á la función para el
valor an, del argumento, es ó bien porqué realmente este
valor correspondiente iio existe, ó porqué es indeterminado.
I‘Znel primer caso, para que realmente X fuera un límite
matemático sería necesario hacer perder á la función su
carácter de tal, por cuanto como nada impide dar al argu­
mento el valor que se quiera, liabri'a que estipular que
sentido se da á la función para ese valor Ii. del argumento,
lo cual liai'ía perder al concepto de límite su individualidad.

En el segundo caso, existiendo mi valor X de f(:v)
que es iiiio de los tantos que toma la función para el
valor singular au, del argumento, siendo aquel alcanzado
no es uii límite matemático.

Tomemos algunos ejemplos para aclarar las ideas:
r . x

bea ‘-fi parael valora'oa: o tendremos:' se i x

mu.)

arco que no existe y un seno que no existe carece de
sentido, siiiembargo se demuestra facilmente que la expre­

o . , . . . ,

:3 expresion que indicando 'la relaCion entre un

sion —l x tiende a valer la unidad a medida que x sese 1

aproxima á cero. Si, entonces, desligamos á [(x) de su

Llinile de una
Íunción

para un valor
del argumento

al cual no
existe corres­

pondienle
(lireelo (le ln

función

No es un
límite matemá­

líeo

Ejemplo
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relación con ,1:considerz'mdola bajo otro punto de vista en
el asunto en que figura, por ejemplo si el cociente numé­

I'ICOT? indicara el angulo de una secante que se lucrera.‘e x

tangente para xo podria talvez: X I así considerado,

tomarse como un límite matemático de ‘—--, por cuantosen x
indicaría puramente un número, independienteniente de los
conceptos de senos v arcos; pero atendiendo unicamente

. . x , . .
al sentido aislado de Muh— no podria decn‘se lo mismo.seu x

l

Sea también x '_: I 4- x T )ara :v .70 ix toma
. l v )

l

la forma (I 4- o)? símbolo que a nada corresponde desde
I . . . . .

que 3 carece de Significado, qmere decrr esto que/(x)
no tiene valor correspondiente á x : o, sinembargo se
demuestra facilmente que á medida que x tiende acero/(x)

..- .u

se aproxima á valer la cantidad llamada c z lím. E i;.t':‘l i

como aquí no hay sino cantidades de una misma especie,
acercándose _/(x) á c (para valores de x que se aproximan
á cero) sin poder alcanzarlo, r: será un verdadero límite
matemático.

Igualmente en [(x) _-: x", para x 2:: 0 tendremos
/(x) :: o“ expresión que puede ó no tener significado
según la naturaleza de la cuestión, pero eu ningún caso
el valor I liácia el cual tiende cuandox tiende á cero
es un límite matemático, pues este exige siempre la exis­
tencia entre él y los demás valores de un simbolo del
. . . , I . .

minuto: o oo; que establezca un alnsmo mfrauqueable
. . x H I '" M I

entre ellos. Tomemos lmalmente/(x) (—)2—;. x __
o . , . . ,

para x s: 2; : B-expresrouque sat1sfac1eudosecon

cualquier valor, hace ver que para ese valor del argumento,
el valor m al cual se aproxima [(37) cuando x se acerca
de 2 es uno de los tantos que puede adquirir para
Jr. Ñ 2, no es pues un limite matemátÍCo.



En resúmen esos valores especiales solo pueden con­
siderarse como límites usuales, es decir como barreras
que pueden ser alcanzadas y no como límites verdadera­
mente matemáticos cuyo principal carácter es el no poder
ser jamás alcanzados.

Sin embargo, por lo mismo que ofrecen un carácter
singular, es conveniente darles el de límite matemático,
para lo cual basta sustracr la función dc la eventualidad
(lc alcanzar estos valores. Esto se consigue sustituyendo
el argumento por otro, función (le aquel, y tal que crezca
indefinidamente á medida que el primero se aproxima al
valor singular xa.

Llamando ‘. al nuevo argumento pondremos
_Ñ 1

x —-xo _ ï
y entonces habremos restablecido el límite matemático
pues para hacer x :- xo se necesitaría aumentar indefi­
nidamente X sin jamás conseguirlo. Los ejemplos ante­
riores se indicarían entonces de la siguiente manera

lllll Í: ‘— 7;".I

lnnL_—_.__ m

La variación del argumento primitivo será pues reem­
plazada por la del nuevo así ligada con él, y el cual no
será ya variable independiente. Ü)

Con esta modificación, las teorías y criterios de con­

(if. l-Zsloprueba lo dicho anteriormente: que para introducir en estos casos
singulares el concepto (le límite matemático hay que alterar las ¡lociones ordina­
rias (le argumento _\'función tal cual han sido definidas.

listos límites
son simples

barreras
u su a l e s

l’uetlen. por
nn cambio (le

variables
transformarse
en verdaderos
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vergencía y divergencia aplicadas al caso en que el argu­
mento crece indefinidamente, único que puede originar la
noción de límite por lo mismo que no hay término enel
crecimiento, se aplicarán igualmente al de estos límites
singulares. Volveremos sobre este tema al tratar la meta­
física del alto cálculo.

El counro (lr!("grill/¡rulo

Para terminar con el concepto de límite matemático
es conveniente mencionar la noción que el idealista y el
empirista se forman del argumento de una función, tema
sobre el cual (l. Cantor y l’. du Bois Raymond liau hecho
tan interesantes estudios. Considerando el argumento como
una cantidad matemática lineal puede suponerse tomado
sobre una recta arbitraria cuyas extremidades llamaremos
o-—I, a partir de o hacia I. Para determinar ese argu­
mento sería necesario indicar que relación hay entre él y
la longitud o — I tomada como unidad (le medida; el nú­
mero que resulta podrá servir también para definir un
valor de argumento.

Las fórmulas que determinan valores especiales del
argmnento, pueden dividirse en dos clases principales;
aquellas tales que en cualquier porción del intervalo om 1
del argumento, por pequeña que sea, se presentan extre­
mos (le longitudes pertenecientes á ellos‘ y las que no
están sometidas á esa condición.

La primera distribución de valores se llama [um/a­
quím la segunda nfmn/nym’m. También se llama [um/aymkz
al conjunto de valores encerrados en la primera distribu­
ción; y (I/mu/(Ir/uía á la otra.

Ejemplo de una apantaquia:
al a.

— IO ‘ Io, ¡“(ibm (I) 1’ < lo

esta comprende todos los valores que se obtienen haciendo
todas las combinaciones de los a, (de o a 9).

Ejemplo de un pantaquia:
Mi a“_1. í

,1: _.. IO I , . . . . . . .. lo” (2)
ap<Io
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1/ indica un número grande á voluntad creciendo indefi­
nidamente.

Los valores de una apantaquia pueden paulatinamente
aproximarse á un valor fijo que le sirva de limite ycuyo
extremo se llama punto de convergencia; tal sucede con
los valores

x:¿;(1.73 l 3.__3I 3 . 3
IO IO ' IO IO ‘ 10‘2 ' Ioa

etc. los cuales extremos convergen al punto extremo del
I

valor x '_:: —

Los puntos de convergencia pueden presentarse en
un intervalo tantas veces como se quiera, por ejemplo

I
en o A sen — para valores de a bastantes grandessen ax
y converger á su vez liácia otros puntos de convergencia

I

llamados de segundo orden como en sen . I r: o alre­
' rSCI]

.4

dedor del punto o y así sucesivamente. Esta última clase
de (¡pm/mmm: se llama ¡lil/¡f/m/(I; la primitiva correspon­
diente al ejemplo (I) dado más arriba se llama liz/¡170110.

Consideremos la determinación especial:

. 1| I 1-3 l al]x 7:: lim — '7- —¿"....,IO ' Io2 IO"

Vimos que para cl idealista esta forma permite designar
cualquier valor del intervalo o »—I, es pues el símbolo
de la continuidad _vse llama ¡"zii/{wn}: rom/Ida, contiene
una infinidad (le valores.

El resultado (le quitar de esta pantaquia completa
una pantaquia ordinaria ó una apautaquia las cuales con­
tienen un número ilimitado ó no de valores, se llama una
[millar/¡{ía I'l(/¡III./fl.

Como se vé, en el concepo de argumento intervienen
conjuntos ilimitados de valores y es conveniente por lo
tanto introducir orden en ellos aplicando el concepto de
enumeración.

Un grupo limitado de objetos es evidentemente enu­
mcrable desde que puede asignarse á cada uno un número

l’unlos (le
convergencia
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.-\¡)aulaquia
ilimitada _vli­

milada
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de orden; si el conjunto es ilimitado será también enu­
merable si sn ¡naturaleza permite hacerlo corresponder
con la serie de números enteros, de tal manera que nin­
gún elemento del conjunto escape á esa correspondencia.

Según esto, nu conjunto ilimitado de valores de ar­
gumento es emnnerable si la fórmula que establece sn
aumento permite conservar finito sn número; tal sucede
con las apantaquias limitadas _vlas pantaquias ilimitadas.
No sucede io mismo con las apantaquias ilimitadas según
se entiendan en el sentido idealista ó en el empirista.

Efectivamente, en estas apantaquias hay pasajes al
límite, pues los puntos de convergencia de cualquier clase
constituyen el limite (le la serie (le puntos de clase inme­
diatamente anterior, si pues consideramos con el idealista
estos conjuntos como constituidos: primero, por los pun­
tos aislados que convergen al pnnto (le convergencia de
primera especie, considerando luego, todo el grupo ante­
rior y repitiéndolo eu cada punto de convergencia de se­
gunda especie.....,etc.; estos conjuntos infinitos asi sumados
no podrían disponerse en serie y por lo tanto emnnerarse.

El empirista, en cambio, no ve' más que grupos finitos
y rechaza los limites idealistas en la especulación; consi­
dera en consecuencia la apantaquia ilimitada, como com­
puesta de la manera siguiente: A cada punto de conver­
gencia del orden 'll corresponde nn número finito m (le
grupos de orden 'II— I, cada uno (le estos contiene á su
vez f5 subgrupos del orden u—2 y así sucesivamente
hasta llegar á los puntos aislados. Dando a; m, va­
lores crecientes ya alternativamente, ya simultáneamente
puede hacerse la combinación (le ellos de tal manera que
ningún punto de la apantaquia escape á la enumeraci(')n.

Pasemos ahora á la pantaqnia completa _\'á las infi­
nitas; existe entre éstas y las ilimitadas una relación
análoga á la existente entre las apantaquias ilimitadas
idealistas y las empiristas, pues, lo mismo que en los sis­
temas apantáqnicos ilimitados aparecen puntos que no
existen en las empiristas y que vienen á ser límites de
los grupos y subgrupos que componen esta última. Igual­
mente en la pantaquia completa que llama M. Cantor
(Iron/¡"111mm (I'r' lar lllÍ/llfI'ILS‘.y en las infinitas, entran
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puntos límites que no existen en la pantaquia ilimitada,
solo que ¡mientras que los puntos de convergencia podrían
introducirse en la apantaqnia ilimitada empirista sin ha­
cer perder á ésta su emnnerabilidad, la pantaquía com­
pleta contiene en cambio, más elementos que cualquier
serie de valores enumerables y carece en consecuencia
de la propiedad de la enumerabilidad.

El hecho de que la pantaquia completa contenga
más elementos que cualquier serie enumerable, ó mayor
potencia que ésta, como se dice, resulta de que la nume­
ración implica la divisibilidad, y con ésta, según vimos,
no podemos alcanzar á la continuidad sin prolongarla
hasta el infinito idealista que escapa á la enumeración;
ésta pues es impotente para agotar todos los valores de
la pantaquia completa; entre dos valores racionales de
ésta, habrá otros muchos irracionales que escaparáu á
dicha enumeración, por cuanto, siendo límites de series
de valores no podrán ser nunca alcanzados, (le manera
que en el intervalo total serán infinitos los valores que
se encuentran en estas condiciones.

Las pautaquias infinitas se deducen de la completa,
quitando á estas otras pautaquias ilimitadas ó bien apan­
taquias; como estas dos últimas son enumerables y
aquella no, las primeras tampoco lo serán.

Las pautaquias infinitas son, como se vé, ficciones
enteramente idealistas; el empirista las rechaza por com­
pleto. La incompatibilidad de estas dos intuiciones es
aquí más radi‘al que la existente entre las apantaquias
ilimitadas de ambas escuelas, pues si bien es cierto que
el concepto empirista de los conjuntos ilimitados es idén­
tico al de las series enumerables debido á que la enume­
ración supone algo constantemente fijo, no obstante, la
apantaquia idealista puede considerarse como el limite de
la empirista. Así en el ejemplo de apantaquia

xm;¿,1 ¿"qei__ L
ro 10' IO IO”

las extremidades de los valores (le ésta se aproximan in­
. . . I

deimnlamentc al punto de convergencm x .-.:::— de ma­

nera que eliminando este la única diferencia entre cl cou­

Contienen
mas elementos

que los
conjuntos

enunierahles

Las pautaquias
in inil'ls

son ficciones
idealistas

La npanlaqnia
idealista

es el lhnile
de la

empirisla



La pantaquia
completa

no es límite
de las

ilimitadas

Consideracio­
nes finales

entre la concep­
ción empírica

idenlisln
del concepto de

argumento

Bibliografía
del concepto (le

límite
Inalemálico

m llll —

cepto empírico y el idealista es que aquel concluye la
apantaquía en un valor de n grande á voluntad en tanto
que este lo prolonga hasta que los extremos de los dis­
tintos valores disteu unos de otros en una cantidad infi­
nitamente pequeña.

No podemos decir lo mismo con la pautaquia com­
pleta definida por el símbolo

" al a: 1,,
1-0 " í):

: lím lo: );1, o,1,2,...,9
Esta no puede considerarse como el limite de la pantaquia
limitada, esencialmente empírica; ya lo hemos heclio ver
más arriba, por lllllCllOque se aumente la serie de valo­
res de una pautaquia limitada será necesario uu pasage
al límite para obtener ¡m sola valor de la pantaquia com­
pleta de manera que para obtener esta última se requeriría
una infinidad de estos límites. No existe pues en resú­
meu pantaquia ilimitada alguna tal que poco á poco se
introduzca eu ella valores nuevos en virtud de una regla
cualquiera de manera á poder hacerla aproximar indefini­
damente á la pantaquia completa ó á uua infinita. El con­
cepto empírico, sin negar como ya lo mauifestamos en
otra oportunidad, la existencia del con/¡mmm lo rechaza
de la especulación científica porque escapa á la represen­
tancia y determinación numérica, y se contenta cou lo
grande ó pequeño á voluntad; asi, sobre la longitud o — I
de argumento toma una serie tau densa de valores como
su necesidad ó imaginación lo requiera; y es de observar
que esto le basta para llegar á cualquiera consecuencia
científica obtenida por el idealista. Hasta en la teoría ge­
neral de las funciones, la correspondencia entre el argu­
mento y la función entra en el concepto empírico. Eu cam­
bio el idealista al aplicarásus pantaquiasinfiuitas las pro­
piedades deducidas de las ilimitadas, cae facilmente en
consecuencias paradojas, como veremos más adelante.

Los principales autores que han profundizado el tema
de este capítulo han sido:

G. sz/or-Propiedades y teorias de los conjuntos—]our­
nal de Borcli, tomos 77.84»—.-\cta Matemática, t. 2.

ll. Grassmmu-—Zur tlieorie der erduuligeu aualytisclien
Fonctionneu, pág 26.
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CAI’Í'I‘I'LO PRIMERO

El método infinitesimal

g” I. (iliNl-ZRAthAln-ZS

Cuando se presenta ante el espíritu una representación
complicada, siente aquel un malestar característico, y por
tendencia natural no para hasta conseguir reducirla a
otras mas sencillas y familiares que no turban su quietud
normal. Así, cuando vemos una línea de curvatura anto­
jadiza, un cuerpo de contornos complicados, buscamos
(lisgregar, parcelar estas representaciones hasta obtener
la de una línea recta‘ de una circunferencia, (le un plano
ó de una esfera, las cuales siéndonos familiares y comunes,
constituyen los elementos primos á que tratamos de redu­
cir todas las representaciones. La manera de proceder para
llegar á estos resultados _\' obtener finalmente el conocí­
miento perfecto de la representación complicada, constituye
el objeto del análisw llamado infinítesimal.

in este análisis, lo mismo que en el ordinario, debe
distinguirse: el ¡nf/0do, es decir la manera (le plantear el
problema, y el ("ri/(Tulallamado en este caso ('(Í/rH/n /'¡{/¡m'­
{rx/mal ó (Il/n ((í/ru/n, que nos enseña la manera de rc­
solrer las ecuaciones especiales obtenidas al plant‘ar el
problema.
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Pero, mientras que por el metodo del análisis ordina­
rio se obtiene directamente la propiedad ó resultado bus­
cado deduciendolo de principios conocidos, el método
infinitesimal procede en cambio (le una manera indirecta,
pues sustituye la representación dada por otras más sen­
cillas que puedan combinarse y variarse hasta hacerlas
aproximar indefinidamente á aquella de manera que sea
su límite matemático. Busca la ley de variación de esos
auxiliares, y lo que en esta variación permanece fijo e
inmutable; finalmente de esta constancia deduce, aplicán­
dolo á los limites, las propiedades buscadas. Esta via
indirecta _\'este rodeo no son antojadizos sino impuestos
por la deficiencia de nuestro espiritu.

L'n ejemplo aclarará las ideas anteriores. Si queremos
buscar el volúmen de un cubo, procederemos directamente
sobre el, combinando por via dednctiva los conocimientos
previos que tenemos adquiridos; pero si en vez buscamos
el volúmen de un elipsoide, nos vemos obligados para esa
investigación á reemplazar este cuerpo por la suma de
otros más sencillos cuyo limite matemático sea el del
elipsoide dado; si conseguimos obtener una expresión que
nos dé el volúmen de esta suma de cuerpos auxiliares y
que contenga elementos de tal naturaleza que permitan
aplicarla cuando el número de dichos cuerpos auxiliares
aumenta indefinidamente, buscando el limite matemático
de dicha suma obtendremos por esta via indirecta el volú­
men buscado. El primer método es el del analisis ordinario,
el segundo el del infinitesimal.

I‘Zlfundamento de este metodo, es decir la afirmación de
'que toda relación existente constantemente entre las
variables subsistirá también entre los limites de estas, se
comprende por cuanto pudiéndose aproximar las variables
á sus limites y pasar (le estas á aquellos por la concep­
ción idealista ó por la empirista, la relación en cuestión
se aproximará también de la misma manera á la corres­
pondiente entre los limites.

En resúmen, el método llamado infinitesimal consiste
en reemplazar la representación (lada por otras auxiliares
susceptibles de aproximarse a aquella indefinidamente, (le
manera a que la primitiva sea el limite matemático de
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las nuevas, y en preocuparse luego de determinar entre estas
últimas las relaciones que no era posible obtener directa­
mente en la primera. Para que este procedimiento sea
eficaz se requiere por lo tanto que sea más fácil obtener
las relaciones buscadas en las representaciones auxiliares
que en la dada, _vsi bien es cierto que se dispone de
muchos sistemas de variables teniendo un mismo límite,
no lo es menos que á veces los resultados son infructuosos
y el problema supera los esfuerzos del investigador. Aunque
no hay regla fija para el empleo (le este método, existen
sinembargo observaciones _vcriterios que pueden ser útiles
al analista, y que cooperan eficazmente á la mejor inves­
tigación. Pero, un estudio más detenido del asunto exige
la intervención del concepto de las cantidades indefinida­
mente pequeñas de distintos órdenes.

á 2. Los I.I..-\.\I.>\l)OS INFINI'I‘AMl-ZN'I‘I-ï PEQUEÑOS

Dl-ZDIS'rIx'ros óiun-le-ts.

Volveremos á tomar el asunto de los infinitamente
pequeños en el estado en que los dejó anteriormente la
escuela idealista. Esta última, a la pregunta: ¿cuantas ex­
tremidades de longitudes distintas existen en la longitud
total o ——I tomada como unidad suponiendole a todas
el extremo o común? contesta diciendo que este número
es ilimitado en la representación é infinito en la realidad,
de manera que la distancia que separa dos extremidades
consecutivas es infinitamente pequeña; saca también en
consecuencia que un número finito de extensiones infinita­
mente pequeñas agregadas no pueden dar una extensión
representable, deduce igualmente que como á cada exten­
sión corresponde un número, la serie de números com­
prendidas entre o y I es infinita, y también que corres­
pondiendo á cada extensión un número de orden, la serie
de números es infinita, en tanto que la de números
racionales que supone un individuo que mide es ilimi­
tado, finalmente concluye con esta proposición paradojal:
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/)(1.r rall/¡r/dn’z'x I'!‘/’)’L‘.ï('ll/(lÓ/(’.t‘ ('10?! (¡f/i'rr'ln‘lil (xr ¡Ig/1711711­

¡mw/(r [NV/¡trim .ro/z ¡grua/rx fior (mm/0 ('l ¡Ig/¡lu'lann'u/c ¡51'­
(¡m'í/o ¿sra/Sn (i la. nyfirrrrli/urlb’n.

De esta última proposición, se desprende que para
el idealista, el cero es un simbolo inútil. Cree aquel que
no siendo el cero una cantidad, parece un acto violento
de la imaginación destruir una cantidad matemática in­
determinada para crearle después nuevamente. l’ara él
una cantidad variable designa una serie de representacio­
nes de misma expecíe y anular lo que se supone varia­
ble es introducir una representación nueva en el concep­
tos (le cantidad‘ por un acto especial de la voluntad.
Cree en resumen, que el cero es inútil en el analisis y
lo reemplaza por un infinitamente pequeño. Luego, la es­
cala (le valores de la cantidad matematica es, para el idea­
lista la siguiente:

hg/¡uf/(n/¡ru/r ¡Sn/mv?!) no representable
¡"li/¡11711er('ll ¡Srl/11071": (representable)
fill/lo ( )
¡[I'll/¡lado ('II ¿rra/¡(for ( »
¡q/¡IIÍ/III/Irw/rgral/(I? no representable

La exclusión del cero debe necesariamente influir en
la termitologia id >alista, asi la expresión de que hemos

l

hablado anteriormente: (I x)? (' para .r o se
l

euuuciará: r es el valor de (I -- ,r )í cuando .r es in­
finitamente pequeño. No dira el idealista que el polino­
mio x” 3 x "l- 2 se hace cero para .r 1 ó x : 2 sino
que para estos valores se vuelve infinitamente pequeño.

. . , I . . .

.\o du'a tampoco que É se vuelve mlimtamente grande
cuando x se aproxima á cero, sino que para a; infinita­

- I . . .

mente pequeno z es mlmitamente grande, etc.
La teoría idealista atomística reemplazará la expre­

sión infinitamente pequeña por la de átomo _vdirá en con­
secuencia a" se vuelve igual á la unidad para un valor
de x atómico.

Estas doctrinas alteran pues singularmente el concepto
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de igualdad y de exactitud, pero mucho peores son las
consecuencias a que arriba el primer idealismo cuando in­
troduce la distinción de ordenes en los infinitamente pe­
queños separandose aqui radicalmente de la teoría ató­
mica.

H * aquí el raciocinio que hace el id 'alista para llegar
a los distintos órdenes de infinitamente pequeños:

Si bien es cierto que el infinitamente pequeño no es
l'C‘l)l'CSClll(ll)lC,puede considerarse en si mismo, abstracción
lieclia de su relación eon lo representahle; aparecera en­
tonces como una cantidad de igual naturaleza a la ori­
ginaria, por ejemplo si esta es una longitud, tambien lo sera
aquél. Aplicandole entonces los raciocinios que
para las cantidades finitas podremos decir: El I'M/I'll”!!­
mrw/c [NY/¡((770 rs una mulín’aa’ ¡Im/H/Hí/¡(ra 7m: {ir/It: (Í!)
¿(NI/(¡II ¿0/1 lo lil/¡70, ('l roll/"¡mln (I’r' .rm err)¡5/}'(I’r¡tl’('.\‘.I‘Én

consecuencia puede hacerse con el una operación análoga
a la que lo lla sacado dc las cantidades finitas y obtenerse
asi una cantidad infinitamente pequeña con respecto á el
mismo, ó sea doblemente infinitamente pequeño ó de se­
gundo orden respecto a la cantidad finita primitiva. Y asi
sucesivamente. Luego: (,7! ¡Ig/¡ui/mm‘ll/(r [rr/¡((770 n’r 0r­
tl’rw n ¡[0 (¡INI/(film (Í ¡mo a’t‘ (#an n I; y (¡ar ¡II/¡Hila­
"¡culo ¡fiat/¡((‘ñox (/1: (Infru n son ¡grua/¿s .rl' 3010 .w' (ff/¿71'11­
címl (‘21alro (I’c anfm sufiz'ríor.

¿Quién no siente la inconsistencia de esta doctrina?
Si los infinitamente pequeños pueden descomponerse en
una suma de infinitas cantidades infinitamente pequeñas
de segundo orden, porqué no tomar estas últimas como
elementos constitutivos de la cantidad representable. De
dos cosas una, ó los infinitamente pequeños son los últi­
mos elementos de la descomposición de la cantidad fi­
nita y entonces son átomos incapaces de (lescomponerse
en otros menores sin anularse, ó no lo son y entonces no
hay porque hacer de ellos una distinción especial.

Aceptando la teoria de los distintos orden en los
infinitamente pequeños, el átomo vendria á ser un ¡IM/III"­
lmln'ulr /('I/ll(')70 (Í(' nra’rn ¡Ig/ÏIII'II), frase perfectamente
hueca, un verdadero juego pueril dc palabras.

Se trata a veces de justificar esta teoria observando

mismo
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que cuando una cantidad menor que la unidad se eleva
á una potencia, los resultados obtenidos son siempre me­
nores que la base, de manera que elevando al cuadrado.
al cubo, etc., un iufinitamente pequeño obtendremos otros
necesariamente menores. Todo esto es fraseología, por
cuanto el simbolismo puro nada significa por sí solo; de
manera que si una cantidad representa, por ejemplo una lon­
gitud, y se eleva al cuadrado, ó este cuadrado representa
nua área en cu_\'o caso sale de la cuestión, puesto que
estamos considerando longitudes, ó bien el cuadrado se
refiere únicameub al número que establece la medida de
la longitud _\'entonces debe necesariamente concluir por
carecer de significado toda vez que si aplicara al átomo
de longitud, no podría significar una longitud menor, de
acuerdo con el concepto de átomo.

Esto justifica lo diclio por el empirista; ó sea: que
los átomos e' infinitamente pequeños son entidades impro­
pias para una especulación matemática, pues cuando se
les somete á los cálculos ordinarios, revolucionan el con­
cepto de cantidad y hacen caer eu absurdos, paradojas y
contrasentidos.

A la teoría idealista de los infinitamente pequeños
de distintas órdenes corresponde la teoría empirista de
las cantidades indefinidamente decrecientes que pasamos
á desarrollar.

Imaginemos cantidades variables, funciones unas de
otras y tales que haciendo tender una de ellas hacia cero;
las otras tiendan también hacia cero; es posible que no
todas ellas marchen liácia dicho cero con igual rapidez,
si elegimos entre ellas la que disminuye con menor rapi­
dez relativamente á las otras, esta, que designaremos con
la letra a, se llama indefinidamente decreciente principal,
se dirá entonces que una cualquiera de las otras [3es in­
definidamente decreciente del orden II con respecto á a,

¡’3

a"
tiende ¡í \'a­si M es la primera potencia de a, tal que

ler una cantidad finita distinta de cero cuando a tiende á
cero; la expresión {3._- a” (L —}—.Y) es la de nn indefinida­
mente decreciente de orden 1/.

l’or ejemplo, si en una circunferencia de círculo toma­
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mos un punto de ella y trazamos la tangente en dicho
punto y el diámetro que pasa por él, y si después elegi­
mos un arco que tenga un extremo en el punto dado, el
otro extremo del diámetro y del arco determinan una
secante que corta á la tangente en un punto 'l‘. La va­
riación de la longitud del arco que supondremos, decrecer
indefinidamente acarreará otra de la cuerda, de la parte
de tangente comprendida entre el punto de tangencia y
el T, y de la porción de secante limitada entre la tan­
gente y el arco. Pues bien, se denmestra facilmente que
á medida que el arco decrece indefinidamente y tiende á
cero, lo mismo sucede con los demás elementos citados,
pero mientras la relación entre la porción de tangente y
el arco tiende á valer la unidad, la relación entre la por­
ción de secante y el arco tiende á cero, siendo necesario
relacionar dicha porción de secante con el cuadrado del
arco ó de la porción de tangente para que tienda lrácia
una cantidad finita, esto hace ver que la porción de secante
en cuestión, es un indefinidamente decreciente de segundo
órden en tanto que el arco, la cuerda y la tangente lo
son de primer orden. Lo mismo se demostraría que la
diferencia entre el arco _\'la cuerda es un indefinidamente
pequeño de tercer orden respecto del arco.

La marcha de estas distintas cantidades hácia cero
no es pues igualmente apresurada, y como el einpirista
solo especula con cantidades finitas, aunque pequeñas á
voluntad, no está aquel expuesto á las contradicciones
de las teorías idealistas. Es indudable que á medida que
las cantidades indefinidamente decrecientes se aproximan
á cero, las de órden superior se distancian cada vez pro­
porcionalmente más y más de los de órden inferior de
manera que en una suma de cantidades de esta clase las
de orden n-{—I coucluiráu porafectar tan poco las de orden
inferior que practicamente podrían aquellas despreciarse,
exactamente como sucedía eu la teoria de los infinita­
mente peqneños idealistas; pero mientras el idealista
cree que á pesar de la despreciacíón de estos infinita­
mente pequeños de orden superior, las ecuaciones resul­
tantes son rigurosamente iguales á las primeras, el empi­
rista no se hace las mismas ilusiones, y no pretende en
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sus ecuaciones una exactitud absoluta, sino simplemente
una aproximada tanto como se quiera.

Conviene observar que (Tr!) puede ó no ser el limite
matemático de los indefinidamente pequeños según como
estén estos determinados. Asi, si en el ejemplo anterior
el arco que tiende á cero es la variable independiente, su
limite no será cero ui tampoco el de las obras lineas ó
cantidades derivadas, por cuanto nada impedirá darles este
valor, pero, si eu vez el arco viene fijado por los lados
de uu polígono inscripto en la curva y cuyo número au­
menta indefinidamente no pudiendo auularse el valor de
un lado, tampoco lo podrá el arco y todos sus derivados
á pesar de decrecer indefinidamente, cero será entonces
el limite matemático de esas cantidades indefinidamente
decrecientes.

I’odemos allora completar la explicación del método
infinitesimal.

Si dos cantidades variables funciones ambas de un
mismo argumento tienden cada una hacia un límite, y si
la diferencia entre los valores de ellas, correspondientes á
un mismo valor del argumento, se vuelve indefinidamente
decreciente (teniendo en este caso (cm por límite mate­
mático según lo diclio recién) los límites de dichas dos
funciones son iguales. Efectivamente, siendo también la
diferencia de los valores correspondientes de las funciones
otra función del mismo argumento cuyo limite es cero, se

/(x) - <P(x)e; 4M

lim (/(x) —r ._—o lim [(x) ’._‘lím cp(x).
Sea ahora varios indefinidamente decrecientes de mismo

orden funciones de un mismo argumento; si la diferencia
entre los valores correspondientes (á uno mismo del ar­
gumento) de dos de diclios indefinidamente decrecientes de
mismo orden es otro de orden superior, la relación entre
aquellos _votro de igual orden tiene un mismo limite ma­

tiene:

temático.
Efectivamentesea yf. losdosindefinidamente

decrecientes de mismo orden, <p(x)el que sirve de término
de comparación y Mx) la diferencia, de orden superior, en­
tre _/.(A')y/i tendremos:
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indefinidamente decrecientes de orden superior a [(x),
_/i (x) y cp(x) tendremos:

lim(‘/l

como por hipótesis q;(x) es

_/'(a‘) )W) ¿m ’
, , _/i , _/'(.t)

h 011mm lun ¿PC-r) iótambién -_¡{m
/'(-'\') ./‘(x) ' fm

La consecuencia de estos dos principios es que, cuando
en el curso de una operación se (lebe tomar el límite de
funciones no indefinidamente decrecientes de uu mismo
argumento que se diferencian en llll indefinidamente de­
creciente, ó bien cuando se debe tomar el límite de la
relación de dos indefinidamente decrecientes de mismo
orden que solo se diferencian en otro de orden superior
con otro de mismo orden que aquellos, se puede desde ya
eliminar, en el primer caso, los indefinidamente pequeños,
en el otro, los de orden superior, pues las ecuaciones que
resulten, si bien inexactas provisoriameute, recuperarán
su exactitud en el resultado final obtenido por el pasage
al límite desde que al hacer esta última operación lia­
brían necesariamente desaparecido los términos corres­
pondientes á las cantidades eliminadas cuyo limite es
cero. El resultado no lia sido pues afectado y liemos con­
seguido despejar notablemente las fórmulas quitando can­
tidades que complican la marcha de las operaciones sin
influir finalmente en la ecuación terminal.

Vice-versa, en un raciocinio donde deba tomarse li­
mites, puede reemplazarse provisoriamente una cantidad
variable que no sea indefinidamente decreciente por otra
que no difiera de aquella sino en una cantidad de esta
última especie ó bien por otra de orden superior si la
primitiva es indefinidamente decreciente. Los resultados
no serán alterados por cuanto al tomar limites los tér­
minos correspondientes á las cantidades agregadas se
annlaráu.
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Consideremos ahora una serie de cantidades indefini­
damente decrecientes de mismo argumento x y suponga­
mos otra serie de cantidades de la misma especie, tales
que á cada una de las primeras corresponda una deter­
minada de las segundas, si la diferencia entre dos corres­
pondientes es otro indefinidamente decreciente de orden
superior (como sucede por ejemplo, según vimos, con el
arco de una curva y la cuerda correspondiente, siendo .Z'
el número de lados de un polígono inscripto ó circuns­
cripto eu ella, cuando diclio número aumenta indefinida­
mente), se verifica que si la suma de la primera serie
E_/'(.I')tiene un limite, la otra suma 2] <p(.r)tiene también
el mismo limite. ¿n efecto la relación de valores

'/'(.r) v cp(.r) correspondientes tiene, según el principio
anterior, por limite la unidad, es decir

Jl"?
4M

I) está comprendida entre el mayor

los \
QW'

limite la unidad, resulta que también

dos

lím

.‘J

pero la expresion Se;x
A

v el menor de como estos tienen todos por

muffm iómusfln “mx;o)
_¡cp

La consecuencia de esto es que en todo raciocinio
donde deba tomarse el límite de una canti­
dades euva pequeñez es función de su número, puede
reemplazarse cada una de ella por otra que se difereneie
de la misma en una cantidadindefinidamente decreciente
de orden superior, es decir, cuya relación con las prime­
ras tenga por límite la unidad cuando el número de aque­
llas crezca indefinidamente; y vice-versa, porqué el error
que provísoriamente se comete de esta manera, desapare­
cerá en el resultado final obtenido pasando á limites.

Se comprende facilmente la utilidad de estos princi­
pios para el método infinitesimal, pues proponiéndose este
según vimos, efectuar indirectamente el estudio (le las
propiedades dc una representación complicada haciéndole
depender de una aplicación del cálculo infinitesimal á las
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ecuaciones que obtiene aquel reemplazando (por fraccio­
namiento ó disgregación) la representación primitiva por
otros familiares de manera que aquella pueda considerarse,
ya como límite de la suma de un número indefinidamente
creciente de estas, supuestas indefinidamente pequeñas, ya
como dependiendo en su determinación dela de un límite
entre la relación (le dos de las auxiliares ó de derivadas
de ellas cuando se hacen indefinidamente decrecientes en
valor, serán, decimos, de capital importancia, los principios
anteriormente demostrados por cuanto versan precisamente
sobre estos límites de sumas ó de relaciones de cantida­
des indefinidamente decrecientes y permiten eliminar los
términos de corrección que habría necesariamente que
poner al reemplazar los representaciones primitivas por
las nuevas que establecen la diferencia entre ellas, los
cuales términos de corrección molestan y fastidian los cál­
culos sin influir en el resultado. Hay, sin embargo, que
obrar con muclio cuidado en estas eliminaciones para no
falsear los resultados. Si, por ejemplo, los miembros y
términos de las ecuaciones finales obtenidas no son inde­
finidamente pequeños, no será alterado el resultado al
quitaró agregar á aquellas, cantidades que tienden al límite
cero cuando las primeras tiendan al limite correspondiente;
pero si eu cambio los miembros _\' términos de las ecua­
ciones primitivas fueran indefinidamente decrecientes, para
hacerlas determinar algo sería necesario dividirlo por
otra cantidad indefinidamente decreciente de orden igual
al menor existente en ellos y entonces solamente podrían
eliminarse los de órden más elevado; de manera que si
en las ecuaciones primitivas, la confianza ó creencia de
que en el resultado final no lian de aparecer sino canti­
dades con límites distintos de cero, liace que eliminemos
los indefinidamente pequeños de cualquier orden, y resulta
después que por compensaciones fortuitas y no previstas
estas cantidades con límites distintos de cero desaparecen,
diclio resultado, que dependería aliora de las cantidades
eliminadas, será evidentemente falseado. Este peligro lo
evita el tino y práctica del analista investigador y no
puede salvarse por la aplicación de reglas generales. La
costumbre en el manejo de las fórmulas llílC‘ adquirir una
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intuición y seguridad superior á la que podría obtenerse
con reglas fijadas de antemano.

Según se deduce de lo dicho hasta ahora sobre el
método infinitesimal, es necesario fijarse bien que las can­
tidades que se reemplazan unas por otras sean efectiva­
mente del mismo orden de grandor diferenciándose úni­
camente en un indefinidamente pequeño respecto á ellas.
Si, por ejemplo, la cantidad real existente en el problema
dado es un arco de curva, puede reemplazarse por su
cuerda por ser esta, según vimos, de igual orden de gran­
dor, diferenciándose únicamente en una cantidad indefini­
damente decreciente de tercer orden con respecto á el;
pero no podría reemplazarse por su seno-verso pues este
es de segundo orden de pequeñez relativamente á aquel,
supuesto de primero. Igualmente, en el estudio del movi­
miento de un cuerpo, mientras el espacio recorrido en la
dirección de la tangente á la trayectoria decrece indefi­
nidamente, el correspondiente sobre la normal es un in­
definidamente pequeño respecto del primero ó sea de
segundo orden, no pueden pues, en un problema, reem­
plazarse ambos por una misma variable. En la práctica,
favorece mucho estas sustituciones el hecho de que gene­
rahnente intervienen las mismas especies de cantidades
variables, de manera que conocióndose de antemano el
orden de grandor relativo de estas, puede rápidamente
hacerse la sustitución. Así, tomando el arco como cantidad
indefinidamente decreciente principal ó de primer orden,
el seno y la tangente son también dc primer orden, el
seno-verso es de segundo orden, la diferencia entre el arco
y su cuerda de tercer orden. Si un lado de un triángulo
es un indefinidamente pequeño principal, la diferencia
entre los otros dos lados también lo será; si además el
ángulo adyacente á dicho lado es recto, esa diferencia es
indefinidamente decreciente de segundo orden; si en dicho
triángulo rectángulo la hipotenusa y un cateto son can­
tidades indefinidamente decrecientes de primer orden, la
diferencia entre ellos es también indefinidamente decre­
ciente, pero de tercer orden, etc.

Teniendo eu cuenta estos grados de decrecencía rela­
tiva, se puede con certeza hacer los reemplazos de canti­
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dades y eliminar de las ecuaciones, á medida que se
presenta la oportunidad, las cantidades que no influyen
en los resultados, consiguiéndose así finalmente una ecua­
ción en la que las cantidades que figuran tienen todas el
mismo orden de grandor, el más elevado entre todos los
primitivamente existentes, debiéndose cuidar según vimos,
que estos valores que aparecen como de grado máximo
no sean idénticamente nulos debido á la existencia velada
de compensaciones, en cuyo caso desaparecerían del resul­
tado final y este quedaría falseado. Si esto sucediera, seria
necesario hacer las ecuaciones homogéneas respecto á las
cantidades indefinidamente decrecientes (le especie inme­
diata á las tomadas primitivamente.

Completaremos lo referente al método infinitesiinal y
hablaremos del método llamado de asimilación, cuando
hayamos estudiado la metafísica del alto cálculo, materia
del capítulo siguiente.



CAPÍTULO SEGUNDO

El cálculo llamado infinitesimal 6 alto cálculo

g” I. PRELIMINARES

I'll/¡abluxr objr/o (I’zr¡xr/r «¡Im/o

I'Zste cálculo viene :‘l ser el instrumento de que se
vale el análisis trascendente para resolver las ecuaciones
especiales obtenidas al plantear los problemas por medio
del Metodo Infinitesimal. Se propone encontrar procedi­
mientos reg'ulares que permitan resolver esas ecuaciones
particulares, caracterizadas por aparecer en ellas el con­
cepto de limite matemático y el de cantidades indefini­
damente decrecientes dc distintos órdenes expresadas gene­
ralmente como diferencias de dos valores de la función ó
del argumento. Hemos visto que la combinación de estas
últimas cantidades, es susceptible de tener un limite al
tender aquellas liacia cero, cuando vienen en forma de suma
ó de cociente; de aquí una doble rama del alto cálculo.
La que trata de la segunda combinación es el cálculo
llamado (lr/270117211,la otra se llama milan/u I'M/{gral Una
combinación dc estos dos cálculos se llama (rd/mln dr las
war/(Irmnzxr.

Hemos anteriormente definido el concepto de argu­
mento y de función; la relación de dependencia entre ar­
gumento y función más fácil de comprender es la pro­
porcionalidad. es también la primera que se presenta; á
valores dobles, triples etc. del argmnento corresponden en
la proporcionalidad valores dobles, triples, etc. de la fun­
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ción. Si escribimos y :f(x) podemos indicar la propor­
cionalidad con la expresión

ya — yx C
x, -— x1

y,,_y, son los valores de la función correspondientes á los
valores x2, xl del argumento v C designa una cantidad
constante.

Pero no siempre es tan sencilla la relación entre/(x)
ya '— }'|
rra -« xl

es una función de xl y vice-versa. Naturalmente viene el
deseo de conocer la ley general de esa dependencia. Aquí
se presenta una primera aplicación del método infinite­
simal haciendo decrecer convenientemente el intervalo
x, — xl .

A Descartes y Barrow debemos el primer paso dado
en este sentido Ü) pues el primero nos lia enseñado la
manera de representar geométricamente una función em­
pleando dos ejes ortogonales de coordenadas, tomando el
valor del argumento á partir del punto donde aquellos
se cortan sobre uno de estos ejes supuestos horizontal
y llevando el valor de la función sobre una paralela al
eje vertical trazada por el extremo del valor del argu­
mento correspondiente á partir de este último punto te­
niendo en cuenta los sentidos y signos. Al segundo debe­
mos la consideración del triángulo MNP (Fig. I) el cual
es de capital importancia en la interpretación geométrica

delaexpresión
a; —x¡

y x, así que suponiendo x, constante, el valor

pues observando la figura se vé

que geométricamente la expresión anterior representa la
tangente del ángulo PMN ó sea del I’Sx designado con
o en la figura y formado por la secante MP á la curva
f(x) con el eje de las absisas 0x.

Si pues suponemos que el lugar donde se encuentran
los puntos MP, etc. representativos de la función _/(x) :y
forme una línea continua, v que exista una recta MT tra­l

A ) Si bien las propiedades de las derivadas pueden ser obtenidas por procedi­
mientos puramente aualíticos. la posibilidad anontrar por un parcelamiento. la
dependencia más sencilla entre el crecimiento de la Íuneióu _vdel argumento. sin
restricción alguna. es el resultado de la intuición geométrica correspondiente.



—1‘_’I—

zada por M y tal que no toque á aquella más que en nn
solo punto pero que un movimiento por pequeño que
[nera baste para transformarla en seeante, dicha recta
llamada tangente, determina un ángulo M’l‘x ,_: 1: tal que
el .\IS.T o se aproxima indefinidamente á el á medida
que la diferencia .1‘. - .r tienda ¡í valer cero. Este ángulo

Fig. 1

es el limite matemático del ángulo r definiendo este úl­
timo como el de las seeantes que pasan por M _\'determi­
nadas por los valores x.» 4'; y en e] mismo orden de
ideas puede decirse que: tang 'ces el límite matemático de

(1'! _')'

x. ——x’

eesariamente pasar por dos puntos para ser ta] y que la
tangente solo pasa por una; considerado de otra manera,

1a relación toda vez que nna secante debe ne­

Cullcrplo
¡ll' derivada

Puede ó no

pero según
l:l

relación
unicamente

de argumento
' uncióu
no tiene

lnl 1ráclcr
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es decir dependiendo unicamente de la relación .2.- —a?
no había tal límite matemático porqué nada impide ha­
cer .‘L'.—--¿L'o para transformar la secante en tangente.

Según lo dicho anteriormente podemos escribir

;: tang,r1:-_:re
siendo e una cantidad que tiend * á cero v se anula cuando
¿17.m- .1; tiende igualmente á cero v se anula. Las canti­
dades yl —---_)';1'] — .v son pues cantidades indefinidamente
decrecientes de mismo orden, y la aplicación del método
infinitesimal ha vuelto á eonducirnos á la proporcionalidad.

El valor de taug e varia para cada valor a: del ar­
gumento y su correspondiente _/'(.r) de la función; se re­
presenta por esa razón con el simbolo/"(.r) y se llama
función derivada de la primitiva '/(.rl. 'l‘odas estas conse­
cuencias deducidas de la representación geométrica de
las funciones suponen, por de pronto, la posibilidad de esta
representach’m, y en seguida la de una recta que reuna
las condiciones que hemos impuesto á la tangente; pero
si bien la experiencia y la intuición nos demuestran y
hacen ver que existen muchas funciones reuniendo estas
condiciones, eii cambio, como el concepto de argumento
y función implica unicamente el hecho de qu‘ á cada
valor dado al argumento exista uno correspondiente de
la función, no ha)" razón alguna para que sea siempre
posible la existencia de una función derivada tal cual la
hemos deducida, ya por falta de representación geomé­
trica, ya por falta (para algunos valores de función) de la
existencia de una tangente. Estas últimas funciones carac­
terizadas pues por no tener derivadas, se llaman funciones
(Illo/Ífi/(I'I'J‘;en cambio las que tienen derivadas se llaman
nr/m'a’my están caracterizadas por verificarse en ellas la

-v— .v

igualdad

en la que ./'(.r) depende unicamente de x, _\'e tiende :í
cero juntamente con (.vl— .r) de manera que para valores
bastante pequeños de esta última diferencia puede e ha­
cerse menor que cualquier cantidad por pequeña que sea.

Las funciones auortoides unicamente para valores
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especiales del argumento _\'ortoides en todos los demás,
son, juntamente con las enteramente ortoides las únicas
funciones de que se ocupa el cálculo diferencial. l“

Su un capítulo especial se (la'á algunos detalles más
sobre“ las funciones auortoides.

Resulta pues que para las funciones ortoides, si llama­
mos Ay al incremento _)'¡ de la función correspon­
diente al incremento Ax .. : ;\'. »—.\' del argumento, se

tiene: A v),
A ./'(-r) e

e es una cantidad
tamente con Ax,

que tiende á cero y se anula conjun­
y por lo tanto con A): Se puede en

A I

3 . T: _/'(.r)‘consecuencia decir, que para Ax : o,A \ pero

A 3' . . o

como entonces toma la forma mdeternnuada ——se.\' o

suele escribir: A3'
A .\‘ ’ (.1)

lím.
A .r -- o

(i) Dnllanlcl en su ohra clásica I-Ilenienlos de cálculo infinilesilnal pag. 94.
'l'. 1° delnncslra que la condición analítica de orloidía queda satisfecha cuando la
primera reune las dos condiciones siguientes: 1° Cuando se de nn aumento II ¡i .r
debe resnllar un aumenlo k (le .r que dehe lender zi cero junto con aquel. 2° l’ara
valores suficientemente pequeños de /¡. la función debe ser Iuouólona en el inter­
\'a|() fillilo .I'. r /I _. _I'._.._|‘ dos valores
cualquiera del argumento _\'sus enrrcspoudieules de Ia función. (li\'¡l|:llll0Sel inler­
\

del argnineulo. Iifeelivalnenle sea u

) r2 — rl en u parles iguales y sea Á', l'._.k3 4'” los increluenlos correspon­

dienles sucesivos de la función: tendremos: 1-2— rrl "/1" - l:

. A. k u n l. y" l "Il k' k3 . A.”.‘2 ."i i'l' s'r-n-‘I'u + T'I‘rT-u-r
.l'B " l Il ' II lII

II

17,
haciendo crecer el número de divisiones u Indehuldaluenle. los [(-rluinos [- noI II

pueden lender lodos hacía cero ni annienlar indefinidmmrnlc puesto que su Inedia
In. -r

. , . . . .. - - - l . .ariuneliea es eonslanlenienle Igual ú la canlidad h)a— (Sll‘llt'l’) la función
.l'u *- l

Iuouúloua en el intervalo 12. .rl del argnnienlo. los iucrelnenlos Á- son todos del luis­
\' le I'll¡no signo: solo pues excepcionalmente un número limitado de ellas. las

relaciones ¡L pueden. al deerecer¡Inleíinidanleule /I” tender á un valor uqu óI II

."2 '."I
iníinilo (anorloidla aislada). Si la canlldad Íua—— fuera nula. se lendría

l — l2 l

kn
y, _r¡. y lodos los7— lenderfan (I cero. en cuyo caso. cualquier otra relación iu­l II

_|'/' — _|'l
lerInedia — siendo .r, :- .I/> :w .r. lenderfa (I cero y” -. _r¡ la función:I I

- l

sería pues conslanle en el intervalo ¡2 — .rl del argumento.

Funciones
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Para que realmente /'(:v) sea el límite matemático
Ay

de A ry seria necesario que Ax no pudiera jamás anularse;

esto sucedería p. ej: si el valor de Ax fuera función de
una variable que se hiciera indefinidamente creciente á
medida que Ax tendiera hacía cero; pero como en toda
esta exposición se supone que .v es la variable indepen­
diente é y la función, pudiendo x tener el valor arbitrario
que se le quiera dar, nada impide hacer Ax 4::o y enton­

ces no exrste lnmte matematico de la expresion smo
o; es simplemente

una cualquiera de las formas
un valor especial de ella cuando Ax
un límite singular de
indicadas en la pág. 97.

Ahora bien, el cálculo difeerncial opera esencialmente
con dos formas de igualdades, unas en las que solo figu­
ran derivadas como en las ecuaciones anteriores, y otras
en las que figuran valores indefinidamente decrecientes
de los incrementos de la función y del argumento como
en la: Ay :/'(x) Ax fi- e Ax deducida de las ante­
riores.

Las primeras ecuaciones, no ofrecen novedad alguna
á lo ya dicho sobre la metafísica del cálculo trascendente,
pero no sucede así con las segundas. Hemos aquí llegado
al pasage álgido de la metafísica del alto cálculo.

La expresión Ay :;::f'(x) Ax -r—}—e Aa: indica que
el incremento Ay de la función se compone de dos par­
tes: nna que se llama á veces diferencial de la función y
que viene á ser el producto de la derivada por el incre­
mento Ax de la variable, y otra que es el producto de
este mismo Ax por una cantidad e que tiende á cero y
se anula juntamente con Ax.

Veamos ahora las consecuencias que saca la teoría
idealista delos infinitamente pequeños; dice esa teoría;
supongamos que Ax se haya vuelto infinitamente pe­
queño y para así índicarlo escribamos (1,13)"sea (¡y el va­
lor correspondiente de Ay; con el valor de e se habrá
igualmente vuelto infinitamente pequeño el producto e a’x
será infinitamente pequeño de segundo orden y no podrá
aumentar (lx que es de primer orden,luego tendremos:

dy:x/(x) de) III
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igualdad rigurosamente exacta a pesar (le implicar la
despreciacn'm de e dx.

La teoría idealista atómica dice: supongamos que la
función crezca más ligero que su argumento, entonces
A.\'se volverá igual á un átomo antes que Ay,demos pues á
Ax ese valor atómico, en la fórnmla A} ; ‘A.\' /’(.\') EAN,
como la cantidad ¿Axes menor que A.\', siendo este igual á un
átomo, EAN no puede sino ser cero, pues solamente cero
es menor que un átomo por definición, luego, desiguando
con n'.\' ese valor atómico de A.\', y por (I’y el valor co­
rrespondiente de Ar, caeremos nuevamente en la fórmula
idealista Si en \'ez, el incremento del argumento es
superior al de la función, Ay tomará un valor atómico (¡y
antes que Ax y entonces invirtiendo (fig. r) el orden
de la relación de incrementos podemos escribir

A.\' --.Ay tang 't' el A}
cuando A_vse hace un átomo ¿Ay será cero por las mis­
mas razones anteriores, luego:

¡n’x 7;: (¡ty tang 'r:' y como (Íig. 1) tang 1:'­
taug 1:

(¡y ; (fx tang r

'. (¡fr (lx/'(I) es decir nuevamente la formula l'na
vez es ¡{.17el átomo, otra air según crezca mas ligero la
función que el argumento ó vice-versa. En ambos casos
puede decirse, según la teoría atómica, que: el incremento
menor posible de una función es ó bien un átomo ó bien
el producto de uu átomo por la derivada de la función.

Ahora bien, de las ecuaciones idealistas II] (leducimos:
(¡y 7 ., . . .‘ _ ., . .
a Igualdadidealistaque se leera(lic1endo:

La (I'z‘rl'ïwda (I’r ¡ll/(I fluir/"0'11, (“J 1'! c'rn'íru/r n’r las (¡I'­

_/('n'm'/}I/r.r (i I'ln'rrIIN'I/lar lfi/ÏII/i/IHIII'II/r' [wz/¡rn'mr ('r¡r/'('.\'/m/¡­
(¡I'r‘II/t'x (/1: la fluir/(1'11 ¿y (fr! (zmr'ruln'II/o, ó bien:

1.a (I’rrl'rvm'a (¡1' mm fimr'íu’u (xr r! maru/1' n’z'l ¡"I/rm"­
¡"(Ill/0 a’r ¡(I fui/(¡rin y
(¡fr/¡lr fmríb/z' (¡(71(¡annual/0.

(I'rl ¡Mr/mr Íllr')’('lll('ll/() ('(1/I'('.\‘/>()II­

Pasemos ahora á la teoría empirista.
Esta observa con toda lógica, que las consecuencias

idealistas revolucionan, como _\'a anteriormente dijo, el
concepto de igualdad, estando además en pugna con la

Ecuaciones
(le la teoría

alomíslica

Definiciones
idealislas

¡le la derivada:
illÍÍllilulllclllc

pequeños
y átomos

lcol'íu empirisln
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representación geométrica (iig. 1) de la derivada la cual
indica la tangente trigonometrica del ángulo 1:que la tan­
gente geométrica á la curva representativa de la
forma con el eje donde se miden los argumentos, pues
esta última tangente por definición, debe pasar única­
mente por el punto _yde la curva, y no unir los puntos
y, y ¡{yque la convertirían en secante, como lo implica el
raciocinio id ‘alista.

IC] empirista se conforma pues con la igualdadAy eAa;
pero como el smnando air se vuelve cada vez mas _vmas
pequeño a medida que Ax disminuye ¡i voluntad, es una
cantidad indefinidamente decreciente de segundo orden
respecto de Ar luego puede escribirse a título de
aproximación suficiente para 'alores (I’x y (va de Ax _v
Ax mu_vpequeños, la igualdad análoga á la del idealista:
¡(y '/’(.r) (ix pero cometiendose un error tan reducido
como se quiera, en vez que el idealista pretende ver en
aquella una igualdad rigurosa por el hecho de suponer
(I'x y infinitamente pequeños, es decir fantasmas inex­
peculables en matennïticas. l'ïn ¡"alidad, para el empirista

/'(-")

si Ax no es variable independiente, siendo determinada
de tal manera que nunca pueda anularse, ó simplemente

, . . , . , Av

las umcas igualdades exactas son, o bien: lnn l'­vr

/’(.r) para Ax. :0; entendiéndose entonces no ('l m­

(‘I'ru/r de incrementos sino un .rl’m/m/oque reemplaza a
que es el realmente correspondiente pero que presenta

el inconveniente de no tener aisladamente significado, en
tanto que posee la ventaja de indicar el proceso que
determina la existencia de la derivada y deja, por decir
asi, el rastro de la variación encarnada en el concepto de
esta última.

. (0'
Fc

no quiere indicar que f’(.r) es el cociente de dos incre­
mentos nfv, (I'u' distintos de cero, afirmación que seria
erron >a e inexacta, sino que: j"(.'r) es el valor especial que

(lyAy . .
toma A: cocrente de dos incrementos cuando Ax w: o; 72-,‘ .I' (r '

En una palabra, al escribir el empirista/"(1)
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es asi una expresión puramente simbólica destinada a lia­
cer recordar su origen _vlos antecedentes con quien está
íntimamente ligada, ¡{.\' está colocada alli debajo de {1’}
como un palo de la letra ll al lado del otro palo ó como
la comilla debajo (le la letra Q. lista es la diferencia ca­
pital entre el sentido de las notaciones _\'ecuaciones em­
piristas y las idealistas. El idealista considera _/'(x) como
realmente el cociente (le (los incrementos infinitesimales

. . a" . . .

n’y, n’x; y por eso CSCl'll)C:_/'(Jí) (jr; en cambio, si bien

. . . . . (7'1’

el espn'itista escribe lo nnsmo, para el es un mero len­1 .r

guaje simbólico. Sin e1nbargo.áveccs descompone tambien
el empirista el símbolo anterior _vescribe ¡(y -_/(,r) 1/.1'pero
entonces no pretende ver en esta ecuación una igualdad
rigurosa sino una mera fórmula provisoria y aproxi­
mada, colocada accidentalmente en vez la estrictamente
exacta: Ay 7:_/’(x)Ax l- a Ax cuando Ay, Ax, se conside­
ran con valores muy pequeños (que para distinguirlos e
indicar esa suposición escribe (I_’)',(I’x respectivamente).
Debe pues tenerse muy en cuenta el distinto significado
de los incrementos (¡fur/x escritos separadamente, del que

. , . . . (¡Vi H

simbólicamente tienen en el conjunto. (5,3%).lal es la no­

tación empíríea que haremos uso en adelante.

á 2. .\lli'l‘AFÍSlCA mer CÁLCl'H) l)Il-‘l".l{l-Z.\'Cl;\l..

Hemos visto que el incremento Ay (le la función viene
dado por la fórmula: :_/’(x) Ax »{- e A.\'; la fórmula:
Ax m:/’(x) Ax es pues inexacta por pequeña que sea Ax
¿cómo cs entonces que el empleo exclusivo de esta fór­
mula en el cálculo diferencial no conduce sino á resultados
correctos y rigurosamente exactos? 'l‘al es el problema
metafísico del cálculo diferencial y que lia
que pensar desde la invención del mismo.

Leibnitz, el fundador del método infinitesimal, llegó á

dado mucho

.\' ol a ci (n n

enlpirisla
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e'l mediante la resolución del problema de las tangentes
á una curva tal cual lo hemos indicado, es decir, dedu­
ciendo el coeficiente angular dela tangente considerándolo
como límite del de las secantes trazadas por el punto
tomado de la curva al girar de manera que el se­
gundo punto se aproxima al fijo. Este coeficiente viene

, . ., Ar
dado segun vimos, por el valor de la relacron —'r cuandoAa;

Acc '_- o; pero entonces Ay es también igual á cero y (li­
0

indeterminada —'mpropia0
clia relación toma la forma

para el cálculo; por otra parte la secante no puede ser
tangente smo cuando los dos puntos que une coinciden.
Así que, por una parte, la exactitud rigurosa exigía lia­
cer como Newton Aa: :. ; o, pero hacía caer eu la fórmula (:7
que parece indeterminada y sin embargo determina un
valor fijo (lo que la liacía considerar como ilusoria y des­
provista de sentido); por otra parte, no se podía dejar de
hacer la: ;: o sin arruinar la exactitud del cálculo. Para
salir de paso Leibnitz, el primer idealista, imaginó liacer
Ax, no cero sino infinitamente pequeño creyendo así que

., A] . _ . , . . . _
la relacron E sc (lifeienc1aria infinitamente poco del coe­
ficiente angular de la tangente _vsolo en cantidades que
se anularían con A1); para librarse luego de estos térmi­
nos, atribuía á los infinitamente pequeños la propiedad
de no afectar las cantidades finitas. Tal es el principio
llamado leibnitziano. Las objeciones contra este último
nacieron inmediatamente. Nieuwentvt (H pidió explicación
sobre los fundamentos que permitían suprimir cantidades
infinitamente pequeñas como si fueran nulas y considerar
en consecuencia iguales cantidades cuya diferencia no es
rigorosamente cero, Leibnitz nunca supo justificar debi­
damente su principio ui tampoco se lo explicó él mismo
por cuanto al verse muy apurado por las objeciones se
limitaba á decir que los infinitamente pequeño podían
despreciarse respecto de la cantidad finita como un grano
de arena respecto del universo; contestación que no lia­
cía sino dar más fuerza á la objeción de Nieuwentyt.

(i) Leibnilz. opera lomo lll pág. 5:7.
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l’ara escapar :í las objeccioncs Lagrange ideó su método
de calculo sin el concepto de infinitamente pequeños ni
(e anulación de incrementos

serie de una función.
l’ero esto no explicaba la metafísica del método leib­

nitziano cuyos resultados eran realmente sorprendentes y
(le un rigor _\'exactitud innegables. Fontenelle creyó expli­
car la manera como hemos más
arriba explicarla por el idealista creyendo rigurosamente
exacta la expresión ¡(y r::_/'(.1')(I’x cuando (0311,13 son inli­
nitamente pequeños. l’ero el ejemplo que daba al respecto
eneerraba una especie de trampa, por cuanto la suma de
los términos que despreciaba era idénticamente nula de
manera que no había en definitivo sino despreciado cero.
Además, según varias veces observamos, repugna á la
razón aceptar que dos cantidades que difieren en algo
pueden ser iguales, aún cuando ese algo sea un átomo.

lil marqués (le l‘Hospital no pudiendo explicarse ni
demostrar la razón del principio leibnitziano, pidió que se
aceptara como un postulado análogo al de Euclides.

I'Znestas circunstancias apareció Lázaro M. N. Carnot
autor de la clásica obra, hoy agotada:
/u .lÍr/(Ifi/Qu'íym.‘ (I’M('{I/(w/ lig/¡Ill'lz‘sI'I/Ial. Carnot cree en
ella demostrar la metafísica del principio en cuestión
diciendo que al despreciar las cantidades diferenciales se
comete un error que queda luego compensado por otros
posteriores. l" He aquí un ejemplo de la demostración
que hace al respecto:

If

.—.
basándose en el desarrollo

C

cuestión (le la visto

N

Fjg. II

(i) l-Znrealidad esta suposición sc debe a Lagrange y no a Carnot.

¡(tj/¡(Wikun J'IH'
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sica del
cálcnlo dile­

rencial



130 ——

Supongamos que se busca la subtangente TP en el
punto M cualquiera de una circunferencia C, sobre.la
recta C'l". Por un punto R tomado arbitrariamente, traze­
mos la perpendicular RS á ST' y trazemos también la
secante RMT'; tenemos: 'l"P: MP2: MN: RN y luego
H m , MN
lP l I‘ MP BN.

RS paralelamente á si misma acercándole constantemente
de MP; el punto T’ se irá acercando así al T y se podrá
hacer la distancia TT' tan pequeña como se quiera sin
que la proporcionalidad anterior deje de efectuarse, si
pues despreciamos esta cantidad TT’, cometemos un pri­
mer error eu la ecuación que resulta

H MN
ll’ MPñ: (I)

error que será pequeño a voluntad acercando convenien­
temente RS de MP.

Igualmente en la ecuación (le la circunferencia

C 1 )Oll(72111 s . t se muevSi D 10 ahora ue e

_\" r. 2 ax x” sacamos, aplicándola al punto R
(MP f RN)” --——211 (MN »-— CP) —{—(MN — CP)“

MN 2 MP RN
ñ '2a—2cr—.\1.\*

expresión aplicable cualquiera que sea la posición (le R;
pero cuanto más se aproxime RS á MP las distancias
MN y RN se harán cada vez menores, luego, si escribimos

MN MP
RN “y, ——c1S (2)

despreciaudo MN _\'RN cometemos un segundo error que
podrá hacerse pequeño á voluntad; si pues reemplazamos

, . MN . .. .. ,
este ultuno valor de RP en la primitiva expresion ya
con un error

I\')\ e All’ MP —. se vuelve:R;\
H, MP”
H —Cp " llamando en general .r, 3', las coorde­(I —r- ’ '

nadas (le M, TP
r" .,

' al; expresron CXflCtfl COIIIO SC(l — ,'

deduciria imnediatamente observando los triángulos seme­
jantes CMP y MP'l‘, se tiene en efecto
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MP" y” l
W a ——x’

sin embargo las (los ecuaciones (I) y (2) de donde se ha
sacado la última fórmula exacta son falsas, es necesario
pues que los errores cometidos se hayan compensado­
Veamos un poco la naturaleza de este raciocinio. En pri­
mer lugar, como facilmente se vé, hay aquí una trampa
parecida á la de Fontenelle, solo que en este caso en vez
de ser nula la suma (le los errores 'I‘T', MN y RN estos son
separadamente nulos por cuanto al convertirse la secante
en tangente, es forzoso que esas tres cantidades se anulen;
de manera que en resumen solo se ha despreciado cero, se
comprenden entonces como errores nulos deben necesaria­
mente compensarse. Además, la consecuencia de esta
doctrina sería que una diferencial no sería exacta sino
combinada con otra, pero ¿como saber si la compensación
tiene siempre lugar? No es esto resolver la metafísica del
cálculo sino basarla al contrario sobre errores. Nada nos
explica porqué deben estos necesariamente compensarse_

Muchas otras hipótesis y explicaciones más ó menos
raras se han producido al respecto. Iiordas Demoulin por
ejemplo en sn obra Lr Car/aw'mulwn‘,dice al comentar la
explicación (le Carnot: « El objeto del cálculo diferencial

es poner eu evidencia las relaciones que constituyen el
universal de las funciones eliminando la parte de las
relaciones constitutivas del particular. Estas dos espe­

y

CuandoRSse
confunde con Ml’ la relación constituti 'a de lo indivi­
dual desaparece y deja el lugar á la relación constitu­
tiva (le lo universal; la primera afecta los sentidos por
medio de las rectas MN y RN, el segundo, representado
por los símbolos n’x, al}, solo es alcanzado, retenido y
comprendido por la De esto se vé que
efectivamente, las cantidades diferenciales r/x, n’y, ó

» sea la relación de lo universal de las funciones, no son
efectivamente nulas; lo que es nulo son las cantidades
algóbricas, es decir, la relación de lo individual, aquellas
después de haber servido para ponernos en la vía de

» las relaciones de lo universal desaparecen para que

Cl’: .\Il’:: MP: 'l‘l’ 'I‘I’ 7;:

3

8

tí eies (le relaciones se encuentran en

3

5

inteligencia.s3

2;

Consecuencia
(le Carnol

'l‘ranlpa
exislenle en su

(lellloslrnción

La demostra­
ción (le Cnrnol

no resuelve
ln cuestión

Explicación
( .L

ll. Demoulin
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el espiritu se apodere de este. Leibnitz y Newton esta­
» ban pues igualmente errados, Newton al igualar a cero
>>las diferenciales, Leibnitz al sostener la existencia de
» los infinitamente pequeños puesto que evidentemente,
» entendía por esta palabra el individual de las funcio­
a nes. . .. Tal es la verdadera metafísica del cálculo (li­
, ferencial. . . . . . . .Según esta metafísica podría decirse
» por comparación que el Dios de Spinosa es la diferen­
>cial del universo, v el universo el integral del Dios de
» Spinosa .\'o me parece que estas explicaciones (le
metafísica pura satisfagan á los matemáticos tan facil­
mente como parece creerlo el autor, más filósofo que
matemático.

Finalmente Duhamel, Frevcinet, du Bois Raymond,
etc., han más ó menos bien dada la explicación de la
metafísica del cálculo diferencial, la cual está hoy per­
fectamente resuelta. Los principios desarrollados en la
pág. 114-115 encierran la verdadera metafísica de ese
cálculo. Efectivamente, si se procediera constantemente
con la expresión Ay /"(,1') A .r -¡7 s A x. todos los resul­
tados serían exactos y no habría motivo á discusiones;
ahora bien los resultados asi obtenidos serían necesaria­
mente llomogéneos respecto de _/"Ax v ¿Ax pues siendo
la ecuación originaria .\_v _/"(.r) Ax [--e Ax homogénea
respecto de estas cantidades, cualquiera que sean las
operaciones sucesivas efectuadas con ellas quedarán for­
zosamente conservando la misma homogeneidad.

Dichas ecuaciones finales se compondrán pues de (los
partes, una independiente de e Ax otra afectada por él,
dividiendo en consecuencia por una potencia de Ax igual
á la que se encuentra este elevado en la ecuación, resul­

, . ¿Ax ” . , .

tara que las cant1dades(_\ l_) -a” temendo por lmnte cero
¡

cuando Ax tiene igual límite, o anulz’mdosejunto con él,
desaparecerán de la ecuación final al formar dicho límite
ó al anular Ax, exactamente como si desde el principio
se hubieran dejado á uu costado escribiendo Ay :_/(x)
Ax. En esto consiste todo el misterio. La homogeneidad
de las ecuaciones iniciales respecto á la diferencia v al
término de corrección conduce á una ecuación final igual­
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mente homogénea y entonces al tomar los límites ó al
anular AI para tener las derivadas, todos los términos de
corrección desaparecen; se podían pues eliminar desde
el principio.

La expresión (¡y ‘_:/’(:r) (I’x,si bien inexacta, es aceptable
cuando no se escribe para dejarla asi sino unicamente
como ecuación auxiliar intermediaria eu un desarrollo
donde finalmente debe tomarse un límite ó auularse la
parte correspondiente á los términos de corrección
tidos.

Si por ejemplo queremos hallar la derivada de una fun­

omi­

cióu de funcióny _/‘(¡/)n podemosescribir
¡(1' Ay

n'r (/7 , . Ar 3'
0+” y; sacandola directamente dc 37 37’por cuanto

Si bien ‘Q e. 31' IQ El. A_” ÍÏ'ÍÍ
All (1'Il ' ÁJ' 1/.1' ' Ax 1/.r

. , A r

al hacer Ax .. o, e. 2.. 2,. se anulan suuultaueamcnte _\' ALI-n

AI! Ar (fr (I'M n'r .
E, Í”, se transformanen Ïr, ha),respectivamente.

Sea aliora una función s de dos argumentos :7 :/(x_r);
el incremento A: correspondiente á los incrementos .‘la;
Ay de los argumentos será:

A: ;: _/(x 2- Ax, ¿1' _\_\')-«_/'(.r_r)
ó también
A::_/(x I Ax, y - Ar) ---./(x,.v Ar) ——/(.n:v)
supongamos que en el intervalo x ,13} 47 Ay de los
argumentos, la función : sea ortoide respecto de x cuando
y queda fija _\'respecto de y cuando a; es constante, se
obtiene así, según lo anteriormente dicho:

m- I¡(va aI
l

I’ 'ïr..\v ¡"xrA: Ax A1' e.Ax a,Arenla
1/_\' (¡y ' ‘

que el tiende á cero _\'se anula junto cou Ax y analoga­
(1' conti­mente escon Si la derivada t es una funciónl 1

nua respecto á y en las proximidades del punto any
puede escribir

‘Lfítn A!) .110»)!
(Í .t' 1/.1' TI

Ecuaciones
prm'isorins en
el desarrollo
(le un Cálculo

Ejemplo:
aplicación á

una
función de

función

Aplicación :Il
cnso (le

una Ínncióu
con dos

argumentos
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siendo 1] una cantidad que tiende á cero _\'se anula con­
juntamente con (2’32Luego sacamos:

df df«M , 4-_/ -1- _!_ al- ,­
L—É}Ax I (¡y-55' . 51-M l (52 . "DA,l

Establecieudo entre los incrementos Ax _\' Ay de los ar­
gumentos la condición de que su relación no puede anu­
larse, la cantidad e. Ax+ (e, —-Ï«1])Ay dividida por Ax ó
por Ay tendrá liácia cero y se auulará junto con Ax y
Ay. Sacamos pues finalmente las siguientes ecuaciones:

A};/'(x) Ax -i- 9
df , df

AZ:: — A x —¡-—
dx ' (¡y

¿3’ T Pl lll

¡ .

cu las que i y P—se anulan Juntamente con Ax cuandoAx Ax

[(x) no es cero m infinita. El idealista escrrbrra, supo­
niendo Ay. Ax infinidamente pequeños é indicáudolos con

.. de, . ,4-"’f ."Ï/ ,
dy, (ía, (1’)_/(x)a’x, aC_ Tx (lx 1-2: (1’)|2|
¿l einpirista escribirá también las ecuaciones |2| en vez

de las |I| en las operaciones intermedias significando ds,
(I'y, dx, según dijimos pág. 126 incrementos indefinida­
mente decrecientes ó muy pequeños á voluntad de A: Ayy
Ax y podrá sin temor efectuar todos los desarrollos con
estas fórmulas inexactas provisorias, por cuanto siendo las
III homogéneas respecto de los incrementos dx, y de
los términos de corrección p, 9| el error implicado cu las
formulas |2| desaparecerá al hacer Ax :2 o enla ecuación
final ó al tomar los limites de la misma cuando Aa;tiende
. . . , . r. ., (1/ ,
indefinidamente liac1a cero. .81la funcron no es conti­
una con respecto á y en el punto x, y, pero que lo es
respecto de x, una simple modificación enel orden de los
términos de la segunda expresión de A: conducirá nue­
vamente á la fórmula [I]. Resulta también que si la fór­

; dx (¿ydebeser válidaparatodos
los puntos de una área,
condiciones:

I." Para cada punto de dicha área [(xy) debe ser
ortoíde respecto de ¿t quedando _i' fijo, y vice-versa;

mula (¡z

deben llenarse las siguientes
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.4/4/
7-72" (¡7

si solamente se verificará la mitad de esta última condi­
ción no podría verificarse la fórmula |1| sino para pun­
tos aislados, por cuanto solo en ciertas direcciones podría
pasarse de f(.ry) á_/(.,- Am _\--f- A Esta demostración
rigurosisima vale igualmente cuando : es función de dos
variables 1/ 7! funciones á su vez de :r : [(11, 7'); H
cp(.7;);7' . Si consideramos N,7',como argumentos, bas­
tará sustituir en 1a demostracción anterior .1.por 2/;y por 7',

o n deben ser continuos respecto de ¿v y de :r;

llegaremos á las fórmulas: An y'(;1')Jay - p, ; Ar' 3b’(,p)
. . ’ ,. . ,. 4 , I ,. : A r | F

AJ, ’*(2,A.¡ {EAN/f-ÏTIA ‘ ’LIAÏÍ/ I'(E-_>'¡‘T¡)A4
al"*@w+mlrzlñWWWRGrthUHLrran

, tlf a’fr e m1 r._.:.:: 'A: 7:: — Au —'— "
( ‘-’ . I) t’ P! d” al? ‘ P

las cantidades el, 52,‘r, tienden á cero y se anulan junta­
mente con Au y A?!es decir con Am; igualmente p. 92 con

. . , (Í:

Aa:y por lo tanto con p; podemos pues escribir ademas: a,- '_7:r.‘l'

a’f (I’M (I’f (¡7'
(I'M da: ‘ (¡7' (¡:1!

(I' a a" a
A: ze: —'—/Au —/—.11" p; Au

(I'll ‘ (/2! '

A .1- —_/-_.resuelven

fórmula que con las dos anteriores:

__; il)’(.'l') p] ; A7! :Ñ _-CVC”)

la cuestión.

He insistido sobre este particular porqué á menudo
las demostraciones que se dan al respecto no responden
á la verdadera metafísica y orígen del concepto (le fun­
ción derivada. Unas, por ej. la que da Freycinct en la pá­
gina 61 de su obra -¡Íz'lup/¿rx/(¡ur ¡{IIhan! ¡(I/cul sientan:

(L: lím x: lím —-/("'iÏ'Ï'_‘7')' "'/_("’_7')
(I'm AJ? A“. ¡f n _ A M A .l'

[(71 A u, 7; -%—-A) 7' ——/(1I-{- ¿11,7')_7'
Aa:

y dicen que al tender Aa: hácia cero, la primera fracción
del segundo sumando de la dercclla tiende á valer

d_f(u - lu A 11,?)
(¡.0 _

proposición inaceptable por cuanto al tender A.i-l¡:'1cia

Aplicacróu
á una función

(le (los
argumentos

funciones (I su
vez (le un

mismo
argumento

Errores
que (i veces se

encuenlran
en las

demostraciones
ordinarias

¡le esta cncslióu
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cero Au y Ar' también tienden lizicía cero _\' entonces la
fracción en cuestión no tiene la forma que dá nacimiento
á una función derivada. En otras demostraciones, como en
la de Serret en sn Calml (/(‘j/E'rz'II/ú'l('l ('(I/(‘HÍI'll/(gral se

._ i. _ ‘ . (¡Í/(¡r i Amr)
establece como eudentc 5 necesario que —VA—”,7—'«—--\sc

. , (Í/ ¡17,! . .
vuelva igual a cuandoAa"se anula, sin apercr­, 7!

bírse que esto implica establecer una condición más que
¿(""9. , , . n’

debe llenar la funcron fi o sea que su derivada ' I,- (7'

sea contínua respecto de H para el valor 11,72
Siendo la derivada de una función, una nueva fun­

ción de mismo argumento, si es ortoide admitirá á sn vez
una nueva derivada y así sucesivamente. Estas nuevas
derivadas se llaman respectivamente segunda, tercera etc.
de la función primitiva y se designan con los símbolos

'/'n(;1_)/'III(J'). . l . /'III(./l’). I I ‘ ó ¡3/1 J‘III' . . . yn!­

Igualmente el incremento de una función es distinto
para dos valores diferentes del argumento, la diferencia
entre ellos se llama, cuando estos incrementos _\'diferen­
cias son indefinidamente pequeños, diferenciales segundo
de la función primitiva y se indican con los símbolos
Aly, (fair, ¿"y ó (Py; lo mismo podríamos considerar dife­
renciales terceros etc., indicados con AÏy... .\'"_)-....ó 0””...
d"')'.... Veamos que. relación existe entre estos nuevos ele­
mentos. Sea my —Ér Ay dos valores de una función corres­
pondientes á los argumentos .1-:1-—Ï—Air: tendremos según
lo anterior:

Ag _/'(.r) AJ‘ Jr el Am |I|
AQ] —%—A”) .,:_/.'(.’I' A :1') A .l' l 5., AJ" [2|

Como los incrementos de ae son arbitrarios, podemos
suponer iguales todos los Au" que figuran en las dos fór­
mulas anteriores. Restando la [2| dc la |I| y según las
notacioncs más arriba indicadas podemos escribir:

A(_r Ay) — Ay AAy y;
I_/-I(.L' la") —./"(.1') I la" :’ (eg w e. )'_\.I­

y como suponemos f’(a:) ortoide tendremos:
_/"(.1' i- A .17) —_/"(.L') A_/"(.L') _/-"(.1') A .1' 7] ¿1.1"

' A"_r _/"'(.c) A .r" É--1] A .r’ (e? -—-s. ) A4­



¡37 —

A: r 'II E! “”' El

37'? / (J) 1‘ AJ­

11es una cantidad que, lo mismo que es, el se anula jun­

_/‘"(.r-> e

tamente con Aa:
l’ero á medida que .r A .1' se aproxima ¡í .v el

valor E._.de ia fórmula |2] se aproxima al e. dela fórmula
fl) ..

|I| podemos pues escribir I p siendo puna cau­
fl)

lidad que se anula con A, luego,
52 ’— El El 9

l.
e._. s. l \' —

( P) - A .1- A.

El ordenide grandor de e. es á lo más el mismo que
. , e.

el (le A .1-la expresion 3- al anularse Am no puede pues.I'

en el peor de los casos sino tomar uu valor finito; de manera
que multiplicando esta por p, que se anula con Am, dá , _Ecuación [una]

.- Acg*'cl
T— el valor cero cuando Am también lo es..I'para

) , , . A" r
lodemos en resumen, establecer que el lmnte de Ï-—'—._,—.l'

cuando A .r tiende indefinidamente hácia cero (ó si A .res
completamente independiente. que el valor que adquiere

cuando A .1- o) es:

o
lim. ¿EL ¡“(d-y y r ¡"(.p) ¿4-? 2.1 ¡3|

_\.,-- L ' - ' \

(e se anula con Am)

El idealista, haciendo Am infinitamente pequeño y
considerando AAJ' como un infinitamente pequeño de

. , . , * r ,

segundo orden escribe segun su notamon: É}: ./'(.r).\'
considera en consecuencia la derivada segunda como el
cociente del incremento infinitesímal de la función, di­
vidido por el cuadrado del incremento infinitesimal del
argumento.

(/3 r
El empirista no vé en la expresión I, 1,, lo mismol .l'

n’r . , . , . . . .
que en el “¿A smo unicamente un snubolo 1nd1v1s1ble

l .¡.1.
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destinado, no á indicar el cociente de dos cantidades, sino
el rastro de la operación que lo ha originado; sin em­
bargo, cuando Aaa es muy pequeño Ay también lo es, lo

. eg — 2;l .

mismo que 11y A—; por eso es que aproxnnadamente.1?

y en carácter provisorio escribe también: aley ::f (z’ar:2
como el idealista (reemplazando los A por n’ para indicar
la suposición de ser los incrementos muy pequeños).

Los resultados de las operaciones hechos con esta
última fórmula errónea son siempre exactos porqué, lo
mismo que antes, siendo la fórmula rigurosamente exacta
|3| homogénea respecto de f"(:r) A.r'"y del término de
corrección e Am"el hecho de despreciar á este último no
afecta las ecuaciones finales en las que sc hace A .1- o_

De la misma manera se obtendría las fórmulas

lim. A”? /"'(.I'); A"_1/ ¡"(1) AJ.” e AJ,”
Aa; Air o

0'" j/ W: /u(.1.). (¡u (y) /-,,(J,) A a." I_I
dm" 5 _ D

la |4| rigurosamente exacta y homogénea respecto de
f "(:17)A512"y del término de corrección EAI", lo que
explica que en las operaciones interlnediarias, pueda to­
marse la aproximada [5| sin que esta sustitución ocasione
errores en los resultados finales. Como se vé en resúmen,
la ¡metafísica del cálculo diferencial estriba en la homo­
geneidad de las ecuaciones que determinan los incremen­
tos de cualquier orden de las funciones, respecto de la
parte principal afectada por el incremento del argumento
y respecto de la relativa á los términos de corrección,
afectados de la misma potencia de este (Ü. Para terminar
con el cálculo diferencial veamos la interpretación de la

Any a "II .. . . . '.
(I) Ln relación —' (-1) existenteenlrelas diferencmlessucesivas

' A a: o

de una ecuación y sus derivadas. nolablc por cunnlo las diferenciales en cuestión
han sido definidas sin preocuparse (le las derivadas y vice-versa. hn dudo motivo á
algunos autores para definir la derivada n de una Íunción como el límite _dela re­
lación entre su diíerencial n y la potencia u del inerelnenlo correspondiente del
nrgunlenlo. pero esta definición obliga a denloslrar despues que la derivada n (le
una función es la primera (le la u - l. ele.. marcha menos directa y naturnl.



-— 139 —

serie de Taylor aplicada á los incrementos de funciones,
á saber:

. , . Ax" Ax“

A_'J';/’(w)xlx —¡—/"() ——2 —%—f’”(x)I 3

La escuela idealista de los infinitamente pequeños
dice: Cuando Aa- sea infinitamente pequeño los términos
siguientes al primero son todos infinitamente pequeños
de orden superior y no pueden en consecuencia aumentar

(¡y
(la:

""(x)

á aquel; luego sacamos: (¡y '_-:f’(.r) a’m ó f’(:r) :r

igualdades rigurosas, según ella.
La teoria atómica dice: Si la función crece más ligero

que su argumento, Am alcanzará á ser un átomo antes
que Ay, pero entonces siendo Amr2 Aw", menores que un
átomo, solo pueden ser cero; se obtendrá pues con todo
rigor las mismas ecuaciones anteriores. Si la función crece
menos ligero que el argumento, Ay se volverá átomo
antes que Aa: pero como la expresión

I i I II '

Aw :fU') ¿y n- 5/ (y) A.1"
estará en el caso anterior se tendrá:

07.1,__._/(y) n’g .. .Í fill) __.f(.1) (xrease pag. 123).
lil cmpirista en cambio no verá más que incrementos

A}; AJ" pequeños á voluntad, y términos tales como los
siguientes al primero del segundo miembro, los cuales al

., A I/ , , . ,.
tomar la relacron 3—', tenderau a cero JlllltO con Aw, \1­,, a.

uieudo :í constituir el e A :1;dc la fórmula (pág. 124).
II ‘III II

a- a: o :L'/_(_)AJ.,;.VZ_()Aw- ! AJ.".lz l .... I”
'.E

9' 3 .\IF.'1‘:\FÍSICA DE]. CÁLCULO INTEGRAL

Este cálculo se propone encontrar el límite de la
suma de varias cantidades cuya pequeñez es función de su
número, las cantidades en cuestión figuran siempre como in­

La sóric de
'l'nylor nplicadn

á los
incrementos

función y del
argumento ;

interpretación
idenlisla

_\'enlpirisla

Teoría nlólllica

'l'corín cnlpiriczl

Objeto (le cslc
cálculo
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crementos pequeños ó diferenciales Ag l/"(.’1-)A.rri» e .‘l .1­
ó ¡{y _-'i_/’(.r) (¡av de una función. La reducción de los
términos de la suma á la forma anterior se obtiene con
la aplicación del método infinitesimal.

Hemos visto que la relación más sencilla entre una
función y su argumento es la proporcionalidad caracteri­

zadaporla expresión C constante;luego,si
l

quisieramos saber el aumento sufrido por la función entre
los valores :1'2y .l'. del argumento bastaría multiplicar
gr: w- :ri por C. Como este aumento total es la suma de los
aumentos parciales dividiendo el intervalo
rc, — au en un número 7/ de partes iguales, cada una de
las cuales llamaremos Am, tendremos: 7/ _\.r .1-._.-« .r,
y si llamamos Ag el incremento, correspondiente en la
función á cada .\ .r tendremos: Ay ¡A .r.

‘._1/—_.—'1/.ÏXA'I/ .‘Jr‘AJ' (BAJ­
á medida que se aumenta el número de estos Am el valor
de ellos disminuye, pero su smua queda constantemente
igual á y, — y. . Pero si la relación existente entre la fun­
funcióu y su argumento no es la proporcionalidad, la
cantidad C no es constante _\'entonces debe modificarse
la expresión anterior; tenemos:

y, —- ¡ill _" E Ag ¿.- X( /"(.I')Á.I'—% E AJ')
.'. .‘Jf'(:1r) A .1‘

Supongamos ahora que el número de los A .1' crezca
indefinidamente, con lo que A .r tiende liácia cero la ex­
presión 2 e Am tiene por límite cero, por cuanto llamando
eoel mayor de todos los e, la expresión .‘JeAa- será
nor que la e" .‘J n _\ .r 7;: en ( .r2 — rr. ) como eo tiene por
limite cero cuando el de .\a‘ lo es, sacamos finalmente

obtenidos

3./"(_I/) A .1- _1—.‘J e AJ­

31/2 — ,I/i m .‘J e AJ­

me­

a-._.

lim. E _/"(.1') Ax _¡/._. y.
Il

aquí se trata de un verdadero límite matemático por
cuanto la variable independiente es el número de canti­
dades /"(.1r) A x, el cual número puede crecer indefinida­
mente; este límite se indica ordinariamente con el simbolo

. ,12

l y se pone en consecuencia / /"(:1-) AJ y...A yx
. y Il
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Supongamos (figura Ill) representada geométrica­
mente la función _/'(.r) por el metodo de Descartes; se vé

.I,‘ J

claramente que la expresión .‘J _/’(.r) Am representa el

área de la superficie rayada dela figura comprendida
entre las ordenadas/(m. ),_/'(.r._.)el eje de las .r, y la línea
mixta superior obtenida mediante paralelas al eje de las
a- _vde las ¿1'trazadas por cada punto en que las orde­

Fíg‘. III

nadas levantadas en los II puntos de división del inter­
valo ¿1-2m ml cortan á la curva _/"(.r);el límite de la expre­

4’ -.- "f:

sión .‘J_ AJ- ó sea //"(.r) 1/.1- es evidentemente el
.I' l y J'¡

área (le la figura comprendida entre la curva, el eje de
la .1-_\' las ordenadas extremas _/"(;1-.),/"(.7-2 ), vemos que
que esta área, igual según vimos á y, ——--1/. se obtendría
buscando una funcion y, tal que su derivada s*a la fun­
cion dada _/"(.r). y formando el incremento y, » - y. de esta
nueva función entre los mismos valores .r._.y .n del ar­
gumeuto.

lil problema de obtener el límite matemático de la
.I‘ a

suma E_/"(.r)Am de elementos eu la que es una fun­
17 l
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ción de argtunento a: y en la que el intervalo x, —-xl ,
se 11adividido en un número indefinidamente creciente de
partes Ax cuya magnitud decrece de la misma manera.
queda reducido á buscar el incremento de una función de
la misma variable comprendida entre los mismos valores
x, ,xl y tal que esa nueva función tenga por derivada la
función dada /’(x). Por esto se dice á veces que el cál­
culo integral es el inverso del diferencial.

Sin embargo, si efectivamente bajo el punto de vista
especulativo estos dos cálculos son realmente inversos
por cuanto uno busca la derivada de una función y el otro
investiga de que función es derivada tal otra; en cambio,
dogmátieameute, con relación al concepto de función y de
limite matemático, hay notable diferencia entre ellos, pues
en el cálculo diferencial se busca el valor especial de una
relacion de incrementos, uno de los cuales es susceptible
de variar á nuestro antojo y de poder por lo tanto al­
canzar y tomar el valor especial correspondiente al de la
relación buscada‘ la cual no tiene ya así considerado el
carácter de un limite matemático; en tanto que eu el
cálculo integral se busca el limite realmente matemático
de una suma de u terminos cuyas magnitudes deerecen
con el aumento de u, de manera que el valor limite en
cuestión jamás puede ser alcanzado desde que no hay li­
mites en el aumento indefinido de n.

Queda ahora por averiguar si una función cualquiera
puede ser derivada de otra. Se demuestra que esto se
verificará en las mismas condiciones necesarias para que
la función dada sea ortoide l') (véase pág. 123 uota(1). I'll

¡1) Efectivamente si la función dada reune la primera condición de ortoidÍa
. no puede pasar por nn valor infinito cuando .l' erree ¡le ll a .n._,luego si ju“, cs

el mayor valor que toma en este Intervalo se tendra:
1.. J'g .r._.i'. ./\‘ . . '.. .I_,\‘,.\.
2. / A .1 -\ a (_/,1,,,) .h _/(.1,,,)(.iz —11)] lutw ..¡_/(.t¡l1
¡I -"I _ J’i

queda menor de una cantidad lija/1 1,”) (1., -—.rl). Considerando ahora una por­
ción (le esa suma en la que se verifica la segunda condición (monotonía de la hul­
ción) quedando en ella el incremento de la Ínnción constantemente de mismo signo.
por ej. positivo. llamando [(p) el mas pequeño de los valores dela ÍllllCÍÓllen este
intervalo de snnla. el valor correspondiente de ella sera mayor (¡nefi EA); y c0­
Ino queda finita tendra. al crecer el número de porciones. necesariamente un limite
(véase pag. S7) lo mismo sucederá en otra posición (le suma en ln queel incremento
de la lnneión es constantemente negativo. De manera que la suma total de estas
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procedimiento para hallar esta función constituye justa­
mente el objeto del cálculo integral.

á 4. EL CÁLCULO me VARIACIONES

El cálculo de variaciones no constituye propiamente
hablando, como _\'a dijimos, sino una aplicación del cál­
culo (liferencial á las funciones afectadas del símbolo

f. Cuando en el cálculo diferencial se propone uuo encon­
trar el máximo ó el mínimo valor de una función en un
intervalo dado de su argumento, basta buscar los valores
de este que anulan la primera derivada de la función pro­
puesta. Pero si, en cambio, se busca que función satis­
facen á la condición de que otra función deducida de ella
sea máxima ó mínima entre valores del argumento dados
directa ó indirectamente, entonces fallaría el procedimeuto
anterior del cálculo deferencial por cuauuto siendo desco­
nocida la función no podría hallarse su derivada. Si se
plantea no obstante el problema despreocupándose de las
dificultades que posteriormente puede acarrear el descono­
cimiento de la función se llega uniformemente á una in­
tegral definida que afecta á la función buscada; esta in'
tegral definida entre los límites dados del argumento
viene a constituir la expresión analítica de la condición
establecida que debe unir la función buscada con aquella
deducida de ella que debe ser máxima ó mínima entre
los valores citados del argumento. Si por ejemplo se pide
la ecuación de la curva de largo mínimo entre dos pun­
tos dados sobre una superficie también dada, la integral
en cuestión expresaría la longitud de una curva cualquiera
trazada sobre la superficie y pasandolas por los dos pun­
tos fijados; en esta ecuación, el ó los parámetros queda­
rán por determinar pues ellos son los que distinguen una

porciones tendrá necesariamenle un límite que será la suma algebríca de los lími­
tes parciales y que solo podría ser nulo en casos muy particulares: luego ./(.r) es de­

vimos. ese límite recién halla­
do. tomando aquel enlre los valores ¡2. 1| del argumento).
rivada de olra función (cuyo incremento es según
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del calculo de

variaciones

l'roeeder
de este calculo
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curva de otra entre las que reunen la condición ante­
rior (le manera que este parámetros que se consideran
fijos en el cálculo diferencial es ahora variable lo mismo
que las coordenadas de la curva. Hay pues en esta ecua­
ción que distinguir los incrementos diferenciales ordina­
rios del cálculo diferencial y ademas los de los paráme­
tros que se llaman variar/bmw para distinguir. En la in­
tegral recién indicada hay pues variaciones especiales
cuyo estudio constituye justamente el objeto del cálculo de
las variaciones y que tiene algún parecido con el problema
del cálculo diferencialenunciado así: Dadala diferencial de
una función determinar la (le una función de dicha fun­

ción. Igualando pues á cero la variación completa del in­
tegral se tiene una ecuación que junto con las otras pre­
vias permiten determinar los parámetros buscados de las
curvas, que satisfacen á la condición de máxima ó mínima
fijado pues las variaciones siguen leyes análogas á las
diferenciales de las cuales no se distinguen en el fondo.

La metafísica de este cálculo inventado por Lagrange
no difiere pues de la del cálculo diferencial ó integral.

s5
l‘lL MÉTODO INFINI'I‘IÉSIMAL .\IÉ'I‘OI)() DI",;\SI.\III.:\CIÓ.\'

CONSIDERACIONES FINALES SOBRE

Podemos ahora concluir definitivamente con la com­
pleta inteligencia del método infinitesimal aplicándolo á
dos ejemplos.

Supongamos que nos proponemos estudiar una línea
cualquiera cuya imágen más ó menos complicada turba
la quietud de nuestro espíritu, el cual trata eu conse­
cuencia de reducirla á la de otra linea más familiar _\'de
propiedades conocidas. Entre estas tenemos la línea recta
y la circunferencia del círculo. Hemos visto anteriormente
en el estudio de las derivadas, como se efectuaba la sus­
titución de la linealcomplicada por la de su tangente en
distintos puntos, el coeficiente angular de las cuales per­
mita conocer los incrementos de las ordenadas de la línea
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dada. Vamos á ver aliora que utilidad puede traer la
circunferencia en el estudio de esta última. Al efecto sus­
tituyamos una porción Ax de la línea dada por un arco
de circunferencia que pasa por los dos extremos de Ar y
tenga la tangente común en un extremo A, si llamamos
A1 el ángulo que forman las tangentes en los extremos

. . . , Ax , .

de _\x el radio de esta cn‘cunferencra sera r; a medida' II

que Ax disminuye indefinidamente la circunferencia se
aproxima más y mas á la porción de curva que sustituye.
.. Ax . , . , . .

Si T tiene un lnnite matematico, es evidente que este(I

límite corresponderá á un radio de una circunferencia que
se aproximará lo más posible á la curva en el punto A
que suponemos, así como la tangente en él, fijos en esta
variación. Si Ax es el incremento de un arco .r que se
toma como argumento, el valor especial que adquiere

. , AX .

esta relacrou l- cuando Ax se anula, es el nnsmo que el(I

límite anterior _\'corresponde por lo tanto á un circulo
tangente lo mismo que la curva á la recta fija en .-\, pero
aproximándose a dicha curva más que ninguna otra cir­
cunferencia análoga. Esta circunferencia especial se llama
(¡J‘t'll/(HI'UI‘IIa la curva _\‘estará determinado en posición y

. . . (¡tz

magnitud conocrendo su radio T por cuanto sabemosl .\‘

que el centro está sobre la perpendicular á la tangente
dada en .-'\ á la curva _\' liácía el lado cóncavo.

Esta circunferencia osculadora satisface á
necesidad de descomposición de una representación com­
plicada eu otras más sencillas _\'familiares y determina
la desviación ó curvatura de la línea dada en cada punto
de ella, cosa que á primera vista nos era imposible cono­

nuestra

. ., Ax . , .
cer. Veamos pues s1 la expresion Ïw tiene un lmnte alo:

disminuir indefinidamente As y tender llácia cero. 'l‘e­
nemos:

Ax IAN” 3 A)"­

(I’_i' _

dx ' '

A.r l”Í "5776)"; i III

tang1 a -2arctang

Círculo
osculador .4una

curva

CuI'valura
(le las líneas
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3'94

Valor del radio
de curvatura

¡2|-¡{m (l
I ï _ A " ' ' i A1» (7,1 _/"’(.1‘)

El error implicado en las ecuaciones erróneas |1| |2|
no influye en el resultado porqué al tomar el limite, los
términos de corrección que falta se auularíauysería pues
inútil escribirlos (Véase pág. 132).

Como segundo ejemplo, propongamonos estudiar un
Aplicación movimiento curvilíneo, determinando las componentes

“'°S‘“_"'Ï"'"““ tangenciales y normales á la traveetoria, de la fuerza que
l|l0\'llllll.'|l(0 _ _ . . '

circular origina el movmuento.
"""“|“""“ Si la componente tangencial obrara sola, desviaría el

móvil en nn tiempo Al de una longitud l, sobre la tan­
gente á la trayectoria; la fuerza que oeasionaría dicho

de un cuerpo

(1,2/1

(H?

vil : 1 cometióudose al decir eso uu error cuyo límite

desplazamiento sería: suponiendo la masa del mó­

Fjg. IV

es cero cuando el de Al es también cero; ahora bien como
MM'—MK es una cantidad indefinidamente decreciente
de tercer orden respecto de Ah; A?x _\'A”l, se diferencian

Mclnflsicadel también en una cantidad indefinidamente decreciente de
u . .¡"mmm tercer orden como resulta de las ecuacrones: Al, Asl

M. a“ ; A /r._. Ax, F ML.a" siendo a un indefinidamente de
creciente de primer orden luego:

Investigación
.\/I._.e- Alt. g' A21, AL; e A.“ (M, Ml)1”

°°‘“l’°“"f"° A?l, A?.r ï .\' a“ que demuestra la proposición; po­
laugeneial
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demos pues reemplazar en los cálculos A?l, por A’x y
. . . "Nx H

escribir que la fuerza tangencml es 7/2- l. Al no lia­(

ber hecho simplificación alguna, nos hubiéramos visto
obligados á escribir

A? l a” /, 1/ "'v7‘ ' 7 .'Il —., —"’." al —: N a 1|Al' a’/‘ (/l '

, , n” .\' . . , r!” .r .

l‘ lnn. ( r A a" 1 lnn. —-—siendo pues(/l' tl'l

inútil haber puesto las correcciones.

Para buscar la componente normal, no podemos se- ¡"mügmóu
guir el mismo procedimiento por cuanto el incremento de“

. . . . . . componenlc
(le arco siendo considerado como cantidad indefinidamente "0mm
decreciente de primer orden, su seno verso 1,, que viene á
ser la componente normal del movimiento es según vi­
mos (pág. 117) una cantidad indefinidamente decreciente

. , . a" l
de segundoorden, luego si en la formula i\ :
, A" / , A

11m " ponemos Ar en vez de Al”; como lnn "1' ¿o
A /'-’ Ax

sacaríainus A!" 1Ax A"/,, Andu- siendo a una can­
tidad indefinidamente decreciente de primer orden la fór­
mula anterior nos daria pues la relación inútil:

a" /,, , A? /,, , A a A2 .\'

(H2 lim A]? Inn XF ­

que nada nos enseñaría de nuevo.
La serie de Taylor presta en este caso utilidad para

.\'

I"-‘ , ,hallar el valor de pues tenemos )a . 1(H I g 39

1/ /,, 1 (/2 /,, _,

1/!” I . 2
. A /,, —”,—/A / 5 .\ A/

(H, . , .

como el “¡4 representa la veloc1dad del lllO\'1l en .\I yl

que esta es nula tendremos:
n’ 1,,m I
Al" ' 2

el límite de esta expresión o su valor para A l o, es:

.\' A/K



Resultado
final

—14s_

, A!” (Hu I , 2d!” 2A!”
11mAt, :(H2 :ïk .'.N: dt, : Al? -}-e

Comparando esta fórmula con la anterior de N vé­

mosquelím : lím2A!" quenos dá instruc­A F .\ F

ciones sobre e] valor antes desconocido de a aunque sin
utilidad alguna.

La consideración del círculo osculador eu el punto
M de la trayectoria permite dar otra forma á la expre­
sión de la componente normal N (véase fig. IV) pues es
en vez de M I :1” consideramos la ML correspondiente
en el círculo osculador, vemos que:

ML; ¿EN MLz M
M N A l’ MN. A /"

tomando el límite de esta expresión cuando el arco M M’ .­
As tiende hacia cero y recordando la definición dada del
círculo osculador (pág. 145) vemos que:

“"1ML3lím 7.;lím
A’ M" M.\'.A t”

I , MR I ¿JJ (n
MX lun AP, MT lun F

, 2.51,, 7: . I .

' 1"“ Ar í llamando 7' la veloc1daddel monl en
M v p el radio de curvatura de la trayectoria en el
mismo punto.

(i) l-Zfectivameuleel radio p del efrculo osculador tiene por expresión

1, A s , M Rllll -—-O
A a A a’

llamado A1 \' A1, los ángulos formados por los tangentes en los extremos de los
A .r M R

areosA J‘ y tendremosentonces: —— _ IAx A1
Aa I x e

(Indque se anula con A a A S : R ——I—%—e A a — _ J­Aa ¿IR h p '
Ax ‘

‘ (-6- 'lím ::límAa'” MR — p 'Aa' " Al l)T7
por cuanto. siendo el círculo osculador y la trayectoria laugentes eu .\l el

e siendo e una cauti­

CZ

I .,_‘: I. Igualmente .\l l. H .\l l 4.-l l. pero l l, R .\l' es la diferenciaAa
lím
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La circunstancia de que en la aplicación del método
infinitesimal pueda reemplazarse siu alterar el resultado fi­
nal, las cantidades indefinidamente decrecientes por otras
análogas de mismo orden pero cuya diferencia con aque­
llas seau otras cantidades indefinidamente decrecientes de
orden superior, equivale á asimilar las primeras á las se­
gundas. Una vez que se sabe el orden de grandor de las
distintas cantidades indefinidamentedecrecientes que apa­
recen constantemente eu los raciociuios, no es necesario
repetir cada vez las mismas consideraciones ya hechas y
decir por ej. que un arco puede reemplazarsc por su cuerda
cuando sou muy pequeñas por cuanto su diferencia es
una cantidad indefinidamente decreciente de segundo orden
respecto á ellas, que una circunferencia es el límite de
los polígonos inscriptos ó circunscriptos eu ella, que la
tangente es el limite de las secantes sujetas á cierta cou­
dición, etc. Basta decir que el arco es asimilable á la
cuerda, ó sea rectificable, que la circunferencia lo es á uu
poligono, la tangente á una secaute, uu movimiento va­
riado á una smna de movimientos uniformes, una super­
ficie curva á uu poliedro etc. 'l‘al es el método leibnitziauo
llamado también de así/"¡larírí/L El lenguaje _\' las supo­
siciones que este hace son evidentemente erróneas, pero
tiene la ventaja de su sencillez, y no conduce sinó á re­
sultados rigurosamente exactos debido á las razones que
acabamos de indicar al estudiar su metafísica. Su acepta­
ción es puramente convencional y supone efectuada la
serie de estudios hechos eu esta tósis. I’ero esta última
observación hace comprender porqué su inventor Leibnitz
tuvo que liacer frente ¡í uua critica general. El mismo,
según vimos, uo se dió cuenta clara de porqué uua ma­
nera de raciocinar y de proceder tau enteramente defi­
ciente pudicra conducir á resultados cu_\'a veracidad era
indiscutible. Esta última tarea es la que sus sucedores re­
solvieron definitivamente y que dá cuenta esta tesis.

de los ' ' " ' ' ' de segundo orden (senos versos) (le
(los curvas oseulndorns la cual según se demueser eu la leorÍn de los contactos. es (le

M L . .\I I . _ .
V 7 ur -]1]n siendo l Indefi­
_\ /' A /‘-'

uidznueule deereeieule de primer ordeu {.\I.r. .\I _r sou los ejes de enordeuzulus).

l
lereer orden. luego podemos poner: Inn

1-21método
llamado de asi­

milaeióu
ó leihuilziano

Su lenguaje

Su orígen
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5" vdisro I’ero justamente, por lo mismo que el método leibnit­
ziano ó de asimilación implica una ¡metafísica especial
previa, la facilidad y rapidez que dá á las operaciones
está balanceada en parte por los peligros que su empleo
lleva en sí acarreado, pues según vimos (pág. 116) la
falta de atención puede hacer asimilar cantidades nota­
blemente distintas y falsear los resultados. Así, en cl es­
tudio anterior de la trayectoria de un móvil, vimos que

¡ümplode según el elemento que se busca, según también serán los
cslospeligros elementos asimilables á él. Cuando se busca p. ej. la compo­

nente tangencial 'l‘ de la fuerza motora, asimilamos el
arco de trayectoria á su tangente trazada en un extremo
porqué estas cantidades son indefinidamente decrecientes
(le igual orden; pero al buscar la componente normal N,
no es ya posible asimilar el arco á su seno verso por
tratarse de cantidades de distinto orden de pequeñez; si
esto se hiciera, los resultados saldrían falseados.

Veamos para terminar, la manera como se simplifica
.-\ )lic:\ción - 1 - .l notablemente las demostrac10nes con el metodo de asnm­(lul método in­

finilesimnl lación aplicándolo á los dos ejemplos anteriores:
:i los (los

ejemplos anle- ' , (I’J' .
,¡mcs Circulo osallador. bean 7 dos arcos sucesivos de una

curva asimilados á una recta, sea (/1 el ángulo que for­
man, uno con la prolongación del otro. La circunferencia

. , . . , (I'x ,
cuyos dos arcos sucesivos estan asnmlados a — tendra

Ó

un radio igual á p pero n’x (fx l 1 ( (I',\

. t 1/)" . q5 como ang a (¡x sacamo.

3'a’a”5da" ‘(lac—\,- p
' (I'Jl‘ (fx?

Iïxlua’ío (lr la {raya/aria a’c zm ma’m'l.—Asimilando el
elemento rectilíneo de arco (fx á su tangente trazada en
un extremo y limitada por la perpendicular levantada en
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el otro y asimilando también el ¡movimiento á una suma
de movimientos uniformes existentes en el tiempo (Í/
necesario para recorrer el elemento ds, tendremos que la

. . , (/x _,
velocnlad 7' es igual a -Ñ, la aceleracron y por lo tantoI

la fuerza 'l‘, desde que la masa del móvil la suponemos
. , . , d” .i‘

igual a la unidad, sera: T 7/7.(

Descomponiendo ahora la fuerza F en sus dos com­
ponentes una tangencial _\'otra normal, esta fuerza siendo
uniforme en el tiempo (H en la cual el móvil recorre el arco
(I’J‘de trayectoria y el dl" en la dirección (le la normal, y
siendo nnla la velocidad original del movimiento (//,,, ten­
dremos según la fórmula del movimiento producido por una

l. .\' (¡/2 .\' 2 "7:2
2 n’ /'

circulo oscnlador á la trayectoria tiene el elemento (/4­
común con ellas y rectilíneo sacamos (fig. IV) 0’!"

fuerza uniforme: (HH y como el

n'x" . . . ,
-——Siendo p el radio de (llCllO CerlllO oscnlador, luego:'Jf-r

¡.2
,

P .9

N

E. ANÁLISIS LLAMADO INI-'INI'l‘l-ZSIMAL SIN LÍMITES—.

.\'I I.\'l"I.\'l'l‘.-\.\Il€.\"l‘l€ PEQUEÑOS.

a) El mail/iris n’r Lagmugr

Lagrange para escapar á las dificultades metafísicas
que presentaba, por una parte la explicación del método
leibnitziano (le los incrementos pequeños de distintos (n'­
denes cuya despreciaeión en los cálculos arruina la exac­
titud (le este y por otra á las del método (le los límites
de Newton que implicaba la anulación de los incrementos

., . . ., o
de la funcron y del argumento originando la expresron (—)

Orfgen
del análisis de

Lagrange
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que parece sin significado por cuanto implica una rela­
ción de cantidades que han dejado de serlo, Lagrange
pues basándose en que el desarrollo en serie de Taylor
de una función con argumento incrementado, los coefi­
cientes literales de las potencias sucesivas del incremento
de argumento en los distintos términos vienen ¡í ser las
derivadas primeras, segundas etc., de la función, tuvo la
idea Ü) de considerar estos coeficientes como aptos para
fundar uu nuevo método de cálculo superior, basado úni­
camente en las operaciones del algebra.

Para esto, empieza por deducir la citada serie dc
Taylor sin hacer uso del cálculo diferencial, v define
enseguida los coeficientes literales de las potencias suce­
sivas del incremento del argumento en los distintos tér­
minos, llamáudolas funciones, primeras, segundas, etc., de
la primitiva haciendo ver también como se deducen unas
de otras por iguales procedimientos. Cree así haberse
librado de las dificultades metafísicas inherente al método
de los infinitamente pequeños y al dc los límites. Pero,
por de pronto observaremos que, según dijimos, una serie
indefinida de términos implica ya el concepto de límite;
al efecto Cournot en su Tra/"h" r‘lrmm/m'n: (1’17la l/¡mn'r'

a’rrfour/¡om tomo I", pág: 178, hace notar que el desa­
rrollo en serie no tiene sentido sino cuando conduce ú
una serie eonvergente v toda inducción sacada de una
serie divergente carece de sólidez _v puede conducirá
paradojas. Le es imposible pues á este método escapar al
concepto de límite matemático. Además, la aplicación prác­
tica de esta nueva definición de derivadas tropieza con
dificultades insalvables que prueban claramente la nece­
sidad del empleo de nociones auxiliares cuyo simple desa­
rrollo por el algebra no basta para hacer comprender la
naturaleza de las cosas v las leyes del entendimiento. En
la determinación de volúmenes, rectificaciones de curvas,
valores de subtangentes cte., se vé uno obligado á recu­
rrir á los metodos ordinarios. Se explica así como Lagrange
ha debido recurrir á raciocinios pesadísimos para llegar
con su desarrollo en serie zi demostrar que la velocidad

(n l-‘oneliuns unalvliqnes el leqnns sur le enlenl «les foneliuns.
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_\'la aceleración de un ¡movimiento sou la derivada pri­
mera y segunda respectivamente del espacio recorrido
con respecto al tiempo empleado en recorrerlo, nociones
sencillísimas y que no necesitan artificio alguno para
aceptarse imnediatamcute. Caucli)‘ al hablar de este me­
todo decia: /:Las dificultades que se encuentra cuando
n se quiere deducir la noción de derivada de la conside­

ración de una serie compuesta de_1m número indefinido
» de términos se encuentra apenas disimulado por todos
» los recursos que lia desarrollado el genio de Lagrang‘e
:>eu los primeros capitulos de la Teoría de las funcroues
» analíticas». Si á estas dificultades teóricas se agrega las
practí ‘as antes indicadas, uo debe extrañarse que cuando
el problema se compliquc las dificultades procedentes de
la aplicación del método de Lagraug'e sean superiores á
todos los esfuerzos, v que su mismo inventor baya tenido
que abaudouarlo _vseguir el de Leibuitz al escribir su
famosa Jlr‘r'zí/II'm (Illa/I'll'm.

b) lil mui/¡xk n'r Í/(‘IH'J' /'7I'l/I:)'

Henry Iilcury en su opúsculo L'mmó'xr' (li/r I'lg/ïfl/Ir­
.r/¡Im/r mm ¡I'm/his' ¡11'¡"Ig/¡'n/mrw/¡Sr/¡lx (l’aris 1896) expone
la teoria del análisis superior sin emplear para nada las
palabras límites ui infinitamente pequeños. Iïu realidad,
su exposición está comprendida en la general usada en
esta tésis por cuanto el hecho de no emplear incremento
infinitamente pequeño lo hace entrar en la escuela empi­
rista. adoptada también por nosotros; eu cuanto al con­
cepto _vempleo del limite matemático en las derivadas,
hicimos también observar que solo puede esta ser consi­
derada como un limite de esta clase cuando el argumento
(le la función esta sustraída á la eventualidad de poder
auularse, lo cual obliga á considerarlo como función de
uu nuevo argumento que adquiere valores indefinidamente
crecientes cuando aquel se aproxime á eero. l’ero consi­
derando únicamente la función dada v suí argumento,
pudiendo este por su misma definición adquirir los valo­

l-Il mismo La­
KI'ZIIIL’U

lo abandonó

Hsle analisis
pertenece .4

escuela
empirlsla

Detalles

íl
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res que se le quiera dar, no tiene límite matemático _vla
derivada viene á ser así el valor especial que adquiere
la relación entre los incrementos de la función _vdel ar­
gumento cuando este es nulo; no se trata pues de un
límite matemático sino de un valor especial que puede
darse cuando se quiera ála relación en cuestión; en todo
caso seria un límite singular, de los indicados en la pá­
gina 97. Vamos á explicar mejor esto último con algunos
ejemplos, los mismos de Fleurv. Si escribimos:

1 , . ,.
_v F, cero es el hnute matematico de ¿1'por cuanto por

grande que sea ,1;nunca lo será bastante para hacer anu­
lar y, no habiendo limite en el crecimiento de x, jamás
podrá y alcanzar á cero; este posee pues el carácter esen­
cia] á un límite matemático, el cual consiste, según vimos,
en uo poder ser jamás alcanzado.

, . ,. I
Igualmente 4 es el lnmte matematico de y w 4 le —

. a J.

. ., 1 a? - r ' .

hu laexpresrony -4-— 4 es igual­
5mente el límite matemático de y, va cero el de T

En resúinen si A es el límite matemático de una fun­
ción: y [(A'). se debe tener: y : A ¡1-cp(x) siendo cp
una función que tiene por límite matemático o cuando .v
crece indefinidamente pues solo con un crecimiento (le
esta especie será imposible alcanzar un valor determinado
de la función. Esto hace ver que la recta 32:7:A es una
asíntota de la curva y ._-:f(.\‘). Así es el ejemplo:

.\'
__. I .M _ lI I .v I

I -—.—_

¿y r._\. , el límite matemático, de

y es I y la recta y : I es asíntota de la hipérbola cuya
ecuación es la del ejemplo,la otra asíntota sería x: —I

como resulta de escribir x » I —«r
l.

ahora y como argumento y x como función. Si tenemos
finalmente_/(:r)¡y ; ax l) (¡:(x)donde supondre­
mos límite matemático :p(.1') o, la cantidad (zx-{741)uo
es ahora el limite matemático de y por cuanto no es una

considerando
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cantidad fija pero la diferencia entre la curva ¿y y la recta
(Ia‘ 3‘ Í), que es :p(x) teniendo por limite matemático o
nos prueba que la recta (¡.v l) es una asiutota de la
curva _r En el caso particular _/'(x)r. ax" -1-{LT»{—r
'- ;c(.r), la parábola a .r2 lu: ‘r r es asintótica con la curva

_r jtx). l’ero al tratarse de la derivada de una función,
los incrementos dados al argumento no tienen por limite
cero desde que nada impide darle este valor, no tiene pues
tampoco aquella el caracter necesario para que pueda
considerarse como limite matemático. Solo que caemos

, , o . , ,
asi eu el simbolo — considerando como ilusorio v despro­o '

visto de sentido por cuanto se dice que mm}! dividido
por ¡mz/(Ies evidente uaa’u. Aqui aparece la originalidad
_v el merito especial de los trabajos de Flenr)‘.

.-\nte todo observamos que de la metafísica (le la mul­
tiplicación y de la división (véase pág. 52) resulta que
el multiplicador indica siempre no una cantidad sino el
número de veces que debe tomarse esta (el multiplicando);
de manera que la división como operación inversa puede
unicamente implicar _vaa la determinación de una cantidad
(el multiplicando), ya el número de veces que deba to­
marse otra (el multiplicador); luego cuando interpreta­

¡[(10,0., ) . . .
mos la expresrou como significando lo hacemos

II{IÍ(I’II‘

en el segundo concepto de la división y entonces debe
enuuciarse diciendo num/ax ¡”trar n’z'lh' rr/u'll'rxz' la mula
para [muii/(¡r o/m Inn/(1. Evidentemente asi adquiere sig­
nificado la cuestión pues un número cualquiera la satis­
face. Sentado esto, veamos el procedimiento de Henry

i . o . . . ,
I<lenrv para el estudio del —que sale en la mvestrgacron' o

de las derivadas.Sea¿1' _/(.r) para cual­
.I'

quier valor de xdistinto de 4‘ ./'(.v) ; para ese valor7
. . . o ) . . .

especial /(;r) toma la Iorma (- lor consxguiente aproxi­' )

mando los valores de x a cuatro, el valor de _/(x) se apro­
T

4
2

xima á ._:' 8; al tomar x el valor ¿th/(.17) llega con el

interpretación
le]

, osimbolo —
(l
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, 0 .
valor 8 a la forma 6 para tomar todos los valores posr­

bles. Quiere decir esto en resúmen que ¡mientras .r difiere
x' x—/ . .

(le 4 el producto —2—. tleue el unsulo valor que el
.1 . .

factor 7 y llega al nnsmo trempo que este factor al va­
., , o

lor 8 para x: 4. Pero reducreudose entonces a ¿- torna)

todos los valores posibles empezando por 8.
- ., .r" .r .r

Este prnucr valor que toma la funcrou T T i al
. 0 . . .

convertlrse cn 6 lo llama Henry la />l’llll()l'(l'l(l/de la fun­
., a” . . .

cron._\' el factor —2-que deternuna la prnuordlal para

x :4 lo llama el (lr/rrIIIí/m/¡r'n (le la función.

Y

Xcár 3.:!

B

o .ií X

Fíg. V

El lugar geométrico representado por la ecuación:
olIIlcrprL-lacióu

,. . t .1" A' -r <

“°"“‘(Ï““ r r: —°—n se compone (le los (los lugares: /l (.r, 1')del — ' - .Ï —" ’ l .
U

(.r —4) _'-. o _\'_/._.(.\‘,_r) 'y —»- r ocs decir (le la recta
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, u x” . , . .
y 4 _\'de la parabola y" :: o (bg. \ La primordial S

que se obtiene haciendo y 7.0.-\ 4 en el determinativo

representa la ordenada AB en que la recta y 4
.p

encuentra á la parábola y ; al llegar en este punto

las ordenadas del lugar formado por la parábola \' la recta
deben, empezando por .-\ B 8 tomar todos los valores
correspondientes á los puntos de la recta 3' 4; por esto

o .

toma la forma (—)para,1" 4 pero, como lo l'ClK’tllllOS‘em­
pezando por _1'.,: 8 pues con este valor se alcanza a la
recta viniendo por la parábola.

1‘

y ‘Í’m

A

.h; 0

11

sN M"

Fig. VI Fig. VII

.\pliquemos este criterio al cálculo diferencial. Según
sabemos, Leíbnitz llegó a su metodo ínlínitesimal resol­
viendo el problema de la tangente es decir determinando
su ecuación por deducción (le la de las secantes que pa­
san por el mismo punto.

Sea/(.17) una función ortoide cualquiera representada
geométricamentecon la curva/(x), (fig. VI).

¿lal

.\pliruciún
al (run-ma

(le las
lullgenles
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Consideremos el punto .v\ de coordenadas .r,_v,v pro­
pongámonos encontrar el ángulo a que forma la tangente
á la curva /(x) en A con el eje de las x, los procedimientos
algébricos ordinarios son insuficientes para obtenerlo di­
rectamente _vnos vemos obligados á deducirlos de los [i
análogos correspondíentesá las secantes que pasan por .-\
y por otro punto B de coordenadas x + /I, _1'—{—k. La
tangente trigonométrica del ángulo (3,que también se lla­
ma coeficiente angular dela secante .-'\Bó mejor dir/¿ruth?
de esta última, como dice Iileurv‘ viene dado por la rela­

ÍT’de los incrementos; pero como /'(.r 4? /¡) :-_vr 1- Á’

debe reducirse á f(x) haciendo /I o resulta que/(.10? //)
¿y 3-Á'se compone necesariamente de una parte indepen­
diente de lz que debe ser f(.r) _votra afectada de este coe­
ficiente para que se anule junto con él. Tendremos pues

ción

k ¡1

y k '——-)' ¡z:2(x, ¡1) k ¡I Mx) 7, Nx lI) Z
Para cada valor de /¡, esta última fórmula dará el de su

. . k . . Á'

dirigente Zcorrespondiente.Supongamosque Z r repre­
sente las ordenadas de una curva de argumento /I, que­

/1
; j, _
r ( ) ¡l

ecuación (le un lugar que se compone de la curva r .- (p(/1)
y dela recta /¡ ': o (fig. VII). La ordenada MB del punto
B representa el dirigente tang {3de la secante A B (fig.

dando en ella x como parámetro, tendremos r

. , /
VI). Cuando /I . to la expresion r ; (/1) ¡é toma la for­

o . , .

ma a pues no estando la secante obligada a pasar sino

por un solo punto, puede tomar una infinidad de posi­
ciones al rededor del punto A; pero en el momento en
que el punto B viene á coincidir con el .-\. la primera
posición que toma la recta AB antes de empezar á girar
es la de la tangente en .-\ v su dirigente tang. a corres­
ponde ¡i la ordenada NA de la curva <p(/1)en el punto .-'\
en que corta la recta // : o, esta dirigente es pues el
primordial de la función r v viene a ser el valor que
toma el determinativo :p(/I) para /1 o (fig. VII). .-\l pa­
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sar la sccante AB desde la posición tangente A'l‘ a la
opuesta A'l", el dirigente viene marcado por las ordena­
das de la recta /I o. Desde la posición A'l‘ hasta la
perpendicular AI’, el dirigente varia desde NA hacia el
infinito superior de la recta /I:. o; y entre la posición
AI’ y la A'l" varia desde el infinito inferior o »———oo (le la
recta /I 'o hasta tomar nuevamente el valor NA, pasando
por el intermediario r o que corresponde á la posición
AH de la secante paralela al eje de las x, por esto toma

., o . .
la exprcswn r la forma- adquiriendo todos los valores,o

empezando por el NA que tiene cuando llega ¡í tomar
esta forma y que corresponde á la primera y última po­
sición que adquiere al girar de AT á A'l" donde el (liri­

- 0 1 . .

gente thHC el valor 6, o sea a la de la tangente pedida.
Esta representación geométrica revela todo el misterio _\'toda

, . , . . o
la metahs'ica del snnbolo aparentemente ilusorio — qu eo
tanto miedo infundió á los fundadores del método infini­
tesimal haciéndoles inventar los infinitamente pequeños
para evitar de caer en aquel. Hace ver también que la
derivada de una función es la primordial de la expresión

/. Á’ , . .

_:p (xk) á _. 7] que (la el valor de los dirigentes (le las

secantes que pasan por los puntos ,r,_r; x /¡, _r Á-ó
sea el valor del determinativo cp(x //) para /I " o. Haciendo
variar x en esta primordial, se vé que es á su vez una
función de x que admite otra primordial llamada derivada
segunda de la función primitiva, etc. Como se vé para
(lefinirlas no se necesita para nada la intervención de infi­
nitamente pequeños ni de límites.

En cuanto á la notación y incrementos
primeros, segundos, etc, son exactamente iguales y de
igual metafísica que la desarrollada en esta tésis desde
pág. 136 hacia adelante.

’asemos ahora al cálculo integral.
Hemos visto que definido este como el investigador

del límite de la suma de cantidades indefinidamente decre­
cientes cuyo número es función (le su pequeñez, limitán­

valores de

\'¡Il()l'
de la dirigeulc

de
la derivada

Resultado Íinal

l-Ïl cálculo
integral
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dolos á cantidades de la forma/(r) A .L'implica un \'er­
dadero límite matemático, por esto Fleur)‘ lo define
sencillamente (equivalencia anteriormente demostrada)
como cálculo inverso del diferencial es decir como el pro­
blema consistente en remontar de una función á otra (le
la cual sea primordial. A pesar de no aceptar la primera
definición. demuestra siu necesidad del postulado leibnit­
ziano que la función que expresa la ordenada de una
curva es la derivada dela que representa el area, proposi­
ción fundamental donde más imprescindible parece la
necesidad de considerar el cálculo integral como límite
de una suma indefinida de cantidades indefinidamente

decrecientes originando la notación: _\' /_/'(.r) dx.

Sea lig. III pág. X41 una función representada
gcomótricamente por la curva/'(x) ./'(,1')el incremento de
área está comprendido entre _/"(,r)Ax (rectángulo A B C l))
y _/’(.1' . Ax) (rectángulo .-\ B E I?) pero /"(.1‘ Ax) Ax es
igual á |_/"(.\') ' Ax qc(.r Ax) | Ax _/’(.\') .Lr A .r'" '12
(.r, Ax) llamando A: a este incremento de área tendre­

: t' lll ) d'd t /"( ) Ax /' Axmos (ue es 'a co ren l '1 en re .\' —- \' .r -—
1 Ax 1 ‘ ' Ax“ Ax

A): . . . .

Ax; (.r Ax) A expresiones que tienen ambas el nnsmo.r
. . , . . A: .,

prnnordralfLr); luego el primordial de 37 es tambien
/'(x) lo que indica que la ordenada de la curva da 4 es
la derivada de la que representa el área. Adoptando la

notación leibnítziaua la espresion; /_/"(..r)_\.r no expresará,

pues para este análisis, una suma de elementos infinita­
mente ó indefinidamente pequeños sino la función cuya
derivada es./"(.r). y es por definición que se tendrá:

/_/"(.r) (lx _/"(.r); igualmente por definición se tendrá:
'/r .I . l,

/,, / (-")"'-\' _/(/') A").
Tal es análisis trascendente de Henry Fleury; no

puede negarse que es singularineute ventajoso para el
primer estudio del calculo infinitesimal por cuanto eli­
mina los conceptos (le infinitamente pequeño _\'de límite
cuya inteligencia y metafísica complicada son causantes
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de las dificultades v dudas que se tropieza constzmtemente
en el. l’articularmente, su interpretación geométrica del
o . . . ,

a es notable y digno de toda COllSKlCTflCIOII.l’ero, el es­
tudio metafísico que constituye el objeto (le esta tesis, no
puede por eso ser eliminado para el que se propone pe­
netrar en los verdaderos fundamentos de esta impor­
tante rama del análisis y sobre todo para la aceptación
del método de asimilación cuva indiscutible ventaja cu
la rapidez de las aplicaciones del método infinitcsimal no
debe ser despreciada.

g‘ 7. FUNCIONi-zs .-\.\'()R’l‘01DI-ZS

l-lemos visto que las únicas funciones estudiadas en
el cálculo infinitesimal son las ortoides y las simplemente
anortoides en puntos singulares.

Fourier, el iniciador (le la teoria moderna de la fun­
ción analítica no conocía aún sino funciones continuas ó
unicamente discontinuas en puntos aislados como son las
circulares; todas ellas ortoidcs en los mismos puntos de
discontinuidad en cuestión; en su época no había pues
objeto en hacer la separación de ortoidismo y anortoidis­
mo. I’ero este concepto restringido de la función lia sido
luego poderosamente ensancliado por Lejeune-I)iriclilet
primero, _vpor Riemamn \Veierstrass _votros despues, (le­
sapareciendo completamente ante las funciones continuas
anortoidcs y las discontínuas integrables dando origen
asi á la 727))?”(¿ru/cm! (¡1' las [nur/(mar cuya caracteris­
tica es precisamente la anortoidia permanente de ciertas
funciones y especialmente la continuidad anortoide (le al­
gunas otras.

Para comprender bien esto, veamos más detenidamente
en que consiste el concepto general defunción ampliando
lo dicho en la página 74.

I’M/¡(I'd)!a’r m: (Irg'm/¡w/lo es una determinación en
virtud de la cual á los valores del argumento correspon­

l.:|s Íuncioucs

tiempo
de Fourier

La leo r i .1
gent-ral

(le las funciones
modernas
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den valores (le la función. Ahora bien, á un valor parti­
cular del argumento puede hacerse corresponder un va­
lor particular (le la función ó un número limitado de ellos
ó un intervalo (le valores ó una serie (le intervalos p.
un sistema pantáquico ó apantáquico de valores (v‘ase pá­
gina 100). Iuversamente, los valores del argumento á los
cuales se hace corresponder valores (le función (pues no
es necesario que le corresponda á todos) pueden tambien
tomarse arbitrariamente p. unicamente en uno de los
citados sistemas (le valores indicados en la pagina roo _v
siguientes ó con más generalidad aún, fijando una ley
arbitraria de acuerdo con la cual pueda hacerse corres­
ponder a los valores (le argmnento dados por ella, va­
lores de función arbitrarios exactamente como cuando se
hace corresponder a un valor particular (le argumento
valores únicos ó intervalos (le valores enteros (le la función.

El idealista imagina ordenadas levantadas sobre la
pantaquia completa del intervalo o « I (le argumento _\'
como sobre cada una de ellas existe también el conti­
nuum de los números, obtiene así el conjunto (lc todas
las funciones llevando sobre todos los valores del argu­

ordenadas.
Como en esta correspondencia no se necesita la existen­
cia de ley alguna que la determine, se vé que a la con­
cepción idealista responde el conjunto infinito (le todos
los valores de función particulares imaginables al azar,
llegando así á la abstracción misma de una función com­
pletamente sin ley.

El empirista, que no admite en cambio la pantaquia
completa, puede imaginarse lll] número grand‘ á volun­
tad (le valores de argumento pertenecientes por ejemplo,
á apantaquias óá pantaquias ilimitadas; pero para poder
proveer á las pantaquias completas e infinitas en gene­
ral, que no se han empobrecidos en valores con la deter­
minación anterior, se impone la existencia de una le_v
general que permita continuar la correspondencia en su
marcha hacia el infinito. Tal es para el empirista el con­
cepto más general de una función completamente deter­
minada. Una le)" general se impone, á diferencia (lel
idealista.

mento todas las combinaciones (le valores de
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lil einpirista acepta también que en la determinación
de una función haya una especial para ciertos grupos de
valores del argumento y otra para otro grupo: por ejem­
plo, las funciones:

./(.r) r ¿x para x ..::0,6;0,66;0,666...y/(x) ¿o para x :2 É2

\_/'(.r) I para valores racionales de .1:
I_/'(_:v) () » irracionales » .r

lil idealista en cambio, considera esta última función
como ineompletamente determinada por cuanto la distin­
ción entre valores racionales e irracionales implica la
existencia (le nn individuo que cuenta; no encierran pues
todos los valores existentes en la pantaqnia completa
del argumento.

Según todo lo anterior, resulta que pudiéndose dará
los valores arbitrarios del argumento, valores arbitrarios
(le la función, en general estos últimos valores represen­
tados por el procedimiento de Descartes no darán la imá­
gen de una curva visible. Veamos pues algunos ejemplos
(ademas de los anteriores que ya satisfacen á esta última
condición siendo funciones anortoidcs) que respondan á
determinaciones expresables en fórmulas.

Sea _/(;v) 7: (— a)" siendo a positivo. Concibiendo valo­
res sucesivos de la variable x expresadas bajo la [orina

/’ "|/—
’l

iracciouaria tendremos 7-r!)1’.Cadavez que

/> es inipar y 1/ par, [(x) sera imaginario, _val revés si ¡6
es impar. Dando pues zi ¡S y á z] valores suficientemente
grandes se puede con solo hacer variar x de muy poca
cosa, hacer corresponder valores reales é imagina­
rios indelinidamente próximos no correspondiendo así á
ninguna continuidad en cualquier intervalo.

Otra función discontinua anortoide la tenemos en la
sóríe _/(x) 11,, u. hls u2 . . . . .. N...en donde u son
cantidades cualesquiera la cual solo tiene sentido para va­
lores enteros del argumento.

Sea la expresión

[Él cos 111,,x
pr w: li l,

¡(«0

Otra separación
(lc vislas

del idealista
_v del

einpirisla

Ejemplo
(le funciones

nnorloidcs

La continuidad
anortoide
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I_/(.r)í

p ' ‘ ” cos ml, J.

f; : u P' l)

y (le la ./(.r)
límite

de la anterior
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Ante todo observaremos, como anteriormente lo hicimos,
que la zona (le separación entre las funciones ortoides y
las anortoides atraviesa las funciones continuas, (le ma­
nera que hay una rou/I'Inu'n’ml(mor/oído, v si bien todo
esto pertenece, no á nuestro tema sino á la 'I'mn'agrurral
(1?:las‘fzma'om‘s, no obstante, una ligera v breve idea del
concepto empirista é idealista (le esta continuidad anor­
toide no deja (le ser conveniente. Precisamente el ejemplo
propuesto es de una generalidad notable.

Cuando ¡1.es mayor que la unidad, pero muy pró­
ximo á ella de manera que ¡LI’crezca muy lentamente

Á" cos ¡”px representa funciones
¡L ”

/'

con ft, la expresión
¡s ‘u

discontínuas no integrables y también funciones discon­
tínuas integrables. ’ara una determinación conveniente (lc
m, empiezan las funciones continuas con puntos discon­
tínuos singulares no (liferenciables primero, y diferencia­
bles después. Finalmente para un crecimiento más rápido
de IM y valores convenientemente crecientes de "1,, apa­
recen las funciones continuas con todas sus derivadas
pero no desarollables en série (le Taylor, y por último las
funciones complejas. Muy bien puede uno representarse

. . cos m, x .
la marcha de una sola funcronT, pues basta nna­
ginarse la curva geométrica correspondiente á cosx y

reducir luego el intervalo (le periodicidad é, adividiéndolo
por w, así como los intervalos de la función -»{ I, »— r
divídiéndolos por ll./', (le manera que por grande que sea
¡6 puede uno imaginarse trazada una imágen de la
f A II

"1 cos 111,,x
v p

I’ï‘" P . . . . .
un punto carece de posrcron determinada, pero si consr­

y reconocer en ella que la tangente en

entonces la noción
¡noo

deramosla_/(x): lím. MP
de infinitamente pequeño allí encerrada hace eliminar
toda representación de ella. Las funciones anortoides c011­
tínuas no pueden pues corresponder á ninguna imágen,
y ninguna función puede tampoco considerarse como una
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aproximación de aquellas. En la función anterior, los má­
cos 711,,xximos de las funciones van encerrándose dentro

(le intervalos cada vez decrecientes á medida que n,/' y m,
aumentan indefinidamente de manera que combinando
todas estas funciones y pasando á los límites de estos
intervalos cacríamos en la pantaquia completa que no
siendo representable impide también la representación del
límite (le la suma de las funciones dadas. Esto es lo que
expresa el idealista diciendo que una función anortoíde
permanente contínua tiene un ('r/¡u'r/aZr/Ilc¿mamá/rico no
rcpresentable _\'tal que los puntos singulares de él distan
de cantidades I'lg/¡m'ta/mw/c />(‘(/Il('Ï/(I.Y.Para él pues, la
correspondencia geométrica de los valores de la función
á la pautaquia completa de los valores del argumento no
cesa á pesar (le no responder á imágen alguna, siquiera
aproximada. El empirista en cambio, no admitiendo pau­
taquias completas, uo admite tampoco la dependencia de
continuidad auortoide y vé simplemente en la expresión

[mas

‘_.:liin.
fl fl

determinación del argumento permite calcular cl valor
correspondiente dela función con una aproximación arbi­
traria ó sea una ley que reemplace el valor de la función.

cos ml, x una fórmula que para cualquier
IJ.

Con cepl o
idenlisln

(le
ln continuidad

nnorloide

Consecuencias
finales

del idealista

Consecuencias
finales

(lel elnpirisla
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el movimiento

CAPÍTULO TERCERO

Las paradojas del concepto idealista del infinito

Al tratar de la noción del infinito vimos que solo es
un símbolo de indeterminación y que por lo tanto al que­
rer darle otro sentido se debe necesariamente caer en
consecuencias paradojales cuando se introducen en la
especulación matemática. En este capítulo vamos justa­
mente á indicar algunas de ellas.

La más antigua es la de Zenón dc Elea (“ llamada
vulgarmente «lacarrera de Aquiles y de la tortugav ligada
tambien con el de la trayectoria de una flecha que nunca
puede llegar á su destino. Esta paradoja consiste en lo
siguiente: Una flecha lanzada debe necesariamente reco­

2 3 ’IIIrrer el —,—,—,....+234 'Il-¡-I

por grande que sea la fracción fl

de su trayectoria y como

u , .

_,_—Iaun hay una 1n­
I

finidad delante que recorrer, nunca puede aquella llegar
á su destino. Este sofisma está basada en la incompati­
bilidad ya manifestada anteriormente de la divisibilidad
con la continuidad, pues aquella por su naturaleza inter­
minable, nunca puede alcanzar á agotar la cantidad,
misión reservada exclusivamente al movimiento, se com­
prende entonces como puede la flecha que está en movi­
miento, agotar la distancia entre su punto de partida y
su destino independientementc de la divisibilidad de dicha

(i Los argumentos de Zenón son cuaer y Renouvrier ha demostrado que pue­
den reducirse (i dos grupos dislinlos: uno lu ¡h'mlmm'ayr! Aquí/rx. el olro luj/rr/m
yr] rxhnh'n respondiendo el primero á la hipótesis del espacio _\'del lieinpo eonli­
nnos y divisibles al infinito de una marcha actual: el segundo ul lielnpo y espacio
diseonlinnus _\'nu susceptibles de una división :¡elual infinita.
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distancia. operación completamente ageua á la naturaleza
del movimiento.

Otro de los sofismas es deducir que el número de
puntos existentes en una recta es idéntico al de los exis­
tentes en el plano y en espacio lo que se expresa diciendo
que: la potencia (G. Cantor) del contimunn de los núme­
ros en la recta, es igual á la del plano _\'del espacio; cosa
que repugna evidentement‘ al sentido común. Es también
consecuencia de la introducción en la especulación ma­
tematica de las ficciones idealistas; infinito ó infinitamente
pequeños. Si ya estos últimos que son límites de repre­
sentaciones conducen á consecuencias paradojales como
son las igualdades oo f .-\ oc; .-\ Á e .-\ no
debe extrañarse que la pantaquia completa que no es
límite de nada conduzca ¡í consecuencias más paradojales
aún, cuando se la quiere tratar como verdadera especie
matemáti‘a. .-\l decir que el número de puntos de la pan­
taquia completa es infinito, no se indica ningún número
particular, sino uno indeterminado, satisfaciendo á la con­
dición de ser mayor que cualquier otro por grande que
sea. igual cosa decimos de los de un plano ó del espacio,
pero por lo mismo que son indeterminados, no debemos
deducir la igualdad de los tres, afirmación evidentemente
Íalsa (como se deduce del concepto empirista de punto
aplicado al caso).

Donde particularmente se introducen paradojas, es

en la anulación (le la expresión cuando x crece inde­
finidamente, lo que se expresa diciendo: para a; infinito
I . . . . . ,
— es nulo, como s1 el minnto fuera una cantidad; la e.\'­
:v

., I , . .
presion —mmca puede anularse y solo sera permitido

1:

hacerlo cuando se considere limites matemáticos por cuanto
. , . ,. I

efectivamente el lnmte matematlco (le r es cero; en todos
los demás casos las paradojas son Consecuentes. Scan por
ejemplo las dos series (liverg'entes:

3, | 5, .7_ 2 U

2 3 .| o o

I aiii 24,9.
T z "o a . _kl o

Potenem
delos conjuntos

in inílos

falso principio
llamado

microhio
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Suponiendo que el infinito sea algo determinado y
prolongando las series hasta el, estas no difieren entonces

. , . 1

smo en el ternnno Y de manera que restando la segunda
de la primera se saca el absurdo:

1+L+L+L+L+HHH:_I
2 6 12 20 3o

procedente como se vé de haberles eliminado un extremo
pues si en vez las suponemos limitadas respectivamente
, , . zii-LI 2 u—1 "LI . .
a los terminos ' v < ) 1 la diferencm

7. ' M '— I

, 2” — I 1 , .
sera —— I r: I ———y entonces a medida que

1 u

u crece indefinidamente se tiene la igualdad:
, I I I

lnn ——¡———i———}——+»— —[— '_‘. I
2 6 12 20 3o

expresión perfectamente correcta mientras ’se deja cuesta
forma pero si en vez escribimos:

1 I 1 I__I___1___.I__-L I
2 ' 6 ' 12 ' 20 ‘

í -L L _I_L .1- l
6 ' 12 ' 20 ' ' ' ' ' ' 2

_ _I_L I _: E
12 ' 20 ‘ 3

I I _ I
20 l . . . . . . _ 4

I l I I I I I l

sacamos: ———¡—3 —¡— 4- —¡— 3 —¡— . . . . .. I +

I I 1 , I . . .,

3 —¡—3 -¡- —. . . . . . de donde eliminando tambien el otro ex­
tremo de las séries, sale el absurdo o :: I.

Debe en consecuencia dejarse siempre (aún cuando
la serie fuera convergente) el último término cuyo límite
es cero, pues la eliminación de este conduce necesaria­
mente á paradojas. El falso principio que consiste en sen­

I . r . r . .

tar z : o para x mfnnto es llamado por I<leury ¡mamá/o,
expresion que emplearemos para simplificar el lenguaje.

Veamos otras paradojas obtenidas por laintroducción
del ¡Mirra/lío.
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Cauchy al aplicar la série de Mac-Lnurin á r _JÏ
saca: haciendo x 2:: o

I

vk_:_c:o»%—o—%—o—}—o-|—o+ . . . . . ..
y deduce asi que:

x x —
r :: {7 »%—(I -‘:: (J —-- I'

estos absurdos proceden de haber escrito _I :7: o resul­
(,' x

tante del ¡II/"(robin siendo así que lo único exacto es:
II

x x csigunl á cero más Línliles
(le indclermi­

lim. r :r o, de manera que (r
un resto cuya. eliminación produce el absurdo anterior. "ación

I _\' falsos límites

Si consideramos la expresión y 1 como ecuación de
r x

una curva, vernos que el eje x 4;: o no la corta y por lo
I

tanto no puede escribirse 1 -.: o sin destruir el vínculo
¿o

que une x con y.
‘ . ., oo

Henry hace ver igualmente como la expresron a,

0><oo,oof_u;1°°, oo“ que figuran como símbolos de in­
. ., . , lo . .

deternnnacrou debido :1 que se deduceu 6 escrito,niedmn­
I—: w

. . o \ I I I .te e] muro/2m, en las forums ——, o /< —,—_- —,etc. no tie­I o o o
_ -_—: CDo

, . .. .4x"—[——6x--{-7nen tal caracterpues 51escribimos,por e].—.—7—3 x' + b

el límite de esta expresión cs43 sin indeternliuación al­
. . . . I

gunn lo nusnioque se la escribimosbajo la forumT
3 x '1 b

(4 x” —'¡—6 x + 7). Igualmente el líiuite de la expresión
, r

I ' . . . . . .

( I 'á- —) CS (' Slll llldCtCl'llllllflClóll: iO ll'llSlllO Sl pOIIQlIIOS7/1
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3 . 3 ,. 2 , . 2 I

I/ xa 22+1 — l/ «"1"l" 35‘ ‘i l" su lmnte es ——I -r3 3

. . 2 a ’ Q

escril)1endo(x-»Í-rr _!..-__, 7_ f,’ _ll "3) (1'! h“ 27)r_13
(x --I r)

' l
,7, 774. 3n,__—

I ‘ a’ — 3 x . . .I>--- —-sm ninguna duda, igualmenteen‘ x m 1
l

(I —{—m)“ su límite es r. Es incorrecta pues. según esto,
la extensión que Caucllyllizo de la regla formulada por
el marqués de l’Hospital para buscar la primordial de una

. , x) .

expresron que toma para crerto valor II de :c all

o . [/11 /T ll
forma —;esta regla consrste en poner '.(,—) Cau­

0 ./. (ll) _/ 1 (n)
eby escribía, aplicando siempre el falso principio llamado

r

. . f. (II) , .,
muro/Ho." I , y deducra que cuando una funcron toma

./'(") _
oo ., 1/ /’/¡

la forma —, puede tambien establecerseque .', »
oo j. (u) _/. (II)

siendo ahora _/'(I¡) y /; (/1) igual al infinito. Aplicando
I . I rr . lx l' (s l
: la expresron — se tiene para x z oo, — ——x .r r

r" (x - 4-I) ' 0.100. oo :: o.
Para terminar este punto de las paradojas, réstanos

indicar que donde se producen notables, es en las series
indefinidas cuando se les suprime nn extremo y se intro­
duce la noción del infinito. Sea por ejemplo.

I I I r r I r I
n — — ¡7 - —-

1 2 3 4 ' 5 ()

I r . 1 I I I 1 1

1 2 4 ' 3 6 ' S

Facilmente se deduce que ll ' 2 7', sin embargo no
existe ningún término de u que no este 7' cuando el otro
extremo de la serie lia desaparecido. Así que el infinito
conduce á estos absurdos:

1/ 2 7' 1/ l 2 "’

(I) I-Inlas series llamadas absolutamente eonvergenles, la suma no depende del
orden (le colocación (le sus términos. pero en las otras sl’.
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Igualmente si tenemos

A ,—_L_¿L .E, 1+ 1..
1 2 3 4

2 . 2 l 2 2 tI; ""¡’_—í _ ’¡ . . . . ..
2 4 3 (S

I I I I

C '.-—- — — —;
2 4 6 h

.\413_-2C, Ii-C-—C
\ I 1 I I

Pero .-‘\ w C — w 7 - r __
I 3 a /

\ I I I I
B — c — — — —_

2 4 5 .8

I 1 I I 1 I X 1

.-\—B — — -—} — »— —‘
1 2 3 4 3 6 7 (H

. I 1 ‘ I I I I
y como A ;: B se tiene o — — — - -— a — —

I 2 ' 3 4 5 0

I I 1
7- - ———,,absurdo patente.' b/

Consideremos ahora la serie natural de los números
enteros I. 2. 3. 4. Los cuadradosperfectos I. 4.
9. 16. 25 . . . . .. que incierra aquella serie están en mi­
noría; así de I á Io hay tres (I. 4. 9) de IO á Ioo siete
(16. 25. 36. 49. 64. SI. mo), etc.

Si pues esta serie se considera prolongada hasta el
infinito, los cuadrados figurarán en minoría, sin embargo
debiendo figurar en ella todos los números, caereinos en
una flagrante contradicción (argumento de I’illet sacada
de Galileo). Creemos haber dicho bastante sobre el terna
y terrninarenlos mencionando la serie I -»——I n}—I I
I I.. que gracias al infinito tiene: según Enler el va­

I ll , I x" ,lor -; fi segun otros pues de ——— I A.1" 4""2 lll I .r'”

, , . 712;"‘l' '" -- x-"' hacrendo ,1' -:: I se deduce — : x ——:v
m

I t ' i ) . ) ' ' . .' __' II - - I I ra I -—.. lala lrrngshenn se tiene h—,——-—
. I . J.

I '.’ ‘.' .'n 4 Ix I'j‘x-'J":‘,T «¿mah-3 I» 1 I I
I a I _\' también igual o.

'l‘odos estos pintorescos resultados se deben al mí­
rroÍJ/b. (V "ase C.
París 1901.

Bore]. Leeons sur les series divergentes,

Serie de l‘illh'l‘
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CAPÍTULO CUARTO

La experiencia en las ciencias exactas

Sabido es que la ciencia de un objeto es el conjunto
de leyes, ó de relaciones necesarias, derivadas de la natu­
raleza de aquel. Para que la ciencia de un objeto sea (pr/¡rm
se requiere que la naturaleza de (llCllOobjeto sea comple­
tamente (leterminada para nosotros, (le manera que, ó
pueda reducirse aquella por medio de una definición á
otras ciencias análogas existentes ó bien fundarse en un
conjunto de lieclios ó de propiedades que bastan para
determinar el objeto motivo de la ciencia así como todas
sus leyes y que constituyen los elementos primos de ella.

Ahora bien, no todos los fenómenos y manifestaciones
por medio (le los cuales los objetos á nuestro alcance se
presentan á nosotros, son susceptibles de una determinación
exacta; algunos escapan á nuestro control haciendo impo­
sible comprobar su identidad cuando se producen en las
mismas condiciones; otros en cambio, pueden ser deter­
minados con toda exactitud, así como todas sus transfor­
maciones, de manera á hacernos factible la optención de
las leyes que los rigen. Estos últimos son, en consecuencia,
los únicos que pueden dar lugar á una ciencia exacta. En
cuanto á aquellos, solo pueden motivar una ciencia de esa
clase cuando, mediante una aproximación más ó menos
grande, se encuentra otro objeto ideal que sustituya al
real y cuyas leyes impliquen manifestaciones muy pare­
cidas á las verdaderas. Se deduce de todo esto que en una
ciencia exacta existen dos elementos bien caracterizados:
1." los datos experimentales y 2.“, la lógica pura que los
combina, compara, establece su concordancia ó contradicción



_\' los reduce al minimum necesario (¡istinguiendo los que
son reahncnte primos Ó irrcductibles de los derivados.

Si estas bases ó datos fundamentales de la ciencia
exacta (llamados también hipótesis de ella) satisfacen a
la condición de no ser contradictm'ios entre sí, la ciencia
en cuestión es, bajo el punto dc vista lógico, perfectamente
cierta aún cuando no corresponda a experiencia alguna.

.-\hora bien, los hechos y fenómenos reales sc mani­
fiestan a nosotros dc infinidad (le maneras; no cs siempre
fácil apreciarlos, _\' aún en los que mas se prestan al
control, este es necesariamente deficiente, (lados los ele­
mentos de que disponemos para efectuarlo; así que la
ciencia basada en ellos se resiente de alguna diferencia
con lo rcal y solo debe aceptarse cuando aparezcan muy
aproximados los resultados obtenidos á los verdaderos; si
la diferencia fuera mn)" considerable, forzoso sería cambiar
las hipótesis fundamentales hechas.

La parte puramente lógica (le las ciencias exactas,
independiente dc la experiencia _\' rigorosa dentro de las
hipótesis fundamentales hechas, cuando estas no son con­
tradictorias entre sí ni den orígen a cont'adiccioncs al
combinarse por medio de la lógica pura, es lo que se
llama las ¡Malu/¡(il/mx.De esto resulta que las matemáticas,
como serie dc deducciones _\'
particulares, pueden bastarse con hipótesis agcnas a toda

de procedimientos lógicos

experiencia con la única obligación de satisfacer estas a
las condiciones anteriormente índi ‘adas. I'Ésjustamente lo
que sucede con las Geometrías no euclideas, á diferencia
de las basadas en cl celebre postulado cl cual afirma un
hecho experimental. l’ero veamos lo que sucedería si
basándonos en lo anteriormente dicho, se desechara toda
experiencia en las matemáticas.

Las combinaciones de hipótesis fundamentales, así
como la distinta una serie
indefinida. Se impone pues elegir entre ellas las que sean
dignas de llamar nuestra atención; la fantasía tomada
como única guía nos conduciría por sendas completamente
estériles. Además, por variada que sea la imaginación, la
realidad es aún más variada y los caminos abiertos por
ella son incomparablementc mas fecundos. La Naturaleza

naturaleza de estas, forman

Las
Inalemálicas

Importancia
(le

la experiencia
en

las malemálieas
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nos indica cuales, entre todas las hipótesis arbitrarias,
deben preferirse por sernos provecliosas _vde utilidad algo
más que platónica.

Ahora bien, la ciencia no se lia desarrollado de primer
golpe en la forma tal cual se presenta ante nosotros;
tomemos por ejemplo el Analisis: lo encontraremos actual­
mente perfectamente dog'matizado, ordenado, disimuladas
todas las tentativas v tanteos verificados en su lento
desarrollo, y aparentemente eliminados todos los datos
experimentales; pero, estos existen virtualmente, _vá la
menor aplicación de aquel a un problema de física que­
dará inmediatamente revelado su orígen experimental. I'll
nnmdo exterior le lia suministrado la noción de conti­
nuidad, con la cual lia abierto perspectivas sin límites á
sus esfuerzos. La 'l‘eoría general de las funciones tiene
sus límites de partida en la resolucion de problemas de
física. La serie de Fourier, las funciones de Lame, la teoría
de las ecuaciones con derivadas parciales de segundo orden,
etc., han sido imaginadas en vista de la resolución de
problemas experimentales. La misma experiencia no sola­
mente provoca _vpropone los problemas al analisis, sino
que aún ayuda a encontrar los medios de resolverlos,
hace preveer las soluciones y sugerir los raciocinios. li:­
cilita las semejanzas _vla interpretación de los resultados,
haciendo ver analogías donde estas ni se sospechan.

La Geometría saca de la experiencia la noción de
extensión, de punto, de línea recta con todas sus propie­
dades intuitivas; la noción d) ángulo, de ángulo recto, de
circunferencia, de longitud de esta, son igualmente suge­
ridas por el nnmdo externo. Cada vez que una de estas
nociones es motivada por la experiencia, las matemáticas
se apoderan de ella, se la asimilan, disimulan su orígen
creando una ciencia particular de ella Óhaciéndola entrar
en otras anteriores previa creación de un ser ideal nuevo
que reemplaza al real. 'l‘al lia sucedido en geometría con
la circunferencia del círculo, con el desarrollo dc esta,
reemplazando las figuras reales por otras creadas ax-[trryizro
partiendo de nociones distintas, como ser de los polígonos,
disimulando así habilmente su orígen experimental. Lo
mismo sucede en aritmética con los números fraccionarios
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que, sugeridos practi 'amente por la división de la unidad
de medida se definen luego como el cociente de dos ‘au­
tidades.
riamente las cuestiones sencillas sobre

Igualmente, eu el análisis, segun vimos‘ ordina­
cantidades

sugirieron operaciones que luego la inducción ha ensan­
chado hasta constituir métodos reputados rigurosos antes
de que existiera una verdadera demostración de ellos, la
intuición ha jugado un papel predominante antes de llegar
al rigorismo matenu'ltico que ha definitivamente escondido

origen experimental, haciéndonos aparecer actualmente
analisis completamente formado con sus metodos sor­

reales

CC __.

prendentes y usando eu partes símbolos puramente lite­
rales. Lo aprendemos _\'empleamos sin conocer su orígen
primordial que no es otra sino la experiencia. I'n ejemplo
patente lo tenemos en la introducción del concepto de
límite matemático con todos sus agregados: incomensura­
bles series y productos infinitos, diferenciales, etc. I'll hecho
experimental originario que es la noción de continuidad
y transformacu'm de las cantidades concretas en el pasage
contínuo de un estado :1 otro,_sugirio una serie (le estu­
dios que remataron finalmente á los metodos de .\'e\\'ton
_\'de Leibuitz. .-\ntes de llegar á las admirables y tran­
quilas exposiciones que encontramos eu los tratados mo­
dernos, donde todos los tanteos y vacilaciones desaparecen
en el hábil encadenamieuto dc los capítulos, han sido
necesarios esfuerzos colosales que realizaran esta armonía
combinando todos los estudios y problemas cuyo planteo
ó sugerimiento tenían su fuente inmediata en el mundo
externo. Como se deduce del estudio hecho en esta tesis,
el concepto de límite matemático no tiene su caracter de
evidencia sino debido á la experiencia‘ pucs todas las
demostraciones de la existencia de ese límite no son rigo­
rosas y escapan fatalmente á nuestros esfuerzos así como
todo lo que toca la esencia absoluta de las cosas.

La afirmación de la existencia del límite matemático
juega en el análisis el mismo papel que en geometría el
postulado de Euclides; ambos solo afirman un hecho expe­
rimental; pero es fácil disimularlo en el analisis: basta
conformarse con transformar á este en un puro formulismo
(/rjim'r'I/(fa 2m símbolo, llamado límite de una serie de \'a­

Hjt'lllplo:
ei eollccpln (le

límite
matemático

lil simbolismo
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lot'es, y romania/(Io cuando dos de estos símbolos seran
iguales, cuando será mayor uno que otro, etc., tal cual lo
hicimos ver (pág. 54 I)e esta manera el principio de
limite con toda su metafísica habrá desaparecido en las
matemáticas, como proposición á demostrar, _\'juntamente
con él todo dato experimental á excepción del de número
entero.

Ahora bien, todo este hábil encadenamiento que nos
presentan las matemáticas actuales, eliminando su orígen
experimental rccobrará su faz positiva denunciando a este
último, en cuanto queramos hacer la menor aplicación de
sus resultados á los problemas de la vida real.

Las definiciones, que juegan un rol tan importante
en las matemáticas sirviendo de base cada una de ellas á
un capítulo especial ó á un nuevo desarrollo proporcio­
nándoles un alimento al parecer inagotable, esas defini­
ciones decimos, pierden, en cuanto se apliquen los resultados
obtenidos partiendo de ellas á 1m ojeto real, su carácter
a primera vista antojadizol" quedando imnediatamente
revelado su orígen experimental, el cual solo ha podido
disinmlarsc gracias á un postulado sobreentendido al enun­
ciar la definición y que consiste en afirmar tacitamente la
correspondencia de ella _vpor ende de sus consecuencias
con los objetos reales motivo de estudios.

Así, nos veremos obligados :i confesar que la longitud
de una circunferencia de círculo definida como [nl/¡lr de
los pcrímetros inscriptos ó circunscriptos á esta, equivale
en realidad á la longitud buscada del contorno de la rueda
que tenemos á nuestro estudio; que las cantidades fraccio­
uarias definidas como el cociente indicado de dos canti­
dades enteras indican en realidad partes de la unidad de
medida; que el símbolo empleado y designado con el nombre
de limite de una serie de valores, corresponde efectiva­
ment> á algo real.

I‘ïn resumen. la experiencia ha sugerido _vdado los
elementos primos de las definiciones matematicas; al prin­

(l) ¡{ste carácter al parecer arbilrario de las definiciones malematieas se nota
particularmente en el análisis. donde gracias á los trabajos de Lagrange. Canehy.
.v\l)e|. Gauss. ete.. es posible según vimos. llegar .4 las nociones más elevadas sin
hacer intervenir otro dato experimental distinto del número entero.
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cipio la intuición jugó un papel importante haciendo
aceptar como exactas muchas cosas falsas; poco á poco
el papel de la intuición fué perdiendo de importancia de­
jando su lugar al de la lógica pura; las varias nociones
fundamentales primitivamente consideradas como:elementos
primos intuitivos é irreductibles tales como: número entero,
fraccionario, cantidades continuas etc., han ido perdiendo
poco á poco ese carácter quedando todas ellas derivadas
del número entero; pero á medida que esto se verificaba
las matemáticas perdían á su vez en realismo lo que ga­
naban en rigor.

La mezcla de elementos experimentales y (í fríon' Rol
cuyo conjunto sin ligazón constituía la primitiva ciencia, d"
caracterizada por cl rol importante que la intuición desem­
peñaba en sus verdades, han quedado unicamente redu­
cidosá los (¿pr/ari; pero, para que las matemáticas funda­
das exclusivamente en estas últimas y en las que una
propiedad es elegida ari-[Millan _vtomada como definición
para deducir de ella todas las demás, puedan aplicarse á
la realidad y no ser puramente platónicas, es necesario

;que las definiciones dadas correspondan tacitamente á
algo real; de lo contrario se caería en una esterilidad
desconsoladora. 'l‘al es el rol que juega la experiencia en
las ciencias exactas.

Ahora bien cabe preguntar: ¿Qué motivo tienen las
matemáticas para tender constantemente á eliminar de
ellas todo dato experimental tomando así un carácter capri­
choso y de simple juego espiritual? Milliaud nos lo dice
claramente en los siguientes términos: «Esta tendencia se
» basa en una fundamental necesidad filosófica. Los ele­

ln experiencia

ciencias cxnclus

mentos de nuestro conocimiento, sean de orígen racional Rm,"

ó experimental, se combinan en nuestro espíritu de tal 1“lmd'cmi"
) manera que el grado y la naturaleza de la certeza que dl.
» encierran en sí, es dificil de precisar. Ahora bien, la re- ¡"S""Ilf'l'Ijïlims
a construcción lógica de los liecllos experimentales tiene u,‘,,;,',':'¡:',::".
» por resultado separar netamente, por una parte lo que experimental
» presenta en ellos el carácter de certeza, sino absoluta,

por lo menos la mayor que nos es dado poseer, y por
» otra parte lo que no es sino una verdad de inducción.
:>En otras palabras, tiene por efecto crear una matemá­
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tica ideal extendiéndose por encima de toda experiencia;
>es la que conocen especialmente los matemáticos. Detrás

de sus andamiages lógicos están en realidad al abrigo
de toda objección y es con razón que la evidencia de
sus conclusiones es tomado como el tipo más perfecto

» que se ofrece á nosotros. Stuart Mill pretende que la
certeza de las verdades matemáticas es inductiva. Esta

r tésis no afecta sino las verdades matemáticas olyi‘lírwdax
» por así decirlo, enunciada con motivo de seres concre­

tos que sugiere la experiencia. Nos parece entonces
perfectamente justa, por cuanto equivale á denunciar el
eterno postulado que se esconde detrás (le toda creación
del geómetra ó analista para reaparecer en el momento

» (le la aplicación. Pero no afecta las verdades lógicas de
:>esta matemática ideal que acabamos (le definir. Esta, es

¡Annals-"¡Mim» cierto, parece estar afectada aun con los datos iniciales
fl » y fijándose bien se vé que nada afirma sobre estos.

» limitándose á buscar cuales son las consecuencias dedu­
» cidas (le la aceptación de las hipótesis hechas. En fin,
¡la confección de esta matemática formal nos dá índi­
» caciones preciosas sobre las cosas mismas v nos enseña
y»cual es el minimum de propiedades que basta suponer
a en esas cosas para justificar la aplicación (le verdades
«lógicas. Todas las propiedades geométricas del círculo
» por ejemplo, se extenderán á las ruedas y otros redon­
v deles concretos, si existen, cuyos puntos estén á igual dis­
.>tancia de un centro. El análisis superior se aplicará á
>>las cantidades en las que existan estados correspondien­
I tes á todos los simbolos que ha creado, etc.

« Y así se aprende á conocer el minimum de propie­
>dades caracteristicas mediante las cuales un hecho con­
z creto puede entrar en el engranage de las deducciones
» de las matemáticas puras.

« He ahí de donde saca su razón de ser. l’ero, cual­
,zquiera que sea el interés que presentan, creemos haber

suficientemente mostrado que por su esencia puramente
formal no podria dar la solución de ningún problema
concreto. Por eso es que los tratados de matemáticas,
por rigurosos que sean y precisamente en razón de su
extremo rigor, no podrán jamás hacer snpórfluo el es­
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:>tudio de los problemas del conocimiento y de la meta­
» física de los conceptos fundamentales.» (U

Para terminar observaremos que generalmente se
dividen las matemáticas en puras y aplicadas, entendién­
dose por puras el análisis v la geometría y por aplicadas
las demás; pero esta división no es fundamental. Consi­
deremos por ejemplo la física matemática y el analisis
infinitesimal. Aquella puede considerarse como una apli­
cación de esta, pero la esencia de las dos es la misma en
cuanto una _votra parten de hipótesis deducidas ó no de
la experiencia y se desarrollan basándose en ellas. La
única observación que puede hacerse esque, en este caso
por ejemplo, la física matemática tal cual existe, parte de
ciertas hipótesis sobre la constitución de los cuerpos rea­
les _vsobre agentes ó fuerzas que actuan sobre aquellos
llegando así á expresiones, fórmulas y ecuaciones de cuya
resolución depende el resultado buscado, pero esta reso­
lución misma es tema de otra matemática especial por
cuanto, ecuaciones análogas aparecen también en otras de
las matemáticas llamadas aplicadas: la mecánica racional
la mecánica celeste, etc., por ejemplo, de manera que hay
material bastante para la existencia de esa matemática
especial la cual á su vez tomada en si misma, dentro de
las hipótesis particulares en que se base (vimos que en
definitivo la única experimental era la noción de número
entero), puede tener campo libre para que la fantasía la
lleve á resoiver ecuaciones las más antojadizas _vestéri­
les; precisamente las matemáticas en cuestión llamadas
aplicadas y en particular las más arriba indicadas, evitan
este extravío indicáudolc cuales son las que debe dar pre­
ferencia profundizar, y estudiar, suininistráudole además
variedad de cuestiones mayores aún _vmás interesante que
las que la fantasía le proporcionaria. En ese sentido las
matenn'lticas aplicadas vienen á prestar á las matemáticas
puras la misma utilidad que la prestada á ellas mismas
por la experiencia.

Ahora cabe preguntar ¿como el análisis infinitesimal,
que viene en resúmen a servir así para estudiar ¡í los

de l'nul (lu ¡luis Raymond: 'l‘heoriel) (i. .llíh'mml. lnlrodueeín’m de la obra
gem-rnle des Ionelious.
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cuerpos, puede aplicarse á ellos estando basada en las no­
ciones (le continuidad y dc divisibilidad al infinito siendo
así que la materia es discontínua? Es consecuencia de las
hipótesis fundamentales de la física matemática. Ya diji­
mos anteriormente que muchas veces para hacer que la
ciencia de un objeto sea exacta, se reemplaza dicho objeto
real por otro ideal susceptible de prestarse á una deter­
minación exacta y tal que los resultados con ól obtenidos
no difieran sensiblemente de los reales, por eso si bien el
volúmen de un cuerpo no es el aparente, si bien su com­
posición no es contínua sino formada por un conjunto de
partículas separadas unas de otras etc., en la práctica estos
cuerpos se comportan para nosotros como si la materia
que los componen fuera realmente contínua; por eso sus­
tituimos el cuerpo real por el ideal que reuniera esta con­
dición de continuidad. El volúmen que sacaremos para
este cuerpo ideal, su superficie, su densidad, su capacidad
calorifera, su conductibilidad etc., no corresponderán exac­
tamente al real que sustituye, pero esta diferencia carece
de inconvenientes prácticos y es legitima la sustitución
por cuanto nos es imposible hacer de otra manera y sus
resultados concuerdan y están en armonía con los corres­
pondientes en la realidad. l

La aplicación del análisis infinitesimal a los fenóme­
nos dela mecanica es aún nmcho más justificada, por
cuanto la trayectoria, la velocidad, aceleraciones de los
movimientos se efectúa de una manera continua toda vez
que interesan á los conceptos de espacio y de tiempo
símbolos tipicos de la continuidad. listo en Cinemática.
Igualmente en dinámica, las fuerzas naturales varian de
una manera contínua así como sus acciones; algunas como
la gravitación universal son funciones de la distancia, es
decir, interesan también al concepto de espacio, otras
como las fuerzas eléctricas, caloríficas, aparte de que tam­
bien son funciones de la distancia, son proporcionales á
masas que practicamente pueden también variar de una
manera contínua. En resúmcn, los fenómenos naturales,
particularmente los que están íntimamente ligados en su
variación con el tiempo y el espacio, presentan un carác­
ter de continuidad que si no es absoluta burla todos
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nuestros medios de control; por eso es que el método
infinitesimal de Leibnitz tienen la calidad eminentemente
importante (le prestarse al estudio de la naturaleza con
cu_vos procederes guarda íntimo parecido. La es‘ala de
cantidades indefinidamente decrecientes (le distinto orden
está en armonía con los que encontramos en los fenóme­
nos reales, por ejemplo: la fuerza de gravitación universal
produce en los cuerpos aumentos de velocidad que sou
cantidades indefinidamente decrecientes de igual orden
que el tiempo empleado para ese aumento; la variación
de los aumentos de velocidad son en cambio cantidades
indefinidamente (lecrecieutes de segundo orden; _vlo mismo
con la mayoría de los demas fenómenos producidos por
otras fuerzas. listo explica también el fracaso del método
de Lagrange queriendo suprimir las cantidades indefini­
damente decrecientes en la consideración de velocidad.
aceleración _votras; pues los artificios puestos eu juego,
aún por los más grandes genios no bastan para suplir el
orden natural de las cosas. l’oincaré en su memoria Luv

/\’(I/>/>0r/.r(/r' l'z’l/m/yrr ('l (lr la [fiar/(¡nc .l/al/Ir/¡III/¡qur
hace observar que si el análisis debe mucho á la expe­
riencia por intermedio dela física matemática, en cambio
esta, a su vez, recibe cuantiosos beneficios de aquella;
entre otros señala los siguientes: el análisis no revela á
la física ninguna verdad nueva pero le ayuda á presen­
tirla; en primer lugar, para enunciar las le_vesextraídas
de la experiencia se necesita el lenguaje especial del ana­
lisis único capaz de expresar relaciones tan precisas _v
delicadas como lo requiere aquella enunciación, de manera
que el perfeccionamiento de este lenguaje hecho por el
análisis es aprovechado necesariamente por el físico; ense­
guida las leyes no salen imnedíatamente de la experien­
cia pues esta es individual, aproximada, mientras que
aquellas son generales _vprecisas, es necesario pues un
trabajo especial para liallar las analogías profundas, fun­
damentales, no facilmente visibles; trabajo que solo reali­
zará el analista por ser de esta especie la naturaleza de
sus investigaciones. Cita el ejemplo de las leves de Newton
y Kepler que solo difieren por su forma de lenguaje; una
simple diferenciación hace pasar (le una a otra, pero el
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lenguaje especial de la (le Newton permite deducir por
uua generalización inmediata todos los efectos de las per­
turbaciones y toda la mecanica celeste, en tanto que con
el (le la de Kepler nada se habría adelantado en ese sentido.

Igualmente Maxwell aprovecha la teoría (le las can­
tidades imaginarias para liacer simétricas las ecuaciones
(le la electro-dinámica llegando á resultados que se han
adelantado veinte años á la experiencia. Finalmente el
lieclio de encontrarse la ecuación de Laplace tanto en la
teoría (le la atracción universal como en el movimiento
(le los líquidos, en el potencial eléctrico, en el magnetis­
mo, en la propagación del calor ctc., demuestra también
analogías fisicas a primera vista no existentes. Tales son
entre otras, las utilidades que el análisis presta á la Fisica
Matemática.

Los temas tratados en la 2-' parte (le esta tesis han
sido desarrollados por

/\’(’II(."/)('rmr/('.r—(}eometría 1638.
Ísmu‘ b’zzrroww-Lectiones opticae et gcometricae; liabitae

et scliolis (1674-1684).
¡mac ¡Yrrv/o/I-l‘letodo ol fluxions (1076-1687).
lfr'nmrd lr BMI/rr n’r I'll/I/r/Ir/lr-Biografias, 1657-1757.
(¡mV/mmmI'M/¡(7011€¿lu/ním‘ 1'//n.v/u'/n¿-—L’aualysc (les iu­

finitameuts petits (1696).
(ioq'frr'a’ -\'. ÍJ'ÍÍIIIÍÍSHACÉZIcruditorum (1684). Nova Me­

tllodus pro maximus et minimus itemque tangen­
tebus et singulare pro illis calculi gcnus.

¡{rr/mn! .\'Il'uaw/(i'laAnalysis infinitorum (1695). Consi­
(leratioues secundae Circa calculi (lifferentialis prin­
cipio (1696),

Lasnn' Nim/ax .lllll'ng'I'IYlÏ Carua/—Reflexious sur la mc­
taphysique du calcul iufiuitesimal (1753-1823).

Lomïvjoxrp/J Lagmngr'.——La lieorie (les loutions analy­
tiques (1997)—Lecons sur le calcul (les foutions
1801.

jm” Bnp/¡sh' joy/V1 /"()zl.r/'(rr-—Tlieorieanalytique (le la
cllaleur y obras varias (1821-1831).

Alma/¡u Lmlr (,‘(mr/¡y-Obras varias (1813-187)\
x

1jm)! .llzlrir Col/s/(m/ ¡ht/¡amd ——Cours(l’;\nal_\'sc (le l‘l.cole
l’olytecllnique 1840.-v-Obra citada (1866).

P. G. Lrjrum.‘ /)¡rl'c/I/('/—Obras varias.



lfrr/I/mm’ Ritmo/¡u Obras nlatenníticas (traducción Lan­
gel 1898).

All/(¡I'm-¡[Hgm/r (Tour/¡ul 'l‘raité eleinentaire de la Theo­
rie des Fonctions et du calcnl infinitesinial (¡841).

jm” L. /)’ouc/mrln/—Eleinents de calcnl differentiel et in­
tegral (1858).
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jam Hour/WConrs de Calcnl Infinitesiina] (1878
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I’d/Il (ln Bo/Zr/\’u_y¡mmn’—'l‘heorieGenerale des Fonetions
1882)
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niathelnatiqne et dans l’ensignement; Les Rapports
de l‘.-\nalyse ct de la Pliysiqne inathelnatiqne (1897).
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¿n la cindad de Buenos Aires á veinte _\'cuatro de
Octubre dc mil novecientos uno, la Comisión exaininadora

respectiva procedió á examinar la tésis presentada por el
ex-alnmno Claro Cornelio Dassen para optar el titnlo de
Doctor en Ciencias Fisico-Matemáticas y resolvió acep­
tarlo.
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PROPOSICIONES ACCESORIAS

1) Determinar e] número de cúbicas que pasan por
ocho puntos dados y son taugentes á una recta dada
trazada por uno de esos puntos.

2) Cual debe ser la naturaleza (le la superficie de
separación de dos medios desigualmente refríngentes para
que los rayos luminosos emanados de un punto del pri­
mer medio convergan en un punto del segundo medio.

1 II 1- 2

3) La expresron: 5 — 24 u — 25 es Slempre
dívisible por 576.

4) Superficie de revolución de área mínima entre
dos círculos paralelos dados.
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