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INTRODUCCION

Milhaud, ¢n ¢l prefacio de su traduccién de la obra
de I du Bois Ravimond i cdilgemeine Functioncntheorre,
dice: « I.a preocupacion demastada exclusiva del rigor, da

A la ensefianza de las matematicas una forma a menudo

dogmatica. Tos que han recibido esta ensefianza en los
- liceos o facultades, quedan mucho tiempo sin compren-
» der como puede haber, 4 propdsito de estas clencias,
» cuestiones capaces de dividir & los pensadores, v toda

discusion  filosofica ¢s 4 menudo mal recibida por la
» senctlla razon de que se siente dificilmente su necesidad »,
Entre nosotros, especialmente, estos estudios han sido
completamente descuidados no obstante la gran importan-
cia que han adquinido desde que Gaunss, Cauchy, Abel,
Lejeune Dirichlet, cte, han empezado 4 hacer sentir la
necesidad  de justificar los mcétodos conocidos anterior-
mente por simple induccion, v han aplicado ¢l aforismo
de Buckle:  Las erandes rceformas conststen menos cn
cdificar algo nuevo que en destruir algo viejo». He alid
¢l motivo de haberlos elegido como tema de esta tésis.

Ante todo, vamos a demostrar brevemente con algunos
¢jemplos, la necestdad de estos estudios.

Desde las nociones elementales de algebra dadas en
nuestros colegios de enseiianza sccundaria, s¢ nota la au-
seicta de cllos v la imperiosidad  de teuerlos en cuenta.
A cada rato vemos cmplear, con toda tranquilidad, mul-
tiplicadores negativos, olvidindonos que, mdicando el
multiplicador ¢l ndmero de veces que debe tomarse el
multiplicando como sumando, solo s¢ aviene con ¢l con-

Necesidad
del
cstudio metali-
sico
objeto
de esta tésis



Ejemplos
cn la
mnltiplicacion
de
tonomios
¥y en los
multiplicadores

En los
oxXponenles
¢
indices

Ll infinito

IS —

cepto de nimero de objetos v oes incompatible con el
concepto de dircccidon 6 sentido implicado en ¢l signo
negativo. Ensefiammos con toda seriedad la regla de los
signos para multiplicar dos monomios, basindonos c¢n
una definicion de multiplicacion  que consiste en hacer
buscar una cantidad llamada producto que sca al multi-
plicando lo que el multiplicador es 4 la unidad positiva,
definicion que engloba sunultdneamente a los conceptos de
cantidad, de direccion v de proporcionalidad, el dltimo de
los cuales presupone la divisidn, operacion postertor & la
multiplicacion; por esto llegamos al absurdo de decir:
nmenos por meunos da mis, olvidindonos asi que esas re-
glas de los signos tanto de la multiplicacion como de la
division son simplemeute reglas muemotéenicas aplicadas
4 los monomios cunando ¢éstos forman parte de polinomios
v no cuando estin aislados, en cuvo caso nada significan.
Ignalmente ensenamos que el cuadrado de una cantidad
negativa ¢s positiva v que la raiz cuadrada de una posi-
tiva tiene dos signos, v buscamos también la raiz de una
cantidad negativa sin apercibirnos que todo esto es un
simple formulismo que ninguna correspondencia tiene con
la realidad v que solo mediante una convenciéon previa
puede entrar d prestar ntilidad en las matematicas, Lo
mismo diremos de los exponentes v de los indices frac-
cionartos v negativos, cte, etc

En cuanto pasamos 4 las matematicas mas clevadas
nos encontramos desde nuestros primeros pasos con ese
fantasma llamado por Wronski: el . lugusio Infinito, que
revoluciona todo aquello en que entra, tanto en su forma
de infinitamente grande, como en su forma de infinitamente
pequeilo. Este Infintto, creador de cuantas paradojas hay
en natematicas, es tomado en general v con toda forina-
lidad, como algo real, como un ser ¢ una cantidad v deci-
mos: Dos rectas paralelas se cortan enel mfinito,- -Todas
las circunferencias tienen dos puntos c¢n el infinito; ha-
blamos también de conicas, de fuerzas, de planos, cte. en
el infinito, sin apercibirnos de que todo e¢sto no es sino
pura frascologia, 6 @ lo mas una manera simbdlica de
indicar cosas que no existen pero que corresponden A
forimulas deducidas de la aplicacion de operaciones arit-
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méticas 0 algébricas cn casos en que aquéllas va dejan
de ser validas.

Veamos un poco lo que aprenderia aquel que quisiera
penctrarse del concepto de infinitamente pequeiio consul-
tando a distintos antores.

Segin Lagrange, Iluler v d’Alembert han hecho ver
que las diferenctas llamadas infinitamente pequenas sow
witlas,

Boussiuese dice: ecre es el Gnico nimero, propiamente
hablando, infinitamente pequeiio.

Laurent, esenibe: cere puede ser un valor particular
del infnmnto.

Carnot, cree que los infinitamente pequenos tienen
una existencia tntermedia entre la nada v la cantidad real.

Casi todos los demas lo definen diciendo que es una
cantidad ciminentemente variable, v como segiin otros tiene
una infimdad de valores principales v también propieda-
des equivocas v que, Iinalmente, segun Hegel, dicho infi-
nitamente pequeiio es « un grandor tomado eu ¢l momento
en que participa de la fecundidad de ser v de no ser -
no es extraino gue diga después de esto Fleary, que para
comprender v opouer de acuerdo todo lo antertor, necesi-
taria ¢l lector haber ganado ¢l gran premno de filosofia.

Generalmente se define el infinitamente pequeiio, di-
ciendo que ¢s una cantidad variable que tience por limite
mmatematico cero. Veamos, pues, lo que es este limite ma-
tematico v qué reflexiones motiva,

Dejemos hablar 4 Paul dn Bots Raymond.

« Por concepto de limite, se entiende una manera cs-
pecial de ractocinar, en virtud de la cual de Ja natura-
leza de una serie de valores susceptibles de ser medidos

» v observados, se llega d la existencia de valores que
escapant 4 toda pereepeion vocuva existencia no puede
jamas demostrarse en ¢l sentido ordinario de la palabra,
A pesar de esto, estamos acostiumbrados 4 contentartios

» sin cgjar de esta conclusion que aplicanos constantemente:

» Esta manera de llegar 4 la exastencia efectiva de obje-

» Los que no pueden ser alcanzados por ninguna  percep-

> c1on mediata o inmrediata es, como se sabe, famtliar 4

v

ciertas ciencias, en las que se invoca una mancra comiin

Definiciones
del
infinitamente
prqueino

El lintite
mitematico
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» 4 todos los hombres para concebir por intuicion y para
» sentir. Pero, ¢no debe extrailarse que una forma de
pensaimiento apenas tan poco rignrosa, deba servir para
consolidar las nociones fundamentales v mds indispen-
» sables de las matematicas, es decir, precisamente de una
ciencia que mds que cualquiera otra se hace gloria
» del rigor mas meticuloso v s neto, v que s¢ muestra
» cada dia mds digna de su reputacion? ;Qué mateimnitico
podria negar, que {particularmente en la idea que ordi-
» nariamente se tiene) el concepto de limite v de sus
parientes proximos, lo ilimitado, lo infinitamente grande
v pequeiio, las irracionales, etc., carecen aun de solidez!
» Kl profesor, va hable ¢ escriba, tiene la costumbre de
recorrer 4 pasos rapidos esta peligrosa introducciéon al
» andlisis para pasearse tanto mads facilmente por los ca-
minos tan comodos del cdlculo -

« En verdad, raramente se extravia uno cuando busca

» las cosas mas curiosas fuera del camino seguido por cl
vulgo v precisaimente nos proponemos recorrer esa senda
» evitada por los otros .

De estas palabras deducimos la poca evidencia en si
del concepto general del limite matemadtico, el cual, sin
cmbargo, es aceptado ordinariamente como la cosa mas
sencilla y natural.

£l que quiere darse cuenta clara de los conceptos cm-
pleados en las matemadticas, encuentra pues grandes dificnl-
tades, v facilmente toma estas ciencias en adversion si
previamente no estudia su metafisica.

Y francamente existe razon para c¢llo; va dimos algu-
uos ejemplos, completaremos la tarea indicando otros mas,
sacados de la aplicacion del infinito 4 las series, al cilculo
Hamado infinttesimal, cte. v al método de mismo nombre.

A proposito de la serie

1 [ 1

1]
—
xl

Juan Bernoulli sostenia que tenia un dltimo término, que
es infinitamente pequeiio. FFontenelle aceptaba esta propo-
sicion v la hacia el fundamento de su Geometria del In-
findlo. 1.cibnitz, en cambio, no aceptaba la  existencia de
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este 1ltimo térmmtuno de la serie, basandose en que no pu-
diendo déste disminuir ni ser cero, seria un absurdo pare-
cido, segin ¢, al atomo de Il.cucipo. He aqui ahora la
explicactéon que da Bordas Demounlin para sostener la opi-
nion de Letbnitz. Dice: « La serie en cuestién no existe

sola, no ¢s sino un miembro de una igualdad el otro
> e la cual es uno, es decir, se tiene:

<l segundo miembro es igual al primero, no por la su-
ma de sus términos sino por la ley de generaciéu que
» los hace salir uno de otro, su esencia es de poder acer-
» carse indefmidamente al primero sin nunca alcanzarlo.
Suponed que lo alcanza, quitadle la  posibilidad de
acercarse a ¢l indefinidamente, destruirels en ambos casos
» esa serie. La umdad del primer miembro es ¢l principio
del conjunto indivisible de los térmmnos del segundo, v
¢t conjunto indivisible de los términos del segundo
~agota completamente la unidad del primero. La umidad
estd toda entera en ¢l conjunto, ¢l conjunto en la umi-
» dad, st que ta umdad pueda resolverse en el conjunto
ni ¢l conjunto en la unmidad. léxisten tal cual ¥ por su
» coexistencia necesaria forman la naturateza de esa igual-
dad v nos muestran ¢n un caso particular, la del infi-
nito. De donde s¢ v¢é que ¢l mfintto no es ni unidad
- solamente como lo creian los metafisicos desde Plotino,
ni ndmero solameute como lo creian los matematicos
desde Entocio, nt aun menos negacion como lo 1majina-
ban Pitagoras v Platon; pero es unidad v nimero &
» la vez.. o,

Lste es un cjemplar de las tantas divagaciones quc
ha originado el infimto, ese ser tdeal que como dice Bou-
charlat parccia haber producido prodigios al ser some-
tido al cilculo.

Veamos uno poco qué prodigios realiza aun en manos
de los mds cminentes autores.

IFreycinet, en su notable obra Aletapliysigue de ' Ana-
lvse infinitesimale, lega d establecer la siguiente proposicion:

Dos cantidades fijas entre las que se supone existe

~

Los limites
v los
infinitamente
prqueiios



Principios
falsos

Demostracion

.
solamente una diferencia infinitamente pequefia no tienen
en realidad diferencia alguna v son rigurosamente iguales.

He aqui la demostraciéon que dd de ella.

Desde que las cantidades son fijas, su diferencia no
» puede ser igual 4 una cantidad infinitamente pequeiia
» la cual es por su naturaleza eminentemente variable.
» Ks necesario deducir pues, que la designaldad supnesta
» no es sino aparente v que cl infimtamente pequeiio que
» parece representarla, figura abusivamente en la férmula
» donde se ha introducido como consecnencia de algiin
» error de cilculo pasado desapercibidamente. Si, pues, se
» esla bien seguro de ue la diferencia en cuestidn no es sino
> ese infinitamente pequefio, se estard seguro simultinea-
» neamente de que esta diferencia 1o existe. Por consi-
» guiente, s¢ tiene no solamente el derecho sino también
el deber de suprimir los infinitamente pequenos a fin

de restablecer la realidad de las cosas -

Aunque libre por demias, no puedo resistir al desco
de mencionar también el parangédn v refutacion que hace
Fleury de la anterior demostracion.

Dice IMleury:

Me parece que se podria poner este género de de-
» mostracion al alcance de todas las inteligencias, diciendo:
Il que no tiene sino un mirlo blanco no tiene en rea-
» idad mirlo alguno, pues siendo todos los mirlos negros,
» ¢s de toda necesidad que su mirlo blanco sea un mirlo
» niegro. or cousiguiente, se tiene no solamente ¢l dere-
» cho sino también el deber de exterminar todos los mir-
» los blancos, 4 fin de restablecer la realidad de las cosas.
» Fl mirlo negro es cero, v el blanco el infinitamente pe-
queilo. Es preciso primero que ¢l mirloe sea blanco, por
» ¢jemplo, en:
' : A3k o3x it R

» pries sino esta ltima relacion tomaria la forma - iluso-

ria v desprovista de sentido para 2 o. Pero cuando
» la relacion se ha reducido 4 3a®- -3 4 /4 -1 /4% s pre-
» ¢iso que el mirlo sea negro, pues solamente para 2 - o
» laexpresion antertor se reduce 4 3 af.  Es entonces

w
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» que se dice: Ya que el mirlo blanco no puede ser sino
» un mirlo negro, debe deducirse que aquél figura abusi-
» vamente cu la jaula donde s¢ ha introducido debido a
- algin error pasado desapercibidamente. Si, pues, se estd
» bien seguro que el pijaro en cuestion no puede ser otra
v cosa sino un nmurlo blanco, se estara bien seguro simul-
> tancanmente que es un mirlo negro ».

Podrian multiplicarse los ejemplos andlogos; para ter-
minar mencionaremos umcanente las proposiciones de
Duhamel v de Bertrand para demostrar que: Si una cantidad
variable crece sin cesar quedando constantemente inferior
anna cantidad determimada, tiene necesartamente un limite.
La lfalsedad de la demostracion de Duhamel estd demos-
trada en ¢l § ¥ capitnlo 3.0 de la primera parte de esta
teésis, Isn cnanto ala de Bertrand, Ia vemos inmediatamente
al ennnetar la demostracion: Iis claro, dice, que si la suma

H,, M, ",

adquicre un ntmero de términos siempre crecientes, tos re-
sultados obtenidos aumentaran constantemente, v si no pue-
den pasar de cierta cantidad fija, se aproximardn necesaria-
mente tanto como se gquiera, al menor de los mumeros que
no pueda pasar. Facithmente se vé que la existencia de este
minimum es lan difictl de comprender como ¢l aceptar
directamente, sin demostracion alguna, la proposicion sen-
tada; v que, en resumidas cuentas, ¢l ractocinio equivale i
modificar sin explicarla la enunciaciéon del hecho intuitivo
cn clla encerrada.

Todo lo anterior justifica pues la razon del tema
clegido para esta (ésis. No pretendo haber immportado
descubrimientos 6 mnovaciones  transcendentes, los que
serian superiores & mis alcances v al tiempo que me ha
sido dado invertir en clla: pero, creo sinembargo ser ori-
gimatl en la exposicion v en muchos puntos de vista,
habiendo formulado ideas v modos de ver propios @ fin
de dejar con todo esto bien esclarccida la metafisica
verdadera de los conceptos tratados v del alto anilisis tan
descuidado entre nosotros.

He dividido el trabajo en dos partes. La primera trata
de los conceptos matemiticos fundamentales: Espacio v

Demostraciones
fatsas
de 1a
exislencia
de un limite

Division
del trabajo
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Tiempo, Cantidad v Limite, cada uno de los cuales cons-
tituye un capitulo especial. El capitulo referente al cspacio
y al tiempo es cl menos matemdtico de la obra, por la
sencilla razon de que siendo estos los conceptos primitivos,
sunetalisica es pura; puede ser suprimido sin inconveniente
todo lo referente i la definicion, origen v naturaleza de
estas nociones, pues su indole filosofica cuadra muy poco
con la naturaleza rigurosa de las matematicas; no he que-
rido sin embargo eliminarlo para dar asi cuenta completa
de las tentativas hechas por el hombre para sondar el
misterio de la esencia de las cosas; ademas, los argumentos
de Kant basados en la geometria, hacian obligatorio su
miencion, siquiera somera. En el capitulo que trata de la
cantidad matematica he desarrollado la parte referente a
los grandores lincales, haciendo conocer los trubajos de
du Bois Raymond. Kste autor también es el seguido en al
teoria del argumento v funcion asi como en la division
del 1dealismo v empirismo del tercer capitulo, pues puede
considerarse como cl principal fundador de todas esas
cucstiones. He agregado lo referente 4 la teoria atomica
v demids puntos donde no se cita autores.

I.a segunda parte trata del Analisis llamado mnfinite-
simal v la he dividido en cunatro capitulos que tratan
respectivamente del método, del cilenlo, de las paradojas
infinitestmales y de Ia utilidad de la experiencia en las
ciencias exactas, aprovechando para todo clle, 4 mas de
mis ideas personales, los trabajos de Freveinet, Duliamel,
Ileury, Bois Ravmond, Poincarré, etc, con lo que creo
haber agotado el tema y dejado bien sentado la verda-
dera metafisica del Alto Analisis. He agregado a4 cada
capitulo de la primera parte v al final de la segunda una
lista bibliogrifica de los principales autores v sibios a
quien mas sc debe el progreso de estos estudios.

Al terminar seria mi voto ver mmciar entre 1osotroas.
el interés por estas cuestiones tan fundamentales de las
cicncias matematicas, v que este humilde trabajo fuera de
utilidad para los que se preocupan sinceraniente del estudio
de la ciencia pura.

CrLARO CORNELIO D)ASSEN.

Mueros Aives, +5 de Sepliembre de 1901,



PRIMERA PARTE

CAPI'ULO PRIMERO

El espacio y el tiempo

L.as nociones de espacio v de ticmpo son las funda-
mentales del conoctmiento det mundo extertor ¢ pues
este 1108 representa cuerpos  existentes cn el espacio v
variando con el tiempo; de ahi que estos conceptos ar-
chen sienipre unidos en todos los grandes problemas nie-
tafisicos. 11 espacio v el tiempo son los recipientes donde
todo entra. Desde luego se nos aparecen como ilimitados,
pues por mas que la nnaginaciéon trate de hacer retroce-
der los limites de aquello que le sirve de auxiliar para
representarse ¢l espacio, este siecmpre se abre mas allag
ignalmente ¢l tiempo huye 4 medida que se trata de se-
guirfo. Y se explica que asi sea, pues el espacio v el tiempo
son en si indeterminados no obstante et trabajo del pen-
samicnto que los determina en la medida exigida por las
cosas v acontecimientos. Se nos presentan igualimente como

(1) La relacion de cansa 4 efecto, seworua-non de todo conocimicuto de In Na-
*turaleza, implica I idea de sueesion 6 sea de duraclén: ignalmente las ideas de
clasificacion v ordenacidn inherentes i todas las ciencias sacan su claridad  de 1a
nocidn de espacio on donde pucden ordenarse v snponetrse los objetos. Particulav-
mente on las ciencias  fisico-matematicas  estos conceptos son  fundamentalfsimos
pucs van implicados en todas las definiciones, v en la Grometria v Mecdnica sumni.
pistran ademds clementos ditectos al cilenlo. Ao en las ciencias de logica pura
como ¢n el Andlisis & pesar de que su existencia se manticne fera de todo coneepto
de espacio ¥ de tiempo no puede negarse que los datos primos  han sido sugeridos
v sacados del mundo exterior ¥ que sin la existencia de estos serin nuy dudosa la
de aquellos. ) Pase cap. wllima).
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necesarios, pues nos parece que aun desapareciendo los
cuerpos v los sucesos no por eso se desvaneceria el espacio
v ¢l tiempo contimuando estos siendo el receptaculo de
los cuerpos v acontecimientos posibles. Igualmente 4 la
nocion de espacio v de tiempo va incluida la de conti-
nuidad v homogeneidad.

Sincmbargo, el espacio v el tiempo ticnen caracteres
distintivos bien marcados, los cuales pueden reasumirse cn
los siguientes:

El espacio parece mds bien ser la condicion de los
seres 0 objetos, v el tiempo el de los fendmenos ¢ acon-
tecimientos. El espacio es directamente representable, los
sentidos v la percepcion exterior nos dan su primera idea,
en tanto que para imaginar el tiempo, forzoso es recurrir
a la idea de espacio, siendo la memoria v la conciencia
las faciltades que nos dan la primera nocién de ¢l

Il espacio tiene tres dimenstones, el ticmpo una sola,
de manera que para fijar un punto del espacio necesitamos
tres datos micntras que un acontecinmento queda deter-
minado por una sola relacion con otro. Cualquiera de las
dimensiones del espacio puede recorrerse en los dos sen-
tidos, en tanto que la dimension damca del tiempo solo
pucde recorrerse hdcia adelante sin jamds retroceder.

El espacio es el simbolo de inmobilidad v de la inva-
riabilidad, es siempre el mismo; el tiempo en canbio sim-
boliza la variacion, la movilidad perpétua. La idea de
cambio esta ligada con la de tiempo, la de fijeza con la
del espacio. I.as magnitudes espaciales pueden medirse
dircctamerntte por superposicion v los sentidos son elementos
activos en estas medidas; en cambio, las magmtudes tem-
porales solo pueden medirse por procedimientos indirectos
v artificiales hactendo intervenir un clemento intermediario
de comparacion cuva hjeza depende de un principio racio-
nal, cual es la creencia en la constancia de las leves naturales.

Las partes del tiempo, si asi puede uno espresarse,
son sucesivas v sc escluven reciprocamente; en cambio las
del espacio son coexistentes de hecho v derecho. De los
tres aspectos en que puede tomarse el tiempo, 6 sea, pre-
sente, pasado v futuro, solo estamos e¢n contacto con el
preseute pero este ha desaparcecido v caido en el pasado
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antes de que siquicra havamos podido posesionarnos de ¢él.
Por eso, para especular con cl ticmpo se necesita recurrir
A la facultad de la memoria sin la cual la nocién del mismo
serta bastante vaga, por cso también para medir el tiempo
se¢ requiere artificios v premtsas apovados en principios
externos. El fundamento de esta medida viene 4 ser el
siguiente: S1 bien el presente, como dijnunos, s¢ nos escapa
v cae en el pasado antes de que lo havamos poseido, no
obstante, la persistencia de las impresiones en los sentidos
nos permite observar que en nninstante dado, las cosas del
cspacio se encuentran en un estado determinado, ¢l cual
cstado ha variado en otro tnstante de observacion. Ahora
bien, el espiritu no solamente concibe nna sncesion inde-
Nnida de esos estados del gran conjunto, sino que, ademas,
se representa la variacion de cada uno de esos  estados
como snsceptibles de producirse en muy cortas duraciones
igualables entre si v cuvas maguitudes puede reducir a
su albedrio; de lo contrario, solo seria talvez posible medir
¢l tiempo en sns grandes extenstones, pero no dentro de
los limites nccesarios 4 los usos practicos. Tomamos en-
tonices como unidad de medida, la duracion de un feno-
meno tipo convemente, v buscainos cuantas veces podra
cste fenomeno producirse en el lapso de ttempo 4 medir

Iisto supone que la duracton de dicho fenémeno tipo.
¢s siempre ignal, en todas las ¢pocas en que se  verifica,
pero nada nos asegura de ello, v este es justamente el
punto débil de la medida del tiempo. St se toma, p. ¢j, para
la duracion del fendémeno tipo, la de la rotacion de la tierra
alrededor de su eje ¢ la del segundo de tiempo deducido
de aquelta, no podemos comprobar gune estas duraciones
son stempre ignales en cualquier ¢poca ni ue en general
la duracion de los fendmenos al parccer idénticos sca cons-
tante en épocas distintas, v tampoco repugna a la razon laidea
de que esa variacion sca posible. Para constatar la mva-
riabilidad seria preciso superponer las duraciones, v esto
¢s imposible, St aseguramos sinembargo esta invariabi-
lidad, es solo merced 4 la conviccion general de la cons-
tancia de las leves de la naturaleza que es el principio
externo va indicado antertormente. Mquivale esto 4 decir
que la medida del tiempo estd basada sobre una verdad
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relativa, en tanto que la del espacio que dispone de la
posibilidad de superponer las figuras, tiene umna certeza
absoluta.

Luego pues, la posibilidad de la medida del tiempo
estd basada en la existencia de fenomenos cuva duracion
suponemos constante cn cualquier época en (ue se rea-
lize, basandonos en el principio racional del orden cons-
tante de las cosas; comparando ahora ¢l desarrollo de un
acontecimiento con la marcha del fendmeno tipo cuya
duraciéon podemos elejir a nuestro albedrio, podemos tam-
bién . completar la nocion de nmformdad va incluida en
la definicién de dicho fendémeno-tipo: Un movimiento serd
llamado uniforme si el espacio recorrido durante la pro-
duccion del fenémeno-tipo es siempre el mismo. Igualmente
se dird que el caudal de agua que pasa por ¢l cance de

-un rio ¢s uniforme, si durante la produccién del fenduie-

no-tipo este caudal es ¢l mismo cualqutera que sea la
¢poca en que se realice la constatacion dentro de los li-
mites en que se considere la uniformidad. Pero no hay
que confundir como lo hace C. de Freveinet en su /Jossar
sur le phylosopliic de Sciences Ta uniformidad de la marcha
del tiempo deducida de la supuesta duracidn constante de
los fenomenos tipos, suposicion que nuica podrd alcauzar
4 la categoria de certeza por no ser suponibles las dura-
ciontes,- ~con la uniformidad absoluta que ni tiene sentido
ni aun teniéndolo podria controlarse. Dice el autor citado
que las variaciones que podria notarse cn el gasto de uua
fuente de agua serian conceptuadas como falta de unifor-
midad de la fuente v no como una seiia de que el tiempo
ha marchado con designaldad, pero esto no es sino repe-
tir lo implicitamente supuesto al aceptar el fendmeno-ti-
po que sirve de unidad de medida. Si el gasto de la fuente
no cs cl mmsmo en las varias €pocas en que se compara
con la duracion del fendémeno-tipo, es evidente que dicha
falta de uniformidad deberd ser de la fuente puesto que la
duracion de aquel ha sido definida como constante. Ia uni-
formidad del tiempo depeude pues simplemente de la del
fenémeno-tipo v no de un absoluto de uniformidad, el
cual no tendria sentido; lo mismo sucede cuando, segun
nuestro estado moral, nos parece el tiempo mas ¢ menos
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largo 6 corto, solo quercmos decir al expresarnos asi que
la duracion del fendmeno-tipo cuva invariabilidad es de-
ducida de un principio racional es acusada por nuestra
sensibilidad de tal manera que si nos guidramos por clla
estariamos inducidos 4 creer que aquella duracion no es
constante.

L.a comparaciéon entre la marcha de un fendmeno v
la del tiempo asi entendida nos leva a4 la nocién de ve-
locidad; igualmente las comparaciones entre la marcha de
las distintas velocidades de un mismo feudmeno observa-
das en varias ¢pocas con la marcha del tiempo nos lleva
a4 la de aceleracion. ILa velocidad serd la relacion entre
el aumento en la marcha del fendmeno v el del tiempo
cmpleado, cuando este aumento sca tomado suficientemente
pequeilo. La aceleracidon serd la relacién entre ¢l au-
mento de las velocidades v el del tiempo necesario para
ese aumento siempre que este sea tomado suficientemente
pequeiio.  Kstas dltinmas nociones implican  simultinea-
mente los conceptos de espacio v de tiempo, pues los
fendmenos se  desarrollan en ¢l tiempo v se aplican 4
cuerpos, los que suponen espacio. Id espacio pucde por si
solo servir de motivo 4 especulactones independientes del
tiempo, pero la reciproca no es exacta; v se explica facil-
mente este hecho, pues la circunstancia de tener el espa-
cio tres dimensiones lo hace apto a toda clase de combi-
nacton de liguras. La Geometria v la  Istitica, por
cjemiplo, se bastan con la nocion de espacio. Fn cambio,
¢l tiempo con sa dimension anica, solo puede desarrollar-
sc en serie lineal v no se presta sino 4 combinactones
numéricas va incluidas en el espacio. Pero la combinacion
del Tiempo con el Espacio posce mna fertilidad sin limi-
tes prestindose 4 importantes especulaciones, entre otras
especialmente, las que se proponen relacionar las caunsas
con los efectos.

Iin toda esta disertacion sobre el espacio v el tiempo
no liemos definido  estas  noctones porqué una definicion
de esta especie es imposible. Definir algo es relacionar la
idea de ese algo con otras ideas va conocidas; ahora bien,
o stempre ¢s posible encontrar ideas tales que relactona-
das con las que se quiere defimir  sean immediatamente
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conocidas por aquel 4 quien se da la definicion, puede
pedirse en todos casos una definicion prévia de ellas v
esta operacion es susceptible de continuarse indefinida-
mente al parecer; es forzoso, sin embargo, asignarle un
limite, pues si s¢ observa que el niumero de palabras de
un idioma es necesariamente reducido, la serie de defini-
ciones agotara finalmente las palabras del diccionario v
preciso serd repetir alguna, en el cudl caso la definicion
primitiva fallaria couvirtiéndose en una tautologia ¢ re-
neticion.

Cuando se trata de definir cosas materiales, c¢sta
tautologia se evitard mostrando ¢l objeto primiitivo con
quien esta ligado el que se quiere definir, la defimicion
viene a ser entonces definicion de nombre v o de cosa
v la dilicultad desaparece: pero no sucede lo misimo cuan-
do se quiere definir cosas inmateriales v particularmente
principios metafisicos, forzoso es para evitar la tautologia
admitir en csos casos la existencia de ideas aceptadas por
todos sin definicion, va sea porqué existen naturalmente
en nosotros, va porqué han sido adquiridas imtuitivaen-
te en la primera edad de la intchgencia por efecto de
las circunstancias v de las  sensaciones personales. Pode-
mos decir en restunen que: propounicndose la definicion
hacen clara una unocion oscura v toda vez que el ntincero
de nociones que pucede poseer ¢l hombre ¢s forzosamente
limitado, debe aquella fracasar cuando pretenda versar
sobre las noctones mds claras entre todas las poseidas.
En esta dltima clase de nociones figuran las del ticmpo
v espacto, por eso todo lo que se diga para exphicarlas
o hard smo oscurecerlas introduciendo la tantologia. Para
definir el tiempo, por ¢jemiplo, deberemos cipezar diciendo:
ol liempo es. ... vova con esto solo se habrda produ-
cido la tautologia. Cuando Pascal en su  fsprit Geome-
trigue dice que ¢l verdadero orden consistiria en definir
todo, cac al hacerlo evidentemente en nna confusion, pues
st asi fuera, habria que decir, no de que todo esti defini-
do, sino de que nada lo esta desde que la serie de defi-
niciones nunca terminaria; forzoso seria al coutrario llegar
4 nociones tan claras que no existan otras que lo sean
was, viniendo estas asi 4 cerrar la serie en cuestion; v



esto no por deficiencia del espiritu humano sino por una
verdadera necesidad inherente a la naturateza del asunto.

Pero la mmposibilidad de definir ¢l espacio v el tiempo
no obsta 4 que sc trata de averiguar cual es el origen
de las noctones qune tenemos de cllos, v cual es su natu-
raleza. Sobre el origen de las nociones de tiempo v espa-
cio existen dos escuelas: la empirica 6 genética de la cual
es fundador Locke v la nativista 6 ideal de Kant.

Loocke en su Zonsavo sobre of cntendimicnto lemane
adimite que las nociones de espacio nos vienen elpirica-
mente de la sensibilidad por intermedio de los sentidos
del tacto v wista, opimidon apovada por lotze en su 7eo-
rea de los stgnos locales completada por Wund en su
Fistologia psicoligrca. S embargo Sergi en su  fisiologia
exporomental demuestra que el oido v el gusto cooperan
a4 dar mas fijeza a la idea de extension. lista escuela vie-
e hasta clerto punto i prescindir del espacio vacio, pues
cs evidente que los sentidos solo nos pueden dar conoci-
miento de cuerpos, v si bien estos son Inntados, pasamos
A la nocion de lo ithmitado en el espacio por la facuitad
de repetir la idea que tenemos de una distancta cualqgunie-
ra v de agregarle & la precedente, lo mismo sucede con
¢l tiempo, pues, de la duracion limitada de una cosa, la
reflexion nos conduce a fa idea de la duracion ilimitada
del tiempo. Tocke confunde en una sola, segin c¢sto, la
idea de extension ¢ de cuerpo con la del espacio v oatn
con la del Ingar. Fstas teorias fueron imperantes en todo
¢l siglo XVIII, pero Victor Cousin jefe de la escuela
ccléetica demostrd que la idea del espacio no puede mte-
lectualmente ser reducida a la idea de cuerpo, pues esta
para ser concebida exige va la tdea de sitio 6 lugar 6 sea de
la de un espacio dentro del cual sc encuentra el cuerpo; ade-
mas, la idea del cuerpo es relativa v contingente, micentras
que la del espacio es necesaria v absoluta; la nocion de
cuerpo implica limites, la del espacio né; de esto saca fi-
nalmente Cousin en consecuencia, que la idea de espacio
es de entendinento puro, mientras que la del cuerpo
proviene de la sensibilidad.

I.a escucla naturalista ¢ ideal profesada por Kant,
Shopenhauer, Miiller, Weber, Stumpft ¥y otros, admite que
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las nociones de tiempo y espacio las tenemos por una
intuicion; estas ideas son formas de la sensibilidad, son
categorias puramente sugestivas; la experiencia en nada
interviene para que las poseamos.

Wund sigue una especie de teoria intermedia, pues
admite que esas ideas proceden de una sifesis de las
scnsacioncs, es decir de una elaboracion ¢ quimica men-
tai del conmjunto de nuestras impresiones externas (Revis-
ta Filosofica, Tomo VI). Reconoce en consecuencia, una
predisposicion orgdnica en la fisiologia,--la que coustitu-
ve cl elemento nativista -- pero demuestra su desarrollo
por medio del estimulo dado por la experiencia - - parte
genética. —— Se ha observado a esta ultima teoria, que es
muy dificil concebir como pueden claborarse mentahinente
las ideas de espacio v de tiempo con el solo hecho de
sintetizar sensaciones, al contrario parece mas bien que
en esa sintesis hav algin residuo que no puede resolverse
en sensaciones. La escuela emipirica tiene 1gualmente que
luchar con la objecion de que las sensaciones solo se
conocen mediante las percepciones, v la percepeién de la
extension salvo casos especiales v de estudio muy com-
plicados como el vértigo v la apagogia 0 horror al vacio,
no se caracterizan m por la graduacion en intensidad ui
por venir acompaiiado del placer y dolor inherente & to-
da sensaciéon percibida. Es muy posible que en la adqui-
sicion de la idea del espacio v del tiempo intervengan
clementos racionales v por ende universales v absolutos
asi como clenentos sensitivos.

Los principios de identidad v de contradiccion que
son los directores del conocimiento, implican necesaria-
mente la idea de espacio v de tiempo, v reciprocaente;
pero ¢l estimulo externo de la experiencia puede contri-
buir 4 darles forma clara pues de las miltiples representa-
ciones (ue esta nos proporciona, particularmente por medio
de los sentidos del tacto, vista y muscular, conocemos la
existencia de objetos colocados  en diferentes  posiciones
unos con respecto 4 los otros separados por distancias
medibles; el movimiento relativo de los ismos ete. todo
eso nos deja un residuo que combinado con los elementos ra-
cionales va existentes ¢ nosotros viene a ser el concep-
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to general de espacio, primero, v luego por una ultima
abstraccidon de naturaleza cientifica basada en la relativi-
dad de la posicion v variabilidad de los objetos, la del
espacio vacio. Pero apurando mucho las objeciones se
llegaria fatalmente a la discusion general entre ¢l empi-
rismo cn sus tres formas con el idealismo.

En cuanto a la naturaleza del espacio v del tiempo,
se han formado dos doctrinas, una que les dd una exis-
tencia real 1 objetiva v la otra que les considera como
existiendo solamente en nuestro entendinmento.

Newton, Clarke v modernamente Aungusto Garnier
cousideran ¢l espacio v el tiempo como existiendo inde-
peudientemente de su contenido. Descartes en cambio, si
bien les da una existencia real, considera esta como in-
separablemente ligada con las cosas y acontecimientos, de
manera que desaparecerian junto con estas tltimas.

Ieibmtz observa que las distancias v las medidas
son enteraniente relativas, de manera que no le es posibie
al lhombre tener de ellas una idea absoluta; por eso con-
sidera ¢l espacio v el tiempo, 11o como algo existiendo en
la realidad, sino como un orden ¢ relacion entre las exis-
tencias v los acontecimientos posibles, tomando como co-
sas a relacionar en dltimo término, 4 las monadas por
¢l ideadas.

Iiu otras palabras no. podemos representarnos un ob-
jeto ¢ wn suceso sin considerarlo fuera de los otros ob-
jetos O sucesos, de manera que todos los que seas coexis-
tentes v todos los sucesivos forman una serie numerable
aplicando la sucesidn de los ndmeros enteros.

IZ1 orden ¢ relacion eutre cllos constituve nuestro es-
pacio ¢ tiempo v sus caracteres de necesidad v de mde-
finidad se¢ explica porqué, cousiderados en abstracto se
aplican lo mismo que ¢l niimero, no solo i lo real sino
también 4 lo posible v 1o hav & priori ninguna razon
para limitar la serie.

Kant considera, segun dije, el espacio v el tiempo
como formas « priors de la sensibilidad, el tiempo es la
forma del sentido interno, ¢l espacio del externo, por lo
tanto uno y otro preexisten virtualmente a los fendme-
nos v son independientes de cllos, no tienen realidad sino
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en nuestra manera dec representar las cosas externas i
las cuales sirve de forma, pero no tienen existencia pro-
pia. Aun sin percepciones, es decir vacios de objetos v
sucesos, esas nociones continuarian imaginables; son con-
ceptos trascendentales de nuestro espiritu que se imponen
4 pesar nuestro en todos los juicios v que provienen de
una facultad superior, pero su objcto no existe, sus pro-
piedades v relaciones imperan en los fendmenos, v de alli
la certeza de las verdades matemiucas basadas en ellos.

La escuela idealista se ha valido también del argun-
ntento clisico siguiente: Si el espacio v el ticmpo exis-
tieran fuera de nosotros deberian necesariamente ser sus-
taucias ¢ atributos, pero nos es umposible considerarlos
en una 1 otra forma, luego no tienen existencia real.

Estas teorias han dado lugar a4 discusiones intermii-
nables. La primera, es decir la de Newton, Clarke v Des-
cartes que sostiene la existencia objetiva del espacio v del
tiempo no adelanté prueba alguna convincente. La ten-
dencia natural cn objetivar es comin i todas nuestras
representaciones v uno asegura la existencia real de las
mismas; sin cimbargo se ha observado, en contra de lo
que sostiene la escuela de Kant, que debe necesariamente
darse alguna realidad al tiempo v al espacio; asi: cuando
cambia un cuerpo de forma, cuando de cuadrado se hace
redondo, por cjemplo, forzoso es dar da ese cambio nna
existencia real independiente de nuestro espiritu, pues
mientras que en la mayoria de los casos, en presencia de
un hecho, unos opinan de una mauera otros de otra, ante
un cambio de la naturaleza indicada, todos estan confor-
me en que se ha producido, lo cual es un signo evidente
de sn existencia objetiva, por lo menos este es ¢l tico
criterio que podemos tener de una tal existencia,

Lo mismo sucede con el tiempo. Podemos decir que
espiritu existe en el tiempo lo mismo que las cosas, pero
estas existen por si v su realidad es independiente de
aquel, no necesitan que les de una forma que va poscen
como coudicion de su realidad.

De las tres faces en que puede considerarse el
tiempo, a saber: el pasado, el presente v el futuro, el pre-
sente propiamente hablando no existe, pues se¢ nos escapa v
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cac cn ¢l pasado antes de que podamos extraerlo del fu-
turo, pero la realidad en si de pasado estd constantemente
acusado por las huellas que va degjando independiente-
meintte de nuestro espiritu & quien no puede atribuirsele
su existencia, lo mismo podria demostrario la realidad en
si de un acontecimicnto astrondmico anunciado para el
futuro.

Por su parte la teoria de Leibnitz, equiparando la sc-
ric de cosas, v sucesos A la de los munueros enteros, no
nos habla de la separacion entre ellas, la podemos en
consccuencia suponer existente ¢ nula, en el primer caso
esa distancia preexiste a la coexistencia de los objetos 6
de los acontecimientos, v entonces ¢l espacio v el tiempo
de ILeibnitz 1o nos da cuenta de ella: en el segundo caso
siendo nula la separacion entre objetos v entre los su-
cesos, los coexistentes se confunden y no hay espacio, los
acontecimientos se vuelven coexistentes v desaparece el
ticmpo.

Es iguahmente imposible con esa teoria dar cuenta de
la simetria, de la distincion de derecha A izquierda, cte.

Hegel al refutar Kant, dice que ¢l lhombre no tiene
las nociones de tiempo v de espacio shio porque  existen
dentro v fuera del pensamiento, manteniéndose como una
simple JTorma ¢ sca una abstraccion de la exterioridad.

El pensannento determina ¢l espacio v el tienipo ex-
travéndolo de los objetos v de st mismo.

‘n cuanto al argumento basado en que si el espacio
v ¢l tiempo tuvieran existencia real deberian manifestarse
como sustancias ¢ atributos, siendo asi que no es posible
considerarlos ni en una ni en otra forma, parece consis-
tir en un juego de palabras.

Por de pronto observa IFreycinet en la Nota primera
de su obra va citada, seria necesario empezar por de-
finir lo que se entiende por sustancia. Si se quiere con-
siderar como -sustancia unicamente aquello que tiene peso,
masa, v cac bajo la accion mmediata de los sentidos, ha-
bria que negar ese nombre a los agentes llamados -
ponderables trasmisores del calor, luz, electricidad v con
mavor razon al que trasmite la fuerza de gravitacion; sin
embargo la existencia real de estos vehiculos se impone.
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Ademas, si consideramos por ejemplo un cuarto, podemos
imaginar que todo lo existente dentro de ¢l hava desapa-
recido v si bien es dificil creer que este vacio puede ob-
tenerse algin dia practicamente de una manera rigurosa,
es decir eliminando hasta los imponderables recien men-
cionados, no obstante concebimos intelectualtnente su po-
sibilidad. Este espacio asi obtenido no es ciertamente una
sustancia ni un atributo, al contrario es la negacién de
ellos, pero no por esto deja de ser algo mds que una
ficcion. Ademds, como la sustancia implica forzosamente
un espacio vacio que ha llenado, no hay mavor razon para
tomar una mis bien que otra de esas dos entidades como
caracterizando la existencia.

Russell considera el espacio vacio como puramente
conceptual, como nacido de una abstracctén mevitable del
clemento espacial de la percepcidn sensible, por lo tanto
como un principio de relatividad, como la posibilidad 16-
gica dc rclaciones entre las cosas, como la condicion
prévia del orden espacial, inico objcto de experiencia in-
mediata. Ese espacio vacio esti con respecto al orden es-
pacial, objeto de la Geometria, en la misma relaciéon que
un Estado con los ciudadanos que lo componen, estos ul-
mos supouen que la existencia prévia de aquel. Si pues
al decir que el espacio no tiene existencia objetiva que-
remos unicamente atirmar que no existe vacio sino ocu-
pado por las cosas, naturalmente asi entendido, ¢l dicho
puede ser aceptable, pero como este espacio vacio es algo
presupuesto por todo lo demds su existencia, podemos
decir en potencia, es indiscutible. El tiempo podria ser
objeto de consideraciones parecidas. Hay en todo esto co-
nmo vemos v repetimos mds juegos de palabras que niti-
dez dec ideas.

Estas v muchas otras discusiones han originado el pro-
blema metafisico de la naturaleza v origen del espacio v
del tiempo, me he limitado a historiarlas lo mas clara-
mente posible sin abrir opinidn, porqué es evidente para mi
que todas las discusiones de esta indole deben necesaria-
mente fracasar; en estas cuestiones, como bien lo dice
Freycinet, cada uno se guia mds bien por inchinaciones
personales v por un conmjunto de 1mpresiones dificiles de
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analizar, que por una demostracion formal invulnerable i las
objeciones. ’ero, creo ademis, que en todas las investigacio-
nes de metafisica pura, el problema queda resuelto negando
la posibilidad de resolverlo, no por deficiencia del espiritu
humano sino por su misma naturaleza; asi como le seria
imposible & un punto situado dentro de una esfera salir
de clla sin romper su envoltorio, asi le es imposible al
espiritu franquear los limites que le han sido asignados,

Es mdudable que el espacio v el tiempo son necesa-
rios para toda realidad, pues todo lo real existe en el
tiempo v en el espacio, es indudable también que nuestras
percepeiones sc nos aparecen ligadas entre si por relacio-
nes de tiempo v de espacio, v que podemos abstraer de
cllos el conjuuto de esas relaciones; también lo cs de que
esas relaciones asi abstraidas se nos presentan como iiece-
sarias ¢ indefinidas, pero esto es todo lo que efectiva-
mente sabemos.

Allora que en nuestro espiritu estas relaciones pre-
existan a la percepeidn v se apliquen 4 clla en virtud de
la constitucion subjetiva de nnestra sensibilidad 6 que
resulten de¢ la naturaleza propia de esas percepciones, es
lo que & mi parecer sera siempre irresoluble por la misma
naturaleza de problema, ambas hipotesis podrian aceptarse
sin repugnar 4 la razon, pero no esti en nosotros saber
cual es absolutamente la buena.

Antes de terminar, conviene observar que uno de los
argumentos de Kaut, para demostrar que el espacio es
tinicamente una forma de intuicion no existiendo nada
andlogo cn el mnudo objetivo, es que si el espacio provi-
niera de la experiencia, originaria juicios contingentes,
sin generalizaciones absolutas, de manera que para que
asi no sea, es forzoso que tengamos una intuicion de el,
que sca & priori antes de toda percepcion de un ob-
jeto externo; este argumento d primera vista es poderoso,
sin embargo analizando detenidamente se v¢é que equivale
4 suponer que todos los seres vivientes tienen la misma
intuicién del espacio como forma necesaria 4 la repre-
sentacion de los objetos externos asi como que esa in-
tuiciéon continnaria siendo igual para todos los seres [n-
turos escapando estos asi, en ese particular, 4 la ley na-
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tural del cambio perpétuo. Estas observaciones fueron
igualmente hiechas por Lotze en lo refereute al arguento
de Kant 4 saber: que toda teoria del espacio distinta de
la suya seria incapaz de dar a la Geometria una certeza
absoluta. Lotze hace ver que esta teoria del espacio 1¢jos
de dar a4 la Geometria euclidea un valor universal, la ha-
ria depender de una investigacidn empirica de la natu-
raleza del espacio tal cnal tiene cada individuo la intui-
c16n de ¢él.

Aun aceptando que todos los hombres actuales v ve-
nideros den siempre la misma forima 4 sus percepciones
externas, aun los teoremas de la (Geometria carecerian de
certeza realmente universal desde que desaparecerian con
aquellos. Luego, dicha certeza no se explicaria por la
teoria de Kant sobre el espacio. Insistammos en ese tema
que tanto afecta los fundamentos de la Geometria. Il
fundador de la Lpistemologia ¢ Filosofia de las ciencias
al estudiar la metafisica del espacio sostenia los dos ar-
gumentos siguientes para fundar su teoria idealista: La
Geometria es reconocida tener una certeza apodictica,
luego su objeto, el espacio, debe ser « priori; por otra
parte demuestra independientemente de la Geometria, que
el espacio es @ priors, de donde resulta que aquella debe
tenner una certeza apodictica. Ahora bien: Gauss, Lobat-
chewsky Bolyvai, Ricmann, Cavley, Klein, ILie, etc, al
fundar la Metagcometria 6 Geometria no cuclidea han
destruido el priner argumento kantiano, pues no es po-
sible actualmente, después de csos trabajos afirmar por
razones puramente geométricas la certeza apodictica de
la Geometria cuclidea, en cambio, el otro argumento queda
en i, pues si la Metageometria ha conseguido poner en
duda la certeza apodictica de la (Geometria euclidea, tam-
poco ha llegado en mnegarla en absoluto: pero B. A. WV,
Russell en su Fwsayos sobre los fundamentos de la CGeone-
(rie demuestra  bastante satisfactoriamente que la ar-
guwmentacion filoséfica de Kant en su [fisteética  Trascen-
dente para probar ¢l origen ¢ priori del espacio, solo al-
canza a4 demostrar que la experiencia del mundo externo
necesita forzosamente como condicion, no el espacio en-
clideo sino alguna forma de exterioridad. Hehuhotz esta-
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blece también que todos los espacios homogéneos son
posibles & priors vy que solo la experiencia puede decidir;
cutre cllos. En un mundo, dice Russell, donde la percep-
ci6n nos representa cosas diversas con contenidos distin-
tos v diferenciados, es necesario que hava en la percep-
cion por lo menos un principio de diferenciacion, es decir,
un elemento en virtud del cual las cosas representadas
pnedan distinguirse unas de las otras. Iiste clemento to-
mado aisladantente v abstraido del contenido que dife-
rencta, puede llamarse una forma de exterioridad. Esta
forma siendo un concepto crcado por el entendimiento
puede ser tratado por las matemdticas puras. I.a ciencia
de la extension que resulte debe ser asertorica pues es
necesaria alguna forma de exterioridad para hacer posible
la experiencia. Hace ver Russell que esta forma debe ser
relativa v hromogénea v en conscenencia que debe tener
un nimero finito de dimensiones v necesatiamernte mas
de una para que sirva d la experiencia. Demuestra luego
que la Geometria Provectiva que no s¢ ocupa del gran-
dor sino de la comparacion espacial cualitativa la cual
implica la homogeneidad, relatividad v pasividad del es-
pacio es aplicable 4 todos los espacios, siendo en conse-
cuencia completamente & priors, v sus axiomas aplicables
también 4 todas esas formas de extenoridad recien crea-
das por el entendimiento puro.

Fu cambio, la Geometria métrica contiene ademds un
elemento empirico, cual es la medida; esta, para ser posible,
exige tres axiomas fundamentales, 4 saber: la libre mobi-
lidad en ¢l espacio, un ntmero hmitado de dimensiones
del mismo v la existencia de la distancia, ¢s decir de una
magnitud determinable de nna manera finica por dos puntos
cualesquicra (linea recta).

Iin el ultimo capitulo de su importante obra, estudia
Russell cual es la relacion existente entre una forma de ex-
terioridad en general v la expertencia; llega 4 la consecuencia
de que esta forma es ¢l concepto genérico que contiene todas
las iutuiciones posibles de una exterioridad v que esa
intutcidon es necesaria para la experiencia; comparando esta
tésis con la de Kant, observa que es menos psicologica,
no se preocupa de saber si el espacio es dado en la sen-
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sacion; implica inicamente que lo que debe ser dado por
la percepcion sensible no es precisainente ¢l espacio actual
sino una forma de extertoridad que haga posible la expe-
riencia, entendi¢udose por exterioridad en este caso, no la
tomada con respecto al sujeto pensante, sino la existente
entre las cosas representadas tomadas entre si. Demuestra
que todo conocimiento postula ¢l reconocer la identidad
en la diferencia, lo que supone ¢l tiempo, v ademais otra
forma que permita conocer la diversidad simultanea; pero
esto no implica que las nociones primeras o categorias
sean percepeiones scusibles, sino que estas percepeiones
serian incomprensibles explicadas tnicamente por las cate-
gorias, si va no encerraban un elemento especial cuva
realizacion es cuestion de metafisica pura.

Observa finalmente que las antinomias ¢ contradiccio-
nes inlierentes al espacio como ser las definiciones de
puntos, rectas v otras, no hacen sino probar que la Geo-
metria debe referirse al espacio lleno de alguna mate-
ria v uo al espacio vacio como sostenia Kant. La Geo-
metria no tiene que ocuparse de las propiedades causales
de la materia; debe considerarla compuesta de dtomos
inextensos que reemplazan los puntos siendo su objeto
el estudio del orden espacial; asi desaparecen todas las
contradicciones. En cunanto al espacio vacio, se le puede
considerar como la simple posibilidad l6gica de relaciones
entre las cosas, como un principio de relatividad, pero
entonces es simplemente conceptual v no objeto de expe-
riencia inmediata. Ia exterioridad tomada solo en si, en
abstracto de las cosas, 10 es precisamente nna relacion, es
una faz de la relacidn pues implica el espacio vacio; en
cambio el orden espacial que supone una materia, es una
relacion real.

Es indudable que estos estudios modernos sobre los
fundamentos de la Geometria han contribuido poderosa.
mente a esclarecer las relaciones confusas que ligaban la
certeza de esa ciencia con las teorias del espacio tal cual
lo dejé establecido Kant.

Al tratar del espacio y del tiempo he querido recor-
dar las principales discusiones originadas por las investi-
gaciones metafisicas sobre su naturaleza, pero es indudable
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que para la creacion v desarrollo de las ciencias fisico-ma-
tematicas es indiferente la naturaleza subjetiva @ obje-
tiva asi como el origen de las ideas de espacio v del
tiempo, v que pueden llegar aqucllas 4 cualquier grado
de progreso sin que les afecte las discusiones metafisicas
que pueden originarse sobre csas 1ociones.

Los fundamentos del estudio del espacio v del tiempo
han sido establecidos por los signientes fildsofos:

Dlay /aswl-— De Tesprit geometrique (1623-16062).
savo sobre ¢l entendimiento humano (1652

A 1—04).

Renalo /)(/‘.s'mr/('.r —~ Principios de la filosofia (parte II ar-
ticulo 25 tomo X, 1044).

[saac Nrwlon - Optica (Cuestion. 31, 1704).

(r. (. Leibnitz - Nuevos ensavos sobre el entendimiento
lhimano (libro 11 cap. X111, 1704)

Samucl Clarke — Cartas entre Leibnitz v Clarke - Obras
de Leibnitz (tomo II) (1715)

Tomdas Reid - - Obras completas (1710-1790).

Manuel Rant --Critica de la razén pura (1* parte) - - Iis-
tética trascendental (1724-1804).

Lotze [lermann -- NMetaphysik, libro 11 cap. 11, Psveologia
(1852); trad. Peujon (1881}

Jorge . [ 1leoel - Logica (tomo I libro I, seccion 2¢
cap. 1, 1770-1831).

I'ictor Coustn - - Curso de historia de la filosofia moral en
¢l siglo XVIII durante ¢l aiio 1820 (3.2 parte). --
Curso de historia de la filosofia en el siglo XVIII
(I vol,, leccion 17.)

Nicolds  Tvanovitch fwbalchiciosky, (1793-1850) - Nuevos
principios de geometria (Mcmoria de la Universidad
de Kasan vy Correo de Kas: i, 1820, 1829, 1836, 1838);
Geometria’ imaginaria (joulna] de Crelle, 1837); Lis-
tudios geométricos sobre la teoria de las paralelas
(Berlin 1840); Pangcometria (Kasan 1853).

Suan Bolyar -~ Appendix scientiam spatii absolute verum
exhibens (Maros Vasazhely, 1832) — Obras traduci-
das por Frischauf, Halstad, Houel (Lepzig 1872,
Texas 1896, Paris 1896).

B Ricmann - - Ueber der Hypothesen welche der (Geometric
ZU O’lllll(lc liegen (Academia de Gollingen. 1867),

1 Cayley - -Sixth memoir upon quanties (1639)

felix KNieon — Nichit Fuclid (tomo I cap. I, H, 1871)

Sophus Lie - Ueber die Grundlagen der (Geometric (Lierp-
ziger Berichte, 189o).
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(Heidelberg 1868).
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/,. M Co Duhamel - Les methodes dans les sciences de
raisounement (Gauthier \llars, Paris 1885-96, t. T v T1).

(reorges Lechalas - - Obras varias (188g-96). I.'espace et le
temps, (1895 Felix Alcan).

I Mansion - - Revista neo-escolastica (mmavo v agosto 18906,
Paris, GGauthier Villars).

11 Poincarré -—-Fl espacio v la geometria. Revista de ma-
tematicas v moral (.\ouembrc 1893).

l/ ﬁm'{m Genése de lidée de temps (T. Alcan).

. dre Freyeinet - Essai sur la phvlosophie des sciences,
cap. 1 (Gauthier Villars, Paris 1900).

Beltran S 1V Russell - Ensayo sobre los fundamentos de
la Geometria, traduccion al francés de . Cadenat
(Gauthier Villars 1gor).

C. Renowvrier — Dilemas de mietafisica  pura. Historia v
solucién de los problemas metafisicos (Félix Alcan,
Paris 1901).
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CAPI'I'ULLO SEGUNDO

Los grandores 6 cantidades mateméticas

Despues de los vastisimos conceptos del espacio v
del ticmpo soberanos del pensamiento, ticnen capital imn-
portancia para las ciencias fisico-matematicas el de gran-
dor 6 cantidad matematica. lin general, llamamos grandor
a4 todo lo susceptible de aumentar v disminuir, pero gran-
dor matematico ¢s un grandor muy particular cuyvo con-
cepto es adquirido mediante el siguiente proceso mental:
Nuestros sentidos nos hacen conocer la extstencia de ob-
jetos externos; uno de estos objetos tomado solo puede
bastar segun vimos para despertar ¢ producir en nuestro
espiritu la idea de existencia v de forma; en cambio va-
rios objetos simultianeos nos sugieren la idea de plurali-
dad ¢ de ntunero de objetos; al principio estas nociones
de forma extension v pluralidad nos aparecen ligadas in-
timamente con los objetos que las han originado, pero
poco & poco el espiritu, gracias a su facultad de abstraer,
los deshga de los mismos v los considera independiente-
mente de la naturaleza v de la diversidad especifica de
los objetos en cuestion. De alld resulta ue ¢l concepto
del miunero de objetos viene a ser el residuo que gueda
¢ nuestra concicncia cuando todo lo que distingue dichos
objetos entre si ha desaparccido; indica cuantas impresio-
nes distintas ha recibido aquelia. Por eso la adquisicion
de este concepto serd tanto mas facil cunanto mas pareci-
dos sean los objetos que deban originarlo en razon de
que se necesitara menos trabajo mental para borrar las
impresiones diferenciales. Una vez formado el conceptoy
queda este fijado en nucestras representaciones v e nuestros
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recuerdos con la palabra 6 signo que se emplea para de-
signarlo. Puede observarse gue este concepto es uno de
los que mas facilimente se ha desligado de las represen-
taciones reales originarias en razon de que apenas si po-
demos wmentahinente representarnos mas de cinco a sicte
objetos simultancos, variando este nimero segin la dife-
rencia de forma, colocacion v distribucion relativa de los
mismos en el momento de la representacidon. Asi puede
afirmarse que pasando de ese ndmero de objetos, solo se
tiene la representacion inmediata de uwna mavor ¢ menor
pluralidad, pero no de un ntunero determinado de ellos,
para conocer este nidiero seria necesario una enumera-
ciéu prévia, v esta, cunando diclio- nimero pase de diez,
doce ¢ veinte que son los nmeros de dedos de la mano,
de las falanges triples en cada mano v de los dedos si-
multaneos de las manos v del pié requerird a sn vez un
sistema de numeracién, iniciandose asi la faz cientifica
del coucepto.

El conjunto de propiedades v de relaciones que se
deduzcan ¢ dependan del concepto de utmero, constituve
la ciencia del mismo, empezando como se v¢é por la uu-
meracion cuvo origen recién indicamos, siguiente por la
Aritmética v terminando con la Teoria de los Nineros.

Segun dijimos, el councepto del numero de objetos
viene a ser el residuo de la percepcién de varios objetos,
quedando en mnuestra conciencia cunando todos los carac-
teres distintos han desaparccido; pero cabe distinguir,
ahora dos clases de objetos: aquellos de tal naturaleza
que no admiten division en partes sin destrmir su entidad.
es decir sin dejar de responder 4 su definicion, v otros
(que se prestan 4 esa division coutinnando después de di-
vididos 4 satisfacer & la definicion primitiva. Un conjunto
de objetos de la primera clase solo puede aumentar por
el agregado de uno ¢ varios objetos mdas que satisfagan
4 la definicion geueral de los individuos del conjunto,
pero no con porciones de dicho objeto, puesto que ecstas
porciones uo satisfacen va 4 esta definicion general
Igualmente la disminucién del conjunto solo podra reali-
zarse quitando uno ¢ mads individuos pero no sustrayendo
porciones de estos, pues ia porcidn restante no posec-
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ria los caracteres que son necesarios & su objeto para gque
pueda pertenecer al conjunto en cnestion.

El conjunto total podra considerarse como formado
por el agregado de sus componentes 0 wnidades como se
llaman, pero el grandor de estos siendo fijo por su natu-
raleza no puede disminuirse.

No sucede lo mismo con los conjuntos de clementos de
la segunda clase, como estos elementos pueden aumentar o
disminuir en cantidades tan pequeias como se quiera,
pueden aquellos considerarse como formados no solamente
por la agregacion de los elementos dados, sino también
por la de otros mas ¢ menos pequeiios 4 voluntad, va-
riando unicamente ¢l namero de ellos.

Es evidente que los objetos de estos comjuuntos pue-
den ordenarse en serie v combinarse de varias maneras,
¢ igualhmente entre cllos v los de otros conjuntos andlo-
gos pueden establecerse relactones determinadas  va de
correspondencia 1 otras; ahora bien, todos los coujuntos
de esta naturaleza, es decir satisfaciendo 4 las condicio-
nes siguientes: 14 Cada objeto, elemento ¢ representacion
aislada de ese conjunto estd snficientemente derminado por
si mismo. 2° Los grandores del conjunto, tanto entre
si, como con respecto i los de otro conjunto igualinente
ordenado, guardan rvelaciones que pueden combinarse v
originar nuevas reclaciones- estos conjuntos 6 scries deci-
mos, son Hamados grandores ¢ cantidades matematicas.

Un conjunto ¢ serie de esta clase quedard deternn-
nado cuando se nos dé el nimero de individuos que lo com-
potten v la naturaleza v delnnicion general de estos; st el
conjunto pertencce 4 la primera categoria scialada no
hayv dificultad ni observacién que hacer, pero si corres-
ponde en vez 4 la segunda categoria, como los individuos
pueden variar en grandor de nna manera continuaes pre-
ciso eligir uno llamado wnidad 2 ¢ indicar entonces ¢l

(1) Eutendemos por representacion, de acucerdo con Du Bois Raymond., 4 quicn
tomames también e¢sta definicion de grandor 6 cantidad matem:dtica, toda apercep-
cion gue pucda ser motivo de recuerdo, asf como todo reenerdo gue por cb trabajo
mental se ofrece d la conciencia. ¥ ¢en la forma tal cual se¢ presente on el instante
on que la memoria lo recibe.

120 Se vé pues =l cardcter arbitrario de este caso de In unidad de medida A di-
ferencia de la nnidad en las cantidades discontinnas gue estid de antemane fijada,
clla 6 sus miltiples,
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niimero de estas unidades existentes en el total. Los
grandores matematicos de la primera especie se llaman
discontinnos, numéricos 6 discretos, los otros son llamados
continuos ¢ discretos.

Eu los discontinnos sucede que la imposibilidad de
modificar las magnitudes del individuo-unidad los hace
depender unicamente del concepto de wimero de objctos,
el cual, por esta razon, ha quedado simbolizando las can-
tidades discontinuas; en cambio, pudiendose en los conjun-
tos continuos, variar el grandor del individuo-untdad, se
da motivo a4 un estudio especial de esa variacidn y se ori-
gina el concepto de continuidad, base del Analisis. Como
se vé, la Teoria de los Nameros ticue una entidad com-
pletamente distinta del Andlisis v es permitido suponer
que st bien ambos ramos de las matematicas puras tienen
sus puntos de coutacto constituven en realidad citencias
completamente diversas.

Las cantidades continuas suministran i la Teoria de
los nameros un elemento importante: el niunero fracciona-
rio; pues cuando se quiere comparar dos magnitudes de
esta especie O establecer con precision la variacion de las
mismas, forzoso es, segun vimos, fijar wna unidad, es de-
cir nna cantidad determinada entre las de su clase que
sirve para medirlas por comparacion con clla; pero los
hechos mas clementales de la vidayvel desarrollo ulterior
de la ciencia de la medida han obligado ia efectuar la di-
vision indefinida de la unidad cuando esta es demasiado
grande para la apreciacion gue se busca; las partes obte-
nidas por la divisidon de la unidad podrian considerarse v
ltamarse nucvamente unidad v asi entendida no se habria
itroducido variacion en el foudo de la cuestién, pero si
se quiere conservar el cardcter vy nombre de unidad a la
primitiva que sc¢ dividid, las partes de estas se laman
fracciones de la misma v se expresan coun un simecro

Sraccionario ¢l cual por su origen pertenece como se vé

entcramente al concepto del miamero de objetos v acom-
pafian 4 los nituncros enteros en todos los estudios que
estos originan; pero, aquellos suponen una relatividad v
estos no.

Las magnitndes matematicas discontinuas no admi-
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tiendo subdivision de grandor en los individuos compo-
nentes, 10 se prestan tampoco i especulaciones sobre la
naturaleza de estos, en cambio las coutinuas originan im-
portantes observacioues al respecto. En general, cuando se
habla de cantidades continuas matematicas, la primera
representacion que nos hacemos de ellas es la de una li-
nea recta de longitud determinada. entendi¢ndose agni por
linea recta la imdgen invariable que nos da nn hilo ten.
dido, una arista viva 6 un ravo lumiioso; estas umagenes
engeudran un concepto que a diferencia del de nitmero
de objetos, estd intimamente ligado con las representa-
ciones originarias, v como estas son tan simples, tan co-
munes Yy fannliares, producen cn nuestro espiritin cne-
migo de lo complicado una quicetud benéfica; de all
nuestra tendencia en tratar de hacer depeuder, en lo po-
sible, la apreciacion de las cantidades matem:ticas continuas
de la de una longitud.

I.as que se prestan 4 esa operacion son llammadas
antidades matentaticas lineales; no es necesario para que
merezcan este unombre la correspondencia con la linea
recta en toda su extension; muchas cantidades solo exis-
ten dentro de ciertos limites y basta en esos casos para
que sean lineales que dentro de los limites en que exis-
tan puedan corresponder a una porciéon determinada de
recta; cuando asi sucede estas cautidades & excepeidn de
la extension poseen las propiedades de los grandores li-
neales propiamente dichos.

Un primer ejemplo de cantidades matematicas linea-
les lo tenemos en el drea de una superficic plana; por de
pronto si esta superficie estd igualmente colorecada ¢é ilumi-
nada ofrecerd 4 nuestra vista el mismo aspecto de unifor-
midad que la linea recta; si ahora introducimos e¢l con-
cepto de drea 6 sea de la posibilidad de subdividir la
superficie hmitada e¢n porciones de forma cualquiera, de
rectangulos por cjemplo de 1gual base y transportables
de manera 4 que se acumulen en ¢l seutido del largo
formando un nuevo rectangulo de base igual 4 la comin
4 todos ellos, es evidente que la apreciacion del drea de-
pendera de la de una longitud. .o wmismo con los volu-
nienes.
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Henios visto c¢n el capitulo anterior que el tiempo se
derarrolla eun serie lineal, v su apreciacion depende de una
longitud, puede en consecuencia considerarse en ese sen-
tido como cantidad matematica lineal.

Lo mismo sucede con muchos otros grandores ma-
temdticos continnos, por ejemplo, el peso, el grado de
calor, la resistencia mecanica ete. de los cuerpos. Pose-
vendo los mismos caracteres que las longitudes i los fines
de la apreciacién, se vé que estas clases de magnitudes
son tales que sus variaciones se hacen por aumento
¢ disminucion de cantidades de la misma especie, por
ende la diferencia entre dos de sus valores aparece tam-
bién como otra cantidad de igual especie lo mismo que
las longitudes. Todas las cantidades iateimdticas gra-
duadas segun la inteusidad satisfaciendo a las condicio-
nes recien indicadas, son necesariamente lincales. En cam-
bio algunas cantidades conlo ser el timbre de la voz, el
nmero de combinaciones susceptibles de  producirse en
los juegos en que el azar desempeiie algin rol etc, no
son evidentemente lineales.

Es interesante conocer que esfera abarean las canti-
dades matemadticas en los diversos dominios del pensa-
miento.

Paul du Bois Ravimond en su notable obra Allgemeine

Sunctionentheorie la cual nos ha sumimstrado algnnos

importantes datos en lo que va llevamos escrito en este
capitulo, ha efectuado un prolijo estudio sobre este par-
ticular v sus resultados merccen ser Dbrevemiente recor-
dados.

Empezando por las cantidades del mundo exterior,
observa que las causas primeras lamadas fuerzas, produ-
cen cfectos percibidos por miestro espiritu mediante los
sentidos. Esos efectos consisten en ntovimientos, teusio-
nes ectc, todos de naturaleza lineal. El principio de razén
pura: lodo cfccto ticne una causa, en virtud del cual, de
estos fenomenos de teusion, movimiento ete. inferimos la
existencia de fuerzas productoras, no nos permitiendo sa-
ber nada mas sobre estas, nos obliga & creer que los fe-
uomenos citados son sus efectos completos v como son
cantidades lineales forzoso nos sera considerar igualmente
como cantidades lineales las fuerzas productoras en cuestion.
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Todo nos hace suponer que los grandores del mundo
externo mamfestandose siempre con variaciones gradua-
das en intensidad ¢ en extensiéon deben poder reducirse
un grandor lineal, en el supuesto sin embargo de que
scan susceptibles de una definicién precisa.

cutre las cantidades del mundo interno  tenemos cen
primer lugar, las sensaciones graduadas segin la inten-
sidad, s1 estas puceden considerarse como graundores ma-
tematicos son necesarianieite lineales segun vimos mas
arriba. Snmando varias exitaciones de la misma especie
a cada una de la cual le corresponde una sensacion de-
terminada, la excitacion total originard una sensacion uiica
que puede considerarse como sumas de las primeras. ‘Toda
la cuestion estd en determinar si estamos en presencia o
no de cantidades matemadticas. Tratandose de las sensa-
ciones del olfato v del gusto s¢ puede contestar negati-
vamente, pues cstas sensaciones debido 4 causas pertur-
badoras dificiles de explicar v aislar, 4 su corta duracién,
a la influencia de la fatiga v 4 la falta de observaciones
metodicas de si mismo presentan inestabilidades v ano-
malias (por ejemplo, —ofrecer intensidades diversas para
igual excitacion) que le quitan el cardeter necesario 4 un
erandor matewmatico tal cual lo hemos mds arriba definido.

¢s posible, sin embargo, que la paciente investiga-
cion cientifica consiga aislar las caunsas perturbadoras v
dar fijeza 4 las observaciones; de todas maneras es indu-
dable que en ¢l dorgano central debe existir un estado
determitado correspondiente de una 1manera precisa i la
excitacion externa. Ias sensaciones graduadas en inteu-
sidad correspondientes @ la vista v oido, son en cabio,
mnds abordables 4 la observacidon; son mas fijas v estables.
Podemos considerar como probable la posibilidad de lle-
gar un dia a suscitar intensidades de sensaciones espe-
ciales que correspondan a4 cantidades iguales de excitacio-
nes v oque nos parezcan también absolutamente iguales.

Cuando esto suceda quedard establecido el caracter
de grandores matematicos lineales para esa clase de sen-
saciones. Kl problema que ordinariamente se presenta cn
la vida ¢s estimar la excitacion por la semnsacion, pero
Fecliner cl inventor de la psicofisica se ha propuesto lo
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contrario habiendo llegado @ su conocida ley logaritmica
la cual & pesar de las varias hipdtesis que implica pa-
rece haber sido confirmada por Bernstein. )

Las sensaciones no graduadas en intensidad, como
ser, la altura del sonido, el color de los cuerpos v el tim-
bre del sonido no son grandores matemiticos lineales
psicologicamente hablando, pues la diferencia entre dos
alturas & dos timbres de sonido, O entre dos colores uo
son grandores de i1gual especie sino algo indeterninado.
Pero considerando [isicamente la altura del sonido 6 ¢l
color de los cuerpos como vibraciones del aire 6 del éter,
son ciertamente magnitudes lincales. En cuanto al tim-
bre no obstaute algunos trabajos modernos tendente
explicarlos fisicamente v darle en consecuencia el caricter
lineal, por ahora carece de él.

Los descos, las voliciones v otras disposiciones del es-
piritu, si fueran susceptibles de considerarse como cantida-
des matematicas, serian clertamente lincales, asi la ale-
gria, la tristeza, la desesperacion, cte. puede aumentar por
grados, mediante causas que separadas darian una tristeza,
o alegria parcial, v se pnede coneehir por ende una tris-
teza doble, un dolor doble cte, pero esta clase de gran-
dores no responden i la definicion dada para las cantida-
des matemiticas.

En las clencias matemadticas puras se crean 4 veces
cantidades que podemos lamar analiticas, tales que no
gnardan relacidn alguna con ¢l mundo de la percepeion-
por cjemplo, las designadas con ¢l nombre de imagina-
rias, precedentes de la aplicacion de las operaciones ma-
temiticas en los casos en que va no son vilidas ¢ las
que se han formado por la aplicacion indebida de ciertas
analogias.

Es ya discutible si pueden llamarse cantidades 4 estas
creaciones, sinembargo se les aplica ese nombre por qué sc
prestan @ algunas combinaciones anialogas a las cantidades
reales, pero como las nociones de mavor y tunenor han
perdido su significado ordinario, las cantidades en cuestion
no pueden considerarse, cn cousecuencia, como lineales.

(1) En realidad la teutativa de Fechner para hacer de la psicofisica una cien-
cia exacta ha fracasado (Véase M. Foucanlt; La Isicliophysique).



Finalmente en algunos juegos sabios como ¢l ajedrez,
bargjas v otros, aparccen combinaciones andlogas 4 las
que se cencuentran en las operaciones del algebra, solo que
a la parte matematica de la cuestion se nnen los errores
del pensamiento v ¢l azar. Las cantidades que aparecen
en ellas v oque podemos Namav cantidades de juceo no
guardan pues relacion alguna con la realidad, ademas con-
sideradas (nicamente bajo el punto de vista matemitico
presentarian un campo muy restringido 4 las combina-
clones las cuales serian 4 veces complicadisimas v el resul-
tado de suoinvestigacion no compensaria el trabajo que
exigiria,

No se trata pues de cantidades matematicas lincales.

Aqui termina du Bois Rayvmond su revista de las dis-
tintas especies de cantidades del mundo de la percepeion
v llega a la consecuencia que debe  estudiarse con  todo
rigor posible el concepto de grandor inatematico lincal 6
sca de aquellas cantidades tales que siendo sus diferencias
vomultiplos cantidades de la misma  espeeie, aceptan una
utedida v pueden finalmente comprenderse como longitu-
des. La intehgencia de este concepto es de una necesidad
stne-cuea-inon para legar 4 la de los demds del analisis,
particularntente del de lmite, motivo del capitulo signiente.

Autes de terminar cou el concepto de grandor mate-
niitico, crco conveniente mdicar brevemente ¢l desarrollo
progresivo de ta adea de cantidad en las ciencias exactas.
‘mpezando por las cantidades  discontinuas recordarcimos
que tas especulaciones hiechas con ellas versan unicamente
sobre ¢l mimero que indica cuantos individuos la componen,
asi que, reconocidas ciertas propiedades combinatorias de
estas cantidades, la combinacion queda ejecutada efectuan-
dola nicamente sobre los numeros en cuestion tomados en
abstracto, v ¢so con una certeza absoluta. Es decir que 4
los efectos combinatorios reemplazarcmos las cantidades
por los muneros, pudiendo en cualquier momento volver
a4 las cantidades correspondientes acompaiiando al niinero
la idea del objeto a que se refiere. Iin algunos casos, tales
como aqucllos en que junto con las cantidades interviene
scparadamente el concepto de ntinero de objetos, pueden
suceder confusiones de interpretacion que es necesario
evitar con mucho cmdado.

Cantidades
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Las propiedades combinatorias recién mencionadas sc
deducen de las siguientes observaciones: Dadas varias
cantidades discontinuas de igual individuo-tipo, se concibe
facilmente que se pueda rennirlos en una sola, formando
asi una nueva cantidad de la misma especie; esta opera-
cion se llama adrcidn. Cuando las cantidades 4 sumar son
todas de igual niimero de individuos puede considerarse
cada una de ellas como un nuevo individuo llamado mel-
Liplicando, v eutonces la suma, llamada producto en este caso,
vienc 4 depender del ntimero de esos nuevos individuos;
este namero se lama multfiplicador, v 1a operacion especial
que da origen: multiplicacion. Un raciocimo sencillo hace
ver que si se tomara como multiplicando un ntimero de
objetos igual al que indica el primtivo multiplicador v
como multiplicador nuevo, uu namero igual al de unidades
existentes en el primitivo multiplicando, el producto no
alteraria.

isto se expresa diciendo que la multiplicacion es
conmutativa "\,

Se concibe facilmente que el producto del multipli-
cando por el multiplicador es uua cantidad que puede ser
tomada como un nuevo multiplicando lo que permite A
su vez repetirlo varias veces como sumando v originar
una nueva multiplicacion, ahora bien, s1 en estas multi-
plicaciones sucesivas el nimero de objetos del multipli-
cando primitivo fuera igual al nimero de veces que debe
sumarse, es decir al multiplicador, conservandosc ademas
este igual en todas esas multiplicaciones sucesivas, la ope-
racion nueva que se origina asi se lama clevacivn d  po-
fencias, el primitivo multiplicando se llama dase el ntimero
que indica cuantas multiplicaciones se han realizado se
Nlama exponente, el resultado pofencia.

Combinadas las cantidades por medio de las opera-
ciones fundamentales en cuestion, se nos ocurre, en virtud
de una tendencia natural, invertir el orden y buscar: va
sea un smmando tal que junto con otro conocido dé un

(1* Una operacion se llamn en general conmutativa cuando ¢l resultado que se
obticne con clla no se altera tnvirticndo ¢l orden en que se cacuentran ligados los
objetos que combina, Grassmanu usa ¢l simbolo = para indicar ¢l resultado de 1a
combinacidn, luego una operacidn serd conmmutativa si a7 b 6 " a como se v
la adicidén s también conmutativa.
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total 1guahmente conocido, va sea un factor del producto
conociendo cste v ¢l otro factor, ya sea la base ¢ el expo-
nente de una potencia conociendo esta v el exponente 6
la base respectivamente.

I.a operacion que corresponde @ la primera investi-
gacion se llama resta o sustraccion, la segunda  drvision
la tercera ecxfraccion de raices, la cuarta edleulo de loga-
ritnios.,

Solo que mientras la suma, multiplicacion y elevacion
A potencias cran siempre posibles, no sucede lo mismo con
estas nuevas. I.a sustraccion por ejemplo no scria posible
v no dard en consecuencia resultado (residno) cuando la
suma dada (minucndo) sea menor que el sumando cono-
cido (sustrarndo). lLa division serda imposible si el producto
dado (dridendo) no puede obtenerse multiplicando el factor
dado (drvzsor) por ningtn ntunero (cuociente).

L.a extraccién de raices no dard la base buscada (rasz)
cuando la cantidad counocida (subradical) no sea poteucia
de otra.

Finalmente la altima operacion fallard si no existe
un uamero tal que al repetir la base dada, tantas veces
como factor como unidades tiene aquél, reproduzca la
potencia conocida.

Cuando estos impedimentos suceden las operaciones
inversas carecen de sentido.

Pasemos ahora a las cantidades continuas.

Es evidente que una vez clegida la unidad de medida
todo lo anteriormente diclio para las cantidades disconti-
nuas se aplica igualmente 4 estas, pero ahlora se hacen
posibles algunas de las operaciones inversas gracias a la
introciuccion del concepto de nttmero fraccionario obtenido
como dijjimmos mas arriba, por la particion de la unidad de
medida. La division por ejemplo, serd siempre realizable
dividiendo la unidad en tantas partes como indica el divi-
sor v considerando cada una de estas partes como una
nueva unidad.

Como estos miumeros fraccionarios comprenden 4 can-
tidades reales (pues su cardcter de fraccion es solo relativo
a la eleccion arbitraria de la primitiva unidad de medi-
da} son susceptibles de combinarse de la misma manera
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los cuteros, es decir, siguiendo las operaciones directas ¢
inversas; pero cuando esta clase de nimeros figura cn un
multiplicador, forzoso es darle alguna interpretacion espe-
cial, por cuanto indicando el multiplicador cunantas veces
debe el multiplicando tomarse como sumando, solo se aviene
aquél cou cl concepto abstracto de nitlero entero, la inter-
pretacion que debe darse & un multiplicador fraccionario para
que sea posible la permanencia de las reglas del cilculo
v se conserve la conmutatividad y la teoria de la multi-
plicacion, es que el multiplicando tomado como individuo
unidad debe dividirse en tantas partes como indica el
denomunador del multiplicador v luego el resultado mul-
tiplicarse por el numerador. L.a introduccion de estos nu-
meros en la division, nna vez interpretada de esa manera
la multiplicacién, no origina difienltad alguna v esa ope-
racion es siempre posible.

I.a extraccion de raices se hace también susceptible
de uua interpretacion en todos los casos gracias 4 la in-
tervencion de los ndmeros {raccionarios, es decir de la
posibilidad de dividir la unidad de medida. Supongamos,
por ejemplo, que se trata de extraer la raiz # de una

"

cantidad «, ¢ sea encontrar Ve, v que no hava ningun na-
mero cntero ni fraccionario que lo satisfaga; el caso mmas sen-
sible seria: )/ 2; sc observara entonces que la totalidad de los
ntmeros racionales, es decir enteros v fraccionarios, pueden
dividitse en dos grupos, en uno de ellos estaran los que
clevados 4 la potencia » den una cantidad menor que a,
en el otro los que den una mavor que «; se demues-
tra ™ que en el primer grupo, & la vez que todos sus
individuos son mas pequeiios que cualgquicra del segundo,
no hay mninguno de etlos que sea especialinente mavor
que los demids del mismo, é igualmente en el segundo
grupo, todos sus nimeros son mayores que los del pri-
nicro pero niaguno es especialinente menor que los de-
mds de aquel. Estos dos grupos definen el nidimero Itama-

do irracional VY a, el primer grupo se llama clase inferior
M
relativa 4 Y, ¢l otro clase superior, v bastan para darle
(1) Véasce Jules Fannery. Introduction 4 In Teotie des fonctions d'une variable,
AL HMermanu, Paris 1886, Cap. 1o,
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un significado  permitiendo efectnar el andlisis  combi-
natorio del mismo, asi como para atribuirle comparativa-
nente 4 otro la nocién de mavor, igual 6 menor. No
obstante, en todo esto esta habihuente disimulado el con-
cepto de limite matemdtico que es una nocién nueva v oun
grado mds clevado del concepto de cantidad.

Lo mismo sucede con la otra operacion inversa de
la clevacion a potencias, es decir la investigacion del ex-
pouente i gque debe clevarse una base para obtener una
cautidad determinada, equivale en férmulas a4 la expre-
sion 4~ == b; aqui lo mismo que eu la multiplicacién, el
exponente indica un nfinero en abstracto de objetos v
por lo tanto no se aviene con el concepto de ntmero
fraccionario; pero st convenimos eu interpretar un expo-
nente fraccionario como indicando que la base afectada
por ¢l debe elevarse @ la potencia indicada por el nume-
rador v luego extracrse la raiz, de indice ignal al denomi-
nador, del resultado, el problema pedide se hace alora
posible, pues estas dos operaciones combinadas permiten
como se podria facilmente demostrarse, hacer variar la
cantidad resultante de cantidades tan poco diferente co-
mo se queria con solo hacer variar x de muy poco; de ma-
nera que, ¢ encontramos para v un namero racional que
satisfaga @ la cuestion, 6 bien podemos formar dos series
de nimeros de esta clase defimendo otro irracional de la
nmanera recien indicada, el cual satisiace también a la
cuestion; solo que las ideas se vuelven cada vez menos
nitidas 4 medida que el efecto perturbador del concepto
de Hite se hace mds notable.

Nos queda solamente la interpretacion de la sustra-
cion cuando el sustravendo es mavor que el minuende;
tomando la cunestion asi en absoluto es claro que una
operacion de esta clase no tiene sentido, pero st la idea
de cantidad e hacemos acompaiar también la de diree-
cion ¢ sentido, la interpretacion se hace posible. Tome-
mos ¢l ¢jemplo clasico dado por Argand (1806). 51 « re-
presenta un peso material tal como el gramo, la seric de
cantidades : 4o, 34, 20, a, 0. 1o pucde continuarse mas
alld, pucs si bien puede quitarse un gramo de 3, de 2, 6 de
gramo, 1o se puede quitar 1 de oo Asi que los términos
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que seguirian al o no pueden tener existencia sino en la
mmaginacion, v pueden en consecuencia llamarse smagina-
rios, pero si a representa un cierto grado de pesantez
obrando sobre el platillo derecho de una balanza conte-
niendo pesas en ambos, como es igualmente posible dis-
minuir ¢, va sea quitando pesas del platillo derecho, va
aumentando las del izquierdo, la seric en cuestion puede
prolongarse mds alla del o, solo que las nuevas cantidades
cen vez de actuar 4 la derecha actuen 4 la izquierda v el
signo- -quc viene d afectarlas (—a,—-2a, -~ 3a4,- 4«
es simplemente un signo de direccion. Con esta interpre-
tacion, una sustraccion en la que el mumuendo sea menor
que el sustraendo significaria que se ha quitado de dicho
minuendo una cantidad igual 4 él, quedando o, v lo que atin
faltaria quitar, que seria el residuo pedido, actuaria en sentido
inveiso al que actuaba el minuendo. Esta interpretacion
empero supone que la naturaleza de la cuestion admita
esa distincion de direccion, de lo coutrario seria realmente
imposible v absurda la operacién. los nimeros nega-
tivos, cuyo origen acabamos de ver, corresponden pues &
cantidades reales pero dirijidas en sentido inverso a las
positivas, por eso pueden combinarse mediante las mis-
mas operaciones ¢ue estas ultimas, soio que como la
nocion de direccion es completamente ajena 4 la de nu-
mero de objetos, cstas cantidades negativas deben nece-
sariamente cxcluirse de los multiplicadores, exponentes ¢
indices.

St no obstante se quiere extender a ellos la nueva
nocion de nameros negativos aphecando lo que llama
Haukel: Zrincipio de permanencia de leves formales, 0 de-
bemos necesariauiente caer en el convencionalisino v dar
origen a4 cantidades nunaginarias, a4 las que hemos la-
mado mds arriba analiticas, procedentes conio se vé de
la aplicacion de operaciones algebraicas en casos en que
va no son vilidas ¢ en que carecen de sentido. Argand,

(1) Du Bois Raymond observa, con razén, que es va bastante arricsgado hacer
un principio de algo gne da, ¢s cicrto. resultados aceptables: pero por casualidad,
sin haberse ain profundizado 1a naturaleza de cuestidn, v cita ¢l easo de 1a ey for-

£ A\ ] ¢ .
—_ 24 [ E —— u que es vilida en muchos casos v en otros nd.
dy . r . dy p B



Frangais, Gergonne, Servoils, Georges, Evrard, Hamilton,
Bellavatis, Grassmann asociando a la idea de cantidad la de
direccion --esta tltima no solo cn dos sentidos opuestos cono
lo hemos realizado con las cantidades negativas, sino al rede-
dor de un punto, afectindola de un simbolo de direccidon
han aprovechado ¢l convencionalismo v las comodidades
de interpretacion 4 que por su origen se prestan las can-
tidades lmaginarias creadas por la aplicacion del principio
de Hankel, para tomar la rcunion de simbolo que asi sc
obtiene como caracteristica de las distintas dircecciones, v
segin la manera como han encarado la cuestion, ast como
segun el grado de generalidad v del ndmero v clases es-
peciales de Inpotesis que han suscitado, han dado origen
a las diversas teorias matematicas lamadas:

Teorie de las cantrdades imaginarias (Argand).

Teoria de las accpeiones (Georges, Tivrard).

Cidleulo de las equipolencias (Bellavitis).

Cedlculo de los cuateriiones (Hamilton).

Trvoriu de lax cantidades cxtensivas (Grassmann), ete, cte,

El tema tratado en este capitulo ha sido especial-
mente estudiado por los siguientes autores:

R. AArgand (1806) - Essai sur une mamére de representer
les qnantités imaginaires dans les constructions
geometriques avec wn appendice tiré des Ammales
de Gergonne et contenant les travaux analogues
de J. F. Frangais, Servois, Gergonne (Gautlier-\i-
lars, Paris, 1874).

(;. Bellavitis  Saggio di applicazioni di un nuovo meto-
to di geometria analitica (Padova 1833).

/1. Grassmann- Ausdehnungslehre (Leipzig 1844).

117 R Hamilton - 1ectures on Qunaternions (Dublhin 1853).

/1. flankel —'Theonie der complexen Zahlensystems. Vor-
lesungen iiber die complexen Zahlen und ihre fun-
ctionem, ete. (Leipzig 1867).

/. loiicl ~Considerations elementaires sur la generalisa-
tion succesive de Tidée de quantité dans Panalyvse
mathematique (1883). Cours de cialeul infinitesimal,
Tome 17 (Gauthier-Villars, Paris 1878).
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CAPPI'ULO TERCERO

El limite matemA&tico
¥ I. KL INrFINITO

La nocién del infinito brota de la del espacio, pues
cuando tratamos de representarnos mentalmente 4 este,
nuestro  espiritu v¢é sin alla ¢l
sus esfuerzos perdiéndose  finalmente
en una vaguedad flotante, en una nebulosa tusalvable
dentro de la cunal concluve por caer en un cansancio des-
consolador debiendo convencerse por ultimo de su impo-

tencia; el residuo de esta operacion es la nocidon de lo -

cesar agrandarse mas

ampo abierto

finito, v como se vé, este altimo término solo indica en
realidad la incapacidad de nuestra mente para represen-
tarse aquello 4 que se aplica, debido 4 que sus Hmites re-
culan incesantemente. Iista nocion, en restimen, equivale
4 asociar 4 la idea de algo la de carencia de limite en-
tendiendo aqui esta 1iltima palabra en el sentido usual;
como lo que no tiene limite es indeterminado, no debe-
mos ver en esta nocion sino un simbolo de indetermina-
cion, de allt las paradojas que puede ocasionar st se le
(quiere tomar en otro sentido. hombre en su
querer ir mas alla de lo que le
es dado saber, llega & veces & creer en la realidad de sus
ideates, es decir en la existencia objetiva de sus ideas
aun cuando estas pasan los limites normales del pensa-
miento. Asi, suponiendo el espacto descompuesto en por-
ciones hmitadas, llega aquél a4 preguntarse cuantas de

Pero el
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estas porciones hayv en ¢l espacio total /ndependicntecmente
de la cxtstencra de seres que piensan v cuentfan,; planteada
ast la cuestion, no puede evidentemente contestarse di-
ciendo como lo haria cualquicra: este nimero es ilimitado
- - por cuanto esta respuesta 1mmplica la existencia de un
individuo que cuenta v munca concluve de hacerlo, va
sca porqué esta operacion uwo tiene término, va porqué
si lo tiene nunca puede alcanzarse—sin embargo 1o po-
demos tampoco contestar de otra manera, dada nuestra in-
capacidad de representarnos el cespacio  absoluto. Iéxiste
empero una escucla Hamada tdealista, que cree poder sa-
lir del paso mediante el raciocinio siguiente: Lo ilimitado
en grandor es aquello que no puede ser alcanzado con
multiplos de una medida fija por graude que esta sea,
pues mos la figuramos aumentando  incesantemente,
ahora bien, si lo consideramos en si, independientemente
de la representacion exigida por nuestra mente, entonces
lo ilimitado nos sugiere la wocivn de aleo que no pode-
mos representarnos pero cuva existencia objetiva no po-
demos negar v que se caracteriza por ser superior Q
cualquier cantidad representable. Este algo es el Zufinito.
[.a contestacidon 4 la pregunta anteriormente propuesta
es entonces lo siguiente: En la representacion el mimero
en cuestion es ilimitado, luego en la realidad es 7nfinito.

Esta doctrina en resumen pretende salvar la 1m-
posibilidad de nuestra mente para comprender aquello que
por su esencia le esta vedado, diandole, primero un nom-
bre v luego llevando la ilusiéon hasta creer que existe
realmente algo que corresponde a este nombre.

Iiste fantasma no cs, en cambio, aceptado por el em-
pirista, pues este juzga prudentemente que nada nos au-
toriza & creer en la realidad de lo que escapa 4 nuestras
representaciones- -va sensibles, va intelectnales -v en con-
secuencia cree que debemos contentarnos, por lo menos
en la especulacion matematica, con lo tlimitado de gran-
dor, es decir, con lo finito susceptible de aumentar 6 dis-
minuir 4 voluntad, pues es ¢l nico concepto de esta cs-
pecie que nos e¢s dado conocer v comprender.

Hemos visto en el capitulo anterior, que las canti-
dades llamadas discontinuas no se prestan i especulacio-
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nes en lo referente 4 la naturaleza del individuo-unidad
por ser este indivisible, pero no sucede asi con las canti-
dades continuas, la pesibilidad de subdividir en ellas a
voluntad la unidad de¢ medida origina otra vez la nocion
del infimito pero en otra forma mas mteresante. Kl es-
pacio v ¢l tiempo son los tipos per excelencia de  cauti-
dades continuas, uno v otro sc¢ nos apareee como homos-
géneas v si bien carecen rigurosamente de partes, para
que podamos apreciarlos v deterninarlos es necesario con-
cebirlos como divididos en porciones, unidades de medida.
Estas porciones son i su vez susceptibles de subdividirse en
otras v asi sucesivamente sin nunca terminar, exactanente
como cuando queriamos contar el ntimero de partes linntadas
contenidas ¢n el mismo espacio ¢ tiempo cn cuestion. Sc
origina pues nuevamente, como dijimos, la nocion de lo mfi-
nito, v por ¢so indicamos 4 la propiedad de no poder ter-
minar nunca la operacion que implica la divisibilidad, di-
ciendo que esta s fimte viniendo  ast esta palabra a
ser sinonimo de interminable, de ilimitado.

Las cantidades que se van obteniendo por la divi-
sion  sucesiva de la umdad de medida se vuelven cada
vez mds pequeiias voel espiritu al seguir su disminucion
concluve nuevamente por cacr panlatinamente en un ma-
rasnio creciente v por tener ue renunciar a la tarea; cl
residuo que deja este acto ¢s el concepto de lo snfinita-
mente pequeio. Kl idealismo v¢ en este nuevo  clemento
algo existente en la realidad, de manera que segun ¢l
la cantidad total considerada en si, es decir mdependien-
temente de la existencia de seres que plensan, se coni-
pone de wun wimere infinito de infinitamente  pegueios, es
el fruto representable de la conjuncion de estos dos fan-
tasimas, forjados como hemos indicado, v que escapan se-
paradamente & toda representacion.

Pero otra escucla idealista considera también las co-
sas bajo otro punto de vista. La divisibilidad al infinito
supone la cantidad continua, fija, immovil, como ¢l espacio,
v se propone agotarla de una manera discoutinua sin
conscguir Ilegar, por su misma naturaleza, al objeto pro-
puesto; pero, la disminucion de dicha cantidad continua

pucde también efectnar cinemdticamente (apovandose cn
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¢l concepto de tiempo) de una manera continua v pro-
gresiva como lo hace por e¢jemplo la clanidad del dia
desde su maximo hasta anularse en la noche 6 como la
travectoria de un movil desde el punto de partida de
¢éste hasta su destino. Alora bien, el eutendimiento nos
hace concebir la necesidad de que antes de anularse la
cantidad en cuestion, deba esta pasar forzosamente por un
estado mmnediatamente  anterior & su  anutacion v ¢l
cual corresponda por lo tanto al menor valor posible de
la nusma. Este menor valor se llama dfomo de ella v si
bien es una creacidon eminentemente ideahista - por cuanto
¢l dtomo como indivisible no es representable ni podemos
et consecuencia concebir la cantidad representable como
compuesta de una suma de cllos sin suponer que la di-
vistbilidad es limitada, lo cual repugna ila razon - no obs-
tante, sc distingue del infinitamente pequeno tal cual lo
hemos mterpretado anteriorinente en  que, nientras este
supone ¢l espiritu fatigado siguiendo la operacion sin
término de la divisibilidad, ¢l dtomo como deducido 6
mejor dicho presentido por la razon pura, tiene un carde-
ter de fijeza que produce una especie de quietud bhené-
fica en la mente

La propiedad del dtomo en virtud de Ta cual no es
divisible 4 diferencia de los demds estados representables
de Ta cantidad es explicado, 6 was bien iuferido, obser-
vando gque como internmediario entre la nada e no puede
dismimur m dividirse v la cantidad ordinaria que  ad-
mite las dos operaciones, conserva una propiedad de una
v ootra de la otra, no e¢s divisible como la nada pero puede
disminuir como las demids cantidades. En realidad  todo
esto no es sino un juego de palabras,

La divisibilidad scgin vimos, no c¢s ¢l sendero que
conduce al dtomo, pues implicando aquella woa disminu-
cton discontinua de la cantidad dentro de las porciones
restantes que sucesivamente van quedando, jamds  podra
llegar al agotamiento de la misma, ahora, st de ceste ca-
rdcter de operacion mdefinida la hacemos pasar a la ca-
tegoria de infinita v suponemos con ¢l idealista que este
nievo epiteto conduce A algo real como lo es para ¢l el
infinitamente pequeiio, este no podria sind ser el dtomo,
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desde que el atomo es el término de la cantidad; ¢l in-
finito vendria @ ser asi un especie de factor de prestidi-
gitacion que cambiaria la esencia de las cosas haciendo
terminar lo que por su naturaleza es intermiuable. 'Y es
conveniente observar que, mversamente, s partimos del
Atomo v queremos restituir la cantidad representable, s
necesario nuevamente mtroducir el citado factor de pres-
tidigitacion, por cuanto nos es imposible concebir la can-
tidad en cuestion como compuesta de un niimero deter-
minado de atomos, sin llegar al absurdo de la divisibilidad
limitada, v siéndonos por otra parte forzoso considerar la
cantidad como formada por la agrupacion de dtomos, de-
Demos en counscecuencia decir fataliente que estia for-
mada de un mmero wfinito de ellos,

Iin resdunen, la cantidad continua puede ser estudiada
cn o swe dismimucion progresiva de manera @ presentar en
clla la existencia de clertos prineipios ideales, pero estos
en cualquier forma que se consideren escapan 4 la repre-
sentacion v oentran cn el dommo de  lo incomprensible.

-No obstante, ¢l wdealista cree en Ia realidad objetiva de
aquellos v los hace entrar en los cileulos.

La teoria empirista en cambio, observa que la divisi-
bilidad no puede sino conducirnos a cantidades, pegqnenas
A voluntad, pero sicmpre representables, ast que los dtomos
¢ mbnitamente pequeiios idealistas no son sino prlabras
aplicadas 4 fantasmas misteriosos v oen consecuencia -
propios para servir de fundamento 4 algo cientitico, pues
todo conocimiento serio v cierto debe proceder 6 poder
reducirse 4 percepceiones sensibles 6 intelectuales. Reconoce
¢l empirista que es innegable la existencia de la continmdad,
v que por ejemplo al recorrer un movil su travectoria debe
necesariamente pasar por todas las posiciones intermedias
antes de terminar su recorrido, motivando asi la nocion
de o infinito v del atomo, pero st bien estas correspouden
a algo, este algo es un enigma, un misterio como el de
la esencia de las cosas, ¢l espiritn no puede descifrarlas.
Alin en la mecinica analitica para estudiar las travectorias
hav que descomponerlas en porciones lunitadas s decir
representables. Debemos pucs contentarnos con lo pequeio
4 voluntad.
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$ IL LOS IDEALES Y LA EXACIIFUD GEOMETRICA

[.o unico realmente existente 6 posible en ¢l espacio
son cuerpos. Las superfictes, lineas v pumntos tal cual se
definen ordinariamente, es decir quitando al cuerpo una,
dos ¢ mis dimensiones, son creaciones imaginarias, ficciones
con las cuales es 1mposible demostrar la existencia de otras
licciones tgnalmente sin sentido (los infinitamente pequeftos,
por ¢jemplo) mediante calculos hechos sobre aquellas.

Estas entidades geométricas son susceptibles de scer
comprendidas mediante las dos teorfas indicadas. Veamos
printero la creacion idealista. Esta escucla, segin indica-
mos, se vale de la nocion de lo infinito, va para deducir
(por medio de la divisibilidad) de la cantidad fija é immovil,
¢l altimo clemento de ella que Uama infinitamente pequeiio;
va para pasar por agregacion de dtomos, (deducidos de nna
exhaucion cinematica de la cantidad) de estos, a la cantidad
representable. Liste scgundo punto de vista es el ds
apropiado para concebir los ideales geométricos.

Partiendo del cuerpo ordinario pueden deducirse de ¢l
las entidades geomdtricas en cuestion por via atdmica
siguiendo 4 su vez dos caminos distintos.

S1 coucebimos un cuerpo cunalquiera, este debe nece-
sartamente ser limtado, podemos mentalmente  supouer
que la matena contenida interiormente en ese cuerpo s
quite paulatinamente de manera & producir un vacio, entre
este v ¢l espacio exterior se encuentra el cuerpo restante;
la separacion entre ellos origina la nocién de espesor, v
s1 bacemos la extraccion de la materia de tal manera que
el espesor en cuestion sea constaute en todas partes, con-
cebimos facihuente que efectnando esta operacion de una
manera continua, llegaria un momento enque la materia,
v por lo tanto el cuerpo habrian desaparecido. El enteu-
dimiento hace comprender que inmediatamente antes de
esta desaparicion, debe necesariamente haber existido un
espesor especial, el menor de todos los posibles, es  decir

un dtomo de ¢l el cuerpo ideal 6 parte de ¢l ast obtenido



es lo que se llama una superficic; si esta no es cerrada,
debe necesartamente tener un borde que la limita v con-
cebimos ignalmente que puede quitarse la materia situada
dentro de esta superficie sin alcanzar al borde, produciendo
asi un vacio que producird otro borde interuo; entre ambos
bordes estard situado ¢l cuerpo restante, v si suponemos
que la separacion  de ellos, llamado ancho, es igual en
todas partes, aumentando el vacio interno llegaria un mo-
mento en que habria desaparecido la superficie primitiva;
pues bien uun raciocimio andlogo al anterior hace compren-
der que debe aquella pasar antes de anularse por un
ancho atomico; 4 la superficic correspondiente ideal se
lama linea ¥ como se v¢ procede de la reduccion a4 un
atomo de dos dimensiones ¢ sentidos de medida del cuerpo
primitivo. Finalmente la linea, cuando no es cerrada, tiene
necesariamente dos extremidades de manera que acercando
estas paulatinamente mediante la extraccion de parte de
la linea, llegaria un instante en que la separacion en
cuestion, llamada largo, seria un atomo; a esta linea limite
especial se llama punto, y como se v¢ cnalquier disminucidn
dada 4 este lo anularia, es pues el cuerpo menor posible,

Iin restimen, ¢l cuerpo representable puede recibir tres
clases de disminuciones atémicas; esto se indica diciendo que
ticne tres dimensiones; la primera reduccion lo transforma
cu superficie v anula la posibilidad de una veduccién
transformando en un dtomo al espesor; la segnuda reduccidn
hace perder, tanto al cuerpo primitivo como a la super-
ficie, una nuneva posibilidad de reduccion, dindoles un
anclio atémico v produciendo una linea, finalmente una
altima redunccidon produce un punto llevando 4 un atomo
el largo; el punto tiene pues todas sus dimensiones redu-
cidas 4 un dtomo y no puede disminuir sin anularse.

La otra marcha que puede seguirse para llegar a los
ideales geométricos es inversa a la anterior. Supongamos
que las dimensiones de un cuerpo se countraigan paulati-
namente lasta anularlo, el cuerpo inmediatamente anterior
a4 la anuwlacidn v que corresponde por consiguiente al
menor valor de ¢l se Hama un punto, ¢l cual viene a ser
pues un dtomo de cuerpo. Si al punto asi originado lo
liacemos mover cn ¢l espacio, podemos coneebir un nuevo
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cuerpo ideal que ocupe el espacio recorrido por aquel -
es una linea — v la dimension motivada por el movimiento
sc llama largo. El movimiento de esta linca origina una
superficie v una nueva dimension llamada ancho, la super-
ficie viene d ser asi ¢l cuerpo ideal que ocuparia el espa-
cio recorrido por la linca en su moviniento. Finalmente
un muevo movimiento determinaria un cuerpo representable
v una nueva_dimension lamada espesor 6 alto. Este cuerpo
representable tiene pues tres dimensiones, en tanto que
una de estas en la superficie, dos en la linea v las tres
en ¢l punto se han reducido &4 un atomo.

Si en vez de engendrar estos ideales geométricos por
una série de exhauciones cinentiticas del cuerpo los hu-
bié¢ramos obtenido por la divisibilidad al infinito de su
espesor, de su ancho y de su largo sucestvamente, la pa-
labra dtomo anteriormente aplicada seria ahora reempla-
zada por la de infinitamente pequeito, v definirfamos n
consecuencia la superficie, la linea y el punto como cuerpos
cuvo espesor, ancho v largo respectiva vy simultineamente
sean infinitamente pequeios.

El empirismo en cambio, no viendo en los dtomos ¢
infimtamente pequeiios sino fantasmas misteriosos impro-
pios para una especulacion cientifica, considera a la super-
ficie, linea y punto como cuerpos de espesor, aticho v
largo respectivamente muyv pequeiios, tan pequeiios como
nos convenga 6 queramos 4 voluntad considerarlos, pero
stempre finitos, es decir representables. Esta separacién de
vistas tan radical se extiende también al concepto de lo
exacto geomdtrico.

El empirista no acepta el concepto cientifico de la
exactitud ideal, pues segin ¢l, no la tenemos ni la podemos
tener. Nuestros sentidos, si funcionan normalmente, nos.
dan percepciones y representaciones cxactas, no podemos
tener mavor certeza que la que cllos nos proporcionan, v
aunque el ttempo borre 4 veces la nitidez caracteristica
de las recientes representaciones, queda siempre un residuo
de estas que es el conceplo de la exactitud e la perecperon
senstble, pero, la observacion nos hace ver que algunas
percepciones aparentemente iguales entre si, resultan luego
diferentes cuando se cxaminan con aparatos de control
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apropiados; unas conservan la forma v aspecto primitivo,
otras cn cambio lo pierden. De alli la distincion entre lo
exacto unicamente sensible, v lo exacto 4 prucbha del con-
trol mas riguroso.

Sioaliora, por analogia & aquellos casos en que una
serie progresiva de representaciones  tienen por  término
una representacion limite, queremos también suponer un
término A la serie de representaciones cuva exactitud au-
menta paulatinamente desde  la simplemente exacta apa-
rente que no resiste al minimo analisis, hasta la que alcanza
a desafiar ¢l megjor aparato de control, esta representacion
limite no correspondiendo 4 nada real, es una simple
representacion de palabra.

Como cn ¢l terreno clentifico solo podemos aceptar
aquellas hipotests v conceptos susceptibles de ser bien
comprendidos, ¢l concepto de lo exacto ideal debera recha-
zarse de aquel hasta tanto que no consigamos probar que
responde 4 una representacion real. Ahora bien, la realidad,
objetiva de los ideales geomdtricos no puede afirmarse
con certeza de minguna forma de la naturaleza; si, para
precisar las ideas, tomamos por ejemplo la representacion
de la Hnea recta, es deectr de la linea definida en nuestro
espacio solamente por dos puntos, vemos que ni aiin la
arista mas precisa responde 4 una recta de exactitud per-
fecta, por cuanto la sustancia e¢n  donde se encuentra
tallada ¢s susceptible de clectrizarse, calentarse y  sulrir
en general acciones fisicas v quimicas de indole muy diversa
v cada una de las cuales ocasiona deformaciones, sino
apreciables @ stmple vista, acusadas en cambio por proce-
dimtentos opticos 1 otros de mucha sensibilidad, y por cso
ni de la anista total ni de parte de ella podemos decir
que satisface rigurosamente 4 la definicién de linea recta,
es decir de que, va haciéndola girar alrededor de dos puntos,
yva moviendo la vista alrededor de dicha arista de nianera
que la mdgen de dos puntos fijos de esta se conserve en
los mismos puntos de la retina, va haciéndole correr entre
guias, la imagen de la arista en cuestion no sufra varia-
ciones, cualquiera que sea el control que se haga para
asegurarse de esta invariabilidad.

Pero, aun suponiendo que dicha imagen cousiguiera
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escaparse 4 esta prueba, nada nos autorizaria 4 creer que con-
tinuaria escapandose al control de otros aparatos ¢ procedi-
mientos mas eficaces que no poseemos pero cuya posibilidad
concebimtos; v como el poder de estos auxiliares no tiene
teoricamente limite, jamas podriamos alcanzar la compro-
bacién definitiva de la existencia de dicha exactitud ideal,
con mucha mds razén si se observa que los mismos apa-
ratos y procedimientos de control deberian i su vez ser
controlados para ver si no nos engaian, Vv esto solo
podria hacerse mediante otros aparatos v procedinientos,
cavendo asi en un circulo vicioso.

X restumen, el conocimiento de lo exacto absoluto
escapa al espiritu humano, v el concepto de él no respon-
diendo a una representacion debe elinmnarse de las ciencias
exactas; estas, por otra parte, no necesitan de ¢l, se bastan
con la precision de los elementos que encuentran en la
naturaleza; las estrellas, por ejemplo, cuva imageun no varia
aun miradas con los telescopios mds poderosos bastan
plenamente para dar @ la nocién de punto todo el rigor
deseable. Ignalmente ¢l ravo luminose que sale de una
estrella v entra en la pupila es una representacion de
linea recta suficiente para la geometria. Encontrariamos
también en el mundo externo datos fehactentes para tener
una representacion bastante rigurosa de la idea de plano,

El idealista en cambio, sienta la longitud exacta como
fundamento de la ciencia de los grandores, pues, si bien
la linea recta ideal no puede obtenerse con la materia que
compone los cuerpos 4 nuestro alcance y que atn supo-
niéndola realizable nos seria imposible comprobar su exac-
titud absoluta por los medios en nuestro poder, no obstante,
el concepto de la medida exacta estd tan encarnado en
el pensamieitto, que se impone su aceptacion so pena de
coumover fundamentalmente la estabilidad de las cosas, v
lejos de negarla con el pretexto de que no es represen-
table, debemos al contrario tratar de cstablecerla cienti-
ficamente.

Partiendo del espacio vacio ¢ del homtogéneo (couce-
bido aquel como lo hemos indicado en el primer capitulo)
observa el idealista que dentro de ¢l puede 1o solamente
suponerse sino que  existe realmente cualquiera figura
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exacta, figura que cl talento de un escultor podria teori-
camente aislar. Ignalmente dos datomos determinan una
recta que tiene por lo menos sus extremidades exactas y
esto basta para establecer la proposicién primitivamente
indicada 6 sea el sentar & la longitud exacta como fun-
damento de la ciencia de los grandores.

El empirista contesta 4 estos argummentos observando
que se basan en la existencia prévia de otros ideales igual-
mente criticables; asi el espacio vacio y el homogéneo
son va ficciones ideales no representables; ademds, dentro
del primero nada existe y st bien podemos dentro del
segundo imaginar todas las nmagenes posibles vy por lo
tanto las que tienen exactitud perfecta, estas, para que
correspondan 4 algo deberian poder obtenerse por desvia-
ctones que no supusicran va un ideal, lo cual es imposible
toda vez que la definicién geométrica de aquellas desvia-
ciones presuponen un ideal

Ienalmente siendo los dtomos fautasmas ideales, uo
pueden servir para probar la existencia de otros ideales
analogos.

$ TI. EL IDEALISMO Y EI. EMPIRISMO

De todo lo que antecede podemos establecer bien
claramente el alcance de estas dos escuelas en la manera
de comprender los conceptos v las intuiciones fundamen-
tales de las matematicas.

Elidealismo cree en la verdad de algunas formas limites
de las ideas, reclamadas por la inteligencia pero que escapan
a toda representacion; para ¢l el dominio del pensamiento
no solo sc compone de lo perceptible v de las represen-
taciones ¢ conceptos de el deducidas por un trabajo mental,
sino también, v de cllo tenemos un convencimiento com-
pleto, de algo mids que no c¢s representable pero cuya
existencia se impone. Asi, para esta escuela, el infinito, lo
exacto absoluto, ¢l infinitautente pequeiio, los dtomos, los
ideales geomdtricos, tienen realidad objetiva, v sin pretender
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demostrar lo que pasa dentro de esos ideales, los admite
como eiementos directos en los cidlculos. Tal es el axioma
fundamental del idealismo.

El empirismo, en cambio, solo admite como cicntifica-
mente aceptable, aquello que puede reducirse a4 represen-
taciones de objetos perceptibles va por los sentidos, va
por la inteligencia; no niega la existencia de lo no repre-
sentable como los atomos, el infinito, etc, pero para ¢l
no constituye aquel objeto de especulaciones matemiticas.
A lo exacto perfecto del idealista sustituye lo exacto a
voluntad; acepta la idealizacién, pero recula ante el ideal
misino, concibe que el espesor de un cuerpo disminuya
hasta donde la imaginacion y la fantasia puede seguirlo,
pero no tolera que se dé un término limite a esta dismi-
nucién, por cuanto no existe una representacion de tal
naturaleza la cual solo corresponde 4 un fantasma ina-
ceptable.

A pesar de reducir asi singularmente ¢l dominio del
pensamiento, estd convencido de que su intuicion de los
conceptos fundamentales de las ciencias exactas basta
para llevar 4 esta hasta cualquier grado de desarrollo y
poder en consecuencia alcanzar todos los resultados ob-
tenidos por el idealismo, salvo naturalmeute los cue sc
refieren puramente 4 las relaciones entre las ficciones
misma que acepta éste v rechaza aqueél.

Todos estos preliminares son necesarios para la com-
prension del concepto de limite matemdtico que paso 4
tratar mmediatamente.

$ IV, E1 CcoONCErro DE LIMITE MATEMATICO
* Predmbulos.

La palabra /lmife tiene diversas aceptaciones; en cl
sentido mds lato significa término, barrera, borde, frontera
0 linea de demarcacion, y cl concepto correspondtente lIta
nactdo evidententente de la observacion de los cuerpos



naturales los cuales son nccesariamente limitados. El otro
significado de la palabra es indicar un valor maximo en-
tre los varios que puede tomar una cantidad, asi decimos
por cjemplo, que el valor limite de un coseno es ¢l radio,
que ¢l limite de la vida de una planta, son tantos aiios
ctc; va sea que desaparczca el objeto después de pasar
por ese limite como sucede en el dltimo ejemplo, ya sea
que subsista, como en el primero.

El concepto correspondiente 4 la segunda acepeion
de la palabra brota de la observacion de los fenémenos
del mundo externo y del interno, pues mientras unos se
nos presentan sin terminar nunca, como sucede con cl
desarrollo del tiempo ¥ el movimiento de los astros, ve-
rificaindose ya uuiformemente va periodicamente, otros cn
cambio, como el crecimiento v desarrollo de los animales
v vegetales, el pasage del dia 4 la noche, la desespera-
cion, la tristeza, etc. se producen por grados inseguibles
hasta su eseircia pero que concluven por terminar.

Decimos que el desarrollo progresivo de estos fend-
menos escapa a nuestros esfuerzos cuando pretendemos
seguirlos hasta su esencia porque st imaginamos un fe-
noémeno cualquiera limitado desarrollindose enr la forma
indicada, su terminacion deberd necesariaiiente producirse
dentro de un segundo de tiempo al principiar el cual aun
existe, v al terninar né, igualmente dividi¢ndose el segundo
de tiempo en terceros la terminacion del fenémeno se pro-
ducird dentro de uno de ¢sos terceros v asi sucesivametite
siit jamas terminar (vemos asomar nuevamente la nocion
de lo infinito).

Hasta alhora no hemos emplecado en este estudio la
palabra limite sino ent uno @ otro de las dos acepciones
anteriores, pero estos conceptos primitivos sacados por
abstraccion del mundo exterior 6 interior, han sido lucgo
aplicados con modificaciones fundamentales 4 las repre-
sentaciones creadas espectalmente por ¢l pensamiento, ori-
gindaundose asi ¢l conceplo cicntifico de limile malemdlico.

" Kl limite matemdtico no indica un confin, una ba-
rrera ordinaria que puede ser alcanzada, al contrario, 1o
solamente e¢s aquel infranqueable como estos, sino que
ademas es intocable, la distancia que falta para alcan-
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zarlo puede ser pequeiia & voluntad, pero stempre debe
existir, Jo mismo como sucede por otra parte con las can-
tidades resultantes de la divisibilidad indefinida que pue-
den acercarse 4 cero, @ voluntad por no alcanzarlo. (Cero
es pues el limite matemdtico de las cantidades iudefini-
damente decrecientes obtenidas por la divisibilidad).

¢Como podemos concebir nn limite de esta clase a
primera vista tan paradojal?

Imaginemos una representacion fija ¢ invariable,
también una serie de otras pertenecientes con la primera i
un misuo género de representaciones, pero susceptibles
de variar 4 voluntad v de tal manera que podamos apro-
xnmnarlas cada vez mas y mas 4 aquella; supongamos ahora
que ambas representaciones sean de distinta especie den-
tro del género comin 4 que pertenccen, es evidente en-
tonces que jamas podrdn llegar & confundirse no obstante
los diversos valores que podran tomar las segundas, por
cuauto habrda en la definicion de ellas un elemento que
hard incompatible tal identificacidn.

Resulta asi que, por un lado, las representaciones va-
riables se aproximarian indefinidamente 4 la fija de tal
manera que la diferencia entre ellas podra vencer cual-
quier grado de pequeiiez; v que por otro, este nunca al-
canzard 4 anunlarse. La representacidn fija serd entonces
necesariamente el limite matematico de las variables.

Vice-versa, para que una representacidon fija sea li-
mite matematico de otras variables es de toda necesidad
que en la definicion de ambas hayva elementos incompa-
tibles que le tnmpida confundirse, ¥ también que en la de
las representaciones variables, el elemento que establece
esa variacion sea de tal naturaleza que permita hacerla
indefinidamente aproximar de la fija; esta ltima condi-

1

c16n exige ‘también paridad de naturaleza entre ambas

representaciones.

Tomamos un ejemplo familiar hasta 4 los geometras
de la antigiiedad. Supongamos que la representacion fija
sca una circunferencia de circulo v las variables los peri-
metros de los poligonos inscriptos ¢ circunscriptos cn
ella; se vé que ambas representaciones llenan las condi-
ciones necesarias para que la primera sea limite mate-



matico de la segunda, v efectivamente tanto la circunfe-
rencia como los perimetros en cuestion pertenecen al gé-
nero comin de las longitudes, hayv entre cllos paridad de
naturaleza; pero ambos son de distinta especie, pues mien-
tras la definicion de circunferencia excluve por completo la
existencia de lados en ella, en los poligonos, al revés, esta
condicion e¢s sine-cua-non para que scan tales; jamads po-
dran en consecuencia identificarse, aliora Dbien, el liccho
de ser los poligonos inscriptos ¢ circunscriptos en la cir-
cunferencia y de poder indefinidamente ammentar ¢l na-
mero de sus lados, 110s permite acercarlos indefinidamente
a4 esta ultima v hacer que la diferencia entre esas dos
longitudes, una fija v otra variable caiga debajo de cual-
(uiera cantidad por pequeiia que sca.

Otro cjemplo lo tendriamos considerando una curva
v la sccaunte que une dos puntos de ella, si consideramos
uno de estos puntos como fijo, el otro podra acercarse
¢l tanto como se quiera originando en cada una de sus
posiciones una secante particunlar enyo limite matemaitico
viene a4 ser la tangente & la curva en el punto fijo, pues,
por un lado, la secante variable puede hacerse aproximar
indefinidamente 4 la tangente, por otro no puede identi-
ficarse con clla por cuanto si asi lo hiciera dejaria de
ser secante en contra de lo supuesto. lste tltimo ejemplo
hace ver ademas que una representacion puede ser 0 1o
el limite matemdtico de otras variables, segin ¢l punto
de vista v la acepcion en que todas cllas se consideren,
asi, s1 cn vez de hacer la distincion de sccantes v tan-
gentes hacemos simplemente girar una recta al rededor
de un punto de una curva, ninguna posicion tiene porque
ser limite matemitico de las otras, desde que nada im-
pide efectuar la rotacion completa de la recta, en cuestion.

Al tratar de la metalisica del andlisis trascendente
aclararemos mdas esta ultima observacion.

Il concepto de limite matemitico ¢s un poderoso
resorte de las ciencias del mismo mnombre, pues permite
suplir las deficiencias de nuestro espiritu v su incapaci-
dad de conocer immediatamente las propiedades de las
cosas cuando estas son de alguna complicaciéon reempla-
zandolas por otras mas 4 nuestro alcaunce v combinadas
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de tal manera que la primera sea limite matemdtico de
las auxiliares; se comprende entonces que pudiendo estas
aproximarse 1indefinidamente 4 aquellas las propiedades
(que sc conservan constantes en las distintas representa-
ciontes auxiliares se aplicaran también & su limite, llegan-
dose asi por este procedimiento indirecto al resultado que
nos proponiamos v que no hubiéramos podido, directa-
mente obtener. Tal es el propdsito del analisis lamado
infinitesimal. En la habilidad del investigador esta el ha-
llar cual es el mcjor canmno para llegar & este resultado,
pues si bien comprendemos immmediatamente que un ob-
jeto variable no puede aproximarse simultineamente de
dos limites matematicos superiores ¢ inferiores, concebi-
mos en cambio que una represcentacion puecde ser limite
matematico simultineamente de varias especies de varia-
bles; va vimos por cjemplo que la circunferencia de cir-
culo puede considerarse tanto como lhmite de los poligonos
inscriptos; en ella, como de los circunscriptos; igualmente
la tangeute en un puuto de una curva puede conside-
rarse como limite tanto de las secantes que giran al
rededor de dichio punto, como ¢l de las secantes parale-
las 4 ella.

ILlamemos x a los individuos de una serie de repre-
sentaciones, v /(x) 4 los de otra seric ligados con x de
tal manera que & cada representacion x corresponde otra
de /(x). Si x v /(x) son cantidades matemaiticas v si al
aumentar x indefinidamente, va de una manera continua,
ya por saltos, existe una representacion de igual natura-
leza X tal que, para valores Dbastante grandes de x la
diferencia X- - f(x) se vuelve y queda luego menor que
cualquicra cantidad, sin poder anularse, X es, segin lo au-
terior, el limite matematico de /(x) para valores crecien-
tes de x. La serie de representacionces x sc Hama aron-
mento O vartable independicnte v puede segiin sn naturaleza
tomar valores cualesquicra ¢ solamente discontinuos; /(x)
se Hama la funcion & vartable dependicnte.

Podemos reemplazar las representaciones mismas por
los mimeros que indican su medida pero no debemos
olvidar que estos ntimeros nada significan por si solos v
que si bien en la resolucién de los problemas ordinarios
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en donde no interviene cl concepto de limite matematico
es innecesarto tener simpre presente las cantidades mis-
mas stumbolizadas por los nuneros, en cambio cuando este
concepto estd de por medio, nunca puede perderse de vista
el origen de csos simbolos ni los conceptos inherentes a
ellos; 4 saber: ¢l de cantidad matemadtica v el de nimero
de objctos.

Tratandose del anilisis algébrico, puede facilmente
desarrollarse separadamente la inetafisica de las operacio-
nes que comprende y el mecanismo del calculo. Iiste ul-
timo ha sido mnotablemente perfeccionado por Hamilton,
Grassmann, Dedekind, Weierstrass, etc, v counsiste en to-
mar & los nameros como piezas del juego de ajedrez v
combinarlos de una manera ldégica sin preocuparse de
los conceptos que los han originado; se cousigne asi re-
ducir 4 un minimo las reglas simiples entre las indeter-
minadas del cilculo conservindose en todas las transfor-
maciones las relaciones primitivas, las cuales, tomadas asi
como datos primos, pneden no depender va del concepto
de cantidad matematica lineal; sin embargo, por intere-
sante v provechoso que sea este mecanismo literal, espe-
cialmente en cuanto puede como caso particular avenirse
con ¢l concepto de cantidad lineal, tomado asi en su
generalidad, no produce sino algo artificial v exdtico que
no correspondiendo 4 nada real se consume enn una este-
rilidad lamentable.

Pero tratindose del andlisis llamado infinitesimal, cl
mecanismo del cdlculo es perfectamente segundario res-
pecto del problema metalisico, por eso, 1o es con la simple
ayuda del simbolisnmo que pueden salvarse las dificultades
del concepto de Iimite n1 mucho menos tratarse de le-
gar con ¢l a consecuencias cualesquicra, al contrario, es
necesario unir sicmpre la idea de cantidad al simbolo (ue
la representa, v oasi lo haremos en todo lo que sigue.

Hemos anteriormente indicado que los antignos geo-
nietras efectuaban va cespeculaciones con el concepto de
limite aplicindolo & limites de series discontinnas como
lo ¢s la circunferencia de circulo respecto a los poligonos
inscriptos v circunscriptos en ella; modernamente la espe-
culacion se ha hecho especialinente sobre limites de series
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continuas como lo es la tangente respecto de las secautes
que giran alrededor del punto de tangencia de aquella.
Pero, lo que caracteriza verdaderamente el analisis del
siglo pasado ha sido el esfuerzo que ha realizado para
justificar las medidas v conceptos fundamentales de las
ciencias matematicas; Gauss, Caucliy, Abel, Dirichilet, Dini,
Bois Revmond, etc, han sido los principales promotores
v 4 quien mas se deben estos estudios.

w5 R problema del limite

Lo primero que se ocurre estwdiar en las operaciones
6 séries indefinidas, es la investigacion de cuando una
funcién /{x) tiene 6 no limite matemadtico creciendo in-
definidamente el argumento x. El desarrollo completo de
cste tema no entra en los propositos de este trabajo; bas-
tard demostrar que los criterios llamados de convergencia
6 de divergencia que solucionan la cuestion quedan en
altimo término reducidos & aplicar en todos los casos la
signiente proposicion:

ST la diferencia f(x)-—/ (x1) stendo x > xy queda dnfe-
rior @ wna cantidad cualquicra para valores bastantes gran-
des de X, y arbitrarios de x—-x, la functon: f(x) licne un
lomite detcrminado; de lo contrario no lendrd.

En la inteligencia completa de este principio reside
ese concepto de limite matemaitico.

Distingamos desde luego dos clases de funciones,
unas tales como:

£

S(x) — 352': i = 2.rI-1'
N
= 3
X cos X
S(x) =
1
f(x) —— X s

en las que procedimientos mds ¢ menos elementales per-



miten comprobar la existencia de una cantidad X tal que
para valores indefinidamente crecientes del argumento x
satisface 4 la condicion X -— /(x) < a, es decir 4 la de li-
mite matematico (en los ¢jemplos senalados los valores de

X son 1, £, 0, 1 respectivamente); v otras tales como:
9

7 (x) 2 - j;:I :
s 1
) ( x ﬁ'l’ ':l‘ 1
RS 106 . e
/) ,2'0 (--1) (2v 1) 3%~
J 71h' "1. l
4 12:) C 1) o (Y2395

las cuales $1 bien reconocidas convergentes cuando # crece
indefinidamente, tienen la particularidad de que suw limite
hipotético que solemos designar con los simbolos ¢ base
del sistema de logaritmos neperianos v = relacion de la
circunferencia al diiunetro (formula de Machain) es una
cantidad 4 la cual no corresponde ntmero alguno que la
represente.

[.o mismo diremos de la serie de cantidades obteni-
das efectuando la operacién de extraccion de raices en
los casos en que no hay cantidad racional alguna que
clevada a la potencia igual al indice de la raiz reproduzca
la cantidad subradical, esa secrie tiene indudablemente un
limite, pero este liniite no es representable en mumeros.

En ambas clases de funciones es preciso estudiar es-
pecialntente el concepto metafisico de limite conocido 6
hipotético. En las primeras tuncioncs, por cjemplo, noso-
tros sabenios la existencia de una cantidad a4 la cual
puede aproximarse los valores de aquellas tanto como se
quiera aumentando indeftnidamente los valores del argu-
mento, y ademis conocemos esa cautidad, pero, por cerca
que la funcion esté de ella, siempre hay algo que la separa
de su limite v que corresponde & una solucion de conti-
nuidad de nuestras representaciones, desde que el limite‘
no pudiendo ser alcanzado, queda cternamente scparado
de las representaciones que limita; es precisamente este
vacio, este abismo por encima del cual saltamos ordina-

I‘'unciolies
con lmites
hipotéticos
auugne

existentes

Necesidad
de
estudiaren cllas
1a metafisica
del
Hwmite



51 Hmite
simbolista

Definicién
del concepto de
Ifinite
matemilico
cn osu
mds alte grado
de
generalidad

— 78 —

riamtente, que debe tratar de sondar la metafisica del
concepto; ¢sta debe buscar que relacion debemos repre-
setitarnos cutre los valores aislados de la funcion y el de
st limite.

Con mucha mas razon se mumpone este estudio cuando
sc¢ cousidera la segunda clase de funciones, porque aqui
el lmite matematico no es expresable en ndmeros v desde
que su existencia se afirma solo merced a la aplicacién
(aun no penctrada en su esencia) del principio de con-
vergencia antes citado, debemos indicar como nos lo ex-
plicamos. Iin esta segunda clase de funciones, podemos
unicamente decir que ¢l simbolo /(x) engendra un gran-
dor ignorado hasta entonces v que no tendria razén de
existir sin la existencia previa de la /(x). Los simbolistas,
Heine el primero, representan con una letra al limite lni-
potético de una operacion indefinida reconocida conver-
gente por la aplicacion del principio general, arriba indi-
cado, v contimian sus calculos con este siimbolo couo si
designara algo conocido y bien definido, eliminando asi
toda discusion metafisica sobre dicho concepto  (véasc
Jules Tannery, Zutroduction & la Theorie des fonctions dune
varwblc); pero, segiin dijimos, ¢l simbolismo puro es in-
capaz de producir algo aul y fecundo, v no satisface tam-
poco i nuestra necesidad de profundizar vy explicar la
razon v esencia de las cosas, por lo nicnos hasta donde
lo permita el alcance de nuestra inteligencia y tanto mas
cuanto que si el principio de convergencia antes mencio-
nado puede ser aceptado practicamente sin demostracion
rigurosa, la inteligencia de ¢él, como va lo dijimos, pre-
supone la metafisica del concepto de limite matematico.

Fartendida asi la cuestion, puede definirse el concepto
de limite matematico considerado en su mais alto grado,
diciendo, como lo hace Du Bois Raymond, que consiste
cnouna crerte mancra de ractocinar o vtrtnd de la cual,
basindose cn la naturaleza cspecial de wna scric de valores
susccplibles de scr medidos y obscrvados, se deduce la cxis-
tencta de ofros valorcs que escapan d toda perecpeion v cuya
cxistencia no pucde, rigurosanicnte hablando, demostrarse.

Il limite en cuestion no tiene en estos casos la cvi-
dencia de nna pereepeion directa y por lo tanto su exis-
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tencia debe ser demostrada.  Pero, como puede ser tan
variada la serie de representaciones /(x), es necesario dar
4 la cuestion la forma mas geueral v abstracta, buscando
un pasaje al lmite de natnraleza sencilla, al cual pue-
dan por combinacion reducirse todos los demids pasa-
jes; es necesario ¢n consccucncia, que la naturaleza de
esa forma general, le permita acercarse de cualquier limite
posible. Entre las series indefinidas que satisfacen & esa con-
dicion, debe buscarse 4 su vez la mas intaitiva v familiar.
Il tipo de representaciones de la forma
J(x) JAr Gy ey 12 iendo a> b

A A a, b, cuteros
es indudablemente sencillo y satisface a la segunda cnestion,
porqué como las cantidades con clla representadas aumen-
tan indefinidamente quedando siempre menores que la uni-
dad; cualquiera cantidad I. puede considerarse limite de
esa serie cuando a crece indefimdamente; cefectivamente,
st tomamos como unidad de medida una cantidad mavor
que I, el mimero que indica la medida de I, estard evi-
dentemente comprendido entre dos valores determinados
T TR
5 —;— Puesto que cntre los valores representados por
ambos ntmeros quedan encerradas  cantidades menores
que uno v comprendidas entre cero v nno, luego podemos
escribir

T T
b T

igualmente dividiendo los intérvalos 4 en otras & partes
iguales, encontrarenios otros dos miineros enteros conse-
cutivos o« v 2 .- I tales que se  verifique, siendo

! -~

2y V%

siguiendo asi la subdivision encontramos finalimente

a2,y == I 2] e 28 2 ST %€, ) o L | 1
b < b X s T S , R R
. . o o o )
Luego la diferencia I, —- (17 - g /)—") tienne por
limite cero v I, vienc en consecuencia 4 ser el limite
4,s %o, % % A X )
matemadtico de TR U T Uy al crecer x
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indefinidamente. Tucgo finalmente si una funcién cual-
quiera tience un limite, este Gltimo puede siempre consi-
derarse como limite también de una expresion de la forma
- - x, . ,
7 F F VS definida como mas
arriba indicamos. Todo lo anterior es la enunciacién en
féormulas del cjemplo tomado en la pdgina 71 relativo al
estudio de un fenémeno continuo, hasta su esencia; cu
aquel ejemplo 4 cra 60 porque la unidad de medida era
el segundo de tiempo; tedricamente el valor mds sencillo
para & ¢s 2 en cuvo caso los « variarian entre o v 1, co-
rrespondiendo al sistema  de numeracion binario, pero
practicamente siendo el sistema dectmal el usual, sera
mis conveniente hacer .. 10 @ variari entonces eutre o v o,

En restmen, pues, una fraccion decimal indefinida
puede servir para acercarnos de cualquier limite posible,
v si Dien es una serie discontinua, su empleo es indis-
pensable aun para determinar los limites de sertes couti-
nuas por cuanto las cantidades que entran en estas tlti-
mas deben, para poder someterse al cileulo matemitico,
ser previamente medidas, v la nocién de medida implica
series discoutinuas. I.a continuidad solo se hace, segan
vimos, de naturaleza especial, introduciendo la nocion de
movimiento la cual nada tiene que hacer en el problema
que buscamos, por lo menos tal cual ha sido planteado.

El pasaje al lmite de la serie

M

OIS S-S -
10 10 10 {0}
puede pues considerarse cowmo ¢l mas sencillo v el funda-
mental al cnal podra reducirse, como mds adelante vere-
mos, todos los demds pasajes al limite.

De acuerdo con esto v con lo dicho sobre ¢l simbo-
lismo, el problema que tiene por objeto el concepto del
limite, debe en definitiva entenderse de la manera si-
guiente (Du Bois Raymound).

Todo niimero decimal

X, O X,
O, & Ay %3 ..... a2, —

10 ' 10° 10"

se aproxima d wn valor linite cruande x creee tndefinida-

mente (2, varia cutre o v g).
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’ . . Xy X . - I
Los nameros fraccionarios = ;= ... indican maualti-
10’ 100

plos de décimos, de centésimos, de milésimos de una can-
tidad matemadtica dada, v en particular de una longitud,
por cuanto vimos anteriormente que las cautidades ma-
tematicas sobre las cuales n0os es dado especular son linea-
les, es decir, susceptibles de reducirse a longitudes para
su apreciacion.

Se ve pues, que si sobre una longitud determinada
que supondremos igual 4 la umdad de medida y cuvas
extremidades llamaremos o, 1 se llevan las distintas lon-

- TS & & % a, :
gitudes o 0 o Y ie L T S o 4 partir
de o hacia 1, las extremidades de las mismas se van
aglonterando cada vez mds y mas de manera que la dis-
tancia de ellas 4 la de la longitud limite, si existe, se hace
menor que cualquicra cantidad.

Iis bueno recordar que no hay que considerar limites
numdéricos abstractos que nada significan; el limite mate-
matico de una serie dec representaciones variables cs otra
representacion de paridad de naturaleza con aquellas, de
manera que tratindose aqui de longitudes, el limite de
cllas serd también una longitnd, v no un mero simbolo.

Veamos, pues, si es posible demostrar que la serie
indefinida de fracciones decimales o, «, 2. ... a, se apro-
xima 4 un valor limite, creciendo x indefinidamente. Si
la scrie en cuestion es periddica, la aritmética nos ensefia
la manera de encontrar un valor expresable por un niu-
mero racional que satisface 4 esa condicion; igualmente si
la seric en cuestion procede de la extraccion de raices de
cantidades continuas cxpresadas en numeros enteros o
fraccionarios, podemos geomdétricamente ecncontrar una
cantidad que satisface & la definicion de limite (reduciendo
las cantidades 4 longitudes), si bien esa cantidad asi como
sus maltiplos no son ahora expresables por ntimeros ra-
cionales ¢ implican un pasaje al limite previo de canti-
dades ractonales; pero, si la seric cu cuestion no esta
sometida 4 lev alguna en sun desarrollo, por ejemplo, si
las cifras sucesivas z, van colocindose arbitrariamente,
entonces es cuando viene ¢l problema de determinar si
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esta serie tiene ¢ no un limite al crecer a indefinida-
mente. Si este limite existe, la longitud que le corresponde
no pertenece ni 4 las racionales ni 4 las irracionales recien
indicadas v por lo tanto su existencia hipotética debe ser
demostrada.

Alora bien, es evidente ¢ue por el mero hecho de
cousiderar valores sucesivos de la seric o, # 2. ... 2 ja-
mds obteudremos una longitud limite; 4 lo mmds llegaremos
al siguiente resultado:

Marquemos sobre la longitnud o — 1 una longitud
parcial /, uniendo las extremidades de las dos longitudes:

O, %) % o .. .. Ap 3 OV %) Lo ... .. 7R b
todas las longitudes pertenccientes 4 la serie dada o, =,
@y ..o @, cn las que n# > p tendrdn su extremo nece-

sariamette comprendido en la longitud / ); ahora bien
csa longitud /, tiende 4 anularse & medida que p au-
menta, de manera que la extremidad del limite hipotd-
tico si existe, estando comprendido dentro de /, parcce
a primera vista ser aquella en que se reunen las dos de
/, cuando ésta se anula. Pero, precisamente /, nunca puede
anularse, queda constantemente siendo una longitud con
dos extremos tan poco separados como se quiera, pero
correspondicndo 4 una longitud que nunca se agota, pues
segnn va dijimos, la divisibilidad uo haciendo otra cosa
sinno marcar porciones mas pequefias dentro de otras, cs
una operacion por su csencia interminable v que no ilega
mnica 4 un resnltado distinto de los anteriores por donde
sucesivamente va pasando. La longitud /, por consiguiente,
salvo su tamafio, corresponde constantemente 4 una re-
presentacion anialoga 4 la o — 1.

Seria necesario introducir la nocion de movimiento,
como lo hicimmos ya coustar, para poder conseguir el ago-
tamiento completo de una cantidad.

Muchas son las equivocaciones que la anulacion apa-
rente de la longitud /7, creciendo p indefinidamente, ha
hecho incurrir & la mayoria de los antores vy atn 4 emi-
nentes, por falta de profundizar la metafisica de la cuestion.

(1) Si todas las cifras que siguicran al %y fucran 9 (nueves) of valor de la serie
cn cuestion seria 0, Ay K., (ap _57 1) que corresponderfa & la longitud lmite

buscada. pero cntonees la serie serfa periédica en contra de lo supuesto,
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Duhamel, por ¢jemplo, para demostrar que una can-
tidad variable que crece sin cesar, pero conservandose
inferior 4 una cantidad determinada, tiene necesariamente
un limite, dice en su clasica obra Des methodes dans les
sciences de oraisonnemen! (11 parte, pigina 413, nota):

Sea A ¢l valor determinado debajo del cual se man-
tiene constantemente la cantidad variable; sea B uno
» de los que tomara; dividamos el intervalo A - - B en
partes iguales tan pequefias como se quiera; bien podra
» la variable alcanzar v pasar todas las divisiones, pero
- no legar, por hipdtesis, hasta A; podra suceder también
»que no pase todas las divisiones v entonces existird

necesariamente una primera que no sera alcanzada y
» otra que serid la dltima en ser pasada, quedando asi
. la variable encerrada en un intervalo tan pequeflo v tan
» vecino de cero como se desee, luego hav uu valor fijo
» entre Ay B al cual se aproxima la variable. Tiene,
pucs, uun limite ».

Esta demostracion, como sc¢ vé, esta basada en la
supuesta anulacion del intervalo comprendido entre dos
divisiones de A--B que reemplaza a unestro /, de hoy, ¢
implica ¢l error de creer que el hecho de que un inter-
valo disminuyva indefinidamente por via de divisibilidad,
altere su naturaleza, siendo asi que siempre subsiste como
representacion  andloga (salvo su valor) 4 la primitiva v
que nuunca podrd salir de ¢l, el extremo de una cantidad
lo cual exigiria la introduccién de la nocion de movimiento.
Mas adelante vercmos la demostracion rigurosa de la
proposicion de Duhamel.

Sc comprende facilmente que, indicando la serie de
valores o, % % .... 2,, 1o cantidades sino las medidas de
estas relacionadas con la unidad o--1 de medida, no
podrd servir para representar sino las porciones racionales
de esa longitud o--1 y por lo tanto no debe preten-
dersc hallar entre los valores sucesivos que va adqui-
riendo, alguno que represente porciones de la nunidad de
medida que no se presten a esa determinacién numérica ¢

(b Ademds, si tal cantidad se encontrara, dejaria de ser Hinite de la serie por
cuanto ¢l lmite matemdtico nunea puede ser alecanzado. Toda la dificultad estd en
demostrar 1a existencia de una cantidad I, medible 6 nd con la unidad o — 1 ¥ que
satisfaga 4 la condicidn de ser I, - O, % Fr .o Xy < & cuando a aumenta

sin cesar,
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tales como sucede con las raices inexactas v las demads
longitudes cuya determinaciéon ignoramos, solo que mien-
tras aquellas raices corresponden & cantidades cuya exis-
tencia conocemos por otros procedimientos, las tditimas,
son hipotéticas v su existencia debe demostrarse prévia-
mente.

Eljjiendo arbitrariamente una unidad de medida o-—1
v una cantidad cualquiera I, la determinacion numérica de
ésta no tiene porqué deber necesariamente expresarse con
un namero limitado de términos de la serie o, &, «.. &, pues
para hacer esta determinacion hay que recurrir & la opera-
cion sin término de la divisibilidad obteniéndosc asi & veces,
como vimos, una fracciéon decimal indefinida; pero justa-
mente esto ultimo nos hace suponer que no obstante la
imposibilidad antes demostrada de probar la existencia de
un limite 4 una serie indefinida de valores o, o, a, .. z,,
esta puede corresponder sin embargo 4 una longitu:l de
0 — 1 y tener en consecuiencia un limite cuya 1nica par-
ticularidad seria no poder medirse tomando como unidad
la longitud o — 1 en cuestion. Todo estd en ver si ese
limite se impone 6 no.

Hemos llegado al punto dlgido del concepto de limite
matematico y vamos a4 ver como salen del paso los idea-
listas y los empiristas.

La escuela idealista resuelve el punto iutroduciendo
sus conceptos del infinito y de los infinitamente peque-
fios. P’lantea asila cuestion: ¢Sobre la longitud o — 1 existe
6 no independientemente de un ser que ptensa y mide,
una longitud limite de las o, @ «s ... z,, cuando déstas
existen? Y contesta diciendo: El nimero de longitudes
existentes en si sobre la longitud o--1 es infinito y teniendo
todas ¢l extremo o comiin, los otros, (que llama impro-
piamente puntos y que vienen en realidad a ser cortes ¢
sccciones liechas en la longitud o - - 1) distan entre side
cantidades infinitamente pequeiias. ILuego pues, cuando
en la série, o, a, & .... 2., x se ha vuelto infinitamente
grande, la longitud /, de hoy se habra hecho infinita-
mente pequeila, no serd pues representable v en conse-
cuencia, el extremo de la longitud limite que debe per-
manccer dentro de /, se confunde indiferentemente con
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uno 1 otro de los extremos de esa cantidad /Z, infinita-
mente pequeita, pnes ambos seiialan des longitudes igua-
les en el sentido idealista desde que su diferencia escapa
4 toda representacion. Lauego el resultado final v la solu-
caon idealista es quer La scrie en cucstion tiene un linite
¥ da relacion que debenmos representarnos entre sus valores
aislados v cl del limite s que la diferencia cntre cllos con-
cluye por dejar de o pertcnccer al dominio de la represcnta-
cton del ombre.

Il empirista empieza por rechazar los niimeros cuyvo
desarrollo indefinido no esti sometido @& una ley, por
cuanto no debe entrar en el dominio de las matematicas
aquello que no esta de antemano bien definido. Una fér-
mula, una ley cualquiera es necesaria para que el desar-
rollo de una fraccién decimal pueda ser continuada hasta
el infinito, de lo contrario, no hay propiamente hablando
un ndmero; pueden estas series desprovistas de leves cor-
responder 4 cantidades, como lo deduce ¢l idealista, pero
no son cantidades especulables en las matematicas por lo
mismo que no son cxpresables en ntmeros.

Por otra parte es cierto que cualquiera cantidad I,
puede ser considerada counto limite de una determinada se-
ric 0, % % .... % pudiendo crecer x indefinidamente v sin
haber ley alguna en ¢l desarrollo de las « pero, la de-
mostracion de esta proposicion (véase pag. 79) supoue
la exactitud absoluta de los ideales geomdétricos, en cuanto
solamente ella es capaz de permitirnos continnar indefini-
damente la investigacion; mds adn, esa exactitnd, como
vimos, (pag. 67) escapa a4 la representacion y no e¢s tam-
poco apta en consccuencia para una cspecnlacion mate-
mdtica.

El cmpirista no admite los infinitamente pequefios
sino unicamente lo pequenio & voluntad. Una longitud
supone muna linea la cunal tiene un ancho vy cspesor igua-
les v muy pequeiios, tan pequeilos como se quiera mo-
mentincamente suponerle, pero por pequeitos que sea,
tendran siempre un valor determinado, luego pues, el in-
tervalo /, dentro del cual sc encuentra el extremo de la
longitud limite llegard, para un valor conveniente de p,
a ser de longitud igual al ancho y espesor, que se hayva

o

Consccuencia
A qne arriba
¢l idealista

Solucidn
y demostracidon
cmpirista

El cmpirista
no admite
on
Ia ¢speculacion
matemdlica
las scrics
desprovistas
de ley
en su desarrollo

Concepto
de 1fmite
cmpirista



Otra
demostracién

Counsecnencia
¥ solncidn
del problema
segin
¢l empirista

Datos
ilustralivos
para explicar
¢l alcance
de las
dos soluciones

— R -

supuesto & la linea, transformandose asi en un punto, en-
tonces o, «, % .... 2, sera el limite buscado con la
exactitud que asignamos a4 nuestra representacién mo-
mentanea.

También la existencia del limite en el sentido empi-
rista puede hacerse de la manera signiente: La longitud
0 -— 1 sc compone de una scriec de puntos 6 de porcio-
nes de longitudes de largo igual al ancho v espesor de
la linea en cuestidn; ¢l namero de estos puntos puede
ser grande 4 voluntad segun el espesor que momenta-
neamente gneramos dar & la linea el cual segdin sabemos
puede scr pequefto ad-libifum. A cada mmo de esos pun-
tos corresponde un ndmero; ahora bien, la totalidad de
esos puntos puede dividirse en dos grupos; unos que
nuuca seran alcanzados por la seric o, & 2 .... 2, V
otros que concluiran por ser alcanzados. Iistas dos ex-
tensiones de puntos como facilmente se comprende, 6 se
tocan, 6 quedan separadas por un punto hipotético del
cual no es posible decir st serd ¢ uno alcanzado por al-
gun valor de la serie. Este punto, si existe, @ otro ocu-
pando el sitio en donde las dos extensiones parciales sc
cortan determinan el extremo de la longitnd lmite buscada.

En resten, en el sentido empirista, la serie en cues-
tion tiene un limite v los valores de aquella concluyen
por confundirse con la del limite en una representacion
finica—-tal es la soluctén empirista del problema del limite.

Haciendo una explicacion grafica de ambas intuicio-
nes, supongamos que sobre un papel bien liso hayamos
trazado con un ldpiz de punta muy fina una linea recta
muy delgada, el idealista cree en la posibilidad de la exis-
tencia de otra linea que sea de una exactitud absoluta,
el empirista rechaza esta ltima en la especulacion ma-
tematica y sc contenta con la linea trazada la cual puede
estar mas ¢ menos bien hecha segin lo permita nuestros
instrumentos v medios; marguemos d partir de un extrenio
las longitudes o, 2 ; O, % % ; O, %) % % ; O, %y %2 %y ..., Ay
indicando con un trazo de lapiz fino las extrenndades de
csas longitudes parciales; estos trazos poco 4 poco se
aproximarin mas y mas mientras nuestros instrumeuntos
nos perimitan continuar marcando pero llegard finalmente
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uil nromento en que el espesor de la punta del lapiz por
fina que sea serd aln mavor que la separacion entre
dos trazos consecutivos, cn ese instante el i1dealista em-
pezard & hacer aparecer sus fantasmas infinitesimales, en
cambio, el empirista, visto la imposibilidad de marcar
mas trazos v que estos persisten en un mismo sttio, se-
fialard este con umn trazo final el cual mdicard ¢l extremo
de la longitud limite de la serie; se comprende que este
quedard obtenido con exactitud 4 voluntad por lo menos
hasta donde mnuestros recursos nos lo permitan. Segun
esto, pocas cifras decimales bastaran al empirista para al-
canzar el limite: en cambio el idecalista las necesita to-
das: el simbolista prescinde de todos estos raciocinios
v designa con una letra al limite hipotético sin preocu-
parse de explicirselo.

En restimen, ¢l pasaje riguroso de la serie a su li-
mite matematico es v quedara una enigma, pero alora
debemos contentarnos con los resultados obtentdos por
cuauto reducen la cuestion a su expresion psicologica la
mas simple v quedan necesariamente retenido ante las
fronteras de nuestro entendimiento v de nuestro poder de
conocimiento. Hemos ya dicho varias veces que ¢l espi-
ritut hrumano tiene un campo de accion mas alla del cual
no puede actuar.

Podemos demostrar ahora la proposicion que hemos
anteriormente ntencionado hablando de Dulhamel:

Sean ay, Ay, A, ....los diversos valores de la canti-
dad variable que aumenta counstantemente de una manera
continua ¢ discontinna sin llegar 4 ser infinitamente
grande; podemos cutoncees eseribir: 4y Ay o~ Ay ... <T A
sin poder ser todas las x, iguales; dividamos el intérvalo
AB tomado como unidad de medida en diez partes iguales
vsea % ¥ o - 1 las dos divisiones cutre las cuales se man-
ticne la cantidad variable, sea B, el primero de los x, que
reune la condicién

\ 1. 1| " I » ’ .
(= <3 < —— 60, o< 3-Toy2 | 1)
10 10 '
todos los x, > B, satisfaran evidentemente 4 esta desi-
gnaldad. Dividamos ¢l mtérvalo: a,, o -!- 1 en otras dicz

partes iguales, habrd necesariamente una de esas nuevas
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divisiones la a, -!- 1 por ejemplo, que serd la primera en
. all aﬂ
no ser alcanzada por las cantidades v, — — x» —— — (las
10 10
cuales en virtud de la expresion (1) concluirin por ser
positivas y por lo tanto por pasar la nueva division «, ).
Sca B — a0 la primera de csas diferencias que satisface
la desigualdad:

o, N : 4
el — = — L 6 bien 4 la
100 < B' < 0.0) ‘

0, O oy <_ Bl < 0, &, (al 1= I)

todas las a, >> B satisfacen también i@ esa desigualdad.
Siguiendo de esta manera llegariamos 4 la  expresion:
0ttty .... p< Bp<C 0 a2 -— (& -}- 1) v todas las
xp = B satisfacen también 4 esa expresidn.

El empirista ha terminado aqui su demostracion por
cuanto la serie o, o @ .. @, tiene un limite tan exacto
como sc quicra v este limite no se diferenciara del de los a,

. : I .
sino en una cantidad menor que — cantidad que puede

10,
hacerse tan pequeiia como se desec; luego los a, tienen
un limite que es el mismo de la serie, o, v o .... @,.

Il idealista debe ademas demostrar que la diferencia
entre los limites de la serie o, %, &, ....a v el de los x,
se reduce 4 un infinitanente pequeiio. De la expresion
Oy 0o @y oo 8y <X, <Oy &ty ...(%-11); (Q =10 L1..)
sacamos, llamando X al limite de o, a @, ... a5, awmen-
tando en la derccha y restando en la 1zquierda

X 1 _ X I
T SHSR T
haciendo crecer p indefinidamente, la difercucia X—-x, que
es inferior a % se vuelve infinitaniente pequeiia vy por
lo tanto el limite x, =o0, & o ... a5 -= X;(p——=00)

La demostracion anterior esti cspecialmente hecha
para ¢l caso de que la seric de las x, cs discontinua,
pero puede igualmente aplicarse al caso en que la serie
cn cuestion sea continua y especialmente también al caso
de una funcion /(x). En este dltimo caso se enunciaria
la proposicion diciendo: Twa funciin f(x) monclona (Neu-
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mann) s decrr, variando cn wn solo scutido D pero gue
quede comprendida cntre valores finilos posce sicmpre  wn
limite determinado cuando ol argumento crece indefinida-
mente. Basta reemplazar en la  demostracion anterior las
palabras csea o 0 B — @, ¢l primero de los valores de a,

, . . . s N . ’
6 la primera de las diferencias x, g due satisface a
¢

la desigualdad...» por: «la cantidad variable ¢ 1a dife-
rencia entre ella y %; concluird al anmentar aquella por
satisfacer 4 la desigualdad....» dejando lo restante dela
demostracion idéutico. Iin el caso de la funcion, en vez
de anmentar v disminuir directamente esta, se hard esta
variacion aumentando indefinidamente ¢l argumento, lo
cual no afecta 4 la demostracion.

Iistos ultimos ejemplos hacen ver como las cantida-
des contiunas requieren para el estudio de su pasage al
limite, la intervencion de las discontinuas; v se comprende
que asi sca por cuamnto la especulacion matemitica exige
O supone una medida, v esta simboliza la discontinuidadl.

Xl desarrollo dela fraccion dectmal o, 2. 2, ... recién
indicada es lo que se llama: la coustruccion numeérica del
limite X de la serie x4 6 de la f(x)

Podemos altora  demostrar el principio  general de
convergencia antes menciounado, ¢l cnal, segin dijimos,
viene a ser el criterio que sirve de fundamento 4 todas
las reglas v teorias que demuestran la existencia de un
l[imite 4 la /(«), cuando x crece indefinidamente:

Este principio establece, como vimos, que:

Si la diferencia /() - /(x)) se vuelve, para valores
bastante grandes de x, y para cualesquiera de x mayores
que x,, menor que nna cantidad clegida de antemano tan
pequeiia como se quiera, la funcién /(x) tiene un limite
determinado, es decir, existe una cantidad X tal que
X -~ /(x) para valores convenientes de x se lace tan pe-
queiio como se desec.

Iifectivamente, elijjamos un valor ay, tal que todos los

(1) Una funcién mondtona ¢s aquella que no hace sino anmentar 6 disminnir
cada vez que varia por ¢l anmente indefinido del argumento, aunque puede tam-
bi¢n quedar fija en algunos inlérvalos,
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valores x superiores & ¢l hagan la diferencia /(1) --/(x1 ) .~ &
siendo e, una cantidad tan pequeila como se quiera, v fi-
jada de autemano. Segin esto los valores de /() estardn
comprendidos entre:

SE) sy ) o-E
_/(.1'1 ) I‘ €1 > /(1) >_/.(,T| ) - )

Ilamando«, al intervalo /(xv) & v Bal /(v;) ¢ ten-
dremos a > /() > B

Dando 4 x, un valor mavor x, { A, ~7 2. ) la diferencia
S(x)y - f(xa:) por hipdtesis serda menor que g v la /(x)
estard comprendido por grande que sea x, en el intérvalo:
f(xv:) e, f(x:) — & este intérvalo puede no estar total-
mente comprendido en el a-- 3 - 2 ¢ por cuanto si bien
€: s menor que g en cambio /(v ) puede ser mayor 6
menor (ue f(v, ), pero como cn total el nuevo intérvalo
2 €. es menor que el primitivo 2 g, se v¢é que por lo menos
que uno de los extremos de 2 e debe caber dentro de
2 g ; en cuanto 4 /(v) no puede en ningan caso salir fuera
de 2 St llamamos entonces =z v B: 4 las diferencias
f(ve) - & /(v ) — & cuando las extremidades del nuevo
intérvalo 2¢; cacn dentro del primitivo 6 en su defecto
a las diferencias correspondientes que se obtiene reempla-
zando aquellos extremos por los de la porcion comiin A
2¢ Yy 2¢&; la funcidon /(x) se mantendrda en el intervalo
(“'—’) p“-’) L 26,

Luego

f(fz ) 8 /(\) >‘_/(-\'2 ) LB O ;’/(‘) = @-.'

y asi sucesivainente.

Como las cantidades 2, =, .... i .... varian
siempre cn un mistmo sentido (pudiendo guedar constantes
en ciertos intérvalos) sin aumentar 6 disminuir indefini-
damente deben, segiin 1a proposicion anterior tener cada
una un limite matemaitico. Estos dos limites serdn idénti-
cos si las cantidades & ,¢&, ... que establecen la dife-
rencia entre las cantidades B, -— e 82 - 2. .... tienen
por limite cero. Justamente esto es lo que se ha supuesto
en el enunciado de la proposicion. Luego llamando X al
limite comin de o, @ ... BB ....; como la f(x) estd
comprendida entre los «, v B, resultard forzosamente que

luego:
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X serd también el limite de f(x). Con lo que queda de-
mostrado el principio general de convergencia.

Reciprocamente se demuestra sin dificultad que si la
/ () es convergente, es decir si tienc un limite X se ve-
rificard que /(x) /(%) « & resulta esto de las dos
desigualdades
X /() Ta XS e s () — flan) < |le-el) e

No entra ¢n el plan de esta tésis estudiar doctrinal-
niente este asunto de convergencia v divergencia de las
funciones, sino unicamente en la parte que se relaciona
con la metafisica del concepto de limite, sin embargo
conviene recordar que el principio general de conver-
gencia recién indicada puede 4 veces reemplazarse con
ventaja por cl signiente:
/()
/(%)
valores bastante grandes de x, y cualesquicra de X mayores
que Xy, la funciin f(xX) Hene wn limife, vy conmds genera-
lidad: f(x) fendrd limite w//((‘ll))—% (stendo &« nna canti-
dad arbitraria) lene por limite la unidad.

Se deduce esto de la identidad:

S =) ] S ba] jg‘g E L

Conviene ignalmente observar que si una funcién (x)
no admite un limite, podrd suceder 6 bien que al crecer
6 decrecer indefinidamente ¢l argumento, la funcién no
crezca ni decrezca indefinmidamente en cuvo caso debe ne-
cesariamente  existir dos cantidades entre las cuales se
mantenga (estas cantidades se llaman limites de indeter-
minacion) 6 bien puede suceder que la funcién aumente
O disminuya indefinidamente junto con su argumento. K
estos dos casos la funcion se llama divergente.

Cuando se habla de series se dice & veces, en el pri-
mer caso, que es indefinida ¥y 4 veces también conver-
gente, pero entonces por serie convergente se cntiende
aquella, en gque la suma de sus ténminos no puéde
exceder nna cantidad finita. (Véase Hall & Kmight Hi-
gher Algebra).

St la relacion ticne por limite la unidad para

Proposicién
reciproca

Olros c¢nuncia-
dos
del principio
general

Divergencia
de las funciones
¢ Indetermi-
nacién

Series
convergenles
divergentes
¢ indefinidas
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Apliquemos, para mejor comprension, tos resultados
anteriores & algunos ejemplos.

1° Funciones convergentes

a) x admite valores contiiuos.

Sea _/-(,1.‘) R —(‘—

x
By
La diferencia /(a)-—/(x)) = C : dejando a fija
i
e ;o I i
esa espresion tiene por limite C X cantidad que puede

ser tan pequeila como se desce tomando x, bastante grande,
luego /(x) tiene un limite al crecer x indefinidamente v
cfectivamente dicha funcion representa las ordenadas de
una rama de hipérbola referida 4 sus asintotas

b) x solo admite valores discontinuos

rom o Bog <
Bea /() > ”..- (1)

principio general de convergencia [/'(,1'.) < & x bastante

Observamos que cl

grande y & pequeiio & voluntad; x > xa, ] equivale, al
aplicarlo & series & establecer que:

Srr “- T Su ", St ':" MUy s3e 2 "%‘ ------ U, -t < €
representando S, 4, - /x4 la suma de los # 4-m = x
printeros términos de la serie v S,  /(x) 4 la de los »

== x, primeros andlogos; ¢ es como sabemos una cantidad
arbitraria y tan pequeiia como se quiera. Asi expresado
el principio general, constituve lo que se llama regla de
Cauchy para la convergencia de scres.

Se deduce de esta tltima proposicién que si una se-
rie es convergente, lo ¢s también otra obtemida reempla-
zando uno 6 mas términos de la primera por otros mds
pequeiios en valor absoluto puesto que la diferencia

. nfr . . - .
|1] La notacién a imaginada por Aramp represcuta ¢l producto de » nid-
meros cn progresién aritmética empezando por 4 ¥ de razdn r,

(2) Canchy—Cours d"Analyse, pag. t2s.
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Sisom —= 9, no puede sino disminuir. Luego, st en vez
de la serie (1) tomamos otra tal como la

- 2 ’ I 2 .
ORI - ) T 2 (2)
. ; 2/ 14 2f 4/’

siendo esta convergente, por cuanto es una progresion

- : .2 .
geométrica decreciente de razéom — < 1, la serie

2/
r=n I
Z‘ ! v L I (3)
P > — VAT
L£=1

lo serd también pues sus términos son menores en valor
absoluto que los de la (2) como resulta observando que
¢l primer término es igual en ambas, la suma de los dos

I

siguientes de (3) e¢s menor que el segundo de (2) ™ ~1-

1o 2
3s 24

Como en esta seric (3) la relacion de un término al
siguiente es

Ceins I‘)’*_I NNV ACERR VN

2 ? ", 7 2

icualimente ! Lot 4 t
igua — - === — .. cte.
1 » 67 =7 47

Se vé facilmente que st la relacion de un término al si-

. ", :

guiente — es en la serie (1) constantemente mayor
u -t

que 1 L: f /i/;—;,—)v 4 ..., dicha serie (1) sera

igualmente convergeute desde que ya lo seria siendo

My . (I 1 i)/‘

Wy 1y N

L.uego, veamos si s¢ verifica que

R H : ; 1
lim —— > 1 L - _/s(_/'___o__)

" o1 N 20

H"
6 lim - I (a)

Hy, + 1
: Z | PP
O lm [ n| — I
( Mo - ) =7 2
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Reemplazando los valores correspondientes de la
serte (1) sacamos:

‘ , . 1
1, .—- X e I _— i, I ) (I_l__l
Uy g0 @ X "o <

cantidad que para valores indefinidos de x tiene por li-
mite 1 -- a. Luego, la seric serid convergente por cuanto
hemos supuesto que @ es menor que 1. Vemos que todo
este largo raciocinio tiene en resimen su cficacia en la
aplicacién del principio general de convergencia cnya
metafisica hemos establecido.

La formula («) recién hallada permite demostrar alora
que la expresion indicada en la pag. 77

Aoon I
- <\
S (x) Z, [
N —_—
v cuyo limite hemos llamado ¢ segin prictica, es conver-
" :
gente por cuanto L x 1 cantidad que se con-
Wy o

serva constantemente mayor que r:
2° Funciones indefinidas

a) x admife valores continuos

Sea f(x) ¢ ~ cos a4 x que no satisface a4 la propie-
dad /(x) - /(x)) > & en las condiciones de wx, a, y € indi-
cadas en cl principio de convergencia; esta funcién tiene
como se vé por limites de indeterminacién -! 1y — 1
quedando siempre superior a ellos respectivamente.

b) x awmcenta de wna mancra disconfinua

1

. . ;z::"rr xZo-1- 1 ¥ ' I 2 ) _
Sea /(x) :;:'Z (— 1) — T ‘31 -}’L I'

Esta serte viene a ser la suma de las dos series siguientes:

LN
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La primera de estas es convergente porqué vemos
facilimente que la swna de un ndmero 2 de término es,
llamandola S,

. : R 1
bu Sn o -l - '—)
n 1 ”
segln sca # par ¢ mmpar; luego las sumas de un mimero
par de términos crecen constantemente, mientras que las
de un ndamero mpar decrecen de la misma manera; conio
la diferencia entre una y otra suma consecutiva es el al-

: e .1 . ;o
timo término — ¥ que tiene por lfmite cero cuando »
y

crece indefinidamente, se vé que ambas sumas tendrdan un
mismo limite si es que una de ellas lo tiene; ahora escri-
biendo la serie en cuestion bajo las formas

(1)

N T 1\ (1 1 i
D O E Fa Y R E

T - nu £ 1 .
3221( ) 1(% g) (ll—%) ()

Se vé que la suma total no puede crecer indefinida-
nmente segin la (2), pero ue aunmenta constantemente se-
gun la (1), debe pues comnservar un valor fintto y como
este valor permanece comprendido entre dos S, consecu-
tivas cuyva diferencia tiene por limite cero, se¢ dednce in-
mediatamente la existencia de un limite connin 4 estas
tres sumas V), que en este caso es log, 2

En cuanto a la seric 1 — 1 -l-1-—1 -l- .., es osci-
latriz; sus valores varian entre 1 v o, de manera que la
funcion total tendrd los ifmites de oscilacion 6 indetermi-
nacion: log, 2 v log, 2 + 1.

Si se constdera un niimero par de términos, las sumas

’Jl]»—-

(1) Esta tiltima demostracidon prueba gque en general: si Jos términos de una
serie son alternativamente positivos v negatives ¥ decrecen indefinidamente teniendo
por Wimite cero, 1a seric ¢s convergente.

Aplicando este teorema 4 las scries de Machain indicadas en la pag. 77 ¥ que
dan ¢l valor d¢ T sc¢ vé que eslas series son convergentes porqué efectivamente Jos
términos generales de cllas

! 1
v

(2r-4-1) g2+ (2r - 1)239
decrecen ¥ tienen por limite cero cuando »« aumenta indefinidamente,

-

EY) -|:T

Convergencia
cn las
scerics afcectadas
con signos
alternativamen-
te distintos
cu sus términos
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correspondientes tendrdn el lmite log, 2; si sc consideran

un namero impar v . . 2,--1 las sumas consccutivas ten-

dran por limite 1 - log, 2.

3° Funciones divergentes:
a) X foma valores conlinnos.
Sea /(1) =T a .
Se vé que f(x) — f(x,) puede ser mayor que cual-

quier cantidad; la funcién en cuestién es pues divergente
como por otra parte se veia imuediatamente.

b) x solamente pucde tomar valores discontinuos :

RN
Sea f(v) - X :— B ; é b . ... (serie arindnica)
a1 -
la expresién /(v) — /() seri:
N flay) o — L L
S = /w) mo.cxy toom o U Y+

es facil ver que esta suma puede ser mayor que cualquier
cantidad. Para ¢so escribimos dicha swuma de la siguicnte

manera:

Se v¢ que todos los términos de cada grupo son ma-
vores que el ultimo del mismo, repetido tantas veces comto
términos hay en ¢l; luego llamando A al nimero de tér-
ntinos en cuestion existente en cada grupo, v observando
la constitucion de ¢stos se vé que la suma de estos tér-

. . I 1
minos sera mayor que i L) 5 bor lo tanto, tomando

un numero bastante grande de grupos, la diferencia
f(x) -/(x) podrd ser mayor que cualquier cantidad por
grande que sea.
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FERE Lomites singnlares

Sucede & veces que para algun valor del argumento,
la férmula 6 ley que da el valor correspondiente de la
funcién toma una forma tal que no corresponde a ella
ninguna representacidn determinada; sinembargo, para
valores del argumento inmediatamente préximos a aqudl,
existe nn valor especial X tal que 4 medida que aquellos
se acercan al singular la diferencia entre X v la funcién
desciende constantemente; se conviene decir entonces que
X es el limite de f(x) para valores de x que se aproximan
al singular que llamaremos xo,

¢Reune realmente X las condiciones necesarias 4 un
limite matemitico? s facil ver que no, por cuanto si por
hipé6tesis no corresponde un valor 4 la funcion para el
valor x, del argumento, es 6 bien porqué realmente cste
valor correspoudiente no existe, 6 porqué es indeterminado.
I'n el primer caso, para que realmente X fuera un limite
matemndtico seria necesario hacer perder a la funcién su
cariacter de tal, por cuanto como nada impide dar al argu-
mento ¢l valor que se quiera, habria qune estipular que
sentido se da 4 la funcidon para ese valor x, del argimmento,
lo cual haria perder al concepto de limite su individualidad.

IEn el segundo caso, existiendo un valor X de /(x)
que es uno de los tantos que toma la funcion para el
valor singular a, del argumento, siendo aquel alcanzado
no es un limite matemitico.

Tomemos algunos ejemplos para aclarar las ideas:

A - ﬂ!
Sca /(). - oy bara ¢l valor x, = o tendremos:
: sen v

0 ., . iy
/(xa) 2= expresion que mdicando la relacion entre un
o

arco que no existe y un seno quc no existe carece de
sentido, sinembargo se demuestra factlinente que la expre-

$1011 tiende 4 valer la unidad a4 medida que x se

aproxima & cero. Si, cutonces, desligamos i /(x) de su

Limite de una
funcidn
para un valor
del argumento
al cual no
existe corres-
pondicute
directo de Ja
funcién

No ¢ un
Ifmite matemd-
tico

Ljemplo
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relacion con x considerdndola bajo otro punto de vista en

el asunto en que figura, por cjemplo si el cociente numdé-

rico ——— indicara ¢l dngulo de una secante gue se hiciera
sen x

tangente para x, podria talvez X 1 asi considerado,

tomarse como un limite natematico de —- --) por cuanto
sen A

indicaria puramente un nmimero, independientemente de los
conceptos de senos y arcos; pero atendiendo unicamente

: : X . : .
al sentido aislado de -~ no podria decirse lo mismo.
sen x
I
Sca también /(x) —= (1 -} a) 7, para x .0, /(x) toma

1
la forma (1 -}- o) o stmbolo que & nada corresponde desde
1 - . .
que — carece de significado, quiere decir esto que /(x)

no tiene valor correspondiente a x == o, sinembargo se
demuestra facilmente que d medida que x tiende d cero /(x)

| Y §
. , : , 1
se aproxima a valer la cantidad Hamada ¢ = lim. ¥ —;

RO
como aqui no hay sino cantidades de una misma especie,
acercindose /(x) 4 ¢ (para valores de x que se aproximan
a cero) sin poder alcanzarlo, ¢ serd un verdadero limite
matematico.

Igualmente en /(x) = x*, para x -= o tendremos
/(x) == 0" expresidon que puede 6 no tener significado
segun la naturaleza de la cuestién, pero en ningun caso
el valor 1 lidcia el cual tiende /{x) cuando x tiende a cero
es un limite matematico, pues este exige siempre la exis-
tencia eutre ¢l v los demds valores de un simbolo del

e, I : :
infinito: 0 00— que establezca un abismo infranqueable

(-—1)" —1
X — 2

entre ellos. Tomemos finalmeute /(x)
0 .. Ry
para x = 2; f(x) = = expresion que satisfaciéndose con

cualquier valor, hace ver que para ese valor del argumento,
el valor , al cual se aproxima /(x) cuando x se acerca
de 2 es uno de los tantos que puede adquirir /(x) para
X . 2, 10 ¢s pucs un limite matemaitico,
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En restimen esos valores especiales solo pueden con-
siderarse como limites usuales, ¢s decir como barreras
que pueden ser alcanzadas v 1o como limites verdadera-
mente matematicos cuyo principal cardcter ¢s el no poder
ser jamas alcanzados.

Sin embargo, por lo mismo que ofrecen un cardcter
singular, es conveniente darles el de 1hmite matematico,
para lo cnal basta sustraer la funcion de la eventualidad
de alcauzar estos valores. Iisto se consigue sustituyvendo
cl argumento por otro, funcion de aquel, y tal que crezca
indefinidamente 4 medida que el primero se aproxima al
valor singular x, .

Ilamando X al nuevo argumento poudremos

I

X — Xo =/ =~

X
v entonces habremos restablecido el limite matematico
pues para hacer x = x, se necesitaria aumentar indefi-

nidamente ¥ sin jamas conseguirlo. Los ejemplos ante-
riores se indicarian entouces de la siguiente manera

1
sen o

lim /() = —— ol

lim /(X) == ( 1 -+ f)y = ¢
1

fm >—— m

L.a variacion del argumento primitivo sera pues reem-
plazada por la del nuevo asi ligada con ¢l v el cual no
serd ya variable independiente. (9

Con esta miodificacion, las teorias y criterios de con-

(1} Esto prucha lo dicho anteriormente; que para introducir ¢n  estos casos
singulares ¢l concepto de llmite matemdtico hay gue alterar las nociones ordina-
rias de argumeuto ¥ funcién tal cual han sido definidas.

Estos limiles
son simples
barreras
usuales

Pucden, por
un cambio de¢
variables
transformarse
cn verdaderos
lmites
matemiiticos
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vergencia v divergeucia aplicadas al caso en que el argu-
mento crece indefinidamente, tnico que puede originar la
nocién de limite por lo misimo que no hay término en el
crechimiento, se aplicardn igualmente al de estos limites
singulares. Volveremos sobre este tema al tratar la meta-
fisica del alto calculo.

wrEER LA conceplo del argumento

Para terminar con el concepto de limite matemaitico
es conveniente mnrencionar la nocion que el idealista v el
empirista se forman del argumento de una funcion, tema
sobre el cual . Cantory P. du Bois Raymond han hecho
tan interesantes estudios. Considerando el arguinento como
una cantidad matematica lineal puede suponerse tomado
sobre una recta arbitraria cuyas extremidades llamaremos
0-—1, 4 partir de o hdcia 1. Para determinar ese argu-
mento seria necesario indicar que relacién hay entre él v
la longitud o — 1 tomada como unidad de medida; el ni-
mero que resnlta podrd servir también para definir un
valor de argumento.

Las [éormulas que determinan valores especiales del
argumento, pueden dividirse en dos clases principales;
aquellas tales ¢ue en cualquier porcion del intervalo o-- 1
del argumento, por pequeiia que sca, sc presentan extre-
mos de longitudes pertenecientes d ellos, y las que no
estin sometidas & esa condicion.

L.a primera distribucién de valores se llama panfa-
quica la segunda apantaguica. También se Uama pantaquia
al conjunto de valores encerrados en la primera distribu-
cion; vy apanfagquia i la otra.

“jemplo de una apautaquia:

i Bl SRR - :2‘:0 (1) a << 10
esta comprende todos los valores que se obtienen haciendo
todas las combinaciones de los a, (de o 4 qg).

Ejemplo de un pantaquia:

[« 4] e %

X = YE)— T TTIT T e e eee (2) 9 < 10
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# indica un ndtmero grande 4 voluntad creciendo indefi-
nidaimente.

Los valores de una apantaquia pueden paulatinamente
aproximarse 4 un valor fijo que le sirva de limite v cuvo
extremo se llama punto de convergencia; tal sucede con
los valores

3., -3 3,3, 3 4 3

X o= ==y -~ -1 -

107 10 ' 1007 10 102  10°

cte. los cuales extremos convergen al punto extremo del
valor x o+ =

L.os puntos de convergencia pueden presentarse en
un intervalo tantas veces como se (uiera, por cjemplo
en o - sen ?nlﬁ para valores de e bastantes grandes
v converger i su vez hacia otros puntos de convergencia

I

llamados de segundo orden como en sen gop LT O alre-

x
dedor del punto o v asi sucesivamente. Esta altima clase
de apanfaguia se Nlama iimifada; 1la primitiva correspon-
diente al ejemplo (1) dado mds arriba se Nlama Zwmitada.
Consideremos la determinacién especial :

. al | a‘.‘ 1 arr
x o=z lim (— - — b
10 1I0° 10"

Vimos que para cl idealista esta forma permite designar
cualquier valor del intervalo o -— 1, es pues el simbolo
de la continuidad v sc Hama pantaquia complela, contiene
una tfinidad de valores.

El resultado de quitar de esta pantaqiua completa
una pantaquia ordinaria ¢ una apautaquia las cuales con-
tienen un ntunero ilimitado 6 no de valores, se llama una
pantaguia tnfinita.

Como se vé, en el concepo de argumento interviencn
conjuntos ilimitados de valores y es conveniente por lo
tanto introducir orden en ellos aphicando el concepto de
enuneracion.

Un grupo limitado de objetos es evidentemente enu-
merable desde que puede asignarse 4 cada uno uu nimero

Puntos de
convergencia
de varias clases

Apantaguia
ilimitada v Ii-
mitada
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completa

Pantaquias
infinitas

Ll coucepto
de In
cnumeracion
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de orden; si el conjunto es ilimitado sera también enu-
merable si su naturaleza permite hacerlo correspouder
con la serie de numeros enteros, de tal manera que nin-
gun clemento del conjunto escape & esa correspondencia.
Segin esto, un conjunto ilimitado de valores de ar-
gumento es enumerable si la formula que establece sn
aunento permite conservar finito su numero; tal sucede
con las apantaquias limitadas v las pantaquias ilimitadas.
No sucede io mismo con las apantaquias ilimitadas segtn
se cntiendan en el sentido idealista 6 en el empirista.
Efectivamente, cn estas apantaquias hay pasajes al
limite, pues los puntos de convergencia de cualquier clase
coustituyven el limite de la serie de puntos de clase inme-
diatamente anterior, si pues consideramos con el idealista
eslos conjuntos como constituidos: primero, por los pun-
tos aislados que convergen al punto de convergencia de
primera cspecie, considerando luego, todo el grupo ante-
rior v repitiéndolo en cada punto de convergencia de se-
gunda especie...., etc.; estos conjuntos infinitos asi sumados
no podrian disponerse en serie y por lo tanto enwmerarsc.
El empirista, en cambio, no vé mds que grupos finitos
v rechaza los limites tdealistas en la especulacion; consi-
dera en consecuencia la apantaquia ilimitada, como com-
puesta de la manera siguiente: A cada pwnto de conver-
gencia del orden » corresponde un uamero finito » de
grupos de orden » — 1, cada uno de estos contiene a4 su
vez p subgrupos del orden »-—2 \v asl sucesivamente
hasta llegar a los puntos aislados. Dando a; m, A... va-
lores crecientes ya alternativamente, yva simultancamente
puede hacerse la combinacion de ellos de tal manera que
ningun punto de la apantaquia escape 4 la enumeracion.
Pasemos aliora a la pantaquia completa v a las infi-
nitas; existe entre éstas y las ilimitadas una relacion
andloga 4 la existente entre las apantaquias ilimitadas
idealistas y las empiristas, pues, lo mismo que en los sis-
temas apantdquicos ilimitados aparecen puntos que 10
existen en las empiristas y que vienen 4 ser limites de
los grupos y subgrupos que componen esta tltima. Igual-
mente en la pantaquia completa que llama M. Cantor
el continiwunm de los niimeros, v oen las infinitas, entran
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puntos limites que no existen en la pantaquia ilimitada,
solo que mientras que los puntos de convergencia podrian
introducirse en la apantaqua ilimitada empirista sin ha-
cer perder 4 ésta su enumerabilidad, la pantaquia com-
pleta contiene en cambio, mds elementos que cualquier
serie de valores enumerables v carece en consecuencia
de la propiedad de la enumerabilidad.

El hecho de que la pantaquia completa contenga
mis elementos que cualquier serie enumerable, ¢ mayor
potencia que d¢sta, como se dice, resulta de que la nume-
racion implica la divisibilidad, y con ¢ésta, segiin vimos,
no podemos alcanzar a la continuidad sin prolongarla
hasta cl infinito idealista que escapa 4 la enumeracién;
ésta pues es impotente para agotar todos los valores de
la pantaquia completa; entre dos valores racionales de
¢sta, habrda otros muchos irracionales que escaparan @
dicha enwmeracion, por cuanto, siendo limites de series
de valores no podrin ser nunca alcanzados, de manera
que eu el intervalo total serdn infinitos los valores que
se encuentran cn estas condiciones.

Las pantaquias iufinitas se deducen de la completa,
quitando 4 estas otras pantaquias ilimitadas ¢ bien apan-
taquias; como estas dos qltimas son cmunerables v
aquella no, las primeras tampoco lo serdn.

I.as pantaquias infinitas son, como sc v¢, ficciones
enteramente idealistas; el cmpirista las rechaza por com-
pleto. ILa incompatibilidad de estas dos intuiciones cs
aqui mas radical que la existente entre las apantaquias
ilimitadas de ambas escuelas, pues st bien es cierto que
cl concepto cmpirista de los conjuntos ilimitados es idén-
tico al de las series enumerables debido 4 que la enme-
racién supone algo constantemente fijo, no obstante, la
apantaquia idealista puede considerarse como el limite de
la empirista. Asi en ¢l ejemplo de apantaquia

3|3|3_|_ 3

'1’ I et ] — s —
1ot 10"

i
las extremidades de los valores de ésta se aproximan in-

10 10

- . I
definidamente al punto de convergencia x == — de ma-

nera que climinando este la unica diferencia entre el con-

Contiencn
mds elementos
que los
conjuntos
cunmerables

Las pantagnias
infinitas
son ficciones
idealistas

La apantaquia
idealista
es ¢l limite
de 1a
cipirista



La pantaguia
completa
no ¢s Hmite
de las
ilimitadas

Consideracio-
nes finales

cutre la concep-

cidén emplrica
v la
idealista
del conceplo de
argumento

Bibliograffa
del concepto de
limite
matemidtico

- 104 -

cepto empirico v el idealista es que aquel concluve Ia
apantaquia en un valor de » graunde 4 voluntad en tanto
que este lo prolonga hasta que los extremos de los dis-
tintos valores disten unos de otros en una cantidad infi-
nitamente pequeiia.

No podemos decir lo mismo con la pantaqua cowm-
pleta definida por el simbolo

a R o€,

-— 14 ' I | 2 .
== lim o o 1o ), 2 0, 1,2, ..., 9

Esta no puede considerarse como el limite de la pantaquia
limitada, esencialmente empirica; ya lo hemos hecho ver
mds arriba, por mucho que se aumente la serie de valo-
tes de una pantaquia limitada serd necesario un pasage
al limite para obtener ww solo valor de la pantaquia com-
pleta de manera que para obtener esta ultima se requeriria
una infinidad de estos limites. No existe pues en resu-
men pantaquia ilimitada alguna tal que poco 4 poco se
introduzca en ella valores nuevos en virtud de una regla
cualquiera de manera a poder hacerla aproximar indefini-
damente 4 la pantaquia completa 6 4 una infinita. El con-
cepto empirico, sin negar como va lo mauifestamos en
otra oportunidad, la existencia del confrnzwum, lo rechaza
de la especulacién cientifica porque escapa 4 la represen-
tancia v determinaciéon mumérica, v sc contenta con lo
grande & pequeno &4 voluntad; asi; sobre la lougitud o — 1
de argumento toma una serie tan densa de valores como
su necesidad ¢ imaginacion lo requiera; v es de observar
que esto le basta para llegar 4 cualquiera consecuencia
cientifica obtenida por el idealista. Hasta en la teoria ge-
neral de las funciones, la correspondencia entre cl argu-
mento v la funcion entraen el concepto empirico. En cam-
bio el idealista al aplicar & sus pantaquias infinitas las pro-
picdades deducidas de las ilimitadas, cae facilmente en
cousecuencias paradojas, como verenos mis adelante.

I.os principales autores que han profundizado el tema
de este capitulo han sido:

(r. Cantor—Propiedades y teorias de los conjuntos—Jour-
nal de Borclh, tomos 77.84—Acta Matemndtiea, t. 2.

1. Grassmann--Zur theorie der erdunhgen analytischen
Fonctionnen, pig 26.
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A 1 ricrstrass—DBulletin des sciences mathematiques et
astrononmques (t. V pag. 157, Obras, Berlin 1893-6).

C. 7. Gauss—Obras (1777-18553).

A. Cawchy—Cours d'Analyse a 'Ecole Polytechnique 1831,
Paris.

Niels 71, Abel—Obras tomo II (1802-29).

1 G Lepeune Dirichlet—Journal de Crelle tomo IV-— Jour-
val de Liouville tomo VIL

L. Dini—Fondamenti per la teoria delle funziomi di va-
riabili reali, Pisa 1878.

7. Ieine—Journal de Crelle, tomo LXXIV.

S M. C. Dukamel--Obra citada.

Jules Tannery— ad. id.

L’ du Bois Raymond—Obra citada, Journal de Crelle.

J 1. Bonnel--lies atomes et hypothéses dans la Geome-
trie, 1899 Paris, Hermann.

C. de Freyeinet—Qbra citada.

llall & Knight—Higher Algebra, New York 1887

Ilanncquin—Essai sur 'hypothéses des atomes, 1899. —
ctc., etc.
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SEGUNDA PARTE

L ANALISIS LLAMADD INFINITESIMAL O ALTO ANALISIS

CAPITULO PRIMERO

El método infinitesimal
$ [ GENERALIDADES

Cuando se presenta ante el espiritu una representacion
complicada, siente aquel un malestar caracteristico, v por
tendencia natural mo para hasta consceguir reducirla 4
otras mds sencitlas v familiares que no turban su quictud
normal. Asi, cuando ventos una linea de curvatura anto-
jadiza, un cuerpo de contornos complicados, buscamos
disgregar, parcclar estas representaciones hasta obtener
la de una linea recta, de una circunferencia, de un plano
6 de una esfera, las cuales siéndonos familiares v comunes,
constituven los elementtos primos a que tratamos de redu-
cir todas las representactones. La manera de proceder para
llegar 4 estos resultados v obtener finahuente ¢l conoci-
miecnto perfecto de ta representacién complicada, constituve
¢l objeto del andlisis Hamado infinitesimal.

n este amdlisis, lo mismo que en ¢l ordinario, debe
distinguirse: el meétodo, es decir la manera de plantear el
problema, v el cdlerdo Nlamado en este caso cdlculo infini-
tesimal & allo cé@lculo, que nos ensena la manera de re-
solver las ccuaciones especiales obtenidas al plantear ¢l
problema.
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Pero, mientras que por el método del andlisis ordina-
rio sc¢ obtiene directamente la propiedad ¢ resultado hus-
cado deduciéndolo de principios conocidos, ¢l método
mfinitesimal procede en cambio de una manera iudirecta,
pues sustituye la representacion dada por otras mas sen-
cillas que puedan combinarse y variarse hasta hacerlas
aproxtmar indefinidamente 4 aquella de manera que sea
su limite matematico. Busca la ley de variacion de esos
auxiliares, v lo que en esta variacién permanece fijo é
immutable; finalmente de esta constancia deduce, aplican-
dolo 4 los limites, las propiedades buscadas. Ksta via
indirecta v este rodeo no son antojadizos sino tmpuestos
por la deficiencia de nuestro espiritu.

Un ejemplo aclarard las ideas anteriores. Si queremos
buscar el volimen de un cubo, procederemos directamente
sobre ¢l; combinando por via deductiva los conocimientos
previos que tenemos adquiridos; pero si en vez buscamos
¢l volimen de un clipsoide, nos vemos obligados para esa
imvestigacion 4 reemplazar este cuerpo por la suma de
otros mis sencillos cuvo limite matemitico sea el del
clipsoide dado; si conseguimos obteuer una expresion que
nos dé¢ el volumen de esta suma de cuerpos auxiliares v
que contenga clementos de tal naturaleza que permitan
aplicarla cuando el niimero de dichos cuerpos auxiliares
aumenta indefinidamente, buscando el inite matematico
de dicha suma obtendrentos por esta via indirecta el volud-
men buscado. Il prinmer método es el del analisis ordinario,
el segundo el del infinitesimal.

I1 fundaimento de este método, es decir la afirmacton de
‘que  toda relacion  existente constantemente entre las
variables subsistird también entre los limites de estas, se
comprende por cuanto pudiéndose aproximar las variables
a sus limites v pasar de estas 4 aquellos por la concep-
cion wdealista 6 por la empirista, la relacion en cuestion
se aproximarda también de la misma manera 4 la corres-
pondiente entre los limites.

En restunen, ¢l método Hamado infinitesiinal consiste
en reemplazar la representacion dada por otras auxiliares
susceptibles de aproximarse &4 aquelta indefinidamente, de
manera 4 que la primitiva sca el lmite matematico de
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las nuevas, y en preocuparse luego de determinar entre estas
ultimas las relaciones que no era posible obtener directa-
mente en la primera. Para que este proceduimiento sea
eficaz se requiere por lo tauto que sea mds facil obtener
las relaciones buscadas en las representaciones auxiliares
que cn la dada, v si bien es cierto que se dispone de
muchos sistemas de variables teniendo uun mismo limite,
1o lo es menos que i veces los resultados son ifructuosos
v el problema supera los esfuerzos del investigador. Aunque
no hay regla fija para cl empleo de este método, existen
sinembargo observaciones v criterios que pueden ser iitiles
al analista, y que cooperan eficazmente 4 la mejor inves-
tigacion. Pero, un estudio mdas detenids del asunto exige
la intervencion del concepto de las cantidades indefinida-
mente pequeiias de distintos ordencs.

§ 2. [LOS LLAMADOS INFINITAMENTE PEQUESOS

DE DISTINTOS ORDENES.

Volveremos 4 tomar el asunto de los ifinitamente
pequeiios en el estado en que los dejé anteriormente la
escuela idealista. Ksta altima, 4 la pregunta: ;cuantas ex-
tremidades de longitudes distintas existen en la longitud
total o — 1 tomada como unidad suponi¢ndoles 4 todas
el extremo o comun? contesta diciendo que este ntnero
es ilimitado en la represeutacion ¢ infinito en la realidad,
de manera que la distancia que separa dos extremidades
consecutivas es infinitamente pequefia; saca también en
consecuencia (ue un nmero finite de extensiones infinita-
mente pequeitas agregadas no pueden dar una extension
representable, deduce i1gnalmente que como 4 cada exten-
sion correspoude un nimero, la serie de niuneros com-
prendidas entre o v 1 es infinita, y también que corres-
pondiendo & cada exteusion un ntmero de orden, la serie
de nameros es infinita, en tanto que la de numeros
racionales que supone un individuo que mide es ilimi-
tado, finaliente concluve con esta proposicion paradojal:
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Dos cantidades representables cuya diferencia s infinita-
mente pequenia son rgualcs por cuanto ol infintlamentc pe-
quehto cscapa d la represcnlactin.

De esta ultima proposicion, s¢ desprende que para
¢l idealista, el cero es un simbolo initl. Cree aquel que
no siendo el cero una cantidad, parcce un acto violento
de la imaginacion destruir una cantidad matenidtica in-
determinada para crearle después nuevamente. Para ¢l
una cantidad variable designa una scrie de representacio-
nes de misma expecie v anular lo que se supone varia-
ble es introducir una representacién nueva en ¢l coucep-
tos de cantidad, por un acto especial de la voluntad.
Cree en resiimen, que el cero es matil en el andlisis v
lo reemplaza por un mfinitamente pequeiio. Luego, la es-
cala de valores de la cantidad matematica es, para ¢l idea-
lista la siguiente:

mfintlamentc pequeiio no representable
trmitado en pequciies (represeutable)
Jntto ( )
imitado cn grandor ( » )
mfinttamente grande no representable

I.a exclusion del ccro debe necesariamente influir en
la termitologia idealista, asi la expresion de que hcemos
1

hablado anteriormente: (r ). ¢ para x 0 se
1

enunciard: ¢ es el valor de (1 - x )~ cuando & es in-

finitamente pequefio. No dird el idealista que ¢l polino-

mio x* - 3 x -4- 2 se llace cero para v 1 OXx 2 sino

que para estos valores se vuelve infinttamente pequeito.

- . r I - L] .
No dira tampoco que <S¢ vuelve infinitamente  grande

-

cuando x se aproxima a cero, sine que para x infinita-
R
mente pequeno P cs wfinttamente grande, cte.

I.a teoria idealista atomistica reemplazard la expre-
sion infinitanente pequena por la de dtomo v dird en cou-
sectiencia a7 se vuelve igual 4 la umidad para un valor
de x atémico.

Iistas doctrinas alteran pues singularmente el concepto
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de igualdad y de exactitud, pero mucho peores son las
consecuencias 4 que arriba el primer idealismo cuando 1-
troduce la distincion de ordenes en los infinitamente pe-
quefios separdndose aqui radicalmente de la teoria ato-
mica.

He aqui el raciocinio que hace el idealista para llegar
a los distintos ordenes de ifimtamente pequenos:

Si bien ¢s cierto que el infimitamente pequefio no es
representable, puede considerarse en si mismo, abstraccion
lhecha de su relacion con lo representable; aparccerd en-
tonces como una cantidad de 1gual naturaleza a4 la on-
ginaria, por ¢jemplo si esta es nnalongitud, también to serd
aquél. Aplicandole entonces los mismo raciocinios  que
para las cantidades finitas podremos decir: L7 infinita-
mente pequeio s una canlidad mateniitica que licne de
conmiin con lo finito, ol conjunto de sus propicdades. Fn
consectiencia puede hacerse con ¢l una operacidéu andloga
a la que lo ha sacado de las cautidades finitas v obtenerse
asi una cantidad infinitamente pequeiia con respecto a cl
mismo, 6 sea doblemente infinitamente pequeito 6 de sc-
gundo orden respecto d la cantidad finita primitiva. Y asi
sucesivamente, Luego: On infinttamente pequciio de or-
den 1 no aumenta d uno de orden n 1; y dos infinila-
mente pequcios de orden n son igualcs si solo sc diferen-
ctan en olro de orden superior.

¢Quién no siente la mconsistencia de esta doctrina?
Si los infinitamente pequefios pueden descomponerse en
una suma de infinitas cantidades infinitamente pequeiias
de segundo orden, porqué mno tomar estas ultimas como
elenicutos constitutivos de la cantidad representable. De
dos cosas una, ¢ los infimtamente pequeiios son los 1ulti-
mos clementos de la  descomposicion de la cantidad fi-
nita v entonces son datomos incapaces de descomponerse
en otros menores sin anularse, 6 no lo son v cutonces 1o
hay porqué hacer de ellos una distincion especial.

Aceptando la teoria de los distintos orden en los
infinitamente pequeiios, el dtomo vendria 4 ser un /nfini-
tamente pequeito de orden  Infinito, frase perfectamente
hueca, un verdadero juego pueril de palabras.

Se trata 4 veces de justilicar esta teoria obscervando
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que cuando una cantidad menor que la unidad se cleva
4 una potencia, los resultados obtenidos son sicmpre nme-
nores gue la base, de manera que clevando al cuadrado.
al cubo, ectc., un infinitamente pequeiio obtendremos otros
necesariamente menores. ‘Todo csto es  fraseologia, por
cuanto ¢l simbolismo  puro nada significa por si solo; de
manera que si una cantidad representa, por ¢jemplo una lon-
gitud, v se eleva al cuadrado, ¢ este cuadrado representa
una area en cuvo caso sale de la cuestion, puesto gue
estamos  considerando longitudes, 6 bien ¢! cuadrado sc
refiere dnicamente al nimero que establece la medida de
la longitud v entonces debe necesariamente concluir por
carecer dec significado toda vez que si aplicara al dtomo
de longitud, no podria significar una longitud menor, de
acucrdo con el concepto de dtomo.

Esto justifica lo dicho por ¢l empirista; 6 sca: que
los dtomos ¢ infinitamente pequeiios son entidades impro-
pias para una especulacion matemadtica, pues cuando se¢
les somete a los cialculos ordinarios, revolucionan el con-
cepto de cantidad v hacen caer en absurdos, paradojas v
contrasentidos.

A la teoria idealista de los infinitaunente pequeiios
de distintas ordenes corresponde la teoria cmpirista de
las cantidades indefinidamente decrecientes que pasainos
a desarrollar.

Imaginemos cantidades variables, funciones unas de
otras v tales que haciendo tender una de cllas hicia cero;
las otras tiendan también hdcia cero; es posible que no
todas ellas marchen lhicia dicho cero coun igual rapidez,
si clegimos entre ellas la que disminuye con menor rapi-
dez relativamente a las otras, esta, que designaremos con
la letra a, se llama indefinidamente deereciente principal,
se dird entonces que una cualquiera de las otras f es in-

definidamente decreciente del orden » con respecto a z,
4

: : : 3. .
si 2 es la primera potencia de =, tal que —'-,— tiende & va-
%
ler una cantidad finita distmta de cero cuando a tiende i
cero; la expresion B .=« (I -} y) es la de un indefinida-
mente decreciente de orden .
Por ejemplo, si en una circunferencia de circulo toma-
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mos un punto de clla y trazamos la tangente en dicho
punto y el didmetro que pasa por él, v si después elegi-
nos un arco que tenga un extremo en el punto dado, el
otro extremo del didmetro y del arco determinan una
secante que corta 4 la tangente eun un punto T. l.a va-
riacién de la longitud del arco que supondremos, decrecer
indefinidamente acarreara otra de la cuerda, de la parte
de tangente comprendida entre el punto de tangencia y
el T, v de la porcion de secante limitada entre la tan-
gente v el arco. Pues bien, se demuestra facilmente que
a medida que el arco decrece indefinidamente v tiende 4
cero, lo mismo sucede con los demds elementos citados,
pero mientras la relaciéon entre la porcién de tangente v
el arco tiende 4 valer la unidad, la relacion entre la por-
cion de secante v el arco tiende 4 cero, siendo necesario
relacionar dicha porcion de secante con el cuadrado del
arco 0 de la porcion de tangente para que tienda hacia
una cantidad finita, esto hace ver que la porcion de secante
en cuestion, es un indefinidamente decreciente de segundo
orden en tanto que el arco, la cuerda y la tangente lo
son de primer orden. Lo mismo se demostraria gue la
diferencia entre el arco v la cuerda es un indefinidamente
pequeiio de tercer orden respecto del arco.

I.a marcha de estas distintas cantidades hdcia cero
no es pues igualmente apresurada, y como el empirista
solo especula con cantidades finitas, aunque pequefias i
voluntad, no esti aquel expuesto a las contradicciones
de las teorias idealistas. Es indudable que & medida que
las cantidades indefinidamente decrecientes se aproximan
a cero, las de orden superior se distancian cada vez pro-
porcionalmente mas y mas de los de orden inferior de
manera que en una smma de cantidades de esta clase las
de orden »-{- 1 concluiran por afectar tan poco las de orden
iiferior que practicamente podrian aquellas despreciarse,
exactamente como sucedia en la teoria de los infinita-
mente pequeilos idealistas; pero mientras el idealista
cree que a pesar de la despreciacion de estos infinita-
mente pequeiios de orden superior, las ecttaciones resul-
tantes son rigurosamente iguales a las primeras, el empi-
rista no se hace las mismas ilusiones, y no pretende en
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sus ecuacionnes una exactitud absoluta, sino simplemente
una aproxnmada tanto como se quiera.

Couviene observar que cero puede 6 no ser el limite
matematico de los indefimdamente pequeitos segiin como
estén estos determinados. Asi, si en el e¢jemplo anterior
el arco que tiende & cero es la variable independiente, su
limite no serd cero ni tampoco cl de las obras lineas ¢
cantidades derivadas, por cuanto nada impedira darles este
valor, pero, si en vez ¢l arco viene fijado por los lados
de un poligono inscripto en la curva y cuyo nimero au-
menta indefinidamente no pudiendo anularse el valor de
un lado, tampoco lo podra ¢l arco y todos sus derivados
a pesar de decrecer indefinidamente, cero serd entonces
el limite matematico de esas cantidades indefinidamente
decrecicntes.

Podemos ahora completar la explicacion del método
infinitesimal.

Si dos cantidades variables [unciones ambas de un
mismo argumento tienden cada una hdcia un limite, y si
la diferencia eutre los valores de ellas, correspondientes a
un mismo valor del argumento, se vuclve indefinidanmente
decreciente (teniendo en este caso cero por limite mate-
mdtico segin lo dicho recién) los limites de dichas dos
funciones son iguales. Efectivamente, sicndo también la
diferencia de los valores correspondientes de las funciones
otra funcién del misnio argumento cuvo limite es cero, se

JS(%) — ¢(x) == dx
o Hm (Aa) - d(a) ) = o . lm /(%) = lim ¢(x).

Sea ahora varios indefinidamente decrecientes de mismo
orden funciones de un mismo argumento; si la diferencia
entre los valores correspondientes (4 uno mismo del ar-
gimento) de dos de dichos mdefinidamente decrecientes de
misno orden es otro de orden superior, la relacion entre
aquellos v otro de igual orden tienc un mismo limite ma-

ticne:

tematico.

Efectivamente sea /(a)y / (x) los dos indefinidamente
decrecientes de mismo orden, ¢(a) el que sirve de término
de comparacion y ¢(x) la diferencia, de orden superior, en-
tre /(x) v /i (%) tendremos:
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S S ()
/i () /(%) () e
' - : con1o por hipotesis g(x) es
S (S BT por fipotesis #()

indefinidamente decrecientes de orden superior i /(x),
S (x) v ¢(x) tendremos:

o (7 () 469) )
lim (%) 2(x) ) ¢
i () o /()
| o lim () lim +(¥) 5
6 también //'—((% %- s lim %%;- I

Ia consecuencia de estos dos principios es que, cuando
en ¢l curso de una operacion se debe tomar el limite de
funciones no indefinidamente decrecientes de un mismo
argumento que se diferencian en un indefinidamente de-
creciente, ¢ bien cuando se debe tomar el limite de la
relacion de dos indefinidamente decrecientes de mismo
ordenn que solo se diferencian en otro de orden superior
con otro de mismo orden que aquellos, se puede desde ya
climinar, ci1 el primer caso, los indefiniddamente pequeios,
en ¢l otro, los de orden superior, pues las ccuaciones que
resulten, st bien inexactas provisoriamente, vecuperarin
su exactitud en el resultado final obtenido por ¢l pasage
al limite desde que al hacer esta ultima operacidon ha-
brian necesariamente desaparecido los términos corres-
pondientes a las cantidades ecliminadas cuyo limite es
cero. El resultado no ha sido pues afectado y hemos con-
seguido despejar notablemente las férmulas quitando can-
tidades que complican la marcha de las operaciones sin
influir finalmente en la ecuaciéon terminal.

Vice-versa, en un raciocinio donde deba tomarse li-
mites, puede reemplazarse provisoriamente una cantidad
variable que no sea indefinidamente decreciente por otra
que no dificra de aquella sino en una cantidad de esta
ultima especie 6 bien por otra de orden superior si la
primitiva es indefimdamente decreciente. los resultados
no seran alterados por cuanto al tomar limites los tér-
minos correspondientes a4 las cantidades agregadas se
anularan.
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Consideremos ahora una serie de cantidades indefini-
damente decrecientes de mismo argumento  y suponga-
mos otra scrie de cantidades de la misma especie, tales
que 4 cada una de las primeras corresponda una deter-
minada de las segundas, si la diferencia centre dos corres-
pondientes ¢s otro indefimdamente decreciente de orden
superior (como sucede por e¢jemplo, segun vimos, con cl
arco de uuna curva v la cuerda correspondiente, siendo x
¢l niunero de lados de un poligono inseripto 6 circuns-
cripto en clla, cnando dicho mimero aumenta indefinida-
mente), se verifica que si la suma de la primera serie
Y /() tiene un limite, la otra suma X ¢ () tiene también
el mismo limite. In efecto la relacion de dos valores
J() v ¢ () correspondientes tiene, segin el principio
anterior, por limite la unidad, es dear

/)

lim =< 1
¥ (1)
. esion =) Lata endi : or
pero la expresion - estd comprendida entre el mayor
=3
/(") -
voel menor de los =< vy como estos tienen todos por

¢ ()

limite la unidad, resulta que también

lim = /) 1 6 lim. X /() lim. & ¢ ()
’E$(_‘.) v ad . ..:{

I.a consccuencia de esto es que en todo raciocinio
donde deba tomarse ¢l limite de una suma de canti-
dades cuva pequefiez es funcion de su uiimero, puede
reemplazarse cada una de ella por otra que se diferencie
de la misma en una cantidad indefinidamente decreciente
de orden superior, es decir, cuva relacion con las prime-
ras tenga por limite la unidad cuando el mamero de aque-
Has erezea indefimidamente; y vice-versa, porqué el crror
que provisoriamente se comete de esta manera, desapare-
cera cn el resultado final obtenido pasando 4 limites.

Se comprende  facihmente la autilidad de estos princi-
pios para ¢l método infinitesimal, pues proponi¢ndose éste
segin vimos, efectuar indirectamente cl estudio de las
propiedades de una representacion complicada haciéndole
depender de una aplicacion del cileulo infinitesimal 4 las
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ecuaciones que obtienc aquel reemplazando (por fraccio-
namiento 6 disgregacion) la representaciéon primitiva por
otros [amiliares de manera que aquella pueda considerarse,
va como limite de la summa de un ntimero indefinidamente
creciente de estas, supuestas indefinidamente pequeiias, va
como dependiendo en su determinacion de la de un limite
entre la relacion de dos de las auxiliares ¢ de derivadas
de ellas cuando se hacen indefinidamente decrecientes en
valor, seran, decimos, de capital importaucia, los principios
anteriormente demostrados por cuanto versan precisaiente
sobre estos limites de sumas 6 de relaciones de cantida-
des indefinidamente decrecientes v permiten eliminar los
términos de correccién que habria neccsariamente que
poner al reemplazar los representaciones primitivas por
las nuevas que establecen la diferencia entre ellas, los
cuales términos de correccién molestan v fastidian los cil-
culos sin influir en el resultado. Hay, sin embargo, que
obrar con mucho cuidado en estas eliminaciones para no
falsear los resultados. Si, por cjemplo, los miembros v
términos de las ecuaciones finales obtenidas no son inde-
finidamente pequeiios, no serda alterado el resultado al
quitar 6 agregar d aquellas, cantidades que tienden al limite
cero cuando las primeras tiendan al limite correspondicnte;
pero si en cambio los miembros v términos de las ccua-
ciones primitivas fueran indefinidamente decrecientes, para
hacerlas determinar algo seria necesario dividirlo por
otra cantidad indefinidamente decreciente de orden igual
al menor cxistente en cllos y entonces solamente podrian
eliminarse los de orden mas elevado; de manera que si
en las ecuaciones primitivas, la confianza 6 creencia de
gue en el resultado final no han de aparecer sino canti-
dades con limites distintos de cero, hace que eliminemos
los indefinidamente pequeiios de cualquier orden, v resulta
después que por compensaciones fortuitas v no previstas
estas cantidades con limites distintos de cero desaparecen,
dicho resultado, que dependeria ahora de las cantidades
climinadas, sera cvidentemente falseado. Este peligro lo
evita el tino y practica del analista investigador v no
puede salvarse por la aplicacion de reglas generales. La
costumbre en ¢l mauejo de las formulas hace adquirir una
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intuicion y seguridad superior 4 la que podria obtenerse
con reglas fijjadas de auntemano.

Segin se deduce de lo dicho hasta aliora sobre el
método infinitesimal, es necesario fijarse bien que las can-
tidades que se reemplazan unas por otras sean cfectiva-
mente del mismo orden de grandor diferencidndose tni-
camente en un indefimdamente pequefio respecto a cllas.
Sty por cjemplo, la cantidad real existente en el problema
dado es un arco de curva, puede reemplazarse por su
cuerda por ser esta, segun vimos, de igual orden de gran-
dor, diferenciandose unicamente en una cantidad indefini-
damente decreciente de tercer orden con respecto 4 él;
pero no podria reemplazarse por su seno-verso pues este
es de¢ segundo orden de pequeiiez relativamente 4 aquel,
supuesto de primero. Igualmente, ¢n el estudio del movi-
miento de un cuerpo, mientras el espacio recorrido en la
direccion de la tangente 4 la travectoria decrcee indefi-
nidamente, ¢l correspondiente sobre la normal es un iu-
definidamente pequeiio respecto del primero 6 sea de
segundo orden, no pueden pues, en un problema, reem-
plazarse ambos por una misma variable. En la prdctica,
favorece mucho estas sustituciones el hecho de que gene-
ralmeute intervienen las mismas especies de cantidades
variables, de manera que conoci¢udose de antemano el
orden de grandor relativo de estas, puede rapidamente
hacerse la sustitucion. Asi, tomando el arco como cantidad
indefinidamente decreciente principal ¢ de primer orden,
el seno v la tangente son también de primer orden, el
seno-verso es de segundo orden, la diferencia entre el arco
v su cuerda de tercer orden. Si un lado de un tridngulo
es un indefinidamente pequefio principal, la diferencia
entre los otros dos lados también lo serd; si ademds el
dngulo advacente a dicho lado es recto, esa diferencia es
indefinidamente decreciente de segundo orden; si en dicho
triangulo rectangulo la hipotenusa y un cateto son can-
tidades indefinidamente decrecientes de primer orden, la
diferencia cutre ellos cs también indefinidamente decre-
ciente, pero de tercer orden, etc

Teniendo en cuenta estos grados de decrecencia rela-
tiva, se puede con certeza hacer los reemplazos de canti-
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dades y climinar de las ecuaciones, & medida que se
presenta la oportunidad, las cantidades que no influyen
en los resultados, consigniéndose asi finalmente una ecua-
cion en la que las cantidades que figuran tienen todas el
mismo orden de grandor, el mas elevado entre todos los
primitivamente existentes, debiéndose cuidar segan vimos,
que estos valores que aparecen como de grado mdximo
no sean idénticamente nulos debido a la existencia velada
de compensaciones, en cuyo caso desaparecerian del resul-
tado final y este quedaria falseado. Si esto sucediera, seria
necesario hacer las ecuaciones homogéneas respecto & las
cantidades indefinidamente decrecientes de especie inme-
diata 4 las tomadas primitivamente.

Completaremos lo referente al método infinitesimal y
hablaremos del método llamado de asimilacién, cuando
havamos estudiado la metafisica del alto cdlculo, materia
del capitulo siguiente.



CAPITULO SEGUNDO

El cAlculo llamado infinitesimal 6 alto cilculo
§ I. PRELIMINARES

Funciones  objeto de este cdlculo

Este cilculo viene 4 ser ¢l instrumento de que se
vale ¢l andlisis trascendente para resolver las ccuacioncs
especiales obtenidas al plantear los problemas por medio
del Mectodo Infintesimal. Se propone encontrar procedi-
mientos regulares que permitan resolver ecsas  ecuaciones
particulares, caracterizadas por aparecer en ellas el con-
cepto de limite matemditico v el de cantidades indefini-
damente decrecientes de distintos ordenes expresadas gene-
ralmente como diferencias de dos valores de la funcién 6
del argumento. Hemos visto que la combinacién de estas
ultimas cantidades, es susceptible de tener un limite al
tender aquellas hacia cero, cuando vienen en forma de suna
6 de cociente; de aqui una doble rama del alto cdlculo.
La que trata de la segunda combinacion e¢s el cileulo
Hamado diferencial, 1la otra se llama  céleulo integral. Una
combinacion de estos dos cilculos se llama edlewdo de las
Tariacioncs.

Hemos anteriormente defimido el concepto de argu-
mento v e funcidn; la relacion de dependencia entre ar-
gumento v funcion mais el de comprender e¢s la pro-
porcionalidad, es también la primera que se presenta; d
valores dobles, triples ete. del argmmento corresponden en
la proporcionalidad valores dobles, triples; cte. de la fun-
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cion. 51 escribimos y = f(x) podemos indicar la propor-
cionalidad con la expresién
Y1 — C

Xy — X

I 3 son los valores de la funcion correspondicutes d los
valores x;, x, del argumento v C designa una cantidad
constante.

Pero no siempre es tan sencilla la relacion entre /(x)
Y — N
Ay — A
es una funciéon de a, y vice-versa. Naturahmente viene el
deseo de conocer la ley general de esa dependencia. Aqui
se presenta una primera aplicacién del método infinite-
simal haciendo decrecer convenientemente el intervalo
Xy — X1 .

A Descartes v Barrow debemos el primer paso dado
en este sentido () pues el primero nos ha enseiiado la
manera de representar geométricamente una funcién em-
pleando dos ejes ortogonales de coordenadas, tomando el
valor del argumento 4 partir del pnunto donde aquellos
se cortan sobre uno de estos ejes supuestos horizontal
y llevando el valor de la funcién sobre una paralela al
eje vertical trazada por el extremo del valor del argu-
mento correspondiente a partir de este ltimo punto te-
niendo en cuenta los sentidos v signos. Al segundo debe-
mos la consideracién del tridngulo MNP (Fig. 1) el cual
es de capital importancia en la interpretaciéon geométrica
¥ —N

y %, asi que suponicndo x, constante, ¢l valor

de la expresion pues observando la figura se vé

que geométricamente la expresion anterior representa la
tangente del dngulo PMN 6 sea del PSx designado con
¢ en la figura y formado por la secante MP 4 la curva
JS(x) con el eje de las absisas O x.

Si pues suponemtos que el lugar donde se encuentran
los puntos MP, etc. representativos de la funcidon /(&) = ¥
forme una linea continua, vy que exista una recta MT tra-

(1} Si bien las propicdades de 1as derivadas pueden ser obtenidas por procedi-
micntos puramente analiticos. la posibilidad de encontrar por un parcelamicuto, la
dependencia mmds sencilla entre ¢l crecimiculo de la funcién v del argumento. sin
reslricciéu alguna, es ¢l resultado de la intuicién geométriea correspondicente.
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zada por M y tal que no toque 4 aqgnella mas que en un
solo punto pero que un movimiento por pequeiio que
fuera baste para transformarla en secante, dicha recta
llamada tangente, determina un dngulo MTwx =t tal que

el MSx o se aproxima indefimdamente 4 ¢l 4 medida
que la diferencia &, - v tienda @ valer cero. Este dangulo

Conceplo

de derivada

F {x]

cs el limite matemitico del angulo © definiendo este l-
timo como el de las secautes que pasan por M v determi-
nadas por los valores x,- - a; v cn el mismo orden de
ideas puede decirse que: tang T cs el limite matemdtico de
la relacion —'—]'—]—, toda vez que una secante debe ne-

| —

-

cesariamente pasar por dos puntos para ser tal v que la
tangente solo pasa por una; cousiderado de otra manera,
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2
es decir dependiendo unicamente de la relacion z, - - &
no habia tal limite matemdtico porqué unada impide ha-
cer &, - - & .- o para trausformar la secante en tangcute.
Seguin lo diclhio anteriormente podemos cscribir

27 tang t-le
Iy T ' '
siendo e una cantidad que tiende 4 cero v se anula cuando
Ly, -— & tiende igualmente a cero v se anula. Las canti-
dades 3, - ¥ ; T, — a son pues cantidades indefinidamente
decrecientes de mismo orden, v la aplicacion del método
mfinitesnmal ha vuelto & conducirnos a la proporcionalidad.
El valor de tang ¢ vana para cada valor zx del ar-
gumetito y su correspondiente /() de la funcion; se re-
presenta por esa razon cou el simbolo /() v se llamma
funcion derivada de la primtiva /{n). T'odas cstas conse-
cueticias deducidas de la representacion geométrica de
las funciones suponen, por de pronto, la posibihdad de esta
representacion, v en seguida la de una recta que reuna
las condiciones que hemos unpuesto @ la tangente; pero
si bien la experiencia v la intuicion nos demuestrau y
hacen ver (ue existen mnchas funciones reuniendo estas
coudiciones, en cambio, como el concepto de argumento
v funcion implica unicamente el hecho de que 4 cada
valor dado al argumento exista uno correspondiente de
la funcion, no hay razon alguna para que sea siempre
posible la existencia de una funcién derivada tal cnal la
hemos  deducida, va por falta de representacion geomd-
trica, va por falta (para algunos valores de funcion) de la
existencia de una tangente. Kstas dltimas funciones carac-
terizadas pues por no teuer derivadas, se llaman funciones
anorfordes, en cambio las que tienen derivadas se llaman
ortoides vy cstian caracterizadas por verificarse en ellas la
igualdad

en la que f'(«) depende unicamente de x, v ¢ tiende i
cero juntamente con (v — x) de manera que para valores
bastante pequeiios de esta 1nltima diferencia pnede € ha-
cerse menor que cnalquier cantidad por pequefia que sea.

[.as funciones anortoides umcamente para valores
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especiales del argumento v ortoides en todos los demas,
son, juntamente con las enteramente ortoides las nicas
funciones de que se ocupa el cilculo diferencial. (9

“u un capitulo especial se darda algunos detatles mas
sobre las [uunciones anortoides.

Resulta pues que para las funciones ortoides, si llama-
mos Ay al incremento v, - ¥ de la funcidén correspon-
diente al incremento dx ., — v del argumento, se
tiene: _2 Sl L e

Av : !
e es una cantidad que tiende & cero y se anula conjun-

tamente con Ax, v por lo tanto con 3y Se puede en

. . Ay
consecttencia dectr, que para Av - 9, v J'r), pero

A . . o
como entotices —— toma la forma mdeterminada = se

Ax '}

snele eseribir:
, ’
lim. :\_2

AL
Ar -0 A :

(1) Dulamel e¢n su obra cldsicn  VKlemenlos de cdlculo infinitesimal  pag. g4,
T, 10 demuestra que la condicidn analitica de ortoidia queda satisfecha cuando Ia
primera renne las dos condiciones signientes: 1e Cuando se d¢ un ammento 4 4 x
debe resultar un aumento £ de y que debe tender 4 cero junto con aguel, ze Para
valores suficientemente pequeios de 4, la funcidn debe ser mondtona en ¢l inter-
valo finito v, v -4 4 del argumento. Efectivamente sea vy, vy ve, vy dos  valores
cualquicra del argumento v sus correspondicntes de 1a funcidn, dividamos ¢l inter-

valo vy — vy en # partes iguales v osea &y Ay &y oL 4, los incrementos correspon-
dientes sucesivos de la funcion: lendremos: v, — oy nh, k&
oo ¥y £ 4q L
R T T T R o L R
ve 1 " ] “n
"
ki
haciendo crecer o mimero de divisiones # indefinidamente. los términos 7 1o
/4
1"
pueden lender todos hicia cero ni anmentar indefinidamente pucsto que su medin
Kooy
aritmdélica ¢s constantemente igual A& la cantidad fija———  ( siendo  1a funcidn
.|'= .= .l'l

mondétona en el intervalo »y. vy del arguinento, los incrementos 45 son todos del mis-
mo signot: sclo pues  excepcionalmente ¥ para  on minero  lnnitadao de ellas, las

relaciones — pucden, al deereeer indefinidamente 4, tender @ un valor nule 6
it

"
Yoo
infinite (anorwidia aislada). Si Ta cantidad fija———  fuera  nula, se tendria
T 1
A4
¥y . ¥y todos Iusj— lenderfan 4 cero, en cuyo easo, cualquier otra relacidn i
N
Fa o=
termodia . siemdo sy =+ ap - tenderfa & cero v YpoTay 1 funcidn
i

serin pues constante en ¢l intervalo »y — o del argumento.
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Para que realmente /’(x) sea el limite matemdtico
Ay
esto sucederia p. ej: st el valor de A« fuera funcion de
una variable que se hiciera indefinmidamente creciente 4
medida que Ax tendiera hiacia cero; pero como en toda
esta exposicion se supone (ne v es la vartable indepen-
diente ¢ yla funcion, pudiendo x teuer el valor arbitrario

de

seria necesario que dx no pudiera jamds anularse;

que se le quicra dar, nada impide hacer Ax = o y cnton-
ces 1o extste limite matematico de la expresion Ax S1o

un valor especial de ella cuando Ax
un limite singular de
indicadas cn la pag. 97.

0; es shmplemente
una cualquicra de las formas

Alora bien, el cdlculo difeerncial opera esencialmente
con dos formas de igualdades, unas en las que solo fign-
ran derivadas como en las ecuaciones anteriores, y otras
en las que figuran valores indefinidammente decrecientes
de los incrementos de la funcion v del argmmnento como
en la: dy = f(x) Ax —- € Ax deducida de las ante-
riores.

L.as primeras ecuaciones, no ofrecen novedad alguna
a lo va dicho sobre la metafisica del cilculo trascendente,
pero no sucede asi con las segundas. Hemos aqui llegado
al pasage dlgido de la wmetafisica del alto cdleculo.

La expresion Ay == f(x) Ax - e Ax indica que
el incremento Ay de la funcién se compone de dos paz-
tes: una que sc llama 4 veces diferencial de la funcién v
que viene i ser el producto de la derivada por el incre-
mento A x de la vanable, v otra que es el producto de
este mismo Ax por una cantidad ¢ que tiende 4 cero v
s¢ annla juntamente con Ax.

Veamos ahora las consecuencias que saca la teoria
idealista de los infinitamente pequefios; dice esa teoria;
stpongamos que dx se hava vuelto infinitamente pe-
queiio y para asi indicarlo escribamos dx, y sea dy el va-
lor correspondiente de Ay; con el valor de e se habra
igualmente vuelto infinitamente pequefio el producto ¢ dx
serd infinitamente pequeno de segundo orden y no podri
aumentar f(x) dx que es de primer orden, luego tendremos:

dy = /(%) d(x) 1]
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igunaldad rigurosamente cxacta 4 pesar de implicar la
despreciacion de e ..

La teoria idealista atémica dice: supongamos que la
funcidn crezea mas ligero que su argumento, entouces
Av se volverd 1gual & un dtomo antes que 3y, demos pues 4
Av ese valor atémico, en la formula Ay - - Adx /(x) -i-edy,
como la cantidad e Av es menor que Ay, siendo esteigual 4 un
dtomo, e Ax no puede smo ser cero, pues solamente cero
es menor que un datomo por definicion, luego, designando
con dv ese valor atéomico de A, v por dy ¢l valor co-
rrespondiente de Ay, cacremos nuevamente en la formula
idcalista |1]. Si en vez, el incremento del argumento es
superior al de la funcion, Ay tomari un valor atomico dy
antes que Ax y cutonces invirtiendo (fig. 1) el orden
de la relacion de incrementos podemos escribir

Av Ay tang v e Ay
cuando Ay s¢ hace un dtomo edy serd cero por las mis-
mas razones antertores, luego:

: I
dy = dy tang T v como (g, 1) tang T - -
: = : (fig- 1) ® tang T
Sody = dx tang 1
cody dx /(x) es decir nuevamente la formula (1). Una

vez es dx el dtomo, otra dy segin crezca mis ligero la
funcion que el argumento 6 vice-versa. En ambos casos
puede decirse, segtin la teoria atémica, que: el incremento
menor posible de una funcion es ¢ bien un atomo ¢ hien
el producto de un dtomo por la derivada de la funcion.

Alora bien, de las ecuactones idealistas | 1] deducimos:
dy .. .. . . _ g
e = f(x) 1gualdad idealista que se leerda diciendo:

La derivada de una funcion, cs ol coctente de los di-
Jercnciales & fnercmentos infinitamente pequeios correspon-
dicntes de la funcion y del argumenfo, 6 bren:

La derivada de una funcion es ol cociente del inere-
mento de la funcidn y del mcnor tncrcmento  correspon-
dicile postble del argumento.

Pasemos aliora 4 la teoria cmpirista.

Esta observa con toda ldgica, que las consecuencias
idealistas revolucionan, como va anteriormente dijo, ¢l
coucepto de igualdad, estando ademas en pugna con la
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representacion geomdétrica (fig. 1) de la derivada la cunal
mdica la tangente trigonométrica del augulo T que la tan-
gente geométrica @ la curva representativa de la f(r)
forma con el ¢je donde se miden los argumentos, pues
esta dltima tangente por defimicion, debe pasar tniea-
mente por el punto ¥ de la curva, v no unir los puntos
3 ¥ -+ dy que la convertirian en secante, como lo nupliea el
raciocinio idealista.
El empinsta se conforma pues con la wgnaldad
Ay /(D Ax-iedx

pero como ¢l sumando edx se vuelve cada vez mas y mis
pequeiio 4 medida que Av disminuve 4 voluntad, es una
cantidad indelinidamente decreciente de segundo orden
respecto de /(«+) Ax luego puede eseribirse a titnlo de
aproximacion  suficiente para valores dx vy dy de Av v
Ax muy pequenos, la ignaldad andloga & la del idealista:
dy - f(r) @ax pero cometiendose un cerror tan reducido
conto se quiera, cn vez que ¢l idealista pretende ver en
aquella una agualdad rigurosa por el heclio de suponer
dx v dy mhnitamente pequenos, ¢s dear fantasmas inex-
peculables en matematicas. lin realidad, para ¢l empirista

oAy :

Hm N VAS)
st A x no es vanable independiente, siendo determinada
de tal manera que uunca pueda anularse, ¢ smmplemente
dy

clenle de incrementos sino un simbolo que reemplaza

las tnicas igualdades exactas son, 6 bicn:

/() para Ax - o entendiéndose entouces wo of co-

2 que es ¢l realmente correspondicnte pero que presenta
el inconveniente de no tener aisladamente significado, en
tanto que 4y posce la ventyja de indicar el proceso que
determina la existencia de la derivada v deja, por decir
asi, el rastro de la variaciéon encarnada en el concepto de
esta 1tltina.

A
dx
no quierc indicar que /() es el cociente de dos incre-
mentos dy, da distintos de cero, afirmacion que secria
erronca ¢ inexacta, sino que: /(#) es ¢l valor especial que
dy

En una palabra, al escribir el cmpirista /°(«)

toma ;\—)— cociente de dos itucrementos cuando dx - o
Ax
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es asi una expresion purameute simboélica destinada a ha-
cer recordar su origen v los antecedentes con quien estd
intimamente ligada, Zx estd colocada alli debajo de dy
como un palo de la letra # al lado del otro palo ¢ como
la comilla debajo de ta letra Q. Iista es la diferencia ca-
pital entre ¢l sentido de las notaciones v ccnaciones em-
piristas vy las idealistas. El idealista considera /'(x) como
realmente cl coctente de dos incrementos infinitesimales

) : e
; en canbio, s1 ien

dy, dx; v por cso escribe: /(x) g

. ) : dy
el espiritista eseribe lo misio, para cl e €S Ul nero len-
dx

guaje simbolico. S embargo, a veces descompone también
el empirista el siimbolo anterior v eseribe dy - f(x) d.x pero
entonces no pretende ver en esta ccuacion una igualdad

rigurosit sino una mera  formula provisoria v aproxi-
mada, colocada accidentalmente en vez la estrictamente

exacta: Ay /() A x [ e dv cnando Ay, Ax se conside-
ran con valores muy pequenos (que  para distingnirlos ¢
indicar c¢sa suposicion escribe Jy, dx respectiviamente).
Debe pues tenerse muy en cuenta el distinto significado
de los inerementos v, dx escritos separadamente, del que

. . ) ) dyy L.
stmbolicamente tienen e¢n el conjunto. o) I'al ¢s la no-
ax

tacion empirica que haremos uso en adelante.

$ 2. MeETAFISICA DEL CALCULO DIFERENCIAL

Hemos visto que ¢l incremento A y de la functon viene
dado por la férmula: dv. -/ (2) A x -1 e A la formula
Ax = /(x)dx ¢es pues nexacta por pequeiia que sca Ax
(como es entouces que el empleo exclusivo de esta for-
mula en el cilculo diferencial no conduce sino a resultados
correctos y rigurosamente exactos? ‘I'al es ¢t problema
metafisico del calculo difcrencial v que ha
que pensar desde la invencion del misuio.

Leibuitz, el fundador del método infinitesimal, llegd a

dado mucho

Notacidun
cmpirista
de las derivadas

Simbolismo
.
qe —
dx’
no cs

nn cociente
de
diferenciales

Origen
v natntaleza
del
problenin
de 1a metafisica
del cileunlo
diferenvcial



Origen
del cdlculo
difercucial

Histdrico
del problema
metaflsico
el
cdleulo diferen-
cial

ILeibnilz
inveutor de los
iufinitamente
pegueios

Objecién
de Nicuwenlyt

l.eibnitz
ignord la meta-
fisica
de su cdlenlo

— 128 —

¢l mediante la resoluciéon del problema de las tangentes
a una curva tal cnal lo hemos indicado, es decir, dedu-
ciendo el coeficiente angular dela tangente considerandolo
como limite del de las sccantes trazadas por el punto
tomado de la curva al girar de manera que el se-
gundo punto se aproxinma al fijo. Este cocficiente vienc

’ . .2 A)
dado segun vimos, por el valor de la relacién iy cuando

Az —- o) pero entonces Ay es también igual 4 cero v di-
cha relacién toma la forma indeterminada 2 impropia

para el cilculo; por otra parte la secante no puede ser
tangente sino cuando los dos puntos que une coinciden.
Asi que, por una parte, la exactitua rigurosa cxigia ha-
cer como Newton Ax - o, pero hacia caer en la férmula =

que parece indelterminada y sin embargo determina un
valor fijo (lo que la hacia considerar como 1ilusoria y des-
provista de sentido);, por otra parte, no se podia de¢jar de
hacer Az —: o sin arruinar la exactitud del cdlculo. Para
salir de paso Leibnitz, ¢l prumer idealista, imaginé hacer
Az, no cero sino infinitamente pequeiio crevendo ast que

LAy I T ST _
la relacion iz 5¢ diferenciaria infinitameute poco del coce-
ficiente angular de la tangente v solo en cantidades que
se anularian con Arx; para librarse luego de estos térmi-
nos, atribnia a los infinitamente pequeiios la propiedad
de no afectar las cantidades tinitas. Tal es el principio
llamado leibnitziano. I.as objeciones contra este ultimo
nacieron inmediatamente. Nieuwentyt ? pidié explicacion
sobre los fundamentos que permitian suprimir cantidades
infinitamente pequeiias como si fueran nulas y considerar
en consecuencia iguales cantidades cuva diferencia no es
rigorosamente cero, Leibnitz nunca supo justificar debn-
damente su priucipio m tampoco sc¢ lo explicd ¢l misino
por cuanto al verse muy apurado por las objeciones se
limitaba & decir que los infinitamente pequeiio podian
despreciarse respecto de la cantidad finita como un grano
de arcna respecto del universo; contestacion que no ha-
cia sino dar mds fuerza 4 la objecion de Nieuwentyt.

(1) Lcibnilz, opera tomo HI pdg. 327.
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Para cscapar a las objecciones Lagrange ided su método
de caleulo sin el concepto de infinitamente  pequefios ni
de anulacion de incrementos basandose en
cn serte de una funecion,

Pero esto no explicaba la metalisica del método leib-
nitziano cuvos resultados ceran realmente sorprendentes v
de un rigor v exactitud mnegables. TFontenelle crevo expli-
car la manera como hemos visto mds
arriba explicarla por ¢ idealista crevendo rigurosamente
exacta la expresion dy . /(x) dv cuando &y, dx, son infi-
nitamente pequeitos. Pero el ¢jemplo que daba al respecto
encerraba una especie de trampa, por cuanto la suma de
los térmnos que despreciaba era idénticamente nula de
mancra que no habia en definitivo sino despreciado cero.
Ademais, seglin varias veces observamos, repugna a la
razon aceptar que dos cantidades que difieren en algo
pueden ser iguales, aun cuando ese algo sea un dtomo.

Il marqués de 'Hospital no pudiendo explicarse m
demostrar la razon del principio leibnitziano, pidid que se
aceptara como un postuiado anidlogo al de Euclides.

1in estas circunstancias aparecio Lazaro M. N. Carnot
autor de la clasica obra, lioy agotada: Reflexions sur
la Metaphysiqgue du Caleawl fnfinitesimal. Carnot cree en
clla demostrar la metafisica del principio en cuestion
diciendo que al despreciar las cantidades diferenciales se
comete nn error que ueda luego compensado por otros
posteriores. ) He aqui un ejemplo de la demostracién
que hace al respecto:

el desarrollo

cinestion  de la

Fig, II

(1) En realidad esta suposicién se debe & Lagrauge ¥ no & Carnol.
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Supongamos que se busca la subtangente TP en el
punto M cualquiera de una circunferencia C, sobre .lx
recta C'I". Por un punto R tomado arbitrariamente, traze-
mos la perpendicular RS a ST" v trazemos también la
secante  RMTY; tenemios: IP: MP:: MN: RN y luego
"o MN
re 1" AP 10N Supongamos ahora que sc mueve
RS paralelamente 4 si misma acercandole constantemente
de MP; el punto T' sc¢ ird acercando asi al T y se podra
hacer la distancia T[Y tan pequeiia como se quicra sin
que la proporcionalidad anterior deje de efectuarse, si
pucs despreciamos esta cantidad T'IY, cometemos nn pri-
nier error en la ecuacién que resulta
MN
rx W
error (ue serd pequeiio 4 voluntad acercando convenien-
temente RS de MD.

lgualmente en la ccuacion de la circunferencia

T'P NP

» 2 ax A* sacamos, aplicandola al punto R
(MP ! RNY == 2a¢ (AIN -— CP) 4- (MN — CPYy
MXN 2 MI’ --- RN

RN 2¢ — 2 CP — JN

expresion aplicable cualquiera que sea la posicion de R;
pero cnanto mas se aproxime RS & MP las distancias
MXN v RN se haran cada vez menores, luego, si escribimos

MN MP

RN o —cp @
despreciando MN v RN cometemos un segundo error que
podra hacerse pequefio & voluntad; si pues reemplazamos

L4

este nltuno valor de W en la primitiva expresion  yva
con un error
MN
IR LT
I'p AP - se vielve:
RN
SN E M . . . .
I'l —p llamando en general v, 3, las coorde-

“

nadas de M, TP

- py expresion exacta como se
a — X

dednciria immediatamente observando los triangulos seme-
jantes CMD v MPT, se tiene en efecto



131 -

Mpe ¥

CP  a— 2’
sin embargo las dos ecuaciones (1) v (2} de donde se ha
sacado la altima formnla exacta son falsas, es necesario
pues que los errores comictidos se havan compensado.
Veamos un poco la naturaleza de este raciocinto. Iin pri-
mer lugar, como facilmente se vé, hay aqui una trampa
parecida a la de Fontenelle, solo que en este caso eun vez
de ser nula la suma de los errores T'TY, MIN y RN estos son
separadamente nulos por cuanto al convertirse la secante
cn tangente, es forzoso que esas tres cantidades se anulen;
de manera que en restumen solo se ha despreciado cero, se
comprenden entonces como errores nulos deben necesaria-
mente compensarse. Ademads, la consecuencia de esta
doctrina seria que una diferencial no seria cxacta sino
combinada con otra, pero {como saber si la compensacion
tiene siempre lugar? No es esto resolver la metafisica del
cdlculo sino basarla al contrario sobre errores. Nada nos
explica porqué deben estos necesariamente compensarse,
Muchas otras hipdtesis v explicaciones mas ¢ menos
raras s¢ han producido al respecto. Bordas Demouhin por
cjemplo en su obra Le Carfesianisme, dice al comentar la
explicacion de Carnot: « El objeto del calculo diferencial
es poner ¢n cvidencia las relaciones que constituyen el
» universal de las funciones eliminando la parte de las
» relaciones constitutivas del particular. Estas dos espe-

CP; NP NPT .- TP =

MN

RN Cuando RS se¢

» confunde cou MDP la relacion constitutiva de lo indivi-
» dual desaparece v deja el lugar 4 la relacion constitu-

tiva de lo universal; la primera afecta los sentidos por
» medio de las rectas MN y RN el segnndo, representado
» por los simbolos dx, dy, solo es alcanzado, retenido y
» comprendido por la mteligencia. De esto se vé que
» cfectivamente, las cantidades diferenciales @x, &y, o
» sea la relacion de lo universal de las funciones, 110 son

cfectivamente nulas; lo que es nulo son las cantidades

algébricas, es decir, la relacion de lo individual, aquellas
» después de haber servido para pomnernos en la via de
» las relaciones de lo umniversal desaparecen para que

» c1es de relaciones se encuentran cn

~
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el espiritu se apodere de este. Letbuitz v Newton esta-
» bait pues igualmente errados, Newton al igualar 4 cero
» las diferenciales, Leibnitz al sostener la extstencia de
» los infinitamente pequefios puesto que evidentemente,
» entendia por esta palabra el individnal de las funcio-
+mes. ... Tal es la verdadera metaftsica del cdlculo di-
. ferencial. ... ....Segiin esta metafisica podria decirse
» por comparacion que el Dios de Spinosa es la diferen-
> cial del universo, v ¢l umiverso el integral del Dios de
» Splnosa-. No mie parece que estas explicaciones de
metafisica pura satisfagan a4 los matematicos tan f{acil-
menite como parece creerlo el autor, mas filésofo que
matematico.

Finalmente Duhamel] Freveinet, du Bois Raymond,
etc, han mds O menos bien dada la explicacion de la
metafisica del cdlculo diferencial, la cual estd hoy per-
fectamente resuelta. Los principios desarrollados en la
pidg. 114-115 encierran la verdadera metafisica de ese
cialculo. Efectivamente, si se procediera constantemente
con la expresion Ay /(a) A x --- £ ) . todos los resul-
tados serian exactos y no habria motivo 4 discusiones;
ahora bien los resultados asi obtenidos serian necesaria-
mente homogéncos respecto de /" Ax v ¢Ax pues siendo
la ecuacion originaria v /"(v) da - ¢ Ax homogénea
respecto de estas cantidades, cualquiera que sean las
operaciones sucesivas cfectuadas con ellas quedarian for-
zosamelnte conservando la misma homogeneidad.

Dichas ecuaciones finales se compondrian pues de dos
partes, una independiente de ¢ Ax otra afectada por ¢l
dividiendo en consectiencia por una potencia de A x igual
A la que se encuentra este elevado en la ecnacién, resul-

, : eAvy” : .
tard que las cantidades (_\ r) -g” teniendo por limite cero

cuando A.v tiene igual limmite, 6 anuldndose junto con é¢l,
desapareceran de la ecuacién final al formar dicho limite
6 al anular A x, exactamente como si desde el principio
se hubieran dejado 4 un costado escribiendo Ay - /(x)
Ax. En esto consiste todo el misterio. I.a homogeneidad
de las eccuaciones iniciales respecto d la diferencia v al
término de correccion conduce 4 una ccuacion final igual-
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mente homogénea y entonces al tomar los limites 6 al
anular Adxv para tener las derivadas, todos los términos de
correccion desaparecen; se podian pues eliminar desde
el principio.

La expresion dy — - f/'(x) dx, s1 bien inexacta, es aceptable
cuando mno se escribe para dejarla asi sino unicamente
como ccuacion auxiliar intermediaria en un desarrollo
donde finalmente debe tomarse un limite 6 anularse la
parte correspondiente 4 los términos de correccién  omii-
tidos.

Si por ejemiplo queremos hallar la derivada de una fun-

cion de funcion v /(o) « - /{x) podemos escribir
dv Av

dy dx . : _ Ay Av

s 5 saciandola directamente de 15 y, Dor cuanto
dx Ax

G bien 2 LF R €@ 5 A du
A du "3y dx A AY

al hacer Ax . 0,¢ ¢, g. sc anulan simultanecamente v A

Auw Av dy du dy
IV Ay , se transforman en H’ 70 e 1espect1\ ameitte.
Sea aliora una funcion = de dos argumentos = - /{av);
el incremento Az correspondiente 4 los incrementos A a,
Ay de los argumentos seri:
Az = Sl - Ax v AN - Sy
6 también
Ac=/x " A,y Ay) /v Ay D Ax v A) - )
supongaimos que en cl intervalo & ' Aa, v -1~ Av de los
argumentos, la funcion s sea ortoide respecto de x cuando
¥ queda fija v respecto de » cnando x es constante, sc
obticne asi, S'eort'm lo auteriormente dicho:
d(f(x), v Ay Ay ://(,ﬂ)_h e Ax
dv ady
que g, tiende @ cero v se anula junto con da v analoga-

A- e: Avenla

es una funcion conti-

d
mente & con Ay, Si la derivada e
ax
nua respecto 4 7 en las proximidades del puuto x, ¥
puede escribir

A7y An) A7)
d ,1‘ d.r
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siendo % una cantidad que tiende 4 cero v se anula con-
juntamente Con dy. Luego sacamos:
. f ) Ay

A — E_—;L’ X - A_j’ g Ax -~ (En - 'f)) AJ\
Estableciendo entre 105 1ncre1neutos Ax v Ay de los ar-
gumentos la coundicion de que su relacién no puede anu-
larse, la cantidad & Ax - (e -~ %) Ay dividida por Ax 6
por Ay tendra hdcia cero vy se anulard junto con Ax v
Ay Sacamos pues finalmente las siguientes ecuaciones:

Ay == f(x) Ax g
\. S ”’f L
s Ax - Ayt Il

d
1 .
en las que _% v Ap—x se anulan juntamente con Ax cuando

S(x) no es cero mi infinita. El 1idealista escribird, supo-
niendo Ay, Ax infinidamente pequeiios ¢ indicindolos con
dy, dx;dy = f'(x) dx; d= = ;{—j dx -i- ar dy |2|
£y dy

Il empirista escribird también las ccuaciones |2| en vez
de las |1| en las operaciones intermedias significando &z,
dy, dx, segin dijimos pag. 126 Incrementos indefinida-
mente decrecientes ¢ muy pegueiios 4 voluntad de Az Ayy
Ax y podrd sin temor efectunar todos los desarrollos con
estas féormulas inexactas provisorias, por cuanto siendo las
[1] homogéneas respecto de los incrementos dx, dy v de
los términos de correccion p, py el error implicado en las
formulas |2| desaparecerd al hacer Ax = 0 en la ecuacion
final 6 al tomar Jlos limites de la misma cuando Ax tiende

d
indefinidamente hdcia cero. 81 la funcidn == no cs conti-

dx
uua con respecto @ ¥ en el punto x, y, pero que lo c¢s
respecto de x, una simple modificacion en el orden de los
términos de la segunda expresion de Az conducird nue-
vamente 4 la féormula [1] Resulta también que st la for-

:;d—/.(f‘t‘»' f

prl L dy debe ser vialida para todos

los puntos de una ;'lrea, deben llenarse las siguientes
condiciones:

1° Para cada punto de dicha drea f{xy) debe ser
ortoide respecto de v gquedando v {ijo, v vice-versa

mula =
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o I A

Todx’ dy
si solamente se verificard la mitad de esta filtima condi-
cién no podria verificarse la férmula |[1]| sino para pun-
tos aislados, por cuauto solo en ciertas direcciones podria
pasarse de /(ry) 4 /(0 Ar v -1 A ) Esta demostracion
rigurosisima vale igualmeute cnando z es funcién de dos
variables « = funcioues 4 suvez de w2 fu, ) w
#{x), 7 . Y.r). Sicousideramos u, ©, como argumentos, bas-
tard sustituir en la demostraccidn anterior . por #; y por al

deben ser continuos respecto de v v de

llegaremos 4 las féormulas: dee . W) Az -1 gy Az V()
P ,.({f . ! (f/ - [, ' [ -
A ".~‘49,A., (—i-; " '“:'—T’At - g A . (E-_»'I- 'f‘) 7
R O O E e R ¢ MY IR 5| KV
: e ds af._
e (Eg - 'f‘) P2 -1 @) A = (_{]_L AV 2; AW

las cautidades g, &, %, tienden a cero v se anulan junta-
mente con Ax y Az es decir con M. igualmente g, p. con
Ay por lo tanto con ¢; podemos pues escribir ademas: % =
d ) du df dv

Ao 7:;';{_\!( zi{—' Av oo e V() A
A /o resuelven la cuestion.

He insistido sobre este particular porqué a menudo
las demostraciones que se dan al respecto no responden
4 la verdadera metafisica v origen del concepto de fui-
cion derivada. Unas, por ej. la que da Freyeinet en la pa-
gina 61 de su obra JIelaplivsique du haut calcul sientan:

formula que con las dos anteriores:

s Az

()

a lim Lk I T AUS L RVA A X
d.x SO Y | Au Ar
S v -t Ao — (e -- Ay ) A
Az

v dicen que al tender A« hdcia cero, la primera fraccion
del segundo sumando de la derecha tiende 4 valer
d f(0 - X wt)
dux
proposicion inaceptable por cnanto al tender A.e lideia
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cero Ax v A también tienden hacia cero v entonces la

fraccidon en cuestidn no tiene la forma que da nacimiento

4 una fuucion derivada. En otras demostraciones, como cn

la de Serret en su Calcul deflercnticl of calcul integral sc
d fo -~ An,7)

establece como evideute v necesario que ————--"—

', SC
d o '
. ., d S . .
vuelva igual @ +’) cuando A+ se anula, sin aperci-
[ 7
birse que esto implica establecer una condicion mds que

s . . a f(n, )
debe llenar la funcion /i 0 sea que su derivada —— v
: de

sca continna respecto de # para el valor u, o

Siendo la derivada de una funcién, una uueva fun-
cion de mismo argumento, si es ortoide admitird & su vex
una nueva derivada v asi sucesivamente. Estas nuevas
derivadas se llaman respectivamente segunda, tercera etc,
de la funcion primitiva v se designan coun los siimbolos

./-,,(;1_)/‘":(1')' . /‘HI(./I!). . (') —yu _'J"". L }'IH.

Igualmente cl incremento de una funciéon es distinto
para dos valores diferentes del argumento, la diferencia
cutre cllos se llama, cuando estos incrementos v dileren-
cias son indefinidamente pequenos, diferenciales segundo
de la funcién primitiva v se indican con los simbolos
AAy, ddv, A’y 6 &%; lo mismo podriamos considerar dife-
renciales terceros etc, indicados con A’y... A"y.... & d%...
d"y.... Veamos que relacion existe entre estos nuevos ele-
mentos. Sea 3,9 - Ay dos valores de una funcién corres-
pondientes a los argumentos « o -~ Air; tendremos segin
lo anterior:

Ay _/"(..r‘) Ar--e A |I|
Ay -Ay) ~S(r--Ax) A e A 2]

Como los incrementos de a son arbitrarios, podemnos
suponer iguales todos los A« que figuran en las dos for-
mulas anteriores. Restando la [2] de la |1] ¥ segiin las
notaciones mds arriba indicadas podemos escribir:

A(r =dy)— Ay Ady Ay
I_/-'(.L' Ay —_/.'(.1') | A - (2 — & ) Ar
como suponemos f(x) ortoide tendremos:
S Ay — /(e AL Sy Ae A
LAy M)A N (e -8 ) A

-



A I
7 ¢s una cantidad que, lo mismo que e, € s¢ anula jun-
tamente con A .

Pero 4 medida que .» A ¢ se aproxima 4 . cl
valor g de ia formula |2] se aproxima al g de la féormula

- &

N 1 . 3 e
B

(0]

[1] podemos pues escribir — 1 ¢ sicndo ¢ una can-
1

m

tidad que se anula con A, lTuego,

Eg'_'l:q 81?

€ & (I L —'
(v oy 3 A
El orden de grandor de g es 4 lo mdas ¢l mismo que

-
el de A la expresion -_\i al anularse A.r no puede pues
I

cn ¢l peor de los casos sino tomar un valor finito; de manera
que multiplicando esta por g, que se anula con A.r, da

~ ~
s - - €

1 - r
3 el valor cero cuando A.r también lo es.

para
E

L4 r . "
Podemos en resttmen, establecer que el limite de L
N

cnando A .» tiende indefinidamente hidcia cero (6 s1 A .res
completamente independiente, que el valor que adquiere

v
T cuando A.r  0) es:
g

lim, T Sy Xy e) A e daF |3
.,

\ 0

(e se anula con A.r)

El idealista, haciendo A.r infinitamente pequeiio v
considerando AA v como un infinitamente pequeiio de

- ’, rs (/1 ‘. 14
segundo orden escribe segin su notacion: —; /" () y
& d : .

considera en cousecuencia la derivada segunda conio el
cociente del incremento infimtesimal de la funcion, di-
vidido por el cuadrado del incremento infinitesimal del
argumento.

v '

El empirista no vé en la expresidn ey lo mismo
d .

r

dy . . , e
que en cl 5 SINo tinicamente un simbolo 1mdivisible
a .

Feuacidn final



ILa férmula
obtenida
¢s igualmente
homogénca

La melafisica
del cilculo
diferencial es-
triba
unicamente
en I
homogencidad
de las
ccuaciones
diferencinles

Otras defini-
ciones
de derivadas
sueesivas

— 138 —

destinado, no 4 indicar el cociente de dos cantidades, sino
el rastro de la operacion que lo ha originado; sin em-
bargo, cuando Ax es muy pequenio Ay también lo es, lo

mismo que 7 y ei;j', por eso es que aproximadamente
v en caracter provisorio escribe también: a* y =— f"(x) dx*
como el idealista (reemplazando los A por & para indicar
la suposicidon de ser los incrementos muy pequeiios).
Los resultados de las operaciones heclios con esta
ultima formula errénea son siempre exactos porqué, lo
mismo que antes, siendo la férmula rigurosamente exacta
|3] homogénea respecto de /() A v del término de
correccion e A 2 el hecho de despreciar 4 este wltimo no
afecta las ecuaciones finales en las que se hace A ir o,
De la misma manera se obtendria las formulas

lin.

O LY AR Y Y

Au y .
s n rY): An -
A -’I;” A.‘}. ./ ( { )’ -’j

€

" y

T s prayy gy S A s

la |4] rigurosamente exacta y homogénea respecto de

JS"(x) Az v del término de correccidn €d v, lo que

explica que en las operaciones intermediarias, pueda to-
marse la aproximada |3| siu que esta sustitucion ocasione
errores en los resultados finales. Como se v¢é en restunen,
la metafisica del cdlculo diferencial estriba cn la lomo-
geuncidad de las ecnaciones que determinan los incremen-
tos de cualquier orden de las funciones, respecto de la
parte principal afectada por el incremento del argumeuto
v respecto de la relativa 4 los términos de correccidn,
afectados de la misma potencia de este (). Para terminar
con el cdlculo diferencial veamos la interpretacion de la

Au -,), .
(1) La relacién A“‘l?" —: / " (Gl') existentie entre 1as diferencinles sucesivas
) xr o

de una ccuacién y sus derivadas, notable por cuanto las diferenciales en cucestién
han sido definidas sin preocuparse de las derivadas v vice-versa, ha dado motivo 4
algunos autores para definir la derivada » de una funcién como ¢l Hnite de la re-
lacién entre su diferencial »# ¥ 1a polencia »# del incremento correspoudiente del
argumento, pero esta definicion obliga 4 demostrar despues que la derivada » de
una funcién ¢s la primera de la » — 1. ctle., marcha menos directa y natural.



-— 139 —

seric de Tavlor aplicada 4 los incrementos de funciones,
4 saber: La série de

] oA 2 Al A x ‘Taylor aplicada
Ny ) Nx G- S0 @) T ) et
2 | 3 I 4 incrementos
—_— —_— de la

La escuela idealista de los infinitamente pequefios  runcion y del
dice: Cuando Ao sea infinitamente pequeiio los térininos — "revmento:

. s . . e - interpretacién

siguientes al primero son todos infinitamente pequeiios idealista

de orden superior v no pueden en consecuencia aumentar ¥ empirista
Ay

a aquel; luego sacamos: dy = f'(x) da 6 f'(r) = o

igualdades nigurosas, segun ella.

L.a teoria atémica dice: Si la funciéon crece mas ligero
que su argumento, dx alcanzard 4 ser un dtomo antes
que 1 j; pero entonces siendo A® .. Aa”, menores que un
idtomo, solo pueden ser cero; se obtendrd pues con todo
rigor las mismas ecuaciones anteriores. Si la funcion crece
menos ligero que ¢l argumento, A y se volverd atomo

antes que A pero como la expresion

s H I I 2
da =/ (N Ay -5/ ()8 ...

estard en el caso anterior se tendri:
dy I
dae = f(y) dy .. == - ——— —= /() (vedse pag. 123).
/ (./) Y dx /'n(’/) ./( ) ( ¢ pag D)
El empirista en cambio no vera mas que incremeitos
Ay A pequeilos 4 voluntad, y términos tales como los

siguientes al prinero del segundo miembro, los cuales al

oAy . . . )
tomar la relacion o tenderan 4 cero junto con Az, vi-
A
niendo 4 constituir el ¢ A & de la {ormula (pag. 124).

/—"(—l) Aur-i- /@) Aaf L f”(L) A

N | o

Teorfa atémica

‘T'eorfacmpirica

. €

§ 3 METAFISICA DEL CALCULO INTEGRAL

Este cdlculo se propone encontrar el limite de la _
Objeto de cste

suma de varias cantidades cuya pequefiez es funcion de su chlenlo
ntumero, las cantidades en cuestion figuran siempre como in-
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crementos pequefios 6 diferenciales Ay /(r)Adr - ed.r
0 dy == f(r) d x de una funcién. La reduccién de los
términos de la suma & la forina auterior se obtiene con
la aplicacion del mi¢todo infinitesimal.

Hemos visto que la relacién mds sencilla entre una
funcién y su argumento es la proporcionalidad caracteri-
o
quisieramos saber el aumento sufrido por la funcidén entre
los valores ayy a del argumento bastaria multiplicar
ax: -— ay por C. Como este aumento total es la suma de los
aumentos parciales obtenidos dividiendo el intervalo
ay — a; en un naumero » de partes iguales, cada una de

zada por la expresion constante; luego, si

las cuales llamaremos A.r, tendremos: » A.r O
v st llamamos A y el incremento, correspoundiente en la
funciéon a4 cada A . tendremos: Ay cA

oy — o XAy Ncldr c XA
a4 medida que se aumenta ¢l namero de cstos A.r el valor
de ellos disminuve, pero su suma queda coustantemente
ignal 4 ys — y. . Pero si la relacion existente entre la fun-
funciéon v su argumento no es la proporcionalidad, la
cantidad C no es constante v entonces debe modificarse
la expresion anterior; teneuos:
g — g — X Ay = x( SeyAr - eAr) E/0NA e - Xedr
XS (YA e — g — Xed

Suponganios ahora que el mimero de los A .r crezeca
indefinidamnente, con lo que A . tiende hicia cero la ex-
presién X e A.r tiene por limite cero, por cuanto llamando
¢ el mavor de todos los ¢ la expresion X ed.r serd me-
nor que la e X 23 = & (2 — 1) COMO & tiene por

lil]lite Cero Cllalldo el de A 10 ¢85, sacamos fina]uleute
)
>y

lim. £ /(a) Ax Y i

1
aqui se trata de un verdadero limite matematico por
cuanto la variable independiente es el mimero de canti-
dades /*(ir) A x, el cual ntunero puede crecer indefinida-
mente; este limite se indica ordinariamente con el simbolo

. T2
, v $e pome el consectiencia I JSr) A Y — Y
. 4
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Supongamos (figura III) representada  geométrica-

mente la funcion /() por ¢l método de Descartes; se vé
< 2

claramente que la expresion X /Gy A representa el

arca de la superficie ravada de la figura comprendida

entre las ordenadas /(. ), /(. ) el eje de las ., v la linea

mixta superior obtenida mediante paralelas al eje de las

a v de las v trazadas por cada punto en que las orde-

nadas levantadas en los » puntos de division del inter-
valo i -~ oy cortan & la curva /(r); el limite de la expre-

I

z 2
sion X /() A 6 sea I/"(.r) d.r es evidentemente el
S S
drea de la figura comprendida entre la curva, el eje de
la .r v las ordenadas extremas /“(r ), /(72 ), vemos que
que esta drea, igual seglin vimos & g, —- g se obtendria
buscando una funcion y, tal que su derivada sea la fun-
cion dada /(). v formando ¢l incremento y. - - 4 de esta
nueva funcién entre los mismos valores . v .y del ar-
gumeuto.
El problema de obtener el limite matematico de la

T
suma X/°() A de clementos en la que /() es una fun-

7

Interpelacién
gweomdétrica
de Ia integral

151 calculo
integral
inverso del
diferencial
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cién de argumento x y en la que el intervalo xy — x,,
se ha dividido en un namero indefinidamente creciente de
partes 4a cuya magnitud decrece de la misma manera,
queda reducido 4 buscar el incremento de una funcion de
la misma variable comprendida entre los mismos valores
X2,y tal que esa nueva funcidn tenga por derivada la
funcién dada /'(x). Por esto se dice & veces que el cal-
culo integral es el inverso del diferencial.

Sin embargo, si efectivamente bajo el punto de vista
especulativo estos dos calculos son realmente inversos
por cuanto uno busca la derivada de una fuuciéu y el otro
investiga de que funcion es derivada tal otra; en cambio,
dogmaticamente, con relaciéon al concepto de funcién v de
limite matematico, hay notable diferencia entre ellos, pues
en ¢l calculo diferencial se busca ¢l valor especial de una
relacion de incrementos, uno de los cuales es susceptible
de variar a nuestro antojo v de poder por lo tanto al-
canzar y tomar el valor especial correspondiente al de la
relacion buscada, la cual no tiene va asi cousiderado el
caracter de un limite matemadtico; en tanto que en el
calculo integral se busca el limite realmente matematico
de una suma de » terminos cuyvas magnitudes decrecen
con ¢l aumento de », de manera que ¢l valor limite en
cuestion jamds puede ser alcanzado desde que no hay li-
mites en el aumento indefinido de .

Queda alora por averiguar si una funcion cualquiera
puede ser derivada de otra. Sc demuestra que esto se
verificara en las mismas condiciones mnecesarias para que
la funcidn dada sea ortoide 'V (véase pdg. 123 nota (1). El

i1} Bfectivamente si la funcién dada renne la primera condicion de ortoidfa

.m0 puede pasar por un valor infinito cuande v crece de vy & .y huego si Sy es

¢l mayor valor gque toma en este intervalo se tendri:

/WA (S ) A s (s __1-.)! e 3 /(x) Ax

queda menor de una cantidad fijn _I'( T ) (.r._. - o) Considerando ahora una por-
cion de esa suma en la que se verifiea la segunda condicidn (monotonfa de la fan-
cién) quedando en ella ¢l incremento de la funciéu constantemente de mismo signo,
por c¢j. positivo, llamando _f(p) el mds pegueito de los valores de fa funcién en este
intervalo de suma, ¢l valor correspondiente de clla serd mayor (|uc/’; }_‘,A;\: v co-
mo queda finita tendrd, al crecer ¢l mimero de porciones, necesariamente un Hmite

(véase pag. 87) lo mismo sucederd enotra posicién de suma en 1a queel incremento
de 1a funcidén ¢s constantemente negativo. De mauncera gue 1a suma lolal de estas
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procedimiento para hallar esta funcidn constituve justa-
mente el objeto del calculo integral.

§ 4. EL CALCULO DI VARIACIONES

El cileulo de varnaciones no constituve propiamente
hablando, como va dijimos, sino una aplicacion del cal-
culo diferencial 4 las funciones afectadas del simbolo
f Cuando en el calculo diferencial se propone uno encon-
trar el maximo 6 el minimo valor de una funcién en un
intervalo dado de su arguniento, basta buscar los valores
de este que anulan la primera derivada de la funcién pro-
puesta. Pero si, en cambio, se busca que funcion satis-
facen a la condicién de que otra funcion deducida de ella
sea midaxima ¢ minima entre valores del argumento dados
directa 6 iudirectamente, entonces fallaria el procedimeuto
anterior del cilculo deferencial por cuanuto siendo desco-
nocida la funcion uo podria hallarse su derivada. Si se
plantea no obstante el problema despreocupandose de las
dificultades que postertormente puede acarrear el descono-
cimiento de la fincion, se llega uniformemente 4 una in-
tegral definida que afecta 4 la funciéon buscada; esta in-
tegral definida entre los limites dados del argumento
viene a coustituir la expresion analitica de la condicion
establecida que debe unir la funcién buscada con aquella
deducida de clla que debe ser maxuma ¢ minima entre
los valores citados del argumento. Si por ejemplo se pide
la ecuacién de la curva de largo minimo entre dos pun-
tos dados sobre una superficie tambi¢n dada, la integral
cu cuestion expresaria la longitud de una curva cnalquiera
trazada sobre la superficie v pasandolas por los dos pun-
tos fijados; en esta ecuacion, el o los pardmetros queda-
ran por determinar pues ellos sun los que distinguen una

porciones tendrd necesariameute un limite que serd lu suma algébrica de los limi-
tes parciales ¥ gue solo podria ser nulo ¢n casos muy particulares: Inego /() es de-
rivada de otra funciém (cuyo incremento o¢s segir vimos, ese lfmite recién halla-
do. tomandoe aquel entre los valores sy, r del argumento).

Ohjeto
det cdleulo de
variaciones

I'roceder
de este cdleulo

Ejemplos
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curva de otra centre las que reunen la condicion ante-
rior de manera que este pardmetros que se consideran
fijos cn el calculo diferencial es aliora variable lo mismo
que las coordenadas de la curva. Hay pues en esta ecua-
cién que distinguir los incremnentos diferenciales ordina-
rios del cdlculo diferencial v ademis los de los pardme-
tros que se llaman wariacioncs para distinguir. En la in-
tegral recién indicada hay pues variaciones cspeciales
cuyo estudio constituve justamente el objeto del cilculode
las variaciones y que tiene algun parecido con el problema
del calculo diferencial enunciado asi: Dadala diferencial de
una funcién determinar la de una funcién de dicha fun-
ciéon. Igualando pues & cero la variacién completa del in-
tegral se tiene una ecuacién que junto con las otras pre-
vias permiten determinar los pardmetros buscados de las
curvas, que satisfacen a la condicion de maxima ¢ minima
fijado pues las variaciones siguen leyes audlogas 4 las
diferenciales de las cuales no se distinguen en el fondo.
La metafisica de este calculo inventado por Lagrange
no difiere pues de la del cdlculo diferencial ¢ integral.

8§ 5 CONSIDERACIONES FINALES SOBRI

EIL METODO INFINITESIMAL. METODO DE ASIMILACION

Podemos ahora concluir definitivamente con la com-
pleta inteligencia del método infinitesimal aplicindolo &
dos ¢jemplos.

Supongamntos que 1os propoueimos estudiar una linea
cualquiera cuya imdgen mds ¢ menos complicada turba
la quietud de mnuestro espiritu, el cual trata en conse-
cuencia de reducirla & la de otra linea mads familiar v de
propiedades conocidas. Entre estas tenemos la linea recta
v la circunferencia del circulo. Hemos visto anteriormente
en el estudio de las derivadas, como se efectuaba la sus-
titucion de la linea _complicada por la de su tangente en
distintos puntos, el coeficiente angular de las cuales per-
mita conocer los incrementos de las ordenadas de la linea
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dada. Vamos & ver ahora que utilidad puede traer la
circunferencia en ¢l estudio de esta dltima. Al efecto sus-
tituvamos una porcién s de la linea dada por un arco
de circunferencia que pasa por los dos extremos de As v
tenga la tangente comin en un extremo A\, si llamamos
Az el angulo que forman las tangentes en los extremos
. . . , v, .
de As el radio de esta circunferencia serd 3, 4 medida
que ds disminuve indefinidamente la circunferencia se
aproxima mas v mds 4 la porcidon de curva que sustituye.
Si % tiene ui limite matematico, es evidente que este
limite corresponderda & un radio de una circunferencia que
se aproximard lo mas posible 4 la curva en el punto A
que suponemos, asi como la tangente en ¢l fijos en esta
variacion, Si Ay ¢s el incremento de un arco s que s
toma como argumento, el valor especial que adquiere
R W :
esta relacion \a cuaudo As se anula, es el mismo que ¢l
limite anterior v correspoude por lo tanto 4 un circulo
tangente lo mismo que ia curva & la recta fija en A\, pero
aproximdandose d dicha curva mds que ninguna otra cir-
cunferencia andloga. Esta circunferencia especial se llama
osculadora 4 la curva v estarda determinado en posicion y

. . . da
magnitud conociendo su radio . bor cuanto sabemos
a.y

que ¢l centro estd sobre la perpendicular 4 la tangente
dada en A 4 la curva v hicia el lado cducavo.

Esta circunferencia osculadora satisface a nuestra
nccesidad de descomposicion de una representaciéon com-
plicada c¢u otras mas sencillas v familiares v determina
la desviacion ¢ curvatura de la linea dada eun cada punto
de ella, cosa que & primera vistanos era imposible cono-

cer. Veamos pues si la expresion 1, tene un limite al
2

disininuir  indefinidamente As v tender hacia cero. Te-

1CNos:

A | Axf 1 A Ax| o "-i-r_/"(x)" [1]

tang « =~ ..z - arc tang /'(v)

Circulo
osculador 4 una
curva

Curvatnea
de Ias lincas
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_ T Av  ds (1 -/.,(‘r)._.)v
T l2] o i, T o)

El error implicado en las ecuaciones crroneas |1| |2]
no influye en el resultado porqué al tomar el limite, los
términos de correccion que falta se anularian v seria pues
inttil escribirlos (véase pag. 132).

Como segundo ejemplo, propongamonos estudiar un
movimiento curvilineo, determinando las componcutes
taugenciales y normales a la travectoria, de la fuerza que
origina el movimiento.

Si la componente tangencial obrara sola, desviaria el
movil en un tiempo A/ de una longitud /, sobre la tan-
geunte 4 la trayectoria; la fuerza quec ocasionaria dicho

2

. , a & . ’

desplazamiento seria: —A suponiendo la masa del mo-
al?

vil = 1 cometiéndose al decir eso un error cuyo limite

Fig. IV

es cero cuando el de A/ es también cero; ahora bien cotno
MM — MK es una cantidad indefimidamente decreciente
de tercer orden respecto de A/, ; A* s v X/, se diferencian
también en una cantidad indefinidammente decreciente de
tercer orden como resulta de las ecuaciones: A/, As
M, «*; A/, As, - M. 2" siendo @ un indefinidamente de
creciente de primer orden luego:
Ale, - Al A, As. Ay (M-~ M) &

s A, Xy PN 2 que demuestra la proposicion; po-
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demos  pues reemplazar en los calculos &% /,por &% s v
iy . a* -
eseribir gue la fuerza tangencial es e I'. Al no ha-
[{
ber hecho  simplificacion  alguna, nos hubiéramos  visto

obligados a4 escribir

A/ d* 1 dis
L4 A " T M}
1 A 5T % — N « 2
A/ ar adle
A . dis .
T lim. { -, - N & 2% lim. —— siendo pues
d 1 47 !
inatil haber puesto las correcciones.
Para buscar la componente normal, no podemos se- |, cestigacién
guir el mismo procedimiento por cuanto el incremento de la
. . . . v componente
de arco siendo considerado como cantidad indefinidamente wormal

decreciente de primer orden, su seno verso /, que viene a
ser la componente normal del movimiento es segin vi-
mos (pag. 117) una cantidad indefinidamente decreciente

. . . a !/
de segundo ordemn, luego si en la férmula N - y /;’
lim 1 /" pouemos As en vez de A/,; como lim I: -0

sacariamos A/,  a24As . X/, Axd:ys sieudo 2 una can-
tidad indefinidammente decreciente de primer orden la fér-
mula anterior nos daria pues la relacién inatil:
({2 /,, R Ay /,, . Ao s s
—7T lim 7 lim AT
que nada nos enseiaria de nuevo.

I.a serie de Tavlor presta enm este caso utilidad para

N

hallar el valor de L /’ pues tenemos (pag. 1
pag. 139

d !
(’, /” I (/2 /t/ u
Moo A S A
al, S,
s A/, 7 A/ EN_\I
al, . .
como ¢l - g7 representa la velocidad del movil en M v
[{
que esta es nula tendremos:
dl, I .. .
e — 4 !
VI N  A/K

ct limte de esta expresion é su valor parad/ o, es
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, A, dl, ) G 2d!, 24/,
lim i =g :;h SN = Py i v -i- €
Comparando esta formula con la anterior de N vé-
mos que lim Azds — lim 244, - que nos da instruc-
A As

ciones sobre el valor antes desconocido de a« aunque sin
utilidad alguna.

L.a consideracién del circulo osculador en el punto
M de la trayectoria permite dar otra forma a la expre-
sion de la componente normal N (véase fig. IV) pues es
en vez de M I ==z /, consideramos la M I, correspondiente
en el circule osculador, vemos que:

MIL - M R? .\IL: .\[Rz.
MN Ast 7 MNAFA
tomando el limite de esta expresion cuando el arco MM -
A s tiende hacia cero v recordando la deliniciéon dada del
circulo osculador (pdg. 145) vemos que:
AL lim ML =/, ~= lim MR
A A MXN. AP
1 ., MR I, As W

N lim AVE AN lim Vi

.. lim 2__\.\!!# g % Hamando 7 la velocidad del movil en

lim

M y ¢ el radio de curvatura de la trayectoria e¢n el
mismo punto.

(1) Efectivamente ¢l radio ¢ del circulo osculador licne por expresion

1 ds , MR
oIl — 60—
Aa Ad
Namado Aa v Aa' los dngulos formados por los tangentes en los c¢xtremos de los
As MR
arcos A ¢ v Ay | R, tendremos entonces: - = € siendo £ una canti-
Ax Az
Aa As 3
dad que sc¢ anula con Aa..As—=)MR -— —1[~ eAe .. —8 — — _I[_
Ax MR 0

As

Az (_T_) - (_E _ -‘_“) i ( A.r)= . (.\1 R
Aa7" [MRY \p " Ao/ 7 )

por cuatto, siendo ¢l circulo osculador ¥ la trayectoria langentes en M el

:

1‘
llll ;
Ad

~= I Igualmente ML M1 3- 11, pero 11, R M es la diferencia
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La circunstancia de que en la aplicacién del método
infinitesimal pueda reemplazarse sin alterar el resultado fi-
nal, las cantidades indefinidamente decrecientes por otras
andlogas de mismo orden pero cuva diferencia con aque-
llas sean otras cantidades indefinidamente decrecientes de
orden superior, equivale 4 asimilar las primeras a las se-
guundas. Una vez que se sabe el orden de grandor de las
distintas cantidades indefinidamente decrecientes que apa-
recen constantemente en los raciocinios, 1o es necesario
repetir cada vez las mismas consideraciones va lechas v
decir por e]. que un arco puede reemplazarse por su cuerda
cnando soti muy pequeiias por cuanto su diferencia cs
una cantidad indefinidamente decreciente de segundo orden
respecto i ellas, que una circunferencia es el limite de
los poligonos inscriptos ¢ circunscriptos en clla, que la
tangente es el limite de las secantes sujetas 4 cierta con-
dicion, etc. Basta decir que el arco es asimilable 4 la
cuerda, 6 sea rectificable, que la circunferencia lo es 4 un
poligono, la tangente 4 una secante, un movimiento va-
riado 4 una suma de movimientos uniformes, una super-
ficie curva a un poliedro etc. Tal es el método leibnitziano
llamado también de wsimilacion. Fl1 lenguaje v las supo-
siciones que este hace son evidentemente errdneas, pero
tiene la veutaja de su sencillez, v no conduce siné 4 re-
sultados rigurosamente exactos debido 4 las razones que
acabamos de indicar al estudiar su metafisica. Su acepta-
cion es puraniente convencional y supone cfectuada la
serie de estudios heclios en esta tésis. Pero esta ultima
observacion hace comprender porqué su inventor Leibnitx
tuvo que hacer freute 4 uua critica general. El mismo,
seglin vimos, no se¢ dié cuenta clara de porqué una ma-
nera de raciocinar y de proceder tan enteramente defi-
ciente pudicra couducir @ resultados cuva veracidad cra
indiscutible. Esta iltnima tarea es la que sus sucedores re-
solvieron definitivamente v que da cuenta esta tésis.

de los inerementos indefinidamente decrecientes de segundo orden (senos versos) «de
dos cnrvas osculadoras la cual segin se demunestra en la teoria de los contactos, s de
MIL . MI

-litn

A RYZ

nidamente decreciente de primer orden M+ M v son los cjes de eoordenadas).

tereer orden. hnego podemos poner: ]f]]l siendo A/ indefi-

1l mélodo
llamado de asi-
milacién
6 leibnitziano

Su lenguaje

Su orfgen
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Pero justamente, por lo mismo que el método leibnit-
ziano 6 de asimilacidn implica una metafisica especial
previa, la facilidad y rapidez que dia 4 las operaciones
esta balanceada en parte por los peligros que su empleo
lleva en si acarreado, pues segun vimos (pdg. 110) la
falta de atenciéon puede hacer asimilar cantidades nota-
blemente distintas v falsear los resultados. Asi, en cl es-
tudio anterior de la trayectoria de un mdévil, vimos que
segtin el elemento que se busca, segin también serdn los
elementos asimilables 4 él. Cuando se busca p. ¢j. la compo-
nente tangencial T' de la fuerza motora, asimlamos el
arco de travectoria a su tangente trazada en un extremo
porqué estas cantidades son indefinidamente decrecientes
de igual orden; pero al buscar la componente normal N,
no es va posible asimilar ¢l arco 4 su seno verso por
tratarse de cantidades de distinto orden de pequeiiez; si
esto se liciera, los resultados saldrian falseados.

Veamos para terminar, la manera como se shmplifica
notablemente las demostraciones con el método de asimi-
lacién aplicandolo 4 los dos ejemplos anteriores:

. ds .
Crrculo osculador. Sean — dos arcos sucesivos de una

curva asimilados 4 una recta, sea 4« el dngulo que for-
man, uno con la prolongacién del otro. La circunferencia

. , . . ds ,
cuyos dos arcos sucesivos estin asimilados 4 — tendra

2
. , d. S 3
un radio ignal a ¢ ({—: pero d's ,/_TI I (?)
[{ d.
. ¢ dy _
vy como tang =z o sacainos
3
aiill day | 2
dxt ! (T)
da - —= g A
dx d At

Iistudio de la frayecloria de wn mowil. — Asimilando el
clemento rectilineo de arco 4s 4 su tangente trazada cn
un extremo y limitada por la perpendicular levantada en
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el otro v asimilando también ¢l movimiento 4 una suma
de movimientos uniformes existentes en el tiempo 4/
necesario para recorrer el clemento s, tendremos que la

i . , ds .,
velocidad 7 es igual 4 T la accleraciéon v por lo tanto
[
la fuerza T, desde que la masa del moévil la suponemos
d* s

igual 4 la unidad, sera: T IR
{.

Descomponiendo alora la fuerza F en sus dos com-
pouentes una tangencial v otra normal, esta fuerza siendo
untiforme en el tiempo ¢/ en la cual ¢l movil recorre el arco
d s de travectoria v el d/, en la direccién de la normal, v
siendo nula la velocidad original del movimiento «/,, ten-
dremos segun la formula del movimiento producido por una
LNarx 24
2 adr
circulo osculador a la travectoria tiene el elemento s
comin con ellas v rectilineo sacamos (fig. IV) 4/,

fucrza uniforme: 4/, v como el

M)
ax . . . ’
-— stendo o el radio de dicho circulo osculador, luego:

27
75\?

v
o9
)

N

$ 6 EnL ANALISIS LLAMADO INFINITESIMAL SIN LIMITES

NI INFINPIAMENTY PEQULEXOS.
a) [ andlisits de Lagrange

I.agrange para escapar a las dificultades metafisicas
que presentaba, por una parte la explicacion del método
leibnitziano de los incrementos pequeiios de distintos or-
denes cuya despreciacion en los cdlculos arruina la exac-
titud de este v por otra 4 las del método de los limites
de Newton gue implicaba la anulacién de los incrementos

., . ., O
de la funcion y del argumento originando la expresion 5

Origen
del andlists de
Lagrange
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que parece sin significado por cunanto implica una rela-
cton de cantidades que han dejado de serlo, Lagrange
pues basindose en que el desarrollo en seric de Taylor
de una funcién con argumento incrementado, los coefi-
cientes literales de las potencias sucesivas del meremento
de argumento en los distintos términos vienen i ser las
derivadas primeras, segundas etc, de la funcidn, tuvo la
idea () de considerar estos coeficientes como aptos para
fundar un nuevo método de cilculo superior, basado ni-
camente en las operaciones del algebra.

Para csto, empieza por deducir la citada serie de
Taylor sin hacer uso del calculo diferencial, v define
enseguida los coeficientes literales de las potencias suce-
sivas del incremento del argumento en los distintos tér-
minos, llamandolas funciones, primeras, segundas, etc., de
la primitiva haciendo ver también como se deducen unas
de otras por iguales procedimientos. Cree asi haberse
librado de las dificultades metafisicas inherente al método
de los infinitamente pequeiios v al de los limites. Pero,
por de promnto observaremos que, segun dijimos, una serie
indefinida de términos implica yva el concepto de limitc;
al efecto Cournot en su 7raité clementaire de la theorie
des fonctions tomo 1° pig. 178, hace notar que el desa-
rrollo en serie no tiene sentido sino cuando conduce i
una seric convergente v toda induccion sacada de una
seric divergente carece de sdlidez v puede conducir i
paradojas. Le es imposible pues 4 este método escapar al
concepto de lnite matemitico. Ademads, la aplicacién pric-
tica de esta nueva definicion de derivadas tropicza con
dificultades insalvables que prueban claramente la nece-
sidad del empleo de nociones auxiliares cuyo simple desa-
rrollo por el algebra no basta para hacer comprender la
naturaleza dec las cosas v las leyes del entendimiento. En
la determinaciéon de voltimenes, rectificaciones de curvas,
valores de subtangentes etc, se v¢ uno obligado 4 recu-
rrir 4 los metodos ordiuarios. Se explica asi como Lagrange
ha debido recurrir & raciocinios pesadisimos para llegar
con su desarrollo en serie @ demostrar que la velocidad

(1) Fonctions analytiques ot legons sur le calenl des fouctions,
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v la accleracion de un movimiento son la derivada pri-
mera v segunda respectivamente del espacio recorrido
con respecto al tiempo cmpleado en recorrerlo, nociones
sencillisimas v que no necesitan  artificio alguno para
aceptarse inmediatamente. Cauchy al hablar de este mé-
todo decia: ~ Las dificultades que se encuentra cuando
» se quiere deducir la nocion de derivada de la conside-

racion de una serie compuesta de un mimero indefinido
» de términos se encuentra apenas disimutado por todos
» los recursos que ha desarrollado el gémo de Lagrange
» en los primeros capitulos de la Teoria de las funciones
» analiticas». Si 4 estas dificultades tedricas se agrega las
practicas antes indicadas, no debe extrafiarse que cuando
¢l problema se complique, las dificultades procedentes de
la aplicacidn del método de Lagrange sean superiorves a
todos los csfuerzos, v que st misnio inventor hava tenido
que abandonarlo v seguir ¢l de Ieibnitz al escribir su
famosa Meednica analitica.

DY I andlists de HHenry Flewry

Henry Fleury en su optisculo L'awalyse dite infinite-
stmale sans ltmites ui infiviment petils (Paris 1896) expone
la teoria del andlisis supertor sin emplear para nada las
palabras limites ni infinitamente pequeiios. En realidad,
su exposicion esti comprendida en la general usada en
esta tésis por cuanto ¢l hecho de no emplear incremento
infinmtamente pequenio lo hace entrar en la escuela empi-
rista, adoptada también por nosotros; en cuaito al con-
cepto v empleo del limite matemitico en las derivadas,
hicimos también observar que solo puede esta ser consi-
derada como un limite de esta clase cuando el argumento
de la Tuncion estd sustraida 4 la eventnalidad de poder
anularse, lo cual obliga 4 considerarlo como funcion de
un nuevo argumento que adquiere valores indehmdamente
crecientes cuando aquel se aproxime @ cero. Pero consi-
derando tnicamente la funcion dada v su  argumento,
pudiendo este por su nusma definicion adquirir los valo-

11 mismo La.
grange

lo abandond

¥Este dnalisis

pertencee 4 Ia
e¢scuela
cmpirsia

Detalles
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res que se le quiera dar, no tiene limite matematico v la
derivada vienc 4 ser asi el valor especial que adquiere
la relacion entre los incrementos de la funcién v del ar-
gumento cuando este es nulo; no se trata pues de un
limite matematico sino de un valor especial que puecde
darse cuando se quiera dla relacion en cuestion; en todo
caso seria un limite singular, de los indicados en la pi-
gina 97. Vamos 4 explicar mejor esto ultimo con algunos
cjemplos, los mismos de Fleury. Si escribimos:

I - ‘o
v M~ cero es el limite matemadtico de v por cunanto por

grande que sea r numnca lo serda bastante para hacer anu-
lar 3; no habiendo limite en el crecimiento de x, jamas
podra y alcanzar 4 cero; este posee pucscl caricter esen-
cial 4 un limite matematico, el cual consiste, segin vimos,
en no poder ser jamas alcanzado.

- (o ;1
Ignalmente 4 es el limite matemitico de vy -— 4 '~ —
. T
. . 4 X n S .
En la expresion y i—-——i 4 —-——2— 4 es igual-
X3 X3
mente el limite matemdtico de 5, y cero el de ——2

TR
En resumen st A es el limite matematico de una fun-
cion: ¥ f(x), se debe tener: ¥y = A -1 ¢ (v) siendo ¢ (x)
una funciéon que tiene por limite matemitico o cuando x
crece indefinidamente pues solo com un crecimiento de
esta especie scrd imposible alcanzar un valor determinado
de la funcion. Esto hace ver que la recta 3 - A es una
asintota de la curva y — /(x). Asi es el ejemplo:
X I
y X - 1 =

- I AR
I rap— —

, €l limite matemdtico, de

yes 1y larecta y—=1 es asintota de la hipérbola cuya
ecuacién es la del ejemplo,la otra asintota seria v = — 1
como resulta de escribir R -‘-;—{—T considerando
ahora ¥ como argumento v x como funcién. Si tenemos
finahmente /(x) =» = ax - b ' ¢(x) donde supondre-

mos limite matematico g(x) o, la cantidad ax -} 4 no
cs aliora el limite matemadtico de y por cuanto no es una
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cantidad fyja pero la diferencia entre la curva y v la recta
ax - b que es g (x) teniendo por limite matemitico o
nos prucha que la recta w4 s una asintota de la
curva v /(x). Enclcaso particular f(x) aa® " da -l ¢
(), laparabolae x® b 1 eesasintdtica conla curva
v /ra). Pero al tratarse de la derivada de una funcion,
los incrementos dados al argumento no tienen por limite
cero desde gue nada mpide darle este valor, no ticue pues
tampoco aquella ¢l cardcter necesario para que pueda
considerarse como limite matemdtico. Solo que caemos

14 ' () . . .
ast en el simbolo — considerando conto ilusorio v despro-
O y

visto de sentido por cuanto sc¢ dice que wada dividido
por nada cs evidente wada. Aqui aparece la originahdad
v el mérito especial de los trabajos de Fleury.

Ante todo observamos que de la metafisica de la mul-
tiplicacion v de la division (véase pag. 32) resulta que
¢l multiplicador indica sicmpre no una cantidad sino el
ntimero de veces que debe tomarse esta (el multiplicando);
de manera que la division como operacion inversa puede
wiicamente muplicar va a la detenuinacion de una cantidad
(el multiplicando), va ¢! nimero de veces que deba to-
marse otra (el multiplicador); luego cuando interpreta-
mos la expresion ? como significando nada lo hacemos

0 nada
et el segundo coucepto de la division v entonces debe
cnunciarse diciendo crantas wcees debe repetirse la nada
para producir ofra nada. Fyidentemente asi adquiere sig-
nificado la cuestion pues un mimero cualquiera la satis-
face. Sentado esto, veamos el procedimiento de Henry

\ : 0 . Y
Fleury para el estudio del — que sale en la investigacion
’ 0

de las derivadas. Sea y ; para cual-

o EE

-

quier valor de adistinto de 4, /(v) ; para ese valor

o

C oy . ¢ . .
especial /(x) toma la forma > Por consiguiente aproxi-

mando los valores de x a cuatro, el valor de /(x) se apro-
d
4
2

xima a

—: 8; al tomar x el valor 4, f(x) llega con el

Interpretacidn
del

; [}
simbolo —
o



— 156 —

. o :
valor 8 4 la forma - bara tomar todos los valores posi-

bles. Quiere decir esto en resnimen que mientras A difiere

At —.

de 4 el producto 5 tiene ¢l mismo valor que el

2
-~

X : :
factor - ¥ llega al mmsmo tiempo que este factor al va-

. , O
lor 8 para x = 4. Pero reduciéndose cutonces & -~ toma
0

todos los valores posibles empezando por 8.
. . R G S |
Este primer valor gue toma la funcién — 1
2 A—

al

. 0 . : :
convertirse cn = lo llama Fleury la primordial de la fun-

. A . . .
cion, v el factor -~ que determina la pnmordial para

x =4 lo llama cl deterviinative de la funcion.

Y
s /’
X J=§
B
|
) A X

Fig, V

El lugar geométrico representalio por la ecuacidn:

Interpretaciéu vox 4
geomélrica vy —=— = Tsecompone de los dos lugares: /i (v, »)
der 2 ' 2 X - : -
[¢] )

(v -3) —oy iy, v) gy —12— - ocesdecir de la recta



, .y At , . .
> 4 v de la paribola ¥ -== —— (fig. V). La primordial 8

que se obtiene haciendo y O 4 en ¢l determinativo

A

> representa la ordenada A DB cen que la recta 4

“w

-

eucuentra a la pardbola y ; al llegar en este punto

las ordenadas del lugar forinado por la pardbolayv la recta

deben, empezando por A B 8 tomar todos los valores

correspondicntes 4 los puutos de la recta 3 5 por esto
O :

toma la forma Spara x4 pero, como lo repetimos, em-

pezando por y . -8 pues con cste valor se alcanza 4 la

recta viniendo por la pardbola.

r

. ™

h<0

—) O
M - N
Fig. VI Fig. VII

Apliquemos este criterio al cilculo diferencial. Segin
sabentos, ILeibnitz 1legd 4 su método mfinitesimal resol-
viendo el problema de la tangente es decir deterimnando
su ecuacion por deduccion de la de las secantes que pa-
san por ¢l misnio punto.

Sca /(x) una funcién ortoide cualquicra representada
gcométricamente cou la curva /(x), /(x) (hg. VI)

5 ——h ——T’\:féwl

Aplicacion
al teovrema
de Ias

Langentes
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Consideremos ¢l punto A de coordenadas v, v, v pro-
pongdmonos cuncontrar ¢l dngulo 2 que forma la tangente
dlacurva f(x)en A conel eje de las x, los procedimientos
algébricos ordinarios son insuficientes para obtenerlo di-
rectamente v nos vemos obligados & deducirlos de los §
andlogos correspondientes 4 las secantes ¢ue pasan por .\
v por otro punto B de coordenadas x-- /4, v -4 lLa
tangente trigonométrica del angulo B, que también se lla-
ma coeficiente angular dela secante AB &6 mejor dirigente
de esta altima, como dice Fleury, viene dado por la rela-

»

L, A : Vo
cion — de los incrementos; pero como f(x -i-A) =y -k

/1
debe reducirse 4 /(x) haciendo # o resulta que /(v -} /4)
- y-- & se compone necesariamente de una parte indepen-
diente de / que debe ser /(&) v otra afectada de este coe-

ficiente para que sc anule junto con él. ‘Fendremos pues

ykey b hgnh) ik b e

Para cada valor de /4, esta ultuina fornula dard el de su

. A . .
dirigente + correspondiente. Supongamos que 7 - rrepre-
4

/i

sente las ordenadas de una curva de argumento 4, (ue-
. /1

dando en ella x como pardmetro, tendremos » ¢ (#) 7
i

ecuacion de un lugar que se compone de la curva » - g (4
v dela recta # -: o (fig. VII). La ordenada MB del punto

B representa el dirigente tang § de la sccante A B (fig.

., /
V1. Cuando /4 -0 la expresion r ¢ (4) /—: toma la for-

0 : . .
ma = pues 1o estando la sccaunte obligada 4 pasar sino

por un solo punto, puede tomar una infinidad de posi-
ciones al rededor del punto :\; pero en el momento en
que ¢l punto B viene a4 comncidir con el .\, la primera
posicion que toma la recta AB antes de empezar 4 girar
es la de la tangente en A v su dirigente tang. a corres-
ponde 4 la ordenada NA de la curva ¢(4#) en el punto A
en que corta la recta £ o, esta dirigente es pues el
primordial de la funcién r v viene a4 ser el valor que
toma el determinativo ¢ (4) para /4 o (fig. VII). Al pa-
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sar la sccante AB desde la posicion tangente AT a la
opuesta AT, ¢l dirigente viene marcado por las ordena-
das de la recta /4 0. Desde la posicion AT hasta la
perpendicular AP, el dirigente varia desde NA hidcia el
infimto superior de la recta 4-. 0; v entre la posicion
AP v la A'T" varia desde el infinito inferior o — oo de la
recta 4 -o hasta tomar nucvamente el valor NA, pasando
por cl intermediario » o que corresponde 4 la posicion
AH de la secante paralela al eje de las x, por esto toma

g 0 .
la expresion » la forma— adquiriendo todos los valores,
0

cmpezando por el NA que tiene cuando llega i tomar
esta forma v que corresponde 4 la primera v dltima po-
sicion que adquiere al girar de AT 4 ATV donde e! diri-

. o . :
gente tienc el valor o 0 sea la de la tangente pedida.
Esta representacién geométrica revela todo el misterio v toda

’, h ' . . 0
la metafisica del simbolo aparenteniente ilusorio 5 due

tanto miedo infundid a los fundadores del método infini-
tesimal haciéndoles inventar los infinitamente pequefios
para evitar de caer en aquel. Hace ver también que la
derivada de una funcidon es la primordial de la expresion
¢ () é — % que da el valor de los dirigentes de las
secantes que pasan por los puntos x, v; & A v - £ O
sea el valor del determinativo 9 (x %) para # - o. Hactendo
variar x en esta primordial, se v¢ que es 4 su vez una
funcion de x que admite otra primordial llamada derivada
segunda de la funcién primitiva, etc. Como se v¢é para
definirlas no se necesita para nada la intervencion de infi-
nitamente pequeiios m de Hmites,

<11 cuanto a la notacion y valores de¢ incrementos
primeros, segundos, etc, son exactanieute igunales v de
igual metafisica que la desarrollada en esta tésis desde
pig. 136 hacia adclante.

2asemos ahora al cdlculo tegral.

Hemos visto que definido este como ¢l mvestigador
del limite de la suma de cantidades indefinidamente deere-
cicittes cuyo ntmero es funcion de su pequeiiez, lunitin-

Valor
de Ia dirigente
de
Ia derivada

Resultado final

141 ¢ilenlo
integral
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dolos d cantidades de la forma /(t) A v unphca wn ver-
dadero limite matemitico, por esto Fleury lo define
sencillamente (equivalencia anteriormente demostrada)
como calculo inverso del diferencial es decir como el pro-
blema consistente en remontar de una functén 4 otra de
la cual sea primordial. A pesar de no aceptar la primera
definicion, demuestra s necesidad del postulado leibnit-
ziano que la funcion que expresa la ordenada de una
curva es la derivada de la que representael area, proposi-
ciéon fundamental dounde mids imprescindible parece la
necesidad de considerar el cilculo integral como limite
de una suma indefinida de cantidades indefinidamente

decrecientes originando la notacidouw: v [ /{x) d.v.

Sea fig. IHI pag. 131 /(x) una funcién representada
geomdétricamente por la curva /' (x) /'(x) el incremento de
drea estd comprendido entre /(v) A x (rectingnlo A BC D)
v /(e - Ax) (rectangulo A B EF) pero /(v Auw) Awves
igual 4 | /() " Av g (vANM) Ay /() A Aaty
(v, Ay Hamando Az & este meremento de darea tendre-
Ax

. . , Av ,
estd comprendida entre /7 () T /N e
: AU X

-
-

A

110S (uc

Ay ) ) . .
Avg (v A.\')_\— expresiones que  tienen  ambas el nismo
X

-

primordial /'(x); luego ¢l primordial de .Su- es también
X

/(%) lo que indica que la ordenada de la curva da 4 ces
la derivada de la que representa el drca. Adoptaundo la

notacion leibnitziana la espresion,; /._/"(..1') Ax no expresara,
pues para este andlisis, una suma de clementos infinita-
mmente 6 mdefimdamente pequeiios sino la hwcién cuva
derivada es /’(x), v es por delimcion que se tendri:

[-_/"(.1‘) dx  /(v); igualinente por definicion se tendra:

[“ /() dx ) ria)

Tal es andlisis trascendente de Henry Fleury; no
puede negarse que es singularmente ventajoso para cl
primer estudio del calculo infinitesimal por cuanto eli-
mina los conceptos de infinitamente pequeiio v de limite
cuya teligencia v metafisica complicada son causantes
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de las dificultades v dudas que se tropieza constantemente
en ¢l Particularmente, su interpretacion  geométrica del

O : . ., ,
s notable v digno de toda consideracion. Pero, el cs-
(

tndio mctafisico que constituye ¢l objeto de esta tésis, no
pnede por eso ser climinado para el que se propoue pe-
ncetrar en los verdaderos fundamentos de csta impor-
tante rama del analisis v sobre todo para la aceptacion
del método de asimilacién cuva indiscutible ventaja en
la rapidez de las aplicaciones del método infinitesimal no
debe ser despreciada.

§ 7. FUNCIONES ANORTOIDES

Hemos visto gue las Gnicas funciones estudiadas en
¢l cilceulo infinitesimal son las ortoides v las stnuplemente
anortoides en puntos singulares.

Fourier, el iniciador de la teoria moderna de la fun-
cion analitica no comocia aun sino funciones continuas ¢
unicamente discontinuas cn puntos aislados como son las
circulares, todas cllas ortoides eu los mismos puntos de
discontinuidad en cuestién; cen su ¢poca no habia pues
objeto e hacer la separacion de ortordismo y anortoidis-
mo. ero este concepto restringido de la funcién ha sido
lucgo poderosamente ensanchado por Lejeune-Dirichlet
primero, v por Riemann, Weierstrass v otros despues, de-
sapareciendo completamente ante las funciones continuas
anortoides v las discontinuas integrables dando origen
asi a la Zvoria gencral de las funciones cuya caracteris-
tica es precisamente la anortoidia permanente de ciertas
funciones v especialmente la continuidad anortoide de al-
gunas otras.

Para comprender bien esto, veamos mds detenidamernte
en que consiste el concepto general de funciéon ampliando
lo dicho en la pagina 74.

Funcion de wn argumento es una  determinacion en
virtud de la cual a los valores del argumento correspon-

Las funciones
en
ticmpo
de Fouricer

LLa teoria
general
de las fnnctones
moderuas
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den valores de la funcion. Ahora bien, & un valor parti-
cular del argumento puede hacerse corresponder un va-
lor particular de la funcién ¢ un mmero limtado de ellos
o un intervalo de valores 6 una serie de intervalos p. ¢j.
un sistema pantaquico 6 apantiaquico de valores (véase pa-
gina 100). Inversamente, los valores del argumento 4 los
cuales se hace corresponder valores de funcion (pues no
es necesario que le corresponda 4 todos) pueden tambien
tomarse arbitrariamente p. ¢j). umcamente en uno de los
citados sistemas de valores indicados en la piagina 100 v
signientes 0 con mds generalidad adn, fijando wuna ley
arbitraria de acuerdo con la cual pueda hacerse corres-
ponder a4 los valores de argumento dados por ella, va-
lores de funcion arbitrarios exactamente como cuando se
lhace corresponder a4 un valor particular de argmmnento
valores unicos O mtervalos de valores enteros de la funcidn.

El idealista imagina ordenadas levantadas sobre In
pautaquia completa del mtervalo o -1 de argumento v
como sobre cada una de cllas existe también el conti-
nuum de los ntimeros, obtiene asi ¢ conjunto de todas
las funciones llevando sobre todos los valores del argu-
mento todas las combinaciones de valores de ordenadas,
Comio en esta correspoudencia no se necesita la existen-
cia de ley algnna que la determine, se vé que d la con-
cepcion idealista responde ¢l conmjunto mfinito de todos
los valores de funcion particulares imaginables al azar,
Hegando asi 4 la abstraccidon misma de una fuucién com-
pletamente sin ley.

El empirista, que no admite en cambio la pantaquia
completa, puede imaginarse un namero grande 4 volun-
tad de valores de argumento pertenecientes por ejemplo,
a apantaquias ¢ a4 pantaquias thimitadas; pero para poder
proveer i las pantaquias completas ¢ infinitas en genc-
ral, que no se han empobrecidos en valores con la deter-
minacion anterior, se impone la existencia de una lev
general que permita continunar la correspondencia en su
marcha hdcia el infinito. Tal es para el empirista el con-
cepto mas gencral de una funcién completamente deter-
minada. Una ley general se impone, 4 diferencia del
idealista.
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El empirista acepta tambi¢n que en la determinacidn
de una funcién haya una especial para ciertos grupos de
valores del argumento y otra para otro grupo: por ejem-
plo, las funciones:

VACORES

v /(x) 1 para valores racionales de x
P /() 0 » irracionales » v

9

¥ para x .z: 0,6; 0,06; 0,000... ¥y f{x) -=0 para x == g

[

Kl idealista en cambio, considera esta ultima funcién
como incompletamente determinada por cunanto la distin-
cion entre valores racionales ¢ irracionales implica la
existencia de un individuo que cuenta; no encierran puces
todos los valores existentes en la pantagqnia completa
del argumento.

Segun todo lo anterior, resulta que pudiéndose dar i
los valores arbitrarios del arguimento, valores arbitrarios
de la funcion, en general estos dltimos valores represen-
tados por ¢l procedimiento de Descartes no daran la ima-
gen de una curva visible. Veamos pues algunos ejemplos
(ademas de los anteriores que va satisfacen i esta Gltima
condicion siendo funciones anortoides) que respondan 4
determinaciones expresables en formulas,

Sca /(x) - (— a)'siendo a positivo. Concibiendo valo-
res sucesivos de la variable x expresadas bajo la forma

I
7

7
fraccionaria tendremos /(x) 4 (- -a)” Cadavez que

p cs impar v ¢ par, /(x) serd nmaginario, y al revés si p
¢s impar. Dando pues 4 p v 4 ¢ valores sulicientemente
grandes se puede con solo hacer variar x de muy poca
cosa, hacer correspoider 4 /(x) valores reales ¢ imagina-
rios indefinidamente proximos no correspondiendo asi 4
ninguna continuidad en cualquier intervalo.

Otra funcion discoutinna anortoide la tenemos en la
série f(x) R Tl 7 Aoy en donde 7 son
cantidades cualesquiera la cual solo tiene sentido para va-
lores enteros del argumento.

Sea la expresion

L—n

. -~ COS N, X
A D e

poo k!

Otra scparaciéon
de vislas
del idealista
¥ del
cmpirista

Ejemplo
de funciones
anortoides

La conlinuidad
anortoide
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Ante todo observaremos, como anteriormente lo hicimos,
que la zona de separacion entre las funciones ortoides v
las anortoides atraviesa las funciones continuas, de ma-
nera que hay una conlinuidad anortoide, y si bien todo
esto pertenecce, no 4 nuestro tema sino a la 7eoria gencral
dc las funciones, no obstante, una ligera v breve idea decl
concepto empirista ¢ idealista de esta continuidad anor-
toide no deja de ser conveniente. Precisamente ¢l ejemplo
propuesto es de una generalidad notable.

Cuando p es mavor que la umdad, pero muy pro-
ximo & ella de manera que p? crezea muy lentamente

-

N COS Mip X

W representa functones

’
con p, la expresion

p o
discontinuas no integrables y tambi¢n funciones discon-
tinuas integrables. Para una determinacion conveniente de
m , empiezan las funciones continnas con puntos discon-
tinuos singulares no diferenciables primero, v diferencia-
bles después. Finahnente para un crecimiento mds rapido
de #7 y valores convenientemente crecientes de w7 ,, apa-
recen las funciones continuas con todas sus derivadas
pero no desarollables en série de Taylor, v por ultimo las
funciones complejas. Muy bien puede uno representarse

COs My X

la marcha de una sola funcion TV pues basta mma-

ginarse la curva geométrica correspondiente 4 cos x v
reducir lnego el intervalo de penodicidad é, = dividiéndolo

por s, ast como los intervalos de la funcion -l 1, --- 1

I
dividiéndolos por p7, de manera que por grande que sea
# puede uno imaginarse trazada una imdigen de la
b

N COS Ny X

» ——;— Y reconocer en ella que la tangente ecn

$=e ¥ .. . . .

un punto carece de posicion determinada, pero si consi-
& cos myx

’ ~ b

deramos la /(x) = lm. > —-—/
P~ IJ'

de infinitamente pequeiio alli encerrada hace eliminar

toda representacion de ella. Las [uiciones anortoides con-

tinuas no pueden pues corresponder 4 ninguna imdigen,

v ninguna funcién puede tampoco considerarse como una

citonces la nocion
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aproximacion de aquellas. En la funcién anterior, los ma-
COS My X

7 van encerrandose dentro

ximmos de las funciones

de intervalos cada vez decrecientes 4 medida que 2«2 y m,
aumentan indefinidamente de manera que combinando
todas estas funciones y pasando 4 los Inites de cstos
intervalos cacriamos en la pantaquia completa que no
siendo representable impide también la representacion del
limite de la suma de las funciones dadas. Esto es lo que
expresa el idealista diciendo que una funcidén anortoide
permanente continua tiene un cquivalente gcomdtrico no
representable v tal que los puntos singulares de ¢l distan
de cantidades wwfinitamentc  pequenias. Para él pues, la
correspondencia geométrica de los valores de la funcion
4 la pantaquia completa de los valores del argumento no
cesa 4 pesar de no responder 4 imagen alguna, siquiera
aproximada. El empirista en cambio, no admitiendo pan-
taquias completas, no admite tampoco la dependencia de
continuidad anortoide v v¢é simplemente en la expresion

p
, N COS Wiy X . ,
) — lm. > ——"— una féormula que para cualquier
I una formul I cualq
P b
o

determinacion  del argumento permite calcular el valor
correspondiente de la funcion con una aproximacion arbi-
traria 0 sea una ley que reemplace el valor de la funcidn.

Concepto
idealista
de
la continuidad
anorloide

Consecuenciag
finales
del idealista

Consceuencias
finalcs
del eipirista
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CAPITULO TERCERO

Las paradojas del concepto idealista del infinito

Al tratar de la nocién del infinito vimos que solo es
un simbolo de indeterminacion y que por lo taunto al que-
rer darle otro sentido se debe nccesariamente caer cn
consecuencias paradojales cuando se introducen en la
especulacion matematica. En este capitulo vamos justa-
mente 4 indicar algunas de ellas.

La mas antigna es la de Zenén de Elea " llamada
vulgarmente «la carrera de Aquiles v de la tortugas ligada
tambien con el de la trayectoria de una flecha que nunca
puede llegar 4 su destino. Esta paradoja consiste en lo
siguiente: Una flecha lanzada debe necesariamente reco-

2 "

1 .
rrer el —, =2, ..., ——— .... de su trayectoria y cotno
2 4 w1

" . .
T Aun hay una in-

por grande que sea la fraccién -

finidad delante que recorrer, nunca puede aquella llegar
4 su destino. Este sofisma esta basada en la incompati-
bilidad ya manifestada anteriormente de la divisibilidad
con la continuidad, pues aquella por su naturaleza inter-
minable, nunca puede alcanzar a agotar la cantidad,
misién reservada exclusivamente al movimiento, se com-
prende entonces como puede la flecha que estd en movi-
miento, agotar la distancia entre su punto de partida y
su destino independientemente de la divisibilidad de dicha

(1) Los argumentos de Zenén son cuatroy Renouvrier ha demostrado que pue-
den reducirse 4 dos grapos distintos: uno fa dicelonia v ol Aguiles. ¢l otro la flecka

y ol estadio respondiendo ¢l primero 4 Ia hip6tesis  del espacio ¥ del ticmpo conti-

muos ¥ divisibles al infinito de nna marcha actual; ¢l segundo al tiempo ¥ espacio
discontinnos ¥ no susceptibles de una division actual infinita.
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distancia, operacion completamente agena 4 la naturaleza
del movimiento.

Otro de los sofisinas es deducir que el nimero de
puntos existentes en una recta es idéntico al de los exis-
tentes en ¢l plano v en espacio lo que se expresa diciendo
que: Ia potencia (G. Cantor) del continuum de los ninie-
ros cn la recta, esigual 4 la del plano v del espacio; cosa
que repugna evidentemente al sentido comuin. Es también
consccuencia de la introduccion en la especulacion ma-
tematica de las ficciones ideahstas; tnfinito 6 infinitamente
pequefios. St ya estos ultimos que son limites de repre-
sentaciones conducenn 4 consecuencias paradojales como
son las i1gualdades oo ! A oc; Ao« A o
debe extraitarse que la pantaquia completa que no es
limite de nada conduzea 4 consecuencias mas paradojales
aun, cuando s¢ la quiere tratar como verdadera especie
matemitica. Al decir que ¢l mimero de puntosde la pan-
taquia completa es infinito, no se 1indica ningtn ndmero
particular, sino uno indeterminado, satisfaciendo 4 la con-
dicion de ser mavor que cualquier otro por grande que
sca, igual cosa decimos de los de un plano ¢ del espacio,
pero por lo mismo que son indeterminados, no debemos
deducir la ignaldad de los tres, alirmacion evidentemente
falsa (como se deduce del concepto empirista de punto
aplicado al caso).

Donde  particularmente  se  introducen paradojas, es
en la anulacion de la expresion lx cnando A crece inde-

v

finidamente, lo que se expresa diciendo: para x infinito

I . e -
— ¢s nulo, como si ¢l mfimito fuera una cantidad; la ex-

-

o] . .
presion — muca  puede anularse y solo serd permitido
x

-

hacerlo cuando se considere limites matematicos por cuanto

. . ‘o I
cfectivamente ¢l limite matemitico de s cero; en todos

los demds casos las paradojas son consecuentes. Sean por
cjemplo las dos series divergentes:

3 5 19 I
2 3 A 6 O
3 aas 209
12 3 S

Potencia
de 103 conjuntos
infinitos

El
falso principio
Namado
microhbio
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Suponicudo que el infinito sea algo determinado y
prolongando las series hasta el, estas no difieren entonces

. T
sino en el término T de manera que restando la seguuda

de la primera se saca el absurdo:

LA ST SIS S S -

i \ e —

2 ' 6 ' 12 ' 20 ' 30
procedente como se vé de haberles eliminado un extremo
pues si en vez las suponemos limitadas respectivamente

2n -1  2(n—1)-1

a los términos

y la  diferencia
" ’ no— I
, 22 — I 1 , .
serd ——— — 1 — 1 — — y entonces & medida que
2" n
n crece indefinidamente se tiene la igualdad:
. S S I I
lim| -+ - -+ — -+ — - — 4- = 1
6 12 ' 20 @ 30

expresion perfectamente correcta mientras se deja enesta
forma pero si en vez escribimos:

1,1 1 1
-t == - I
2 "6 ' 12 ' 20 '
I 1 !
6 ' 12 ' 20 ' 2
— .i £ — E
12 ' 20 ' 3
I — 1
20 ' 4
I | I ! I ! I 1
sacamos: - -~ - - 7 T3 T 1 -
-3
I , 1 , I . .
2 T3 T de donde eliminando también el otroex-
tremo de las séries, sale el absurdo o == 1.

Debe en consecuencia dejarse siempre (atn cuando
la secrie fuera convergente) el ltimo término cuyo Hmite
cs cero, pues la eliminaciéon de este conduce necesaria-
mente & paradojas. El falso principio que consiste en sen-

I e . T
tar 5 O para x infinito es llamado por Fleury wicrobio,

expresion que emplearemos para stmplificar el lenguaje.

Veamos otras paradojas obtenidas por la introducciéon
del wucrobio.,
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Cauchy al aplicar la série de Mac-Laurin 4 ¢«
saca: hactendo x =z o

I
¢ x=—=o0o-*-o-;o04-0-fo0-+ .......
v deduce asi que:
I I
x x — = X — -
= c * z¢ - *
I
estos absurdos proceden de haber escrito I — . o resul-
¢ X

tante del wmecrobio siendo asi que lo unico exacto es:
I

lim. ¢ --o,demanera que ¢~ esigual 4 cero mas
un resto cuyva eliminacion produce ¢l absurdo anterior.
I

I como ecuacion de
X

R =

Si constderamos la expresion y

una curva, vemos que el ¢je x — o0 no la corta y por lo
I

tanto no puede escribirse .= o sin destruir et vinculo

I
e
que une X con 7.
. ) ., 00
Fleury hace ver igualmente como la expresion =
0 >{ oo, ooﬂ.;1°°, oo (ue figuran como simbolos de in-

c e cy . © : .
determinacion debido a que se deducen p escrito, median -

Olm

. . I I I .
te cl mucrobio, en las formas ——, o X< i ctc. 110 tie-

VR

Ol =

2t - -
4246 % -} 7
3x°-1-8

nen tal cardcter pues si escribimos, por c¢j.

4

el limite de esta expresion cs 3 sin imdeterninacion  al-

: _ : I

guna lo mismo que se la escribimos bajo la forma ———

3a -, S

(4 2° -+ 6 x -}- 7). Igualmente ¢l limite de la expresion

/ NG

( I-l- —) es ¢ sin indeterminacion: lo mismo si ponemos
7

Limiles

de indelermi-
nacion

v Ialsos Hmites
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7 3 5 . 2 I
|/ a2t e — ]/ 23t -bod gy limite es = — 1 --3
b B ! 2 ? S I
escribiendo (x - ) J{y . o . 4x— - ) o (x- )
3 27, 2

.
X T

S 3
aJ .
| d—3x 1\ . . .
- Y — | sin mnguna duda, igualmente en
' A -1

.

(1 <= m)" su limite es ¢«. Es incorrecta pues, segn csto,
lu extension que Cauchy hizo de la regla formulada por
¢l marqués de 'Hospital para buscar la primordial de una

S

expresiéuf(x) que toma para cierto valor 2 de x al
1

/{10) /() .

=t —, Cau-

VAN )

chy escribia, aplicando siempre el falso principio llamado
I

AD
I

/()

00 .,
la forma = puede también establecerse que

o .
forma p esta regla consiste en poner

microbio: , v deducia que cuando una funcién toma

S () Sn »
() ()

stendo ahora /(#) v /i (#) igual al infinito. Aplicando

a4 la expresion = e tiene para a — 00, L
x X I
et (v 1) 0000 00 == 0.
Para terminar este punto de las paradojas, réstanos
mdicar que donde se producen notables, es en  las series
indefimdas cnando se les suprime un extremo y se intro-

duce la nociou del infinito. Sea por cjemplo.

I 1,1 I I 1
H — pu— :_ _— -
1 2 3 4 3 0O
I G S I
I 2 4 '3 6 ' 8

Facilmente sc¢ deduce que # -2 @, sin embargo no
existe ningan término de # que no este ¢ cnando el otro
extremo de la serie ha desaparccido. Ast que el infinito
conduce 4 estos absurdos:

" 270 7 1 2 u)

(1) En las series Hamadas absolutamente convergentes, 1a suma 1o depeude del
orden de colocacion de sus términos. pero en las otras sf.
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Igualmente s1 tenemos

AL A B A L
roo2 3y
2, 2 , 2 2
B P e
2 4 3 by
1 I I !
C = - = 5
2 4 6 S
oA =B 20 B—-C-—-C
.1 I T, 1
Pero A —C - - -1~
! 3 5 7
. 1 I X I
B—-C¢ - - = <
2 4 5 S
I I 1 1 I I 1 1
oA =B - T S
I 2 3 4 3 6 7 S
. T I 1 I I I
vcomo A-:DBse tienco — ——-' - .- — —
12 3 4 5 0
LT I
~- . —— = absurdo patentc.
7 8
Consideremos ahora la serie natural de los ntuneros
enteros 1. 2. 3. 4. 5....... [os cuadrados perfectos 1. 4.
9. 16. 25...... que incierra aquetla serie estan en mi-

noria; asi de 1 4 10 hay tres (1. 4. 9) de 10 4 100 siete
(16. 23. 36. 49. 64. 81. 100), ctc.

Si pues esta serie se considera prolongada hasta cl
infinito, los cuadrados figurarin en minoria, sin embargo
debiendo figurar en ella todos los ntmeros, caeremos ci
una flagrante contradiccion (argumento de Piliet sacada
de Galileo). Creemos haber dicho bastante sobre el tema

y terminaremos mencionando la serie 1 -~ 1 - I
I 1.. que gracias al infimto tiene: segin Euler ¢l va-
| , I ar ,
lor = — segun otros | pues de ———— | SR v
2 m I X
artom bz haciendo x -1 se deduce 1 X
, : S s . . — 1
Pr--r1-t-1 -~ .-, ) Para Prmgsheim se tiene ——— -
. TR
! 2 2 i 4 1
I G T A S A I- 1 I I
I -1 -.... Vv también igual o.

Todos estos pintorescos resultados se deben al -
crobio. (Véase C. Borel. Legons sur les series divergentes,
2aris 1QOI.

Serie de Enler
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CAPITULO CUARTO

La experiencia en las ciencias exactas

Sabido es que la ciencia de un objeto es el conjunto
de leves, 6 de relaciones necesarias, derivadas de la natu-
raleza de aquel. Para quela ciencia de un objeto sea cxacla
s¢ requiere que la naturaleza de dichio objeto sea comple-
tamente determinada para nosotros, de manera que, 6
pueda reducirse aquella por medio de una definicion a
otras ciencias andlogas existentes ¢ bien fundarse en un
conjunto de hechos 6 de propicdades que bastan para
determinar el objeto motivo de la ciencia ast como todas
sus leves v ue constituven los elementos primos de ella.

Ahora bien, no todos los fendémenos v manifestaciones
por medio de los cuales los objetos a nuestro alcance se
presentan 4 nosotros, son susceptibles de una determinacion
exacta; algunos escapan 4 nuestro control haciendo mmpo-
sible comprobar su identidad cuando se producen en las
misinas condiciones; otros en cambio, pueden ser deter-
minados con toda exactitud, asi como todas sus transfor-
macioies, de manera & hacernos factible la optencién de
las leves que los rigen. Estos Gltimos son, en consecuencia,
los tnicos que pueden dar lugar 4 una ciencia exacta. En
cuanto a4 aquellos, solo pueden motivar una ciencia de esa
clase cuando, mediante una aproximacion mas 6 menos
grande, se encuentra otro objeto ideal que sustituya al
real v cuyas leyves impliquen manifestaciones muy parc-
cidas 4 las verdaderas. Se deduce de todo esto que en una
ciencia exacta extsten dos elementos bien caracterizados:
1. los datos experinientales v 2. la ldgica pura que los
combina, compara, establece su concordancia ¢ contradiceion
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v los reduce al minimuni necesario distinguicndo  los que
son realinente primos ¢ irreductibles de los denvados.

S1oestas bases 0 datos fundamentales de la ciencia
exacta (Hamados tambi¢n hipotesis de clla) satisfacen a
la condicion de no ser contradictorios entre si, la clencia
en cuestion es, bajo ¢l punto de vista {ogico, perfectamente
cierta atin cuando no corresponda @ experiencia alguna.

Ahora bien, los hechos v fendomenos reales se mani-
fiestan & nosotros de infinidad de maneras; no es sicmpre
facil apreciarlos, v ain en los que mias se prestan al
control, este ¢s necesariamente deficiente, dados los cle-
mentos de que disponemos para ciectuarlo; asi que la
ciencia basada en cllos se resiente de alguna  diferencia
con lo real v solo debe aceptarse cuando aparezean muy
aproximados los resultados obtenidos a4 los verdaderos; si
ta diferencia fuera muy considerable, forzoso serta cambiar
tas hipdtesis fundamentales hechas.

La parte puramente logica de las ciencias exactas,
independiente de la experiencia v rigorosa dentro de las
hipotesis Iundamentales hechas, cnando estas no son con-
tracdictorias entre si m den origen a4 contradicciones al
combinarse por medio de la logica pura, ¢s lo que se
Hama las wmalemdticas. De esto resulta que las matemadticas,
como serie de deducciones v de procedimicentos togicos
particulares, pueden bastarse con hipotesis agenas & toda
experienicia con la dnica obligacion de satisfacer estas a
las condiciones anteriormente indicadas. Es justamente lo
que sucede con las Geonietrias no cuclideas, @ diferencia
de las basadas en el célebre postulado el cual afirma un
hecho experimental. Pero veamos lo que sucederia si
basandonos en lo anteriormente dicho, s¢ desechara toda
experiencia en las matematicas.

Las combinaciones de hipdtesis [fundamentales, asi
como la distinta naturaleza de estas, forman una serie
indefinida. Se impone pues elegir entre cllas las que sean
dignas de llamar nuestra atencion; la fantasia tomada
como tnica guia nos conduciria por sendas completamente
estériles. Ademads, por variada que sea la imaginacion, la
realidad es aun mds variada y los caminos abiertos por
clla son incomparablemente mas fecundos. La Naturaleza

Las

matemalicas

Importancia
de
Ia expericheia
ou
Las malemidticas
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nos indica cuales, entre todas las hipdtesis arbitrarias,
deben preferirse por sernos provechosas v de utilidad algo
mas que platonica.

Ahora bien, la ciencia no se ha desarrollado de primer
golpe en la forma tal cual se presenta ante nosotros;
tomemos por ejemplo el Andlisis: lo encontraremos actual-
mente perfectamente dogmatizado, ordenado, disimudadas
todas las tentativas v tantcos verificados en su lento
desarrotlo, v aparentemente climinados todos los datos
experimentales; pero, estos existen virtualmente, v d la
menor aplicacion de aquel & un problema de fisica que-
dard inmediatamente revelado su origen experimental. I
mundo exterior e ha suministrado la nocion de conti-
nuidad, con la cual ha abierto perspectivas sin Hmites 4
sus esfuerzos. ILa Teoria general de las funciones tiene
sus lintes de partida en la resolucion de problemas de
fisica. I.a seric de Fourier, las funciones de Lamgé, la teoria
de las ecuaciones con derivadas parciales de segundo orden,
cte,, han sido nnaginadas en vista de la resolucion  de
problemas experimentales. La misma experiencia no sola-
mente provoca v propone los problemas al andlisis, sino
que aan ayvuda a4 encontrar los medios de resolverlos,
hace preveer las soluciones v sugerir los raciocimos. Ifa-
cilita las semejanzas v la mterpretacion de los resultados,
haciendo ver analogias donde estas ni se sospechan,

I.a Geometria saca de la experiencia la nocion de
extension, de punto, de linea recta con todas sus propie-
dades intuitivas; la nocion de dangulo, de angulo recto, de
circunferencia, de longitud de esta, son igualmente suge-
ridas por el mundo externo. Cada vez que una de estas
nociones es motivada por la experiencia, las matematicas
s¢ apoderan de ella, se la asimlan, disimulan su origen
creando una ciencia particular de clla 0 hacténdola entrar
en otras antertores prévia creacion de un ser ideal nuevo
que reemplaza al real. Tal ha sucedido en geometria con
la circunferencia del circulo, coun ¢l desarrollo de esta,
reemplazando las figuras reales por otras creadas ex-profeso
partiendo de nociones distintas, como ser de los poligonos,
disimulando asi habilinente su origen experimental. Lo
mismo sucede en aritmética con los nimeros fraccionarios



— 175 —

que, sugeridos practicamente por la division de la unidad
de medida, se definen liuego como ¢l cociente de dos can-
tidades, Tgunalmente, en ¢l andlisis, segun vimos, ordina-
namente las cuestiones sencillas sobre cantidades reales
sugiricron operaciones que Iwego la induccion ha ensan-
chado hasta constitiir métodos reputados rigurosos antes
de que existiera una verdadera demostracidon de cllos, la
intuicion ha jugado un papel predomimante antes de Hegar
al rigorismo matemitico que ha definitivamente escoundido
¢l origen experimental, haciéndonos aparccer actualmente
¢l andlists completamente formado con sus métodos  sor-
prendentes v onsando en partes simbolos puramente  lite-
rales. Lo aprendemos v empleamos sin conocer sut origen
prinordial que no es otra sino la experiencia. Un ¢jenmiplo
pateute lo tenemos en la introduccion del concepto de
limite matematico con todos sus agregados: imcomensura-
bles series v productos infinitos, diferenciales, ete. El hiecho
experimental originario que es la nocion de continuidad
v translormacion de las cantidades coneretas en ¢l pasage
continuo de un estado @ otro, sugirid una serie de estu-
dios que remataron linalmente a los métodos de Newton
vode Leibnitz. Antes de llegar @ las admirables v tran-
quilas exposiciones que encontramos en los  tratados mo-
dernos, doude todos los tanteos v vacilaciones desaparceen
en el hdbil encadenamiento de los capitulos, han sido
neeesarios esfuerzos colosales que realizaran esta armonia
combinando todos los estudios v problemas cuvo planteo
O sugerimicnto tenian su fuente inmediata en ¢l mundo
externo. Como se deduce del estudio hecho en esta tésis,
¢l concepto de limite matemdtico no tiene su cardacter de
cvidencia sino debido 4 la experiencia, pues todas las
demostraciones de la existencia de ese lmite no son rigo-
rosas v escapan latalmente 4 nuestros esfuerzos asi como
todo lo que toca la escncia absoluta de las cosas.

La afirmacion de la existencia del limite mateniitico
jucga en el andlisis el mismo papel que en geometria cl
postitlado de Iuclides; ambos solo altrman un hecho expe-
rimental; pero es fdcil disimularlo en ¢l andlisis: basta
conformarse con transformar 4 este en un puro formuhismo
dofinicndo wie simbolo, lamado limite de una serie de va-

Ejcmplo:
vi concepto de
Hmite
matemitico

151 shimbolismo
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lores, v convintendo cnando dos de estos simbolos serdn
ignales, cuando serd mavor uno que otro, cte, tal cual lo
hictinos ver (pag. 34) De esta manera ¢l principio de
limite con toda su metafisica habra desaparccido en las
matematicas, conto proposicion a demostrar, v juntamente
con ¢l todo dato experimental 4 excepcion del de nimero
cutero.

Alora bien, todo este hdbil encadenamiento que nos
presentan las matemadticas actuales, eliminando su origen
experimental recobrard su faz positiva denunciando 4 este
uitimo, en cuanto queramos hacer la menor aplicacion de
sus resultados & los problemas de la vida real

Las definiciones, que juegan un rol tan importante
en las matematicas sirviendo de base cada una de ellas a
un capitulo especial 6 4 un nuevo desarrollo proporcio-
nandoles un alimento al parecer inagotable, esas defini-
ciones decimos, pierden, en cuanto se apliquen los resultados
obtenidos partiendo de ellas a un ojeto real, su caracter
4 primera vista antojadizo (V" quedando mmediatamente
revelado su origen experimental, el cual solo ha podido
distinularse gracias & un postulado sobreentendido al enun-
ciar la definicion v que consiste en afirmar tacitamente la
correspondeticia de ella v por ende de sus consecuencias
con los objetos reales motivo de estudios.

Asi, nos veremos obligados 4 confesar que la longitud
de una circunferencia de circulo dehinida como Zomite de
los perimetros inscriptos 0 circunscriptos a esta, equivale
en reahidad & la longitud buscada del contorno de la rueda
que tenemos a4 nuestro estudio; que las cantidades fraccio-
narias definidas como el cociente indicado de dos canti-
dades enteras indican en realidad partes de la umdad de
medida; que el simbolo empleado y designado con el nombre
de Hite de una serie de valores, corresponde cfectiva-
mente A4 algo real

Iin restimen. la experiencia ha sugenido v dado los
clementos primos de las definiciones matematicas; al prin-

(1) Este cardcter al parceer arbitrario de las definiciones matemdticas se nota
particularmente en ¢l andlisis, donde gracias 4 los trabajos de Lagrange, Cauchy,
Abel. Gauss, cle.. es posible segin vimos, Hegar 4 las nociones mis clevadas sin
hacer intervenir otro dato experimental distinto del nimero cutero.
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cipio la intuicién jugdé un papel importante haciendo
aceptar como exactas muchas cosas falsas; poco a poco
el papel de la intuicién fué perdiendo de importancia de-
jando su lugar al de la légica pura; las varias nociones

i fundamentales primitivamente consideradas como: elementos
primos intuitivos ¢ irreductibles tales como: mimero entero,
fraccionario, cantidades continuas etc, han ido perdiendo
poco a poco ese caricter quedando todas ellas derivadas
del ntunero entero; pero 4 medida que esto se verificaba
ias matematicas perdian 4 su vez en realismo lo que ga-
naban en rigor.

L.a mezcla de clementos experimentales v a priors Rol
cuyo conjunto sin ligazén constituia la primitiva ciencia, lnc_\_pi:imci"
caracterizada por el rol importante que la intuicion desem- en las
pefiaba en sus verdades, han quedado umicamente reduy- Siencis exactas
cidos d los a@-priorr; pero, para que las matematicas funda-
das exclusivamente cn estas ultimas y en las que una
propicdad es clegida ad-libifiem v tomada como definicidn
para deducir de ella todas las demads, puedan aplicarse 4
la realidad vy uo ser puramente platénicas, es necesario
que las defimciones dadas correspondan tacitamente 4
‘algo real; de lo contrario se caeria en una esterilidad
desconsoladora. Tal es el rol que juega la experiencia en
las ciencias exactas.

Ahora bien cabe preguntar: (Qué motivo tienen las
matematicas para tender constantemente 4 eliminar de
cllas todo dato experimental tomando asi un cardcter capri-
choso v de simple juego espiritnal? Milhaud nos lo dice
claramente en los siguientes términos: <Esta tendencia se
» basa en una [undamental necesidad filoséfica. Los ele-

mentos de nuestro conocimiento, sean de origen racional Razon

6 experimental, se combinan en nuestro espiritu de tal . u-:.lfl.(-m-ia
> manera ue ¢l grado y la naturaleza de la certeza que de
» encierran en si, es dificil de precisar. Aliora bien, la re-  tas matemiiticas
» construccidn 16gica de los hechos experimentales tiene ml:,(:.(l,":;::',;,"'

» por restltado separar netamente, por una parte lo que  experimental
» presenta en cllos el cardcter de certeza, sino absoluta,
por lo menos la mayor que nos es dado poseer, ¥ por
» otra parte lo que no es sino una verdad de induccidn.
I'n otras palabras, tiene por efecto crear una matemd-

"



L.a matemdtica
ideal

— 178

tica ideal extendiéndose por encima de toda experiencia;

. es la que conocen especialmente los matematicos. Detras

de sus andamiages logicos estin en realidad al abrigo
de toda objeccién y es con razon que la evidencia de
sus conclustones es tomado como el tipo mds perfecto
que se ofrece 4 nosotros. Stuart Mill pretende que la
certeza de las verdades matemadticas es inductiva. Esta

- tésis no afecta sino las verdades matematicas odyetivadas

por asi decirlo, enunciada con motivo de seres concre-
tos que sugiere la experiencia. Nos parece entonces
perfectamente justa, por cuanto equivale 4 denunciar el
eterno postulado que se esconde detrds de toda creacién
del gedmetra 6 analista para reaparecer en ¢l momento
de la aplicacion. Pero no afecta las verdades logicas de
esta matemitica ideal que acabamos de defimir. Esta, es
cierto, parece estar afectada aun con los datos iniciales
y fijandose bien se vé que nada afinma sobre cstos,
limitandose 4 buscar cuales son las consecuencias dedu-
cidas de la aceptacion de las hipotesis hechas. En fin,
la confeccion de esta matemitica formal nos di indi-
caciones preciosas sobre las cosas-misinas y nos enseiia
cual es el minimum de propiedades que basta suponer
en esas cosas para justificar la aplicacion de verdades
logicas. Todas las propiedades geométricas del circulo
por ejemplo, se extenderin 4 las ruedas y otros redon-
deles concretos, si existen, cuyos puntos estén aigual dis-
tancia de un centro. El andlisis superior se aplicara a
las cantidades en las que existan estados correspondien-
tes a4 todos los sinmibolos que ha creado, etc

« Y asi sc aprende & conocer el minimum de propic-
dades caracteristicas mediante las cuales un hecho con-
creto puede entrar en el engranage de las deduccioties
de las matematicas puras.

« He ahi de donde saca su razon de ser. Pero, cual-
quicra que sea el interés que presentan, crcemos haber
suficientemente mostrado que por su esencia puramente
formal no podria dar la solucién de uingun problema
concreto. Por eso es que los tratados de matematicas,
por rigurosos que sean Y precisamente en razon de su
extremo rigor, no podran jamas lacer supérfluo el es-
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> tudio de los problemas del conocimiento y de la meta-
» fisica de los conceptos fundamentales.»

Para terminar obscrvaremos que generalimente se
dividen las matematicas en puras v aplicadas, entendién-
dose por puras el andlists v la geometria y por aplicadas
las demids; pero esta division no es [undamental. Consi-
deremos por cjemplo la fisica matematica y el andlisis
mfinitesimal.  Aquella puede considerarse como una apli-
cacion de esta, pero la esencia de las dos es la misma en
cuanto una v otra parten de hipotesis deducidas ¢ no de
la experiencia vy se desarrollan basindose en ellas. ILa
anica observacion gue puede hacerse es que, en este caso
por e¢jemplo, la fisica matem:dtica tal cual existe, parte de
ciertas hipotesis sobre la constitucion de los cucrpos rea-
les v sobre agentes 6 fuerzas que actuan sobre aquellos
llegando asi 4 expresiones, formulas v ecuaciones de cuva
resolucion depende el resultado buscado, pero esta reso-
lucion misma es tema de otra matematica especial por
cuanto, ecuaciones andlogas aparecen también en otras de
las matematicas llamadas aplicadas: la mecanica racional
la mecdnica celeste, ete, por cjemplo, de manera que hay
material bastante para la cxistencia de esa matematica
cspecial la cual 4 su vez tomada en si misma, dentro de
las hipotesis particulares en que se base (vimos que en
definitivo la tnica experimental ¢ra la nociéu de mimero
cntero), puede tener campo libre para que la fantasia la
lleve 4 resoiver eccuaciones las mas antojadizas v estéri-
les; precisamente las matemiticas en cuestion  llamadas
aplicadas v eun particular las mas arriba indicadas, evitan
este extravio indicandole cuales son las que debe dar pre-
ferencia profundizar, v estudiar, suministrandole ademis
variedad de cuestiones mavores atin v mds interesante que
las que la fantasia le proporcionaria. En ese sentido las
matematicas aplicadas vienen i prestar 4 las matemdticas
puras la misma utilidad que la prestada & ellas mismas
por la experiencia.

Alora cabe preguntar (como el analisis infinitesimal,
gque vicue en resimen @ servir asi para estudiar 4 los

(1) G Withand, Introduccion  de Tnobri «de Paul da Bois Raymowd: Theorie
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cuerpos, puede aplicarse 4 ellos estando basada en las no-
ciones de continuidad y de divisibilidad al infinito siendo
asi que la materia es discontinua? Es consecuencia de las
hipdtesis fundamentales de la fisica matemdtica. Ya diji-
mos anteriormente que muchas veces para hacer que la
ciencia de un objeto sea exacta, se reemplaza dicho objeto
real por otro ideal susceptible de prestarse 4 una deter-
minacién exacta v tal que los resultados con ¢l obtenidos
no difieran sensiblemente de los reales, por eso si bien el
volimen de un cuerpo no es el aparente, si bien su com-
posicion no es continua sino formada por un conjunto de
particulas separadas unas de otras etc, en la prictica estos
cuerpos se comportan para nosotros como si la materia
que los componen fiera realmente continua; por eso sus-
tituimos el cuerpo real por el ideal que reuniera esta con-
dicion de continuidad. Il volitmen que sacarenios para
este cuerpo ideal, su superficie, su densidad, su capacidad
calorifera, su conductibilidad etc., no correspounderin cexac-
tamente al real que sustituve, pero esta diferencia carece
de mnconvenientes pricticos v oes legitima la sustitucion
por cuanto nos cs tmposible hacer de otra manera y sus
resultados concuerdan y estin en armonia con los corres-
pondientes en la realidad. .

La aplicacion del analisis infinitesimal & los fendme-
nos de la mecanica es atn mucho mds justificada, por
cuanto la trayectoria, la velocidad, aceleractones de los
nmovimientos se cfectita de wna manera continua toda vez
que interesan a los conceptos de espacio v de ticmpo
siinbolos tipicos de la continnidad. Esto en cinematica.
Igualmente en dinannca, las fuerzas naturales vartan de
una manera contfuua asi como sus acciones; algunas como
Ja gravitacidon universal son funciones de la distancia, es
decir, interesan también al concepto de espacio, otras
como las fuerzas eléctricas, calorificas, aparte de que tam-
bien sou funciones de la distancia, son proporcionales i
masas (ue practicamente pueden también variar de una
manera continua. Iin restimen, los fendmenos naturales,
particularmente los que estan intimamente ligados en su
variacion con el tiempo v el espacio, presentan un caréc-
ter de continuidad que si no es absoluta burla todos
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nuestros medios de control; por eso s que el método
infinitesimal de Letbnitz tienen la calidad eminentemente
mportante de prestarse al  estudio de la uaturaleza con
cuyos procederes guarda intimo parecido. La escala de
cantidades indefinidamente decrecientes de distinto orden
estd en armonia con los que encontramos cn los fenome-
nos reales, por cjemplo: la fuerza de gravitacton universal
produce en los cuerpos awunentos de velocidad que sou
cantidades indefinidamente decrecientes de igual orden
que el tiempo cmpleado para ese awmento; la variacion
de los aumentos de velocidad son en cambio cantidades
indefinidamente decrecieintes de segundo orden; v lo mismo
con la mayoria de los demds fenodmenos producidos por
otras fuerzas. Esto explica también el fracaso del método
de Lagrange queriendo suprimir las cantidades indefini-
damente decrecientes en la consideracion de velocidad,
aceleracion v otras; pues los artificios puestos en juego,
aun por los mas graundes gentos 1o bastan para suplir ¢l
orden natural de las cosas. Poincaré en su memoria fes
Rapports de U Analyse of de la Phvsique  lathematigue
hace observar que si el andlisis debe mucho a la expe-
ricucta por intermedio dela fisica matematica, en cambio
esta, 4 su vez, recibe cuantiosos Dbeneficios de aquella;
entre otros sefiala los sigulentes: ¢l analisis no revela &
Ia fisica ninguna verdad nueva pero le avuda a presen-
tirla; en primer lugar, para cnunciar las leves extraidas
de la experiencia se necesita el lenguaje especial del ani.
lisis unico capaz de expresar relaciones tan precisas v
delicadas como lo requiere aguella enunciacion, de manera
que el perieccionamiento de este lenguaje hecho por el
analisis e¢s aprovechado necesariamente por el fisico; ense-
guida las leves no salen imnediatamente de la experien-
cia pues csta es individual, aproximada, mientras que
aquellas son generales v precisas, es necesarto pues um
trabajo especial para hallar las analogias profundas, fun-
damentales, no facilmente visibles; trabajo que solo reali-
zard el analista por ser de esta especie la naturaleza de
sus investigaciones. Cita el ¢jemplo de las leves de Newton
v Kepler que solo difieren por su forma de lenguaje; una
simple diferenciacion hace pasar de una & otra, pero ¢l
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lenguaje especial de la de Newton permite deducir por
una generalizacion inmediata todos los efectos de las per-
turbaciones y toda la mecinica celeste, en tanto que con
el de la de Kepler nada se habria adelantado en ese sentido.

Igualmente Maxwell aprovecha la teoria de las cau-
tidades imaginarias para hacer simétricas las ecuaciones
de la electro-dindmica llegando 4 resultados que se han
adelantado veiute aiflos 4 la experiencia. Finalmente el
liecho de encontrarse la ecuacién de Laplace Lanto en la
teoria de la atraccién universal como en el movimiento
de los liquidos, en el potencial eléctrico, en ¢l magnetis-
mo, en la propagacion del calor cte, demuestra también
analogias fisicas 4 primera vista no existentes. Tales son
catre otras, las utilidades ue el andlisis presta d la Fisica
Matematica.

Los temas tratados en la 2¢ parte de esta tésis han
sido desarrollados por

Rene Descartes —Geometria 1638,

Isaac Barrow— Lectiones opticae et geometricae; habitac
et scholis (1674-1684).

Isaac Newlon—Metodo of fluxions (16;6-1687).

Beruard le Bovicr de Fontenelle—Biografias, 1057-1757.

CGutllawme Francois cAntorne I Hospital-—1analyse des in-
[initameuts petits (1696).

GGodfred N, Lcibnifz—Acta eruditorum (1684). Nova Me-
thodus pro maxiimus et minimus itenmque tangen-
tebus et singulare pro illis calculi genus.

Bernard Nicwwoenfyf—Analyvsis  infinitorum  (1695). Consi-
derationes secundae circa calculi differentialis prin-
cipio {1696),

Lazare Nicolas Margucrite Carnof—Reflexions sur la me-
taphysique du calcul infinitesimal (1753-1823).

Louis foscph fagrange—-l.a Theorie des fontions analy-
tiques (1997)—Il.egons sur le calcul des fontions
(1801).

Jean Baptistc Joscph  [ouricr-—Theorie analytique de la

chaleur y obras varias (1821-1831).
Awngustin Lwis Cawucly—Obras varias (1813-1857).

Jean Marie Constant Dukamel —Cours d’Analyse de I'leole

Polytechnique 1840.---Obra citada (1866).
L. G. Lgjeune Dirichle/—QObras varas.
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Bernhard Ricumann - Obras natematicas (traduccion lau-
gel 18g8).

Antoine Auguste Cournof- ‘Fraité clemeutaire de la ‘Theo-
ric des Fonctions ¢t du caleul infinitesimal (1841).

Jean . Boucharlal—FElements de caleul differenticl et in-
tegral (1838).

Bordas Demoulin--Te Cartesianisme (1874).

Charles de Freyeinet -1 Analyse infinitesimale (1881).

Jean onuel -Cours de Calcul Infinitesimal (1878)

Sean L. Serref- Cours de Calcul differenticel et Integral
(1879).

Lanl du Bois Raymond—"Theoric Generale des Fouctions
(1882).

Jules Tannecry—QObra citada (18806).

N IVeirstrass—Obras varias.

(Grorges Lechalas—Ltude sur Tespace ¢t le temps (1890).

llenry DPofnearré—La logique et Pintuition dans la science
mathematique et dans Pensignement.- Les Rapports
de I'Analyse et de la Physique mathematique (1897).

(i. Milhaud—-Prefacio de la traduccién de Du Bois Ray-
mond (1887).

(. Canlor—Sobre los fundamentos de la Teoria de los
conjuntos transfinitos (Halle 1897).

Jo 17 Bonnel—Obra citada (1899)

Henry Flewry 12Analyse dite infinitesimale sans linnites
infiniments petits (1896).

Lomele Borel ~Legous sur les series devergentes (19orn). -
ete., cte.

En la ciudad de Buenos Aires d veinte v cuatro de
Octubre de mil novecientos uno, la Comision exammadora
respectiva procediéd @ examinar la tésis preseutada por ¢l
ex-alumno Claro Cornelio Dassen para optar el titulo de
Doctor en Ciencias Fisico-Matematicas v resolvié acep-
tarlo.

Firmado:
I.U1s  SiLveEvRa -1 AGUIRRE
M. B Bania -0O. Kravse

lip. P. Rayos Mejia -Co AL
MORALES.



PROPOSICIONES ACCESORIAS

1) Determinar el numero de citbicas que pasan por
ocho puntos dados y son tangentes 4 una recta dada
trazada por uno de esos puntos.

2) Cual debe ser la naturaleza de la superficie de
separacién de dos medios designalmente refringentes para
que los ravos luminosos emanados de un punto del pri-
mer medio convergan ecn un punto del segundo medio.

2n + 2
3) La expresion: 3 — 242 — 25 es slempre

divisible por 576.

4) Superficie de revolucidén de drea minima entre
dos circulos paralelos dados.
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