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LA CINEMATICA
EN LA

GEOMETRIA DE DOS DIMENSIONES

I -
HISTGRiCO—DEFINICIONI&s' "

1. La idea de¢ la aplicacion de la cinematica al
estudio de las propiedades de las figuras, ha surgido
probablemente del conocimiento de los métodos de
generacion de algunos lugares geométricos mediante
el movimiento de ciertos elementos con sujecion &
leyes determinadas.

2. Si bienes cierto que el emplco de la cinematica
en las invesligaciones puramente geométricas dala
de épocas no muy remotas, la generacion de curvas
por medio del movimiento era ya conocida por los
fundadores de la Iiscuela de Alejandria. Arquimedes
2550 afios antes de Jesucristo expone el método seguido
en el trazado de su espiral, consistente en la com-
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binacion de un movimicnto rectilineo con otro de
rotacion, y Pappus, en el siglo 1V de la era cris-
tiana siguicndo las huellas de Arquimedes describe
la espiral esférica sirviéndose de una combinacion
semejanle de movimientos. Estos geémetras, sin em-
bargo, no logran generalizar el método ni procuran
valerse de ¢l para llegar al descubrimiento de algu-
nas de las propiedades de las curvas descriptas.

3. liscasos son tambicn los progresos alcanzados
en ese sentido durante el largo espacio de tiempo que
separa la famosa escucla de Alejandria del nuevo perio-
do que para la ciencia se abre al comienzo de los tiem-
pos modernos. La razon humana, oprimida hajo el
peso de la autoridad tradicional, vence al fin los
obstaculos que inlerceptaban su camino, y la eman-
cipacion intelectual da vigoroso impulso a las cien-
cias dilatando sus horizontes.

La geometria, siguiendo esa suerte, alcanza en el
siglo XVII, que sefiala sus mas sublimes y brillantes
descubrimientos, un grado admirable de prosperidad:
Descarles, Fermat y Roberval aparecen casi simul-
tancamente fijando nuevos rumbos a la cicncia de
la extension. Los Lres parlicipan de In gloria de
haber resuelto, cada uno de diversa manera, uu pro-
blema que ningun geometra hasta entonces habia
osado abordar en toda su generalidad: ¢l problema de
las tangentes & las curvas.

Ll método de Roberval, de una analogfa notable

e

.

en su prindpio metafisico, con el método de las
Sluziones de Newton, estd basado en la leoria de los
movimientos compuestos, descubierta ¢ introducida
en la mecanica por Galileo, pero jamas aplicada & la
geometria.

Su principio crea un nuevo modo de considerar las
magnitudes v deestablecer sus relaciones.

. Hasta entonces siempre se habian considerado como
formadas 0 con existencia real las magnitudes &
comparar.

Roberval, remontando a la generacion de la canti-
dad, introduce en la geometria las potencias que la
engendran—el movimiento—y, de las relaciones entre
dichas potencias deduce las que exislen entre las can-
tidades.

4. La cicloide, cuya hisloria se halla intimamente
ligada a las mas allas concepciones de los geémelras
del siglo XVII, fué objeto de animados debates entre
los matematicos de la ¢poca, y punto de partida de
nuevas aplicaciones de la cinematica al estudio de la
geomelria.

Descartes en su Opdscula posthuma describe el mé-
todo por ¢l creado para cl trazado de normales y
tangentes a la cicloide, problema en cuya solucion
se hallaban tambien vivamente empeinados sus con-
temporaneos IFermat, Roberval y Pascal.

El mctodo del fundador de la geometria analitica,
que hoy se ha generalizado aplicandose & toda curva
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susceptible de ser descrita por el movimiento de un
punto ligado invariablemente 4 una linea que rueda
sobre otra curva fija, adquiri6 gran celcbridad desde
aquella época y, reconocida su sencillez que lo hacia
superior & los demas métodos conocidos, se trato de
generalizarlo y aplicarlo & nuevas cuestiones.

5. Cupo & Cauchy (*) la gloria de establecer en
1827 la equivalencia entre un desplazamiento plano
cualquicra y el rodomiento de una curva solidaria
del sistema movil sobre otra curva fija, lugar de de
los centros instantaneos de rotacion.

Esta importante propiedad que su autor no enun-
ci6 explicitamente, la demuestra Chasles ¢n su opus-
culo presentado & la Societ¢ Philomatique en 1829
con el titulo de Memoire de Géometrie sur la construc-
tion des normales & plusieurs courbes mecaniques. Este
opusculo es el primero de una s¢rie de trabajos de
Chasles que giran alrededor del mismo asunto, y
entre los cuales merecen particularmente ser citados
los que screfieren & las propiedades relativas & los
desplazamientos finitos y 4 los desplazamientos infi-
nitamente pequenos.

La demostracion de la propiedad fundamental re-
lativa al desplazamiento plano, debida & Cauchy, y
el método de los normales deducido por Chasles de
esa propiedad, forman la inlroduccién 4 los elemen-

(*) (Euvres compléles d’Agustin Cauchy.
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tos de Geomelria Cinematica del coronel Manheim,
obra de reciente aparicion, que reune en un volumi-
noso tomo l¢s resultados de sus numerosas investi-
gaciones sobre los desplazamientos bajo el punto de
visla geomdatrico.

Terminaremos esta breve resefa histérica, hacién-
do mencion dela obra que con el Litulo de Geometria
del movimiento ha publicado el doctor Schoenfiies,
profesor de la Universidad de Cotlingue, en cuyo
prefacio coloca 4 Chasles y & Manheim entre los fun-
dadores de esa nueva é intercsante rama de la geo-
metria sintética.

6. Ciertas cuestiones de geomctrfa cuya resolu-
cién se basa en la consideracion de movimientos tie-
nen como punlode parlida la nocion de velocidad y
de accleracion.

Rigurosamente, tal nocion no debe ser mirada
como fuenle de resultados puramente geométricos.

La naturaleza y las propiedades de los figuras
engendradas por movimicntos, no dependen, en cfec-
to, de la velocidad mas 6 ménos grande de que el
sistema movil se halla animado, ni de las variacio-
nes que esa velocidad pueda sufrir en el curso de
un mismo movimiento; dependen esclusivamente de
la ley gecométrica del movimiento, es decir, de la
sucesion de las posiciones ocupadas por el sistema
movil.
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De acuerdo con ese concepto prescindiremos en el
curso de esta tésis de las velocidades inherentes 4
los movimientos que hemos de considerar y reser-
varemos con Ampére (*) la palabra desplasamiento
para designar un movimiento en semejantes con-
diciones.

El lugar geométrico de las posiciones sucesivas de
un punto en un desplazamicnlo cualquiera se deno-
mina (rayectoria de dicho punto.

Cuerda el punto movil es la recta que une dos
de sus posiciones. Si estas son infinitamente préximas
la cuerda es la tangente & la trayectoria.

Radio normal es la perpendicular 4 la cuerda en
su punto medio. Si las posiciones consideradas son
infinitamente proximas, ¢l radio normal es la normal
4 la trayectoria descripta.

(*) Ampére. Essai sur la philosophie des Sciences.

I1

EL CENTRO DE ROTACION

7. Designemos con g, y ¢, dos posiciones sucesivas
Y arbitrarias de un sistema plano invariable, y con
A, B,
Yy A, B,
las correspondientes de los puntos 4 y B pertene-
cientes al mismo.

Desde luego, si C es otro punto del sistema consi-
derado, sus posiciones estaran determinadas en cada
instante por la condicion

triang. 4, B, C,=triang. A, B, Ci=....
que es consecuencia directa de la invariabilidad del
sistema. Y como C es un punto cualquiera de dicho
sistema,'la posiciéon de éste se halla determinada ;
luego:

La posicion de un sistema plano invariable que se
desplasa en su plano, es completamente determinada
cuando se conoce la posicion de dos de sus puntos.
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8. Tracemos los radios normales a y b de los pun-
tos Ay B y dexde el punlo O de inlerseccion, pro-
yectemos, A, 13,1, y B, (fig. 1).

Resulta:

0A,=0A4,
0B,=0B3B,
triang. 4, 0 B,=triang. 4,0 B,
ang. 4,0B,=ang. A,0 B,
y sumando & los dos miembros de ecsta ultima, el
angulo B,0A4,, se obliene:
ang. A,0A, =ang. B,0 B,

‘Se vé pues que, por medio de una simple rotacién
alrededor de O, A, coincidira con A4,, al mismo
tiempo que B, coiucide con B, y, como la posicion
de s se halla completamente determinada por la po-
sicion de esos dos puntos, podemos eslablecer que:

E!l desplasamiento de un sistema plano en su plano
puede ser obtenido por una rotacion del sistema alre-
dedor de un punto fijo. Lste punto,comun & las dos
posiciones ¢ sistemas congruentes g, ¥ ¢, $€ denomina
polo 6 centro de rotacion.

Pueslo (ue para pasar de la posicion ¢ & Ia posi-

- ¢ion e, el sistema o gira alrededor de 0, cada uno
de sus puutos describe un circulv cuyo cenlro es cl
punto O; lucgo, pues:

Los radios normales de todos los puntos del sistema
pasan por el ceniro de rotacion.

Si los radios normales a y b hubicsen resullado

[N G

O

e
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paralelos, su punto de interseccion. es decir, el polo
de rolacién eslara situado en el infinito. Las cuer-
das A, A, y B, B scrian iguales y paralelas y, como
consecuencia. lacuerda ¢, C, de otro punto C cual-
quiera serfa igwl y paralela a las anteriores. Bas-
taria entonces ana simple translacion, dada su mag-
nitud y direccién por A, 4, 6 B, B, para pasar de la
posicion o, & la o,

9. Consideremos dos posiciones g, y g, de una recta
g del sistema o. La interseccion g, g, es la posicion
de dos puntos distintos A v B de g secun ue dicho
punto se considere como perteneciendo 4 una u otra
de las dos posiciones consideradas de ¢g. Llamémosla
B, cn tanto que se le considere haciendo parte de
g, Y A, cuando se le tome como punto de la g,.
(fig. 2).

Llamaremos entonces A, la posicién de A en g, y
B, la de B en g,.

Puesto que

A,B,=A,B,

los puntos medios de estos segmentos son las posi-
ciones de un mismo punto de g que designaremos
con G, y G,; la recta g,, que los une forma eviden-
temente angulos iguules con g, v g,.

Otro punto C que dista de A, n. 4, I3, en el sentido
A B, ocupara en g, Yy en g, posiciones C,y C, (ue se

obtendran tomando la magnitud n. 4, B, sobre dichas
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rectas 4 partir de A, v 4, en sentido 4,B, vy 4, B,
respeclivamente.

En consecuencia, pues, las puntuales A, G, C, B,....
Y 4,G,C, B,.... son semejantes.

La cuerda C, C, de un punto C cualquicra de g, serd
entonces dividida en partes izuales por la g., 0, en
otros términos el punto medio C, de la cuerda C, C,
esta sobre la g,. Pero la perpendiculara C, C, tra-
zada desdce el polo O de rotacién pasa por C,. Una
cuerda cualquicra podra, pues, scr considerada como
uno de los Jados de un &ngulo reclo cuyo 2° lado
pasa por O, estando el vértice sobre la g,,.

De donde resulta el siguiente teorema:

Los puntos medios de las cuerdas de todos los puntos
de una recta g, estdin sobre una recta g, que hace dn-
gulos iguales con g, y g,. La envolvente de dichas cuer-
das es una pardbola que tiene por foco el centro de
rotacion y cuya tangente en el vértice es la g,, posicion
media de g.

Los resultados precedentes son independientes de
las posiciones respectivas de ¢, ¥ 5,. Si esas posi-
ciones son infinitamente proximas, las propiedades
enunciadas dan origen a proposiciones aplicables en
cada instante al movimiento continuo de un sistema

plano en su plano. La cuerda A, A, se convierte en
tangente 4 la trayectorfa y el radio normal a, ¢n nor-
mal 4 la misma. Entonces:

Cuando un sistema plano se desplaza de un modo
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cualquiera en su glano, las normales d las trayectorias
de todos los pureios pasan en cada instante por un mismo
punto.

El sistema efeciua en cada instante una rotacion
infinitamente peyueia alrededor de ese punto, que se
denomina polo ¢ centro instantineo de rotacion.

El ultimo teorema demostrado para un desplaza-
miento cualquiers, nos permite sentar que:

Las tangentes i las trayectorias de todos los puntos
de una recte gde 5 encuelven en cada instante una pa-
rdbola que tiene por foco el centro {nstantineo de rota-
cion y cuya tangente en el vértice es lg misma recta g.

10.  Envolventes derectas y curvas del sistema mooil
—Empezaremos por suponer dadas distinlas posicio-
nes oy, 6y, 95.... del sistema y consideraremos al mismo
tiempo los sistcmas semejantes o,,, o, definidos
como lugar de los puntos medios de las cuerdas como
4. A, Y A, A, respectivamente.

Sean g, gom ¥ g, las posiciones de una misma recta
g en cada uno de los sistemas Sy Gm ¥ o Sabemnos
que los puntos G, y G, cn que la g,,, corta 4 las rectas
9o Y g son puntos correspondientes de las puntuales
semejantes g, y g, y que la perpendicular 4 g,,, diri-
gida desde el centro de rotacion O,, pasa por el punto
G, ., medio de G,G,.

- En virtud de la semejanza de los sistemas o, o,,, y s,
las perpendiculares & 9o Y g, trazadas desde 0;,., punto
unido, contienen los puntos G, y G, y las tres per-
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pendiculares son rectas homoélogas. Si el desplaza—
mienlo es infinitamente pequeiio, G,,, se confunde con
el punto de contacto instantaneo de g con su envol-
vente v la perpendicular i g,. trazada desdé el polo
de rotacién es la normal 4 dicha envolvente. Luego,
puesto que esa perpendicular pasa por G,,.. podemos
establecer que:

El punto en que una recta del sistema movil toca d¢
su envolvente, es el pié de la perpendicular dirigide d
dicha recta desde el centro instantineo de rotacion.

Sea ahora (m) una curva del sislema movil; (m)y
(m,) sus posiciones en s, y a,, ¥ (n,.,) la correspon-
diente de o,. Tracemos una normal Pou 8 (Myp)
desde el centro de rotacion (fig. 3) y sea g, la tan-
gente & dicha curva en el punto G,, de interseccion
y construyamos los punlos y rectas homoélogos de g,
Y o Resullarg, pues, g, tangente & (m,) en G, y g,
langente & (m,) en G,.

Las rectas p, y p, seran las normales & (m,) y (m,)
en los puntos de contacto y seran, dz consiguiente,
perpendiculares a4 g, v g¢..

Si el desplazamiento considerado es inflnitamente
pequeiio, g, es tangente 4 la envolvente de (m) en
G,y la normal p,.. 4 dicha cnvolvente contiene el
centro instanlaneo. Luego:

Los puntos de contacto de una curva movil con su
envolvente son los de interseccion de la misma con las

normales trazadas desde el centro instantdneo de rotacion.
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Consideremos un haz de centro A, perteneciente
& o. Venimos de demoslrar que el punto en que cada
uno de los rayos que lo componen toca 4 su envol-
vente, es el punto de interseccién con la perpendicu-
lar trazada al mismo desde el centro instantaneo de
rotacion O. El lugar geométrico de esos puntos de
contacto es una circunferencia, pues resulta de las
intersecciones de los pares de rayos correspondien-
tes de dos haces de centro 4 y O que se cortan orto-
gonalmente. Por consiguiente:

Los puntos en que los rayos de un has locan & sus
envolventes estin en cada instante sobre una circunfe-
rencia que tiene por didmetro la recta que une el centro
instantdneo con el centro del has.

Si una linea es sujeta & pasar constantemente por
un punto fijo P, el punto de la misma, que mediante
una rotacién infinitamente pequeiia alrededor del cen-
tro instantaneo O, coincide con P, habra descrito un
elecmento de la curva considerada; P O ser4, pues, la
normal en el punto P.

Entonces: Si una curva del sistema mévil pasa cons-
tantemente por un punto fijo, la normal d la misma en

dicho punito contienc el centro instantdneo de rotacion.
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q 1

tes a la r

Aplicacion de ios resultados pr

de aluunds problemas geométricos

11. Conocida la ley cinematica de la cual depende
la generacion de un determinado lugar geométrico,
facil sera In determinacion de los centros instanta-
neos, normales, tangentes y contactos de una curva
movil con su envolvente.

El problema serd factible, siempre que para defi-
nir el desplazamiento secan dados:

“a) las trayectorias de dos puntos.

b) la travectoria de un punto y Ja envolvente de

una linea.

c) las envolventes de dos lineas.

d) un punto por el cual deba constantemente pasar

una curva, v la trayecloria de un punto.

e) un punto por cl cual deba constantemente pasar

una curva, Y la envolvente de otra curva.

Fjemplo 1°: Podar de una curva (c¢) con respecto d
un punto Q.

Siendo la podar el lugar geométrico de las piés de
las perpendiculares trazadas 4 las tangentes de (c)
desde el punto Q, una recta PQ del sistema mévil
pasa constantemente por un punto fijo Q, mientras
otra recta P C tiene por envolvente la curva dada (c).

El centro instantaneo (fig. 4) es la interseccion O,
de las perpendiculares OQ y OC a los lados del
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angulo recto mb6vil C/15\Q, cuyo vértice P engendra
la podar de (c).

La normal 4 la podar en el punto P sera la OP.
Ahora bien, la figura OQ P C ¢s un rectangulo que
tiene por dingonal*s la normal & la podar y el radio
veetor correspondiente de la curva (c¢). lLuego: la
normal d la podar de una curva, pasa por el punto
medio del vector correspondiente de la misma curca.

lljemplo 2°: Curra de Watt 6 de larga inflerion.

Hachette, en su Histoire des Machines & vapeur, ha
aplicado por primera vez el matodo que nos ocupa
4 la curva de larga inflexion. lsta curva es la des-
crita por ¢l vertice D (fig. 5) del mecanismo Hlamado
paralelogramo articulado de Watt, destinado a la
transforimacion del movimiento circular alternativo
de la balanzadera O A en un movimiento sensible-
mente rectil{neo.

O y Q son dos puntos fijos: el primero es la pro-
yeccion del cje de rotacion de la balanzadera solidaria
del paralelogramo articulado en sus cuatro vértices;
alrededor del segundo gira cl vértice ¢ ligado a Q
por la brida QC.

Al girar la balanzadera. B y C se mueven sobre
circunferencias de centro C y Q respectivamente.

La recta O D corta ellado BC cn el punto D' cuya
posicion sobre el mismo lado no varia & ciusa de la
constancia de las magnitudes O A4, AD y OBy de
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. AO _BO .
la relacion TD-0D constante cualquiera que sea

posicion y deformacion del paralelégramo.

El lugar del punto D'tiene por normal la recta
D K queliga & D' con el cenlro instantaneo X inter-
seccién de las normales OB y OG 4 los circulos
descritos por dichos puntos.

En virtud de la semejanza de los triangulos O A D
Yy OB D'y de la constancia de los lados OB y 0 A,
la relacion

OD':0D es constante,
luego las curvas (d') y (d) engendradas por D'y D
son dos curvas homotéticas, siendo O su centro de
hometecia.

Determinado un cierto numero de puntos de la
curva (d') podran obtenerse los puntos homalogos de
la (d) bien analitica bien proyectivamente. Las nor-
males & rsta dltima se obtendran trazando paralelas a
las normales de la primera enJos puntos homologos.

[FJEMPLO 3. Conc’oide. —Sea (m) una curva cualquiera
-y O un punto fijo, que tomaremos como polo. Tra-
cemos el radio polar O M y tomemos sobre ¢l & partir
de M una magnitud conslante M P (fig. 6).

El lugar geométrico del punto P es una concoide
de la curva (m). La concoide puede ser engendrada,
segun resulta de la definicion dada, por un punto P
movil sobre una recta ¢ pasando constanlemente por
un punto fljo O, en tanto que otro punto M, movil
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sobre la misma recta d, describe, permaneciendo &
distancia invariable de P, una curva dada (m).

El centro irstantaneo relativo & la posicién indi-
cada en la figura, es el punto I de interseccion de
las normales a @) y 4 (m) en O y en M respectiva-
mente.

Luego, pues, [ P es la normal 4 la concoide en el
punto P.

Esempro 4. Un angulo constante se desplaza de
manera que sus dos lados r y s permanccen tan-
gentes 4 dos curvas dadas (1) y (s).  Se pide la normal
4 la trayectoria del vertice V del angulo mévil.

Siendo las curvas () y (s) las envolventes de los
lados r y s del angulo, el centro inslanliuco serd el
punto C de inlerseccion de las normales & () y &
(s) en los punlos de contacto con los lados del angulo.

La recta C V serd evidentemente la normal en V
a la trayectoria de este punto.

Si, como caso particular, una de las curvas, la (s),
por ejemplo s¢ reduce 4 un punto S, y suponemos
ademas que el angulo V es recto, su vértice desceri-
bira la curva que hemos definido como podar de la

linea () con respecto al punlo S.
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Expresion de la variacion de longitud de una recta mavil

12. Por ser de aplicacién en la teorfa del trazado de
normales & ciertas curvas y particularmente & aque-
llas cuya ecuacion es ordinariamente dada en coor-
denadas bipolares, vamos 4 hallar la expresién de la
variacion d! de longitud de un segmento ! de recta
movil comprendido entre dos curvas dadas (m) y (m')
(Aigura 7).

Sea O cl punto de contacto de la recta movil con
su envolvente, M y M' los extremos del segmento /,
vy N y N'los puntos en que la perpendicular trazada
por O & OM, corta 4 las normales en M y M' de las
curvas dadas.

Llamando d¢ al angulo de coutingencia de la en-
volvente de la recta considerada tendremos, conside-
rando las curvas referidas al sistema polar quc tiene
por polo el punto O:

dOM=0N.do
dOM'=0N"'ds
o bien:
d(OM —-OM)=(ON—-ON")ds
es decir:
dl=NN'dy,
expresion buscada.

11

LUGAR GEOMETRICO DE LAS INTERSECCIONES
DE LAS
NORMALES A DOS CURVAS FIJAS

APLICACION A CURYAS REFERIDAS A SISTEMAS COORDENADOS

BIPOLARES

13. Sean (m) y (m,) dos curvas fijas situadas en el
mismo plano; M P y M, P las normales 4 estas cur-
vas en M y M, respectivamente, y P su punto de
interseccion.

Llamando p y ¢, 4 las distancias variables MP y
M, P ¢l lugar geométrico del punto I sera definido
por una ecuacién de la forma:

JSee)=0.

Nos proponemos trazar la normal al lugar (p) en
el punto P.

Sean K y K, los puntos de interseccion de la nor-
mal buscada con las normales correspondientes a las
envolventes de las rectas M P y M, P, es decir con
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las perpendiculares & MP y M,P en Ey E, centros
de curvatura de (m) y (m,) relativos a los puntos M
y M, (fig. 8).

Para un desplazamiento infinitamente pequefio de
P, se tiene segun la formula establecida en el para-
grafo 12 del capitulo precedente:

de=FEK.de, dpop,=FE,K,.db
siendo d6 y d6, los angulos de contingencia de las

evolutas (m) y (m,).
De las relaciones anteriores sacamos:

dp _ EK.do i (1
de. ~ E.K.dv, )

Pero como el elemento d(p) de trayectoria del pun-
to P, correspondiente al desplazamiento considerado
puede expresarse de las dos maneras siguientes:

d(p)=PK.d¢
d(p)=PK,.do,

resulta:
do _ PK,
de, PK
y, por consiguiente:
de _ EK.PK, _ EK:PK
de,  E\K.PK = EK:PK

6 bien:
dp sen o
[ SR )
dp, sen w,

llamando o ¥ ©, 4 l0os 4ngulos que la normal & (p)

forma con las correspondientes normales & (m) y (m,).

Diferenciernos la ecuacion f(pp,) =0:

af af
de_}- 9p d9,=0
de donde:
~ LA
de __ _3p
deo —
dp
luego:
o
dp __ seno
YA T Tseno,
2

relacién que nos proporciona la siguicnte regla:
Se llevan sobre P M y M P, longitudes proporcio-

nales 4 % Y g—: Y con los segmentos asi obteni-

dos se construye un paralelégramo. La diagonal de
este paralelogramo que pasa por el vértice P es la
normal en P 4 la curva (p).

EsempLo 1. Ovalo de Descartes — Supongamos la
curva (m) reducida & un punto M, y que (m,)sea una
circunsferencia.

Si las distancias p y g, conservan una relacién cons-

tante —g—-:K, la trayectoria del punto P es un ovalo
)

de Descartes. Su ecuacién es, pues:
Slep)=p—Kp,=0
de donde:



Entonces:
2L
senw _ 92 - K
sene, S

ap

relacion que permite hallar la normal por la regla
dada del paralelégramo.

2. Lemniscata—Si (m) y (m,) se reducen & puntos
My M,; y P se desplaza de suert: que el producto
de sus dislancias ¢ y p, 4 los dos puntos fijos My
M, es constante, su lrayectoria es una lemniscata.

La ecuacion en coordenadas bipolares de esta cur-

va es pues:
Sep)=pa=K
of _ . AL _
1) =P 20 4
Y, por tanto:
senw___ p
sene, o

Consideremos un cierto namero de rectas pasando
por un mismo punto P. Nos proponemos encontrar
la normal & la trayectoria (p) de este punto siendo
determinado el desplazamiento de las rectas consi-
deradas por las relaciones entre los segmentos inter-
ceptados por dos curvas dadas (m) y (m') (fig. 9).

Sea P M una de esas rectas y (e) su envolvente,

i b

-

L r——

Representemos con la letra p afectada de subindi-
ces las longitudes tales como MMy sea:
Slepsps--- )=0
la relacion dada que determina el desplazamiento.

Diferenciando 1a anterior ecuacién sec tienc:

RS
00 2
6, abreviadamente:

D5far=o

Las normales en M y M' & las curvas (m) y (m)

p,+—‘f—dp,+ =0

cortan en V' y N' 4 la normal en E 4 la envolvente
de la recta P M, luego:

do=NN"'.de
siendo d¢ el angulo de contingencia de (e);y, por
consiguiente :

-
Za—f~NN'do=0
2

En vez del éngulo de contingencia d6, variable
para cada una de las rectas, podemos comodamente
introducir el elemento de dp de trayectoria del punto
comun P.

Tendremos, por ser O el centro instantaneo:

d(p)=0P.de d =4
(p) P.de de donde ds 0P

' luego:

' AS NN
2, ~op dm=0

5

6 bien:
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I Z

Sobre P M, tomemos una magnitud PF igual &
-Qf—, por I tracemos una perpendicular 4 PM y

proyectemos desde P los puntos Ny N'.
Tendremos:

Y, de consiguicnte:

Gu
21’F L =%

En el triangulo rectangulo F P L, tenemos:
PF=MLcosFPL
6 bien designando con i el angulo FPL:

PF
L =c0s i
luego, entonces:
_
Y6 Heosi=0. ()

Ahora bien, G Hcosi es evidentemente la proyec-
cién de G H sobre la tangente en P a (p) yla suma
EG Hecosi es la proyeccion sobre la misma recta de
la linea de cierre del poligono construido con todas
las magnitudes como la GH. La ecuacion (1) de-
muestra pues, que dicha linea de cierre es perpen-
dicular 4 la tangente en el punto P, 6, en otros tér-
minos, coincide con la normal buscada.

~-

- —

Supongamos cemo caso particular que la curva (e)
sea la evoluta de (m') y que todas las curvas como
la (m) se confunden con la trayectoria de P.

La ecuacion:

Sioipips- - ) =0 ¢
expresa ahora una relacion entre distancias de un
punto de la curva ( p) & las curvas dadas, distancias
contadas sobre las normales 4 eslas ultimas.

La ecuacion (1) obtenida al estudiar el caso gene-
ral serd (fig. 10):

Zl"L cosi=0
y como:
FL=pEg S
- cos ¢
[}

FLcosi= /P Eseni,
serd, finalmente:

_
Z}’Fscn (=0

ecuacién que proporciona la siguiente regla: se fo-
man sobre las normales PM,, PM, ... longitudes pro-
af  af
N dps

la resultante de todas esas rectas.

porcionales d las derivadas .y se halla

Supongamos, como ejemplo que las curvas (m') en
numero de dos, se han reducido &4 puntos F y F'y
que la ecuacion f(p,p,) =0, sea:

ph—pa—2a=0.
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La curva es evidentemente una hipérbola cuyos
focos son los puntos F y F'y cuyo eje transverso
de longitud 2a es la recta que liga los polos.

Por serL/=1 y ~i=—1, la normal seréa la
9p 9ps

bisectriz exterior del angulo formado por los radios

focales p, Y p,

v

DESPLAZAMIENTO CICLOIDAL

CURVAS POLARES
Supongamos que el sistema movil o efectua suce-
sivamcute rotacioncs o, w,, @, .. al rededor de pun-
tos O, Q, R'....dados arbilrariamente en el plano

fijo.

De la posiciin inicial ¢, el sistcma pasara & ocu-
par sucesivamente las posiciones q,,5,.... correspon-
dientes.

Determinemos en la posicion inicial o, (fig. 11) el
punto Q de manera que:
0'Q=00Q
Y 4ng. Q0 Q =,
Tracemos también la recta QM tal que:
ang. MQO'=4éng. R'QO';
determinemos en ln misma posicién o, del sistema el
punto R de mancra que:
QR =QR
y ang. RQM = o, etc.
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Designemos todavia con O el punto O' en tanto que
lo consideremos como punto del sistema mévil. Ha-
bremos construido asi una linea poligonal OQRS de
o cuyos lados son respectivamente iguales & los de
OQRS.

Si se hace ahora girar & ¢ del angulo o, alrededor
de O, Q coincidira con Q'; si enseguida gira del an-
gulo w, alrededor de este ultimo punto, R caerd sobre
R' etc. Se vé, pues, que el movimiento cs el mismo
que resultaria de hacer rodar el poligono O QR S so-
bre el O'Q'R' S

Ahora bien, la conclusién anterior es evidentemente
independiente del numero de sistemas ¢, 09,,0,.... CON-
siderados y de sus posiciones relativas. Si éstas se
aproximan indefinidamente, ¢ bien, si son las posi-
ciones sucesivas del sistema en un desplazamiento
continuo cualquiera, las poligonoles se habran con-
vertido en curvas: la O'Q R'S' ser& una curva (¢')
del plano fijo, cuyos puntos son en el curso del mo-
vimiento los centros instantdneos de rotacién; la
OQRS sera una curva {¢), lugar de los puntos del
sistema que durante el desplazamiento coincidiran
sucesivamente con los centros instantaneos. El mo-
vimiento, en fin, se producird de modo que la curva
(c) rucda sobre la (c').

Debemos naturalmente excluir en esta cuestion,
tratada bajo el punto de vista mas general, el caso
en Jue el movimiento sea una simple translacion y
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aquel en que consista en una rotacion alrededor de un
centro fijo.

Podemos, pues, establecer que:

Siempre que ro se trate de una translacién 6 de una
rotacion, el desplaramiento de un sistema plano en su
plano, puede obtlencrse por el rodamiento de una curva
del plano movil sobre una curva del plano fjo, es de-
cir, por un desplazamiento cicloidal.

Por ser definida cadn una de estas curvas,como lu-
gar geomdtrico de los centros instantaneos de rola-
cion, se las llama curcas polares.

] teorema de Cauchy, que acabamos de demostrar,
permite concluir que la naturaleza del movimiento
depende de la eleccion de las curvas polares. A me-
nudo se designan con el nombre de ruletas las tra-
vectorias de los distintos puntos del sistema en el
desplazamiento cicloidal y se denomina base de la

ruleta, la curva fija ().




Relaciones métricas entre fos diametros conjugados
de la elipse

TEOREMAS DE APOLONIO

15. Sean las rectas (a) y (b) (fig. 12) las trayecto-
rias de dos puntos A y B del sistema ¢. Las norma-
les 4 dichas rectas en A y B, respectivamente, se
cortan en el punto C, centro instantaneo de rotacion.
El circulo determinado por los puntos O, 4 y B con-
tendri evidentemente el punto C, que seré extremo
del didmetro pasando por O.

Entre las diagonales A B y OC del cuadrilatero
inscriptible O A C B, existe la relacién conocida

AB AB
g =sen A OB, de donde Oc=m

que da para OC un valor constante en todas las po-
siciones del sistema. De consiguiente, el lugar de los
centros instantdneos, 6 sea la base de la ruleta es la

. . . AB
circunferencia de centro O y Pélem

Supongamos ahora & las rectas (a) y (b) pertene-

ciendo al sistema movil A causa de la invariabilidad
del angulo de estis rectas, sus perpendiculares A C
y B C formardn, durante el desplazamiento, también
un 4ngulo constante; C estars, pues, sobre el seg-
mento capaz del ingulo 4 CB 6, en otros términos,
permanecerd duranle el desplazamiento sobre la cir-
cunferencia circunscrita al trialngulo A OB; lucgo la
curva polar movil () es la circunferencia de didmetro
OC que rueda interiormente d la base (c).

Al rodar (d) sobre (c), el punto A describe la recta
(@); el punto B larecta (b); del mismo moro, enton-
ces, un punto cualquiera H de (d) describe un diame-
tro (h) del circulo (¢). P y Q son los extremos del
diametro de (¢) que contienc el punto M. Al rodar
la circunferencia (), el punto P describe el didmetro
OP y Q, el didmetro OQ de (c); luego la trayectoria
de M es una elipse cuyos semi-ejes, iguales en mag-
nitud & M P y MQ, tienen por direcciones respecti-
vamente OP y OQ. La normal en M 4 la elipse (m)
es la recta M C; corta & la circunferencia (d) en D,
y como O D es perpendicular 4 C M, la tangente en
M & la elipse es nccesariamente paralela 8 OD;
luego O D y OM son dos didmetros conjugados de
(m).

Para oblener la longitud del didmetro conjugado
del OM, cuya direccion, como acabamos de ver, es
OD, consideremos al punto M de la elipse, como un
punto invariable del segmento C D constante durante
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el desplazamiento. Al rodar la circunferencia (d) C

describe el didmetro OC de (¢) y D el diametro O D.

Cuando C llega & ocupar la posicién O, M coincidird

con un punto N de O D determinado por la relacién
ON=CM

Este punto N es la extremidad del diametro de la
elipse, conjugado del O M.

Dados dos semi-didmetros conjugados OM y ON
de una elipse hallar los ejes.

De acuerdo con lo que precede, el problema se re-
suelve cotno 4 continuacién se indica. Sobre la per-
pendicular 4 O N trazada desde el punto M se toma
4 partir de M una longitud M C = ON. Se une O con
C y sobre la recta OC como diametro se describe
una circunferencia. Losextremos P y Q del diame-
tro de dicha circunferencia (ue pasa por M perlene-
cen respectivamente 4 los ejes O Py 0Q de la clipse,
cuyas magnitudes son los duplos de M Py MQ.

Pueden también deducirse de la misma figure 12
otras relaciones métricas. Damos & continuacion
aquellas que son expresadas por los clésicos teore-
mas de Apolonio.

Notemos al efecto que entre los segmentos que M
determina sobre una cuerda cualquiera PQ que lo
contiene, se verifica la relaciéon

MP<xMQ=MD
Y como
MD=0OMsen NOM

Y & més
MC=0N (a)
resulta :
MPXMQ=0NxOMsen NOM
Luego: el prodicio de dos semi-didmetros conjuga-
dos de una elipse par el seno del dngulo comprendido,
es igual al producio de los semi-gjes.
Por un teorema conocido, se tiene
MO +MC=MP+MQ
6 bien, por la relacion («)
MO+NO=MNP+MqQ
Lucgo: la suma de los cuadrados de dos semi-did-
melros conjugados de una elipse es igual  la suma de

los cuadrados de los semi-¢jes de la misma.

Formulas relativas al desplazamiento cicloidal

16. Sea (c¢) la curva polar fija 6 base de la ruleta
y (b) la curva polar movil (fig. 13).

Sean C y B dos puntos de dichas curvas polares,
orfgenes & su vez de dos sistemas de coordenadas
x Cy, & By, que tienen por cje de abcisas la tan-
gente en C y en B respectivamente y poreje de or-
denadas la normal en el mismo punto 4 las curvas

© vy b




Por la naturaleza del desplazamiento cicloidal, al
coincidir B con €, también habran coincidido los
dos sistemas coordenados x, By', y z,Cy,.

Para pasar del sistema zOy al z,Cy, sirven las
férmulas

r=a+x,cose—y,seny

y=b+z sen¢+y, cose 1)
en las cuales a y b son las coordenadas del punto C
Y ¢ el dngulo de la tangente en dicho punto a (c) con
el eje Oz, tangente cuya direccion esta dada por:

da db
COSY=gy-  seny=——

Andlogamente las formulas de pasaje del sistema
Z'0y al 2’ By, son:
*'=a'+ z'cos¢' —y,'sen ¢
y'=b+z'sens' +y,' cosy' (2)
en que a,b'y ' son respectivamente las coordenadas
de By el angulod= la tangente Bz, con el eje O'x',

Los valores que fijan la direccién de esa tangente
son:

La curva (b) tendra un movimiento de rodar sobre
la (c) si se verifica:
=z y=y. ®)
Por otra parte de las formulas (1) qne también po-
demos escribir como sigue:

-_—47 —
A

,Coses— g Senpy=xr-—a
T sengt g cosp=y—>b,
deducimos:

x—a —stnp

T, = = (x— a) —b)se
», = y—b cos«;l (@—aj)cose + (y —b)sen¢

Cos % r—a

= (y—b)cose — (x —a)seny.
seny y—b

.’/|=|

Analogamente deducimos de las féormulas 2):

x—a —sens \ ] , Ve ,
= = (x'—d')coss' + (' —b)seny
% ‘y‘—b' COs ¢ | (
,_]cosy r'—d

= = (y'—b)cose' — (x'—aY)seny'
Y | seny y'— & , (y ) k4

Y, en virtud de las (3):

(z~a) cos ¢+(y—Db)sen ¢=(x'—a’) cos ¢'+ (y'—b’) sen ¢'
(z—a) sen 9—(y—b) cos p=(x'—a') sen ¢—(y'—b) cos ¢’
férmulas de transformacién que permiten pasar de
los ejes fijos alos ¢jes solidarios de la figura movil.

17. Toda curva plana puede ser engendrada por
medio de un desplasamiento cicloidal.

Sca (m) la curva dada y (c) otra curva del mismo
plano (fig. 14).

Si (m) fuera el lugar geomdtrico de un punto M
de un sistema movil y (¢) la base de la ruleta 6
sea el lugar de los centros inslantancos de rotacién
en el plano fijo, la recta M1 que liga el punto M cn
una de sus posiciones con el punto de contacto I de
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(¢) con la polar (b) del sistema movil, seria la normal
en M & (m).

Esto supuesto, podemos considerar & (c) determina-
da por medio de la curva dada (n) y por las distan-
cias u= M1

En otros términos, si y =/(z) es la ecuacién de (m),
la linea (c¢) podra ser representada por una ecuacion
de la forma u = ¢{(xz). La curva polar (b), si existe, se
determinara en coordenadas polares tomando como
eje polar una recta arbitraria pasando por M, y como
polo el mismo punto M.

La curva (b) estard determinada por la relacion que
para cada punlo de (m) existe entre u y el angulo
polar .

Tracemos la normal M'G & (m) en el punto M' in-
finitamente proximo al M y con centroen O, centro
de curvatura de () relativo al punto M, describa-
mos el arco 1 H.

Hagamos p = O0M

u=M/[
ds=arcoMM'
e= M?)\M‘= angulo de contingencia de
(m) en el punto M.
En el triangulo rectangulo /G H, tenemos:
IH=HG\ZgIGH.

_ lp+uwe _ ul ds
wiea=L000 <1+ o7

A
=

Por otra parte
tgl 6 H= u—jZ—
luego :
1 1
du_(T+Tst. )

Si por medio de Ja ecuacion y =/(z) de (m) y de la
ecuacién u = ¢(x) de (c), expresamos p y ds en fun-
cién de u y du y sustituimos en la (1), la ecuacién
obtenida es la de la curva (b). En cl desplazamiento
cicloidal que ticne por curvas polares(c) y (b) sien-
do (c) la base, el punto 47 engendra la curva dada (m).

Casos particulares : 1°. Supongamos u = —p.
La curva (¢) es enlonces el lugar de los centros de
curvatura 6 sea la evoluta de (m).

La férmula (1) es, en este caso:

dom{d— 1)
6 sea

do=0
de donde:

w = constante.

Por tanto, una curva cualquiera puede ser descrita
por un punto M de wna recta que rueda sobre la evo-
luta de la misma curca.

2°. Supongamos z = constante.

Integremos la ecuacion (1):




Pero:

= S r,d_y_ te
m-_—u—-i-ar'c.t{., d.z-+C'

3°, La base (c) es una linca recta.

Tomemos & esta recta como eje de abcisas.

Entonces:

w-i T

De la ecuacion (1) obtenemos:

d'y

\
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] e

PV IR A TR |

ftl:t
w =
Y

ecuacion que definela curva (b) tal que rodando sin

6 bien:

+ arc. tg—g—i + C*%,

resbalar sobre una recta dada (c), los puntos solida-
rios de ella tienen por trayectorias curvas dadas.

18. Puede tambitn establecerse la ecuacion de la
polar incognita (b)) de la manera siguiente:

Sea P el punto de contacto de (b) y (¢), que toma-
remos como origen de un sistema de coordenadas
polares.

La recta P M que liga un punto M de (m) con el
correspondiente centro instantaneo P, es normal &
dicha curva en M; la longitud P M =r varfa con
la posicién del punto M, generador de (m).

Puesto que las lineas (¢) y (m) son dadas, el angulo
de r =P M con la base (c), 6 bien su tangente trigo-
nométrica, estdn determinados porla longitud r de
normal considerada; de modo que llamando 8 dicho
angulo, pedemos poner:

tgo=s().
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Pero como (b) y (¢) son langentes en el punto P
el angulode r con la curva (b) es el mismo angulo o,
cuya expresion scra, por tal motivo:

o de
Lg0=r-w
Entonces, pues:

de i

r-w =f(r).

do= .f(")d" ,

—
de donde e=ffi'3_d—’-

Ilustremos esta tcorfa con un ejemplo sencillo.

Las curvas dadas (m) y {c) son rectas; se trata en-
tonces de determinar una curva (b) tal, que rodando
sobre la recta (c), uno de sus puntos M, describa la
recta (m).

El angulo 0 dela normal & () con (c) es evidente-
mente constante; sea por ejemplo:

tg o= 1) =_3‘L_ = constante.

d0=f dr - logr—loge
mr m

r
mo=Ilogr—loge log[—c—)=m0.

r=ce" ecuacién de una espiral logaritmica.

-~ e

|

\%

RECTIFICACION DE CURVAS PLANAS

19. Supongamwos el caso sencillo, susceptible de

extension, de ser la linea considerada, la engendra-

da por un punto M del circulo de centro C y radio

* rodando sobre otro circulo fijo de radio R (fig. 15).

Llamemos :

z el angulode la recta €M con otra recta fija O X.
g ¢l angulo M CO.

¢ el angulo COX.

A el punto de contacto de los dos circulos polares.
La longitud de la diferencial del arco de trayecto-

ria del punto M es:

ds=AM.da.
Mas como:
a=19049
da=do+d»

ds=A M@0+ do)



Por otra parle:
AM=2rsen %

Y, en consecuencia :

ds=2rsen -°2—[do+ dsl.

Pero, por tratarse de un desplazamiento cicloidal:

ro=Re
r
dtf:Tdﬂ
luego:

ds:2r[1+%—]sen%de

s=f2r[1 +%]senlzdo.

Para obtener la longitud del arco de epicicloide
comprendido entre dos puntos consccutivos de retro-
ceso, debemos tomar como limites del integral los
valores 6 =0, 6 =2m.

Asi, pues:
a7 » 0
s= [ 2ri1 —-)sen—de:
j(; ’[ += 2

= [—47'[1 -}——71'-_1,-] cos %I"

srlin ) ol )=o)

-v@-:— -.-.;—.‘_ .

CASOS PARTICUIARES !

Cardioide—En esta curva R =r vy, por consiguiente:
s=8r(1+1)
s=16r.
Cicloide ordineria—La circunferencia de centro O
es una recta, es decir R =oo.
Luego:

s=28r.



VI

CENTROS DE CURVATURA

20. Puede resolverse cinematicamente el problema
de la determinacion de los centros de curvatura, ha-
ci¢éndolo depender de la solucion de la siguiente
cuestion y de su reciproca.

La envolvente de una recta A B (figura 16) de
longitud variable delerminada por las lineas (a) y (b),
es una curva (e). Sobre A B constriyese un tridngulo
A BM semcjante 4 un triingulo dado en todas las
posiciones del sistema movil. Se lrata de determinar
la normal 4 la trayectoria (m) del vértice M en este
punto.

Desde luego, en todas las posiciones del sistema
movil, cada uno de los angulos MAB, MBA y
A M B, permanece constante.

Para un desplazamiento infinitamente pequeiio del
angulo 4, el centro instantaneo de rotacion es el punto
a de interseccion de las normales 4 (@) vy 4 (¢) en Ay
en E respectivamente.

.

e AT -

~

-

Del mismo mudo el punto g de concurso de la
misma normal en £ & (e) con la normal & (b) en el
punto B, es el centro instantaneo relativo al despla-
zamiento del &ngalo B.

Los piés R y $ de las perpendiculares & A M y &
B M desde « y @seran, en consecuencia los puntos
de contacto de estas rectas con sus respectivas envol-
ventes. -

En cuanto al tercer Angulo M, su centro instan-
tdnco es el punto u de interseccion de Ra y S8, V,
por consiguiente la recla My es la normal pedida.

Supongamos ahora, reemplazadas respectivamente,

(@) por el circulo ARE Yy
(b) por el circulo BSE.

La curva (m) (fig. 17) sera el circulo S Ru M (*) que
pasard evidenlemente por el punto 7/ de interseccién
de las dos primeras circunferencias.

Trazando las tangenles en A y en B respecliva-
mente a las dos primeras, se habra construido el
triangulo 4 B T cuyos vértices estan sobre una cir-
cunferencia que también conticne cl punto I.

Analogamente la tangente en M a la circunferencia
M SR forma con lasrectas AM y 4 T un tridngulo
yconlas MB y BT otro, teniendo sus vértices sohre
circunferencias que pasan por el punto /.

Hecha esta observacion, que es la base en que

(*) Nouvelles Aunales de Mathématiques, 1857.
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reposa la construccién geométrica que emplearemos
mas adelanie en la determinaciéon de los centros de
curvatura, pasemos 4 cousiderar el caso en quc el
punto M (fig. 18) estd en M' sobre la recta A B.
De los triangulos semejantes afp y A BM dedu-
cimos (fig. 16)
ap. AM

gw  BM
vy por tanto tendremos en el caso particular & ue nos
referimos: (fig. 18), llamando ' al punto analogo & .
ap'! _ AM
Bu' ~ BM
Podemos en consecuencia, sentar la proposicién

que sigue:

Dividase una recta de longitud variable en dos seg-
mentos 4 .M' y M'B proporcionales & dos nimecros
dados.

Para obtener la normal & la trayectoria (m') del
puuto M’ tracese en A la normal 4 la curva (a)
descripla por este punto, la cual encontrara en un
cierto punto 2 & la normal en £ a la envolvente de
la recta movil; la construccién analoga para el punto
B origina el punto B. Toémese sobre el segmento «8
un punto y’ quedivida & «3 en la relacion A M:BM'.
La recta M'y' es la normal buscada.

21. Problema inverso.—Sea A B una recta que se
desplaza de manera que lres curvas dadas (a),(m')y
(), la dividen en segmentos que guardan una rcla-

cion conslante.

De acuerdo con lo que acabamos de exponer, se
obtendra el punto E de contacto de la recta conside-
rada con su envolvente (e) trazando una perpendi-
cular 4 la A B en posicién tal, que las normales 4
(a), (m') y (b) respectivamente en (4), M' y B la
corten en puntos: q, p' v 8 que satisfagan & la relacién

ayp A M

50 BM
cion de un problema de genmetria elemental; puede

La cuestion se reduce 4 la resolu-

también emplearse la siguiente regla, deducida de las
consideraciones apuntadas al tratar el caso 4 que se
refiere la fig. 17.

Tracense en A, M' y B las tangentes 4 las curvas
(a), (m') y (b) y describanse las circunferencias cir-
cunscriptas 4 los cuatro triangulos que forman las tres
tangentes trazadas y la recta A B. combinadas de
las diversas maneras posibles; las circunferencias
obtenidas pasan por un mismo punto. La circunfe-
rencia trazada por dicho punto tangencialmente 4
una de las tres curvas dadas, la (m') en el punto M
corta 4 la 4-B en el punto E buscado.

22. Conclusién importante.—Si la recta mévil per-
maneciera durante el desplazamiento normal & una
de las curvas dadas, la (a), por cjemplo, el punto £
asi obtenido seria el punto de contacto de la recla
con la evoluta de (a), es decir, el centro de curvatura
de la linea (a).

La construccién que precede, deducida de propie-
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dades cinemaéticas permite, pues, la determinacion de
los centros de curvatura de lineas cuyas propiedades
particulares pueden traducirse en las relaciones mé-
tricas que sirven de base & la teoria que venimos de
desarrollar.

Epicicloide ordinaria

RELACIONES METRICAS

23. Sea (m) la cpicicloide engendrada por el punto
M solidario de la circunferencia (¢) que rueda exle-
riormente sobre la circunferencia (p), (fig. 19).

M A es la normal en M & dicha curva.

Tracemos la recla A Q y por P uua paralcla &
dicha recta. Esta ultima y la normal M A se corlan
en ¢l punto B.

De la semejanza de los tridngulos MAQ y AP B,
resulta:

MQ _ PB
QA ~ PA

Mas, como los segmentos MQ, AQ y PA son de
longitud constante, cualquiera que sea la posicion del
sistema movil, también es constante la magnitud P B;
lo que quiere decir que la trayectoria del punto Bes
la circunferencia descripta con centro P y radio P B.
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Por ese mismo mcivola relucion M A:M B es cons-
tante; y la recta MA es dividida en cualquier posi-
cion de (q) en parts proporcionales.:

Podemos entonces determinar el punto de contacto
de esta curva con su cnvolvente.

Son conocidas de anternano:
1°. la normal M A & la curva (m) en el punto M,
2. la normal 4 P al circulo (p) en el punto 4;

3. la normal 2 B al circulo descripto por B.

Debemos pues trazar por 4 una perpendicular que
sea dividida por aquellas tres rectas en segmentos que
guarden la rclacion MA:M 3.

Con lal objeto, prolonguemos la P B hasta el punto
E de interseccion con la perpendicular A £ ala A M
y prolonguemos igualmenle la M Q hasta cortaren D
a la misma recta. Digo que la interseccion w de las
rectas M By DP, es el centro de curvatura de (m)
relalivo al punto M.

Tracemos, en efecto, la pg paralela 4 la A E; ten-
dremos evidentemente

wa AD . MA

w3 AL MB
relacién que justifica la construccion geométrica

emplcada.

Nos proponemos ahora encontrar analiticamentle la
posicion del centro de curvatura de la misma epici-
cloide.

Recordaremos, al efeclo, que si desde un punto
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fijo o interior 4 un angulo R(I)\S se trazan distintas
transversales RS, R'S.... se verifica constantemente
la relacién

(&5 st = (S + 557) som =
propiedad que aplicada al dngulo M D P cortado por
las transversules My y P Q, permite establecer:

1 1 1
Wty - (m’f W)m
6 bien llamando R al radio P A de (p);
R'al radio QA4 de (¢9);
¢ al radio de curvatura My de (m);
d & la distancia A M
y ¢ al éngulo DA P,

Ii?—+—1%=(—%i»+ 9—_17-) sen ¢.
ecuaciéon que determina cl radio de curvatura p en
funcion de la distancia M A y del angulo ».
Si (p) es una recta y M es un punto de (g), se
verifica
d=2rseng; siendo r el radio de (q).

Entonces, la relacion que antecede se convierte en

seng _ (1 1)
2T—<d =g )sens

2 __ 9
d = d(e—d)

p=2d.

S

:==.=&,
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Luego, el radio de curvatura en un punto de la ci-
cloide ordinaria, es igual al doble de la porcion de
normal a4 la misma curva, comprendida entre cse
punto y el de contacto con la base.

Ecuacion de Savary

24. Supongamos que las curvas polares (p) y (9)
no sean circunfrrencias (fig. 20).

A partir del punto de contacto sobre esas dos cur-
vas tomemos dos arcos iguales infinitamenle pequc-
nos A By AB'ysea M' la posicion del punto M
cuando B' coincide con B.

Oblendremos la normal en M' 4 la ruleta (m) unien-
do los punlos M'y B: el centrodec curvatura de (m)
serd pues ¢l punto u cn que las normales consccu-
tivas MA y M'B se cortan.

Hagamos:

MM =ds;
AB=AB'= [lc;
AP =R =radio de curvatura de (p)
en cl punto 4:
A Q=R'=radio de curvatura de (q)

en el mismo punto;
MA.=d; M|J.=p.
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Los angulos de contingencia de (p) y de (¢) en el
punto A seran:
de do
r YR
y de consiguiente la rotacion del sistema correspon-
dienle al paso del centro instantco de la posicion 4
4 la B; tiene por expresion

1 1 )
[+ )
la longitud del arco M M' es, entonces:
1 1
ds=d'[T +_R' ]da‘

Llamando, por otra parte » el angulo que forma la
recta P Q— que une los centros de curvatura de (p)
Yy (g)—con la normal ala 4 M en el punto 4, se lie-
ne, en virtud de la semejanza de los triangulos
MM'uwy A Hy:

ds _  p
A~ p—d
6 bien:
_ds  __ e
dssensy - p-—d )
De donde:
ds= p—Pd .dssens.

Igualando pues esla expresion con la obtenida an-
teriormente para ds, resulta:

o JRE

1 1 ] 1 1
(&+ — ) TR TR
Esta ecuacion, de la cusal la obtenida en el para-
grafo anterior, noes mas que un caso particular, es
conocida con el nombre de ecuacién de Savary.

Aplicacion de la ecuacion de Savary

25. Propongamonos encontrar el centro de curva-
tura de una linea (m,) lugar de los puntos M, de las
tangentes & otra curva (m) situados & distancia cons-
tante de los puntos de contacto.

La normal a (m,) pasa por el punto O, centro de
curvatura de (m) en el punto M (fig. 21). Sobre la
normal M, O, levantemos en el punto O una perpen-
dicular, que corta en 7 & la tangente M M,. La rec-
ta C T que une ¢l punto T con el centro de curvatura
C de la curva (e), evoluta de la (in), relativo al punto
O, corta & la normal M, O en el punto O, que es el
centro de curvatura de {m,) relativo al punto M,.

Podemos, en efecto considerar & la curva (m)como
trayectoria del punto M de la recta O M que rueda
sin resbalar sobre la curva ().



En este desplazamiento cicloidal el'punto M, in-
variablemente unido & la recta O M describe la cur-
va dada (m,). Decbiendo, por otra parte, concurrir
al punto de contacto de las lineas polares, las nor-
males 4 las trayectorias de los distintos puntos del
sistemma movil, resulta probado que las normales en
M, y en M respectivamente & (m,) y 4 (m) se cortan
en el punto O.

Llamemos R el radio de curvatura de (e) 6 base de
la ruleta, es decir:

R=0C
v sea R' el radio de curvatura de la curva polar mé-
vil, que en este caso es una recla; de modo que

Re=w .. p=0.
Luego, la ecuacion de Savary sera:
=g —=a)wn
de donde:
seng '_ 1 sene _ d—Rseny
—d R = Rd
6 bien:
p—d _ Rd
sen ¢ d—Rseny
o—d= de
seny

6 sea:
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—_— Rd
00, = —r " — %

Tseng

Supongamos obtenido el punto O, como iutersec-
cién de la recta CT con la OM. La construccidn
expresada se hallara justificada si la expresion que
resulte para la dislancia OO0, concuerda con la 1)

Siendo C O perpendicular & M O, las rectas M Ty
C O son paralelasy por consiguiente son semejantes
los triangulos O, T,M y 0,CO.

Entonces:
N, MT
0,0 0OC
0,0 _ nc
0,M,—0,0 M, T—0C
0,0 _ 0ocC 9
MO0 = MT—0C @
Pero en el triangulo rectangulo O M, T,, tenemos:
M,0=M, Tsens MT=—2
sens
Sustituyendo en la (2):
0,0 _ R
d —_d__
sene
0,0= -d—Rd—— expresién idéntica & la (1).
seny
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Centro de curvatura de las cénicas

26. Elipse—La relacion métrica en que se funda
la aplicacién del método cinematico expuesto para
la determinacion del centro de curvatura, es en el
caso de una elipse:

MA
MB

en la cual M es un punto de la curva y A y B los
puntos de interseccién de la normal en M con los

= constante.

ejes de la elipse.

Los cuatro triangulos & que se hace referencia en
la regla gencral expuesta para hallar al punto de
contacto de una recta, en nuestro caso la M B (figu-
ra 22) con su envolvente, son los formados por los
dos ejes de la clipse la normal y la tangente en M.

Por consiguiente, después de trazar la tangente M T
y la normal M B en el punto M, se describiran las
circunferencias circunscriptas 4 los cuatro tridngulos
formados por los dous ejes de la elipse, la tangente
y la normal en M, circunferencias que se cortan evi-
dentemente en el punto K de interseccion de la recta
BT con RA (¥).

Para concluir la construccién habrian que describir
la circunferencia que pasando por F cs langeule 4 la
elipse en M 6 bien 4 la recta M T, \razado que se

(*). Conviene determinar F como inlerseccién de diches rectas.
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evita tirando por F”la perpendicular Fu & MF. La
interseccién . de ess perpendicular con la A B es el
centro de curvatira de la elipse en el punto M.

Hipérbola—Siendo el punto melio del segmento de
una tangente interceptada por las asintotas de una
hipérbola, el punto de contacto de dicha tangente, el
centro de curvatura ¢yrrespondiente al punto C, (fig.
23), serd el punloy, medio del segmento que limi-
tan sobre la normal Cy, las perpendicularcsen Ay
B 4 las asintotas O A4 Y OB. El centro de curvatura
correspondiente al punto D es el punto p, medio
de 4,B,.

Pardbola.—1.a construccién empleada para deter-
minar el centro de curvatura en un punto de la elipses
permitira resolver el mismo problema en el caso de
una parahola con las simplificaciones que de las pro-
piedades particulares de esta curva resultan (fig. 24).

La normal en el punto M encuentra al eje de la
parabola en el punto 4. Si por este punto se traza
una perpendicular 4 la normal M A, la interseccion D
de dicha perpendicular con la paralela M D al cje
estara sobre la circunferencia tangente & la parabola
en M, que pasa por el centro de curvatura que se
trata de determinar. Luego dicho centro es el punto
p obtenido como interseccion de M A con la perpen-
dicular &8 M D en D.




VIl

VARIACION DE MAGNITUD DE UN ANGULO MOVIL

27. Sea A BC=¢ el angulo movil; (b) la trayectoria
de su vérlice y (m) y (n) las envolventes de sus lados
(fig. 23).

La variacién d¢ debida 4 un desplazamiento infini-
tamente pequeiio del vértice B en la curva (b), sera
igual 4 la diferencia de los angulos de contingencia
de las curvas (m) y (r) relativas & los correspondien-
tes puntos de contacto.

Por otra parte, siendo O v O, los centros instanta-
neos de rotacion relativos 4 los desplazamientos de
las rectas A B y BC, las expresiones de los angulos
de contingencia de las curvas (m) y (n) en los puntos
M y N, seran respectivamente, las suminisiradas por
las relaciones evidentes:

BO

.do=d(b)
0,.d 8, =d(b)

6 sean:

_ 40
=355
do,= d(ﬂ

BO,

resultando como exjpresion de la variacion del an-
gulo ¢:

de=de—d 4= (-Bi—o—%-> d(b).

La expresion obtenida de Ia variacion de un angulo
movil puede aplicarse & la resolucion de algunos pro-
blemas geomdtricos.

28. Secan F, y F,los focos de una elipse y # un
punto de la misma.

Desde luego los 4ngulos que la normal en A/ forma
con los radios focales M F, y M F, son iguales; luego
seran tambien iguales las variaciones de, y do, de
esos dos angulos producidas por un desplazamicnto
infinitamente pequeiio del punto # cn la elipse.

Liamando pues, 2V, y N, los puntos en que las per-
pendiculares trazadas desde F, y F, & la normal én
M, encuentran a esta recla, y, siendo p el centro de
curvatura, la expresion de igualdad entre las varia-
ciones citadas sera:

1 1 1 1
(Mp - Afiv)d(”": (_MN, —_Mp.)d(m)'

6 bien dividiendo por d(m), trasponiendo y reduciendo:
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A1 2

M N, MN, ~ My
Luego: el centro de curvatura y es el conjugado armé-
nico de N con respecto d N,y N,; propiedad que pro-
porciona una sencilla construccién geométrica para
determinar la posicion del centro de curvatura de una

elipse.

Céusticas por refraccion

29. Otro de los problemas que pueden ser resueltos
aplicando la formula obtenida de la variacién de un
angulo movil, es el del trazado de los cdusticas por
refraccién.

Sea (m) la curva separatriz de los dos medios:

(a) la envolvente de los rayos incidentes;

(@) la envolvente de los rayos refractados, 6 bien, la
caustica por refraccion;

i, el angulo de incidencia de un rayo luminoso a M,

r, el &ngulo de refraccion correspondiente;

sen {
senr

v, el indice de refraccion, es decir, y=

Nos proponemos, pues, buscar el punto de contacto
del rayo refractado Ma' con su envolvente (flg. 26).
Diferenciando la ecuacion:

seni—ysenr =0,
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obtenemos
cos i. di —ycosr.dr=0
6 bien
cos idi=ycosr.dr 1)

La expresién de la variacién del angulo de inciden-
cia serd, designando cn ¢ el radio de curvatura de (m)
en el punto M, 6 sea k distancia My de dicho punto
al centro p. de curvalura:

R L 1
di= ?——_MB]d(m)'
Por otra parte
M:=MBcosi

luego

Analogamente se deduce

dr= [—:—— (j‘(}s;,‘ ]d(m).

Tendremos pues, sustituyendo en la (1):

1[1 cosiJ . (i cosr]
—|————=—"|cosi= - = cos r

y\lp ma Mad
6 bien
@ Senr [cosi_ cos'i] _ (cosr _ cos'r]_
seni L p Mal U » Md
De la figura se deduce
., cosi 1
Mp=MNcosi .. .~ MN




—_ __2 2 &
Ma=MDBcos i 1.
2 e ——f e 2
MB=MCMz: ... Ma=MC.Macosi
6 sea
2 10
V = MC C ] COS ! = ———1 .
a=MCcosi T a G
Anglogamente podemos deducir
cosr 1 J
e  MN'
cos'r' 1
MJd — MCT

Y tendremos, sustituyendo en la (2)

1(1_1)_1[1_1)
seni UMN MCJ™ “senr VMN' MC'
relacién que muestra que los puntos p, C y C'estan
en linea recta. La sola inspeccion de la figura de
que nos hemos servide para establecer la relacion
que precede, nos conduce 4 la conslruccion siguicnte:

Tracese cn a la perpendicular « B al rayo incidente
y obtienese como interseccién con la uormal 4 la
scparatriz, el punto B. La perpendicular 8 dicha
normal en B determina sobre el rayo incidente el
punlo C, unase C con p y sc obtendra en C' la in-
terseccién de esa recta con el rayo refraclado; por
C' se traza otra perpendicular al rayo incidente y por
el pic B' de esta perpendicular se tira la B's' nor-
mal al rayo refractado: el punto «' asf obtenido es
-el punto de contacto de Ma' con su envolvente, es
decir un punto de la cdustica.

VIII

DE LOS POLIGONOS ARTICULADOS

30. Bajo la denominacion general de poligonos
articulados estin comprendidos los diversos tipos de
mecanismos formados de barras rigidas unidas por
sus cxtremos, formando angulos conslantes 6 varia-
bles segun la naturaleza de los movimienlos de que
ciertos 6rganos componentes eslan animados y las
transformaciones de movimiento que el mecanismo
debe operar.

Decjando de lado los paralelégramos articulados de
Walt, de Paucelicr, etc. cuya teoria se halla exten-
samente lratada en algunos cursos de Mdaquinas, nos
ocuparemos unicamente del pentagono articulado de
M. Hart destinado al trazado de lineas reclas por
medio de una deformacion continua del poligono.

Sea A BCDP un pentagono articulado (fig. 27).
Sujetemos la deformacién del sistema 4 las siguien-
tes condiciones:
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1° El lado A B permanece fijo.
2° Los angulos A y B son fijados de antemano.

3° Los &ngulos C y D permanecen constantemen-
te iguales.

Esta dltima condicién, dificil de realizar mecanica-
mente, puede obtenerse cligiendo sobre AD y BC
respectivamente dos puntos /' y E sujetos a la condi-
ciéon de que han de permanecer constantemente ala
misma distancia y que seran por consiguiente ligados
por una barra rigida.

Efectivamente tomemos sobre A D el punto H de-
terminado por la relacién:

PH __PC
PD — CB

Entonces los triangulos DPH y PCB son seme-

jantes, y

DH _PD _ PH

PC - CB T PB @
Y

4ng. D P H=4ng.CPB. @)

Tomemos también sobre C B el punto £ dado por
la relacion:

CE PD

PC T AD
Los triangulos PDA y PCE son semejantes, y
tendremos:

¢ __PC _ PE @
PD - AD T AP
ang.APD=éng. PEC. (4)

Vamos a4 demostrar que los puntos H y E perma-
necen durante e deplazamiento & una misma dis-

tancia.
Para comodidaden las transformaciones de calculo

haremos:
AB=a AH=b HD=?V PD-=}
BE=c EC=c¢ CP=y
Igualando las expresiones de P.Dx C P deducidas
de las férmulas (1) y (3) obtenemos:

V(ctc)=c(b+b)=8y

de donde:
be=0bc.
Pongamos:
b=kt yc=kec ()
Resultara :
3y=beckd+k). ©)

Las dos ultimas razones que coustituyen la formu-
la (1) dén:

PH _ B
(™ “PE =0
vy las correspondientes de la férmula (3):
LE v
) PA=0FR
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Restando dc la igualdad (4) la igualdad (2) obte-
nemos:
dng. APH=4ng. BPF,;
luego resultaran iguales los dngulos en P de los
tridngulos /AP E y AP By se tendrd designando
con 6 dicho angulo:
HE'=TH +PE —2PH.PEcost
AB'=PA +PB —2PA.PBcos.
AB'—PaA'—PB"
2PA.PB ’

Sustituyendo este valor en la expresiéon de EH

.. COs b= —

y sustituyendo en la formula asi obtenida P i y PE
por sus valores deducidos de la (m) vy de la (r) en
funcién de PB y PA:

_cy—bs a’k
(e T+5 @
Ion los triangulos A P'DD y BCP se ticne:

HE = {Crﬁz—b{i.ﬁzf—i—
AP - AD'+PD —24D.PDcosA D P
BP =BC +PC —2BC.PCcosBCP

6 bien llamando o al 4ngulo A DP=BCP

AP =g+ (L + kP —2b(1 + k) scosw
Bl =v+4cd+hkyr—2c(+ k)ycosw.
Sustituyendo en la primera de estas dos ultimas

el valor de cos w deducido de la segunda encontra-
mos :

ey PA —b8.PB =(by—chbcd+h) (9

y notando que el primer miembro es la expresién
entre llaves de la formula (p), tendremos:

2 wey—b@) (by—cp) a'k
HE = bed Fh T IEEk

gue prueba que la distancia H E permancce cons-
tante durante el desplazamiento.

Designando con d dicha distancia, podremos es-
cribir:

Ic(a‘— d’) =d'+ (C*r—bn’ézicﬁ—b‘{) .

En cuanto 4la trayectoria del vértice P del penta-
gono, es segun lo manifiesta la férmula () una cir-
cunferencia cuyo cenlro e¢s un punto de la A B.

Si en la misma ecuacion (¢) sustituimos, & P4 y
P B por sus expresiones en funcion de PH y PE,

obtendremos :

bp.PE —cy.PH =kbe(by—cB),
ecuacion que nos dice que si en vez de fijar los
vértices A y B, se fijan H y E, la trayectoria de P
seré una circunfesencia con centro sobre E H.

Consideremos el caso particular:
cy= bp

la (q) se convierte en:

PA'—PB =—{’{-(1 + k) (by—cp)
y nos dice que el punto P describe una recta per-
pendicular 4 la A B,
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Queda pues, cinematicamente resuelto el trazado
de una recta perpendicular & otra recta cualquicra
dada.

IGNacio AzTIRiA.

Buenos Aires, Agosto de 1901.

Aprobada.

MAaNUEL B. Bania,

P d de la mesa

Buenos Aires, Octubre de 1901.

PROPOSICIONES ACCESORIAS

I—Una cicloide queda constanlemente tangente a
dos rectas fijas O.r vy 0y ; encontrar el lugar geomé-
trico del cenlro dela circunferencia que pasa por O
y por los puntos M v N dv contacto.

Il--Siendo A B, AC, AD cuerdas de una mis-
ma circunferencia, demostrar que si en un mismo ins-
tanle se abandonan 4 su propio peso desde el punto
A4 sobre los planos 4 B, AC, A D.... distintos mo-
viles. ¢stos llegaran & ocapar las posiciones B, C,
D,.... en un mismo instante.

[1I—Un punto material P esta sujelo & desplazarse
sin frotamiento sobre un cilindro a seccion eliptica y
dicho punto es atraido hacia otro O situado sobre el
eje del cilindro, proporcionalmente a la distancia O P.
Determinar el movimicnto de P.

[V—Determinar el lugar geomedtrico de los vértices
de las hiperbolas que pasando por un punto fijo, tienen
una asinlota paralela & una direccion dada y la otra
asintota coincidiendo con una recta dada.
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