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SENORES ACADEMICOS ;

SENORES CATEDRATIC

Con la simple nocién de la co p!;mc?dn e.»f'
paralelas, se puede, en la teoria

firmar v ampliar muchos teoremas geomédétricos, y
aun enunciar otros que podrian pasar desapercibidos.
De aqui que pueda establecerse 4 este respecto, cierta
armonfa entre la Estdtica y la Geometria, [0 que ex-
plica el titulo adoptado para nuestro trabajo.

No pretendemos haber hecho una teoria completa
sobre esta cuestién, y si s6lo haber adelantado algo
en senda tan poco recorrida.

TEOREMA 1.—Las rectas que unen los vértices de
un tridngulo con los puntos medios de los ludos
opuestos, se cortan en un punto que sec llama CEN-
TROIDE del sisterna y que divide 4 cada una de ellas
en la razén de 2:1.

Sea un tridgngulo ABC (fig. 1), Y supongamos tres
masas iguales m, colocadas en los vértices del mis-
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mo. Las masas en 4 y B dan una resultante 2m
en F medio de AB, la que compuesta con la del
vértice C, da una resultante 3m en G y tal que
CG_2
FG 1
Si en vez de las A y B tomamos las B y C pri-
meramente, tendremos una resultante 2m en D que
compuesta con la situada en A, da nuevamente la
3m en G y sc ticne

AG 2
DG ™1

" Lo mismo podrfamos tomar las A y C y luego la
B, lo que daria

BG 2

EG™ T

Queda pues demostrado el teorema.

Se ve pues que el CENTROIDE reemplaza aqui & lo
que hasta ahora se ha llamado centro de gravedad,
y es el término empleado en la Geometria moderna
del trifingulo para denominar ese punto importante.

TEOREMA 2.—E! producto de tres segmentos no

contiguos en que la transversal de un triadngulo di-
vide ¢ sus lados es igual al producto de los otros

lres.

Consideremos un triangulo ABC (flg. 2) y supon-
gamos en los vértices A y B respectivamente dos
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masas m, y m, y en cl C dos iguales y conlrarias

m, y —m,.
Las m, y m, dan una resultante en E tal que
AE _m,
BE m,’
0 bien

AE_m, m, . AE_CF CD
BE “m, m,” BE BF AD’

siendo D) el centroide de las masas m, y m, y F el

de las m, y — m,.
De la altima obtendremos

AE.BF.CD = BE.CF.AD.

TEOREMA 3.—8( se trasan rectas que unan los vdr-
tices de un tridngulo con un punto interior del mismo
hasta encontrar los lados opuestos, se oblienen sets
segmentos, y el producto de tres no contiguos es

tgual al producto de los otros tres.

Consideremos tres masas m,, m, y m, {flg. 3) situa-
das en los vértices A, B, C respectivamente. Si com-
ponemos las m, y m,, tenemos la m,4+m, en F v la
relacion

AF _m,
BF 7 m,

Componiendo ahora las m, + m, vy m,, se tiene la
m,+m,+m, en O (que es el centroide del sistema
considerado) y la relaci6on

CO_m+m, .. OF _ n,
OF  m, CF~ m,+m,+m,




— 12 —

Podriamos haber compuesto primero las nm, y m,
y tener m,+m, en E y la nueva relacion

CE_m
AE~ m,

Componiendo nuevamente las m,+m, y m,, se ve

que BE debe pasar por O, y se tiene

BO_m+m, . OF _ m,
OE ~ m, BE ~ m,+m,+m,

Finalmente verfamos que AD también pasa por O
y tendriamos las relaciones

BD m,,
CD™
Y
AO_m4m, . OD __ n,
oD  m, "AD " mtm4m,

De las anteriores sacamos
AF.CE.BD = BF.AE.CD,

que demuestrs e! teorema enunciado.
Se verifica ademds la igualdad

OF , OE , OD

cFrrpetap™=1

Teorema 4—Las rectas que unen los puntos me-
dios de los lados de un tridngulo con los de las
rectas que unen el ortocentro* con los vértices res-

* Denominacién que se da en la Geometria moderna del lrian-
gulo al punto dé inlerseccion de las perpendiculares bajadas de
los vérlices & los lados opuesics.
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pectivos, se cortan en un punto que las divide en
partes iguaies y que es el centroide del sistema.
Ademds, la recta que'une el centroide del sistema
Jormado por los vértices del tridngulo con el or-
tocentro, pasu por ese punto, y estda dividida por
él en la razdn de 3:1.

Supongamos cuatro masas tguales (fig. 4) situadas
respectivamente en los vértices de un tridngulo y en
su ortocentro.

Las situadas en C y B dan una resultante en D
medio de BC é igual 4 2m. Las en A y H dan
otra en M igual también 4 2m, y finalmente las dos
resultantes parciales en D y M dan la total 4m si-
tuada en O medio de MD y que es el centroide
del sistema actual.

Repitiendo lo hecho, pero con las A y B primero y
luego con las C y H obtendremos otra recta que une
el medio de 4B cen el de HC y pasa por O. Del
mismo modo la recta que une el punto medio de AC
con el de HB pasa también por O. Ahora, obser-
varemos que si G es el centroide del sistema 4BC
hay en ese punto una masa igual 4 3m la que
compuesia con la m de H, da en O la 4m y la re-
lacion

HO _3
GO 1

TreoreMA 5.—Las paralelas trasadas por un punto

de la diagonal de un rectangulo a los lados de éste,



lo dividen en otros cuatro, de los que, los dos por
los cuales no pasa la diagonal, llamados los com-
plementos de los otros dos, son equivalentes.

Supongamos dos masas m, y m, situadas en los
vértices opuestos de un rectingulo (fig. 5). y dos
iguales & m, situadas en los otros dos vértices.

Desde luego se ve que el centroide del sistema
debe hallarse en la diagonal AC en cuyos extremos
se hallan las masas iguales; sea O ese punto, y tra-
cemos por ¢l dos rcectas MV y PQ respectlvamente
paralelas 4 los lados AD y ADB del rectangulo. Ahora
bien, si M es el centroide de m, v m, (y podemos
clegir 4 esltas de modo que asi sca), tenemos

AM m,

MB~ m,’

y siendo P el centroide de m, en 4 y m, en D la
otra relacion

LD _m
PA " m,
luego
AM.PD _ P
WE.PA— 1 .. OP.PD=MDB.0OM,

que demuestra el teorema, el que ¢s una de las pro-
posiciones de Estdtica Grdflca en la parte referentle
4 los momentos.

Facilmente se comprende que el teorema que se
acaba de demostrar es también aplicable 4 un para-
leldgramo.
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TEOREMA 6.—Si se unen los puntos medios de los
lados opuestos de un cuadrildtero y los de las dia-
gonales, esas tres rectas se cortan en un punto que
las divide en partes iguales.

Imaginemos cuatro masas iguales situadas en los
vértices de un cuadrilatero (fig. 6).

El centroide de A y D estdA en E medio de AD
donde existe nna masa igual 42m; el de B y C esta
en G, luego, el centroide del sistema estd en O medio
de GE, cn cl cual cxiste la masa 4m.

Compongamos ahora las By D, lo que da 2m en
N, ylas A y C que dan 2m en M, lucgo el centroide
se halla en el medio de la recta MN. Pero también
sc¢ halla en el medio de FH, y queda por lo tanto
demostrado el teorema.

Se comprende por el procedimiento que hemos se-
guido que el teorema también se verifica para un
cuadrildtero gauso cualquiera.

El centroide en este caso es el punto de intersec-
cion de dos generatrices diferentes del paraboloide
hiperbé6lico que se engendraria con las rectas del
cuadrilatero.

TEOREMA 7.—Cada falso de un cuadrilatero com-
pleto, esta dividido armdnieamente por los otros dos
Jalsos lados y por los dos vértices gue une.

Consideremos un tridngulo A BC (fig. 7) y respec-
tivamente: en A tres masas iguales & m, y una igual
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4 —m,, en B dos iguales & m,, y en C dos iguales
y contrarias m, y —m;,.

Tenemos que m, en Ay m, en B da m,+m, en M.
El centroide de —m, en Ay —m,en Cestien N y
da —(m,+m,). '

Ahora, la resultante de m,+m, en M y — (m,+m,)
en N es m,—m, y debe hallarse en un punto de MN;
pero esta m,—m, resultante de m,, —m,, m, v —m,
debe hallarse también en un punto de BC; luego, tiene
que hallarse en el punto de interseccion de esas dos
rectas, esto es, en L.

Componiendo esta ultima con_una de las m, de A4,
obtenemos una resultante m, 4+ m,—m, que debe
hallarse 4 la vez sobre las rectas AL y MC, segin
se ve facilmente, luego debc hallarse en el punto ¢

interseccion de ambas.
Finalmente, en M tengo otra resullante m, 4+ m,

proveniente de las m, y m, que habian guedado en
A y B, y que compuesta con la m, de C da m, +
m, -+ m, en P, pues esta ultima debe hallarse simul-
ldineamente en MC y BN y por consiguiente en su
interseccion.

De lo que precede se deduce las relaciones

MP _  m,

PC ~ m+m,’
MQ  m, .
CQ ™ m+m,

luego
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MP _MQ
PC — CQ
S MP.CQ=MQ.PC.
Si observamos la figura vemos que M y C son los
vértices de un cuadrildtero completo, y P y @Q los

puntos de intersecciéon del falso lado que los une con

los otros dos, luego la ultima igualdad demuestra el
teorema.

En virtud del principio de duslidad podemos decir
que: '

Las lineas que unen uno de los falsos vértices del
cuadrangulo completo con los otros dos, forman un
sistema armdnico con los dos lados de los cuales ese
Jalso vértice es la interseccidn.

Estos teoremas sobre puntos y rectas del cuadri-
latero completo son los que sirven de base 4 la Geo-
metria de Posicién de Staudt y que son ahora de uso
corriente en la Geometria Proyectiva.

TEOREMA 8.—Si se foman cuatro puntos sobre los
lados de un cuadrilatero de modo que los dividan
dos a4 dos en partes proporcionales, las rectas que
unen los sittuados sobre los lados opuestos se cortan
en un punto que las divide en partes iguales y que
se halla situado sobre la recta que une los puntos
medios de las diagonales.

Consideremos dos masas iguales 4 m, situadas en
las extremidades de la diagonal AC (flg. 8) y otras
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dos m, en las extremidades de la BD. Las dos pri-
meras dan 2m, en M medio de AC, y las segundas
2m, en N, luego el centroide O del sistema sc halla
sobre la recta MN y da la relaciéon

MO _m,

ON ™ m,

Ahora, n, en A y my, en D dan m,+m, en H; lam-
bién tenemos m,+m, en F centroide de By C, luego
¢l centroide del sistema se halla en ¢l punto medio
de HF. Por la misma razén debe hallarse en ¢l me-

dio de EG, y como tenemos las relaciones

AH _m,_ CG
HD ~m,” GD’

AE_m, CF,
EB m, FB
es cierto el teorema enunciado.

Este teorema fu¢ empleado por Newton para de-
terminar el lugar geomédétrico del centro de la conica
inscripta en un cuadrilatero dado- Podrifa tambien
deflnirse del siguiente modo:

Los centros de todos los paralelégramos que pue-
den ser inscriptos en un cuadrildatero dado, de modo
que tengan sus lados paralelos ¢ las diagonales del
mismo se hallan en linea recta.

Se comprende facilmente que este teorema tam
bien sc¢ aplica 4 un cuadrildtero gauso.

TEOREMA 9—Toda recta que divide los lados opues-
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tos de un paralelogramo en dos segmentos cuya re-
lacidn es dada, pasa por el punto de interseccidn de
las diagonales.
Sea ABCD (fig. 9) el paralelogramo y supongamos
que
AE CF
TE=DF="™
Consideremos en 4 y C dos pesos iguales 4 P,y
en By D pesos iguales & mP, El centroide de to-
do el sistema es evidentemente el punto O intersec-
cion de las diagonales.

Ahora bien, componiendo las fuerzas en 4 y B ten-
dremos una resultante P (m+41) aplicada en E, tal que
mP_AE
P T EB

Andlogamente, las fuerzas en C y D, dan una resul-
tante P (m+41) aplicada en F, tal que
mP CF

P T FD’

El centroide de las dos fuerzas P (m+1) estd so-
bre EF y debe coincidir con O; luego queda demos-
trada la proposicion.

TeEOREMA 10—Las lincas que unen los punios me-
dios de los lados de untriangulo con los puntos me-
dios de las perpendiculares respectivas, se cortan

en el punto stimediano.

* Se llama asi a la inslerseccion de las rectas simedianas,
“que son las que parlen de los vérlices de un lridngulo y for-
man con las biscetrices de los angulos del mismo, angulos igua-
les 4 los V?ue hacen las hisectrices con las medianas correspon
dientes, M. D’0CAGNE.
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Consideremos tres masas a’, b, ¢ y supongamos
que estén aplicadas en los vértices del tridngulo AB8C
(fig. 10).

El centroide O de este sistema es el punto simedia-
no del tridngulo, cuyas coordenadas trilineales son
2:Biy=a:b:ec

Efectivamente, considerando la recta cf=bv, se ve
que divide & BC en dos segmentos cuya relacion es
¢’ : b y andlogamente para los otros lados.

Ahora bien, por el punto 4 tracemos la perpendi-
cular AD sobre BC y sean K, E los respectivos pun-
tos medios de 4D y BC.

Si en el punto B reemplazamos b* por su valor
equivalente % (a’+b'—c")+ 4 (U°+c*—a’), y en el C re-
emplazamos ¢’ por la expresion equivalente §{a’+c’—
b+ 3 (b*+c*—a’), es evidente que el centroide del sis-
tema no varia.

Por otra parte } («’+b6"—c*) en el vértice B y § (a*+
c'—b’) en C, equivalen 4 la fuerza «’ cn clpunto D,
porque

BD ccos B
CD " bcosC
010 que es 1o mismo

BD _ 2ac cos B
CD™ 2ab cos C
. BD __a'4c—b'.
- CD—a’—I-b'—C’,
y ademiés a’ en el vértice 4 con a’en D, cquivalen
4 2a' en K,
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Ahora bien las masas iguales § (b’+c'—a”) colo-
cadas en C y Dsonequivalentes 4 b’4c*—a’ cn el pun-
to £, por consiguiente, la recta KE pasa por el pun-
to O centroide del sistema, vy como ademds se tiene

KO b'4-c'—a’
or— 24
queda demostrado el teorema.

TeoREMA 11— Los tridngulos inscriptos en un tridn-
gulo dado tales que dos de sus lados sean respec-
tivamente paralelos ¢ dos de este, constituyen un
sistema de triangulos cuyos centroides son colineales
con el centroide del triangulo primitivo y estan sobre
una paralela al tercer lado.

Sea un tridngulo ABC (fig. 11) y supongamos en
¢l vértice Ados masas m,y m,,enel B dos iguales 4
m, y en el C dos iguales & m,.

Desde luego sabemos que el centroide del tridan-
gulo formado por las rectas que unen los puntos me-
dios de los lados del tridngulo dado, seconfunde con
el de este, ademas se tiene

AO0=20D.

Componiendo ahora las masas », y »,de Ay B res-
pectivamente, obtenemos una resultante »,+m, en F,
y tal que

Bh _m,
AF, — m,

La otra masa », de B con m, de C dan una resul-

tante m,+m, en D, tal que



BD, m,

CD,  m,
Finalmente tenemos »,4-m, en E, provenicnte de las
m, Yy m,de A y Crespectivamente, y la relacion

Tenemos pues en D, E, F, un tridngulo inscripto en
el dado y en las condiciones del enunciado. Ade-
mds en sus tres vértices hay tres masas iguales &
my—+m,, luego el centroide del sistema propuesto se
halla en O, interseccion de las medianas de dicho
tridngulo.

Ahora bien, si componemos 2m, en B con 2m, en C,
obtendremos 2 (»,+m,) en D,, la que compucsta con
my+m, en A debe dar nuevamente el punto 0, como
centroide del sistema propuesto y la relacion

AO, _ 2(me,+m,)
0D, m+m,
A0,=2 0, D,

Analogamente, para otro tridngulo D, E, F, en las
mismas condiciones del anterior, tendriamos

A0,=2 0, D,,
y asf siguiendo.
Se ve pues que los centroides O, 0,, O, etc., se ha-
llan situados sobre una recta que con el lado BC di-

vide al haz de rectas quc sale de 4 en partes propor-
cionales y es por lo tanto paralela 4 dicho lado.
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TEOREMA 12.—Las rectas que unen los puntos me-
dios de las aristas opuestas de un tetraedro, se cor-
tan en un punto que es el centroide del sistema * y
que las divide en partes iguales.

Las rectas que unen cada vértice con el centroi-
de de la cara opuesta se cortan en dicho punto que
a su vez las divide en la rasén de 3: 1.

Consideremos un tetraedro 4BCD (fig. 12)y en cada
vértice una masa ». Componiendolas 4 y B se ob-
tiene 2m en Q; las € y D dan tambien 2m en M
medio de CD. Tenemos pues 4 en O medio de MQ
y centroide del sistema propuesto.

Si hubieramos determinado primeramente la re-
sultante de Ay Cyluego la de 8 y D verfamos inme-
diatamente que la recta que une los puntos medios
de ACy BD pasa tambien por O que la divide como &
las otras dos en partes iguales.

Queda pues demostrada la primera parte del teore-
ma enunciado.

Si determinamos ahora el centroide & de la cara
BCD, tendremos en él una masa 3. Si componemos
esta resultante con la masa = de 4, tendremos la ma-
sa 4m situada forzosamente en O centroide del siste-
ma propuesto y ademas la relacion

* Las rectas que pasan por el centroide y terminan en la fi-
gura considerada, se llaman lineas de gravedad en ln Eslalica
Gralica, pero en la Geometria Superior se les dd el nombre de
lineas varicéntricas. Asi en el Lriangulo, ln mediana es la li-
nea varicéntrica del sislema.



Procediéndo analogamente con la cara ABCy el vér-
tice opuesto D verfamos que la recta que une este con
el centroide de aquella pasa también por O, y tendria-
mos la relacion

|

Olb
IS
n-h-!OD

Finalmente veriamos que las rectas que unen los
vértices By € con los centroides de las caras opues-
tas pasan también por O y se hallan, como las 4Gy
DL divididas por ese punto en la razén de 3: 1.

Lo que demuestra la segunda parte del teorema.

Aplicando a los principios del método de que tra-
tamos las nociones de la Geometria elemental ayuda-
da del Algebra ordinaria, es posible hallar con facili-
dad y sencillez algunas proposiciones importantes,
de uso corriente en Estdtica. Daremos en seguida
algunas relativas a! tridngulo.

Sea ABC (fig. 13) un tridngulo, designemos como
de costumbre por a, b, ¢ los lados opuestos 4 los 4n-
gulos 4, B, C, y sean m,, m,, m, las longitudes de las me-
dianas correspondientes & los lados BC, CAy AB.

Imaginemos que en los vértices 4, 5, C actaen cuer-
pos pesados, y designemos con 7, el peso del cuerpo en
A.Pselen By P, elen C, ysupongamos que P,=P,=2F.,.
Puesto esto, el centroide de (£, ) es G, el de (P, Ps)es
Dy el de(Ps, P) es F. Se pregunta ;cudles son las re-



laciones que ligan 4 las distancias de estos centroi-
des G, F, D con ¢l centroide X del sistema?
De la figura se ticne

2 AF*4-2 BF ' =AB'+AC

0
2m '+3 a*=c"4-b’
es decir
Am=—a'4+20*+2 c’. (1)
Andlogamente
4dm=—0+2c"42 a’ (2)
4 m'=—c'+2a*+2 4" (3)

Sumando estas ecuaciones se tiene:
E(m+m+m,)=3 (a’+ b+ %) (4)
Multiplicando las (1) y (2) resulta:
16m* m}'=-2a'+5 a’b’+2a* -2 0'+2 " c*+4ct, (5)
y analogamecnte
16 m,’ m,'=—26'4-5b" c'+-2b" a’—2c¢*+-2¢” a’+4a*  (6)
16 m*, m*, = — 2¢*+-5c'a’+-2¢'0"— 2a* + 2’6’ +4b*  (7)
Sumando las (5), (6) y (7) se tiene
16 (m* i+ m?,m? 4-mm?) = 9 (a’b’+-b'c*--c*a’).  (8)

Ahora si del cuadrado de la (4) restamos el duplo
de la (8), tendremos

16 (m*, + m'y+m') = 9 (a*+ b*+¢?) (9)

Puesto esto, si designamos las distancias AK, BK
y CK respcctivamente por d,, d,, d,, se tendra
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m, =:'23'dn ma':gdn ms=gd3)

y entonces las relaciones (4), (8) vy (9) se convierten
en dstas:

3(d+d'\ +d')=a'+ b* + ¢ (10)
9 (d\d', + d'd + dhdh) = @b’ + b+ ¢t (11)
9 (d', + d',+ d')= a* + b* + c*. (12)

La ecuacion (10) dice: que £res veces el triple de
la suma de los cuadrados de las distancias del
centroide del sistema al centroide de cada cuerpo es
igual & la suma de los cuadrados de las distancias
mutuas de los centroides de los cuerpos.

La (12) dice que: nueve veces la suma de las cuar-
tas potencias de las distancias del centroide del sis-
tema al centroide de ecada cuergpo es igual ¢ la suma
de las cuartas potencias de las distancias mutuas
de los centroides de los cuerpos.

Estas deducciones y algunas otras quc no mencio-
namos por su caridcter puramente analitico, han sido
tratadas por el profesor PERKINS en su Trealise of
Geomelry, obra rara ahora y de mérito superior.

Podemos finalmente establecer los siguientes re-
sultados, obtenidos por el profesor Davis:

1°. El centroide de un tridngulo dado, es el centroi-
de de tres masas iguales situadas en los puntos an-
gulares.

2°. El centro del circulo inscripto en el tridngulo
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es el centroide de¢ tres masas sen A, sen B, senC,
situadas en los vértices.

3°. El centro del circulo exinscripto (opuesto 4 A)
es el centroide de tres masas —sen A4, sen B, sen(C,
situadas en los puntos mencionados.

4. El centro del circulo circunscripto, es el cen-
lroide de tres masas sen24, sen2B, sen2C situadas
en los vértices.

5°. El ortocentro del tridngulo, es el centroide de
tres masas tangA, tang B, tangC, situadas también
en los vértices.

6°. El centro de la circunferencia de los nueve pun-
tos (circulo de FEURBAcH) es el centroide de tres
masas sen 2B 4 sen?2 C, etc.

7°. Y por ultimo el punto simediano del tridngulo
considerado es el centroide de las masas sen’4, sen’B,
sen’C situadas como las anteriores.

Ficilmente se comprende lo que precede, teniendo
en cuenta que las coordenadas trilineales dc estos
puntos* son:

1°. cosec A, cosec B, cosec C.

2°. 1, 1, 1.
3. —1, 1, 1.
4. cos A, cos B, cos C.

* Las propiedades de estos puntos notables del triangulo, se
hallan expueslas analilicamenle y de una manera clara en la
obra del prolesor Casey lilulada A Treatise of Analytical Geo-
metry, traducida al caslellano por el doclor VALENTIN BALBIN.
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5. secA, sec B, sec C.

6°. cos(B—C) elc., etc.

0

i’ scn A, scn B3, scuC.

En lo que dejamos expuesto hemos considerado
que todas las fuerzas sean paraleclas 4 una direccion
dada, por ¢jemplo, 4 la de los pesos que es la de la gra-
vedad; pero también pucde aplicarse este método en
el supuesto que las direcciones de las fuerzas secan
concurrentes, ¢s decir, s¢ corten ¢n puntos propios
del plano y no en el punto impropio del infinito, que
¢s ¢l que corresponde al orden de ideas que nos ha
guiado hasta aqui. Bajo este nuevo aspecto, el pro-
fesor GENtsg ha considerado la nocién de la fuerza
en la Geometria, dando @& conocer algunas aplicacio-
nes interesantes de la Geometria del tridngulo.

Servird para ejemplo de la facilidad que presenta
este método, la demostracion de los lcoremas si-
guicntes:

TeoREMA 13.—Las diagonules de un rectangulo se
cortan en partes tguales.

Sea el rectangulo ABCD (fig. 14) y supongamos apli-
cadas en sus vértices, en la direccion de los lados y
en el senlido que indican las flechas, cuatro fuerzas
iguales

Ahora, transportemos la fuerza que actaa en B has-
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ta A y compongimosla con la otra que actua en ese
punto, tenemos la resultante Aa=R. Hagamos otro
tanto en el vértice C y tendremos otra resultante igual
y paralela 4 la anterior Cc=R. Estas dos resultanles
parciales compuestas & su vez, dan la total 2R apli-
cada en O medio de AC.

Si e¢n vez de proceder como lo hemos hecho, hu-
bieramos transportado la fuerza que actiia en 4 hasta
D tendrfamos en ese punto una resultante Dd =R.
Tendriamos también Bb=R en I, y por consiguiente
nuevamente la 2R en O medio de BD.

Queda pues demostrado el teorema.

TEOREMA 14.—Las perpendiculares bajadas de los
vértices de un telraedro ¢ las caras opuestas, se
cortan en un punto.

Sea ABCD (fig. 15) un telraedro v O el centro de
la csfera circunscripta. Supongamos en O cuatro
fuerzas iguales que representaremos por OA=0B=
OC=0D respectivamente y dirigidas segin esas rec-
tas, y supongamos que su resultante sea OM.

Si componemos las OB, OC y OD obtendremos una
resultante que, segun se ve fdcilmente, es perpendi-
cular 4 la cara BCD, sea OH csa resultante. Ahora
bien, si componemos esta resultante parcial con la
fuerza OA que ha quedado en O, debemos oblener
la resultante OM por la hipodtesis hecha respecto &
esta fuerza, y por consiguientc la AM debe ser igual
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Yy paralela 4 OH, y como esta es perpendicular a la
cara BCD, aquella también lo sera4.

Si hubieramos compuesto primeramente las fuerzas
OA, OC y OD, habriamos visto que BM es perpen-
dicular & la cara ACD. Anélogamente verfamos que
CM y DM son respectivamente perpendiculares 4 las
caras ABD y ABC.

Queda pues demostrado el teorema.

Con la misma facilidad podrian demostrarse los
siguientes teoremas que lo han sido por el profesor
GENESE:

1 Las perpendiculares bajadas de los vértices de
un triangulo a los lados opuestos se cortan en un
punto.

2°. Las bisectrices de los dngulos de un triangulo
se cortan en un punto.

3°. Les pares de bisectrices de los angulos opuestos
de un cuadrildiero completo, se cortan en tres pun-
tos que son colineales.

Y asf otros muchos de igual interés.

SENORES :

Hemos terminado nuestro trabajo. Con lo expuesto
en ¢l se puede apreciar la sencillez y generalidad del
método que hemos adoptado. Son sobre todo, no-
torias sus ventajas como mdétodo didactlico, pues la
nocion de la composicion de fuerzas se adquiere en
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los primeros aiios de estudio, y en el dia es opinién
generalizada entre los profesores europeos que a la
ensefianza de la Fisica deben preceder algunas no-
ciones de Mecénica.

En las demostraciones usadas en la Geometria
suele haber en general algunas muy dificiles de re-
cordar: con la introduccién de los fuerzas desapa-
rece casi siempre esa dificultad, pues recordando la
manera como s¢ han de disponer las masas, se llega
inmediatamente al resultado buscado con la simple
composicion de las mismas.

Creemos que podria dictarse en gran parte, un
curso de Geometria elemental empleando de preferen-
cia este método, que permitiria al estudiante seguir-
lo con relativa facilidad y comprenderlo sin tantas
dificultades como sc le presentarian sin este auxilio.

Pero no es s6lo para la demostracion de teoremas
de Geometirfa clemental para lo que sirve este mé-
todo, hemos visto como se trata el cuadrildtero com-
pleto. No cs pues, aventurado decir que quizés sea
posible con una nocién tan elemental como esta,
elevarse gradual y metédicamente, desde los prin-
cipios elementales de Geometrfa hasta los mdés ele-
vados de Geometria superior.

Buenos Aires, Mayo de 1889.

CARLOS M*. MORALES.
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Pasc 4 la Comision examinadora compuesta de los
senores académicos Ingenieros White, Huergo vy
Doctor Balbin y del catedratico Doctor Ramos Mejia
para que se sirva informar sobre la admisibilidad de
esta tesis, nombrdndose Secrctario ad-hoc al seiior
académico Ingeniero Bahia de quien solicitard la
Secretarfa se sirva aceptar este cargo.

Mayo 15 dc 1889.
Luis SILVEYRA

Felix Amordtti
Secretario

A veinte de Mayo dc mil ochocientos ochenta vy
nueve reunida en mavoria la Comision ¢xaminadora
para tomar en consideracion la tesis para el doclo-
rado cn ciencias fisico-matemdaticas presentada por
el Ingeniero Carlos M. Morales titulada La fuersa
en la Geomelria, resolvié informar 4 la Facultad
que dicha tesis puede imprimirse porque llena las
condiciones reglamentarias y sefialar como pregun-
tas accesorias los numeros impares dc¢ las presen-
tadas 4 la Facultad en 6 de Mayo corriecnte por el
profesor de¢ Matematicas superiores.

Valentin Balbin—Luis A. Huergo—
Ild. P. Ramos Mejla—Manuel B.
Bahia, Sccrelario ad-hoc.

Puede .imprimirse.
SILVEYRA

Manuel B. Bdalia.



PROPOSICIONES ACCESORIAS

P —————

1*. Si z, 3, v representan las distancias de los vér.
tices de un triangulo al centro de la circunferencia
inscripts, y a, b, c los ladus respectivamente opues-
tos se tiene

2a + &b + v'c = abe.

2. Hallar un segmento que esté con otro dado en
la relacion de 1: V5,

3°. Si sobre los lados 42, AC de un tridngulo dado
ABC se toman los puntos M y N y sobre la recta
MB AN _MP
AM— NC™— PN
lo PBC es duplo del AMN.

4. La inversa de una paribola con respecto al foco
¢s una cardioide.

MN un punto P tal que , el tridngu-

5°. Un hilo eldstico y uniforme en su estado natural
esld suspendido por uno de sus extremos que su-
ponemos fijo y tiene en el otro extremo un peso dado;
3cudl es la exlension del hilo teniendo en cuenta su
propio peso?

6°. Un hilo eldstico y uniforme en su estado natural
se halla colocado al! rededor de una superflcie curva
cualquiera v estd sometido 4 fuerzas dadas; jcuél es
la extension del hilo?

(Aprobadas por la Facultad en sesion de 6 de Mayo de 1889).









