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Introduccion

El presente trabajo consiste en un estudio de la teoria clasica de homo-
topia de espacios topolégicos con un enfoque moderno y algunas aplicaciones
de esta teoria para modelar problemas provenientes de la computacion.

La tesis estd dividida en dos partes. En la primera parte se estudian
los resultados y las herramientas fundamentales de la teoria de homotopia.
Principalmente enfocamos nuestra atencién en cuatro temas. Comenzamos
estudiando la nocién de homotopia como idea de deformacién, definiendo
y analizando los retractos por deformacién (fuertes y débiles) y los espa-
cios contractiles. Luego mostramos cémo se construyen y utilizan algunas
herramientas subsidiarias de la teoria, tales como los cilindros, conos y sus-
pensiones. En tercer lugar analizamos uno de los problemas més importante
en topologia que es la extension y el levantamiento de funciones; para ésto
investigamos las cofibraciones y fibraciones que traslandan los problemas de
extension y levantamiento de funciones a un problema en la categoria ho-
motdpica de espacios topoldgicos. En la tltima seccion de esta primera parte,
se estudian los H-grupos y H-cogrupos, cuyos ejemplos més importantes son
respectivamente los espacios de lazos y las suspensiones, se demuestra la
adjuncién entre el funtor 2 (que a cada espacio topolégico punteado X le
asigna su espacio de lazos QX) y el funtor ¥ (suspensién reducida). Esta
adjuncién se cumple tanto en la categoria de espacios punteados como en
la categoria homotépica. También se muestra como utilizar estos resultados
para definir los grupos de homotopia de orden superior 7, (X, z) y probar
que estos grupos son abelianos para n > 2. Muchas de las demostraciones
que hacemos en esta primera parte de la tesis son novedosas (aunque los
resultados son conocidos) y simplifican las demostraciones que se pueden
leer en los libros clasicos de topologia algebraica (cf. [Spa, Swi, Hat]).

En la segunda parte de la tesis se analizan algunas aplicaciones de la
teoria de homotopia a problemas de computaciéon. Comenzamos comentan-
do algunos problemas que se estudian en la teoria de concurrencia, cuando



varios procesos son ejecutados al mismo tiempo, mostrando varios ejemplos
que nos sirven para analizar de qué manera la topologia puede ser utilizada
para modelarlos. Luego investigamos las nociones de espacios parcialmente
ordenados y di-homotopia (homotopia dirigida) que se utilizan para resolver
algunos de estos problemas. Terminamos con una seccién donde se ejempli-
fica la diferencia entre homotopia y di-homotopia.

Este trabajo se lo dedico a mi mama pues el recuerdo de su entereza me
incentiva permanentemente. Finalmente quiero agradecer a Walter por su
apoyo incondicional y a Gabriel Minian por la dedicacién y el estimulo que
me brindé.



Capitulo 1

Teoria de homotopia

En este capitulo estudiamos los resultados bésicos de la teoria de ho-
motopia. Comenzamos recordando las definiciones béasicas de homotopia y
homotopia relativa. Analizamos entre otras cosas la homotopia como no-
cién geométrica de deformacién. En las secciones 4 y 5 mostraremos cémo
se construyen los conos y cilindros de funcién tanto en el caso de espacios
topologicos como en el caso de espacios topoldgicos punteados. Estas con-
strucciones se analizan tanto en forma geométrica como categorica.

En las secciones 6 y 7 estudiamos problemas de extensién y levantamiento
de funciones y en la ultima seccién de este capitulo introducimos los grupos
de homotopia de orden superior y analizamos alguna de sus propiedades.
Las referencias para este capitulo son [Mun, Spa, Swi, Hat, KPt]

1.1. Notaciones varias

En lo que sigue notaremos con T'op a la categoria de espacios topoldgicos
y funciones continuas. Cuando leamos X en Top entenderemos que X es un
espacio topolégico y a su vez f: X — Y en Top serd una funcién continua.

Llamaremos I al intervalo [0,1] C IR con la topologia usual.

El simbolo x serd usado para el espacio topoldgico de un solo punto, y el
simbolo . para la funcién constante x. : X — Y tal que %.(z) = ¢ Vz € X.

Notaremos con D™ al disco o bola n—dimensional

D" ={z e R"/ |lz| <1} € R"



y con S"! a la esfera (n — 1)—dimensional
St =9D" = {x € R"/ ||z| =1} C R"

ambos con la topologia usual. Notar que S consiste de dos puntos aislados
0
y DV = *.

1.2. Homotopia

Comencemos recordando las definiciones de homotopia, homotopia rela-
tiva, y algunos resultados béasicos.

Sean f,g : X — Y en Top. Diremos que f es homotépica a g ( y no-
taremos f = ¢ ) si existe una funcién continua H : X x I — Y llamada
homotopia de f a g tal que:

H(l‘,O)Zf(l‘) y
H(z,1)=g(zx) VzeX

Sea A C X un subespacio y f,g : X — Y tales que f |4 = g |a.
Diremos que f es homotépica a g relativo al subespacio A ( y notaremos
f=grel A) si existe una homotopia H : X x I — Y que ademds verifica

H(a,t) = f(a) =g(a) Vae A, tel.

Notar que si tomamos A = () entonces f = g rel () es lo mismo que
f=g.

Ejemplo Sean X un espacio topoldgico arbitrario, A C X un subespacio
e Y un subconjunto convexo de IR". Sean f,g: X — Y continuas tales que
fla=gla. Luego f =g rel A, ya que la funcién H : X x I — Y definida
como

H(z,t) = tf(z) + (1 - t)g(x)

es una homotopia relativa de f a g.

Recordemos dos resultados basicos cuya demostracién se puede encontrar
en todo libro de topologia algebraica.



Proposicion 1.2.1 Sean X,Y espacios topologicos y A C X un subespa-
cio. La relacion ”ser homotdpica rel A.%5 de equivalencia en el conjunto de
funciones continuas de X a Y.

Proposicién 1.2.2 Sean h : Y — Z y k : W — X en Top y
f=2g: X —Y entonceshof=Zhog y fokZgok.

Definicion 1.2.3 Sean X , Y espacios topolégicos .

- Una funcion f : X —'Y continua es una equivalencia homotépica si existe
Y

una funcion continua g : Y — X tal que fog =Zidy y go f = idx. La
funcion g 1Y — X es una inversa homotoépica de f.

-X eY se dicen del mismo tipo homotopico si existe f : X — Y equivalencia
homotopica.

-X es contrdctil si es del tipo homotdpico de un punto. O sea X — * es una
equivalencia homotopica.

Observacion 1.2.4 Sean h: X - Y, g9g:Y - Zy f=goh: X — Z
en Top. Si dos de las tres funciones f, g y h son equivalencias homotopicas
entonces las tres son equivalencias homotopicas.

Proposicion 1.2.5 X es contrdctil si y sélo si idx = x. : X — X para
algin c € X.

Demostracion  Supongamos que X es contréictil entonces existe f : X — %
equivalencia homotépica con inversa (homotépica) g : x — X tal que
idxy Z2gof=%.:X—X.

Reciprocamente si idx = *. : X — X para algun ¢ en X, la funcién
X — {c} es una equivalencia homotépica. [

Proposicion 1.2.6 X es contrdctil si y solo si idxy = %, : X — X para
todo x € X.



Demostracion ~ Supongamos que X es contractil, entonces idx = %, para
algin ¢ en X. Si consideramos %, : X — X con x arbitrario, entonces por
la proposicién 1.2.2 se tiene que *; = idx O *; = *. 0 %, = *.. Luego
1dx = %, = x, como queriamos demostrar. [

Proposiciéon 1.2.7 Sean f,g : X — C continuas con C' contrdctil. En-
tonces f = g.

Demostracion Como idp = *. : C — C para algin ¢ € C, entonces

f=tdcof=*x.Zidcog=g. O

Corolario 1.2.8 Toda funcion continua f : X — Y con X e Y espacios
contrdctiles es una equivalencia homotopica.

Notar que como consecuencia de este resultado se desprende que dos
espacios contractiles son del mismo tipo homotépico.

Consideremos las aplicaciones naturales ig,i1: X — X x I definidas por
io(z) = (2,0), i1(x) = (x,1). Dadas f,g : X — Y en Top, podemos reescribir
cualquier homotopia de f a g, H: X x I —Y como

Hio = f y Hi1 =g
Notar que ig = 71 : X — X x I para todo espacio topoldgico X. Més atn,
se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 1.2.9 ig,i1 : X — X x I son equivalencias homotdpicas con
la misma inversa (homotdpica) p: X x I — X definida por p(x,t) = x.
Demostracion  Es claro que p ig = idx = p 1. La proyeccién p : X xI — X

resulta también la inversa homotépica a derecha. Para ver esto definimos una
homotopia H : X x I x I — X como

H((z,t),s) = (x,ts)



Finalmente vale que igp = idx x ;- Andlogamente se prueba i1p = idxx7. U

Sea f: X — Y en Top, llamaremos clase homotdpica de f al conjunto
de funciones continuas

f1={9: X =Y Jg= [}

Notaremos con [Top| a la categoria homotdpica de espacios topoldgicos
cuyos objetos son los espacios topoldgicos y sus morfismos son las clases de
funciones continuas. Notar que la composicién de clases

[f]olg] =[fod]

estd bien definida por la proposicién 1.2.2 . Observemos también que
f:X — Y es una equivalencia homotépica si y sélo si [f] es una isomor-
fismo en la categoria [Top].

Definimos un funtor ¢ : Top — [Top] de la siguiente forma ¢(X) = X en
los objetos y q(f) = [f] en los morfismos. Por la observacién anterior ¢ man-
da equivalencias homotépicas en isomorfismos, y es universal con respecto a
esta propiedad. Esto es lo que probaremos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.2.10 Sea g el funtor definido en el pdrrafo anterior. Dada
una categoria D y un funtor F' : Top — D que manda equivalencias ho-
motdpicas en isomorfismos de D, existe un tunico funtor F : [Top] — D tal
que fq =F.

[Top]

Demostracion  Definimos F de la tnica forma posible para que el diagrama
conmute, o sea F([f]) = F(f). Veamos que F estd bien definida. Si f = f’
entonces F(f) = F(f'). Sea H : X x I — Y una homotopia tal que
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Hig(x) = f(x) vy Hiy(z)=f'(z) Vee X
Como F' es un funtor vale que
F(f)=F(H)oF(io) y F(f')=F(H)oF(i)

Por la proposicién anterior como g e i1 son equivalencias homotdépicas, con
la misma inversa homotépica p, entonces F'(ig) y F(i1) son isomorfismos en
D con la misma inversa F(p). Luego F(f)o F(p) = F(H) = F(f")o F(p),y
por lo tanto F(f) = F(f"). O

1.3. Retractos

Definicién 1.3.1 Sea A C X subespacio.

- Decimos que la inclusion i : A — X en Top es un retracto si existe una
funcion r : X — A continua, llamada retraccion tal que roi =1ids. O sea
r(a)=a ¥V a € A.

- Llamaremos retracto por deformacion a un retracto i : A — X para el cual
se verifica ademds que ior = idx. O sea existe una homotopia H : X xI — X
tal que:

H(z,0) = ior(z) y
H(z,1)=2z VY zeX

- Diremos que i : A — X es un retracto por deformacion fuerte si es un

retracto por deformacién y ademds i or = idx relA, es decir

H(i(a),t) =i(a) YacA, tel

Observar que si i : A — X es un retracto por deformacién entonces
i es una equivalencia homotodpica, ya que existe una inversa homotdpica
r: X — A. Dicho de otra forma A y X son del mismo tipo homotépico.

Ejemplos

1- La funcién constante x — X es retracto para todo espacio topoldgico
X; pero serd por deformacién si y sélo si X es contractil, por ejemplo los
espacios convexos de IR".

11



Notar que * — X es un retracto por deformacion fuerte cuando X se
puede deformar a un punto manteniéndolo fijo durante toda la deformacién.

2- El Peine es el espacio topolégico ilustrado en el siguiente dibujo

0 A/ nl) (/2.0 (LD

(0,0)(1/n,0) (1/2,0) (1,0)

y esta definido como el subespacio de IR? por

P={(z,y) e R?/0<y<1,2=0, nelN o y=0,0<z<1}

1
Si consideramos la funciéon H : P x I — P definida por

(z,(1—-2t)y) 0<t<i
H((l"y)’t):{ (53— 20)2.0) 1oy<1

resulta ser una homotopia entre idp y *(q0), y por lo tanto P es un espacio
contractil. Més atn, i : {(0,0)} — P es un retracto por deformacién fuerte
ya que el punto (0,0) permanece fijo durante toda la deformacion.

Sin embargo la inclusién i : {(0,1)} — P es un retracto por deformacién
que no es fuerte.

3- Sea X =[0,1] x [0,1] con la topologia usual , y sea P el peine. Luego la

inclusion 7 : P — X es una funcién continua entre espacios contrictiles. Por
una observacién anterior resulta ser una equivalencia homotépica.

Proposicién 1.3.2 i : S — IR"™ — {0} es un retracto por deformacion
fuerteV n > 1.

Demostracion Definimos una retraccién r : IR"*1 — {0} — S™ por

X

r(x) = m

Como z # 0, r estd bien definida y ademds verifica que roi(z) =z Vo € S™.

12



Sea H : (R — {0}) x I — IR"*! — {0} la homotopfa definida por
Hz,t) = 2 4 (1 - )z
el

Es claro que H estd bien definida y es una homotopia entre ior vy
ian+1,{0}.

1.4. Construcciones basicas

1.4.1. Cilindro

Sea X espacio topoldgico. Llamaremos cilindro de X al espacio

IX=Xx1I
X x {1}

X x {0}

Observar que el cilindro define un funtor [ : Top — Top  que hace
corresponder a cada X en Top el objeto IX yacada f: X — Y en
Top el morfismo If : IX — IY definido como [ f(z,t) = (f(x),t).

1.4.2. Cono

Llamaremos cono de X al espacio cociente
CX=1X /.
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por

(x,t) ~ (@, t') st t=t'=0 o (t=t y x=2a)

13



Denotamos con [(x,t)] la clase de (z,t) en el cociente, y con ¢ la clase de
(x,0).

X x {1}

Observar que X es un subespacio del cono de X via la funcién
j: X — CX definida por j(z) = [(x,1)]. Notar ademas que el cono puede
definirse como el siguiente pushout en Top

X *
o |
IX —>CX

El cono define un funtor C' : Top — Top que hace corresponder a cada X en
Top elobjetoCX,yacada f: X — YenTop el morfismoCf : CX — CY
definido como C'f[(x,t)] = [(f(x),1)].

Proposicion 1.4.1 CX es contrdctil.

Demostracion  Debemos probar que idox = x. : CX — CX. Para ello
definimos la homotopia H : CX x I — CX como

H([(z,1)],s) = [(z,1s)]
Es claro que H estd bien definida y verifica

H([(m,t)],()) = [(.CC,O)] =c Yy H([(xvt)}v 1) = [(Z‘,t)] O

Ejemplo CS" =D"t! V¥V n>0.

Consideremos la funcién f : C'S™ — D"t definida por f[z,t] = tz. Es
facil ver que f es biyectiva y continua. Como los espacios son compactos y
Hausdorff, f resulta ser un homeomorfismo.
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Definicion 1.4.2 f : X — Y en Top se dice null-homotopica si
f S %y X =Y, para alguna constante y € Y.

Proposicion 1.4.3 Sea f: X =Y enTop y X contrdactil. Entonces f es
null-homotopica.

Demostracion  Por ser X contractil se tiene que idx = %, : X — X para
algin (todo) z en X. Componiendo con f : X — Y a izquierda obtenemos
que f = foidx = fox; = %y, 0 sea f es null-homotépica. [

Proposicion 1.4.4 f: X — Y es null-homotdpica si y sdlo si | se extiende
continuamente al CX. Es decir existe f : CX — Y tal que foj = f, donde
j: X — CX esla inclusion en la tapa del cilindro.

Demostracién Supongamos que f = %, : X — Y. O sea existe una homo-
topia H : IX — Y tal que

H(z,0)=y y H(z,1)=f(z) VeeX

Luego el siguiente diagrama conmuta

X ——%

IX —>CX

\\)@
H Y

Por la propiedad universal del pushout existe una unica f: CX — Y que
hace conmutar el diagrama.

X — %




y por lo tanto foj = fo(poiy) = (fop) oig=Hoi; = f. O sea fextiende
a f.

Reciprocamente si existe una extensién f: CX — Y entonces podemos
construir una homotopia H : IX — Y del siguiente modo

H(z,t) = fop(zx,t)

Finalmente vale que f = x,, porque

H(z,0) = fop(x,0) = f(c) = yo y
H(z,1) = fop(z,1) = fo(poir)(z) = foj(x)=flx) VaeX. O

Corolario 1.4.5 Sea f:S™ — X continua. f es null-homotdpica si y sdlo
si f se extiende continuamente a D1,

(Comparar con [Spa]).

1.4.3. Cilindro de una funcién

Dada una funcion continua f : X — Y definimos el cilindro de f, como
el espacio cociente

Z; =IX1Y /.

donde II denota la unién disjunta de los espacios y ~ es la relacién de
equivalencia generada por

(,t)~y si t=0y f(z)=y

Denotamos con [(z,t)] , [y] las clases de (z,t) e y respectivamente en el
cociente.

zZ
Xty (D S
X x {0} —_—
V \/
N>
JSX)

16



En lenguaje categérico, Z; puede verse como el siguiente pushout en Top

X*f>Y

]X?Zf

donde (s, ) = [(z,)] e i(y) = [y]

Ejemplo El cono CX es un caso particular de Zy con Y = .
Proposicién 1.4.6 i :Y — Z; es un retracto por deformacién fuerte donde
r:Zy —Y definida como r([x,t]) = f(xz) para € X, tel y r(y]) =y
es una retraccion de i.

Demostracion  En principio la buena definiciéon de r es clara pues
r([z,0]) = rly] con y = f(z) ya que r([z,0]) = f(z) =y = r[y]. Ademds r
es continua y r o ¢ = iy. Hasta acd tenemos un retracto y para ver que es

un retracto por deformacion fuerte debemos probar que i or = idz, rel Y.
Para ello definimos una homotopia H : Zy x I — Zy  por

H([$at]78) = [fL‘,tS] y H([y]’s) = [y]

Es facil ver que H es la homotopia apropiada, que estd bien definida y es
continua. [

Como corolario de esta proposicién observemos que Zy e Y son del mismo
tipo homotépico.

1.4.4. Cono de una funcion

Dada una funcién f: X — Y llamamos cono de f al espacio cociente
Cr=CX1Y /.
donde ~ es la relacién de equivalencia generada por

(@) ~ f(x)

17



siendo j : X — CX la inclusién natural j(z) = [(z,1)].

CX
X x {1} >

— (5
Ji¢9)
Notar que C'y puede describirse como el pushout

X4f>y

I

donde ¢ e i son las funciones al cociente.

Proposicion 1.4.7 Sean f : X — Y yg:Y — Z continuas. Entonces
go f es null-homotédpica si y sélo si g se extiende continuamente a Cy, es
decir, existe g : Cy — Z tal que goi = g.

Demostracion  Supongamos go f = %, : X — Z. Por la propocicién 1.4.4
gof: X — Z se extiende a CX, es decir existe go f : CX — Z tal que
go foj=go f. Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

l l\
J i\
o g
CXT> f \
wof =27

y por la propiedad universal del pushout existe una tnica g : Cy — Z que
hace conmutar todo el diagrama.

18



Luego goi = g y por lo tanto g extiende a g.

Reciprocamente, si g se extiende a g:Cy — Z consideramos la fun-
cibn gop: CX — Z. Esta funcién continua extiende a go f : X — Z ya que
gopoj=goiof=go f. Luego por la proposicién 1.4.4 gof:X — Z
resulta null-homotépica. [

1.4.5. Suspension

Sea X un espacio topoldgico. Llamaremos suspension al espacio cociente
XX =IX/.
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por
(,t) ~(2/5t) si t=t'=0 o t=t'=1 o (=t y xz=1)

Notar que XX = CX/. donde ~' es la relacién de equivalencia generada

por j(z)~'j(z').
2X
X x 1 > @ X

Se tiene el siguiente pushout

X ——x

| e |

CX —3%¥X

19



Ademas la suspensién define un funtor X : Top — Top que hace correspon-
der a cada X en Top el objeto XX, y a cada funcién continua f : X — Y el
morfismo X f : ¥X — XY definido como X f[(z,t)] = [(f(z),1)].

Proposicién 1.4.8 5" 1 =S5 Vn>1
Demostracién Sea ¢ : X.S"~1 — " definida por
o([x,t]) = 2v/t(1 —t) 2,2t — 1) € R" x IR

¢ estd bien definida porque ¢([z,0]) = (0,0,...,0,—1) = ¢([2/,0]) ¥
o([x,1]) = (0,0,...,0,1) = ¢([2,1]), y ademds p([z,t]) € S™. Es claro que
¢ es biyectiva y continua y como ¥.S"7! es compacto y S" es Hausdorff,
entonces @ resulta un homeomorfismo. [

1.5. Espacios punteados

Para definir los grupos de homotopia se necesita trabajar con espacios
topoldgicos punteados, es decir, espacios topoldgicos que tienen un punto
base distinguido. Més presisamente, un espacio topolégico punteado es un
par (X, zo) con X espacio topolégico y xg € X. Una funcién continua pun-
teada f : (X,z9) — (y,y0) es una funcién continua f : X — Y tal que
f(x0) = yo.

Notaremos con Top, la categoria de espacios topoldgicos punteados y
funciones continuas punteadas.

Por abuso de notacién y lenguaje, diremos X € Top, para referirnos a
un espacio topolégico punteado y f : X — Y en Top, para referirnos a una
funcién continua punteada (sin especificar el punto base en caso de no ser
necesario).

Veremos brevemente como extender las construcciones anteriores cuan-
do se trabaje con puntos base. En particular definiremos conos y cilindros
“reducidos” asi como suspensiones “reducidas”.
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1.5.1. Cilindro reducido

Sea (X, o) espacio punteado. Llamaremos cilindro reducido de (X, xo)
al espacio cociente

IX=IX /.

donde ~ es la relacién de equivalencia definida por
(zo,t1) ~ (zo,t2) Vi, ta €1

En lo que sigue denotamos con [(z,t)] la clase de (x,t) en el cociente. En

particular [(zg,t)] es el punto base de I.X.

Anélogamente al caso no reducido, tenemos las inclusiones ig,i; : X — IX
en Top,, definida por ix(z) = [(z, k)] para k=0,1.

Definicién 1.5.1 Dadas f,g : (X, z0) — (Y,y0) continuas, diremos que f
es homotdpica a g (f = g) si son homotdpicas relativas al punto base xqy. Por
la proposicion 1.2.1 ésta define una relacion de equivalencia en el conjunto
de funciones continuas punteadas de X a'Y.

1.5.2. Cono reducido

Definimos el cono reducido de (X, zp) como el espacio cociente

CX =1IX /.

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por

(z,0) ~ (xo,t) Vtel, zeX
Notar que [(xo,t)] es el punto base de CX.
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Proposicién 1.5.2 Sea f : X — Y en Top.. f = xy, rel xg si y sélo si
[ se extiende continuamente al CX. Es decir existe f : CX — Y tal que
foj=f,dondej: X — CX es la inclusion natural.

La demostracién es analoga al caso no reducido.

1.5.3. Cilindro reducido de una funcién

Sean (X, xo), (Y, yo) espacios punteados y sea, IX cilindro reducido de
X. Dada una funcién f : X — Y en Topy, llamaremos cilindro reducido de
f al espacio cociente

Zp=IXT1Y /.
donde ~ es la relacién de equivalencia generada por
(@, )]~y si t=0y flx)=y

Notar que estamos identificando [(zg,t)] ~ yo.

1.5.4. Cono reducido de una funcion

Sean X,Y € Top, y CX el cono reducido de X. Dada una funcién
f: X =Y en Top,, llamaremos cono reducido de f al espacio cociente

C;=CX1Y /.

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por

(@) ~ f(x)

siendo j : X — C'X la inclusién natural en Top.
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Proposicion 1.5.3 Sean f : X — Y yg:Y — Z funciones punteadas
continuas. Entonces go f es null-homotdpica relativa al punto base si y sélo
si g se extiende continuamente a Cy, es decir, existe g : Cy — Z punteada
tal que goi = g.

La demostracién es andloga al caso no reducido.

1.5.5. Suspension reducida

Sea (X, xp) un espacio topolégico punteado. Llamaremos suspension re-
ductda al espacio cociente

X =1X/.
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por
(x,t) ~ (2, t)si(t=t'=0)o(t=t' =1 o(x=2"=xzp) 0o (t =1, x =2)

Notar que estamos identificando ig(x) ~ i1(x) ~ [(zo, t)], el punto distingui-
do de la suspensién reducida.

X

Proposicién 1.5.4 > S" = Sl vp >0

Demostracién  Si consideremos a R"*' C R™?2 poniendo 0 en la tltima
coordenada entonces

S"={r e R""?/|z| =1, apy2 =0} y D" ={zre R/ |z <1, zp42 =0}

Luego pensamos a S™ ecuador de S"*! en R"*2,
Sean
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Hy={reS"" :2,1>0} v H_={xeS"".2,,<0}

los hemisferios norte y sur.

Asi
S*Hl=H, UH_  y S'"=H,NH_

Definimos los siguientes homeomorfismos
P, D" - H,

Pi(x1, .oy nt1,0) = (T1, 00y Tg1, /1 — D 22)

P_:D"Ml g

P_(x1,...;Zpn41,0) = (1, ooy Tpg1, —4 /1 — Za:?)

Sea sop = (1,0..,0) € S™ punto base. Definimos
p:> 8" =Sl conzreS ytel

P_(2tz + (1 — 2t)s0) si0<t<i
Pl ) = { P2l -ty + (2t — 1)) silet<i

Veamos que ¢ es un homeomorfismo. Es facil ver que es biyectiva. Es con-
tinua si se la restringe a subespacios cerrados definidos por

{[z,t] e S": 0<t<i}ypor {[z,t]e>S":I<t<1}

D=

porque tanto P, como P_ son continuas. Como en t = 1 P_(z) = P, (x)
entonces ¢ resulta continua. Como los espacios considerados son compactos
y Hausdorff, entonces ¢ resulta homeomorfismo. [J

|

1.5.6. Wedge y Smash

Sean (X, zg) e (Y,yp) en Top,. Llamamos wedge de X,Y a la unién
disjunta de X e Y identificando el punto xy con el punto yg. El wedge de
X e Y se denota X VY y se considera un espacio punteado con punto base
[z0] = [yo]. Por ejemplo, el wedge S Vv St es la figura ocho
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Sean (X,z0) , (Y,y0) v (X x Y,(z0,y0)) en Tops. Los subespacios
X x{yo} y {zo} x Y ambos contenidos en X x Y se intersecan en un dinico
punto (g, o), lo que nos permite identificar X x {yo} U {zo} x Y con X VY.
Luego pensamos que X VY C X XY, y definimos entonces el smash de X
eY.

Llamaremos smash de (X, ), (Y, y0) al espacio topolégico punteado

X/\Y:XXY/X\/Y

Notar que la suspension reducida X de un espacio punteado X coincide
con el producto smash S* A X. En general para todo n € IN se tiene

Y'X=5"ANX

donde inductivamente X" X = ¥ (X771 X).

1.6. Cofibraciones

Un problema muy importante en topologia es el estudio de extensiones
de funciones continuas. Dada g : X — W y una inclusién i : X — Y nos
podemos preguntar bajo qué condiciones existe g : Y — W continua que
extienda a g, o sea goi = g.

x 2=
K4
g
Y

Es claro que ésto no siempre es posible y dependerd fuertemente de g,7, X, Y
y W. Para ilustrar esta situaciéon recordemos una proposicion vista anterior-
mente. Dada g : S™ — W continua existe una extensién g : D"t — W de
g siy sdlo si g es null-homotépica.

gn—9 o
7,7
g
Dn+1

En particular las homotopias son funciones continuas y las cofibraciones
estaran intimamente relacionadas con la extensién de dichas homotopias.
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Estamos interesados en conocer bajo qué circunstancias la extensién de fun-
ciones de un subespacio a todo el espacio dependerd sdlo de su clase ho-
motopica. Proponemos en lo que sigue estudiar este tipo de problemas.

1.6.1. P.E.H.

Sea i: X — Y continua y W un espacio topoldgico. Decimos que 7 tiene
la propiedad de extension de homotopia (P.E.H.) respecto a W si cada vez
que tenemos g : Y — Wy H : X x I — W continuas tales que H oig = got,
existe H : Y x I — W continua que verifica H(i x id;) = H y H oig = g.

XA>X x I

Y—Y x1I
20

Notar que H no es necesariamente tnica.

Proposicion 1.6.1 Seai: X — Y una inclusion que tiene la P.E.H respec-
toa W ysean f, f' : X — W funciones homotdpicas. Entonces f se extiende
aY siy solo si f se extiende; resultando homotdpicas las extensiones.

Demostracién Por hipétesis sabemos que f = f’ entonces existe una ho-
motopia H : X x I — W tal que

Hoig=f y Hoir=f

Supongamos que f se extiende, entonces existe f: Y — W tal que foz' = f.
Como f = H o1y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

X s x 1
Z\L liXid{ H
Y—Y x I
io
> W
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Por PEH. existe H:Y x I — W

X s x 1
X1id
zl lz idy \\H

Y—Y x1I

20

Tomamos f’ =Hoi que es homotodpica a ]?y que sera la que extiende a f’
pues

floi(w)=Hoijoi(z) = H(i(x),1) = H(z,1) = f'(z) O

Observar que la inclusién ¢: X — Y tenga la P.E.H. respecto a W no
significa que si f, f/ : X — W son funciones homotdpicas que se extien-
den, estas extensiones resulten homotdpicas. Pero si podemos afirmar por
la proposicién anterior que si una de las funciones homotoépicas se extiende
entonces la otra tendrd una extensién homotodpica a la primera.

Definicion 1.6.2 Una funcion continua i : X — Y es una cofibracion si
tiene la P.E.H respecto a todo espacio topologico W.

Proposicion 1.6.3 La inclusion i : X — X 'Y es una cofibracion.

Demostracion  Se quiere ver que i tiene la P.E.H para todo espacio topolégi-
co W. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo

10

X X x 1

] BN

XY — (XIIY) x I

10

y definamos H : (X IIY) x I — W como
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~ H(z,t) zeX
H(z,1) = { g(2) zeY

que esta bien definida, es continua y hace conmutar el diagrama

X x 1T

20

!

H(y,0) = g(y VeeX tel, yeY. O

Proposicion 1.6.4 Si i: X — Y es un homeomorfismo entonces i es una
cofibracion.

Demostracion  Queremos ver que ¢ tiene la P.E.H para todo W. Para ello
tomamos funciones continuas H : X x I — W y g:Y — W tales que el
siguiente diagrama conmute

X x 1
Y—Y x I
io
k{)w

Definimos H : Y x I — W como

H(y,t) = H(i"(y),t)




Veamos que todo conmuta:
I:f o (1 x z'dI)N(x,t) = ﬁ(z(az),t) = H(i ' (i(x)),t) = H(z,t)
Hoig(y) = H(y,0) = H(i""(y),0) = Hoio(i ' (y)) = goi(i"'(y)) = g(y) O

Proposiciéon 1.6.5 Si i : X — Y y j:Y — Z son cofibraciones,
entonces joi: X — Z resulta ser una cofibracion.

Demostracion  Consideramos el siguiente diagrama

Como % es una cofibracion existe Hy : Y x I — W continua tal que

Hyoiy=goj y Hyo(ixid;)=H

X2 X x1T

Zl iXidI\L
%

Y —>Y xI

) H
jl indIl i
. ,Hl\

7z xT

R

Como j es una cofibracién existe Hs : Z x I — W continua tal que

HQOiozg y HQO(ind[):Hl
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Hay que ver que Hy hace conmutar el diagrama completo. Para eso falta ver
que Hyo ((joi)xidr) =H

Hyo ((joi)xidr) = Hay((j X idy)o (i xidy)) = (Hao (j xidy))o (i X idy) =
:Hlo(ixid[):H (]

Para demostrar el lema que sigue necesitamos repasar algunos resultados
cuyas demostraciones se pueden encontrar en libros de topologia como por
ejemplo [Mun].

Sean los espacios topolégicos X, Y vy XY = { f:Y — X continua } con
la topologia compacto abierta. Una subbase para esta topologia estd dada
por los conjuntos W(C,U) = {f € XY : f(C) CU} con C CY compacto y
U C X abierto. Recordar que si

Sean X e Y espacios topoldgicos. Y localmente compacto y Hausdorff
entonces la funcion €, : Y x XY — X definida como &,(y, f) = f(y) es
continua.

En lo que sigue notaremos con T'op(A, B) al conjunto de funciones con-
tinuas {f : A — B}. Obtenemos asi el siguiente corolario (Ley exponencial).

Dados X,Y y Z espacios toplolégicos, e Y localmente compacto y Haus-
dorff entonces la funcion ¢ : Top(Z x Y,X) — Top(Z,XY) dada por
o(f)(2)(y) = f(z,y) resulta ser una biyeccion de conjuntos.

Observar el caso particular tomando Y = I que es Hausdorff, y por
ser compacto es localmente compacto. Entonces resulta biyectiva la funcion
entre conjuntos

o :Top(Z x I,X) — Top(Z,X")
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Lema 1.6.6 El functor cilindro preserva pushout. Es decir, si

es un pushout en Top, entonces el siguiente diagrama resulta un pushout

XxI2% 7y

ixidfl l?xid;

YXxI—Px1I

iXid]

Demostracion Para ver que el diagrama es un pushout tomamos W un
espacio topoldgico cualquiera y funciones hy : ZxXI - Wy ho: Y xXI - W
continuas tal que el siguiente diagrama conmuta

I X1

”
XxI——Zx1I

o AN

zxzd[l \L’LXZdI \\hl
YXI—PxI \

ind[
\\’) v
h w

2

Como I es localmente compacto y Hausdorff entonces por la ley exponencial
obtenemos funciones hy : Z — W'y hy:Y — W! continuas. Veamos que
hl o j = h2 o1

hioj(x)(t) = hi(j(x),t) = hali(z),t) = hy 0 i(x)(t)

Luego existird una tinica H : P — W/ tal que el siguiente diagrama conmuta

J
R

X Z

| o

i| push |3 N
hi1

ha wl

31



Nuevamente por la ley exponencial existe H : P x I — W continua y serd la
funciéon que nos permitird probar que el diagrama es un pushout. Veamos
que H lo hace conmutar

Ho (i x idp)(z,t) = H(i(2),t) = H oi(2)(t) = h1(2)(t) = ha(2,1)

Andlogamente para H o (j x id;) = ha(z,t). Por otro lado es facil ver que
H es la tnica funcién continua que hace conmutar el diagrama debido a la
unicidad en la ley exponencial y a que H es Unica para el otro pushout. [J

Proposicién 1.6.7 Las cofibraciones son estables por cambio de cobase. O
sea si i: X —Y esuna cofibracion y el siguiente diagrama es un pushout

) .

] ij

Yf)

J

entonces i : Z — P también es una cofibracion.

Demostracion Para ver que i : Z — P es una cofibracién consideremos
funciones H : Z x I — W y g : P — W continuas tales que el siguiente
diagrama conmuta

72— 71
?l . Jﬁx zdI\ -
1

P—>PxI

SN

Consideremos ¢ o j continua que hace conmutar el siguiente diagrama

., eid
X2 xx 1% 7w

zl ixid[l push \L;XMII\\H
Y—F—Y xI——>PxI \

20 jxadr
\

y

w
goj
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ya que
Ho (j x idp) oi/(x) = H(j(2),0) = Hoigo j(z) = goioj(z) = goJ oi(x)
Por ser ¢ : X — Y una cofibracion existe Hy : Y x I — W tal que todo

conmuta. Como el segundo diagrama es una pushout existe Ho : P x [ — W
para el cual el diagrama también conmuta.

X x w1 g

zl ixidll push, \L;Xidl

Y%/)YXI%)PXI

20 Cogxidy

Hy

goj
Tomemos Hs y veamos que es la funcién que nos permite probar que
i es una cofibracién. Para ello debemos ver que Hy o (i X id;) = H y que

Hs o0 iy = g. La primera igualdad se desprende del tltimo diagrama. Para
la segunda usaremos el siguiente pushout

Claramente g : P — W hace conmutar el diagrama. Analogamente debemos
verlo para Hy oig. O sea

Hy0ig o j(y) = Ha(j(y),0) = Hy(y,0) = Hy 0ig'(y) = g o j(y)

Hyoipoi(z) = Ha(i(2),0) = H(2,0) = H oig(z)

Luego por universalidad del pushout, Hooig =g¢g. O
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Lema 1.6.8 La funcion iglli; : X I X — X x I, que incluye la primer
copia de X en la tapa de abajo y la sequnda copia en la tapa de arriba, es
una cofibracion.

Demostracion  Observemos que (X II X) x I = (X x I)II (X x I) (ya que
I es localmente compacto y Haussdorf). Luego para probar que igIli; es una
cofibraciéon debemos tomar W un espacio topoldgico, y funciones continuas

h:XxI—-W y G=fUg: (X xD)HI(XxI)—W

tales que el siguiente diagrama conmute

XX M9 (X x 1) I1(X x I)
ioH’le l(ioXid[)H(ilxidI
G=fIlg
XXx[———(XxI)xI
i0
W
h

Analizaremos primero el caso X = x

*x——=T11

L\

I——1IxI

h W

que por ser conmutativo vale h(0) = f(0) y h(1) = g(0). Definimos
G : I x I — W de la siguiente forma

o
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f(t—3s) 0<
35—

h(550) 5 <

g(3s+t—3) <

VA V2)
IA

»

IN
w W+

IA
—_

|
-

« ‘

Es facil ver que G esté bien definida, es continua y hace conmutar el dia-

grama ya que

é(o7t) = f(t)7 é(Lt) = g(t)7 6(8,0) = h(t)
A partir de lo anterior se deduce el caso general
G:(XxD)xI—-W
f(z,t —3s) 0<s<i
Gla,s,t) = { hlz, §55) t<s< 3t

g(z,3s+t—3) =t

IN
»
IA

[

tomando

O

Teorema 1.6.9 Sean f: X =Y enTopyj: X — Zy tal que j(x) = [z, 1],
entonces j es una cofibracion.

Demostracién Recordemos la definicién del cilindro de una funcién Z; a

partir del pushout

X x I
fl |
Y —— 7%y
Tenemos
i
X xmx M x 1
T
f lfﬂidx l
Y?YHX o1 Zy



El diagrama completo es un pushout, y es claro que el primero también lo
es. Por lo tanto el segundo cuadrado es un pushout

11:d
xux 2y x
igHz’ll push lqﬂj

X x 1

Zy

Debido al lema 1.6.2 iglli; : XII X — X x I es una cofibracién, entonces
también loes g1 j : Y II X — Z;. Finalmente por las proposiciones 1.6.3,
1.6.4 y 1.6.5 la composicién

idx qlly

j=(qIlj)oidx

resulta cofibracion. O

Corolario 1.6.10 j: X — CX es una cofibracion.
Demostracién Basta sdlo recordar que C'X es un caso particular de Zy.

Ejemplo i : S" ' — D" es una cofibracién. Esto se debe al hecho que
Dn = (Csn L,

Teorema 1.6.11 Toda f : X — Y enTop se factoriza como f =roj con
j cofibracion y r equivalencia homotopica.

Demostracion Recordemos la proposicién 1.4.6 , donde habiamos probado
que 7 : Zy — Y definida como r([z,t]) = f(z) , r(ly]) =y era una
equivalencia homotdpica porque existia una inversa homotdépica i : Y — Z;
tal que roi = idy y ior = idz,. Tomando j la cofibracién de la proposicion
anterior, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

XL>Y

| A

Zf‘r '

que factoriza a f =roj. O
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Corolario 1.6.12 Dos espacios topoldgicos X e Y son del mismo tipo ho-
motopico si y solo si existe algun espacio topologico Z en el cual las inclu-
siones X — Z, Y — Z son equivalencias homotdpicas.

Demostracion Es facil ver que si X y Z son del mismo tipo homotépico,
al igual que Y y Z, entonces X e Y tienen el mismo tipo de homotopia.

Reciprocamente supongamos que f : X — Y es una equivalencia ho-
motopica, entonces tomamos Z; el cilindro de f. Como la composicién
f=roj

XL>Zf—T>Y

y r:Y — Z; son equivalencias homotopicas, entonces por la proposicion
1.4.6 ,j: X — Zj resulta ser una equivalencia homotépica. Por otro lado
recordemos que i : Y — Z; es una equivalencia homotépica. [

Proposicion 1.6.13 i : X — Y es una cofibracion si y solo si existe
r:Y xI— Z; tal que r(y,0) =[y] y r(i(x),t) = [z, 1]

Demostracion Tengamos presente que Z; esta definida a partir del siguiente
pushout

X X x1
I
Y Z;

y observemos que r estd bien definida porque [z,0] = r(i(x),0) = [i(x)].
Supondremos que ¢ : X — Y es una cofibracién, y proponemos el
siguiente diagrama

X2 X %1

[ b

Yy —>Y xI

Zi
donde las funciones que llegan a Z; son las del pushout. Por definicién de
cofibracion existe r : Y x I — Z; tal que
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roio(y) =yl v rolixid)(at) =[x,

Por lo tanto
r(y,0) =[] vy r(i(z),t) = [z,1].

Reciprocamente veamos que ¢ : X — Y es una cofibracién. Para eso
consideramos

XX x1

. id
Z\L ll “ H
%

Y —>V x1I

N

Como por hipdtesis existe r : Y x I — Z; entonces por definicién (de ) el
siguiente diagrama es conmutativo.

XX T

zi lixid;\
\

Y*>Z.O Y x1

N

Por la propiedad universal del pushout, existe G : Z; — W continua.

X x T

|

Y—Y x1I
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Tomamos H = Gor que es la que nos permite probar que ¢ es una cofibracion
ya que verificar que todo conmuta es sencillo. [

Corolario 1.6.14 Sii: X — Y es una cofibracion entonces i es una in-
clusion.

Demostracion Por la proposiciéon anterior como 4 es cofibracién entonces
existe r : Y x I — Z; tal que r(i(x),t) = [z,t]. En particular r(i(x),1) =
[z,1] = j(x) es una inclusién, por lo tanto (i(z),1) también lo es. Luego i
resulta inclusién como se queria probar . [

1.7. Fibraciones

En los cursos de topologia es habitual estudiar el problema del levan-
tamiento de funciones continuas, el cual es el dual del problema de exten-
si6n. Sip: E — By f: X — B son funciones continuas, decimos que f se
levanta si existe f : X — FE continua tal que el siguiente diagrama conmuta

E
i
X—nB

f

Un ejemplo conocido de esto lo tenemos cuando p : E — B es un reves-
timiento y X = 1.

Con el objetivo de que el problema del levantamiento sea tratado en
la categoria homotodpica, necesitamos una propiedad andloga a la de exten-
sién de homotopia, llamada propiedad de levantamiento de homotopia. Esto
nos conducird al concepto de fibracién, el cual es el dual del concepto de
cofibraciéon introducido en la seccién anterior.

1.7.1. P.L.H

Definicion 1.7.1 Una funcion p : E — B tiene la propiedad de levan-
tamiento de homotopia (P.L.H.) respecto a un espacio topoldgico X si dadas
f:X—=FE y H:XxI— B tal que Hoig=po f , existe una funcion
continua H: X xI — E para la cual vale j—vloio:f Y poﬁ:H.
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f

X E
~ 7

ZQ\L p

X x I?‘B

Observar que H no es necesariamente tnica.

Consideremos el espacio de funciones continuas X! = {f : I — X} con
la topologfa compacto abierta. Sean po, p1 : X! — X continuas tales que

Luego si tenemos dos funciones f,g : Z — X en Top, diremos que son
homotépicas si existe una funcién continua H : Z — X! tal que

poH = f prH=g

Con lo cual, a partir de la ley exponencial podemos reescribir la definicién
anterior del siguiente modo:

Una funcién p : £ — B tiene la propiedad de levantamiento de homo-
topia (P.L.H.) respecto a un espacio topoldgico X si dado f : X — FE
y H: X — B! tal que pof = pgo H , existe una funcién continua
H : X — E!' paralacual vale poo H = f y ploH = H donde
p! i BT — B! est4 definida como p!(w)(t) = pow(t) .

BI Po B

Definicion 1.7.2 Una funcion continua p : E — B se llama fibracion si
tiene la P.L.H. respecto a todo espacio topoldogico X .

Sea p : E — B una fibracién, by € B. Llamaremos fibra de p sobre by al
conjunto F' = p~1(by) C E. Se tiene por esto el siguiente pullback.
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F—F
\L pull p
*

— B
*bO

Proposiciéon 1.7.3 Seap: E — B una fibraciony f,g: X — B funciones
homotopicas entonces f se levanta a E si y solo si g lo hace. Ademds los
levantados resultan homotopicos.

&

-~
i

LQ@\.

X

Demostracidn ~ Supongamos que f se levanta a F, o sea existe f: X —>F
tal que po f = f. Veamos que g se levanta.

Como f = g, existe una homotopia H : X x I — B tal que

Hig=f=pof y Hii=gyg

Se tiene la siguiente situacion

X ! E
’iol p
XXI?B

p es una fibracion, entonces existe H: X x I — E continua tal que

ﬁz’o:f y pﬁ:H

Tomamos g = H 1. Es claro que g = f, y ademads g es el levantado de g
puespog=po(H i) =(poH)oig=g9. O

En lo que sigue daremos a modo de ejemplos varios resultados que no
son otra cosa mas que los resultados duales de los de cofibraciones y por lo
tanto daremos sélo una idea general de las demostraciones.

Ejemplos
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1- La proyeccién px : X x Y — X es una fibracién.

2- Los homeomorfismos son fibraciones.

Consideremos
X ! E
<
iol p :q
X x1I o B

donde ¢ : B — E es la inversa de p. Luego podemos definir H:XxI—E
como H = g o H para que el diagrama conmute ya que

Hiy=qoHig=qopof=f O

3- Composicion de fibraciones es fibracion.

Proposicion 1.7.4 Las fibraciones son estables por cambio de base. O sea
si p: E— B es una fibracidn y el siguiente diagrama es un pullback

entonces p: M — X resulta fibracion.

Demostracion  La demostracién es el proceso dual al resultado andlogo de
cofibraciones. O sea, dado



queremos ver que existe H: 7Z — M! tal que todo conmute. Para ello
consideremos el siguiente diagrama

7 gof
|

’

\ MI L EI L‘E
H \\pll \Lpf lp

Xt Bl B

que resulta conmutativo pues po’ohloH(z) = po’(hoH(z)) = (hoH(2))(0) =
hopoo H(z) = hoP o f(z) = p ogo f(2).

Ademis el cuadrado de la izquierda resulta un pullback pues “elevar a la I”
lo preserva. Mas precisamente, como [ es localmente compacto y Hausdorff
el funtor —! : Top — Top que le asigna a cada espacio X el espacio de
funciones continuas X! con la topologia compacto abierta, es adjunto a
derecha del funtor — x I : Top — Top y por lo tanto preserva pullbacks.
Como p : E — B es fibracién existe H; : Z — E! tal que el dia-
grama conmuta; y como el cuadrado de la izquierda es un pullback existe
Hy : Z — M! tal que todo conmuta. Hy serd la que nos permitird probar
que p : M — X es una cofibracién pues es claro que p! o Hy = H. Sin
embargo, probar que pg o Ho = f requiere de la universalidad del siguiente

pullback
7 gof
! g \
M—F
pl b
X—B

h

po oH

pues si vemos que el diagrama conmuta entonces resultard que pg o Hy = f.

pof=poH
gopo o Ha(z) = g(Hz(2)(0)) = g' (H2(2))(0) = po’ 0 g’ o Ha(2) = go f(2)
popy o Hy=pygopl o Hy=poH. O



Proposicién 1.7.5 La funcion p: X! — X x X definida como p(w) =
(w(0),w(l)) es una fibracion.

Demostracion  Tenemos

XI

Z X I?X X X
tal que po f(z) = H oio(2), 0sea(f(2)(0), f(2)(1)) = (H1(z,0), Hz(2,0))

Se quiere definir H:ZxI— X! para que haga conmutar el diagrama, o
sea:

Hoig(z) = f(2) & H(z,0) = f(2) ¥

po H(z,t) = H(z,t) < (H(zt)(0), H(z,t)(1)) = (Hy(z,t), Hy(z,1))

Luego

Hy(z,3s+t—3) %gsgl

que se encuentra bien definida porque Hoig = p o f y ademés hace conmutar
el diagrama. [J

Sea (X, xo) en Top,. Consideremos
P(X)={we X" /w0)=2¢}

como subespacio de X'. Podemos definir p = pilpx) + P(X) — X o sea
p(w) = w(1). Observar que la fibra de p sobre zp € X es

P (20) = {w e P(X)/p(w) = 20} = {w € X /w(0) = 20, w(l) = wo} = OX

conocido como el espacio de lazos en x.
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Corolario 1.7.6 p: P(X) — X es una fibracion.

Demostracion Es sencillo ver utilizando la proposicion 1.7.4 que el sigu-
iente cuadrado es un pullback

P(X) — xI

5 |

X*>j X x X

Definicion 1.7.7 Sea f: E — B en Top. Llamaremos mapping path-space
al subespacio de B! x E definido como

Ny ={(w,e) € B" x E / po(w) = w(0) = f(e)}
En lenguaje categorico se tiene el siguiente pullback

| lf

BI Ppo B

Proposiciéon 1.7.8 Toda f : E — B continua se factoriza como f = qo
donde p es una equivalencia homotdpica y q fibracion.

Demostracion ~ Definamos ¢ : £ — Ny como p(e) = (xf),e) € Ny y
q: Ny — B como g(w,e) = w(l) € B. Veamos que ¢ es una equivalencia
homotodpica, g una fibracién y que el siguiente diagrama conmuta

Notar que ¢ 0 ¢(e) = ¢ (x7(e), €) = *(e)(1) = F(€).
Para probar que ¢ es una equivalencia homotdpica, definimos r : Ny — E
como 7(w,e) = e. Es claro que 7 o p(e) = 7(xf(«),e) = e. Por otro lado
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por(w,e) = p(e) = (xf(e),e) es homotépico a (w, e) pues existe una homo-
topia H : Ny x I — Ny definida por

que es continua y verifica
H((w(s),e),0) = (w(0),e) = (f(e),€) = (kf(c), €)
H((w(s),e),1) = (w(s), e) = (w,e)

Para ver que ¢ : Ny — B es una fibracién, consideremos el siguiente
diagrama

Ny pp v g

pgll 1 leidB 2 lf

Bl - BxB o B

y notemos que 1 4+ 2 es un pullback. Como el cuadrado 2 también lo es,
entonces 1 es pullback. Luego el siguiente diagrama es un pullback

PprI

Ny B!
(e,w(l))l pull lp
ExB Tridn BxB

y por lo tanto Ny :— E x B resulta fibracién pues lo es p : B! - B x B.
Finalmente para ver que g : Ny — B es fibracién, la descomponemos como
una composicién de fibraciones. O sea

Ny —=FExB—-BxFE—B

(w, ) = (e, w(1)) = (w(1),e) — w(l)
O

Proposicién 1.7.9 p : £ — B fibracion si y sélo si existe j : Np — ET
tal que ko j = idy, donde k : El — N, se encuentra definido por
k(w) = (pow,w(0)) € Np.
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Demostracion  Supongamos que p : E — B es una fibracién y consideremos
el siguiente diagrama

Np

Py

EIN

! \

\ \
N, 2,

p! g

E
\YX pull \LP
B B

Entonces existe j : N, — E! tal que hace conmutar el diagrama.
k:El — N, definida en el enunciado también lo hace conmutar pues

\

pPx

px o k(w) = px(pow,w(0)) =pow = p'(w)
py o k(w) = py (pow,w(0)) = w(0) = po(w)

Falta ver que koj = idy, : N, — N, y para ello apelamos a la universalidad

del siguiente pullback
Np
koj

1%%
Np
N
Np L E

pPx
\PX\L pull \LP
N\

BI Po B

entonces ko j = idy,.

Reciprocamente veamos por definicion que p : E — B es una fibracion.
Utilizaremos para ello el siguiente diagrama y trataremos de encontrar una
funcién continua ¢ : X — ET.
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BI Po B

Sabemos que con k : E! — N, todo conmuta por lo hecho en la parte
anterior. Veamos que con j : N, — ET también.

pxok=p' ©pxokoj=plojepx=ploj
pyok=po<pyokoj=pyoj<<py =pooj
Como el diagrama que contiene a N, es un pullback existe ¢ : X — N, tal

que todo conmuta. Tomamos entonces ¢ = jop : X — ET que es la que nos
permite probar que p : £ — B es una fibracién. [

Corolario 1.7.10 Si p: E — B es una fibracion y B arcoconexo entonces
p es suryectiva.

Demostracion Sea b € B, queremos ver que existe e € E tal que p(e) = b.
Para ello tomemos by € I'mp, o sea existe ey € E tal que p(eg) = bg. Como
B es arcoconexo existe una curva continua 7 : I — B tal que v(0) = by y
7(1) = b. Como p : E — B es fibracién existe k : N, — E! definida como
k(w) = (pow,w(0)) y verifica k o j = idy,. k es suryectiva, entonces dado
(7,e0) € N, existe w € E! para el cual k(w) = (pow,w(0)) = (v, o). Luego
pow =, oseap(w(l))=~1)=0>. O

Un ejemplo importante de fibracién son los revestimientos. Para pro-
bar ésto vamos a recordar a continuacién algunos resultados necesarios de
revestimientos.

Teorema 1.7.11 Sea p : E — B revestimiento, X conezo, f,g : X — FE
funciones continuas tales que po f = pog. Si existe un xg € X para el cual

f(xo) = g(xo), entonces f = g.
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E
7
P
g
X—1B
pof=pog
Demostracién Sea U = {x € X/f(x) =g(x)} C X, U # () pues zp € U. Si
vemos que U es abierto y cerrado entonces U = X pues X es conexo.

Para ver que U es abierto tomemos x € U y busquemos un abierto
W C U tal que x € W. Como z € U, f(x) = g(x) € E, luego po f(z) =
pog(x) € B. Sabemos que p : E — B es un revestimiento, entonces tenemos
un abierto V de B tal que po f(x) = pog(z) € V, abiertos disjuntos V, C E
tales que p~ (V) = | Vi, y homeomorfismos p, : V, — V para todo a.

Tomemos W = f~1(V,) N g~ '(Va) abierto de X. Observemos que z € W
y veamos que W C U. Sea y € W entonces f(y),g(y) € V,. Luego f(y) =
pat (0o f(y)) =pa (P og(y)) = g(y), por lo cual y e U y W C U.

Para probar que U es cerrado, veremos que U€ es abierto. Sea x € U€,
entonces f(x) # g(z). Tomamos V abierto de B tal que pog(z) = po f(x) €
V C B. Como p : E — B es revestimiento tenemos nuevamente abiertos
disjuntos V,, C E tal que p~1(V) = |JV,. Deben existir entonces abiertos
Vo, Ve tales que f(2) € Vo, y 9() € Va. Como f(z) # () pero pof(x) =
pog(x) entonces Vo, [ Va, # 0 ya que py : Vi, — V es un homeomorfismo.
Tomemos W = f~1(V,,) (g (Va,) abierto de X con z € W, y veamos
que W C U¢€. Sea y € W, entonces f(y) € Vo, ¥ 9(y) € Va,, con lo cual

fy) #9(y), oseay e Uc. O

Teorema 1.7.12 Sea p: E — B revestimiento entonces p es fibracion.

Demostracion  Para ver que p : E — B es fibracién consideremos funciones
continuas f : X — Fy H: X x 1 — B tales que

X ! E
iol P
XxI—B

Queremos encontrar H : X x I — E tal que po H = H y H(x,0) = f(x).
Supongamos que V z € X existen N, entornos abiertos de z y funciones
continuas Hy : Ny x I — E tales que po H = H (H|n,x1) v H(y,0) =
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f(y) Vy € N,. Veamos que las H, inducen una tnica H : X x I — E pues
se pegan bien y estan definidas sobre abiertos que cubren X x I. Tomemos
" € Ny (N, y supongamos definidas

ﬁm‘{x”}x[ ) ﬁ[x/|{x”}><f : {:E”} xI—FE

Se tiene

po ﬁx(x”,t) =po ftfw/(:z”j) Vtel

H,(2",0) = f(z") = Hy(z",0)
entonces por el teorema anterior lflgc|{gcn}X 1= ﬁx’|{x”}>< ryaque {27} x I es
conexo.

Esto vale para todo z” € N, [ N,. Se sigue que

Hyl(nonn,yx1 = Har|(NonN, )T

Como las N, cubren X, definimos H:X xI— FE tal que ﬁI|N$X1 = I}I

Hemos reducido la demostracién del teorema a la construccién de en-
tornos abiertos IV, y funciones continuas H, : N, x I — E que cumplan lo
pedido.

Nuevamente como p : F — B es revestimiento, para cada b € B existen
entornos abiertos U, C E tales que P~(U,) = |J Vi, una unién disjunta de
abiertos de F y p : V, — Uy homeomorfismos V «.

Veamos que para cada z € X fijo, existen nimeros reales t; tales que
0=ty <t1 < ..<t, =1y entornos abiertos N, de X que verifican
H(NI X [ti—hti]) - Usi-

Sea x € X fijo. Para cada t € I existe U; abierto del cubrimiento tal
que H(z,t) € Uy C B. Dado que H~'(U;) son abiertos de X x I en-
tonces pr(H'(U;)) son abiertos que cubren I. Como I es compacto ex-
isten sq,81,...,5, € I tales que p;(H (Us,) lo cubren. Tomamos N, =
px(Ni—y H *(Us,)) abierto de X que contiene al punto x. A partir de ahora,
como ya hemos seleccionado finitos abiertos que cubren I se pueden encon-
trar ntimeros reales t; tales que 0 =ty < t; < ... < t, = 1 y que verifiquen
I’I(]\/Y;,C X [tz‘—hti]) - Usi-

Definimos ﬁx : N x I — F recursivamente. O sea veremos que existe
G;: Ny x [ti—1,t;] = E que cumplen

(1) poG;=H
(2) Gi(«,0) = (")
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(3) Gi($/,ti_1) = Gi_l(x’,ti_l) Ve N,

Por lo hecho antes sabemos que H (N, x [0,t1]) C U;. Ademas p~1(Uy) =
= | Va. Observar que f~*(V,) son abiertos que cubren N,. Entonces defin-
imos G : N, x [0,#1] — E como la funcién que en cada f~1(V,) x [0,]
levanta a H, o sea (ply,) ' o H.

07

(wlve) ot 7 l

V
P (plvy)™t

FU(Va) x (0,11 ——U1

Supongamos definida Gij—1 : N, X [ti—2,ti—1] — E y definamos G; :
N, x [tifl,ti] — FE. Sabemos N, x [tifl,ti] C U; donde p_l(UZ') = UVQ. Sea,
Wy = {2’ € N;/Gi—1(2',t;—1) € Vo } son abiertos disjuntos que cubren N,.
Esto nuevamente define (G; como hicimos antes.

(plwe )~ LoH e
“ J{p C(plvg) Tt

Wa X [ti—iyti] TUz 7

Quedaria chequear que cumple con las condiciones (1), (2) y (3). O

1.8. H-espacios y grupos de homotopia

En lo que sigue comenzaremos enunciando el resultado andlogo a la ley
exponencial en Top, y algunos resultados que se derivan a partir de esto.
Luego entraremos de lleno en el estudio de los H-espacios y H-grupos que
nos serviran para definir los grupos de homotopia 7,(X), y para probar
que dichos grupos son abelianos para n > 2. Trabajaremos principalmente
en la categoria homotopica de espacios topolégicos punteados [T'op,] aunque
mucho de lo que hagamos sera valido en la categoria homotépica de espacios
topoldgicos.

1.8.1. Ley exponencial en Top,

Sean (X,z9) e (Y,yo) espacios topoldgicos punteados. Definimos el
subespacio (X, zq)Y%) = {f € XY /f(yo) = 20} € XY con la topologia
compacto abierta. Ademas resulta punteado con punto base x5, : ¥ — X.
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Proposicién 1.8.1 Sean (X, xz¢), (Y,v0) v (Z, z0) espacios topoldgicos pun-
teados e Y localmente compacto y Hausdorff. Entonces existe una biyeccion
de conjuntos

¢ Top,((Z,20) A (Y, 40), (X, 20)) — Top((Z, 20), (X, 2:0)Y:¥0))

Demostracién Recordemos que identificdbamos al wedge (Z,z) V (Y, v0)
con Z x{yo}U{z} xY. Por ello la definiciln de ¢ es la mis-
ma que en el caso no punteado, o sea ©(f)(2)(y) = f(z,y), con
f:(Z,z0)N(Y,90) — (X,z0) v f(z,90) = f(20,y) = =x0, por lo tanto
o(f)(z0)(yo) = f(20,Y0) = o, 0 sea p(f)(20) = *z,- Ademads resulta biyec-
tiva pues tiene funcién inversa

1/} : TOp*((Z’ ZO), (X7 :L‘O)(Y’y(])) - TOp*((Z, ZO) A (Y7 y0)7 (Xv xO))
dada por

Y(9)(2,9) = 9(2)(y)

Observar que v estd bien definida. Faltaria ver que f es continua si y sélo
si ¢(f) lo es; pero esto ultimo se demuestra también de manera anéloga al
caso no punteado. [

Sean (X, x0), (S!,s0) en Top,. Notar que el espacio de lazos QX puede
definirse como

QX = (X, 0)8"=0)

el espacio de lazos de X.

Corolario 1.8.2 Sean X, Z espacios topoldgicos punteados. Entonces existe
una biyeccion de conjuntos

¢ :Top(Z NS, X) — Top*(Z,XSI)

o bien

¢ Top (X2, X) — Top.(Z,0X)
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Demostracién Basta aplicar la proposicién anterior a Y = S! que es local-
mente compacto y Haussdorf. [

Observar que como corolario del resultado anterior se tiene que el funtor
> : Top, — Top, es adjunto a izquierda de €2 : Top, — Top,.
Sean (X, xzg) e (Y, y0) espacios topoldgicos punteados. Notaremos

[X,Y] = {[f]/ f:X — Y continuas y punteadas }

Proposicién 1.8.3 Sean (X, zo), (Z, z0) espacios topoldgicos punteados en-
tonces se tiene una biyeccion de conjuntos

22, X] — [Z,QX]

Demostracion  La biyeccién es la usual, o sea 3([f]) = [f] donde f(2)(s) =
o(f)(2)(s) = f[z, s]. Veamos que estd bien definida, o seasi f 2 g: X7 — X
entonces f% g:7Z—QX.

Como f = g entonces existe una funcién continua H : X7 x I — X tal
que

H([z,0],t) = H([z,1],t) = H([20, 5], ) = mo
([ }70) :f(Z,S)
H([z,s],1) = g(2,5)

Definimos una homotopia H : Z x I — QX de ¢(f) a ¢(g) como

H(z,t)[s] = H([z,s],t)

Veamos la buena definicién

]i{(z,t)[O] = H([Z,O],t) = Zo

H(z,t)[1] = H([z,1],t) = xo
Para ver que H es continua primero observemos que (22) x I = £(IZ) =
= IZ A S*. Luego obtenemos asi H' : (IZ) A S* — X continua. Como
H = p(H') entonces resulta continua. Por otro lado H es la homotopia que
necesitamos ya que

H(z,0)[s] = H(z.5].0) = f(z.5)
H(z1)[s] = H([z,5],1) = g(=,9)
H(z,0)s) = H(z0,8,t) =29 O

Como corolario obtenemos que el funtor > : [T'op,] — [T'op4] es adjunto
a izquierda del funtor Q : [Top,] — [Tops]
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1.8.2. H-espacios

Notemos que un grupo G es un conjunto punteado (G, e) (e neutro) junto
con una multiplicacién p : G X G — G, una identidad idg : G — G y una
inversa v : G — G que cumplen con tres diagramas

(N) eutro
e, id ide, e
a (¥e, idc) GxC (idg, *e) a
|
idg idg
G

(A) sociatividad

,id
GxGxG-" L ava

(ida, M)l l/‘

GxG G

(I) nversa

a (v, idg) axa (idg, v) a

\\E\\:M//4f//

G

Si el grupo es abeliano entonces tiene la siguiente propiedad

(C) onmutatividad

donde T(z,y) = (y, )
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Definicion 1.8.4 Un grupo topolégico es un espacio topoldgico punteado
(G,e) con una multiplicacion continua p : G x G — G y con una inversa
continua v : G — G tal que los diagramas (N), (A) e (I) conmutan en Top.

Ejemplo S!' = {z € C / ||z|| = 1} es un grupo topoldgico porque la
multiplicacién en C induce una multiplicacién en S*.

Definicién 1.8.5 Sea (G,e) un espacio topoldgico punteado con multipli-
cacion continua p : G x G — G donde (e,e) es el punto base de G x G.
Entonces decimos que

- (G,e) es un H-espacio si x. : G — G es una identidad homotépica (pun-
teada), es decir (N) conmuta en [Top.].

- (G,e) es un H-grupo si p es homotdpicamente asociativo, x. : G — G
es una identidad homotépica (punteada) y v : G — G es una inversa
homotdpica (punteada), es decir (A), (N) e (I) conmutan en [Topy].

- (G,e) es un H-grupo abeliano si ademds el diagrama (C) conmuta en
[Top,].

Proposicién 1.8.6 Sean (X, x¢) un espacio topoldgico punteado e (Y, yo)
un H-grupo. Entonces el conjunto [X,Y] admite una estructura de grupo.
Ademds si' Y es un H-grupo abeliano, entonces [X,Y] es un grupo abeliano.

Demostracion Sean [f],[g] € [X,Y]. Definimos [f].[g] como la clase de la
siguiente composicién

X 2oxxx % vy a Y

r — (z,2) — (f(2),9(x)) — p(f(2),9(x))

Se tomard como elemento neutro [x,,] (yo es el neutro de Y') y la inversa
de [f] serd [v o f] que notaremos [f]~!. Veamos que estén bien definidas y
cumplen lo que deben.

Supongamos que f = f': X - Y y g =g : X — Y. Mostremos
que [f].[g] = [f'].[¢']. Sean Hy : X x I — Y la homotopfa de f a f', y
Hy: X x I — Y la homotopia de g a ¢’. Definimos H : X x I — Y como
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H(x,t) = p(Hy(x,t), Ha(x, 1))

que verifica

H(z,0) = p(Hi(x,0), Hy(,0)) = u(f(z), 9(x))

Iﬂl’v 1) = M(Hl(x7 1)7 HQ(x7 1)) - M(f/(x)ugl(x))
H(l‘o,t) = /L(Hl(ﬂjo,t), HQ(SUOvt)) = M(yo,yO) =Y

o sea resulta una homotopia de u(f(z), g(x)) a u(f'(z), ¢'(z)). Andlogamente
para la buena definicién de [f]~!. Veamos que efectivamente resulta ser la
inversa de [f], o sea [f].[v o f] = [ky,] = [v o f].[f]. Probaremos la primera
igualdad, esto es pu(f,vo f) = %y, : X — Y. Como Y es un H-grupo se tiene
que po (idy,v) = xy, : Y — Y y componiendo a derecha con f(z): X — Y
se obtiene lo que queriamos. Andlogamente para el elemento neutro.

Veamos asociatividad, o sea ([f].[g]).[h] = [f]-([g].[R]), que es equivalente
a ver que u(u(f,g),h) = u(f, u(g, h)). Como sabemos que p es homotdpica-
mente asociativo, entonces se tiene po(u, idy ) = p(f, (g, h)) y componiendo
a derecha con (f(x),g(z), h(x)) se consigue lo que queriamos.

Trabajando ahora con Y abeliano, o sea con el diagrama que nos pro-
porciona la conmutatividad, se prueba ficilmente que [X,Y] es abeliano.
O

Observar que si f : X — Z es una funcién continua punteada entonces f
induce un morfismo de grupo f* : [Z,Y] — [X,Y] definido como f*([g]) =
[go f].

Proposicién 1.8.7 Si (X, xg) es un espacio topolégico punteado entonces
QX es un H-grupo

Demostracion Definamos la multiplicacién g : QX x QX — QX. Sean
w,w € QX, es decir, w,w : I — X y w(0) =w'(0) =w(l) =u/'(1) = zp.

w(2t)

]
IN
~
IN
N |—

(0,0 (1) = w () =
W'(2t —1)

D=
IN
~
IN
—_

Observar que wxw' : I — X y wrw'(0) = w*w'(1) = z9. Para ver que
e 2Y x QY — QY es continua hay que apelar a la ley exponencial, pues
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es suficiente mostrar que @(u) : QY x QY x I — Y lo es, donde ¢ es la
biyeccién que nos da la ley ezponencial. Notar que ¢(u)(w,w’,t) = wxw'(t),

y resulta continua porque lo es en cada conjunto cerrado QY x QY x [0, %]
y QY x QY x [3,1].

Tomamos wy el lazo constantemente xy de tal forma que [wy] serd el que
actue de identidad homotoépica. Veamos que

Wrxwy 2w = wy*w

Para ello definimos una homotopia H : QX x I — QX

w() 0<s< Bl

Esta férmula muestra que p(H) : (QX x I) x I — Y (p es la biyeccién
de la ley exponencial) es continua, pues lo es en dos conjuntos cerrados en
cuya interseccién p(H) coincide. Luego H es continua. Veamos que p es
homotodpicamente asociativo, o sea

wr (Wrw") 2 (wxw)*w”

Para ello buscamos una homotopia G : X x QX x QX x I — QX

w(tisl) 0<s< %
Glw,w " t)(s) = w/(ds—t—1) t41§3§%
w”(%) t—£2 <s<1

Queda por chequear buena definicién y continuidad pero es anilogo a lo
anterior. Definimos ahora una inversa homotdpica v : QX — QX como

v(w)(t) =w(l —1t)

y damos a continuacién una homotopia F': QY x QY — QY para demostrar
que
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v(w) *w = wy X w*r(w)

definida como

Yo 0<s<$

t 1

w(2s —t) 5<8< 3
Pl 0)(s) = 1 t
w(2—2s—1) 53<s<1—35

L % 1-5<s<1

Corolario 1.8.8 Sean X e Y espacios topoldgicos punteados, entonces
[X, QY] es un grupo.

Observar como queda definido el producto en [X,QY]. Sean

f,9: X — QY en Top,. El producto [f].[g] es la clase de u(f,g) : X — QY
donde

f(@)(2t)

[es}
IN
~
IN
N[

p(f (), 9(x))(t) =
g(x)(2t = 1)

[l
IN
~
IN
[—

En lo que sigue veremos que [XX,Y] tiene una estructura natural de
grupo ya que XX es un H-cogrupo. Comencemos definiendo esto ltimo.

Definicién 1.8.9 Un H-cogrupo es un espacio topoldgico punteado (K, ko)
Junto con una comultiplicacion continua p' : K — KV K, una identidad
homotdpica kg : K — K y una inversa homotdpica continua vV : K — K
tales que cumplen con los siguientes diagramas conmutativos en [Top,].
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(1)

idx idx

K K K
\ 'U‘/\L /
(idK *g) (*kg»idK)

KVK

(2)

.

KVEKVE """ K

.Ul\/idKT Tu’
KVEK K

A su vez diremos que K es un H-cogrupo abeliano si el siguiente diagrama
conmuta en [Top,] donde T : KNV K — KV K estd definida como T (ko, k) =
(k, ko) Yy T(k, k‘o) = (k(), k‘)

Proposicién 1.8.10 Sea (X, zg) es un espacio topoldgico punteado, en-
tonces XX es un H-cogrupo



Demostracion  Definimos para ello una comultiplicacién

p XX — XX VYX y una inversa homotépica v/ : XX — XX de la
siguiente forma

([z, 2t], s0) 0<t<i
:UI ([wat]) =
(so,[z,2t =1]) §<t<1
X Ak ’u%
>X YXVYX

Ve t] = [z,1 —1]

donde sg es el punto base de X X. Es claro ver que estan bien definidas, son
continuas y que 1/ es efectivamente la inversa homotépica definiendo una

homotopia adecuada. La identidad homotépica sera x4, : XX — XX pues
verifica

(idsx,*s,) 0 ' X idsx =2 (xsy,idsx) 0y’

si tomamos la siguiente homotopia H : XX x I — XX

Para mostrar que es homotdépicamente asociativo, hay que definir una
homotopia de manera totalmente andloga al caso de 2X un H-grupo. 0O
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Proposicién 1.8.11 Sean (Y, yo) un espacio topoldgico punteado y (X, xo)
un H-cogrupo. Entonces el conjunto [X,Y] admite una estructura de grupo.
Ademds si X es un H-grupo abeliano, entonces [X,Y] es un grupo abeliano.

Demostracion Sean [f],[g] € [X,Y] donde f,g : X — Y son funciones
continuas y punteadas. Definimos un producto en [X, Y] como la clase de la
siguiente composicién

e fvg

X"oxvx YVvY-2Lay

donde AN(y,y0) =y y AO'(yo,y) =y.

Ademas el neutro del grupo serd [x,,] donde x,, : X — Y y el elemento
inverso de [f], [f] 7! = [f ov]. Para demostrar esto hay que aplicar la misma
idea que en el caso de [X,Y] un grupo si Y es un H-grupo. O sea utilizar
todo el tiempo el hecho que p/ hace conmutar los diagramas en [Top,].

Corolario 1.8.12 Sean X e Y espacios topoldgicos punteados, entonces
[XX,Y] es un grupo.

Observar como queda definida la suma en [XX,Y]. Sean f,g: XX — Y

en Top,. La suma [f] 4+ [g] es la clase de la funcién Ao fVgopu : XX —Y
donde

1
NofVvgopu|et] =
1
glx, 2t — 1] 3 <t<1
porque
([$72t]780) Ogtgé
Ao fVgopletl=~Ao(fVg)o =
(s0,[z,2t =1])  §<t<1

(f[, 2], 90)
=ANo =

(Yo, g[, 2t — 1])

)
IN
~
IN
N[

D=
IA
~
IA
—_



flz, 2t]

o
IA
~
IA
D=

glr, 2t — 1]

N[
IA
~
IA
—_

Recordemos que teniamos una biyeccién de conjuntos

7 [EX,Y] — [X, QY]

definiendo @([f]) = [f] donde f(z)(s) = ¢(f)(2)(s) = f[z, s]. En lo que sigue

veremos ademas que se trata de un isomorfismo de grupos.

Proposicién 1.8.13 ¢ : [EX,Y] — [X, QY] es un isomorfismo de grupos
(con la estructura de grupos que se dio antes).

Demostracion Sean [f],[g] € [EX,Y]. Se quiere ver que @([f] + [g]) =
o([f]) - ¢(lg]), donde @([f] + [g]) es la clase de la funcién

e(A o (fVg)ou)(z)(t) =L o(fVg)ouz]

f[$’2t] OStS%
No(fVg)op|et] = _
glz,2t—1 Li<t<1
e(f)(z)(2) 0<t<i
- = u(e(f) (@), 0(g)(@))(t)
plo)(x)(2t—1) 5<t<1

que es un representante de la clase de [¢(f)].[¢(9)] = @([f]) - ¢([¢g]). O

Antes de terminar esta seccién vamos a considerar la relacién entre las
dos posibles estructuras de grupos que le dimos al conjunto [X, Y] para X e
Y espacios topoldgicos punteados, en particular cuando X es un H-cogrupo

e Y un H-grupo. Nos proponemos ver que bajo estas condiciones ambas
coinciden.
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Lema 1.8.14 Sea X un conjunto con dos multiplicaciones
+: X xX—-X
* X xX—-X

que satisfacen
(1) Jee X Jexz=xxe=e+x=x+e=z
(2) Vo, yy e X [(x+a)x(y+y) = (@xy) + (@ xy)
Entonces las dos operaciones coinciden ( + = % ) y ademds resultan
asociativas y conmutativas.
Demostracion
Veamos que z+y =zxy,0sea + =x
r+y=(xxe)+(exy)=(r+e)x(e+ty)=x*xy
Conmutatividad: z4+y=y+x
T4y =(exa)+(yxe) = (c+y)x(@+e)=y+a
Asociatividad: x4+ (y+2) =(x+y) + 2
P+ (y+2) = (%) +yrz) = (e hy)r(e+2) = (ey)az = (ey)+2 O

Teorema 1.8.15 Sean (K, ko) un H-cogrupo y (L,ly) un H-grupo. Las
dos estructuras de grupo en [K, L] coinciden y ademds [K, L] es un grupo
abeliano.

Demostracion  Bastaria probar las dos hipétesis del lema anterior. Asum-
imos que L es un H-grupo con la operacién . (multiplicacién u) , y que K
es un H-cogrupo con la operacién + (comultiplicacién p').

Es facil chequear que [lg] es el neutro donde Iy : K — L es la
funcién continua y punteada que vale constantemente ly. Veamos que si

[/1,1f'],lg], l¢'] € [K, L] entonces
(LF1+LFD-(lg] + [g']) = ([£1-1g]) + ([f)-1'])
Esto es equivalente a ver que
(A o (fV fyop,Ao(gvyg)ou) = o(u(f,g)Vulf .g)) oy O

De hecho son iguales tomando k € K y teniendo en cuenta que p'(k) puede
caer en alguna de las dos copias de K en K V K. U
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1.8.3. Grupos de homotopia

Definicién 1.8.16 Sea (X,z9) un espacio topoldgico punteado. Dado
n € IN definimos el grupo de homotopia de X de orden n como el conjunto

7Tn(X, .1‘0) = [Sn,X]
Observar que para el caso n = 0, (X, z) = [S°, X] coincide con el

conjunto punteado de componentes arcoconexas de X.

Enel cason =1
(X, 20) = [SY, X] = [£8°, X] = [S°, QX] = 70(QX)

resulta que 71 (X, ) es un grupo porque S' = $.5% es un H-cogrupo y no
es otra cosa que el grupo fundamental (de Poincaré) de X (con punto base
afo).

Sin>2
(X, ) = [S™, X] = [BS" 1, X] = [S", QX]

Como QX es un H-grupo y S™~! un H-cogrupo entonces 7, (X, o) resulta
un grupo abeliano. Notar ademés que

Tn(X) = 1 1(QX) = 1, _9(Q2X) = ... = m(Q"X)

Sea f: X — Y en Top,. Podemos definir f, : my(X,z0) — 7 (Y, v0)
como fyi[¢] = [f o ¢] donde ¢ : S — X es continua y punteada. Entonces
fx resulta un morfismo de grupos si n > 1.

En los pérrafos anteriores vimos que si n > 1, 7, (X, zg) es un grupo. Si
pensamos a 7, (X, zg) = [S"1, QX] la operacién en el grupo queda definida
del siguiente modo: si f,g : S"~! — QX entonces [f].[g] es la clase de la
siguiente funcién

]
IN
~
IN

f(@)(21)

g(x)(2t —1)

D[

N[ —
IN
~
IN
[a—
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paraz € S"lytel

Si pensamos que m,(X,z0) = [BS" !, X] entonces cuando tomamos
f,g:35" ! — X, la operacién [f] + [g] queda definida como la clase de la
funcién

flz, 2t]

o
IA
~
VAN
D=

glx, 2t — 1]

N[
IN
~
IA
—_

paraz € S"lytel

Observacién 1.8.17 Obtenemos asi los siguientes resultados

- mo(X,z0) es un conjunto y se tiene un funtor my : Top, — Sety, donde
Set, es la categoria de conjuntos punteados y funciones punteadas de con-
juntos.

- m(X,z9) es un grupo y m : Topy — Gr un funtor, donde Gr es la
categoria de los grupos y morfismos de grupos.

- (X, o) es un grupo abeliano sin > 2 y m, : Top, — Ab es un fun-
tor donde Ab es la categoria de grupos abelianos y morfismos entre dichos
grupos.

Sea I"™ el cubo unidad n-dimensional, o sea el producto de n copias del
intervalo [0, 1]. El borde 9I™ de I"™ es el subespacio que consiste de puntos
con al menos una coordenada igual a 0 o a 1.

Notar que S™ = D"/gpn = I" /9. Luego es clara la biyeccién entre
el conjunto de funciones en Top,, f : (S™,s0) — (X,zp) y las funciones
f : I — X tales que f larm = x¢. Usaremos para estas funciones la siguiente
notacién f : (1", I") — (X, ).

Supongamos que [f] = [g] en m,(X,2z0), 0 sea existe una homotopia
H:S5"xI— X tal que

H{(s,0) = f(s)

H(s,1)=g(s) VseS"

H(S(],ﬂ =x9 Vtel
Luego conseguimos una homotopia de f a ¢ con H:I"x I — X definida
como
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1(y,0) = f(y)
H(y,1)=4g(y) Vyel"

H(y,t) =z Vyedl™, tel
Podemos entonces redefinir
(X, 2z0) = { [f] / f: (I",0I") — (X, ) continuas }

donde | f] es la clase via homotopia relativa a 9I™. Con esta interpretacién
del m,(X, zp), la operacién en este grupo (si n > 1) queda definida asf : si
frg:(I™",0I™") — (X, x0) continuas entonces [f] * [¢g] es igual a la clase de la
funcién

f(2s1, 52, ...8)

o
IN
ey
IA

D=

6(81, 59, ...Sn) =

D=
IA
2
IA

—_

g(2s1 — 1,89,...5)

X | I R —>
f$$g
X

Sabemos que si v : I — X es una curva tal que v(0) = zo y y(1) = 21
entonces 71 (X, xg) es isomorfo a 71 (X, z1). En particular esto sucede si xg y
r1 estan en la misma componente arcoconexa. Esto también ocurre con los
grupos de homotopia de orden superior. Distintas elecciones de puntos bases
x en la misma componente arcoconexa de X producen grupos isomorfos
(X, z) y entonces podemos escribir directamente 7, (X).

Proposiciéon 1.8.18 Sean xg y x1 puntos en la misma componente arco-
coneza de X, entonces mp (X, xo) es isomorfo a (X, x1) paran > 1.

Demostracion — Paran = 1 el resultado es conocido [Mun]. Demostrémoslo
para n >2.Sea v:I — X tal que 7(0) = 29 y v(1) = z1. Queremos
definir un isomorfismo entre m,(X,x1) — (X, x0) . Sea [f] € T (X, z1),
f:(I™0I") — (X, x1) y le asociamos una nueva funcién

66



~f (I, 01I") — (X, x0)

que construimos encogiendo el dominio de f a un cubo concéntrico mas
pequeno que I, luego insertando v sobre cada segmento radial en la regién
entre el cubo menor y 0I"™.

Xo Xo

N1/
=
kﬁ

71T

Observar que estd bien definida porque esta construcciéon preserva ho-
motopias. O sea si f = g con homotopia H entonces v f = g con homotopia
vH. Ademas se cumplen otras tres propiedades:

(1) v(f xg) =~(f) *v(9)
(2) (yn)f =~v(nf)
(3) *zy f 2= f

Los casos (2) y (3) son claros, veamos (1). Llamamos f * *;, la funcién que
resulta de deformar f ala mitad izquierda y %, ala mitad derecha. Analoga-
mente para %, * g. Luego construimos una homotopia H : I" x I — X de
Y(f % %z, ) % Y(*z, * g) @ y(f * g) del siguiente modo

11/ 11 N2\ N1/
[~ 1 [ ™~ ] [~ [
S xEEN9 e = HxxldH = HIl9F
L] I~ [~ 11 I~ L] [~

I /TN ATNY/ITN /TN

’Y(f * *Il)((2 - t)sl’ 52y -0 Sn)

o
IN
ey

IN

Y(xgy *9)((2—=1)s1 +t—1,89,...5,)

N[ =
IN
ey
IN

Observar que en s = % ambas partes valen .
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A partir de esta construccion podemos definir

/B'y : 7"'71()(7«731) - 7"'71()(7 xO) por ﬁ’y[f] = [’Vf]
Luego (1) muestra que 3, es un morfismo, (2) y (3) muestran que 3, es
un isomorfismo con inversa G5 donde ¥ = ~y(1 —t¢). O
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Capitulo 2

Aplicaciones

2.1. Homotopia y concurrencia

En lo que sigue trataremos de aplicar algunas ideas geométricas a temas
que se estudian en computacion cientifica. Veremos una variante de la teoria
de homotopia en la que va a intervenir fuertemente la direccion del tiempo
(que no podra retroceder). Serd una homotopia dirigida o di-homotopia.

Comenzaremos repasando algunos conceptos basicos de computacion
para poder plantear algunos problemas que se pueden modelar con técnicas
topolégicas. Las referencias para este capitulo son [Gua, FGR, Gou, GR,

GG, Fa, GFR, Gau, Go.

La teoria de la concurrencia trabaja con procesos que pueden ser ejecuta-
dos al mismo tiempo (en paralelo) de una manera un tanto asincrénica, con
el objeto de incrementar el poder computacional como para que los procesos
puedan ser ejecutados mas rapidamente o més efectivamente o simplemente
para que puedan ser ejecutados.

El problema principal respecto de la concurrencia es tener procesos co-
operando para una meta comin. Esta cooperacién implica alguna forma de
sincronizacién y paso de informacion.

Un ejemplo de estos mecanismos concurrentes podria ser el estilo de la
memoria dividida que describimos a continuacién.
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Memoria dividida

Aqui los procesos P; tienen su propia memoria local donde ellos pueden
ejecutar sus cdlculos. Dichas memorias no pueden ser accedidas por otros
procesos. A su vez tienen un espacio de memoria comun, llamada memoria
dividida, donde la comunicacién entre los procesos es esencialmente asin-
crénica, y es realizada por lectura y escritura de valores (variables locales
u;, v;) en el espacio comun (z,y, z llamados variables o registros divididos,
con z un tanto mas compleja).

La lectura concurrente de varios procesos no es un problema en general,
como si puede llegar a serlo la escritura concurrente. En el nivel hardware
esto significaria a lo mejor procedimientos indefinidos o cortoscircuitos. Por
esto es necesario proteger los accesos a las variables divididas con algin
mecanismo, como por ejemplo el programa de semdforos introducidos por
E.W. Dijkstra en 1968. Cada variable o registro dividido esté asociado a un
n-semdforo que no es otra cosa que un registro el cual cuenta el niimero
de veces que una variable puede ser accedida por los procesos al mismo
tiempo. En el caso de un n-seméforo, hasta n procesos son admitidos (pero
no n + 1) al mismo tiempo. Por ejemplo en el caso de variables divididas
usuales, el registro es inicializado con valor 1; los procesos tratan de acceder
sobre la correspondiente variable con el objetivo de conseguirla para quizés
modificarla (acciones de lectura o escritura). Cuando esto ocurre el valor
del seméforo decrece y decimos que ha sido cerrado por el proceso (o sea la
variable ha sido bloqueada para otros procesos). Estando ya en valor cero
todos los procesos esperan a que la accién de lectura o escritura sea finalizada
para acceder a ella. Luego de ésto la variable dividida es cedida nuevamente
incrementandose a 1 el valor del seméaforo. En el caso de 1-seméforos decimos
que estamos en presencia de un mecanismo de mutua exclusion donde cada
variable puede ser accedida por un tnico proceso al mismo tiempo.

Formalmente la accién de cerrar un registro x es denotado por P, (usando
la notacién de Dijkstra), y cuando el procedimiento ha finalizado el registro
es cedido haciendo accién V, y esto permitird a otro proceso adquirir una
accién P, nuevamente. Por ejemplo consideramos la secuencia de acciones
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Py P.c* (V. Vi + V. Vo)

Este es un procedimiento en el cual se cierra el registro a, luego b; se
sigue con alguna serie finita de acciones ¢, que podrian ser célculos sobre los
registros a y b. Mds tarde se liberan a y b en algtin orden. Hemos utilizado
basicamente tres operaciones para describir el procedimiento:

es una operacion binaria, asociativa para concatenar acciones. Obser-
var que al no ser necesariamente conmutativa, la concatenacién de acciones
A . B no tiene por qué tener el mismo efecto que el proceso B . A.
* numero finito de concatenaciones sobre la misma accién.

+ operacién binaria asociativa y conmutativa. Se utiliza para asegurar
el cumplimiento de alguno de los procesos que intervienen en la operacién.

Esta secuencia de acciones se puede representar a través de un grafo
dirigido

noon () s Ls

Hasta lo hecho aqui, nos podriamos preguntar qué tiene que ver la ho-
motopia con la concurrencia. En un primer momento no pareceria existir
relacion entre esos dos temas. Después de todo la teoria de homotopia clasica
trata con espacios topoldgicos y funciones continuas, mientras que la con-
currencia se ocupa tipicamente de estructuras discretas. Sin embargo en lo
que sigue encontraremos muchas relaciones naturales entre ambos.

Un ejemplo de un mecanismo de memoria dividida puede ser una base de
datos distribuida; conteniendo items o registros sobre los cuales los procesos
(llamados transacciones) actian por lectura o escritura cerrando previa-
mente el acceso a otros procesos.

Las transacciones se pueden pensar como listas de acciones P, y V, siendo
a un registro, por ejemplo:

P,.P,.V,.P.. V..V,

donde cada accién P, debe ser sucedida, en alglin momento, por una acciéon
Va.
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Es til pensar a un proceso de acciones P y V como una secuencia de
nimeros reales. El punto importante es asignarles a las acciones P y V el
orden heredado de esos numeros reales. Es conveniente asumir que cada
transaccion comienza en el nimero 0 (tiempo local), luego ejecuta todas sus
acciones y finalmente finaliza en el nimero 1 (tiempo local). Por lo tanto
cada accién P y V es representada por algin nimero real en el intervalo
(0,1).

En general si tenemos n transacciones 71, ..., T, podemos representar a
cada T; sobre un eje coordenado de IR™. El estado del sistema de transac-
ciones (o tiempo local) en cualquier momento es entendido como un punto
de IR™ donde su i—ésima coordenada indicara el tiempo local de T; en ese
momento. Asi tenemos un cubo (que llamaremos cubo de estado) en IR"
dado por

(feR"/0<az; <1}

donde (0, ...,0) representara el punto inicial (estado inicial) y el (1,...,1) el
punto final (estado final).

Por ejemplo consideremos el sistema de dos transacciones (cuyos registros
son 1—seméaforos)

T, = P.P,.Vy.P..V,.V.
T, = P,.P,.V,.V,

y lo representamos graficamente a través del llamado grdfico progresivo
o desarrollado atribuido a Dijkstra

Vb

Va

P,

P{I
N
-
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La idea basica es dar una descripcién de lo que puede suceder cuando
varios procesos estan modificando registros compartidos.

El punto de coordenadas (P, P,) representa el estado del sistema donde
el proceso T se encuentra por hacer la accién de cerrar el registro b (P,) para
modificarlo y andlogamente el proceso 15 lo esta por hacer con el registro a.
Sin embargo el punto (P,, V,) es un punto no permitido (o prohibido) para
el sistema, porque ambos procesos 17 y 15 no pueden mantener bloqueado
el registro b al mismo tiempo.

Hasta ahora estamos pensando el problema en forma discreta, sin em-
bardo podemos dar un salto y pensarlo en forma continua. Al punto 7' del
grafico progresivo se lo puede interpretar como un estado en el cual el pro-
ceso T1 modificé a los registros b y a y mantiene bloqueado al registro c,
mientras que 75 se encuentra modificando al registra a.

Los procesos compartidos por ambos procesos delimitan regiones pro-
hibidas (RP) o de mutua exclusién del estado donde el sistema no puede
ingresar. Observar que el registro ¢ es accedido por T; pero no por Ty (no
es compartido) entonces no genera una de estas regiones por razones obvias.
En general, en dimensién dos, o sea en un sistema con dos transacciones en
paralelo, estas regiones prohibidas se forman por unién de rectangulos cada
uno de los cuales corresponde a algin registro compartido. Podria ocurrir
que un registro genere méas de uno de estos rectangulos si se tratara con un
proceso que accede a él mas de una vez.

Un arco de ejecucion es una curva continua, creciente en cada coordenada
(pues el tiempo no puede retroceder) que se extiende desde el estado inicial
(0,...,0) al estado final (1, ..., 1) evitando la regién prohibida.

El tiempo de evolucién del sistema para un determinado procedimiento
se representa a través de estos arcos de ejecucién donde cada punto de la
curva es un estado del sistema. Como mencionamos antes los arcos de eje-
cucion no pueden ingresar a la regién prohibida, sin embargo hay arcos que
comienzan en 0 y que pueden ingresar a regiones insequras (IS) formadas
por estados terminales en las que quedaran atrapados no pudiendo alcanzar
el estado final. Estos caminos no seran considerados arcos de ejecucién y los
llamaremos arcos terminales. De la misma forma existen regiones inalcanz-
ables (TA) que no pueden ser atravesadas por los caminos que comiencen en
el estado inicial 0, como se muestra en la figura anterior.

Para completar esta primera parte de definiciones nos quedaria por for-
malizar la nociéon de regiones prohibidas para dimensién mayor que dos.
Para ello usaremos el orden parcial sobre los vectores de IR™ dado por
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Si & < ¢ la caja con vértices en ¥ e ¥/ es justamente la region
{Te R"/Z < U <7y}

Supongamos que tenemos n transacciones 11, ..., T, y que a es un registro
el cual es accedido por algin subconjunto de transacciones cuyos subindices
forman el conjunto S C {1, ...,n} donde p = cardinal(S) > 2.

Para cada par i,j € S i # j consideramos la caja con vértices & e ¥
donde

. P, k‘:Z,] . Va k:la]
TETV 0 k£, =AU 1 kA6,

Claramente ¥ < g pues ninguna transaccién puede liberar su cierre (V)
sin antes adquirirlo (P,). La regién prohibida generada por el registro a es
la union de tales cajas obtenidas de todas las posibles elecciones de distintos
i,j € S. Hay M{” cajas.

Ejemplos

1- Supongamos que tenemos tres transacciones 11,75, T5 vy 11,1 son los
tnicos procesos que acceden al registro a. Luego S = {1,2}. La caja con
vértices

T = (PmPa,O) , = (Va,Va,l)

serd la region prohibida correspondiente al registro a.

T
/
~ 7
’ B,
PV
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2- Consideremos un conocido sistema de transacciones dado por Lipsi y
Papadimitriou.

T =

Py.P,. P, Vo . Py . V..V, .V,
Ty = Py.Py. Py . V. PV, .V, V2
Ty = Py.Py.Vy.Py.Viy . Py . Vi .V,

con el siguiente grafico desarrollado

3- La siguiente figura representa la regién prohibida y la regién insegura de
un sistema de transacciones con n = 3

Q.

A partir de este momento comencemos a estudiar los distintos arcos de

ejecucién o caminos dirigidos que pueden desarrollarse en distintos sistemas
de transacciones. Para ello estudiaremos tres nuevos ejemplos

4-

T, = P,.P. V.V,
Ty = P,.P,.V,.V,
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Vb
V{J
Pd
Pb
i >
PanVbVa
T, =P,.V,.B.V,
T, =P,.V,.B.V,
vy
P, .
Vﬂ
P, u
=+ >
PaVanVb
n=n5.V,.P,.V,
T, =P,.V,.B.V,
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Empecemos con el sistema (4). Todos los arcos de ejecucién que pasan
por sobre la regién prohibida son equivalentes en algtin sentido, dado que
ellos estan todos caracterizados por el hecho que 75 consigue a los registros
a y b antes que 7. Similarmente todos los caminos por debajo de la region
prohibida se caracterizan por el hecho que 717 consigue a a y a b antes que
T5. Hay basicamente dos clases de arcos de ejecucién, y en cada una de ellas
las caracteristicas que observamos referida a dichos arcos de ejecucion son
invariantes bajo alguna nocién de deformacién u homotopia. Es una clase
particular de homotopia en el sentido que preservaria la direccion del tiempo.

Las figuras (5) y (6) a pesar de contener dos agugeros cada una, tienen
una cantidad diferente de clases de caminos dirigidos; en la primera hay
cuatro clases mientras que en la segunda hay tres.

Los técnicos en base de datos se interesan entre otras cosas por asegurar
la consistencia de una base de datos con transacciones miiltiples que acceden
al mismo registro para varios propésitos. Un camino simple para asegurar tal
consistencia es forzar a las transacciones a ejecutarse en serie; una después
de otra. El truco es permitir algiin nivel de concurrencia sin comprometer
la consistencia.

Una ejecucién particular de un conjunto de transacciones se llama serial-
izable si tiene el mismo efecto sobre la base de datos que alguna ejecucion en
serie de estas transacciones. Un sistema de transacciones se dice que estéd a
salvo si todo arco de ejecucion no terminal es serializable.

Por ejemplo, consideremos las siguientes transacciones R y S puestas en
paralelo; y estudiemos todas las posibles ejecuciones concurrentes a fin de
llegar a un resultado.
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R: S :
PA PB PB

A:=B+1 B:=B+2
VA VB VB

PB PA,PB
B:=3 A:=2xB
VB VA VB

Comenzando con valores iniciales A =0y B = 0 podemos conseguir los
siguientes resultados

R:A=1 R:A=1 R:A=1 S:B=2 S§:B=2 S:B=2
R:B=3 S§:B=2 S:B=2 R:A=3 R:A=3 S:A=14
S:B=5 R:B=3 S:A=4 S:A=4 R:B=3 R:A=3
S:A=10 S:A=6 R:B=3 R:B=3 S:A=6 R:B=3

Solamente el primero y el ultimo son correctos. Es claro que dan el mismo
resultado (o sea son equivalentes) a las ejecuciones en serie: R luego S o S
luego R. La siguiente figura muestra el grafico progresivo del sistema.

Pu Pb Vu Vh P[) VI)

Pareceria desprenderse de estos ejemplos que una condicién necesaria
para que el sistema sea serializable es pedirle a la regién prohibida que sea
conexa. Pero desafortunadamente no es una condicion suficiente. Consider-
emos el ejemplo (2) de Lipsky Papadimitriou donde la regién prohibida es
conexa pero no es simplemente conexa (se puede ver que es homeomeofo a
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un toro) pues hay un arco de ejecucién atravesando el centro de esta regién,
vy que no podra ser deformado a una de los bordes exteriores del cubo de
estado.

Una solucién para lograr que el sistema de transacciones sea sequro lo
daria el protocolo (regla o acuerdo para fijar procedimientos) de cierre en
dos faces (CDF) que consiste en que cada transaccién debe adquirir todas
sus acciones de cierre P; (primera fase) antes de cederlas (segunda fase). El
orden en que estas acciones (Ps, Vs) ocurren en cada fase no importa. Esta
estrategia asegura que un programa concurrente tenga el mismo efecto que
una ejecucion serial del programa individual.

Notar que CDF no es una condicién necesria para que el sistema sea se-
guro. Si volvemos al ejemplo (1) observamos que el sistema es seguro aunque
no cumple con CDF, ya que T} cierra al registro ¢ después de ceder al reg-
istro b. Pero CDF es una condicién suficiente de seguridad, o sea cualquier
sistema de transacciones que satisface CDF es necesariamente seguro. Més
adelante volveremos sobre ésto mas formalmente.

Un gréfico desarrollado puede ser visto como un espacio topolégico. Més
concretamente, un subespacio de IR™ que se obtiene quitdndole a los cubos
las regiones prohibidas. La topologia y el orden son necesarios para for-
malmente definir la nocién de arcos de ejecucién, los cuales tienen que ser
continuos (ya que las ejecuciones no pueden saltar de un punto a otro en el
tiempo) y crecientes (pues el tiempo no puede retroceder). Para ello necesi-
tamos un orden parcial permitiéndonos caracterizar la direccién del tiempo,
para interpretar el pasado y futuro de los puntos (los cuales son estados
de un sistema concurrente). Comencemos con las definiciones elementales
y propiedades de estos espacios para formalizar las ideas intuitivas dadas
hasta ahora.

2.2. Funciones dirigidas

Definicion 2.2.1 Sea X un espacio topoldgico.

- Un orden parcial < en X es una relacion reflexiva, antisimétrica y tran-
sittva. Decimos en este caso que X estd parcialmente ordenado.

- Un orden parcial local en X es un cubrimiento U de X por abiertos par-
cialmente ordenados (U, <) tales que para todo (U,<y) y (V,<y) enlU
vale que:
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Ve,yeUNV 1z <pyer<yy

En este caso, X se dice localmente parcialmente ordenado.

Escribiremos z < y para indicar x <y y z # y

Ejemplo La esfera S' = {¢ € C} tiene un orden parcial local dado por
Uy={e?ecS /0<bh<2r}yUy={e? € S' /7 <6 < 3w} ambos
parcialmente ordenados por el orden de 6.

Definicién 2.2.2 Sean (X,U) y (Y, V) espacios localmente parcialmente or-
denados.

- Un refinamiento de un orden parcial local (U,{<y}) sobre X consiste de
un refinamiento U' del cubrimiento U con drdenes parciales tales que para
todo

Ucuo,Ueld,Ucld y zyelU :z2<pysxz<yy

- Una funcion continua f : X — Y se llama dirigida si existen refinamientos

U deUd yV' deV tales que:
VU el V' eV si z,ycUNf Y V) z2<py= flx) <y f(y)

- Un camino dirigido en X es una funcion dirigida f : I — X donde I es
constderado como un espacio parcialmente ordenado con la topologia usual
y el orden natural. Es decir,

YV EY titac fHUV):ty <ty= flt1) <v flt2)

- Sean fi, fo : I — X caminos dirigidos con f1(1) = f2(0). La concatenacion
de f1 con fa, que notaremos f1 * fo: I — X se define como:

f1(2t) t

o
IN
IN

N[

Jix fo=
f2(2t — 1)

N[
IA
~
IN
—_

Observar que f1 * fo es continua.
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Proposicion 2.2.3 Sea X un espacio topolégico parcialmente ordenado,
entonces f1 x fo : I — X es un camino dirigido.

Demostracion Hay que ver que si t1,t2 € I tales que t; < to entonces
f1 % fa(t1) < f1* fa(te). Sity,ta < % entonces

fix fa(th) = f1(2t1) < f1(2t2) = f1 * fa(t2)

y

N[ =

pues f1 es un camino dirigido. Andlogamente para ti,to > % Sitp <
to > % entonces

fix fo(tr) = f1(2t1) < f1(1) = f2(0) < fo(2t2 — 1) = f1 * fo(t2) O

Definicion 2.2.4 Sea X wun espacio localmente parcialmente ordenado.
Definimos una relacion < en X de la siguiente forma: x < y si hay un
camino dirigido de x ay en X, o sea si existe f : I — X continua y dirigida

tal que f(0) =z y f(1) =y.
Lema 2.2.5 Si X tiene un orden parcial < , entonces < es un orden parcial.

Demostracion Claramente es reflexiva pues z < x tomando el camino di-
rigido que vale constantemente x. Notemos que si z < y entonces existe un
camino dirigido f : I — X tal que f(0) =z y f(1) =y. Como 0 < 1y
el orden en X es global entonces f(0) < f(1), o sea z < y. Luego < es
antisimétrica pues si x <y e y < x entonces x <y y y < x, y por lo tanto
T =y.

Veamos transitividad, o sea si * < y e y < z entonces se quiere ver
que = < z. Existen caminos dirigidos f1 : I — X y fo : I — X tales que
f1(0) ==z, f1(1) =y, f2(0) =y y f2(1) = z. Consideremos fi * fo : [ — X.
Luego fix f2(0) = f1(0) =z y fi* fo(1) = fr(1) = 2. O

Observacién 2.2.6 Si X es localmente parcialmente ordenado, la relacion
< es aun transitiva pero no es necesariamente antisimétrica. Por ejemplo,
la esfera S* = {e? € C} tiene un orden parcial local dado por

Uy=1{e?ecS/0<0<2r}yUs={e?c S /1 <0<3r}
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ambos parcialmente ordenados por el orden de 0.Sea
fi:1— S tal que f1(0) = eia™ y 1(1) = ei2". Luego Imf; C Uy
fo: I — St tal que f2(0) = ei2™ y f2(1) = €3 = i3, Luego Imfo C Us

1 3 3 1 3 1
Resulta que e'2™ < e'2™ y e'2™ < e'2™ pero e'2™ £ e'2™. U

Definicion 2.2.7 Sea X wun espacio topodgico parcialmente ordenado,
z,y € X y S C X un conjunto.

- Los conjuntos
THa)={yeX/z=y}t y T (@)={yeX/y=uz}

se llaman futuro y pasado de x respectivamente.

- Sean TH(S) =Upe s /7 (2) y T () =Upe 5/ (2)

que llamaremos respectivamente el futuro y pasado de S.

Definicién 2.2.8 Un punto z € X se llama punto inicial si J~ (z) = {z},
y z se llama final si J*(x) = {z}.

Los puntos iniciales y finales son minimos y méaximos locales respec-
tivamente con respecto al orden < . La idea es que un punto inicial es
“inalcanzable” desde cualquier otro punto inicial.

Definicion 2.2.9 Un camino dirigido o : I — X se llama inextendible si
no hay ningun camino dirigido 3 : I — X tal que a(I) C B(1)

Como la imagen de los caminos dirigidos son compactos, un camino
dirigido « es inextendible si y sélo si comienza en un punto inicial y termina
en un punto final. Notaremos con Py (X) al conjunto de todos los caminos
inextendibles en X.

Ejemplo

Un grafico progresivo o desarrollado es un subespacio de IR™ construido a
partir del cubo unitario (cubo de estado) quitandoles las regiones prohibidas.
El orden parcial (global) < es el definido anteriormente, o sea si x,y € IR"
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Los arcos de ejecucién no son otra cosa que los caminos dirigidos inex-
tendibles con punto inicial en (0,...,0) y punto final en (1,...,1). Un punto
terminal, sin embargo, es un punto final, el cual no estd entre los puntos
finales que representan resultados exitosos en los calculos. Por ejemplo en el
siguiente gréafico desarrollado

A
/

o

Fb Fa Vb 134 Va Ve TL

se observan dos arcos de ejecucién y un tercer camino (que no es arco de
ejecucion) que estd entrando en la regién insegura para finalizar en un punto
terminal.

Retomemos el problema de la serializacién y la aplicaciéon del protocolo
CDF. Este problema fue analizado por Guanawardena [Gua| para programas
con 1-semaforos. El objetivo en un sistema de transacciones multiples es
permitir un cierto nivel de concurrencia sin comprometer la consistencia de
la base de datos. Recordemos que una ejecucién particular de un conjunto
de transacciones se dice serializable si tiene el “mismo efecto”sobre la base
de datos que alguna ejecucién en serie de las mismas transacciones.

Es importante aclarar qué significa que dos ejecuciones tengan el “mis-
mo efecto”. Supongamos que tenemos un registro a con valor inicial O .
Tomemos dos transacciones , T7 que es la operacién a — a -+ 1 mientras que
Ty es la operacién a — a® + 1. Hacer T} y luego Tb 6 Th y luego T} cier-
tamente dan el mismo resultado 2 sin importar en qué orden se aplicaron
las transacciones . Sin embargo esto es un accidente del estado particular de
la base de datos y de las operaciones particulares en las transacciones. El
significado real de “tener el mismo efecto que.® que la base de datos deberia
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ser la misma (luego de producidas la ejecuciones) independientemente de su
estado inicial y de las operaciones particulares en las transacciones.

CDF (cierre en dos faces) es una regla para asegurar seguridad al sistema,
o sea que toda ejecucién no terminal sea serializable. Consiste en que todas
las acciones P (no importa el orden) se produzcan antes de todas las acciones
V' (tampoco importa el orden interno) en cada una de las transacciones
del sistema (todos los registros son 1-seméforos). Esto asegura una regién
comun entre todas las regiones prohibidas de cada registro. Si consideramos
la caja C = [Ps,,Vs,] X ... X [Ps,,Vs,] donde P, es la dltima acciéon P
de la transaccién T; y Vs, es la primera acciéon V' de T;. Se tiene que C
esta contenida en la regién prohibida que genera cada registro. El conjunto
C tiene la siguiente propiedad: supongamos que @ € C' y ¥ es un punto de
la regién prohibida. Luego @ y ¥ pertenecen a la misma caja de la region
prohibida, y por ser convexa, el segmento que los une estd contenido en
dicha caja. La regién prohibida no es necesariamente convexa pero tiene
esta propiedad, si se cumple la regla CDF.

Queremos ver en una primera etapa que dos arcos de ejecucién homotopi-
cos deben tener exactamente el “mismo efecto”sobre la base de datos, y en
una segunda etapa que ambos deben ser serializables.

Supongamos que tenemos dos arcos de ejecucién «, 3 : I — X homotopi-
cos (X es el gréfico desarrollado), y sea H : I x I — X una homotopia tal
que

H(z,0) = a(x)
H(l‘,l) :_@(1')
H(0,t) =0
H(1,t)=1

Como H(I x I) no interseca la regién prohibida queremos ver que es
imposible alterar el orden en el cual las dos ejecuciones acceden a los reg-
istros compartidos en cada transaccién. Esto es lo que se entiende cuando
afirmamos que ambas ejecuciones deben tener el mismo efecto sobre la base
de datos.

Tomemos dos transacciones T; y Tj que acceden al registro a. Asum-
imos sin pérdida de generalidad que ¢ < j. Consideremos la proyeccion
p: IR" — IR? dada por p(Z) = (xi, ;). Observar que p es monétona. Los
dos arcos de ejecucién se proyectan a dos arcos (también crecientes) desde
(0,0) al (1,1). La homotopia original de IR™ se proyecta a una homotopia en
IR?. El registro a sobre las transacciones T} y T} genera una region prohibida
en IR? que tiene esquinas (P,, P,) y (V,,V,) (si las transacciones acceden
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al registro a una sola vez, en caso contrario se tratarfa de una unién de
rectangulos que volveria a dar un rectangulo por estar en la situacién CDF,
y el problema se resolveria de manera similar).

T

J

AN

N

S

Pty

a

La homotopia (mejor dicho p(H(I x I)) debe evitar el rectangulo de
vértices (P,, P,), (Va,V,), porque en caso contrario la homotopia original
deberia intersecar la caja de vértices

0,...,P,,0,...,0, Py, ..0), (1,...Va,1,...,1,Va, 1)

Luego ambos arcos deben desarrollarse del mismo lado de la caja. Se
sigue que ambas ejecuciones acceden al registro a en el mismo orden en cada
transaccion, o sea T; cierra al registro a primero en ambas ejecuciones (ésto
es, las curvas se desarrollan por abajo y a la derecha en ambas ejecuciones);
o T} lo cierra primero en ambas ejecuciones (si los arcos se encuentran arriba
y a la izquierda del rectdngulo).

Como ésto vale para todos los pares de transacciones y todos los reg-
istros compartidos, la afirmacién resulta correcta, o sea en un programa
compuesto de 1-seméfos que cumple con la regla CDF dos arcos de ejecu-
cién homotdpicos producen el mismo efecto. Mas ain, veamos ahora que son
serializables.

Sabemos que un camino es serializable si tiene el mismo efecto que alguna
ejecucion en serie de las transacciones. Una ejecucion serial corresponde
a recorrer el borde unidimensional del cubo, ejecutando una transaccién
completamente antes de pasar a la otra.
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Sea ¢ = (¢1,..,¢n) € C = [Py, V] X ... X [Ps,,Vs,], entonces debe
pertenecer a la region prohibida generada por cada registro. Consideremos
una proyeccion radial desde ese punto hacia el borde del cubo unidad pasan-
do por el arco de ejecucién (que podemos llamar «a(t)). Esta manera de
proyectar proporciona una homotopia que mantiene fijos los puntos iniciales
y finales de a(t). Observar que esta homotopia (o mejor dicho su imagen)
no cruza la regiéon prohibida debido a que, a pesar de no ser convexa tiene
la propiedad descripta en parrafos anteriores.

El primer problema que encontramos con este procedimiento es que el
camino proyectado sobre las caras del cubo no tiene por qué ser creciente,
pero la deformacion todavia no ha terminado.

Cada cara del cubo de estado corresponde a un sistema de transacciones
obtenido del sistema original 11, ...7T;, omitiendo una de ellas, por ejemplo
T}.. Consideremos los puntos

(Cla vy Ck—1, 0, Ck+1, "'7Cn) y (Cla ey Ch—1, 1, Cl415 -+ Cn)

que se encuentran, cada una, en el “centro”de la regién prohibida generada
sobre la cara del cubo que contiene los puntos con zp = 0 y xp = 1
respectivamente. Repetimos la proyeccién radial sobre ambos lados y ésto
lo hacemos ademads, para todas las caras de dimensién n — 1. Procedemos
en forma iterada, llegando a las caras de dimensién 2 correspondiendo a un
par de transacciones del sistema original.

El ultimo arco proyectado se mueve sobre los bordes del cubo desde
(0,...,0) hasta (1,...,1) pero no necesariamente en forma creciente, pudien-
do retroceder en una cantidad finita de pasos (porque hubo finitas proyec-
ciones). Mas aun, comenzando en (0,...,0) el arco proyectado (final), pudo
haber recorrido algiin segmento en algin borde del cubo para luego retroced-
er y seguir por otro hasta completarlo (necesariamente porque debe llegar
al (1,...,1)).
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Finalmente a través de una cantidad finita de homotopias (que
mantienen extremos fijos) se pueden “quitar”todos estos recorridos dobles
para quedarnos al final con un arco que recorre en forma creciente n bordes
del cubo de estado.

Veamos ma&s precisamente esto ultimo, o sea por qué podemos asegurar
que el arco resultante sea creciente. Debido a qué podemos garantizar que
la curva “no retrocede” (recordar cémo se encuentran ordenados los puntos
del cubo) un borde hasta completarlo y seguir por otro distinto.

Sea «(t) el arco de ejecucién original y w(t) la curva que resulta luego
de la tdltima proyeccién radial. Elegimos una proyeccién p : IR™ — IR, por
ejemplo, p(x) = x; donde x = (z1, ..., z,). Esta proyeccion satisface la sigu-
iente propiedad: si y es la proyeccion radial de x desde u, los tres puntos
estan alineados. Como p es lineal y preserva la orientacién p(y), p(z) y
p(u) se encuentran en la misma linea y con el mismo orden.

Si pensamos por un instante cémo fueron elegidos los centros en cada
proyeccién radial entonces vale lo siguiente

pla(t)) < ci = pw) <pla(t)) vy pla(t)) = c = plw(t) = pla(t))

Interpretemos ésto: p(w(t)) puede oscilar un intevalo finito de tiempo en
[0, ¢;). Sin embargo una vez que lo haya pasado nunca més regresara debido
a la propiedad anterior y al hecho que «(t) es creciente. Es decir como «a(t)
es mono6tona p(a(t)) supera a ¢; en algin momento y por lo tanto debe
hacerlo p(w(t)), para llegar finalmente a 1 (pues w(t) llega a (1,..,1)). Este
argumento se repite para todo 7, 1 <i <n.

2.3. Homotopia dirigida versus homotopia

Ahora queremos formalizar la nocién de deformacién de caminos dirigi-
dos de la que hablamos en la introduccién, esto es la homotopia dirigida.
Tendremos una nueva nocién de conexién y componentes conexas pues ahora
“el tiempo corre”. Habra una interaccién entre el orden parcial y la topologia.

Definicién 2.3.1 Sea (X, <) un espacio topolégico parcialmente ordenado.

- Una homotopia dirigida o di-homotopia H : I x I — X es una funcion
continua tal que cada funcion parcial Hi(s) = H(t,s), Hy : I — X, es un
camino dirigido inextensible.
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- Dos caminos dirigidos inextendibles o, B : I — X con los mismos puntos
iiciales y finales son homotdopicamente dirigidos si existe una homotopia
dirigida H : I x I — X relativa a los extremos con Hy = a y H = (.
Escribiremos o ~ 3

Observar que la homotopia dirigida es claramente una relacién de equiva-
lencia, pues se deduce del hecho que una homotopia comin lo es. Notaremos
con 71 (X) al conjunto de las clases homot6picamente dirigidas de caminos
dirigidos inextendibles en X.

1- La siguiente figura contenida en IR?, (el cubo unidad sin los cubos ne-
gros), con el orden definido anteriormente muestra un ejemplo de un camino
que no puede ser homotépico a ninguno dirigido

2- El siguiente gréafico desarrollado consta de cuatro clases homotoépicamente
dirigidas.

Sy N
|

=

e~

PV, PV,

Definicion 2.3.2 Sea a: I — X un camino dirigido inextendible.

- La historia homotopica de a estd definida como
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ho ={x € X / existe un camino inextendible 5 que pasa por x y o ~> (3}

- Dos puntos son histéricamente homotopicamente equivalentes si

re€hy S yehy, Ya e P (X)

=

De la definiciéon se desprende que x,y son histéricamente homotdpica-
mente equivalentes si y sélo si cada camino inextendible que pasa por x es
homotépicamente dirigido a uno que pasa por y y cada camino inextendible
que pasa por y es homotopicamente dirigido a uno que pasa por x.

Observacién 2.3.3 Caminos inextendibles en la misma clase de homotopia
dirigida tienen la misma historia homotdpica.

Es claro que “ser histéricamente homotdépicamente equivalente”define
una relacién de equivalencia, y que por lo tanto genera una particion de X
formada por clases de equivalencia histéricamente homotdpicas.

Definicion 2.3.4 Las componentes di-conexas de X consisten de las com-
ponentes conexas (en el sentido cldsico) de las clases de equivalencia histori-
camente homotopicas de X.

Ejemplos Las figuras siguientes representan dos procesos 17 y 15 en par-
alelo cuyos registros son 1—semaforos.
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En la primer figura hay diez componentes (clases) histéricamente homot6pi-
cas. Todas ellas son conexas, con lo cual son diez componentes di-conexas.
La segunda figura tiene siete componentes histéricamente homotépicas. Una
de ellas se descompone en tres componentes conexas. En total hay diez com-
ponentes di-conexas.

En los programas que involucran solamente 1-seméforos la nociéon de ho-
motopia dirigida y homotopia de caminos dirigidos son equivalentes. Cuando
el programa involucra n-seméaforos para n > 2 la nocién de di-homotopia es
ma4 fina como se observa en el siguiente ejemplo.

2- Aqui se tiene un conocido ejemplo de dos caminos dirigidos que son ho-
motopicos pero no homotépicamente dirigidos, donde z, y son 1—semaforos
y z es un 2—semaforo.

W =P, .P .V, . P .V, .V,
I, = P, .V, . P, .V, . Py .V,
3 = P,.V,

La siguiente es una vista del lado opuesto
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Por lo tanto para este tipo de problemas se debe incorporar la nocién
de homotopia dirigida. La teoria de di-homotopia comenzé a desarrollarse
en los tltimos anos y hasta el momento se utiliza entre otras cosas para
demostrar de manera més formal y general (para programas que involucran
n-seméforos con n > 2) el resultado de Guanawardena [Gua| visto en esta
seccién. Una demostracion para ese resultado mucho méas amplio se puede
encontrar en [FGR].
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