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Resumen

El modelo estocastico de bloques (SBM por su sigla en inglés) es un grafo aleatorio donde
los vértices se encuentran divididos en clases (o comunidades) que comparten una etiqueta,
y la probabilidad de conexién entre entre cada par de vértices estd determinada de sus
etiquetas. Es uno de los modelos mas populares utilizados en diversas aplicaciones en redes
biolégicas, sociales y tecnologicas para estudiar el problema de identificacion de comunidades,
en el que se trata de identificar la etiqueta de los vértices a partir de la observacion de una
realizacion del grafo.

En esta tesis repasamos resultados fundacionales en la literatura, como la existencia de
una transiciéon de fase que determina cuando es posible identificar las comunidades. Ade-
mas, exploramos y demostramos la consistencia de algunos métodos espectrales, métodos de
minimizaciéon de cortes y métodos por extensiones armoénicas como posibles enfoques para
resolver el problema, y realizamos aportes originales en las dos tltimas familias de métodos.

Por dltimo, analizamos el desempefio de estos estimadores a través de simulaciones.
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1. Introducciéon

LEn qué consiste este trabajo? En resumidas palabras, vamos a explorar distintos métodos
para atacar el problema de detecciéon de comunidades en modelos estocasticos de bloques,
realizando contribuciones originales tanto en el estudio de los métodos de minimizaciéon de
cortes como en el entendimiento de algunos métodos semi-supervisados que hacen uso de
paseos al azar y pueden dan una mejora respecto de métodos en la literatura al estimar
la comunidad de subconjuntos chicos de nodos. Pero antes de que nos adentremos en estas
cuestiones, como este problema tiene su historia, veamos de qué se tratan estos conceptos y

como llegamos aqui a estudiarlos.

Comenzaremos entonces nombrando los grafos 2.1.1, también conocidos como redes. Es-
tos son importantes herramientas matematicas y permiten modelar fenémenos muy variados:
desde rutas entre diversos puntos en una ciudad, como los encontré Euler en 1736 al resolver
el problema de los puentes de Konigsberg, hasta posibles estados y acciones en un juego, o
también redes sociales. No es de extranar entonces que sean objetos esenciales de estudio
en areas como aprendizaje automatico y ciencias de la computacion pero también algebra

abstracta.

Partiendo con Erdos y Renyi en 1959 se comenzaron a estudiar grafos aleatorios. Por
ejemplo, en el modelo que lleva sus nombres 2.3.1 se fija un nimero de nodos n y se agregan
aristas entre cada par de ellos con una probabilidad p fija de forma independiente. Como
cuenta Remco van der Hofstad en la brillante introduccion a su libro [vdH17], rapidamente
estos grafos aleatorios cobraron relevancia en el estudio y comprensién de redes complejas.
Parte de la relevancia del estudio de estos objetos radica en describir el comportamiento
global de estructuras muy complejas, que no admiten una representacion especialmente es-
clarecedora al considerarlos en su totalidad, partiendo de los entornos de cada nodo, que
muchas veces si admiten una descripcion mas sencilla. Por ejemplo, en los grafos de k ve-
cinos méas cercanos o el e-grafo los nodos se colocan en un espacio de acuerdo a alguna
distribucion y luego se agregan aristas mediante algin criterio geométrico (fijo un nodo, de
estar entre los k nodos mas cercanos a él o a distancia més cercana que ¢); es mediante esta
descripcion local que se pueden estudiar nociones globales como conexién, mas generalmente
la homologia, pero también percolacion y otras variantes.

Entre los diversos problemas que se estudian en grafos (tanto deterministicos como alea-
torios) estd el problema de clustering, que consiste en particionar de alguna manera a los

nodos de un grafo en subconjuntos de nodos similares. Por ejemplo, nubes de nodos bien
6
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separadas de otras en un grafo geométrico, o perfiles similares en una red social.

No todos los grafos presentan una estructura con subconjuntos de nodos similares, pero
realmente disimiles entre grupos: de hecho es una nocion elusiva de determinar en general.
Por ejemplo, en el modelo de Erdos y Renyi podemos observar que todos los nodos son
esencialmente iguales, y en general no deberiamos encontrar estos cimulos. Es asi que ge-
neralizando llegamos finalmente al modelo estocastico de bloques 2.4.1 (SBM por sus
siglas en inglés), propuesto en 1983 por Holland, Larsky, Blackmond y Leinhart y objeto de
gran relevancia en el estudio actual como caso fundamental de grafos cuyos nodos muestran
un comportamiento similar de a grupos. Mas detalladamente, el modelo consiste de un grafo
cuyos n nodos pertenecen a alguna de k& comunidades, y donde se agregan aristas aleatoria-
mente entre cada par de nodos solo dependiendo de las comunidades a las que pertenecen.
Ya en la literatura se han estudiado las propiedades del modelo estocastico de bloques: algu-
nas relativas a nociones globales como su conexiéon o el tamano de las componentes conexas
mas grandes partiendo de las nociones conocidas para los grafos de Erdos y Renyi; y otras
relativas al estudio del problema de clustering, o de deteccién de comunidades 3.1.1 como
se conoce en este contexto. El objetivo es dado un grafo que proviene de este modelo, y solo
con la informacién que nos dan las conexiones que tiene cada nodo, predecir cudles nodos

forman parte de la misma comunidad.

Hay muchos enfoques para atacar este problema, como son por ejemplo métodos de maxi-
mizacién de modularidad [CL23], métodos de programacién semidefinida [Abb18], métodos
espectrales [Abb18, AFWZ20, vL07], métodos de corte minimo [HS11], métodos que usan la
técnica de “partir el grafo” [Abb18,MNS16], métodos que utilizan paseos aleatorios y méto-
dos de propagacién de etiquetas. Crucialmente y bajo hipotesis adecuadas se ha demostrado

que es posible recuperar las comunidades.

., Qué significa recuperar las comunidades? Hay muchos criterios, pero en este trabajo
nos concentraremos fundamentalmente en dos: consistencia fuerte y consistencia débil
3.1.2; en castellano son descubrir exactamente los subconjuntos de nodos que conforman
cada una de las comunidades con alta probabilidad para grafos grandes, o recuperar los
subconjuntos salvo una cantidad no representativa de errores con alta probabilidad para
grafos grandes. Remarcamos que los criterios son asintoticos: necesitamos una alta cantidad
de nodos para asegurar que las estimaciones funcionen bien. Sin embargo, como observamos
en simulaciones y aplicaciones, mas alla de garantias tedricas vemos en la practica que con
un numero moderado de nodos los estimadores ya tienen una buena precision.

JEn qué consiste luego este trabajo?

Primero, en una introduccién mas detallada de los grafos, grafos aleatorios y del modelo
estocastico de bloques, cosa que haremos en el Capitulo 2. En particular, estudiaremos la
propiedad de conexion para estos grafos aleatorios, que se dard en una transicion de fase,
como veremos en el Teorema 2.4.8. Durante este Capitulo nos basaremos principalmente en

los resultados en [Abb18, MNS16].

A continuacién, usaremos estas herramientas e intuiciones para definir y explorar el pro-
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blema de deteccion de comunidades 3.1.1, que introduciremos formalmente junto con algunos
resultados destacados de la literatura en el Capitulo 3. Mas detalladamente, exploraremos
la transicion de fase que indica cuando es posible detectar las comunidades 3.1.4, basando-
nos nuevamente en la exposicién en [Abb18]. Introduciremos algunos estimadores maximales
en cuanto a la precision y también los métodos espectrales, que resultaran ser fuertemente
consistentes bajo hipétesis adecuadas y motivaran intuiciones en el Capitulo 5.

A partir de aqui continuaremos exponiendo trabajo original, bajo la direccion de Inés
Armendariz, y en colaboracion con Pablo Ferrari, Florencia Leonardi y Julio Rossi.

En el Capitulo 4 exploraremos los métodos de minimizacién de corte 3.2.3. Estos buscan
explotar la intuicién de que, bajo hipdtesis adecuadas, las comunidades arman cimulos
bien interconectados en su interior pero con escasas conexiones entre si para tener buenas
estimaciones. Mostraremos que algunas variantes, el corte de Cheeger y el corte ratio 4.1.3,
son fuertemente consistentes apelando a argumentos probabilisticos.

A continuacion, en el Capitulo 5 introduciremos estimadores basados en recuperar in-
formacion de las comunidades realizando paseos aleatorios en el grafo, los estimadores por
extensiones armoénicas 5.2.1. A diferencia de los estimadores anteriores, para estos necesi-
taremos conocer con anterioridad las comunidades de algunos nodos en el grafo, a partir
de los cuales buscaremos predecir las comunidades de los nodos restantes. Mostraremos que
tiene motivaciones muy naturales, y como contribucién original veremos que son débilmente
consistentes y también daremos una variante 5.5.3 que es ademaés fuertemente consistente.

Por ultimo, en el Capitulo 6 estudiaremos distintas maneras de implementar los métodos,
mostraremos su correctitud y haremos unas simulaciones para evaluar su desempeno. Men-
cionamos en este punto que aqui se encuentra una de las grandes virtudes de los estimadores
por extensiones armonicas, que preservan la informacion ya conocida y pueden implemen-
tarse mediante métodos de Montecarlo que, como es habitual en la practica, conjeturamos
que resultaran mas rapidos si solamente se requiere estimar la comunidad de pocos nodos.

Finalmente, como conclusion y antes de la bibliografia, el indice de teoremas y el anexo,
en el Capitulo 7 damos algunas direcciones en las que podemos continuar nuestro estudio.
En estas lineas mencionamos las notas al final de cada capitulo que introduciran posibles
lineas de investigacién o mejora y conectaran con articulos en la literatura.

Sin més preambulos comencemos entonces nuestra exploracion de los modelos estocasticos

de bloques y algoritmos para deteccién de comunidades.



2. Grafos, grafos aleatorios y el

modelo estocastico de bloques

2.1 Grafos

Como adelantamos en la introduccion a la tesis, estaremos tratando con un problema
modelado sobre grafos (aleatorios), asi que en este capitulo repasaremos algunas de las

definiciones fundamentales y fijaremos la notaciéon que usaremos a lo largo del trabajo.

[2.1.1] Definicién: Grafos

Un grafo no dirigido y en adelante simplemente grafo G = (V, E) estd dado por un
conjunto de nodos V' y un conjunto de aristas £ C {{v,w } |v,w € V} que conectan
pares de nodos.

Decimos que la arista e = {v,w } incide en v y en w y que éstos son extremos
de la arista e. Llamaremos en este caso a v y w nodos vecinos y notaremos v ~ w;
llamaremos ademés N (v) al conjunto de vecinos de v. Diremos ademés que dos aristas
son adyacentes cuando tienen algin extremo en comun.

El caso degenerado de arista { v } se conoce como un bucle, y diremos que un grafo
es simple cuando no cuenta con bucles.

Llamamos grado de un nodo v a deg(v) la cantidad de veces que v es extremo de una
arista en F, donde para cada bucle el nodo sera extremo dos veces. Cuando el grafo
es simple, el grado de v coincide con la cantidad de aristas que inciden en él. Diremos

que un nodo v es aislado cuando deg(v) = 0.

En adelante, trabajaremos siempre con grafos simples, a los cuales representaremos, como

en la Figura 2.1, mediante diagramas con puntos para los nodos y segmentos para las aristas.

Precisaremos también algunas definiciones complementarias:

[2.1.2] Definicién: Caminos, ciclos, conexién y distancia en grafos
Dado un grafo G = (V, E), llamaremos camino entre v y w nodos en V a una
secuencia alternada vgeivy . .. vp_jepvr denodos vy, ..., v € V y aristasey, ..., e € E

que cumplen que e; = { v;—1,v; } para cada 1 <i <k y donde vg = v y vp = w, para
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2.1. Grafos

o

(a) Este primer grafo es simple y disconexo. Podemos par-
tirlo en tres componentes conexas, donde solamente la
mas grande tiene un ciclo. En las componentes conexas

de dos nodos, cada nodo tiene grado 1.

(b) Este segundo grafo también es simple, y esta vez es
conexo. La distancia mas grande entre nodos de este grafo
es de 3, y entre sus muchos ciclos podemos encontrar uno

que pasa por todos los nodos exactamente una vez.

Figura 2.1: Algunos ejemplos de grafos.

algin k € INp.

CL_ e
voﬂvlg...—ivkq#vk (2.1)

Maés aun, en ese caso diremos que el camino tiene longitud k. Ademaés, diremos que
es un camino simple cuando no repite vértices, salvo tal vez el primero vg y el tltimo
Vk -

Llamaremos ciclo a un camino vpejvy ... vgep_1v; donde v; # v; si 0 <7 < ky
ademas vy = vy.

Diremos que un grafo es conexo cuando para cada par de nodos distintos v y w hay
un camino entre v y w.

En grafos conexos tenemos una nocién de distancia entre dos nodos v, w, dada por
dist (v, w) = inf {longitud(~y) | v es un camino entre v y w en G} . (2.2)

Cuando un grafo no es conexo puede tomarse la distancia como infinito si no hay
caminos entre un par de nodos dado, con lo que equivalentemente un grafo es conexo

cuando todas las distancias entre nodos son finitas.

En general nuestros conjuntos de nodos no tendran especial relevancia, y por eso adop-

taremos la siguiente notacion:

[2.1.3] Notacién: Conjunto de nodos
Dado un grafo G = (V, E), en adelante llamaremos n = #V a la cantidad de nodos

en él, y los pensaremos numerados del 1 al n.

Sera ttil para descubrir ciertas caracteristicas de nuestros grafos que estos pueden repre-

sentarse ademas mediante matrices:
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[2.1.4] Definicién: Matriz de adyacencia de un grafo
Dado un grafo G = (V,E) definimos su matriz de adyacencia asociada A €

{0,1}"" como

1 stv~w,y
Apw = (2.3)

9
0 en caso contrario.

Remarcamos que la matriz de adyacencia de un grafo lo determina univocamente. Ade-
mas, notamos que estas matrices seran simétricas pues que dos nodos sean vecinos no depende

del orden en que los nombremos, y tendran diagonal cero pues no tienen bucles.

[2.1.5] Observacion: Grafos pesados

Mencionaremos una generalizaciéon de los grafos que nos permitird visualizar algunos
“grafos” que apareceran en futuros calculos durante el trabajo y motivar ciertas no-
taciones, que son los grafos pesados. Ellos son grafos G = (V, F) donde cada arista
tiene asociada un niimero no negativo, su peso, y donde pensamos a 0 como la ausencia
de la arista; equivalentemente podemos pensar también en una matriz de adyacencia
generalizada W € RZ{" en donde cada coeficiente es el peso asociado a la arista. Ade-
mas, se puede generalizar la nociéon de grado de un nodo como la suma de los pesos
de las aristas adyacentes, y la distancia entre cada par de nodos como el infimo sobre

la suma de los pesos de cada camino entre ellos.

Pasaremos en la siguiente seccion a introducir algunas preliminares de teoria de probabili-

dades, que nos permitiran, junto con estas nociones de grafos, trabajar con grafos aleatorios.

2.2 Algunas preliminares

Antes que nada, introduciremos notaciéon con la que nos manejaremos en el resto del

trabajo:

[2.2.1] Notacién: Repaso y notacién de probabilidades

Llamaremos (Q), F,IP) a los espacios de probabilidad, donde IP es una medida de
probabilidad. Notaremos ademas [E para la esperanza, Var para la varianza y Cov
para la covarianza asociadas a variables aleatorias. Dada X una variable aleatoria,
notaremos como P x a la distribucion asociada, F'x a la funcion de distribucion
acumulada, px a la funcién de probabilidad puntual en caso de ser discreta y fx
a la densidad en caso de ser absolutamente continua. Notaremos ademés o(X) a la
sigma-algebra generada por X, y usaremos ~ para notar que dos variables aleato-
rias o medidas tienen la misma distribucién, y iLd- cnando ademés son independientes.
Recordamos que un proceso estocastico es una colecciéon de variables aleatorias

(X¢)ter definidas en un mismo espacio de probabilidad (Q, F,IP); nuestros procesos
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estocésticos seran a tiempos discretos, e I = INp.
Notaremos —> para convergencia casi segura, LN para convergencia en proba-
bilidad, N para convergencia en distribucion, y fijo algtin espacio LP notaremos
7N para convergencia en LP.
Diremos ademds que una familia de eventos (Ajy),en ocurre asintéticamente casi
seguramente o con alta probabilidad y notaremos a.a.s. cuando

P(A,) — 1, (2.4)

n—oo

aunque dependiendo del contexto con alta probabilidad podra referirse a que la veloci-
dad de convergencia a 1 también sea suficientemente alta y estara claro en el contexto.

Por 1ltimo, notaremos por 1 4 a la funciéon indicadora del evento A.

A continuacion fijaremos la notaciéon que usaremos para medir el comportamiento asin-
totico de sucesiones de ntimeros reales:

[2.2.2] Notacién: Notaciéon de comportamiento asintético

. . o g(n) az

Dadas funciones f,g : N — R, notaremos g = o (f) cuando ) 5% 0 y también

diremos en ese caso que f = w(g). Por otro lado, diremos que g = O (f) cuando

lim sup,, ‘%‘ < 00, y una vez mas diremos en este caso que f = Q (g). Diremos

que g = O (f) cuando ocurren ambas que g = O (f) y que g = Q (f).

A lo largo de los calculos, excepto que se indique lo contrario C' serd una constante que

podria variar de linea en linea. Ademads, usaremos los simbolos =<, < y = para referirnos

Y

a igualdades o desigualdades que valen salvo una constante, y a veces también para n

suficientemente grandes.

Enunciaremos también algunas desigualdades clasicas de probabilidad que usaremos a lo

largo del trabajo, junto con las desigualdades de Markov y Tchebyshev:

[2.2.3] Proposicién: Desigualdad de Paley-Zygmund

Sea Z # 0 una variable aleatoria no negativa tal que Var [Z] < oo y sea 6 € [0,1].

Luego, vale que

(L—6)’E[2])"
E [Z?] '

P({Z>0E[Z]}) > (2.5)

Demostracién. Para cada 6 € [0, 1], podemos demostrar la desigualdad de Paley-Zygmund

comenzando por notar que por Cauchy-Schwarz vale que

E[Z] = E |71 z<or(z)}] +E |71 250m12)) (2.6)
< OE[Z]+E[22\JP ({ Z > 6E 2] }),

. 1-0)E|Z ’
porque entonces despejando (IE\/)[TE]] < \/ P({Z>0E[Z]}) y elevindolo al cuadrado pa-

ra completamos la demostracién. Aclaramos que en este tltimo paso usamos que Z es no
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negativa para preservar la desigualdad al elevar al cuadrado. |

[2.2.4] Proposicion: Desigualdad de Bernstein - [Verl8, Teorema 2.8.4.]

Sea (X, )neN una familia de variables aleatorias independientes tales que X,, < C' casi

seguramente para cada n € IN. Luego, para cada t > 0 y para cada n € IN vale que

L e

Mencionamos que para algunos resultados la desigualdad de Tchebyshev o el teorema

zn:Xi —E [X;]

central del limite serfan suficientes, pero la desigualdad de Bernstein da cotas mas finas que
nos seran de utilidad cuando queremos asegurar que ocurren muchos eventos simultanea-
mente. Como esto ocurrird frecuentemente a lo largo del trabajo, mencionamos ademas la

siguiente observacion:

[2.2.5] Observaciéon: Contables eventos que ocurren con alta probabilidad,

ocurren simultaneamente con alta probabilidad
Si I es un conjunto de indices contable y (A;);er son eventos tales que P (A4;) >

1—o(f;) para ciertas funciones f; : IN — [0, 1] para cada i € I, tendremos que

P (miGIAz’) >1—o0 (Z fz> , (2.8)

iel

pues usando una cota por la unién de eventos para los complementos tendremos que

r (ﬂiej.Ai) =1-P (Uie[A?) >1-— Zo(fz) >1—-o (Z fz) . (2.9)

i€l i€l

Anélogamente, si IP (A;) > 1 — O (f;) para cada i € I, tendremos que

r (mieI-Ai) >1-0 (Z fl> . (2.10)

el

Fijaremos también alguna notaciéon que usaremos de ahora en més cuando trabajemos

con vectores y matrices, tanto deterministicos como aleatorios:

[2.2.6] Notacién: Notacién para vectores y matrices

Para n, m € IN, notaremos 0,, al vector 0 en IR", 1,, al vector con toda coordenada 1 en
R™, I,, a la matriz identidad en R™*", J,,«.,, a la matriz con todos los coeficientes 1
en R™™ yeq,..., e, alos vectores de la base canénica de R™. También anotaremos
0, 1, I y J cuando las dimensiones estén claras en el contexto.

Notaremos Ker e Im para el nicleo y la imagen de una matriz respectivamente, y p
para su radio espectral, el mayor modulo entre sus autovalores.

Notaremos [|e|| para la norma euclidea o norma 2 para operadores, y ||e||, para las
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normas p tanto para vectores como para operadores.

Ademés, fija M una matriz, escribiremos M o para referirnos a su j-ésima fila y M, ;
para referirnos a su j-ésima columna, y M (@) para referirnos a la matriz a la que le
dejamos como 0 la i-ésima fila y la i-ésima columna.

Notaremos también [E [ X] para la esperanza de una matriz aleatoria o un vector alea-
torio, recordando que no es mas que la matriz o el vector que se obtiene tomando

esperanza coordenada a coordenada.

Ahora si, podremos pasar a introducir nuestros primeros modelos de grafos aleatorios,

que nos ocuparan el resto del capitulo.

2.3 El grafo de Erdos-Renyi

Como mencionamos en la introduccién, un primer modelo de grafos aleatorios es el es-
tudiado por Erdos y Renyi ya para 1959. En este grafo tenemos una cantidad de nodos fija,
y las aristas se agregan de manera aleatoria e independiente entre cada par de nodos. En
este trabajo consideraremos un modelo que se comporta de manera similar al modelo de
Erdos-Renyi, y es asi que incluimos esta seccién para motivar las caracteristicas que veremos
a continuacion.

Més formalmente:

[2.3.1] Definicién: Grafo de Erdos-Renyi
Dado n € IN, p € [0, 1] decimos que G = (V, E) ~ Erdos-Renyi (n, p) cuando:

= (G tiene n nodos, y
= sid, j son nodos distintos luego ¢ (; i1ep) S Bernoulli (p).

Cuando trabajemos con familias de estos grafos, notaremos simplemente G~
Erdos-Renyi (n, p,) v quedard implicito que cada modelo dependera de la cantidad

de nodos n considerada.

Cuando hay una cantidad de nodos suficientemente grande los grafos de Erdés-Renyi
comienzan a mostrar ciertas caracteristicas globales con probabilidad alta. Por ejemplo,
cuando hay suficiente cantidad de aristas quedara determinada una tinica componente conexa

grande, como enunciamos a continuacion:

[2.3.2] Teorema: Existencia de una tinica componente conexa lineal - [Dur(7,
Teorema 2.3.2.]

Sea G ~ Erdos-Renyi (n, %) una familia de grafos aleatorios para cierto A € R no
negativo y n suficientemente grandes tales que % < 1. Luego, existe una constante (3
tal que G tiene una tinica componente conexa con mas que 3 log(n) nodos a.a.s..

Mas atin, esa sera su componente conexa con maxima cantidad de elementos y tendra
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(1= p(X\))n nodos a.a.s., donde p(\) es la probabilidad de extincién de un proceso de

ramificacién con progenie Poisson ().

Solamente como comentario, los procesos de ramificacion aparecen al estudiar el compor-
tamiento local del grafo, que en vecindades de cada nodo fijo se parecera a dichos procesos
asintoticamente. También para explorar cada componente conexa se estudia qué ocurre al
descubrir el grafo partiendo de algin nodo como un paseo al azar o como un proceso de
contacto, y de ahi que aparezcan constantes asociadas a estos procesos en el enunciado.

Resulta que a medida que la densidad de aristas crece la componente conexa mas gran-
de va aumentando en tamano y eventualmente se llega a que el grafo es conexo con alta

probabilidad, en una transicion de fase como enunciamos a continuacién:

[2.3.3] Teorema: Transicién de fase para la conexién en grafos de Erdos—
Renyi - [Dur07, Teoremas 2.8.1., 2.8.2. y 2.8.3.]
Sea G ~ Erdos-Renyi (n, a%). Luego,

= sia>1, G es conexo a.a.s., y
» sia <1, G tiene @ (nl_a> nodos aislados a.a.s..

En particular, G es conexo a.a.s. si @ > 1 y no es conexo a.a.s. si a < 1.

Mas ain, si a > %, luego G consiste de una componente conexa de cardinal ma-
ximo y nodos aislados a.a.s.. Si para cierto b € IR no negativo vale que G ~
Erdos-Renyi (n, W) luego G tiene Poisson (b) nodos aislados a.a.s..

Podremos ahora entonces considerar una generalizacién de estos grafos que nos acompa-

nara en adelante a lo largo del trabajo.

2.4 El modelo estocastico de bloques

En un grafo de Erdos-Renyi cada nodo es esencialmente idéntico en cuanto a su com-
portamiento. Para modelar un poco més de complejidad, se pueden agrupar los nodos en
una cantidad k de clases que vamos a llamar comunidades, donde los nodos en cada clase
tienen un comportamiento idéntico entre si. Este sera el modelo estocastico de bloques, que

introduciremos a continuacién:

[2.4.1] Definicién: Modelo estocastico de bloques SBM

Decimos que Gg¢ se distribuye como el modelo estocastico de bloques y notamos
Ge¢ ~ SBM (n, k,me,p,q) cuando G = (V, E) es un grafo aleatorio simple de n nodos
y C es un vector aleatorio que en cada coordenada toma valores en {1,...,k} y

cumplen que:

= cada nodo i pertenece a la comunidad C (i) "~ m¢ donde m¢ es una medida
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de probabilidad soportada en el conjunto de comunidades {1,...,k};y

= condicionando por el vector de comunidades C, para cada par de nodos distintos

1, j vale que

B 11 iC(i) =C(y
Lguppemy ~ o) SEWZEWL Yy
Bernoulli(q) i C (i) #C(j),

donde hay independencia para aristas distintas.

Decimos que el modelo es asortativo cuando p > q.
Una vez mas, cuando trabajemos con familias de estos grafos, notaremos simplemente
Ge ~ SBM (n, k,m¢,pn, qn) vy quedard implicito que cada modelo dependerd de la

cantidad de nodos n considerada.

Podemos entender la construccion de un grafo del modelo estocastico de bloques de la
siguiente manera: dada una cantidad de nodos n, primero le asignamos una comunidad a
cada nodo de acuerdo a la distribucion me de manera independiente para cada nodo, y
después para cada par de nodos distintos agregamos una arista de acuerdo a una variable
Bernoulli cuyo parametro depende de las comunidades sorteadas previamente, y de manera

independiente para cada par de aristas distintas, como muestra la Figura 2.2.

@ @ @
® . ® o ®
o ® ®
® © ©® ® ® @ ®
(a) Para cada nodo (en el ejemplo (b) se asigna una comunidad (c) Luego se sortean las aristas
n =8) siguiendo una distribucién. dependiendo de las comunidades.

Figura 2.2: Construccién de un modelo SBM.

Agregamos algunas notaciones para simplificar la escritura de lo que sigue:

[2.4.2] Notacién: Algunas notaciones para las comunidades

Dada una comunidad [/, notamos

= C;=C1({l}) al conjunto de nodos que pertenecen a ella,
» n; = #C; = |C| a la cantidad de nodos que forman parte de ella, y

= oy = -1 a la proporcién de nodos que forman parte de ella.

Ademéds notaremos Pe € [0, 1]k %k 4 la matriz de probabilidades de conexién para
la cual (Fe)

[y y otro de comunidad l2. Observamos que luego vale que para cada par de nodos

1,1, ©s la probabilidad de que haya una arista entre un nodo de comunidad

distintos %,

Az’,j = ﬂ{{@j }EE} ~ Bernoulli ((PC)C(i)7C(j)) > (2.12)
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donde A es la matriz de adyacencia del grafo, y para el modelo SBM la matriz esta

dada por Fe = (p — q)Ij + qJpxk-
Reescribiendo la construccion grafica del modelo SBM en lenguaje formal obtenemos las

probabilidades puntuales del modelo de manera especifica:

[2.4.3] Observacién: Probabilidad puntual para modelos SBM
Si G¢ ~ SBM (n, k,me,p,q) luego para cada grafo G = (V,E), al cual pensamos

partido en comunidades C, y con f; nodos de comunidad [ para cada 1 <[ < k, y con

aristas entre nodos de las comunidades [; y [, vale que:

pac (Ge) = (

ﬁl1,l2

=

k 11—1 5 o y
(Pme (l))m) (H H g2 (1 —q)nllnl2_n11752) (2.13)

=1 l1=11l=1

~ N
—=
=3

El
=
[S—y
|

Il
—

A2—qy
p) 2 l—”u). (2.14)

En particular, la probabilidad puntual para modelos SBM solo depende de las can-
tidades de nodos en cada comunidad y de la cantidad de aristas dentro de la misma
comunidad y entre comunidades.

En efecto, podemos llegar a la expresion primero condicionando a que las comunidades

estén dadas por una configuracién C en especifico

P((cc=Gc)) =P ({c=a}|{c=c)P({c=c});

a continuacién ordenando las aristas por las comunidades de los nodos que conectan

y usando independencia para obtener

k 11—1
r({e=}{e=e)) =(fI T mmu-gmrmn)

Ih=11lx=1

k A2—p
(H phe(1—p) lm’l) ;
=1

y por tltimo usando que la independencia en la eleccion de comunidad para cada nodo

nos da que IP ({ C = 5}) = 1" (P ()™

Una primera observaciéon que podemos hacer del modelo es que los tamanos de las co-
munidades podrian ir variando, pero (casi) nunca van a ser demasiado chicos. Esto serd de

importancia mas adelante en el trabajo, asi que lo formalizaremos en el siguiente resultado:

[2.4.4] Observacién: Las comunidades son de tamano lineal con alta proba-
bilidad

Si G¢ ~ SBM (n, k,m¢, pn, ¢n) es una familia de grafos donde k y me no varfan con
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n, entonces para cada ¢ > 0 fijo valdra que:
P ({ n; = pme(H)n+ O <n1;€) para cada 1 <[ <k }) >1-0(1). (2.17)

En particular, n; < n para cada 1 <[ < k.

En efecto, podremos demostrarlo usando la desigualdad de Bernstein. En primer lugar,
podemos reducirnos a mostrar que la cota vale para cada comunidad [ individualmente
por una cota por la uniéon de eventos, porque al ser finitas comunidades podremos

recuperar el decaimiento que queremos:

1+e

P ({ g — npme ()] <n 2 paracadal <1<k }) (2.18)

lte

> l—l_illl’ <{ [y — npme (1)] <02 }> =1—0 (kexp(—Cn®)).

Restara entonces mostrar que vale la cota para cada comunidad 1 <[ < k, lo cual es

una aplicacién inmediata de la desigualdad de Bernstein 2.2.4:

1te 2
e 1 (n*)
P <{ |ni — npme (1)| >n"2 }) <2exp | —= RS (2.19)
2 npme (1) (1= pme (1)) + 3072

=0 (1).
Algunos casos particulares del modelo de bloques estocastico son el modelo simétrico y

el modelo balanceado, que nos serviran como primeros casos de estudio para los algoritmos

a ser presentados.

[2.4.5] Definicién: Modelo estocastico de bloques simétrico SSBM
Decimos que G ~ SBM (n, k,m¢,p,q) es un modelo estocastico de bloques si-

métrico cuando me es la distribucion uniforme en las comunidades, y notaremos

G ~ SSBM (n, k,p, q).

[2.4.6] Definicién: Modelo estocastico de bloques con tamano de comunida-
des fijas y el modelo balanceado

Llamaremos modelo estocastico de bloques simétrico balanceado a G ~
SBM (n, k,m¢,p,q) condicionado al evento en el cual todas las comunidades son
del mismo tamano {nl = rparacada 1 <[ <k }, donde k|n. Notaremos G ~
BSBM (n, k, p, q) en este caso.

Més generalmente, notaremos G ~ SBM (n, k, (1) 1<;<k, p, ¢) al modelo condicionado

para que cada comunidad tenga un tamano fijo { n; = 1; para cada 1 <1 <k }.

Condicionar al tamafio de las comunidades tiene la ventaja de que podemos simplificar

la notacién atin mas, como veremos a continuacion.
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[2.4.7] Observacién: Condicionar para fijar las comunidades de cada nodo

Como en el modelo balanceado, va a ser util trabajar condicionando a que los nodos
pertenezcan a comunidades fijas C. Como renombrar los nodos (y las aristas afectadas)
no afecta las probabilidades puntuales del modelo (podemos verificarlo a partir de
las probabilidades puntuales halladas en la Observacién 2.4.3) notamos que cuando

condicionamos por
{ne = fie } = { En C hay 7; nodos con comunidad i para cada 1 <[ <k}, (2.20)

a cada asignaciéon de las comunidades valida le corresponde la misma probabilidad. En
ese caso supondremos sin pérdida de generalidad que

-1 l

C(i)=1lsiysdlosi Y ny<i< Y ny, (2.21)

I'=0 I'=0
es decir los primeros nj nodos perteneceran a la comunidad 1, los siguientes n9 a la
comunidad 2, y asi sucesivamente hasta que los tltimos n; nodos corresponden a la
comunidad k.
En particular, estudiar esta configuracion privilegiada para el vector de comunidades

nos determinard el comportamiento del modelo estocastico de bloques balanceado.

Como habiamos adelantado previamente, el modelo estocastico de bloques puede pen-

sarse como una generalizacion de los grafos de Erdos-Renyi que nos permite diferenciar el

comportamiento para clases de nodos. Es asi que el comportamiento de este grafo va a se-

guir siendo similar al del grafo de Erdos-Renyi, al menos en cuanto a conexiéon se refiere,

reemplazando el coeficiente a de densidad de aristas en el Teorema 2.3.2 por un coeficiente

promedio de los nodos entre distintas comunidades, y obtendremos de manera analoga una

transicién de fase. Daremos distintas versiones, correspondientes a cada variante de los mo-

delos estocasticos de bloques: presentaremos primero una para el modelo balanceado 2.4.6,

después pasaremos a otra para tamanos de comunidades fijos, y terminaremos por el modelo

original presentado en 2.4.1.

[2.4.8] Teorema: Transicién de fase para la conexién en modelos BSBM
Sea G¢ ~ BSBM (n, k, a%, b%). Luego,

_— w > 1, G es conexo a.a.s., y
' _ . _at(k=1)b .
0 w < 1, G tiene © (nl k ) nodos aislados a.a.s. para cada comu-
nidad.
+(k—1) +(k—1)b

. . a b g @
En partlcular, G es conexo a.a.s. si — % > 1 Y no es conexo a.a.s. Sl — % < 1.




20 2.4. El modelo estocastico de bloques

[2.4.9] Teorema: Transicién de fase para la conexién en modelos SBM con
tamanos de comundiades fijos

Sea G¢ ~ SBM (n, k, (nl)lglgk,alog(n),b%) una familia de modelos estocasticos

n
n—mn;
n

de bloques. Luego, notemos A\, = minj<;<y { b+ %a }, y tendremos que
s si liminf, oo A\ > 1, G es conexo a.a.s., y

s si liminf, oo A\, < 1, G tiene O (nl’liminf"*m AM) nodos aislados a.a.s. para

cada comunidad [ que verifique que liminf,, ;o Ap; < 1, donde A, ; = *=b +

ny
na.

En particular, G es conexo a.a.s. si liminf, ;oo A, > 1 y no es conexo a.a.s. si

liminf, o0 Ay < 1.

[2.4.10] Teorema: Transicién de fase para la conexién en modelos SBM

Sea G¢ ~ SBM (n, k,me, a%, blogén)> una familia de modelos estocasticos de blo-

ques. Luego, notemos A = min;<j<y, { (1 — 1172;(:(7(5))) b+ Ifg;‘:(g))a }, y tendremos que

= si A > 1, G es conexo a.a.s., y

» si A < 1, G tiene © (nlf/\l) nodos aislados a.a.s. para cada comunidad [ que

verifique que

A; = lim inf (1 a<l1
n—oo

pacll) | pncl)

~ log(n) log(n)

En particular, G es conexo a.a.s. si A > 1 y no es conexo a.a.s. si A < 1.

Estos resultados aparecen mencionados en distintos lugares de la literatura, como por
ejemplo en [Abbl8], pero no encontramos una demostracién escrita como para referir a
ella. Es asi que en el anexo A.l realizamos las demostraciones pertinentes, que obtuvimos
adaptando las ideas que se usan para demostrar estas mismas propiedades para los grafos de
Erdos-Renyi en el libro [Dur07] de Durrett. Solamente a modo de comentario, y en resumidas
palabras, la demostracién de conexién consiste en determinar que cada nodo esta conectado
a una cantidad grande de nodos con probabilidad alta, en cuyo caso que dos de esos ciimulos
no se conecten ocurre con probabilidad muy baja; y la otra implicacién podemos atacarla
usando desigualdades de concentracién para entender la cantidad de nodos aislados para

cada comunidad.

Como herramienta tedrica clave en estos argumentos esta el entender el grado de cada
nodo en estos modelos. Como ademas nos sera de utilidad en futuros capitulos, presentaremos
el siguiente resultado, que nos indica que al ser las probabilidades de conexion todas del orden

1 , 4
%, éstos se conectardn a log(n) nodos.
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[2.4.11] Proposicién: Los grados se concentran en el grado esperado

Sea G¢ ~ SBM (n, k, (n)1<i<k, Pn, ¢n) una familia de modelos estocésticos de bloques

donde p,, = a% Y 4n = b@ para ciertos reales positivos a > b.
n—m;

n

Llamemos A\, = min;<;<j { b+ %a }, y supongamos que liminf,, .o A, > 1.
Luego, vale que existen 0 < z < 1 < y numeros reales tales que para cada nodo i se

verifica que

P ({ xdeg,, (i) < deg, (i) < ydeg, (i) }) >1-o0 (n_l) : (2.22)

donde notamos por deg,, (i) al grado de i en G y a deg,, (i) = E [(Ie\gn(z)} su grado
esperado.

En particular, vale que
P ({ zdeg,, (i) < deg, (i) < ydeg, (i) para cada nodo i € V }) >1-0(1) (2.23)

y deg,, (i) = © (log(n)) para cada i € V con alta probabilidad.

Observamos que en el modelo balanceado la condicion sobre A, equivale a pedir que

a+(k—1)b
—5— > 1L

Desde ya, esto es lo mismo que podriamos esperar para nodos en un grafo de Erdos-Renyi
con la misma densidad de aristas: aqui la unica dificultad adicional es técnica, y consiste en
que las probabilidades varian dependiendo de las comunidades de los nodos. Para ayudarnos

a salvar este obstaculo, emplearemos la siguiente desigualdad de concentracion:

[2.4.12] Lema: Desigualdad de concentraciéon para la conectividad de mo-
delos SBM

Sea Z = X1+ ---+ X;, donde X es suma de binomiales independientes Xy ~
Zle Binomial ([(1 — d)n;], ps;) para probabilidades pg;, 1 <s <t, 1 <1<k,

Luego, vale que si y(z) = zlog(z) — x + 1, tenemos que:
1. para cada 0 < x < 1 vale que

P({Z<azu}) <e V@ (2.24)

2. y para cada 1 < y vale que

P({Z>yn}) <e O (2.25)

Vamos a remitir al anexo A.1 para la demostracién de este lema, y en su lugar lo usaremos

para demostrar que los grados suelen tener el orden esperado como enunciamos en 2.4.11.

Demostracion. Basta que demostremos la desigualdad (2.22), porque luego en el espiritu de
la Observacion 2.2.5 podemos usar una cota por la uniéon de eventos para obtener la segunda
desigualdad (2.23).
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Es asi que usaremos dos veces el Lema 2.4.12 para acotar el grado por arriba y por abajo
en orden por el grado esperado.

Primero mostraremos la cota inferior para los grados empiricos. Como lim inf,, oo A, > 1
y lim,_,o+ v(z) = 1, to mando n = % (lim inf,,y00 Ay — 1) tendremos que existe 0 < z < 1
tal que y(x) (im inf,, 00 Ay — 1) > 1. En particular, usando el lema con § = 0 y para este x

obtenemos que para cada nodo i fijo vale que para n suficientemente grandes se verifica que

P ({ d/e\gn(z) < a:degn(i) }) < e—v(x) deg,, (4) < e—v(x)(liminfn_)oo )\n—n+(’)(%))log(n) — 0 (n—l) ‘
(2.26)

que muestra lo que queriamos ver, donde usamos que para n suficientemente grandes val-
dré que deg, (i) = (n —n¢(;)) (b%) + (ne@) — 1) (a@) > (liminf, o0 An) log(n) +
@) (%) log(n) para la segunda desigualdad.

Ahora podemos proceder andlogamente para mostrar y acotar el grado empirico por
arriba, porque como lim, ,(y) = oo tenemos que podremos hallar 1 < y que verifique
que ¥(y) (liminf, oo Ay —n) > 1, con lo que para cada nodo ¢ fijo y n suficientemente

grandes tendremos que

P ({ @5 (1) > e (1) }) < e 0160a0) < 20 (Bmins o tO(1)) o) _ (1)
(2.27)

Solo restara combinar ambos resultados como en la Observacion 2.2.5 para ver que ademas
ambas cotas ocurren simultaneamente con alta probabilidad, y obtendremos (2.22) como

queriamos.
Por tltimo, como deg, (i) = (n —n¢(;)) (blog(n)) + (e — 1) (a%) tal cual calcula-

n
mos anteriormente, obtenemos que deg,, = © (log(n)). Completamos asi la demostracion,

observando ademas que se logra en realidad un orden de decaimiento 1 — o (n‘£ ) para & >0
suficientemente pequetio al tomar el minimo coeficiente para —log(n) en las cotas (2.26) y
(2.27). |

Mas alla de que entendamos lo que ocurre con los grados de los nodos, nos interesa
entender cualitativamente si logramos el objetivo de que los nodos de la misma comunidad
se conectan entre si mas frecuentemente que a nodos de otras comunidades en general. El
siguiente resultado nos indica que cuando la densidad de aristas es suficientemente alta esto

efectivamente ocurre para todos los nodos del grafo en simultaneo:

[2.4.13] Teorema: Cada nodo tiene una mayoria de vecinos de su misma
comunidad - [MNS16, Proposiciones 2.7 y 2.8]
Sea G¢ ~ BSBM (n,2,py,qn) una familia de modelos tales que p, > ¢, para cada
n € IN. Luego, tenemos que

= con alta probabilidad cada nodo salvo o (n) tiene entre sus vecinos una mayoria

estricta de su misma comunidad si y s6lo si P(n,pp,¢,) =1—0(1),y

= con alta probabilidad cada nodo tiene entre sus vecinos una mayoria estricta de
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su misma comunidad si y sélo si P(n, pp,qn) =1—o0 (n‘l)

para P(n,pn,qn) la probabilidad en G¢ de que un nodo fijo tenga entre sus vecinos

una mayoria estricta de nodos de su comunidad

P(n,pn,qn) =P ({# (N (:) NC;) se maximice estrictamente en | = C (i) }). (2.28)

log(n)

Mas atun, cuando p,, = a% Yan =10

para a y b reales no negativos con a > b

valen ademds que P(n,pp,q,) =1—0(1) y que

b
P(n,pn,qn) =1—0 (n_1> si y s6lo si a—21— > 1+ +ab. (2.29)

Este resultado indica que un estudio detallado de las aristas en el grafo nos dara infor-
maciéon acerca de las comunidades de cada nodo, pues en general esperariamos que nodos
muy interconectados entre si pertenezcan a las mismas comunidades. En el siguiente capitulo
exploraremos mas precisamente como podemos explotar estas caracteristicas del grafo para

encontrarlas.

2.5 Notas

[2.5.1] Nota: Modelos estocasticos de bloques mas generales en la literatura.
El modelo estocéastico de bloques puede ser definido de forma mas general para que las co-
munidades no tengan todas comportamientos idénticos entre si, permitiendo matrices Fp
que toman mas que dos valores. Este enfoque es usual en la literatura, y por ejemplo puede
encontrarse en [Abb18|. En particular, es posible estudiar los fendmenos que estaremos tra-
bajando en grafos no asortativos (¢ > p). Por ejemplo, la versién original del Teorema 2.4.13

vale en el caso no asortativo, y se puede encontrar en [MNS16].

[2.5.2] Nota: Simulaciones para modelos estocasticos de bloques
En el Capitulo 6 realizaremos algunas simulaciones con estos grafos aleatorios y proveeremos
acceso al codigo desarrollado, pero vale la pena mencionar como recurso este sitio, reco-
mendado en [vdH17], en el cual se puede acceder a simulaciones interactivas del grafo de

Erdos-Renyi, para ganar intuicion.


https://networkpages.nl/

3. Deteccion de comunidades en el

modelo estocastico de bloques

3.1 El problema de deteccién de comunidades

Introducido el modelo estocastico de bloques, el problema que nos ocupara en el resto

del trabajo es el siguiente:

[3.1.1] Problema: El problema de deteccién de comunidades
Dado G¢ ~ SSBM (n, k, p, q) un grafo, queremos hallar una prediccién C de las comu-

nidades de cada nodo que sea precisa.

(a) A partir de un grafo y sus (b) realizamos una estimacién de las (c) que queremos que sea precisa al

conexiones comunidades comparar contra las comunidades reales.

Figura 3.1: El problema de detecciéon de comunidades en el modelo SBM.

Desde ya, en general sera imposible predecir las comunidades de cada nodo acertando en
cada uno para cada grafo fijo.

Una primera razéon es que con mayor o menor probabilidad es posible obtener un mismo
grafo para distintas asignaciones de comunidades, con lo cual cualquier estimacién fija va
a cometer errores en este modelo. Es asi que necesitaremos definir criterios de precision
asintéticos, que estudian lo que ocurre cuando n tiende a infinito para una familia de grafos:
al contar con muchos nodos podremos empezar a notar las propiedades del modelo que
exploramos en el Capitulo 2 y explotarlas para predecir las comunidades de los nodos.

Por otro lado, necesitaremos definir criterios de precision que contemplen a las comunida-
des como particiones del conjunto de nodos mas que como vectores como vinimos haciendo
hasta el momento, porque lo interesante en el modelo no es el nombre que tiene cada co-

munidad si no que es hallar los nodos que forman parte de cada una. Esto conlleva a la
24
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definicion de coincidencia, que nos independiza de los nombres que le hayamos puesto a cada
comunidad en nuestra estimacion, y que usaremos para definir los criterios de consistencia

débil y consistencia fuerte que estudiaremos en lo que sigue en el trabajo:

[3.1.2] Definicién: Consistencia fuerte y consistencia débil
Definimos la coincidencia entre dos asignaciones a k comunidades para n nodos C y

C como

coincidencia (C E) = max{ 711 # {1 << n’C (1)=o0 (5(2))} } (3.1)

o€Sy

donde Si son las permutaciones de k elementos.
Dada G¢ ~ SBM (n, k, m¢, pn, ¢,) una familia de modelos diremos que una familia de

estimaciones C es fuertemente consistente si
Jim P ({ coincidencia (C,C) = i) }) =1 (3.2)
y diremos que es débilmente consistente si

lim P ({ coincidencia (C,é) =n—o(n) }) = (3.3)

n—oo

Desde ya, el ideal serd poder realizar estimaciones que sean fuertemente consistentes.
Sin embargo, no siempre podremos hacerlo: como anticipan los resultados 2.4.8 y 2.4.13, los
grafos van a presentar caracteristicas distintas dependiendo de la densidad de aristas dentro y
entre comunidades, y éstas van a tener un impacto grande en las estimaciones que podremos
lograr. Por ejemplo, cuando p, = ¢, vy hay la misma probabilidad de agregar aristas entre
comunidades o dentro de cada comunidad no sera posible recuperarlas; de hecho, en este
caso el modelo se reduce a un grafo de Erdos-Renyi y todos los nodos se comportaran de
manera idéntica. Por otro lado, un primer resultado en esta direccién es que necesitamos
grafos conexos como para captar suficiente informacion relativa a las comunidades, como

precisamos a continuacion:

[3.1.3] Proposicion: Consistencia es imposible sin conexién.

Sea  ((Ge)n)nen  una  familia de  grafos tales que (Ge)n ~
BSBM (n, k,pp, = a%, Ty — b%) con a, b reales positivos tales que a+b < 1.

Entonces no existen estimadores fuertemente consistentes para las comumdades.

Demostracion. Supongamos que Ces alguna estimacion de C, y veamos que con probabilidad
alta no podra recuperar exactamente las comunidades. Nuestra estrategia consistira en usar
que ademas de no ser conexo los grafos en este caso tienen una cantidad alta de nodos
aislados con alta probabilidad, como muestra el Teorema 2.4.8, donde para estos nodos no
es evidente a qué comunidad podrian haber pertenecido.

Para empezar, vamos a suponer sin pérdida de generalidad que, en caso de que G tenga

dos nodos aislados o mas, C asigna a dos comunidades distintas algunos nodos aislados casi
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seguramente. En efecto, si ¢ es el conjunto de grafos que tienen nodos aislados para los

cuales C les asigna a todos la misma comunidad,

P ({ coincidencia (C,@) =n,GeC }) (3.4)
<P (UGG% UF_; {C; no tiene nodos aislados en G }) (3.5)

<P (Ule { C; no tiene nodos aislados }) =20

por el Teorema 2.4.8, con lo cual si P ({ G € € }) > 0 es imposible que C sea fuertemente
consistente.

Luego, llamemos
o/ = {G grafo de n nodos | G tiene 2 0 mas nodos aislados} , (3.6)

y si G € &/ entonces valdra que no serda posible recuperar las comunidades para G con

probabilidad alta. Mas concretamente, podremos ver que para cada estimacion C,

1

p({c=c}[{c=c}) <1 3.7

y asi utilizando probabilidad total sobre los grafos en &/ y ademas empleando el Teorema

2.4.8 para los que no tendremos que

P ({ coincidencia (C,C) =n }) (3.8)
:%%IP ({ coincidencia (¢,C) =n }[{G=G})P({G=G})

—i—][’({coincidencia((?,@) :n}’{Gé %})H’(Gé o)
<y p({e=ah+ricea))

Ged
:;]P({Geﬂ})jL]P({G%«W})

1 1
lo cual muestra que serd imposible que las estimaciones C sean fuertemente consistentes.
Mostremos luego la afirmacién (3.7). Para eso, en primer lugar notemos para cada asig-
nacién de comunidades C fija como %’5 al conjunto de asignaciones C’ sobre G que tienen la
misma cantidad de nodos para cada comunidad y la misma cantidad de aristas entre cada

combinacion de comunidades. Luego, notemos que IP ({ C=e} ‘ G = é) es constante sobre
%’5; podemos deducir esto de que IP ({ G=G,C= 5}) =P ({ G=G,c=C }) usando la

formula de probabilidades puntuales hallada en la Observacién 2.4.3 y que C y C’ viven en
A Por 1ltimo, notemos que cuando G tiene por lo menos dos nodos aislados, las asignacio-
nes de comunidades que mandan algin nodo aislado a cada comunidad tienen probabilidad
menor o igual que %, pues si C es una de ellas vale que la asignacion C’ que intercambia la

comunidad para ese par de nodos aislados asignados a comunidades distintas cumple que
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C' e %5y entonces

Como nuestro objetivo va a ser encontrar estimadores fuertemente consistentes, de ahora
en mas siempre trabajaremos por encima de esta densidad de aristas que nos garantiza
la conexién en el modelo con probabilidad alta. Afortunadamente, resulta que podremos
encontrar algoritmos eficientes que construyan predicciones fuertemente consistentes de las
comunidades cuando la densidad de aristas es suficientemente alta. Este fenémeno se dara
en una transicién de fase, como ocurrié con la conexién de los grafos en los Teoremas 2.3.3

y 2.4.8, y podemos caracterizarlo de la siguiente manera:

[3.1.4] Teorema: Factibilidad de consistencia fuerte en modelos BSBM -

[Abb18, Teorema 5.] o [MNS16, Teorema 2.5.]

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, ¢,) una familia de modelos estocésticos de bloques, donde
log(n) o o — plog(n)

Pn=0a—="Yq —== para a > b > 0 ntimeros reales positivos. Luego vale que

= si “TH’ > 1+ Vab entonces existe algin algoritmo fuertemente consistente efi-

ciente para resolver el problema de deteccion de comunidades, y

= si “TH’ < 1+ vab entonces no existe ningin algoritmo fuertemente consistente

que resuelva el problema de deteccién de comunidades.

Notamos que las hipotesis que requiere este teorema son un poco mas fuertes que las
hipdtesis requeridas para tener conexion en el modelo. Una primera manera en que se vuelven
mas fuertes es en que exigen que haya cierta diferencia entre p, v ¢, con lo cual distinguen
al modelo estocastico de bloques del grafo de Erdos-Renyi: en efecto, como “TH’ > 1+ Vabsi
y s6lo si (v/a —v/b)? > 2 en ese caso a y b deben estar suficientemente separados, con lo que
Pn YV qn también. Mas alla de la heuristica, estas hipotesis nos permiten tener garantias mas
fuertes sobre las propiedades del grafo, y no casualmente la transicion entre posibilidad e
imposibilidad de recuperar las comunidades con consistencia fuerte coincide con la transicién
entre que cada nodo tenga la mayoria de sus vecinos de su propia comunidad o no, que
estudiamos en el Teorema 2.4.13. Este estudio méas minucioso de cémo las propiedades del
grafo afectan a los estimadores permitira demostrar esta transicion de fase y motivara algunos

enfoques a lo largo del trabajo, por lo que le dedicaremos las préximas secciones.
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3.2 Estimadores maximales y limites de la estimacién

En primer lugar, exploraremos qué pasa debajo del umbral en el cual no habran estima-
dores fuertemente consistentes y daremos una idea de la demostracion en ese caso. A grandes
rasgos, el problema estara en que la asignacion real de las comunidades no serd la mas pro-
bable a partir de la informacién que conocemos, lo cual causard que incluso los mejores
estimadores deban fallar en la prediccion de la comunidad de algin nodo con probabilidad
alta.

Como herramienta teorica, sera tutil encontrar una familia de estimadores que sea ma-
ximal en cuanto a su habilidad de predecir las comunidades exactamente. Esto nos va a
permitir trabajar con una familia de estimadores en concreto al demostrar que no es fuerte-
mente consistente en vez que tener que considerar cada familia arbitraria en la demostracion.
Afortunadamente hay una tal familia, la de los estimadores que en estadistica bayesiana se co-
nocen como maximos a posteriori o MAP, que nos permitiran deducir propiedades concretas

acerca de las mejores estimaciones posibles y nos sera de gran utilidad en la demostracion:

[3.2.1] Definicién: Estimadores maximos a posteriori
Dado G¢ ~ SBM (n, k,m¢,p,q), un estimador maximo a posteriori de C es un

estimador C que maximiza
P ({ coincidencia (C,C~) =n } ‘ { ¢ = }) P ({ ¢ = }) (3.10)

para cada grafo G de n nodos sobre las asignaciones de comunidades C. Notaremos al
estimador en este caso éM AP-

Dada una familia de modelos donde G¢ ~ SBM (n, k, m¢, pn, ¢n) diremos que una
familia de estimadores C es familia de estimadores maximos a posteriori cuando

cada estimador lo es para cada tamafio de grafo n fijo.

[3.2.2] Observacién: El estimador MAP determina la existencia de estima-

dores fuertemente consistentes
Si C es otro estimador, usando la ley de probabilidad total sobre los grafos G de n

nodos obtenemos que
P ({ coincidencia (C,C) = n }) (3.11)
:%]P ({ coincidencia (€,C) =n } [{G=G})P({G=GC})
<3P ({ coincidencia (C,Cmar) =n } [{G =G })P({G =G })
:PG({ coincidencia (C,Cap) = 1 }),

lo cual nos indica que el estimador de méaximo a posteriori maximiza la probabilidad

de recuperar las comunidades con consistencia fuerte.
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Asi, si existe algin estimador fuertemente consistente para una familia de modelos
SBM, el estimador méaximo a posteriori serd fuertemente consistente, y si una familia
de estimadores de méximo a posteriori no es fuertemente consistente no habra ningin

estimador que lo sea.

Ademas, en el caso del modelo BSBM y bajo hipdtesis suficientes los estimadores mé-
ximos a posteriori también coincidiran con otros estimadores clasicos como el de méaxima

verosimilitud y el de corte minimo, como detallaremos a continuacion.

[3.2.3] Definicién: Estimadores de maxima verosimilitud y de corte minimo
Dado G¢ ~ SBM (n, k, m¢,p, q), un estimador de maxima verosimilitud de C es un

estimador C que maximiza
P ({ = } ‘ { coincidencia (C,é) =n }) (3.12)

para cada grafo GG de n nodos sobre las asignaciones de comunidades C. Notaremos al

estimador en este caso CyLE.

Ademas, fijo un grafo @, definiremos para una particion en comunidades C su corte
, 1] g ) p p

Corte (C) = #{e={i,j} € E|C(i) #C ()} (3.13)

la cantidad de aristas que conectan nodos de distintas comunidades. Luego, dado G¢ ~
SBM (n, k, me, p,q), llamaremos estimador de corte minimo de C a cada estimador

C que cumpla que condicionando a que G = G
Corte (é) = min { Corte (5) } (3.14)

para cada grafo G de n nodos, sobre las asignaciones de comunidades C: de restringirnos
a una clase de asignaciones lo aclararemos. En el caso particular del modelo BSBM,
consideraremos solamente las asignaciones de comunidades C balanceadas, que asignan
la misma cantidad de nodos a cada comunidad. Notaremos al estimador en estos casos
Cour-

Nuevamente, diremos que una familia de estimadores son de maxima verosimilitud o

de corte minimo cuando para cada n fijo lo son.

Antes de continuar, en la Figura 3.2 podremos observar el corte entre dos comunidades
estimadas, donde las aristas que cruzan entre comunidades distintas estan marcadas en rojo.
Que el estimador de minima biseccién sea éptimo (en el caso asortativo) nos confirma la
intuiciéon de que, como las comunidades mas densamente conectadas en el interior que en el
exterior, para minimizar el corte conviene no partir las comunidades.

Pasaremos entonces a mostrar la equivalencia, mencionando que volveremos a estudiar

los cortes y algunas variantes en el Capitulo 4:
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Figura 3.2: Visualizacién de un corte entre comunidades en el modelo BSBM.

[3.2.4] Observacién: En el modelo BSBM el estimador MAP coincide con el

estimador de maxima verosimilitud, y en el caso asortativo con el estima-

dor de minima biseccion.
Para el modelo BSBM (n, k, py, gn), todas las asignaciones de comunidades balancea-
das ocurren con la misma probabilidad, como notamos en la Observacion 2.4.7, con
lo que al multiplicar por la constante IP ({ coincidencia (C , CN) =n }) a la funcién de
verosimilitud P ({ G=G } ‘ { coincidencia (C , 5) =n }) obtenemos que equivalente-
mente el estimador de maxima verosimilitud maximiza sobre C la probabilidad

P ({ G = G, coincidencia (C,é) =n }) (3.15)

=P ({ coincidencia (C,C~) =X } ‘ { G=G }) P ({ G=0G })

y asi es también un estimador de maximo a posteriori.
Més atin, tendremos que a partir de la Observacién 2.4.3 vale que si C es una asignacién
de comunidades que asigna 7i; = ¥ nodos en la comunidad k para cada 1 <[ < k
y G = (V,E) tiene iy, 1, aristas entre nodos de las comunidades 1 y l2, para cada
1 <ly,ls <k, entonces podremos escribir la funciéon de verosimilitud asociando de la

siguiente manera:

P ({ G=G } ‘ { coincidencia (C,C~> — }) ~ (3.16)

k 11—1 ~ o _
= H H qnzl,lz(l_q)nll%n11,12> (
l1=11l=1 =1
B k l1—1 T k - ﬁ%;ﬁl L #E—Corte(é) L Corte(é)
(e (o) (257 (6%)
| k(k—1) [ n\2 z 2—% #E . Corte(a
|- e B )| )
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en la deducciéon anterior observamos que Corte (CN) = Zﬁ:l Zg;% Ry iy Y #E —
Corte (C~) = >F | i cuentan la cantidad de aristas entre las comunidades y dentro de
las comunidades respectivamente.

Notamos ahora que el factor entre corchetes en (3.16) esta fijo por lo que conocemos

del modelo, con lo que la probabilidad solo depende del corte asociado a C. Luego
a(1-p)
p(1—q)
verosimilitud del grafo equivale a encontrar una particion en comunidades que minimice

como en el caso asortativo p > ¢ obtenemos que < 1 y entonces maximizar la
la cantidad de conexiones entre comunidades distintas (y en el caso no asortativo
cuando ¢ < p que la maximice).

Asi, en el modelo BSBM en el caso asortativo los estimadores de maxima verosimilitud
y corte minimo son equivalentes, y también entonces los estimadores de maximo a

posteriori, como queriamos ver.

Ahora entendiendo mejor nuestro estimador maximal, para que este coincida con las
comunidades reales estas deben maximizar la probabilidad de generar el grafo... asintotica-
mente para casi todo grafo. Por eso nos concentraremos en mostrar que en este caso hay
muchos ejemplos de grafos que es mas probable que hayan sido generados por otras asig-
naciones de comunidades, y conducira a la demostracion de una implicacién del Teorema
3.1.4:

Demostracion de la imposibilidad en el Teorema 3.1.4. Tomemos la familia de modelos G ~
BSBM (n, 2,pp = a%, q= b%) con ‘ITH’ < 1+ +Vab, y mostremos que no existen fa-
milias de estimadores fuertemente consistentes.

En primer lugar, por la Observacion 3.2.2 basta ver que el estimador de maximo a pos-
teriori no es fuertemente consistente en este caso. Como el estimador MAP coincide con los
estimadores MLE y CUT en el modelo BSBM, lo cual vimos en la Observacién 3.2.4, basta
ver que para cada grafo fijo G podemos encontrar una particién en comunidades C que sea
distinta a la particion real C y que obtenga una mayor verosimilitud o un menor corte -
diremos en ese caso que C mejora a C - con probabilidad superior a una constante. Para
eso, buscaremos la particion entre aquellas que se obtienen intercambiando de comunidades
a dos nodos en la particion de comunidades real.

Supondremos en esta demostracion sin pérdida de generalidad que las comunidades reales
estan dadas de manera ordenada como en la Observacion 2.4.7: C; = { L...,5 } y Co =
{%-I—l,...,n}.

Llamemos Cj;., ;) al vector de comunidades en el que las comunidades de ¢ y j estan inter-
cambiadas y el resto son como en C, y ademds notemos 7 al evento que i tenga estrictamente

mas vecinos fuera de su comunidad. Luego, tenemos que
P (Uz‘ecl,jecz {C[z’<—>j] mejora a C }) > 2P (Ujee, o) — 1. (3.17)

En efecto, cuando tenemos nodos ¢ € C1, j € Cy tales que tanto ¢ como j tienen una

mayoria estricta de vecinos fuera de su comunidad, vale que intercambiando ¢ y 7 tenemos
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que la cantidad de conexiones entre las comunidades no crece, con lo que Cj;, ;) inducird mas
verosimilitud que C al resultar en un corte mas chico. Mds detalladamente, si X; y X; son
las cantidades de vecinos de 7 y j en su respectiva comunidad, ¥; e Y; son los vecinos de
iy j fuera de su respectiva comunidad y distintos de ¢ y de j y Aij = 1y j1ep) indica
si ¢y j son vecinos, luego en C[iwj] valdra que ¢ y j tendran X; 4+ X vecinos fuera de sus

respectivas (nuevas) comunidades. Como vale que
Xi+ X < (Vi=1)+ (Y1) < (Yi— Aiy) + (Y — Ai), (3.18)
obtenemos que el corte solo puede reducirse, como queriamos ver. Luego tenemos que

r (Uiecl’jecz {C[“_)ﬂ Inejora a C }) ZIP (Uiecl,jecz («5% N %)) (319)
=P (Uice, @) + P (Ujec, ;) — P (Uiey )

usando ademas inclusion-exclusion y acotando por 1. Bastara ver entonces que vale que
liminf, 00 P (Ujec, %) > % para concluir que IP (Uiecl,jGCQ {C[“_)j] mejora a C }) es asin-
toticamente més grande que una constante y concluir que consistencia fuerte es imposible.
Nos concentraremos entonces en mostrar que mas ain P (U;ec, %) — 1, es decir algiin
n—,oo
nodo de C; tiene la mayoria de vecinos fuera de su propia comunidad con probabilidad alta.

En primer lugar, por la desigualdad de Paley-Zygmund 2.2.3 tenemos que

P (Uicc, %) > (%]P (%))2

= 4P (o) 1 5 (5 1) P (a4 k) 20

expresando P (Ujec, %) = P (X7 1, > 0) y usando que las variables 1, > 0 se distri-
buyen idénticamente. Sin embargo, notamos que no son independientes: como intuicién y
fijando los nodos 1 y 2 en C; tenemos que para verificar si estos nodos tienen la mayoria de
vecinos fuera de C; precisamos conocer si los propios nodos 1 y 2 son vecinos. Sin embar-
go, cuando n es suficientemente grande esa posible informacién acerca de 1 vecino deja de

hacerse relevante y podremos mostrar que
P (e Natr) = (1+0(1))P ()P (o) (3.21)

una independencia asintética entre 7] y . Reemplazando en (3.20) obtenemos que

P (Uieclfgfi) Z

2P () + (1+0(1) (3.22)

(2P (4)) + (140 (1)) (2P (1))

Aqui podemos notar que el limite de la cota depende exclusivamente de la convergencia de

nlP (7)), como muestra la tltima igualdad. Afortunadamente en nuestro caso la probabilidad
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IP (271) no decrece suficientemente rapido y podremos ver que nlP () =2, 00 con lo cual
P (Ujec, %) =2 1 como querfamos demostrar. Para demostrar que nlP (/1) — oo haremos

uso de una desigualdad técnica que podemos encontrar en [Abb18, Lema 4.], que establece

que si X ~ Binomial (%, a%) e Y ~ Binomial (%, b%) son independientes luego
P{Y>X+0(1)}) =n ("2 ~Vab)told), (3.23)

Notando entonces nuevamente para el nodo 1 en C; por X; ~ Binomial (% — 1,pn) a su
cantidad de vecinos en C; e Y7 ~ Binomial (z,qn) a su cantidad de vecinos fuera de Cq,
tendremos que o = {Y7 > X;+1} con X; e Y) independientes. Luego, considerando
X{ ~ Binomial (%, pn) obtenida sumando a X; una variable Bernoulli (p,,) independiente
a X1 e Y], como X| > X; obtenemos que {Y; > X1 +1} D {Y; > X{+ 1} y asi usando

(3.23) podemos mostrar lo que queriamos:

nlP () >nP ({ Vi > X{ +1}) (3.24)
>n (a f) ()njgooo.

Observemos que usamos que por hipétesis ‘H'b < 1+ v/ab para concluir el limite.

Luego solo queda mostrar la 1ndependen01a asintotica enunciada en (3.21), para lo cual
como adelantamos la idea clave es que los nodos 1 y 2 cuando n es grande tienen probabilidad
muy alta de no ser vecinos y en ese caso hay independencia real. En efecto, podemos ver que

para A1 = If{12)ery la variable que indica si 1y 2 son vecinos en G vale que
(L=pn)P (A [{A12=0}) <P () <P (A[{A2=0}), (3.25)
con un resultado andlogo para P (@%), que resulta en
(1= pa)P () P () < P (i (1) < P () P () (3.26)

y muestra lo que queriamos ver.

Mas en detalle, primero notaremos que si X; y X3 son las cantidades de vecinos de los
nodos 1y 2 en C; \ { 1,2} respectivamente, e Y7 e Y5 son las cantidades de vecinos de 1y
2 fuera de Cy, entonces X1 y Xs ~ Binomial (% — 2,pn> e Y] e Yo ~ Binomial (2,qn) y
ademés Xi, Xo, Y1, Y2 y Aj 2 seran independientes. Luego, reescribiremos en términos de
estas variables @ = {Y1 > X1 +A120+ 1}y @b = {Yo > Xo+ A12+1}. Asi, tenemos

que vale que

P () =P ({Y1>X1+1,A5=0}) (3.27)
+P({Y1>X1+2A42=1})
=P{V1>X1+1}P({A2=0})
+P{Vi>2Xi+2)P({Ai2=1})
=P ({Y1>X1+1})(1=p) +P ({V1 > X1 +2})p,
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con lo cual acotando por abajo por el primer término y usando para acotar por arriba
que P{Y1>X1+2}) <P({Y1>X1+1}) llegamos a la desigualdad en (3.25), donde
observamos que P ({Y1 > X1+ 1}) = P (A |{ A12 =0}). Ademéds, usando probabilidad

total e independencia al condicionar por { Aj 2 = 0} obtenemos que

P (e Naty) =P (AANA|{A12=0})P({A12=0}) (3.28)
+P (AN |{A1g=1})P({A2=1})
=P (o [{A12=0}) P (o |{A12=0})(1—pn)
+P (AN {A2=1})pn

y entonces podremos llegar a la desigualdad en (3.26) usando primero (3.25) para acotar por
debajo, y usando que P (/1 Nah |[{A12=1}) <P (A Nah|{A12=0})y nuevamente
la desigualdad en (3.25) para acotar por arriba. [

Quedara entonces demostrar la otra implicacion del teorema, lo cual haremos en la si-
guiente seccion mostrando unos ejemplos de algoritmos eficientes que recuperan las comuni-

dades: los métodos espectrales.

3.3 Métodos espectrales

Miraremos ahora qué ocurre ahora cuando estamos por arriba del umbral donde vimos
que es imposible conseguir estimadores fuertemente consistentes. Hay diversas estrategias que
se pueden seguir para predecir las comunidades con esta precisiéon, como discutimos en la
Nota 3.6.3, pero en este trabajo elegimos mostrar como ejemplo los estimadores espectrales,
porque motivaran algunas de las ideas de los capitulos que siguen y son métodos extendidos
en la literatura. La idea principal es que la informacion con la que contamos acerca del grafo
es su matriz de adyacencia, y entender cémo son sus caracteristicas nos permitira descubrir

la informacion necesaria para revelar las comunidades en el grafo.

[3.3.1] Observacién: Descomposicién espectral de la matriz de adyacencia

tedrica en un modelo BSBM y motivaciéon de los métodos espectrales
Consideremos una familia de modelos balanceados G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, ¢n ), donde
a partir de ahora en esta secciéon trabajaremos con modelos en los que ademas agre-
gamos bucles independientemente en cada nodo con probabilidad p, para una menor
complejidad en las cuentas. Como en la Observacién 2.4.7, llamemos C a la particién
donde las comunidades son C; ={1,...,%}y52 = {%—i—l,...,n}.

Llamemos A a la matriz de adyacencia de G y tendremos que al condicionar por

{Coincidencia (C ,é) = n} podremos escribir a A en bloques de tamafo § x 5 de la

Al’l A1’2
A:( ) (520

siguiente manera

A2’1 A2,2
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donde los coeficientes en Al y A%2 serdn variables Bernoulli (p;,) y los coeficientes en
Ab2 y A%1 seran variables Bernoulli (gn), y ademés tendremos independencia para los
coeficientes en la diagonal y por sobre ella - muchos estaran repetidos pues la matriz
es simétrica.

Desde ya, esta matriz podria no tener una descomposicion espectral sencilla, pero

valdra que al tomar esperanza tendremos que podremos escribirla en bloques como

A=E[A] = (z Zj ]‘i:‘;) : (3.30)

donde la esperanza se toma coeficiente a coeficiente; ahora si tenemos una matriz no
muy intimidante. En adelante llamaremos a A la matriz de adyacencia empirica y a A
la matriz de adyacencia teérica para distinguirlas.

Volviendo a la descomposicion espectral, inmediatamente vemos que

1
.U = ﬁ (1> es autovector de A con autovalor np"Tﬂ", y

1
a Uy = ﬁ ( 1) es autovector de A con autovalor nPa-1,

y mas aun estos son los tnicos con autovalor no nulo. Esto es asi pues el rango de A

1 1

es 2, siendo Im (A) C << nl) : (qn1)> y nuestros autovectores (o esa) una base.
dn n

Retomando nuestro objetivo de distinguir las comunidades, el primer autovector no

es muy interesante, pues no distingue informacion alguna de los nodos; sin embargo,
el segundo autovector si: nos parte a los nodos en dos grupos segun el signo de su

respectiva coordenada. Asi, tendremos que podemos estimar las comunidades mediante

C (i) = ¢ (signo ((u2);)) (3.31)

y de hecho recuperarlas de manera exacta, donde ¢ es la funcién que manda ¢(x) = 1
siz >0y ¢(x) =2 sino.

Parece entonces razonable dada la matriz de adyacencia del modelo A encontrar el se-
gundo autovector 9 y clasificar a los nodos segun el signo. Pero... jcuidado! Esto es véalido
para A la esperanza de la matriz de adyacencia, y no para A la matriz que vamos a tener a
disposicién.

Afortunadamente, podremos mostrar que no va a haber mucha diferencia entre el auto-

vector de A y el autovector de A cuando n es grande.

En primer lugar, tenemos un resultado de algebra lineal que podremos usar para cuan-
tificar qué tan lejos van a estar los autovectores de A y de fl, el teorema de Davis-Kahan.

Originalmente el teorema muestra que el dangulo entre los dos autovectores es chico (y de
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ahi el nombre teorema del seno de Davis-Kahan), pero inmediatamente se puede recuperar
una cota para la distancia a partir de la cota para el angulo teniendo tal vez que re-orientar
alguno de los autovectores; esta es la version que presentaremos aca y se ajusta mejor a lo

que vamos a necesitar. Sin mas preambulos:

[3.3.2] Teorema: Teorema de Davis-Kahan - [Abb18, Teorema 9.]

Sea M una matriz simétrica en R™*"™ con autovalores \; > Ay > .-+ > )\, y autovec-
tores ortonormales asociados uy, ..., uy,.

Sea E una matriz simétrica en R™*"™ y consideremos la perturbaciéon de M por E,
M + E, para la cual llamaremos \; > Ao > --- > \,, a sus autovalores y @1, ..., 0, a
sus respectivos autovectores ortonormales asociados.

Fijemos j un indice con 1 < j < n, y llamemos A(M, j) = min { \j_1 — Aj, Aj — Xj1 }
la minima separacién entre el j-ésimo autovalor de M y los contiguos, donde para los
casos en los extremos definiremos A\g = co y A\p+1 = —00.

Luego, existe alguna constante C' > 0 tal que

Cen 121,
min { sty —wll, } < O5 372 (3.32)

Més atn, si vale que ||E|, < A(M,j), entonces ademds podremos acotar para alguna

constante C' > 0 como a continuacién:

, X | Eugll
Slglinl{ st —ull, } < Cm- (3.33)

Vemos entonces que mostrar que los segundos autovectores van a ser proximos se reduce
a mostrar que A y A son parecidas, en cuyo caso la perturbaciéon entre ambas serd chica,
y que los autovalores de A se distancian razonablemente del segundo autovalor, entonces
tendremos que la diferencia entre los autovectores sera acotada. Por la Observacion 3.3.1

tenemos que la maxima distancia entre el segundo autovalor y los contiguos es

. + — — , —
mAx { npn qn npn dn ’ npn an 0 } — méax { ngn, nu } : (3.34)
2 2 2 2
resulta que esta separacion serd suficiente en el regimen que es de nuestro interés, donde
tendremos que py, ¢n, = %. Maés aun, tenemos un resultado que nos permitira ver que
los autovalores de la matriz empirica son parecidos a los de la matriz tedrica y entonces
garantizar que pasa algo parecido para los autovalores de la matriz de adyacencia empirica,

el teorema de Weyl.

[3.3.3] Teorema: Teorema de Weyl
Sea, M una matriz simétrica en R™*™ con autovalores Ay > A9 > --- > \,,.
Dada ademéas F una matriz simétrica en IR™*", consideremos la perturbaciéon de M

por E, M + E, que serd simétrica con autovalores A\ > Ag > -+ > \,,.
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Luego, vale que

S = A < 1B, (3.35)

para cada 1 <17 < n.

Bastara entonces ver que A y A son préximas para convencernos de que tiene sentido
usar esta estrategia para estimar las comunidades, y es aqui donde el siguiente resultado nos

garantizara que esto ocurre:

[3.3.4] Teorema: La matriz de adyacencia empirica esti cerca de la matriz
de adyacencia teédrica - [LR15, Teorema 5.2.]

Sea A la matriz de adyacencia de un grafo aleatorio de n nodos para el cual las aristas
se agregan de manera independiente. Luego, llamemos A = [E [ﬁ} y supongamos que
cumple que nA; j < d para cada 1 < i4,j < ny para algin nimero d > ¢glog(n) con
co > 0.

Entonces, para cada r > 0 existe una constante C' = C(r, ¢p) tal que

P({|A-4|,<cvd})>1-n (3.36)

Remarcamos que la tnica forma en que A y A van a ser cercanas es en cuanto a normas
de operadores, pues coeficiente a coeficiente esto no ocurrira: en efecto, A tiene coeficientes
0 o1y A tiene coeficientes p, o ¢, y asi las diferencias 1 — p,, o 1 — ¢, siempre seran
significativas. Sin embargo, siendo la norma de operadores la que nos interesaba resulta que
nuevamente en el regimen que estamos estudiando esta cota bastara. Desde ya, vamos a
hacer esto mas riguroso en la siguiente seccién, pero por ahora queda entonces motivada la

siguiente definicién:

[3.3.5] Definicién: Estimadores espectrales Cgp
Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, qn ) una familia de modelos balanceados. Entonces, definimos

el estimador espectral para C que notaremos CASP €como

Csp (i) = ¢ (signo ((f2);)) (3.37)

para cada 1 < ¢ < n, donde 42 es el autovector asociado al segundo autovalor de Ala
matriz de adyacencia del modelo ordenados de mayor a menor y ¢ es la funciéon que
manda ¢(x) =1siz >0y ¢(x) = 2 si no.

Como adelantamos, para demostrar la implicacion restante del Teorema 3.1.4 mostrare-
mos que los métodos espectrales son fuertemente consistentes. Lo haremos en dos partes:
primero demostraremos consistencia débil para los estimadores haciendo riguroso el argu-
mento que esbozamos previamente y luego en un segundo paso mas técnico veremos que

con argumentos mas sutiles se puede mostrar que en realidad también este estimador es
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fuertemente consistente.

3.4 Consistencia débil para métodos espectrales

Comenzaremos primero demostrando una desigualdad técnica, que nos permitira contro-

lar la distancia entre los correspondientes autovectores:

[3.4.1] Lema: Los segundos autovectores estan cerca

log(n)

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py, gn) una familia de modelos balanceados donde p,, = a
yqn:b% cona>b>0.

Luego, vale que para cada r € INj se tiene que

; . 1 —r
P ({ min {[|sd2 —uafl, } = O (m) el }) >1-o0(n7").  (339)

Demostracion. Hace falta inicamente dejar por escrito lo ya anticipado. Por el Teorema

3.3.2 de Davis-Kahan, tendremos que
|44,
X { b, 450 } log(n)

, . - '
min { [[s@2 —uafly } < (3.39)

Ahora usando el Teorema 3.3.4,

’ﬁ—AHz < y/log(n) con probabilidad mayor que 1 —
o(n~"), y usando ademds que ya calculamos A(A,2) = méx { b, 450 }log(n) en (3.34) ten-

dremos que con alta probabilidad vale que

1
min { [[st2 —uz2ll, } S . (3.40)
s=+1 max { b, 450 } log(n)
Por tltimo, como |luall, = 1, con probabilidad mayor que 1 — o (n™") tenemos que
1
min { [|sfz —u2lly } S —— [luzll, (3.41)
= y/log(n)
y completamos la demostracion. [

De aqui a la demostracién de consistencia débil, basta notar que los nodos mal clasificados
cumpliran que tendran coordenadas muy distintas en el autovalor empirico a las del autovalor

tedrico, y como esto no es usual deben ser pocos:

[3.4.2] Teorema: Consistencia débil para métodos espectrales
Sea G¢ ~ BSBM (7% 2, pp = g o8(n) S Qn = b%) una familia de modelos con a > b >

n

0 ntimeros positivos donde “TH) > 14 vab.

Entonces, la familia de estimadores CASP estima de manera débilmente consistente a C.

Maés atn, el conjunto de nodos mal clasificados B (ésp) cumple que para cada r € Ny
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P ({ # (B(Csp)) <O (logl(n)> n }) >1-o0(n"). (3.42)

Demostracion. Basta ver que B <85p> tiene menos que mn miembros, pues esa cantidad
es o (n) y entonces el estimador serd débilmente consistente.

Sin pérdida de generalidad supongamos que el minimo se realiza para s = 1 al considerar
la distancia entre los segundos autovectores ming—+1 { ||stia — u2||, }.

Notemos ahora que si i € B (5sp), luego su signo debe diferir del que tiene us, con lo
que en esa coordenada i debe valer que |(f2); — (u2):] > |(u2):] = ﬁ usando la expresion
para ug que obtuvimos en la Observacion 3.3.1. Luego podremos acotar usando el Lema 3.4.1

para conseguir que con probabilidad mayor que 1 — o (n™") vale que

1

2 n
# (B (ésp)) (\/15> < Z; (22); — (u2)il’ = [z — ualf3 < Tog(n) us 3. (3.43)

Entonces, como |Juz||, = 1, vale la cota que queriamos con suficientemente alta probabilidad.
|

Habiendo demostrado que los estimadores espectrales son débilmente consistentes, como
adelantamos estudiaremos més cuidadosamente en la siguiente secciéon por qué también son

estimadores fuertemente consistentes.

3.5 Consistencia fuerte para métodos espectrales

Para demostrar la consistencia fuerte del estimador espectral, bastaria con ver que coor-
denada a coordenada el segundo autovector empirico o esta cerca del segundo autovector
tedrico ug. Sin embargo, en [Abb18, pag. 40.] se explica que no siempre valdré que estos dos
estan suficientemente cerca, y sera necesario adaptar nuestra estrategia.

Afortunadamente podemos encontrar otro estimador fuertemente consistente que se va
a parecer lo suficiente al estimador espectral distinto al estimador tedrico. Retomando lo
aprendido en el Teorema 2.4.13, cada nodo tiene una mayoria estricta entre sus vecinos de
su comunidad, lo que indica que si podemos clasificar suficientemente bien la vecindad de un
nodo entonces tendremos informacion suficiente para clasificarlo. Suponiendo en primer lugar
que contamos con un oraculo que nos revela las comunidades de todos los nodos salvo dos,
uno de cada comunidad, ;jpodriamos predecir la comunidad de los nodos restantes? Como
sabemos que la mayoria de los vecinos son clasificados correctamente, podriamos guiarnos
por ese criterio y definir un estimador que le asigne a cada uno la comunidad que tiene la
mayoria de sus vecinos. Esa es la intuicion detras del estimador espectral ayudado por un

oraculo, que definiremos a continuacién:
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[3.5.1] Definicién: Estimador espectral ayudado por un oraculo éSPA
Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py,, gn) una familia de modelos balanceados. Entonces, definimos

el estimador espectral ayudado por un oraculo para C que notaremos éSPA €omo

Cspa (i) = ¢ (signo ((;AW)Z)) (3.44)

para cada 1 < i < n, donde g es el autovector asociado al segundo autovalor de A
la matriz de adyacencia del modelo ordenados de mayor a menor, y us es el segundo
autovector de A la matriz de adyacencia tedrica con autovalor asociado Ao, donde
nuevamente los autovectores estan ordenados de mayor a menor, y ¢ es la funciéon que
manda ¢(x) = 1sixz >0y ¢(x) = 2 si no.

Resulta que el estimador espectral ayudado por un oraculo va a ser fuertemente consis-
tente, como detallaremos en la Proposicion 3.5.6. Sin embargo, este estimador es puramente
tedrico, pues no vamos a conocer el oraculo us.

Afortunadamente, podremos conseguir un estimador mas que nos servira de puente entre
el estimador ayudado por el oraculo y el estimador espectral. Motivados por la estrategia,
podemos estimar las comunidades con el estimador espectral para todos los nodos salvo uno,
confiando que la prediccion va a ser bastante precisa, y después nuevamente asignarle al nodo
separado la comunidad de méas peso entre sus vecinos. Esta estrategia sera suficientemente
semejante a la que emplea el oraculo y nos permitird obtener otro estimador fuertemente

consistente, que definimos a continuacion:

[3.5.2] Definicién: Estimador espectral por vecindades Capy

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py, ¢n) una familia de modelos balanceados.

Llamemos A®) a la matriz de adyacencia que se obtiene al dejar al i-ésimo nodo
aislado poniendo en la i-ésima columna y en la i-ésima fila de A ceros, y analogamente
llamemos A = E [ﬁ(i)} a la matriz tedrica de este nuevo grafo aleatorio, para cada
1< <n.

Entonces, definimos el estimador espectral por vecindades para C que notaremos

Capv (i) = ¢ (signo ((ifmg@))) (3.45)

(@)

para cada 1 <7 < n, donde i, * es el autovector asociado al segundo autovalor de ;1("),

Cspy como

donde los autovalores se ordenan de mayor a menor, y A2 es el segundo autovalor de
A la matriz de adyacencia tedrica, y ¢ es la funcién que manda ¢(z) = 1six >0y
¢(x) = 2 si no.

Desde ya, la utilidad de este estimador también sera tedrica, pues para predecir las

comunidades de todos los nodos habra que hacer la estimacion espectral n veces lo que
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sera computacionalmente costoso. Sin embargo, como ahora si este estimador estara sufi-
cientemente cerca del estimador espectral definido previamente, ambos seran fuertemente
consistentes, y no hard falta usar los estimadores espectrales por vecindades.

Por ultimo, antes de demostrar la consistencia fuerte de estos estimadores presentamos
unos lemas técnicos que nos van a ser de utilidad para explotar las mayorias de vecinos de
la propia comunidad que le corresponden a cada nodo. El primero justifica que en las condi-
ciones en las cuales cada nodo tiene una mayoria entre sus vecinos de su propia comunidad,

la estimacion ayudada por un oraculo va a funcionar:

[3.5.3] Lema: Las mayorias no son chicas con probabilidad alta - [AFWZ20,
Lema 8.]

Supongamos que @ > b son nimeros reales, y que (W;)1<;< ny (Zi)lgigg son variables

independientes con W; - Bernoulli (pn) v Zi 4 Bernoulli (gn) para py, = a@
Gn = b@. Luego, para cada n € R vale que

L (va—vb)? o
P ({ > Wi—Z; < nlog(n) }) <n Tz thls(}), (3.46)
=1

El segundo lema nos permitird mostrar que no perdemos mucho usando la estimacion
espectral sobre el resto de los nodos en lugar que la estimacién con el oraculo; esto quedara

mas claro esto en las demostraciones:

[3.5.4] Lema: Los estimadores por vecindades se portan parecido a los esti-
madores ayudados por un oraculo - [AFWZ20, version simplificada del Lema 7.]
Si w € R™ es un vector fijo, y (X;)i<i<n son variables aleatorias Bernoulli (p;) in-
dependientes, y p > méxi<i<n{pi } y n > 0, entonces para cada v € (0,1) vale

que

< 2e7MP,

noo | @ampnmax (ol 27 el )
P [SSutxi- BLxp| > i [ Lo (1))

(3.47)

El tercer y ultimo lema lo agregamos para afianzar las intuiciones acerca de los ordenes
de los objetos con los que vamos a estar tratando y aumentar la legibilidad de las demostra-
ciones. Algunas ya las habiamos mencionado anteriormente, pero las dejamos escritas aca

nuevamente para mayor comodidad luego:

[3.5.5] Lema: Preliminares para la Proposicién (3.5.7)

log(n)

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, q,) una familia de modelos balanceados donde p,, = a

Y Gn = b@ para ciertos a > b > 0 ntimeros positivos.

Llamamos A1 > Ao > -+ > )\, a los autovalores de A y 5\1 > 5\2 > > 5\n a los

autovalores de A. Luego,




42 3.5. Consistencia fuerte para métodos espectrales

L [[4j.]l, =0 (10%)) para cada j € V,

2. M\ = “Terlog(n), Ao = %blog(n) y Aj = 0 para cada j > 2,y

3. A(A,2) = méx { b, 450 }log(n) = log(n).

Ademés, fijo r € INg, con probabilidad mayor que 1 — o (n~") y donde i es cualquier

nodo fijo valen

1. HA - A‘ . Al _ AH2 y HA— A ) todas son O (\/log(n)),
2. |14j0lly y ‘A](Zz , todas son O (log(n)) para cada 1 < j < n,

3. ‘5\2 — )\2‘ = (’)( log(n)) y A2 =0 (\2) = © (log(n)),

4. A(A,2) = @ (log(n)) donde A es como en el Teorema 3.3.2 de Davis-Kahan.

Demostracion del Lema 3.5.5. Mostraremos primero las cotas deterministicas.

La cota ||Aj 6], = O (%) vale por un céalculo directo

5 n
[l = | r2+ > a2 (3.49)

usando la expresion para A obtenida en la Observacion 3.3.1.

Las expresiones en 2. se deducen inmediatamente de las que habiamos obtenido en la
Observacion 3.3.1, y la derivacion de 3. la podemos encontrar en (3.34).

Pasemos ahora a la parte que vale con alta probabilidad. En primer lugar, nuestra he-
rramienta fundamental serd el Teorema 3.3.4, que nos da que Hﬁ - AH2 < y/log(n) con
probabilidad mayor que 1 — o (n_S).

A partir de esta desigualdad, conseguimos que HA\jHQ < y/log(n) porque

|4s, <4 — A, + N4l (3.49)
<||A- 4|, + 14l
1
Sy/log(n) + o5(n)

\/ﬁ
=1/log(n)
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Luego, podemos acotar

~( - o~

|47 -4 ~ A<

, < [ log(n), (3.50)

donde |/e]| > denota la norma Frobenius que consta en tratar a la matriz como un vector
y tomarle la norma vectorial 2 usual. Como la resta A — A tiene coordenadas no nulas
solo para la fila i-ésima y la columna i-ésima y es simétrica, tenemos que al tomar norma
Frobenius cada coeficiente en A; aparece sumado al cuadrado a lo sumo dos veces y de ahi
se desprende la desigualdad.

Usando que H;l(i) —EHQ < y/log(n) y ademds HE—AHQ < y/log(n) por desigualdad
triangular obtenemos que Hfl(i) — AH2 < y/log(n), lo que muestra 1..

Ademads, andlogamente que como en (3.49) deducimos que Hﬁ(j ) H2 < y/log(n), y mostra-
mos 2..

Veamos ahora que ‘5\2 - )\2’ < log(n) y A2 < Ay < log(n). Lo primero vale porque por
el Teorema 3.3.3 de Weyl tenemos que

o= o| < || A— A, < y/log(n) (3.51)

usando ademads 1. para concluir. Luego existe alguna constante C' > 0 tal que

~

Ay — Ch/log(n) < A2 < A2+ Cy/log(n) (3.52)

y asi como Ag = log(n) como vimos anteriormente tendremos que Ay = log(n) también. Esto
muestra 3..

Por ultimo, para ver que A(/Al, 2) = log(n) usaremos nuevamente el Teorema 3.3.3 de
Weyl para acotar la distancia entre los autovalores empiricos y tedricos por la norma. En

efecto, como

5\1 - 5\2 > ()\1 - HA\— AH ) ()\2 + HA AH ) > blog(n — 2\/10g(n) n y 3 53)
M- < ()\1 + H/Al— AH ) ()\2 — HA AH ) < blog(n) + 2y/log(n) < log(n)

obtenemos que A; — Ag < log(n), y andlogamente

o — Ag > ()\2 - Hfl— AH ) (() + HA AH ) 2 log 2y/log(n) =< log(n

~

do=ds < Qo+ A 4],) - (0~ A-4],) 2 7

5 log 2y/log(n) < log(n), (3.54)

de lo que se sigue que el méximo entre ambas diferencias tiene orden exactamente log(n) y

muestra 4.. ]

Ahora si, ya sin mas preambulos hagamos rigurosas las afirmaciones presentadas pre-
viamente, para lo cual haremos uso sin dar mas explicaciones del Lema 3.5.5. En primer

lugar,
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[3.5.6] Proposicion: El estimador espectral ayudado por un oraculo CASPA es
fuertemente consistente.
Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py, qn) una familia de modelos balanceados donde p,, = alog( n)
Y Gn = b% para a > b > 0 numeros positivos que cumplen ademas que “TH’ >
1+ Vab.
Luego, 5SPA es fuertemente consistente.
Ademas, vale que

P ({ ‘(111112) >Q(1) = para cada 1 <i <n }) >1-0(1). (3.55)

A2 i Vn

Demostracion. Por la Observacion 2.2.5 basta que demostremos que vale la cota para cada
nodo individualmente con probabilidad mayor que 1 — o (n_l)7 pues son n eventos que
querremos que valgan simultaneamente. La demostracion para nodos de cada comunidad

sera analoga, asi que supondremos sin pérdida de generalidad en adelante que i € Cy.

1

Ahora bien, tenemos que como us = y ademés Ao = %blog(n) un calculo

S

directo nos muestra que

1 L n
AU,Q) = — Aiil, 3.56
()\2 i b log(n ; Z_Zg " ( )
donde el signo de esta expresiéon depende solamente de la suma, que es una resta de bino-
miales.
Eso es precisamente lo que el Lema 3.5.3 controla, y es asi que usdndolo obtenemos que
para

2
W 4 4 log(2) (3.57)

5 n
P Z Aij Z nlog(n) <n~
i=1 =1

que para 7 suficientemente chico es o (n_1> bajo nuestra hipotesis de que GTH’ > 1+ Vab,
que equivalentemente nos dice que M > 1.

Esto muestra que 5SPA es fuertemente consistente.

La cota en (3.55) se obtiene al combinar la expresién en (3.56) y la desigualdad en (3.57),

mediante lo cual podremos ver que con probabilidad mayor que 1 — o (n_1> vale que
1 2n

(5m) | > ey 7 sl = 225

y terminamos la demostracion. |

(3.58)

Podremos ahora mostrar que los estimadores de interés practico estiman de forma similar

al estimador espectral ayudado por un oraculo.
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[3.5.7] Proposicién: Los vectores i, <<)\12;1&g[)> > y )\%ﬁug estan cerca coefi-
i

ciente a coeficiente.

Sea G¢ ~ BSBM (n,2,pp,qn) una familia de estimadores con p, = alOgTEn) y
Gy = b% para a > b > 0 que cumplen ademas que “TH’ > 1+ Vab.
Luego,

1. dado ¢ un nodo cualquiera, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

simultaneamente s = 1 minimiza

min { sllg — ﬁél) }, min {
s==1 2 s==£1

sup— )| b,y min {llsuz — tally}:

(3.59)

2. en ese caso, vale que para cada r € INgy valen ambas

P ({ fip — ;QAWHOO <0 (W) ;ﬁ }) >1-0(n"")  (3.60)

Demostracion. Mostraremos primero que podemos suponer sin pérdida de generalidad que fi-

(i) }
)
2
ming—41 { ) } y ming—41 { ||3U2 - ﬂ2||2 }

SﬁQ — az
Supongamos primero sin pérdida de generalidad que es s = 1 la orientaciéon que minimiza

jo i los tres autovectores se orientan parecido: que s = 1 minimiza ming— {

(2)

sug — 1y

) . g o ()
ming—+1 { ||slia — u2l|, } y también la que minimiza ming—41 § ||su2 — Gy , Yy veamos que
2
luego también minimiza la restante.
Usando el Teorema 3.3.2 de Davis-Kahan tenemos que
A-A log(n 1
[l — w2y < | H2 S ) _ (3.62)

A(A,2) ™ log(n) \/log(n)

y también

AE) /
A0l sty o (3.63)

2= A(A2) ™ log(n) \/M'

Combinando ambas, tenemos que por la desigualdad triangular podemos acotar

>

(i)
2

: : 1
1057 — digla < (|65 — ualla + [|ug — fialls S ———. (3.64)

log(n)
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Ademas, sabemos que para s = +1 vale que
lsas” —azll3 = 18513 + llazl - 2s05") iz = 2 - 25(a4”) dz, (3.65)

y como esta expresion puede ser menor que 1 solo para un valor de s y ya lo es para s = 1
(pues asintéticamente Hﬁg) — dal|2 = 0) debe ser que este minimiza también la norma
restante, como queriamos ver.

Mostraremos ahora que vale (3.60), suponiendo que todos los autovectores se orientan
parecido en el sentido que mostramos recién.

En ese caso,

1 - 1 - 1. ~
fo — — A <|lay — — A — Afg— —A 3.66
12 A2 UQHOO_ 2 A2 u2’oo+H)\2 2 A2 UZHOO (3.66)
A 1
<|as — oo +HA(7TL2—U2)H
Xl I N
Nl 1
<1 2 lallo + | - Al - )|
)\2 )\2 00

Ahora bien, recordando que los autovalores correspondientes van a ser similares podemos

ver que con probabilidad mayor que 1 —o (n™"):

\ Ao — A
‘1—A2 _ Pl < log(n) 1 (3.67)
A2 A2 log(n) ~ /log(n)

Adelantando que vamos a poder acotar el segundo término también en términos de |||,
con probabilidad mayor que 1 — o (n™") como a continuacién

1

. — 1 [ 3.68
= Tog(log(n)) 2! (3.68)

1 ~
Iy, )
podremos llegar a la cota en (3.60). Efectivamente, vamos a poder reemplazar (3.67) y (3.68)

en (3.66) para obtener

1 1 1
S —— 0l + s 2l S s 12l s
™ o) 122l og(log(n)) 12| og(log(n)) 2]l (

que se parece al resultado que queremos pero todavia tenemos que reemplazar la norma

|| G2]| o, POT ﬁ Afortunadamente,

3.69)

1 ~
ey
u9 )\2 u9

1 ~ 1 ~
[02][oe < ||@2 — Aqu + HAUQH (3.70)
)\2 oo AQ o0
1 1
<____ = 5 -
Slogllog(n)) 12l T 5

aprovechando que controlamos Hﬁg — /\LQAUQHOO por (3.69) y H)\%AugHoo por la Proposicion
3.5.6. De este modo, despejando podremos llegar a que para alguna constante C' > 0 vale

que

1 1
Q—c)ww&sc (3.71)
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y al combinarlo con (3.69) mostramos (3.60):
<« 1
oo~ log(log(n)) v/n

Nos falta entonces solamente ver que vale la cota en (3.68) para mostrar la primera

1 ~
ﬁg — Aqu (3.72)
A2

afirmacién del lema, que va a ser mas trabajoso. A partir de ahora acotaremos primero
la distancia coordenada a coordenada con probabilidad mayor que 1 — o (n_(”l)), y la
Observacién 2.2.5 nos dird que luego con probabilidad mayor que 1 —o(n™") todas las
cotas valen simultaneamente y acotaremos la norma infinito. Fijemos entonces i € C; - la
demostracion es analoga para nodos en Co - y usando la desigualdad triangular introducimos

Q

a Uy, que sin pérdida de generalidad viene orientado correctamente:

1 -~ 1 ~
(A(aQ-uQ)> :‘Ai,.(az_m)‘ (3.73)
A2 i A2
1 -~ ~ A(q/) 1 -~ (7
S‘Azo(UQ (1) )‘+‘Az,.(u2 —U2)‘
A A2
1~ i 1 4 i
<A, o2 = 0|+ Ai (@) - w)
Ag 17 2 A2 7

Ahora acotaremos cada término en (3.73).

Primero, para el primer término acotaremos cada factor. En primer lugar, recordemos
1 13 —(r+1

Toa(7) ) < y/log(n) con probabilidad mayor que 1 — o (n ( )>. A

continuacion, podemos usar el Teorema 3.3.2 de Davis-Kahan para acotar la distancia entre

que /\iz = y que HA“

los autovectores:
(30~ Ay
2 A(A,2)

En este punto tendremos que aprovechar tener a o multiplicando dentro de la norma en vez

A1)

(3.74)

que unicamente la norma de la resta de las matrices para conseguir una cota mas fina. Para
eso, notamos que un caleulo directo nos dice que por un lado ((A®) — A)dy); = —Xo(fa);,
usando que 9 es autovector y que la i-ésima fila de A e 0; y por otro lado también nos
dice que ((A®) — A)dg); = —A;;(02); para cada nodo j # i, porque A coincide con A®)
sobre la j-ésima fila salvo por el coeficiente en la i-ésima columna que para A gerd 0. Con

las coordenadas de este vector en mente, tendremos que

(212)i]? (3.75)

H(A—mmuzsdxmzmu S
j=1,j#i

<\JA3+ Hﬁ.,i

Slog(n) 2]l

donde para la tltima desigualdad recordamos que Ag = log(n) y que al ser A simétrica vale
, = Hﬁj. S log(n) con probabilidad mayor que 1 — o (n_(’"ﬂ)). Por otro lado

tenemos que A(A,2) =< log(n) y asi reemplazando en la cota en (3.74) obtenemos que

que HA.’i

(7 A log(n fLQ ~
ugz) — fi 5 g( )H Hoo _ ”u2Hoo

) log(n) (3.76)
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y el primer término en (3.73) cumple que con probabilidad mayor que 1 — o (n’(r“)) vale

que

NG

1 N B
oy V108 el = —— il (T

que nos alcanzara.
Ahora nos concentraremos en el segundo término en (3.73). En primer lugar, usando la
desigualdad triangular obtendremos que

‘ﬁi,.(ﬁg)—ug)‘<‘)\12AZ.(U;)—LL2)‘—I—‘>\2 (A-4),, (@g@_w)\. (3.78)

A continuacién, acotando directamente tendremos que con probabilidad mayor que 1 —
0 (n*(r"H)) vale que

@ - qu2 (3.79)
)

\/_ n .\ /log(n
NO)

donde para acotar iy’ — ugH usamos el Teorema 3.3.2 de Davis-Kahan:
2

Hﬁ(i) —AH2 - log(n) 1

(1)

()

(3.80)

Para acotar el término restante en (3.78) necesitaremos argumentos mas sutiles. Primero
A (i
notemos que como ug)

+ (1)

también U5’ lo serd. Luego, mostraremos que para cada vector fijo @iy podemos acotar con

es autovector para la matriz Al) que es independiente de la fila ﬁz,

probabilidad mas grande que 1 — o ( (TH)) de la siguiente manera

(A=), (1= w)| S o Il 3.81)

donde podremos suponer sin pérdida de generalidad que ﬁg) es constante al acotar usando

la independencia con respecto a A; o. En efecto, tenemos que si llamamos 1, a la indicadora

del evento en el que ocurre la desigualdad en (3.81) para fli,. y ﬁé, tendremos que

P (o) = (Ay0a) []ld(ﬁi,ﬁé”)] (3.82)
:]Eaé” {IEX“ []IW(AMALQZ))H
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donde usamos los subindices en [E para denotar con respecto a qué elemento aleatorio toma-

r+2 _ ~0)
a

mos esperanza. Ahora bien, usando el Lema 3.5.4 tenemos que para n = , W =1y’ — ug,

_ log( ) 1
p a— y 7 log(n)’

—(r+2)log(n) y asi 1 — 2" =1 — 2¢~(r+2)108(n) _ yale que:
Z ( u2)]> (Aij— Aij)| = (A — Aiy)

méx{ |w » ﬁ [[wl[o }
S@2+n)np méx{ 1,log (%) }
méx{ Hfbgt) — U }

loglog(n))

con probabilidad mayor que 1 — o (n_(”l)) - pues —mnp =

(3.83)

I

S

S log(n)

A (1) < 1 .
o’ —u = ~. A conti-
’ 272, S Viogm) !

nuacion, querremos deshacernos de la norma infinito en la cota, para lo cual procederemos

donde recordamos que como vimos en (3.80) vale que

del siguiente modo:

185 — uslloo <[5 — fia]| oo + [[fig — 2]l (3.84)
<[|as” = @iall2 + [|fi2]l oo + |2l

Slaz2loo-

Aclaramos que la tultima cota se obtiene usando que ||€ng) —disll2 S ||02||cc como vimos
n (3.76), y que como |[uz)|ecc = ﬁ esta es minima sobre los vectores que ademds tienen
norma euclidea 1y entonces tendremos que inmediatamente ||ug||oo = ﬁ < @2/ oo Luego,

combinando (3.84) con nuestra cota en (3.83), obtenemos que

|22l

og(n)m7 (3.85)

> <(ﬁ§i))j - (uz)j> (Aij - Aij)| S1

J=1

y entonces recordando que Ay < log(n) deducimos que

LA i L (e 22l
A2 (A-4),. (- w)|s log(n) (l o )log(log(n))> log(log( jy Nelloe (350

como queriamos ver.

Volviendo ahora a (3.78) y usando las cotas que obtuvimos en (3.79) y (3.86), tenemos

que entonces

1 - (i) 1 1
LA~ )| 5 izl S il (387)
‘)\2 2 \/_ /log log log(n)) ™~ log(log(n)) o0
donde recordamos que por minimalidad entre las normas infinito de vectores con norma 2
igual a 1 vale que ﬁ < ||t2|
Como adelantamos, esto muestra la cota que querfamos en (3.68) pues acotamos para
cada nodo individualmente con probabilidad mayor que 1 — o (n_(”l)), y asi completamos

la demostracion de la cota (3.60).
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Solo resta ahora demostrar la cota (3.61). Podremos hacerlo rdpidamente con todo el

trabajo que ya realizamos: combinando (3.87) y (3.71) obtenemos

I~ ) 1 1 1
Aed o< 1 sy < b1 3.88
N il — ) ““logﬂog(n))“qu“J““logGog(n))»@5’ (3.88)
que es precisamente lo que querfamos ver. [

Ahora si, podremos concluir finalmente que el estimador espectral, y también el estimador

espectral por vecindades, son fuertemente consistentes.

[3.5.8] Teorema: El estimador espectral Csp v el estimador espectral por

vecindades son fuertemente consistentes.

log( ) 10g( )

%—b
para ciertos a > b > 0 numeros positivos que cumplen ademas que “+b >14++vVa

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py, gn) una familia de modelos donde p,, = a—=-

Luego, los estimadores CSP y CSPV son fuertemente consistentes.

Demostracion. Sabemos por la Proposicion 3.5.6 que el estimador Cspa es fuertemente con-
sistente, es decir que ¢ (signo (()\%flug) )) = C (i) para cada nodo con probabilidad alta.
(2
Bastard ver entonces que (;2;1@&1)) y (@i2); comparten el signo con (%ﬁm) con alta
. 1
probabilidad para todo i, suponiendo qfle los vectores estan orientados similarmente como
en la Proposicién 3.5.7... pero es precisamente lo que este resultado asegura. En efecto,
como ( L Aug) > \lf con alta probabilidad por la Proposicion 3.5.6 y ademas tenemos que
1 3@\ 1 < 1 ALY 11
<A2A“2 > (%5402),| S togtiogry v como |(@2)i = (55 Au2) | S gy v con

alta probabilidad, serda imposible que para n suficientemente grandes valga que los signos

tanto

difieran, lo que completa la demostracion. [

Queda entonces demostrada la consistencia fuerte para los estimadores espectrales, y
también la implicacion restante en el Teorema 3.1.4. Con esto terminaremos este capitulo,

para dar paso a explorar en los siguientes algunos otros estimadores y sus propiedades.

3.6 Notas

[3.6.1] Nota: Otras nociones de consistencia y limites para el caso general
Es posible estudiar en qué circunstancias se puede lograr algin criterio mas relajado de pre-
cisiéon, como deteccién débil o distinguibilidad. Referimos a [Abb18] para mas detalles.
Por otro lado, también se puede estudiar para qué valores de los parametros se tiene
consistencia fuerte en el caso general. Esto es nuevamente tratado en [Abbl8] y también
n [CL23]. Interesantemente en [Abbl18] se discuten otras alternativas para demostrar el
Teorema 3.1.4 y llegar a los limites tedricos de la estimacion, como unas cotas directas y la
técnica de “partir el grafo” que motiva los estimadores por vecindades y nos sera de utilidad

en el Capitulo 5
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[3.6.2] Nota: Extensién a k comunidades para algoritmos espectrales
Los métodos espectrales pueden generalizarse para hacer deteccién de comunidades en un
contexto més general, cuando hay una cantidad arbitraria & de comunidades. En este caso
una forma de generalizarlos es utilizar no solo el segundo autovector si no que todos los au-
tovectores entre el segundo y el k-ésimo, y al realizar k-medias sobre el conjunto de vectores
asociados a cada nodo podremos separarlos en k subconjuntos que aproximaran las comu-
nidades. Podemos encontrar un tratamiento riguroso de esto en [AFWZ20, Secciéon C.4.],
donde se muestra que de tener convergencia en k-medias a centros razonables el estimador
sera fuertemente consistente para 3 comunidades.

En la Figura 3.3 podemos ver las coordenadas en el autoespacio generado por el segundo
y el tercer autovector de cada fila de la matriz de adyacencia empirica ﬁ, donde estan
pintados de distinto color segin son clasificados por el algoritmo de 3-medias; los puntos de

color celeste son justamente las medias halladas.

. ] -.
.' [ ] - L I ° [ ]
. [ ] ‘: ... L] [
-. e . . .o . :
*® .
[ ] o

Figura 3.3: El método espectral para 3 comunidades balanceadas.

[3.6.3] Nota: Estimadores fuertemente consistentes en la literatura
Desde ya, los estimadores presentados en este capitulo no son los tinicos que logran estimar
de manera fuertemente consistente las comunidades. Recordando lo mencionado en la intro-
duccion, algunas otras avenidas para atacar el problema son: relajaciones a problemas SDP,
como en [Abb18]; maximizacién de modularidad, como en [CL23]; y estimadores que usan

la técnica de “partir el grafo” (graph splitting), como en [Abb18, MNS16].

[3.6.4] Nota: Deteccién de comunidades en modelos mas generales
Atun cuando mejora por sobre los grafos de Erdos-Renyi, el modelo estocastico de bloques es
a veces demasiado restrictivo para aplicaciones en la vida real, en que incluso dentro de las
diversas comunidades cada individuo presenta algunas caracteristicas propias. Hay modelos
mas generales que pueden usarse para capturar el comportamiento individual de cada nodo,

entre los cuales podemos mencionar por ejemplo a los grafos aleatorios via productos internos
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usados en [BFMM23], que al elegir vectores idénticos para nodos de la misma comunidad

recuperan el modelo SBM.



4. Estimadores de minimizacion de

corte

4.1 Cortes balanceados y estimadores de minimizacién de corte

En el Capitulo 3 mencionamos ya el concepto de corte para una particion de comunidades
C en un grafo G = (V, E)

Corte (C) = #{e = {i,j} € E|C(i) #C(j)} (4.1)

cuando en la Definicién 3.2.3 introdujimos el estimador de minima biseccién para modelos
BSBM con dos comunidades:

éCUT minimiza { Corte (é) } sobre particiones balanceadas. (4.2)

Recordaremos luego que minimizar cortes es una estrategia intiutiva para detectar las
comunidades, pues en el caso asortativo estas tienen una gran densidad de aristas entre sus
miembros y entonces separar nodos de la misma comunidad real en distintas comunidades
estimadas aportard una gran cantidad de aristas al corte; podremos convencernos también
graficamente por medio de la Figura 3.2.

Maés aun, en el modelo balanceado la estimacién ademés de ser intuitiva es certera.
En efecto, al coincidir con el estimador de maximo a posteriori, el estimador de minima
biseccion serd fuertemente consistente cuando sea posible conseguir estimadores fuertemente

consistentes:

[4.1.1] Observacién: El estimador de corte minimo Ccyr es fuertemente

consistente en el modelo BSBM asortativo

En efecto, vimos en el Teorema 3.5.8 que el estimador CASP es fuertemente consistente

para modelos BSBM (n, 2, p,, ¢,) donde p, = a@ Y qn = b%

a+b
2
que el estimador maximo a posteriori Cyjap serd también fuertemente consistente.

cona >by

> 1+ vab. Luego, como notamos en la Observacion 3.2.2, valdra automaticamente

Mas aun, como el estimador de corte minimo y el estimador de méaximo a posteriori
coinciden en estos modelos en el caso asortativo, como vimos en la Observaciéon 3.2.4,

también valdra que el estimador de minima biseccién serd fuertemente consistente.

Sin embargo, esta garantia tiene algunas limitaciones.

53
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En primer lugar, una limitacién técnica: pudimos demostrar consistencia fuerte solo para
un modelo donde la asignacién real de comunidades es estrictamente balanceada, con mitad
de los nodos en cada comunidad. Afortunadamente, estudiando con cuidado la Observacion
3.2.4 podremos salvarla siempre que conozcamos la cantidad de nodos en cada comunidad
y nos restrinjamos a particiones en comunidades que preserven dichos tamafos, pues en
este caso seguiremos siendo capaces de demostrar que coincide con el estimador maximo a
posteriori.

En segundo lugar, una limitacion esencial y que ya no podremos salvar: tendremos pro-
blemas al no conocer los tamanos de las comunidades, lo que no nos permitiria restringir las
clases de particiones sobre las que vamos a minimizar. Haremos esta nociéon precisa en la
siguiente observacion:

[4.1.2] Observacién: Limitacién del corte de minima biseccién

Consideremos G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, ¢ ) donde p,, = a% YV qn = b%, cona>b

reales positivos. Luego, la asignacién de comunidades dada por

5(2): 1 sii=1,y (4.3)

2 sino.

cumple que

E [Corte (€)] = B [*EL| — (3 -1) pot B =B —togu), (1

pues las aristas que cuenta el corte son las que conectan al nodo 1 con el resto.

Figura 4.1: El estimador por minima biseccién debe ser restringido para no caer en malos casos.

Sin embargo, el corte de las comunidades reales cuenta a todas las aristas entre nodos

de distintas comunidades, que seran mas. En efecto,

E [Corte (C)] = ;Z <Z — 1) gn = 1> logn(n) = nlog(n), (4.5)
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con lo cual [E {Corte (5)] < E [Corte (C)] para valores suficientemente grandes de n y
no tendremos esperanzas de recuperar la particion real a partir de un minimizante.

En la Figura 4.1 vemos un ejemplo concreto de esta situacion, donde esta vez la
particiéon que deja al nodo 5 solo tiene corte 1, que es menor que el corte asociado a

la particion por las comunidades reales, en rojo y azul, de 7.

Es asi que, como habiamos adelantado en el Capitulo 3, exploraremos ahora en més detalle
cémo estimar las comunidades minimizando algunas variantes de cortes para particiones en
el grafo.

Como moraleja de la Observacion 4.1.2 sabremos que la nociéon de corte falla en que no
tiene en cuenta el tamafo de las comunidades, que ya notamos en la Observacién 2.4.4 que
casi siempre sera lineal. Podremos evitar particiones con comunidades de tamano sublineal
mejorando la nocién de corte: por ejemplo agregando factores que penalicen tener comunida-
des muy chicas; o si no minimizando el corte sobre particiones en donde ninguna comunidad
sea demasiado chica.

Aqui nos enfocaremos en la primera alternativa, que tendra la consecuencia deseable
que no tendremos que restringir las particiones sobre las cuales minimizamos, excepto que

deseemos hacerlo. Més precisamente, estudiaremos el corte de Cheeger y el corte “ratio”:

[4.1.3] Definicién: Corte de Cheeger y corte ratio - [HS11, Seccién 3.]
Sea G un grafo con n nodos y consideremos C una particién en dos comunidades,

digamos 1 y 2, para G. Luego, diremos que

= el corte de Cheeger de G esté dado por:

_ Corte ((f)
RCC (C) = i (700,51 (4.6)

= vy el corte ratio de G estd dado por:

_ Corte (5) B 1 1
RO(C) = ot = Corte(€) ( =+ 2= ). (17)

Dada G¢ una familia de modelos estocasticos de bloques con dos comunidades denota-
remos respectivamente éRCC y CARC a los estimadores que minimicen RCC y RC sobre

todas las asignaciones C en estas dos comunidades 1 y 2 para G.

Remarcamos que, al dividir por el minimo cardinal entre los conjuntos de la particion
o por el producto de ambos tamanos, penalizamos comunidades chicas, que nos ayudara a
evitar los problemas que discutimos en la observacion 4.1.

Mas atn, resulta que esta penalizacion es suficiente, y en la literatura se ha logrado dar

resultados de consistencia para estos estimadores, pero hasta donde encontramos apelando
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a métodos analiticos méas que a recursos netamente probabilisticos, como elaboraremos en
la Nota 4.4.1. Nuestro objetivo serd, entonces, explicar con herramientas probabilisticas por
qué estos estimadores son certeros.

Para comenzar, y aunque el caso interesante serd cuando no nos restrinjamos a minimizar
solamente sobre comunidades con tamanos fijos, podremos verificar que en este caso ya

sabemos que seran fuertemente consistentes:

[4.1.4] Observacidon: Los estimadores por minimizaciéon de corte de Cheeger
y corte ratio son equivalentes al de minima biseccién en el modelo BSBM
sobre comunidades balanceadas

En efecto, si Ge ~ BSBM (1,2, pn, ¢n), v C es una asignacién de comunidades balan-

ceada, tendremos que
Corte (C) = gRCC (€) = ch €). (4.8)

y asi en particular los tres cortes se minimizan para las mismas particiones balanceadas.
Como consecuencia, cuando Coyr es fuertemente consistente, por ejemplo en los casos

que contempla la Observacion 4.1.1, 5RCC y éRC también lo son.

Antes de pasar al caso general, fijaremos un poco més de notaciéon que usaremos durante

el resto del capitulo:

[4.1.5] Notacién: Tamano y solapamientos para las comunidades estimadas
En cada grafo con n nodos y dos comunidades C, digamos 1 y 2, para cada particion

C en dos comunidades, notaremos:

1. m; = #(fl y 6 = % para cada 1 <[ < 2 al cardinal y a la proporcién que ocupa

cada comunidad en la particion, y

2. Xij = # (Ciﬂéj) Y Tij = % para cada 1 < 4,57 < 2 al cardinal y a las

proporciones que corresponden a cada solapamiento entre las particiones.

Recordemos que ya tenemos notacién similar para C (como n; y «;), que introducimos
en 2.4.2.

Ahora si, en la siguiente seccién ya sin mas preambulos pasaremos a mostrar la con-
sistencia fuerte para los estimadores. Remarcamos que el trabajo realizado aqui es original,
aunque como mencionamos en la Nota 4.4.1 algunos resultados de consistencia para los cortes

pueden conseguirse mediante otros enfoques.

4.2 Consistencia para el minimizante del corte de Cheeger

Como adelantamos, buscaremos en esta seccion llegar al siguiente resultado de consisten-

cia fuerte para el corte de Cheeger:
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[4.2.1] Teorema: Consistencia fuerte de una realizaciéon de corte de Cheeger
minima
Sea G ~ BSBM (n, 2,pn = alogrgn),qn = b%) tal que a > 2b. Luego, si a — 2b es

suficientemente grande, vale que Croc es un estimador fuertemente consistente de C.

Remarcamos que, aunque es en el modelo balanceado, la mejora que tendremos compa-

rando contra el estimador de minima biseccién es que no necesitamos restringir las particiones

de comunidades sobre las cuales minimizamos para obtener nuestra particion.

La idea central para la demostracion sera que individualmente cualquier estimacion fija

que propongamos de las comunidades va a tener un corte de Cheeger més grande que el

de

las comunidades reales. Una primera manifestacién concreta de este hecho es el siguiente

lema, en el que mostramos que el valor esperado del corte de Cheeger de las comunidades

reales es inferior que el de cualquier otra estimacion fija para las comunidades:

[4.2.2] Lema: Calculos de esperanza y varianza
Sea G ~ SBM (n,2 (ni)1<i<2, Pn = alog( ),qn = b%), y sea C una particién de
comunidades para G.

Luego, vale que

E [RCC (é) — RCC (C)} = (max{mi, ma2} — max{ni,n2}) ¢n (4.9)
<X1,1X1,2 + X2,1X2,2> (pn — gn)

min { my, mo }

= (méx { 1,02 } — méx{ a1,a2 }) ngy

n (Il,lxl,z + $2,1$2,2> )
min{f31, B2} S

Var [RCC (C) —RCC (C)] (4.10)

2
1
X11X X12X 1—
(mln{ml,mg} mm{nl,m}) (X11X22 + X12X21) (qu(1—gn))

_|_

2
X11X21 + X1 2X. 1_
<m1n{n1,n2}> (X121 X210 + X1,2X22) (g0 (1 — gn))

_|_

2
X1 X194 Xo1 X -
(mln{ml,m2}> (X11X1,2 + X21X22) (Pn(1 —pn))

1
(mm{ﬁl B2} min{ay,as}

2
) (z11222 + 212221) (¢n(1 — )

11221 + 212222) (g (1 — qn))

+

+ 11212 + 22,1222) (Pn(1 —pn))-

(mlﬂ{% a2}>2 (
(

min{f, 52}>2 (
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Mas atn, vale que tanto para el caso balanceado n; = ns como cuando a > 2b,
E [RCC (C) —RCC(C)] >0 (4.11)

para cualquier particiéon C que no induzca la misma particién que C.

Demostracion. En primer lugar, calculemos la esperanza de la diferencia. Esta es combina-
cion lineal de variables Bernoulli que nos indican la presencia de aristas, escaladas por los
coeficientes que aparecen en el corte, como podemos apreciar en la Figura 4.2. Alli, el cua-
drado es una especie de diagrama de Venn en el que podemos colocar cada nodo: las aristas
azules formaran parte de ambos cortes, las rojas solo del corte asociado a las comunidades

reales C y las verdes solo al corte asociado a las comunidades estimadas C.

Cq X 1 /X1,2

Co X1/ Xa9

Figura 4.2: Un diagrama para visualizar la diferencia entre los cortes asociados a C y C.

En consecuencia, podemos usar la linealidad de la esperanza para obtener:

E [RCC (C) — RCC (C)] (4.12)
1

<m1n{m1 ,ma} min{m ,n2}

) (X11X21 + X12X22) qn

) (X11X22+ X12X21) ¢n

(mm{nh na}

_|_

( ) (X11X12+ X21X22) pn,
mln{ml, ma}
1

” r1,1%22 + T12T21) ng
(mln{61762} mlﬂ{al,a2}> ( )

min{ar. a2}> (x1122,1 + 21,2722) NGy,

+

(mm{ﬁl 52}) (x1,1712 + x2,1722) NPy,



4. Estimadores de minimizacién de corte 59

Una forma alternativa de expresar esta esperanza es la siguiente:

E [RCC (C) - RCC(0)] = < T e )qn (4.13)

min{mi,ma} min{n,ng}

X11 X124+ X901 X009
+ ( ! ! ) ( n _QR)

min { my, mo }

_ ( B132 ajoe ) ng

min{ 41,5} min{a,a}

n <1’1,1$1,2 + 332,1962,2) 1 (pn — gn)
min { £, B2 } B

En efecto, la expresion se obtiene a partir de la anterior sumando y restando (

X11X12+X21X22
min{ my,mo } qn

(o el andlogo con proporciones), que puede interpretarse como sumar y restar aristas entre
las parejas de nodos en Ci y Cs que viven en la misma comunidad, pero ahora con probabi-
lidades ¢, independientes. Obtenemos entonces la expresion en (4.9) que queriamos al notar
que % = méx { f1, f2 } y andlogamente m = méax { ay, a2 }.
Asi, solamente resta demostrar que la esperanza es no negativa y es ademas positiva bajo
las hipotesis adecuadas. Primero supongamos que a > 2b, y usando que valdra que
r1,121,2 + 22,1722

min { 81, 2 }

tendremos que como p,, > 2¢, obtendremos a partir de (4.9) que la esperanza es no negativa

> |max { f1, 2 } —max{ a1, a2}, (4.14)

E [RCC (C~) — RCC (C)} > (max { f1, P2 } —méx{ ai, a2 }) ng, (4.15)
+ [méx { £1, B2 } —max { a1, a2 }[n(pn — qn)
> (méx { 51, B2 } — max { a1, a2 }) ngn

+ |méx { 51, B2 } — max { a1, a2 }| ngy
>0.

Mas aun, con un analisis mas minucioso podremos mostrar que bajo las hipdtesis ade-
cuadas la esperanza es positiva. En efecto, suponiendo ademas que C y C inducen par-
ticiones distintas: si max{ 51,02 } — max{aj,az} > 0 luego como p, > ¢, y ademds
%—fzﬂ;? # 0 (porque debe haber algin nodo mal clasificado) obtenemos la desigual-
dad estricta a partir de (4.9); y si max { 51,02 } —max{ aj,a2 } < 0 entonces la segunda
desigualdad en (4.15) es estricta usando que p,, > 2¢, por a > 2b, que muestra lo afirmado.

Por tltimo, en el caso balanceado vale necesariamente que max { 51, 82 } > % =méax{ ay, a9 }

segin lo cual también andlogamente la esperanza es no negativa a partir de (4.9) y es ademads
T11T12+22,1222 7& 0

min{ 81,082 }
Queda entonces solamente mostrar (4.14) para completar las demostraciones relativas a la

positiva cuando se verifica que coincidencia (C , C) # M en cuyo caso

esperanza, en donde para simplificar la notaciéon vamos a suponer sin pérdida de generalidad

que a1 = min{ag, a2} y que f; = min{5, B2}.
Si B2 > ap entonces mostrar la desigualdad (4.14) equivale a demostrar que

11212 + 221222 > S1(f2 — a2), (4.16)
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donde multiplicamos por ; para no tener mas cocientes. Pero equivalentemente podriamos

demostrar que
r11(oq —211) F221(l—a1 —221) > (211 +221) (01 — 211 — 22,1), (4.17)
que distribuyendo y reacomodando los términos podemos ver que equivale a mostrar que
221(1 =201 + 221 1) > 0, (4.18)

que ocurre pues x21 > 0y 1 —2a1 +2211 > 1 —201 > 0 al ser a1 +ag = 1 y ser aj el
minimo.

Si en cambio ap > (o, entonces mostrar la desigualdad equivale a ver que

T11%12 + 21222 > P12 — B2), (4.19)

donde nuevamente multiplicamos por 1 para no tener més cocientes. Una vez mas equiva-

lentemente podriamos demostrar que
r11(0n —w11) F221(1 — o1 —x21) > (w11 +221) (21,1 + 221 — 1), (4.20)
que distribuyendo y reacomodando los términos podemos ver que equivale a mostrar que
2c11(an —x11) +221(1 — 2211 — 2391) > 0, (4.21)

que ocurre pues 11,221 > 0, a1 —x11 =212 >0y 1 =221 — 22971 = 1251 > 0 al ser
£1+ P2 =1y ser /1 el minimo.

Finalmente, podremos hallar la formula para la varianza en (4.10) mediante un célculo
directo, similarmente a como hallamos la esperanza, expresando a la diferencia de cortes
de Cheeger como una combinacién lineal de variables aleatorias con distribucion Bernou-
lli independientes, donde una vez mas la Figura 4.2 puede ayudar a hacer sentido de los

solapamientos que aparecen en la expresion. Esto completa la demostracion. [

De aqui a la demostracién del teorema vamos a necesitar entender en mas detalle cuanto
se aleja el corte de Cheeger de las comunidades reales del de cada estimacion, porque més
que resultados del valor esperado queremos resultados en cuanto a la probabilidad. Mas
aun, al precisar que simultaneamente el corte de Cheeger de las comunidades sea minimo
necesitaremos que las probabilidades decaigan rapidamente para poder contrarrestar el hecho
de que hay muchas estimaciones distintas fijas que podriamos considerar. Hay veces que el
corte es evidentemente mucho mas grande, para particiones muy alejadas de las comunidades
reales, pero esto es menos claro para particiones casi precisas y para particiones donde alguna
comunidad estimada cuenta con pocos nodos: en estos casos que haya suficiente varianza en
la distribucién de aristas podria ser detrimental. Controlar lo que ocurre en los casos borde
ocupard gran parte de la demostracion y es de caracter mas bien técnico, aunque esencial.

A continuacion en primer lugar enunciamos algunos lemas técnicos que usaremos. Para

comenzar, este lema nos ayudara a lidiar con nimeros combinatorios que debremos acotar:
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[4.2.3] Lema: Cota para los coeficientes binomiales

Sean n > k € INg. Luego

n en\*
<k> < <k> = exp (klog(n) + k — klog(k)) < exp(k(log(n) + 1)), (4.22)

donde interpretamos 0log(0) = 0. En particular

(Z) < exp(min{ k,n—k} (log(n) +1)). (4.23)

Demostracion. Para la primer cota, podemos proceder de la siguiente manera:

() ==t ()= (2)'

- 1 e\* k Ko k-
donde para la desigualdad usamos que z; < (E) porque €% =} icN, ST
La segunda desigualdad es inmediata notando que exp(—klog(k)) < 1.

La tercera desigualdad se sigue de que (}) = (,," ;) segin lo que tenemos que (}) es menor

que el minimo que inducen ambas cotas, que es precisamente la expresion indicada. |

Proseguiremos con este segundo lema, que es de caracter mas bien técnico, y sera de gran

ayuda para tratar con algunos polinomios.

[4.2.4] Lema: Cota para cociente de polinomios

Recordemos que para cada multiindice v € IN§ definimos 7 = [[j_; z}* para cada
x e R".

Sea luego I' € INf un subconjunto de multiindices, y sea P € R[Xq,...,X,] un
polinomio de coeficientes positivos P(X) = Y era,X?, con P(0) = 0y P(z) # 0
para cada 0 < [|z|| < € para cierto € > 0.

Consideremos ademés @ € R[Xi,...,X,] otro polinomio de la forma Q(X) =
> ver @+(X) X" para ciertos polinomios @, € R[X1,..., X,] y con Q(0) = 0.

Luego, vale que

sup
zeC||z|<e

{ Q(z)

P(z)

} < 00, (4.25)

y més aun si para cada v € I' vale que @ (0) = 0 entonces

Q(x)
P(z)

=0, (4.26)

z—0,zeC

donde C' = {z € R"|z; > 0 para todo 1 <1i <n,z # 0}.
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Del lema de cociente de polinomios. En primer lugar, notemos que por la desigualdad trian-
gular

@y ()27
P(x)

‘Q(rr)

Q- (@
o) <y (4.27)

vyel Ay

33

vel

donde en la tltima desigualdad usamos que o bien 27 = 0 y el término es 0 o bien P(x) >
vy
L P S
desigualdad (4.25), notando que C'N{ ||z|| < e} es un compacto en R™ en el cual nuestro
@+ ()|
Ay

a,x” con lo cual podemos acotar é para cada z € C. Asi podremos deducir la

polinomio > r serd acotado.

Para el limite (4.26) basta notar solamente que cuando Q4(0) = 0 para cada v € T
‘QW( I — y habremos mostrado lo afirmado.

tendremos que por continuidad limg—0 3> er

Continuaremos por este ultimo lema, que nos ayudara a acomodar algunas expresiones

al acotar:

Dados 0 < A < By 0 < C < D,y también z,y > 0 donde no ambos son cero,
entonces

2 2
(Az + By) - A

Cot Dy > 5(:,; +y) (4.28)

Demostracion. Podemos acotar por abajo Ax + By de la siguiente manera,
Ar+By=A(zx+y)+(B—A)y > A(z+y), (4.29)
y al combinarlo con esta cota superior de C'x + Dy
Cx+Dy=D(x+y)—(D-C)x < D(x+vy) (4.30)
obtenemos la cota deseada. |
Por tultimo, ya sin mas preambulos, demostraremos el Teorema 4.2.1.

Demostracion. Vamos a mostrar que con alta probabilidad el corte de Cheeger de las co-
munidades reales es el inico minimo entre los cortes de Cheeger asociados a particiones del
grafo. Esto alcanzara para demostrar consistencia fuerte, pues luego 5RCC = C a.a.s., que es
exactamente consistencia fuerte.

En primer lugar, usando una cota de uniéon de eventos logramos reducir el problema a
mostrar que la probabilidad de que individualmente una particion tenga corte de Cheeger

mas chico que las comunidades reales decrezca suficientemente rapido. En efecto, como:

P ({ RCC (Croc) < RCC(C) }) (4.31)
=P ({ RCC (é) < RCC (C) para alguna particién CN})

< > P({RCC(C) <RCC(O)}),

CN',coincidencia (C ,C) #n
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basta ver que la suma va a 0 cuando n va a oo para demostrar que el complemento ocurre
a.a.8..
Para demostrar el decaimiento rdapido, usaremos la desigualdad de Bernstein 2.2.4. A

través de esta obtendremos que
P ({rCC(C) >RCC(C) }) <P ({|rCC(C) -RCC(C) - E| > E})

1 EZ?
< 2exp 5 | (4.32)
V+—FE
* 3

donde notamos para esta demostracion £ = E [RCC (5) — RCC (C)}, V = Var [RCC (C~) —RCC (C)}7
y M a una constante que acotara a cada uno de los términos en la combinacion lineal de
variables Bernoulli independientes que es la diferencia en cortes de Cheeger. Mencionamos
que todas estas tres cantidades, E/, V y M, dependeran de n, C y C. , pero no hacemos ex-
plicita la dependencia para no cargar en demasia la notacién, y como vamos a trabajar en
acotar las probabilidades término a término podremos pensar que estan fijas en cada cuenta
en cuestion.
Para poder usar la desigualdad de Bernstein precisamos que E > 0, pero como demos-
tramos en el Lema 4.2.2 esto ocurrird cuando C no induce la misma particién que Cy a > 2b
como en los casos que nos interesan. Ademéds, podemos hacer explicita la constante M: la

diferencia entre los cortes es una combinacién lineal de variables Bernoulli independientes,

1

— 1 2 ¢n las aristas que aparecen en ambos cortes
min{mi,mo} n

N ’ min{ml,mz}
las aristas que aparecen solamente en el corte de Cheeger de C y —% en las aristas que

con coeficientes en
aparecen solamente en el corte de Cheeger asociado a C; de esta manera la cota

M, 5= -t 4.33

cC min{my, ma} (4.33)

acota uniformemente en valor absoluto a los coeficientes al ser min{mji,mg} < 5 pues

mi1 +mo = n.
Ahora bien, las cantidades £/, V' y M dependeran tinicamente de los solapamientos X; ;.
Por eso podremos indexar la suma en términos de estos solapamientos de cada estimacion

con las particiones reales, lo que nos permitird acotar de la siguiente manera, al completar
en (4.31):

P ({ RCC (Croc) < RCC(C) }) (4.34)

% 2 % % 1 E2
< _-_ =
- 21:= > <X1,1> (X ,1>26Xp 2, Mo |

X4 1 X5 1=1,X admisibles VvV + —F
3

)

donde por X admisibles nos referimos a particiones en donde mi,mo > 0. Notemos que
tenemos una cantidad cuadratica de términos, con lo que si demostramos que cada uno es
o(n?) obtendremos que efectivamente la suma convergeré a 0.

El resto de la demostracion entonces se concentrara en mostrar que el decaimiento es asi

de rapido.
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En primer lugar, por el Lema 4.2.3 tendremos que para cualquier eleccién de j, ;" vale

(X%J) (Xg;l) < exp ((Xl,j + Xo.0) (log <2> n 1)) (4.35)

< exp ((XLJ' + Xo5) (log (n) + 1))

que:

pues X9 = % — X1y Xop = % — Xo.1. Asi, basta con garantizar un orden de decaimiento
mayor que este para las probabilidades para completar la demostracion.

Con ese fin, primero entenderemos el exponente de nuestra cota para cada estimacién C
fija en términos de las proporciones de sus solapamientos con las comunidades reales C, x; ;,
y después separaremos en casos para entender su comportamiento.

Para comenzar, notamos que n; = ng (0 @y = ag), y supondremos sin pérdida de
generalidad que m; < mgy (o equivalentemente que 31 < f2) lo que nos permitiré calcular los
minimos que aparecen en la expresion del corte de Cheeger. En efecto, debido a la simetria
del problema, si fuese mi > mo podemos renombrar las comunidades estimadas en C para
obtener m; < mg y estar en la situaciéon mencionada. En particular, en este caso obtenemos
que M = n%?l a partir de (4.33).

Luego, extraeremos los factores que dependen de n y los cocientes de la expresion para

que nos queden unicamente sumas y productos de proporciones z; ; de la siguiente manera:

E? 1 (1 5y E)2
s = —glos(n)— o (4.36)
V4T 5110g(n)<v+3E)

A continuacién, expresaremos cada factor en el cociente en términos de las proporciones.
Obtenemos expandiendo las expresiones obtenidas para E'y V en el Lema 4.2.2 y usando que

1 . . .
M = w5y due podemos expresar los factores escalados como polinomios en las proporciones
log( ).
de solapamiento z; ; y :

B1
log(n

)
M
Bt s tny (V T 3E> — Q(z11, 712,221, 022) + R(w11, 219, 72,1, T.9) B0

= P(21,1, 212,721, 72,2) (4.37)

En adelante, anotaremos simplemente P, () y R y los pensaremos evaluados en las propor-
ciones.

Mas precisamente, podemos desarrollar las expresiones para obtener que P, ), y R estan

dados por:
1 1
P =azy1212 + br12791 + br112022 + ax2 1722 — §b$1,1 — 5():17271, (4.38)
Q =4bx:1)’,1x2’1 + 4bx%71x172x2’1 + 861‘%7113%71 + 8bx171x172x3’1 (4.39)

3 2
+ 4bx1,1x‘;’71 + 4bx172x§71 + 4bx171x2,2 + 4bx7 171 2222

2 2 2
+ 8bx] 1 T21722 + 8bx1 121 202172 2 + 4bx1 175 1 T2 2 + 4bT1 275 172 2

— 4bx1 171 272,1 — 4bq 2x2 1= 4bx1 1229 — 4bx1 1702 1722
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+ 4 + %b + éb + =
30711712 T 30212%2,1 + 021,122 + 5AT2,172,2

- *b$171 - *516271,

R=— 4b2x1 (2,1 — 42 351 171221 — 8b? .Z‘l 11:2 | — 8b2ry g1y 21;% 1 (4.40)
— 4521’1 11’2 1~ 4b I 2352 1~ 4b .1'1 1332 2 — 4b 1‘1 1.1'1 29 ,2
— 82 x171x271m272 — 8b? 21,171,272,1022 — 4b xle%’lmgg — 4b2x172x%71w272
+ 41)2I1,1I1,2$2,1 + 4b2$1,2$%71 + 4bzxi1I2,2 + 4b2x1,1$2,1$2,2

2 2 2 2
—a“r1,1201,2 — b w1 2721 — b1 1722 — A" X2 172 2.

Antes de ponernos a analizarlos en detalle, consideremos ¢ > 0 que serd un nimero

suficientemente pequefio a fijar eventualmente y separaremos en tres casos:

1. cuando € < @y 1,712 < % —g0e< 91,722 < % — ¢, es decir que la predicciéon global

no es muy precisa y ninguna de las dos comunidades estimadas es muy chica;

2. cuando r131 < €, T12 > %—5, To1 < €Y Too > %— g, es decir que una de las
dos comunidades estimadas es muy chica y la otra es muy grande y en particular la

estimacion es imprecisa;

3. ycuando x11 > % —&g,T12<¢E, w21 <EYyT21 > % — ¢, es decir que ambas comunidades

estimadas son suficientemente grandes y la predicciéon es casi totalmente certera.

21
a9
aQ — &
3 y
T
0O ¢ a1 —e’
aq

Figura 4.3: Un diagrama para entender los casos relevantes a considerar para la consistencia del corte de
Cheeger.

Afirmamos que es suficiente considerar tinicamente estos tres casos. En efecto, primero
notemos que, como i, + 12 = % y T2,1 +T22 = %, podemos determinar cada caso univo-
camente por los valores de x1 1 y 2,1, que serdn niimeros cada uno entre 0 y . Convencidos
de esto, bastara convencernos de que podremos lidiar con cada coordenada en el cuadrado de
la Figura 4.2. Asi, primero distinguimos las regiones que delimitan los casos 1., 2. y 3. en la
figura, donde ademas el caso en el que 11 < ey w21 > % — ¢ fue marcado con un 3. porque
puede reducirse a él por simetria renombrando las comunidades reales. Esto cubre todo lo que
esta por debajo de la linea azul punteada, y entonces notando que no puede pasar que 11

. z . . _ 1
y 2,1 sean simultdneamente grandes, pues supusimos previamente que x11 + 221 = 1 < 5
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al ser esta la comunidad estimada mas chica, vemos que no necesitamos considerar los casos
sobre la linea azul punteada. Alternativamente podemos convencernos que los casos arriba de
esta linea salen por simetria renombrando las comunidades estimadas. En definitiva vemos

que estamos considerando todos los casos, como habiamos afirmado.

En el caso 1., tendremos suficiente margen para acotar bruscamente para

Vi
Q+R10g(n)

n

cada ¢ fijo, y concluir que las probabilidades decaen suficientemente rapido. En efecto, con-

seguiremos la siguiente cota para n suficientemente grandes, para cada C' € (0, 1) constante

1 FEZ? 32¢%(a — b)?
—iiM S — log(n) (Xl’l + X2,1) [Cw‘| s (441)
VS E sa+

y asi combinando con la cota para los nimeros combinatorios en (4.35) obtenemos que

n n 1 FE?
2 2 lexp | =27 4.42
<X1,1> <X2,1> P2 viMp "
3
log(n) + 1 32¢%(a — b)?
<exp <log(n) (X11+ Xo1) (h)(g()n) - C8a(_|_83[))>> ’
3

y entonces siempre que

log(n) +1 C3255(a - b)2> < _9 (4.43)

X X
(X1 2’1)< log(n) §a+83b

obtendremos el orden de decaimiento que queriamos de o <n2> Notemos que podremos ase-
gurar que esto ocurrird para valores de a suficientemente grandes, pues como Xj 1 + Xo1 =

m1 > 1 bastara ver que

<log(n)—|—1 _03255(a—b)2> < 9 (4.44)
log(n) %a + 83b
lo cual ocurre porque este segundo factor se comportara para n suficientemente grandes
como 1 — C’“; = 1—C"a que se ird a —oo cuando a — oo, donde usamos que a > 2b para
ignorar la dependencia de b y ademds C’ es una constante no necesariamente igual a la de
la expresion anterior.
Resta entonces mostrar que vale (4.41) como fue anticipado. En efecto, podremos usar

que valen ambas

A1

Pz o (2¢%log(n)(a— b)) = 2B16%(a — b) (4.45)
y también
Q-+ Rlogrfn) < [ia + 83b] (;)4 + [24% + 8207] (;)4 1og7§n) (4.46)

para acotar combinando las dos cotas del siguiente modo, para alguna constante C' € (0, 1)

y suponiendo que n es suficientemente grande:

P (2812(a - b))

logln) = Tg VL 102 o xop2 (1) log(n)
Q-+ R™8 [3a+83b] (2) + [2a +82b](2)

n

(4.47)
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4B1e*(a — b)? 1

8 1 4 2489p21(1 41og(n)
Sa+83b| (3 | 2art82e?](5) =5
5 /(z) + Savsar] (1)

4e°(a — b)?
[Sa+83b] (%)4
64£°(a — b)?

Sa+83b

>061C

=5C

Aclaramos que para la tdltima desigualdad usamos que 1 = 211 + 221 > €, y tomamos C

una constante que acote inferiormente a

1 1
B 1 (4.48)
1\4log(n) 2a2+82b2 IOg( ) /l ’
| el M g 2T tn) oo

[Sa+83] (4)"

que para n suficientemente grandes estara arbitrariamente cerca de 1. Notemos luego que
al multiplicar por —%nlog(n) para obtener el exponente de nuestra cota por Bernstein
como nos indica (4.36) podemos deducir la desigualdad que buscdbamos (4.41), notando
que nf = (X1,1 + X21).

Resta solamente luego verificar que valen las cotas (4.45) y (4.46) para terminar de acotar
cada término en (4.34) correspondiente al caso 1.

En primer lugar, notemos que P es no negativo pues hemos demostrado en el Lema 4.2.2
que F > 0 cuando la comunidad estimada no coincide con la comunidad real, con lo cual
|P| = P sobre los solapamientos considerados. Asi, usando la expresién de la esperanza

obtenida en dicho lema obtenemos que

1 11212 + 221722
=(52—) nqn+( 1712 £ 22,172, >n(pn—qn> (4.49)
2 B1
11212 +2To1X
Z( ot 1’251 2l 2’2>n(pn—qn)

> 26*n(pn — qn)
=2¢%log(n)(a — b).

Aclaramos que en la primera cota usamos que el primer término es no negativo, pues 3 > %
al estar asociada a la comunidad més grande entre las dos comunidades estimadas. Mas atn,
anadimos que en la segunda cota usamos ambas que, como x11,%12 > € 0 2,1, 722 > €, vale
que x1,171,2 + T2,1722 > 82; ademas notamos que 1 < % y asi é > 2, al estar 31 asociada
a la comunidad mas chica entre las comunidades estimadas. Finalmente, escalando E para
obtener P como en (4.37) vemos que podemos acotar P como afirmabamos en (4.45).

Por otro lado, acotando mediante la desigualdad triangular y usando que z; ; < % para

cada par de indices 7, 7 obtenemos que

log(n)

n

Q(z11, 712,221, 222) + R(x1.1, 712,221, 722) (4.50)
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< [4b+ 4b+ 8b+ 8b 4 4b+ 4b+ 4b 4 4b 4 8b 4 8b 4 4b 4 4b
4 4 4 4 1 1 1\%
Ab+4b+4b+4b+ —a+ —b+ b+ —a+ b+ =b| (=
+4b+4b+4b+ b+ cat+ bt b+ cat o +6}(2)
+[4b2+452+8b2+8b2+4b2+452+4b2+4b2+8b2+8b2+4b2+4b2
4 log(n)
n

1
1A A A A a2 R 4 aﬂ (2>

= {ia +830) (;)4 + [20% + 8207] @)4 10%5”)

Por ultimo notemos que nuevamente por el Lema 4.2.2 vale que £ > 0, y que ademéas M > 0

y V >0, con lo cual tenemos que @) + R% > 0 y es igual a su valor absoluto y de esta

manera mostramos que vale (4.46) como querfamos, y obtenemos el decaimiento precisado
en este caso.

En el caso 2. necesitaremos un andlisis mas minucioso, pues pasara que P podra ser
cercano a 0 para algunas proporciones x; j, y deberemos ver entonces que el orden de P

log(n)

n
de nuestra cota para el exponente supere al orden de la cota para los niimeros combinatorios.

coincide con el orden de @ + R como polinomios en las proporciones para que el orden

Con ese objetivo en mente, expresamos a P, () vy R en términos de las variables que

estaran proximas a 0, reemplazando x1 9 = % —T11y T22 = % — 71,1 para obtener

1 1
P=— axil —2bxy 1701 — ax%l + Eaxl’l + 5&3:2,1, (4.51)
4
Q= 863:%1332,1 + 8bx171x371 - gaa:il - bx%,l (4.52)
14 2
— gbfl,lle — gax%l — bx%l + gaxu
+ 1b + 2 + 1b
9 T1,1 3a$2,1 B X2.1,
R=— 8b2m%’1x2,1 - 852.1'1’133%71 + azzil + b2x%71 (4.53)
1
+ 4b2x171x271 + a%%l + 6251,’%71 — §a2x1’1
1 1 1
- §b2x171 — §a2x2’1 — 552332,1.

A continuacion definimos Pj, Q1 como la suma de los monomios de grado 1 en Py @)

respectivamente,
1 1
P :§GI171 -+ 5@1’271 (4.54)
2 1 2 1
Q1 :gal’Ll + 5()13171 + gale + ible. (4.55)

La intuicién al realizar esto es que para proporciones x11 y 12 cercanas a 0, al no tener

P . ( ) o ‘ log(n)
término independiente serd que P sera cercano a Pp y () a Q1; mds ain ademds @ + R— —

también serd cercano a ()1 y asi mediante P; y ()1 entenderemos el exponente en la cota de
Bernstein.

En efecto, podremos formalizar la intucion mediante el Lema 4.2.4 como detallaremos a
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continuacién. Primero, expresamos a Py @) + R% en términos de P, y Q1:
P—P
P=p (1 + 1) (4.56)
1
1 — R1
Q+R Og( ) _o, (1 L@ B Og(”)> . (4.57)
@1 Q1 n

A continuacién, notamos que los coeficientes de P} y Q1 son todos positivos, P(0) = Q(0) =
R(0) = P1(0) = Q1(0) = 0, P1(z) = 0 solamente cuando x = 0 para proporciones en el
primer cuadrante y analogamente Q1 (z) = 0 solamente cuando x = 0 para proporciones en
el primer cuadrante, y por tltimo como P; y ()1 tienen como monomios a multiplos de x e y
vale que P, @ y R se expresan como combinacién lineal de polinomios por estos monomios:
asi estamos en las condiciones del Lema 4.2.4. Haciendo uso de dicho lema podremos mostrar
que para valores de ¢ suficientemente chicos sera que (1 + £2P 1) (1 + Qth + & log(n )>

Q1 n
son cercanos a 1, pues valen que

P(x11,221) — Pi(x11,2
sup { (211, 221) COREL Y } — 0, (4.58)
71,1,72,1<€ Py (1'1,17 552,1) e—=0
que
T11,%21) — 11,
{ Q(x11,221) — Q1(x1,1,72,1) } o (4.59)
21,1,22, 1<6 Ql(lﬁl,l, :C271) e—0
y que
11,
sup { EUCARTLENVE } < 00; (4.60)
r1,1,72,1<€ Q1 331,1;552,1)
agregamos que como % es acotado obtendremos que para valores suficientemente grandes

log(n ‘ . . . . .
de n, & grg ) ser4 uniformemente chico en las proporciones. Combinando todo lo anterior,

obtenemos que para constantes C7 < 1 < Cy tan proximas a 1 como se quiera, podremos

hallar € > 0 suficientemente chicos y n suficientemente grandes tales que

(P)? p? (P)?

1 < < Oy (4.61)
— log(n) —
Q1 Q + R 1
para todo x11,712 < €.
Pero luego como
n)? 1 1 3 5
(1) = (ax1,1 + aI2,1> 5 21(1:13171 * %61%2,1 T (4.62)
Q1 2 2 5ar11 + §bx171 + 5ax21 + §b$2’1
l
’“61 711 2% 1
sa+ 5b
2
(39)
:Bl ) 1
g& + ib

obtenemos al multiplicar por —%n log(n), como nos indica (4.37), y al combinar después con

(4.61) y ademés con la cota para los nimeros combinatorios en (4.35) que cada término en la
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suma (4.34) correspondiente al caso 2. puede controlarse por la siguiente expresion, si € > 0

es suficientemente chico, C' < 1 es una constante a eleccién y n es suficientemente grande:

n 5, 1 E? 4.63
ex I )
<X1,1> <X2,1> b 2y Mp "
3
2
1
log(n)+1 1 2¢
<2exp | log(n) (X11+ X2.1) i)(g()n) _202(a2—f—)1b
30T 35

Entonces analogamente al caso 1. tendremos que la cota es o (n‘2) cuando

1)’
log(n) +1 1, (39) < _9 (4.64)

1
X X - =
(X114 X21) log(n) 2 %a + %b

que una vez mas podremos ver de la misma manera que ocurre para a suficientemente grande.

En el caso 3., nuevamente tendremos que hacer un analisis més exhaustivo y procedere-
mos como en el caso 2., adoptando notacion idéntica. Tendremos que, y esta vez expresados
en términos de x12 y @21 que son las proporciones que seran chicas ahora, P, () y R seran

de la forma:

1 1
P=— ax%yQ + 201 2721 — ax%l + 50012 + 50021 — bra 1, (4.65)
4
Q= 8b$%’2£€2,1 — bel,gx%l - gax%g - bx%Q (4.66)

10 4 2
— Ebl’l,zxg’l — gax%l + 3bx%71 + 5&1'1’2

1 2 1
+ 51):17172 + -aroq + 66372,1,

3
R=— Sb2xi2x2,1 + 8b2x172x%’1 + a2x%72 + b2$%,2 (4.67)
1
+ 4b2x1,2x271 + an%’l — 3b2x%’1 — §a2x172
1 1 1
- 55%1,2 - §a2$2,1 — §b2$2,1,
y asi P; y Q1 seran de la forma
1 1
P :§aac172 + (2CL — b) 2,1, (4.68)
2 1 2 1
Q1 = (3& + Qb) r12 + (3(1 + 6b> r21- (4.69)

Notando que P; y Q1 tienen coeficientes no negativos pues 2a > b y que una vez mas se
verifican las hipétesis del Lema 4.2.4, podremos usarlo esta vez junto con el Lema 4.2.5

para ver que para cualquier constante C' < 1 podremos hallar € suficientemente chico y n
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suficientemente grande tales que

P2 Py
o = o
(%axm + (%a - b) x2,1)2
o+ B)mve-+ (o 41) 7
(10-0)°

>(C T
= (ZELQ—}—LEQJ) %CL"‘%[)

Asi en definitiva obtenemos que al escalar multiplicando por —%nlog(n) como indica (4.37)

podremos controlar el exponente de la cota de Bernstein como a continuaciéon

2
1 E? 1 sa—b
_57]\4 < — 5 log(n)(XLg + Xg,l) O<221)b , (4.71)
V4 =E 3013
3
y entonces cada término en (4.34) correspondiente al caso 3. puede acotarse por la siguiente
expresion
3 3 1 E?
2 2 )2 — 4.72
<X1,1> <X2,1> I 47

V+—-F
+3

2
1
log(n) +1 1 (3a—0)
<92 1 X X ——— — U5

<2exp | log(n) (X124 X21) log(n) 20 %a+%b ;

y para a — 2b suficientemente grande obtenemos que cada término serd o (n_2) de manera

analoga a los casos previos. |

Habiendo mostrado la consistencia para el corte de Cheeger, continuaremos en la siguiente

seccién demostrandola para el corte ratio.

4.3 Consistencia para el minimizante del corte ratio

Como adelantamos, tendremos un resultado andlogo para el corte ratio:

[4.3.1] Teorema: Consistencia fuerte de una realizacién de corte ratio mini-
ma

Sea G ~ SBM (n, 2, (n;)1<i<2, Pn, ¢n) donde p, = a% Y qn = b% paraa >b >0
nimeros positivos. Supongamos ademas que n; = Q) (n) para cada 1 <[ < 2.

Luego, si a — b es suficientemente grande, vale que éRC es un estimador fuertemente

consistente de C.

La demostracion usa las mismas técnicas que ya usamos para mostrar el Teorema 4.2.1,
pudiendo determinar que no necesitamos restringirnos a particiones balanceadas. Sin em-

bargo, ademéas cuenta con la particularidad de que, debido a la simetria que presenta el
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corte ratio, podremos demostrar la consistencia fuerte para el modelo general con tamanos
de comunidades fijas en vez que solamente para el modelo balanceado. Aun asi, como las
ideas ya fueron presentadas anteriormente remitiremos para las demostraciones al anexo A.2.
Mencionamos ademas que la condicion de que los tamanos de las comunidades sean asintoti-
camente lineales es necesaria en la demostracion pero ademas refleja que si las comunidades
fuesen demasiado chicas entonces los factores que ponemos para balancearlas terminarian

logrando el efecto contrario y no tendriamos una estimacion exacta.

Por otro lado, una segunda y tultima particularidad es que al haber mostrado que el
resultado vale para una gama amplia de tamanos de comunidades fijos, podremos extender
el teorema anterior al modelo SBM general en el cual sorteamos la comunidad de cada nodo

individualmente, como detallaremos en el siguiente teorema:

[4.3.2] Teorema: Consistencia fuerte del estimador de corte ratio en el caso
general

Sea G ~ SBM (n,2, m¢,pn,qn) donde p, = a% Y Gn = b% para a > b > 0
nimeros positivos.

Luego, si a — b es suficientemente grande vale que éRC es un estimador fuertemente

consistente de C.

Demostracion. Primero, notamos que por la Observacién 2.4.4 sabemos que n; = npp, (1) +
@ (nl2ﬁ> para cada comunidad [ con probabilidad més alta que 1 — O (n™°), en particular

1 —o0(1), fijo e > 0 suficientemente chico.

Llamemos luego en esta demostracién para cada vector (1y)i<i<k € ]Nl(‘j con tamanos

para las comunidades, que cumpla ademés que chzl n; = n, Aj al evento dado por
a={n =10 paracada 1 <1<k}, (4.73)

y digamos que (1i;)1<;<k es admisible si vale que [0 — npp,, (1) < ni para cada n € IN
suficientemente grande y para cada 1 < [ < k. Notemos que si (fij)1<;<x no es admisible

luego valdra que en particular 1i; # npp, (1) + O (nl%)

Entonces mediante la ley de probabildad total obtenemos que, ademas separando los
casos que ya notamos que son poco probables, podemos mostrar que la probabilidad de

que haya algtin error en la prediccion es asintoticamente arbitrariamente chica y tendremos
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consistencia fuerte, como queriamos mostrar. En efecto:

P ({ coincidencia (CARC, C) #n }) (4.74)
< > P ({ coincidencia (@RC,C) #£n } ’Aﬁ) -IP (Az)

(fiy)1<1<k admisible

+P ({ ny # npme (1) + O (”1;5) }>
< MAxX { P ({ coincidencia (CARC, C) #n } ‘ Aﬁ) }

(f7)1<i<k admisible

+P <{ ny # npme (1) + O (nlgs) })

So (1),
donde la cota para el orden del primer término se deduce de que vale que
P ({ coincidencia (éRc, C) #n } ‘ Aﬁ) =o0(1) (4.75)

para cada n admisible usando el Teorema 4.3.1.

Aclaramos en este sentido que podemos asegurar las cotas fijo a — b suficientemente
grande para cada f admisible, porque podremos acotar uniformente sobre los fi admisibles
los tamarios 1;. M4s precisamente, al ser en ese caso [ — npm, (1)] < ni paracadal <[ <k,

tendremos que

<pmc(l) —n" (4.76)

=
SN—
3
IN
E!
IN
<
3
aQ
_|_
3|
NI
N—
N

lo cual muestra lo afirmado. [ |

Finalizaremos entonces nuestro estudio de estimadores por cortes minimos dando paso a
las notas en las cuales elaboramos sobre posibles generalizaciones, relaciones con los estima-
dores espectrales y las limitaciones técnicas que resta sortear para que podamos generalizar
el resultado de cortes de Cheeger al modelo SBM como pudimos hacer con el corte ratio.

A continuacion, en el préximo capitulo introduciremos una variante para el modelo esto-
castico de bloques en contextos semi-supervisados, y una nueva familia de estimadores para

encarar el problema de deteccion de comunidades en este caso.

4.4 Notas

[4.4.1] Nota: Los estimadores de corte ratio y corte de Cheeger en la literatura
En [vLO7] se deduce que el corte ratio es equivalente es equivalente a una versiéon de los
métodos espectrales que estudiamos en la seccién 3.3. Alli en particular se discuten estrategias
analiticas para demostrar la consistencia de estas minimizaciones de corte pero motivadas

principalmente por grafos geométricos.

[4.4.2] Nota: Otras variantes, y generalizaciones a més que 2 comunidades

El corte de Cheeger y el corte ratio 4.1.3 no son las tnicas variantes de minima biseccién para



74 4.4. Notas

penalizar particiones desbalanceadas. Por ejemplo, existen también los cortes normalizados,
donde se penaliza ademas que el subconjunto elegido no tenga una densidad de aristas alta
al dividir en lugar de por el cardinal, por el volumen de cada conjunto en la particion - este
consiste, para cada comunidad estimada, en la cantidad de aristas dentro de ella.

Otro aspecto en el que se podria generalizar es en cuanto a la cantidad de comunidades.
Mientras que la nociéon de corte cuenta con una definicion méas aceptada, no es asi para los
cortes de Cheeger. Sin embargo, han sido estudiadas en la literatura en ciertas ocasiones,

especialmente en el contexto de grafos geométricos.

[4.4.3] Nota: Dificultades al extender los resultados para el corte de Cheeger
al caso general
Mencionamos aqui que intentamos de extender los resultados que encontramos para el corte
de Cheeger al caso general. Lamentablemente, al contar con comunidades no exactamente
balanceadas ocurre que, utilizando notacion de la demostracion del Teorema 4.2.1, tanto P
como @ + R% pueden contar con un término independiente que depende de la diferencia
entre las proporciones de nodos que tiene cada comunidad as — a1 pero no depende de las
proporciones z; ;. Esto lleva a que no pueda utilizarse la estrategia empleada en la demos-
tracion y queda pendiente un estudio méas detallado de como generalizar los resultados a este

contexto.
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armonicas

5.1 Motivaciéon, funciones armoénicas y paseos aleatorios

En los Capitulos 3 y 4 introdujimos algunos métodos para realizar deteccién de comu-
nidades en modelos SBM, incluso algunos 6ptimos desde el punto de vista del uso de la
informacion disponible para realizar dicha deteccién. Todas tenian en comun que antes de
realizar la prediccién la tnica informacion que se tenia del modelo era el grafo (y los tamatios
de las comunidades en caso de condicionar a que tenian tamaiio fijo como en el modelo balan-
ceado). {Qué pasa si, antes de realizar la estimacién, contamos con un poco de informacién
acerca de las comunidades?

Podemos inspirarnos de algunos razonamientos en cierto sentido naturales, que nos limi-

taremos a presentar en lenguaje natural por ahora y formalizaremos luego:

[5.1.1] Observacién: Juegos de “tira y afloja”

Supongamos que tenemos un grupo grande de gente, partido en dos comunidades de
tamanos considerables, 1 y 2. Debido al tamano de las comunidades, no se conocen
todos sus miembros entre si dentro de cada comunidad, pero en general las personas
conocen mas gente dentro de sus respectivas comunidades que fuera de ellas. Si ahora
conociésemos algunas pocas personas destacadas dentro de cada comunidad, jcémo
podriamos predecir a qué comunidad pertenece el resto?

Esta situacién naturalmente puede ser modelada mediante un grafo, donde los nodos
son las personas y hay una arista entre cada par de personas que se conocen. Como
intuicién, para cada persona podriamos ver qué ocurre con sus conocidos: como conoce
mas gente dentro de su comunidad, podriamos decir que la comunidad de cada uno es
la de la mayoria de sus vecinos, que es una idea que ya aparecié previamente en este
trabajo. Sin embargo, no conocemos la comunidad de mucha gente, asi que no vamos
a poder decidir tan simplemente por mayoria.

En este contexto, una idea superadora es ir eligiendo sucesivamente un conocido, y un
conocido del conocido, y asi continuar hasta llegar a una de las personas destacadas,
confiando en que cada persona deberia ser mas cercana a las personas destacadas

de su propia comunidad que de las de la comunidad ajena. Para evitar las malas
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rachas, podemos realizar esta secuencia una buena cantidad de veces, y la proporcion
de intentos en los que llegamos desde cada persona hacia alguno de los referentes de
su comunidad deberia ser mayor que la proporciéon de veces que llegamos a los de la
comunidad ajena. En este sentido, la ley de los grandes niimeros nos diria que lo que
queremos es comparar las probabilidades de que se llegue primero a una persona de la
propia comunidad contra las probabilidades de llegar primero a una persona de alguna
comunidad diferente. Es precisamente mediante aquellas probabilidades que podremos
estimar las comunidades.

En la figura 5.1 se realiza este procedimiento para dos de las personas en el grafo,
donde sabemos que 1 pertenece a la comunidad roja y 2 a la azul. Al llegar en general
antes a 1 desde i, lo clasificamos a la comunidad roja, y andlogamente al llegar antes a
2 desde j, lo clasificamos a la comunidad azul. Repitiendo este proceso, en color quedan
marcadas las comunidades estimadas que podrian resultar de hacer una prediccion de

esta manera.

)

Figura 5.1: El estimador por extensiones armoénicas como un juego de “tira y afloja”.

[5.1.2] Observacién: Modelo del votante

Consideremos ahora unas elecciones entre dos partidos, que llamaremos 1 y 2, en las

cuales participarda una gran cantidad de votantes. Podemos armar con ellos un grafo,
donde cada votante es un nodo y agregamos aristas entre dos votantes si se tratan entre
si. Inicialmente cada votante tiene una preferencia por alguno de los dos partidos, pero

a medida que pasa el tiempo, al comentar sus preferencias con sus conocidos, pueden
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cambiar de opinién al ser convencidos por alguno de ellos. Eso si: estan los miembros de
cada partido que, desde ya, nunca cambiaran su parecer y siempre preferiran su partido.
En estas condiciones: jcémo podriamos estimar la preferencia de cada persona?

En primer lugar, para los miembros de los partidos politicos esta claro que debemos
predecir el partido al cual estan afiliados.

Pensando ahora en el resto de los votantes, sabemos que a lo largo del tiempo su
opinién va a cambiar de acuerdo a la opiniéon de su entorno, y en nuestra prediccion
deberiamos tener esto en cuenta. Una vez mas, el entorno a su vez dependerd de otros
entornos, y como estas inter-relaciones se vuelven complejas se vuelve necesaria alguna
manera elegante de capturarlas.

Podemos luego pensar en una nocién que en cierto sentido implicitamente tenga en
cuenta esta red de dependencias: es aqui que podemos proponer mirar la proporcion
de tiempo que pasa cada votante prefiriendo cada partido. En efecto, las preferencias
del entorno de cada votante estan guiando qué tan seguido cambia su favor hacia cada
partido y luego determinaran las proporciones. Mirando intervalos de tiempo suficien-
temente grandes como para evitar malas rachas, obtenemos entonces una manera para

estimar la preferencia de cada votante.

Resulta que estas ideas desembocan en una misma estrategia para realizar las prediccio-
nes, porque en el fondo hay una nocién esencial que es que cada prediccién o preferencia
depende de las del entorno. ;Cémo definir nuestro estimador, y ver que estas estrategias
coinciden? Vamos a hacerlo como en el juego de “tira y afloje” discutido en la Observacién
5.1.1, y daremos en la Nota 5.6.5 algunas ideas que permitiran derivar la equivalencia entre
esta estrategia y la empleada en el modelo del votante que presentamos en la Observacién
5.1.2.

Antes de proceder con la definicién precisaremos entonces formalizar las intuiciones del
“tira y afloje”, y es asi que comencemos presentando los paseos al azar. Mientras que estos
deben su nombre a la interpretacion de realizar caminatas en un grafo de manera azarosa,
en nuestro caso nos permitiran entender el proceso de sucesivas elecciones de conocidos en

el juego:

[5.1.3] Definicion: Paseos al azar
Dado G = (V, E) un grafo, decimos que un proceso estocastico (X;)ien, €S un paseo

al azar en G si
1. para cada tiempo t, X; € V' es un nodo en el grafo, y

2. para cada tiempo ¢, { Xy, X;41 } es una arista en E.
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Mas aun, diremos que es un paseo al azar simétrico en G si vale que

1 .. .
Ty Sl ~ g1, ¥
. . d
P (Xip1 = isr1 | Xe = i) = { do80) '
0 Si no.

Si miramos con atencién como evoluciona el paseo al azar simétrico, notaremos que
cumple con una cierta propiedad de pérdida de memoria: para continuar una trayectoria
por el grafo a partir de cierto lugar no importa por donde ya se pased en el pasado, si no
que solamente importa el lugar desde donde estamos parados actualmente. Esta propiedad
caracteriza a los paseos al azar simétricos como cadenas de Markov, que nos permitird un gran
arsenal de herramientas tedricas para entender sus propiedades: de hecho, en este trabajo
nos concentraremos unicamente en paseos al azar que cumplan con esta propiedad, mas alla
de no ser quizas simétricos. Antes de elaborar més, introduciremos primero esta importante

clase de procesos estocasticos:

[5.1.4] Definicién: Cadenas de Markov

Diremos que un proceso estocastico (Xy)nen, €s una cadena de Markov en el
espacio de estados I, con distribucién inicial i y probabilidades de transiciéon
P c[0,1]7% si

» P{Xo=140}) =n{{io}) paracadaip €I,y

= para cada n € IN y para cada 1i9,...,0,41 € [ tales que
P({X;=14;,0<j<n}) >0 vale que

P ({ Xos1 = ins1 H{X; =i;,0 < j <n}) (5.2
:]P({Xn—l-l :in+1}|{X :Zn})
= P ipin

En este caso notaremos (X,,), ~ Markov (u, P).
Ademas, escribiremos IP; y [E; para las probabilidades y las esperanzas asociadas a la

cadena cuando la distribucion inicial p indique que { Xo = ¢ } ocurre casi seguramente.

No es el foco de este trabajo presentar la teoria de estos procesos exhaustivamente, asi
que nos limitaremos a nombrar las propiedades que nos son relevantes; en particular nos

restringiremos al caso de espacios de estados finitos y a tiempos discretos.

Ahora si, volviendo a la Observacién 5.1.1 y los juegos de “tira y afloja”, introducire-
mos los tiempos de parada, que nos permitiran formalizar qué significa parar el proceso de

seleccion de conocidos al llegar a una persona a la cual le conocemos la comunidad:
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[5.1.5] Definicién: Tiempos de parada y tiempos de primera visita

Dada (X;)¢>0 una cadena de Markov en el espacio de probabilidad (Q, F,P), decimos
que una variable aleatoria T € INg U { 0o } en ese espacio es un tiempo de parada
para (X¢)¢>0 cuando vale que {T =n} € o(X1,...,X,), es decir que { T = n } solo
depende de X1,...,X,, para cada n € INy.

Cuando T es un tiempo de parada para (X;)ien, que cumple que { 7' < oo } ocurre

casi seguramente, definiremos a la cadena a tiempo T como
Xr(w) = Xp() (w) (5.3)

para cada w € Q).

Ademas, definiremos 7, el tiempo de primera visita a ) C J C I como

infi>0{ Xy € J} siexistet >0 tal que Xy € J,y

0 en caso contrario.

Una primera y necesaria observacion es que esta vez los nombres no enganan, y los

tiempos de visita efectivamente son tiempos de parada:

[5.1.6] Observacién: Los tiempos de primera visita son tiempos de parada

Sea (X¢)ieN, ~ Markov (, P) con espacio de estados I, y sea 7 el tiempo de primera
visita a ) € J C I. Luego, podemos ver que 7; depende tinicamente de los primeros

estados de la cadena, pues para cada n € INg vale que
{rj=n}={Xo¢ J, X1 ¢ J,.... Xp1&J,Xne€J}. (5.5)

En consecuencia valdra que 7; efectivamente es un tiempo de parada.

Para poder realizar nuestras predicciones, necesitaremos luego estudiar qué ocurre con X,
para 7 el tiempo de primera visita a las personas conocidas. Sera esencial entender entonces
qué ocurre con las cadenas de Markov a tiempos aleatorios, y aqui la propiedad fuerte de
Markov es esencial, extendiendo la nocién de pérdida de memoria también a tiempos de

parada:

[5.1.7] Teorema: Propiedad fuerte de Markov - [Nor98, Teorema 1.4.2.]

Sea (X¢)teN, ~ Markov(p, P) y consideremos 7' un tiempo de parada para la cadena.
Luego, condicionando a que T" < oo y que X7 = ¢ tenemos que valen ambas que
(X7+¢)teN, es una cadena de Markov con distribucién Markov (d;, P), es decir co-

menzando en ¢ casi seguramente, y que es independiente de Xo, ..., Xp.

Ahora bien, para poder contar con X; bien definido y poder usar la propiedad fuerte de
Markov precisaremos encontrar en tiempo finito a las personas destacadas. Para convencernos

de que esto efectivamente ocurrira podemos estudiar qué tan frecuentemente son visitados los
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estados durante un paseo al azar, para lo cual precisaremos introducir algunas definiciones

complementarias:

[5.1.8] Definicién: Estados recurrentes, transitorios y cadenas de Markov

irreducibles
Dada (X;)¢>0 ~ Markov (i, P) en el espacio de estados I, cada estado i € I se dice

recurrente si

IP; ({ X¢ = ¢ para infinitos t € Ng }) = 1 (5.6)
y transitorio si

IP; ({ X¢ = ¢ para infinitos t € Np }) = 0. (5.7)

Mas atn, diremos que la cadena de Markov es recurrente, o transitoria, si todo estado
en ella lo es.

Diremos que una cadena de Markov con matriz de transiciones P es irreducible
cuando para cada par de estados 7, j € [ existe un camino ¢ = ig,1,...,iy = J de ¢
a j tal que P;, ,;, > 0 para cada 1 <t < N, o equivalentemente cuando existe ¢ € IN
tal que (P'); ; > 0.

Ahora si, ya podemos introducir un primer resultado para entender qué tan frecuentes

son las visitas a cada estado es que en cadenas de Markov, que nos dirda que cada uno o bien

es recurrente o bien es transitorio:

[5.1.9] Teorema: Los estados son o bien recurrentes o bien transitorios -
[Nor98, Teorema 1.5.3.]
Sea (X¢)i>0 ~ Markov (i, P) una cadena de Markov en un espacio de estados I.

Luego, si ¢ € I vale que o bien 7 es recurrente o bien ¢ es transitorio.

Mas atn, con esta caracterizacion a disposicion podremos mostrar que en una cadena

irreducible y finita los tiempos de primera visita a cualquier estado fijo son casi seguramente

finitos:

[5.1.10] Teorema: Propiedades de cadenas de Markov irreducibles en espa-
cios de estados finitos - [Nor98, Teoremas 1.5.6. y 1.5.7.]
Sea (X;)¢>0 ~ Markov (i, P) una cadena de Markov irreducible en un espacio de

estados [ finito.

Luego, vale que todo estado ¢ € I es recurrente, y para cada ¢,j € [ vale que

P; ({T{j}<oo}):1. (5.8)

Por 1ltimo, solo basta notar que, como adelantamos, los paseos al azar que estudiare-

mos cumplen con los requisitos tedricos y entonces tienen tiempos de primera visita casi
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seguramente finitos:

[6.1.11] Proposicién: Los tiempos de primera visita son casi seguramente

finitos para paseos al azar irreducibles en grafos finitos

Sea G = (V, E) un grafo finito. Luego, si (X;)ien, ~ Markov (i, P) es una cadena
de Markov irreducible que ademas es un paseo al azar en GG, vale que sera recurrente
y todo tiempo de primera visita serd finito casi seguramente.

En particular, si G es conexo, el paseo al azar simétrico en G es recurrente y tiene

tiempos de primera visita finitos casi seguramente.

Demostracién. Lo primero es consecuencia directa del Teorema 5.1.10, notando que si () C
J C I luego vale que 77 es finito al acotar, fijando j € J, de la siguiente manera:
P({rj<00})=> Pi({ryj<oc})P({Xo=i}) (5.9)
il

ZZ;IPi {ry <o )P Xo=1i})
=2 L P({Xo=i})

el
=1.

Luego solo resta estudiar el caso del paseo al azar simétrico en GG un grafo conexo. Bastara
ver que estamos nuevamente en las condiciones del teorema, habiendo aclarado ya en (5.9)
que todo tiempo de primera visita sera finito casi seguramente en esas circunstancias. Pero
como tenemos que ser irreducible equivale a que haya un camino entre cada par de nodos
1,7 € I, 1o cual ocurre pues G es conexo, mostramos lo afirmado. En efecto, esta equivalencia
se debe a que como para cada { v,w } € E arista vale que P, ,, = @ > 0, obtendremos
que cada camino entre ¢ y j tendra probabilidad positiva de ocurrir y luego basta hallar
para cada par de nodos uno solo; por otro lado ser irreducible implica que entre cada par de
nodos i y j existe un camino con probabilidad positiva de ocurrir, y en particular nos da la

existencia de un camino entre ellos. [ |

Volviendo a las Observaciones 5.1.1 y 5.1.2, nos queda solamente un ingrediente mas, que
es la nocién de del entorno con la que ambas estrategias contaban y que méas atun causaba
que coincidiesen. Esta se formalizarda mediante las que llamaremos funciones armonicas, y

mas generalmente (-armoénicas, en un grafo:

[5.1.12] Definicién: Funciones arménicas en un grafo
Sea G = (V, E) un grafo y fijemos W C V un subconjunto de nodos. Luego, diremos
que una funcién f : V — R es armoénica con condiciéon de borde g : W — R si

f0) - | T Te f0) svE Wy

g(v) siveW.

(5.10)

Mas generalmente, diremos que f es Q-armoénica con condicién de borde g en W
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si para () una matriz de transicién para una cadena de Markov en V vale que

f(v) _ > weV Qv,wf(w) S? vgE W,y (5‘11)
g(v) siveW.

En nuestro caso, nos interesara para realizar nuestras predicciones conseguir funciones
armonicas que preserven la informacion que conocemos, de los nodos a los cuales les conoce-
mos la comunidad. Eso se traducird en buscar extensiones armoénicas, que afortunadamente
podemos mostrar que siempre vamos a poder encontrar. De hecho, y retomando los juegos
de “tira y afloja” en la Observaciéon 5.1.1, esa misma estrategia nos hallara las extensiones,

como desarrollaremos a continuacion:

[5.1.13] Proposicién: Extensiones arménicas

Dado G = (V, E) un grafo con un subconjunto de nodos distinguidos W C V' y una
funcién g : W — R, definimos a f en V' \ W como:

F(@) = Ei [9(Xny )] (5.12)

donde (X;)¢>0 es un paseo aleatorio simétrico en G empezando en i y para 7 el tiempo

de primera visita a W,
TW:%Izl(f){Xt eW}h. (5.13)

Luego, f : V — R es una funcién armonica, con condicion de borde g en W. Mas atn,
f es la tnica funcién que verifica esta propiedad.

Mas generalmente, si () es una matriz de probabilidades de transicién para una cadena
de Markov en V' entonces también existe una tinica extension (J-armoénica para g que
va a estar dada por la misma férmula f pero donde las transiciones de (X;)ienN, estdn

dadas por Q.

Demostracion. En primer lugar, notemos que f esta bien definida porque 7y es finito casi
seguramente, por la Proposiciéon 5.1.11.

Veamos ahora que f es armoénica. En efecto, si i ¢ W luego

f(i) =E; [g(XTW)] (5.14)
=> Ei[g(Xr ) {X1=7}HP{X1=j})
jri
1 .
:deg(z’) JZ:NZ]EZ [g(XTW)| { X1 =3}
1

_ﬁ ZIE‘J [g(XTW)]

deg(i
Zf

Jroi

deg(z
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Aclaramos que para la antetltima igualdad usamos que, por la propiedad fuerte de Markov
5.1.7, condicionar a que a tiempo 7" = 1 vale X7 = j obtenemos una nueva cadena de
Markov con las mismas probabilidades de transicion P pero empezando en j; aqui T = 1
es inmediatamente ademas un tiempo de parada. Ademas, como el nodo 7 no vivia en W,
condicionando a que a tiempo 1 estamos en j tendremos que el nodo X7, en el cual el paseo
se detiene sera el mismo empezando por ¢ a tiempo 0 o por j a tiempo 1. Por otro lado,
inmediatamente f = g en W, con lo cual obtenemos que f es armoénica en V' con condicién
de borde g en W.

Ademas, f es la tnica funcién que satisface la condicién. Para mostrar esto, primero
notaremos que f puede pensarse también como la solucién de un sistema de ecuaciones

lineales que podemos expresar como f = I1Q f + v, donde

1

Qij = mz‘li,j (5.15)

para A la matriz de adyacencia de GG, donde IT es la proyeccién a S el subespacio dado por
S = {x e RV ’ x; = 0 para cada i € W}, (5.16)
y donde v es al vector dado por

o = Iy ()G(i) = 4 ) STEWLy (5.17)

0 si no.

Luego, bastara ver que A =1 —T1() es inversible para ver que f es tnica.

Con este objetivo en mente veremos que A es definido positivo, con lo cual seré en parti-
cular monomorfismo y entonces como R#*Y es de dimensién finita también sers isomorfismo
e inversible y habremos mostrado la unicidad que queriamos. Asi, notemos primero que,

usando que (I1Q); e = 0si i € W, vale que:

(Az,z) =) (Az)z; (5.18)

eV
== Z 1322 + Z Z(I—HQ)Z'JZL’Z'.IJ'.
eW 1¢W jev

A continuacion, podemos trabajar con la segunda suma para obtener que, como 3= ey (I1Q);,; =
lsiig W,

Z (I - HQ)iJI’le = $12 — Z (HQ)Z"]'[EZ'I’]' = Z (HQ)Z,] (ZL‘ZQ - $Z’£Ej) (519)

JjeV JjeV JjeV
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y asi

> Y (A-TIQ)ijwixj = > Tyw(i)(1Q)i (z} — wix)) (5.20)

1¢W jeV eV jev

1
D) Z ]lV\W (I1Q); ,J( — ;%)
eV, jev
1
+5 2 hnw()IIQ);(af — mixy)
JEV eV
= 2 ;[HV\WU(HQ) 5+ Lw () (T1Q) ;] (27 — 2mi; +23)
eV, jev
1
= > B} []IV\W(i)(HQ)i,j +]1V\W(j)(HQ)j,i] (zi — ;)2
i€V jev

(5.21)

Combinando ambas cosas, tenemos que

(Az, ) Z a: + Z B [HV\W( J(I1Q)i 4 ‘HlV\W( ')(HQ)J’,Z} (2 —xj)2,

1eW eV, jev

que es no negativa.

Por otro lado, ademés podemos ver que (Az, x) = 0 solamente cuando x = 0. En primer
lugar, notamos que si (Az,z) = 0, entonces z; = 0 para cada i € W pues al ser una suma de
términos no negativos, cada término en la primera suma debe ser 0. A continuaciéon, notamos
que por conexion existe para cada ¢ ¢ W algin camino que termine en un nodo j € W,
digamos ¢ = in,iN_1,...,%0 = J, donde podremos suponer sin pérdida de generalidad que
iy ¢ W sit > 0 renombrando como ig = j al primer nodo en el camino partiendo de i que

viva en W. Notamos luego que Ty yy (i) (I1Q);,4,_, > 0 para cada 1 <¢ < N, y asi tenemos

it—1
que necesariamente (z;, — z;,_,)? = 0 al mirar el término correspondiente en la segunda
suma, que debe ser 0, y tendremos inductivamente que x;, = 0 para cada 1 <t < N. Esto
muestra que x = 0, y entonces la extension armoénica es Unica.

Al generalizar, las demostraciones son analogas, y debemos reemplazar mAz}j por Q;
cuando no estuviese hecho ya explicitamente. En el argumento de unicidad, lo que permite

hallar el camino para el argumento inductivo es la irreducibilidad en vez que la conexion. M

Con esto ya tenemos todas las preliminares necesarias, asi que sin mas preambulos pa-
saremos a estudiar los estimadores por extensiones armonicas, desarrollo original de la tesis,

que nos ocuparan el resto del capitulo.

5.2 El estimador por extensiones armoénicas para dos

comunidades balanceadas

Finalmente, definamos estimadores por extensiones armonicas. Comenzaremos por estu-
diarlos para dos comunidades balanceadas, en el espiritu de la Observaciéon 5.1.1, pero esto

es solamente para facilitar la intuicion; pasaremos al caso general en la Seccion 5.4:
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[5.2.1] Definicién: Estimador por extensiones armoénicas para dos comuni-
dades balanceadas

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, qn) una familia de modelos balanceados, y supongamos que
conocemos la comunidad de los nodos en I C V' y que G¢ es conexo con alta proba-
bilidad. Entonces, definimos el estimador por extensiones armoénicas para dos

comunidades balanceadas para C que notaremos éHEg para cada ¢ € V como
Crpz(i) = ¢ (signo (le)> , (5.22)

donde A es una extensién armoénica de Ny, — Ag,, para K; = K NC; para cada co-
munidad [, y donde ¢ es la funcién que manda ¢(z) = 1siz > 0y ¢(z) = 2 si

no.

Antes de seguir, un comentario técnico: el requisito de que los grafos sean conexos con
alta probabilidad nos va a garantizar que la extension armoénica que pedimos en la definicion
sea Unica. Si no, podria ser que hubiesen muchas posibles, si en alguna componente conexa
del grafo no contdsemos con una condicién de borde: en ese caso, podemos tomar i como
0 cuando hayan muchas posibilidades. En todo caso, vamos a poder trabajar suponiendo
que nuestros grafos son conexos al estudiar la precision, porque nos interesan resultados
asintoticos, y estaremos en las hipétesis del Teorema 2.4.8.

Volviendo a los estimadores por extensiones armonicas, podemos ver que codifican a cual
de las comunidades tiene mas cerca cada nodo. Para cada paseo al azar se le asignara un 1
si se llega antes a nodos de la comunidad 1 y un —1 si llega antes a nodos de la comunidad
2; el valor esperado nos dird qué referentes tiene mas cerca el nodo dependiendo del signo.
Podemos imaginarlo como una competencia entre los nodos distinguidos de cada comunidad

en ser visitados primero, como evidencia la siguiente observacion:

[5.2.2] Observacién: El estimador por extensiones arménicas para dos co-

munidades balanceadas como un “tira y afloja”
Tenemos que por la Proposicién 5.1.13, la extensién arménica h de I, =, : K= R

cumple que
hi = E; I, (Xre) = Ly (Xr0)] = Ei [Li, (X)) = B [, (Xr)] (5.23)

para cada i ¢ K.
Luego, si fijamos una comunidad [ y condicionamos por si 7, = 7k, o si 7, = T,

obtenemos que para cada i ¢ K vale que

E; (i, (Xre)] =E; (g, (Xoe) [{ 7, = 7} -Pi ({7, = 76 }) (5.24)
+ E; [Ie, (Xoe) {7, = H-Pi ({7, = 7 })

=P ({7, =7 })

y E; [Ix, (Xr )] es una medida de qué tan cerca esté el nodo i de los nodos distinguidos
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en K; comparado al resto de los nodos en K.

En particular, deducimos que

hi =P; ({7, = 7 }) =Pi ({7, = 7c })
vy es asi que h; nos da el resultado de la pulseada entre las personas conocidas de la
comunidad 1 y las personas conocidas de la comunidad 2 de mostrar que estan mas

cerca de 7, determinando el signo el resultado del “tira y afloje”.

Nos gustaria ahora convencernos rigurosamente de que, mas alla de que el método haya
surgido de manera muy natural, sus estimaciones son consistentes. Como hicimos en las
secciones 3.3, 3.4 y 3.5 al estudiar los métodos espectrales, una vez mas sera de utilidad
tedrica estudiar qué ocurre cuando trabajamos en vez que con el grafo empirico con el cual
contamos, con el grafo pesado que resulta de tomarle esperanza a la matriz de adyacencia,
comenzando como en la Observacion 3.3.1. Si ademés recuperasemos alguna manera de
asegurar que las soluciones empiricas se pareceran asintoticamente a las soluciones tedricas, y
estas fuesen suficientemente precisas, vamos a obtener la consistencia del estimador. Notamos
que como las extensiones armoénicas no son autovectores no vamos a tener a disposicion las
herramientas tedricas que si teniamos anteriormente y hara falta desarrollar las propias. Sin
embargo, el Teorema 3.3.4 que nos habla de cercania de matrices de adyacencia, y el Lema
3.5.4 que nos habla acerca de la vecindad de cada nodo volveran a jugar un papel importante

en este capitulo.

Antes de estudiar las soluciones tedricas, primero fijaremos un poco de notaciéon que nos

serda de utilidad en adelante:

[5.2.3] Notacién: Extensiones tedricas y empiricas, y nodos conocidos
Dado G¢ ~ BSBM (n, 2, py, ¢»), llamaremos nuevamente A a la matriz de adyacencia
del modelo, la matriz de adyacencia empirica, y A = IE {ﬂ a la esperanza de la matriz
de adyacencia, la matriz tedrica.

Llamaremos D a la matriz de grados, una matriz diagonal con 5“ = (Te\gn(z) para
cada nodo i, y llamaremos Q= D14 a la matriz de probabilidades de transicion de
un paseo aleatorio simétrico por G.

Como contrapartida, llamaremos D a la matriz diagonal de grados esperados, con
D;; = deg, (i) para cada nodo i. Ademds, notaremos @) = D7 1A a la matriz de
probabilidades de transicién tedrica, para un paseo aleatorio en el grafo completo.
Recordemos ademés que K es el subconjunto de los nodos a los cuales les conocemos
la comunidad, y que ademas IC; = C; N K son los nodos conocidos en la comunidad .
Luego, como en los resultados que siguen #K; sera constante en [, notaremos también
#K=gn)ye, = @ a la cantidad y la fraccion de nodos conocidos por comunidad

respectivamente.
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Por ultimo, llamaremos
S ={z € R"|x; =0 para cada i € £} (5.25)

y IT a la proyeccion a dicho subespacio.

Sera conveniente a lo largo del capitulo aprovechar que contaremos con expresiones matri-
ciales para lidiar con las extensiones armonicas. Condicionando convenientemente, podremos

lograr expresiones mas agradables, como observamos a continuacion:

[5.2.4] Observacién: Extensiones armoénicas en notacién matricial

Recordando la Proposicion 5.1.13, encontrar la extensién armoénica no es mas que
resolver un sistema de ecuaciones lineales. Para obtener expresiones agradables, en el
espiritu de la Observacion 2.4.7, podremos condicionar para fijar los nodos conocidos
ademas de los nodos de cada comunidad.

En efecto, basta entender el modelo fijando que los primeros § nodos forman C; y los
tltimos § forman C, y que los primeros g(n) nodos sean K1 y los tltimos § sean /Ca,
para obtener resultados para el modelo BSBM.

Podremos luego recordar que al ser una extensiéon armonica de Iy, — Iy, : £ — R
y como mencionamos en la demostracién 5.1.13, A serd solucién de un sistema de
ecuaciones. En este caso, verificamos que el sistema es A = IIQh + v para v que

codifica el dato de borde y estara dado segin como ordenamos los nodos por:

v=| 2790 | (5.26)

R A
y
Og(n)xg(n) Og(n)x (2-9(n)) Og(n)x (3 -g(n)) Og(n)xg(n)
0(2_ (n) In_ (n) On_ . 0(2—g(n))xg(n)
M- 2 —g(n))xg(n) 59 (3—9(n))x(%-g(n)) “(3-g(n))xg
O(3-9(m)xgtn) O(3-g(n))x(3-g(m) Ly _om) 0(3—g(n))xg(n)
Og(n) xg(n) o(n)x (2—g(n)) Og(n)x (3 -g(n)) 9(n)xg(n)

(5.28)

Ahora si, podemos hallar una férmula para la extensiéon armoénica tedrica, que una vez

mas distinguird correctamente los nodos de cada comunidad:
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[5.2.5] Lema: Extensiéon armoénica tedrica para dos comunidades balancea-
das

En la notacién de 5.2.3, y suponiendo que g(n) > 0, vale que la tinica solucién a
h =TIQh + v esta dada por

ey et
g\R)A\Pn=gn) _q, _g(n)(a=b) 4
— ngn+ (n)( n— n) 7_9(’”) _ nb+ (n)(a—b) 7_9(71)
b= ™ 0 Gaman) fn = __4ﬁiggtﬁLffn (5.29)
ngn+g(n)(pn—qn) ~ 2 —9(n) nb+g(n)(a—b) - 5—9(n)
~Ly(n) —Lym)

en bloques.

9(n) (Pn—an)
ngn+g(n)(Pn—qn)

C (i) = ¢ (signo (hy)) (5.30)

, el estimador dado por

En particular, como 0 <

detecta exactamente las comunidades.

Demostracion. Sabemos que h existe y es iinica porque podemos aplicar la Proposicion 5.1.13
para un paseo al azar en el grafo completo con matriz de probabilidades de transicién Q.
Luego, basta mostrar que h es solucién del sistema de ecuaciones para hallar la soluciéon
tedrica.

Para ello, propondremos h en bloques de la forma:

h = 3—9(n) (5.31)

para A € R y veremos que, despejando A, obtendremos la expresiéon deseada.
En efecto, tomando por ejemplo la ecuacién correspondiente a la coordenada g(n) + 1-

ésima de h = IIQh + v obtenemos que

g(n) 1

=y

— deg,, (7)

.)pn (532)

~

n_g(n) 1 n 1

> Meg 2

=241

y asi despejando A tendremos que

g(n) 1 n 1
\ 2i=1 dog, [P ~ Limn—g(n)+1 Tog, (1) In
n—g(n) 1

- 1 | (5.33)
2
1- Zz':g(n)+2 degn(i)pn o Zi:%-l-l deg,, (¢) dn
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que a su vez multiplicando arriba y abajo por deg,, (i) = (% — 1) Pn + (%) (n NOS permitird

obtener como queriamos que:

g(n)pn - g(n)qn
(B=Vpat(8)an] = (390 =) pa+ (3 —9(n) 0 (5.34)
— g(n) (pn - C]n)
ngn +g(n)(pn —aqn)’

)\ =

Continuando con la estrategia propuesta, nos queda entonces mostrar que la extension
armoénica empirica estara suficientemente cerca de la extension armoénica tedrica asintotica-

mente en n, cosa que haremos en la siguiente seccién.

5.3 Consistencia débil del estimador por extensiones armoénicas

Como ya comentarmos anteriormente, no tendremos a disposicion las herramientas tedri-
cas relacionadas con autovalores del Capitulo 3, asi que para mostrar la consistencia débil del
estimador tendremos que mostrar nuestra propia cota para la distancia entre las extensiones

empiricas y la tedrica:

[5.3.1] Proposicién: La solucién empirica se parece a la solucién teérica

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, qn) donde p, = a% Y qn = b@ son tales que a > b

i atb 4 — 1
son reales no negativos y que 5~ > L. Supongamos ademés que €, = w < M)

Luego, vale que

. 1
P(|h—n| <Ol——=]|hll,§]| >1-0(1). 5.35
<{ =, (m/log(n)) "l }) W o)

De aqui a la consistencia débil, un argumento analogo a 3.4.2 pero ahora usando la cota

del lema anterior completa la demostracion:

[5.3.2] Teorema: Consistencia débil del estimador por extensiones arménicas
para dos comunidades balanceadas éHEQ.
Sea G¢ ~ BSBM (n,2,pn, ¢,) una familia de modelos balanceados tales que p, =

a% Y Qn = b% para ciertos nimeros positivos a > b. Supongamos ademas que

a+b
2

> 1, y también ¢, = w L.
log(n)3
Luego, tendremos que el estimador Cggs es débilmente consistente.

Mas atn, el conjunto de nodos mal clasificados B (71) cumple que

P ({#(5(1) <0 () }) 21-00) (5.36)
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Demostracion. Llamemos B (i\L) al conjunto de nodos mal clasificados por nuestra estima-
cién, y veamos que tiene o (n) miembros con probabilidad alta.

Site B (ﬁ), entonces como C (i) # CrEs (1) tendremos que h; y h; tienen signos distintos,
h; — h;
que |hi] = @ (ey,) por el Lema 5.2.5 y ademds que

y asi necesariamente > |h;|. Luego, usando la cota que nos provee el Lema 5.3.1,

2
2 g(n)(a—1b)
115 = 20(0) + (0= 200) (O ) vy e S (630
tenemos que
n 2
2 V) < s 2 e a2 by o men 1
et (B(R) S |hi—hi h=h|, < Tl S Flogl] ~ siiogt)™ (5.38)

Luego podemos despejar que

#(B(h) S e =o(n), (5.39)

™~ e log(n)
como por hipétesis €3 log(n) — oo, lo cual muestra lo que querfamos. [
n 108 n—00

Ahora si, sin mas preambulos demostremos la Proposiciéon 5.3.1.

Demostracion. La demostracion es técnica, y consistira en acotar repetidas veces hasta obte-

ner la cota deseada. Aclaramos que, como “TH’ > 1, el grafo sera conexo con alta probabilidad

por el Teorema 2.4.8, y entonces supondremos que estamos trabajando con grafos conexos

durante la demostracion, o lo que es lo mismo, mostraremos que

A 1
P ({ G es conexo } N { Hh - hH2 <O (gnlog(n)) |1l }) >1—-0(1). (5.40)

Ademas, la dividiremos en pasos para facilitar su lectura.

Paso 1: en primer lugar, buscaremos llegar a la desigualdad
N 2 N N
en [h—h|, < |(h=n)(T-TIQ)(h - h)|. (5.41)

Para aquello, primero elevamos al cuadrado para tener un mejor manejo de la norma de

la diferencia y entonces podemos sumar y restar [1() para obtener

N

(h—h) (h—h) (5.42)
( .

R 2
h— th

>

— )1 -T1Q) (h — h) + (h— h)'TIQ(h — h).

Luego, como h — h € S tenemos que H(B —h) = h — h y entonces podemos acotar el segundo

término en (5.42) del siguiente modo:

(b= h)TIQ(h — h)| = |(h — h)'TIQIT(h — h)| < |ITIQIT], ||h — th . (5.43)
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Ahora bien, IIQIT puede expresarse en bloques como

0O O 0O O
0 Bl,l B1,2 0
_ -1
neu=p-t| U o (5.44)
0O O 0O O

para B una matriz en R(=29(n))x(n=29(n)) qada en bloques B! € R(&—9(0))x(5-9(n) por:

B tpn (J=1) sit=1,

= (5.45)
Gnd sit#£1;
es decir
0 pn Pnl| Gn Gn In
pn 0 ... DPnl @0 @ - Qn
. 0 o
B— Pn Pn dn dn dn (5.46)
n Gn --- Gn | O Dpn ... pn
Gn qn - Gn |Pn 0 ... pp
n Gn --- Gn |Pn ... pPn O

Llamamos 3, = (% —g(n) — 1) Pn + (% - g(n))) qn a la suma de los coeficientes en cada
fila de B. Luego notando que D~ = deg,, (1)1, porque el grado teérico es el mismo para
cada nodo, y que B%B tiene norma mas chica que 1 al ser una matriz estocéstica, pues sus

filas suman 1, valdra que

< b < 1 —ep. (5.47)
2

deg, (1) ™
Entonces acotando por arriba el segundo término en (5.42) por las cotas conseguidas en
(5.43) y (5.47), obtenemos que

Iner, < D71, 8,

1
—B
Bn

h— [, <|(h— )@ -T1Q)(h — h)| + (1 — &) A~ ][ (5.48)

con lo que restando el segundo término en ambos lados obtenemos la primera expresion
(5.41) que buscdbamos.

Paso 2: ahora buscaremos simplificar la cota en (5.41) atin més a
A 2 A ~ A
en [h— ||, <|(h = n)(T1Q - TIQ)A). (5.49)

En primer lugar, notamos que como h —h € S, luego (?L — h)'v = 0. Asf, como ademas
h =TIQh + v, (I-TIQ)h = v y entonces

|(h— )" (T-T1Q) (h — 1)

IA

+|(h = h)!(T-TIQ)h| (5.50)
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Anélogamente, también (I — @) v y podemos sumar y restar HQ para obtener
(h—m)N(T-TIQ)A h)! (1= TIQ)h| + | (h — n)!(T1Q — TIQ)h| (5.51)
h) (T1Q — TIQ)A/ .

<|(h-
=|(h -

Juntando ambas cotas, llegamos a la expresién (5.49) como queriamos.

Paso 3: Simplificamos una tltima vez partiendo de (5.49) para conseguir

en [ =nl, < D7, 4 - 4], 4], + >~ - D7 (5:52)
notando que como
MQ -TIQ =TID"(A— A)+ 11 (D' -~ D7) A (5.53)
podemos reemplazar en (5.49) y acotar
en |- th <|(h=n)'ID A~ A)+T1(D" = D7) A] i (5.54)

o (Il [ D7, |4 = Al o], + (D" — =) 4k

para obtener (5.52), donde usamos que IT al ser proyeccién tiene norma acotada por 1.

Paso 4: A continuacién a partir de (5.52) pasaremos a acotar cada término por cotas

1 2 . .- .
del orden O] HhH2 que valgan con suficientemente alta probabilidad para concluir el
resultado. En efecto, en ese caso tendremos que

< 1 <A

2 /log(n)

i ;

(5.55)

< — )+ ——— [l
2 log(n) 2 \/1og(n)

con lo cual agrupando las normas HIAI — hH2 vemos que existe alguna constante C' > 0 tal que

172l (5.56)

1 A 1
en—C—F———||lh—h| < C—F—F7—=—
( \/log(n)> = y/log(n)

y usando nuestra hipdtesis sabremos que &,,4/log(n) —Z o0 yen consecuencia tenemos que
n—oo

1 A 1
=1-C————= ] ||lh—h| <C————||h 5.57
( em/log(n)) H HQ ~ epy/log(n) 211 (5:57)

de lo cual se sigue la cota que queriamos demostrar.
Volviendo a la expresién en (5.52), acotaremos cada factor en el primer término. La matriz

(1—o(1)) ]|}

D! es diagonal con coeficientes D; il = degn(i)_1 para cada 1 <12 < n, con lo que su norma
estard dada por el mayor coeficiente en médulo entre ellos, correspondiente al minimo grado

de un nodo en el grafo Por la Proposicién 2.4.11 sabemos que cada grado es de orden log(n)

y luego HD 1H con probabilidad mayor que 1 — o (1). Ademads, el Teorema 3.3.4

2 ~ log( )’
nos garantiza que ’A—AH2 < y/log(n) con probabilidad 1 — o0 (1). Concluimos que con

probabilidad mayor que 1 — o (1) vale como queriamos ver que

D7, A= 4], 1m0, < gty V108 () ||h||2——||h||2. (5.58)
log log(n)
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Resta solamente acotar el segundo término en (5.52) con alta probabilidad. Un célculo

directo nos muestra que

deg, (i)—deg, (i) ) ci<n—
((D'— D7) Ah) = e @yes, ) I <ismmgln); (5.59)

7 .
0 si no.

para p; = Y. JECe) i pnﬁj + X jec, © qnﬁj. Ahora usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

y que a > b, obtenemos que

logn
NZD

Luego, usando el célculo explicito en (5.59) junto con estas cotas podemos ver que

—_ _ A , 1 —~ logn
(Bt 074 4], < i { e M- D)1, (52 ) - o

donde (D — D)1, no es més que la matriz diagonal que tiene la resta de los grados. Ahora

Ipil <a=—= |- (5.60)

h

bien, por el Lema 2.4.11, tanto deg,, (i) como deg, (i) son de orden log(n) con probabilidad

mayor que 1 — o (1), por lo que el maximo se acota por un factor de orden W. Mas aun,

usando que (5 — D) 1, = (/T — A) 1, v el Teorema 3.3.4 podremos acotar con probabilidad

mayor que 1 — o (n~") para conseguir que
[(5 = D)1, <[4 = Al 1 (5.6

< ylog(n)v/n.

Finalmente juntando todas estas cotas auxiliares y acotando en (5.61) obtendremos que con

probabilidad mayor que 1 — o (n~") vale que

—~ 5 1 log(n) |4
_ <
|11(B - D) 48, SRR (\/log(n)\/ﬁ) <a o 2) (5.63)
< —— il
log(n) " ™
lo que completa la demostracion. |

Habiendo mostrado que el estimador por extensiones armonicas para dos comunidades
balanceadas es débilmente consistente, nos resta como habiamos prometido pasar al caso
general con k comunidades no necesariamente balanceadas, que haremos en la siguiente
seccion. Esta generalizacion resultard interesante no solo por si misma si no que porque
nos permitird también mostrar resultados de consistencia débil para el modelo SBM y, mas

adelante, de consistencia fuerte.

5.4 El estimador por extensiones armoénicas en el caso general

Como adelantamos, buscaremos ahora estimadores por extensiones armoénicas pero para

una cantidad arbitraria £ de comunidades, y no necesariamente balanceadas. Para poder



94 5.4. El estimador por extensiones armoénicas en el caso general

generalizar correctamente, precisaremos una nocién de cercania a cada comunidad, lo cual nos
llevard a precisar extensiones arménicas en RF més que en la recta real, como discutiremos

a continuacién:

[5.4.1] Observacion: Generalizacién a k£ comunidades

Recordemos que el estimador por extensiones armonicas formaliza una competencia
entre los nodos conocidos de cada comunidad a ver cudles estan mas cerca de cada
nodo fijo. Un ejemplo claro de esto se halla en la Observacion 5.2.2; pues (5.25) nos

dice que

hi =P ({mc, <7y }) = Pi ({7, < 7%, })

para cada ¢ ¢ K. Sin embargo, mirando con cuidado las cuentas en dicha observacién
verificamos que la informacién fundamental que precisamos para poder conocer esta
diferencia es la probabilidad de que el paseo al azar visite primero los nodos en K;
antes que el resto de los nodos en K, para cada comunidad [, que deducimos en (5.24)

que esta dada por la féormula

E; []hcl (XTIC)] =1 H K = 7K H . (5.64)

Contando con estas cantidades, podremos en el espiritu del estimador para dos comu-
nidades balanceadas estimar que la comunidad mas cercana es aquella para la cual
esta probabilidad sea mas alta.

Naturalmente, esta informaciéon no se representa adecuadamente en una recta pues
consta de k cantidades distintas; tampoco podremos utilizar solamente una diferencia
porque esta nos ayudara a distinguir solamente entre dos comunidades, pero precisamos
distinguir entre cada par. Sin embargo, si podremos representarla en el espacio R”,

tomando

hig = Ei [, (Xr)] =P [{ ic, = 7 |- (5.65)

Maés atn, recordando que también podemos pensar en extensiones armonicas pa-
ra funciones que llegan alli, tendremos que h; o serd la extensiéon armoénica a V' de
Zle lce : K — R”*, donde ey, ..., e; es la base canénica de R*. En efecto, como

para cada ¢ € V vale que
A ko k k
h@. = Z hi,lel = ZIEZ [LC;(XTK)] €] = ]Ei Z]l]cl (XT;C)GZ 5 (5.66)
=1 =1 =1

la Proposiciéon 5.1.13 nos garantiza que esta es la Unica extensiéon armoénica con esta

condicién de borde al estar dada por la férmula correcta.

Queda entonces motivado que la siguiente es una forma natural de generalizar el estima-
dor:
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[5.4.2] Definicién: Estimador por extensiones armoénicas en el caso general
Sea G¢ una familia de modelos estocasticos de bloques con k comunidades, y supon-
gamos que conocemos la comunidad de los nodos en KL C V' y que G¢ son conexos con
alta probabilidad. Entonces, definimos el estimador por extensiones armodnicas

para C que notaremos Cyxg, para cada ¢ € V' como

Crg (i) = argmin{ Hel — Do } = argmax { ?Li,l }, (5.67)
1<I<k 2 1<i<k
donde h es una extensién armoénica a V de Zle T, - K — R, para ey, ..., e la

base canénica de RF.

Una vez mas, el requisito de que los modelos sean conexos con alta probabilidad es para
garantizar la unicidad para la extensién arménica, que podemos tomar como i = 0 en otro
caso, y que nuevamente resultard meramente en algunas aclaraciones en las demostraciones.
Antes de seguir, podemos convencernos de que ambas maneras de definir el estimador son,

en efecto, equivalentes:

[5.4.3] Observaciéon: Equivalencia entre las dos nociones de cercania para el

estimador por extensiones armonicas en el caso general

Notemos que fzu € [0,1] para cadai € V y 1 <[ < k porque ilz'J es la esperanza de
una funciéon que vive entre 0 y 1.

Luego, mostremos la igualdad en la definicién 5.4.2 viendo que Bi,l < Bz}l’ si y solo si
Hel — ?Li,. ) > Hez/ - ili,.

usando diferencia de cuadrados para simplificar la expresion, obtenemos que

. En efecto, desarrollando las normas al cuadrado y después

N 2 a 2
e = o, = [|e = Pie (5.68)
k ~ ~ k ~ .
= > R, +Q-h)*| - X R4+ 1-hy)
t=1,t#1 t=1tAl
= [Azl/ — iL?J} - [(1 — Bi,l)z — (1 = iLi’l/)Z}
= (ili,l’ - ]/\Iz,l)(ilz,l’ + ?lz l) + [(1 - ;\lz,l) - (1 - ﬁi,l’)][(l - Bz,l) + (1 - ﬁz,l’)]
- (;Li,l’ — hz,l)[(ﬁz,l’ + hz l) + (2 - h’ll - hi,l’)]
= Q(Bi,l/ - ?szl)

a partir de lo cual se deduce inmediatamente lo que queriamos ver.

Retomando la intuiciéon que de esta manera conservamos pulseadas individuales entre
comunidades, en la siguiente observacion formalizaremos aquello y mostraremos la relacion

entre esta generalizacion y el estimador que estudiamos en las secciones anteriores:
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[5.4.4] Observacién: Relacién entre el estimador por extensiones arménicas
para dos comunidades balanceadas y el estimador en el caso general
Tomemos la transformacién lineal 7' : R? — R dada por T'(z1,x2) = 21 — 2o.
Llamemos esta vez f a la extensién arménica en 5.2.1 y h a la extensién arménica en
la definicién general 5.4.2 y valdra que f; = T'(h;,) para cadai € V.

En efecto, tenemos que basta mostrar que i +— T'(h;4) es una extensién arménica de
ive
Por un lado, tenemos que si i € K; vale que hje = €; y asi T(h;e) = (—1)"*! para

. — I, : K = R usando que mostramos su unicidad en la Proposicién 5.1.13.
cada 1 <[ < 2, como queriamos ver.

Por otro lado, tenemos que si ¢ ¢ K vale que

T(hie) =hi1 — hia (5.69)

lo cual muestra lo que queriamos ver.
En particular, como f; = T(h;e) = hi1 — hi2 para cada i € V, tendremos que
) (Signo (ﬁ)) = argmax<;<o { /A"Lu } para cada ¢ € V, lo cual muestra que los dos

estimadores coinciden en el caso que hayan 2 comunidades.

Nuevamente, nos gustaria deducir que la generalizacion es débilmente consistente, donde

esta vez ademas realizaremos la demostracion para el modelo SBM general. Afortunadamente

podremos hacerlo, y como los argumentos son similares y solamente se agregan dificultades

técnicas referiremos para las demostraciones al anexo A.3.2. Sin embargo, si serd interesante

considerar las generalizaciones, porque introducir los posibles desbalances traera beneficios

concretos y nos servirda mas adelante en el capitulo, en particular garantizando la consistencia

débil en el modelo SBM general pero sin condicionar al cardinal de cada comunidad.

Introduciremos luego las soluciones tedricas del método general, para lo cual en primer

lugar mencionaremos como adaptamos la notacién matricial para dos comunidades balan-

ceadas que fijamos en la Observacion 5.2.4 al caso general:

[5.4.5] Observacién: Notacién matricial en k£ comunidades

También ahora podremos entender a h la extensién armoénica empirica y a h la exten-
sién armoénica tedrica como un sistema de ecuaciones lineales que notaremos también

h = HQE + v en el caso empirico y h = I[IQh + v en el caso tedrico, donde ahora
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vamos a tomar a II como la proyeccién al subespacio S dado por
S = {x e Rk ’ xie = 0 para cada i € /C}, (5.70)
y v codifica la informacién que conocemos y esta dado por

o eci) sitel,y (5.71)
0 en caso contrario.

Nuevamente, condicionando podemos suponer que los nodos estan ordenados para

obtener expresiones mas agradables. En este caso, supondremos que los primer nj

nodos hacen a la comunidad 1, los siguientes ny nodos hacen a la comunidad 2, y asi

sucesivamente. Dentro de cada comunidad [, los primeros g(n) nodos forman los nodos

conocidos K. Asi, por ejemplo, podemos expresar a v en bloques como

©c o O =
o = O O
o o o O

(5.72)

=
o
—

Con la notacién ya fijada, podemos presentar las soluciones en el caso general:

En la notacién de 5.4.5, suponiendo que g(n) > 0, la solucién h para la ecuacién
h =TIQh + v esta dada por

1 0 ... 0
Hiil Hipl ... Hygl
0 1 ... o0
h=|Hyl Hyol ... Hyl (5.73)
0 o ... 1
Hyal Hyol ... Hyyl

en bloques, o mas detalladamente

1 sii € K,

0 site K\ Ky,

Hy; siieC\K,y
Hgp siieCs\Ks;
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(nQn + ny (pn - Qn))qn g(n) (pn — Qn)
(Pn + (B =1)gn) (ngn + g(n) (Pn — @n)) u g + (1) (P — @) (5.75)

Hy, =

y para cada s # [

. (nCIn + ns (pn - Qn))Qn
o= (pn + (k: - 1)Qn)(”Qn =+ g(n) (pn - Qn)) ‘ (5.76)

En particular, obtenemos que el estimador dado por

C (i) = argmin{ ller — hielly } = argmax { hig } (5.77)
1<I<k 1<I<k
coincide con las comunidades C si y solo si
£ > méxlyés { np—MNg } dn (5 78)
" n DPn + (k - 1)(]71’
méx;zs{ nj—ns } qn

y en ese caso si €, = + 0, para una separacion d,, > 0 valdra

que Hyy — Hy g > Q) (6p).

n pn+(k—1)gn

Notamos que cuando las comunidades no son balanceadas ahora se requiere que &, sea
suficientemente grande para que el estimador tedrico asociado coincida con las comunidades
reales; esto se debe a que el desbalance introduce un término de orden constante y solo
tenemos un término de orden &, para compensar, como podemos apreciar en (5.78).

Nuevamente, podremos mostrar que las soluciones empiricas estan cerca de las soluciones
teodricas, como consecuencia de la cercania de las matrices de adyacencia que tendremos por

el Teorema 3.3.4:

[5.4.7] Proposiciéon: La solucién empirica se parece a la solucién teérica:

version para k comunidades.

Sea G¢ ~ SBM (n7 k, (nl)lglgknpna Qn) donde p, = a% n = blogén) son tales que
a > b son reales no negativos y que lim inf,, s mmie}’o‘é?s)g"(l)} > 1.

Supongamos ademas que €, = w ( L .
V/log(n)
Luego, vale que

o 1
P h—h Ol ———— | ||~ 1—0(1). 5.79
({H I < ( 10g<n>)” n2})2 W, e

A partir de esto se deduce anadlogamente la consistencia débil del estimador:

[5.4.8] Teorema: Consistencia débil del estimador por extensiones armdnicas
é\HE.
Sea G¢ ~ SBM (n, k, (n)1<i<k, Pn, gn) una familia de modelos estocésticos de bloques
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donde p, = a% Y qn = b% para numeros positivos a > b > 0 y donde n; =
min;cy { deg, (4) } > 1.

Q (n) para cada 1 <[ < k. Supongamos ademds que lim inf,,_, o)
Por tltimo, supongamos que para una separacion 6, > 0 valen que
. NED ey {ng—mn;} 4n 445 (5.80)
g n pot(k=1)g, " |

y que 62e, log(n) =3 0o
Luego, tendremos que el estimador Cyg es débilmente consistente.

Maés atn, el conjunto de nodos mal clasificados B @) cumple que

H’({#(B(ﬁ))g(?(m)n}) >1—o0(1). (5.81)

Por ultimo, podemos generalizar atiin mas como habiamos adelantado al modelo SBM

general:

[5.4.9] Teorema: Consistencia débil del estimador por extensiones armdnicas

para el modelo SBM general

Sea G¢ ~ SBM (n, k, m¢, pn, gn) una familia de modelos estocésticos de bloques donde
miniGV{degn(i)} > 1.

Dn = a% Y Gn = plog(n) para a > b > ( ntiimeros positivos con

n log(n)
Supongamos que para una separacion d, > 0 vale que
7 qn
t) — l 0 5.82
5n>r?§;({pmc() me()}pn+(k_1)Qn+ n (5.82)

(o £2
donde ademas e, log(n) — oo. A
Luego, tendremos que el estimador Cyg es débilmente consistente.

Maés atn, el conjunto de nodos mal clasificados B <ﬁ> cumple que

*({# 0 <0 () }) 2100

Demostracion. Procederemos aqui andlogamente a la demostracion del Teorema 4.3.2, apro-

vechando que conocemos las probabilidades de tener consistencia débil al condicionar para

concluir mediante la ley de probabilidad total que también hay consistencia débil en el caso

general.
Primero, notamos una vez mas que por la Observacién 2.4.4 sabemos que n; = npp,, (1

@ (n%> para cada comunidad [ con probabilidad més alta que 1 — o (1), fijo ¢ > 0 suficien-

temente chico.

Otra vez, para cada vector de tamaifios (1)1 <j< € N’g que cumpla ademas que Zle n; =

n llamemos Aj al evento dado por

As ={n; =1y paracada 1 <l <k}, (5.

)+

83)
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y digamos que (1)1<;<k es admisible si vale que |1 — npp,, (1)] < nt para cada n € N
suficientemente grande y para cada 1 <1 < k. Una vez mds, tendremos que si (f;)1<;<x no
es admisible luego valdra que en particular 1y # npp, (1) + O (n%)

Por otro lado, notemos que para configuraciones admisibles valdra que

|ﬁt _fll| Adn
n Pn + (k - 1)Qn

< (pme () = pme @l +0 () o—igs = (589

segun lo cual para n suficientemente grandes recuperamos que

méxt;ﬁl { n; — 1y } qn
n Dn + (k - 1)Qn

+ 6, < en (5.85)

Entonces procediendo como adelantamos, mediante la ley de probabildad total y separan-
do los casos poco probables, podemos verificar que el estimador por extensiones armoénicas

para dos comunidades balanceadas es débilmente consistente:

F ({ #(B(h) 20 (M) }) (5.86)
< 3 P({#(B(ﬁ))go(W)nHAﬁ>.P(Aﬁ)

(fi;)1<1<k admisible

+P ({ ny # npme (1) + O (n12+8> }

< P | P (1 # 5 00) 20 (g ) | 0) }
+P ({ 1 % npmg (1) + O (ﬁ) })

<o(1).

S

Aclaramos que para tener que IP ({ # (B (ﬁ)) f @) <6%En110g(n)> n } Aﬁ) = 0(1) para cada
n admisible usamos que vimos que estamos en las hipdtesis del Teorema 5.4.8, y que como
tendremos que podremos acotar n; uniformemente en n para cada 1 < [ < k como en
(4.76) tendremos que las constantes en los teoremas que dependian de los tamanos de las
comunidades estaran controladas por estas cotas uniformes y podremos usar los resultados

sin més problemas. L

Demostrada la consistencia débil de nuestros estimadores por extensiones armonicas,
continuaremos entonces en la siguiente seccién buscando mejorar nuestra garantia de con-

sistencia a consistencia fuerte.

5.5 Consistencia fuerte del estimador por extensiones armoénicas

Antes de empezar el estudio de la consistencia fuerte de nuestros operadores, mencio-
namos que volveremos en esta seccion a tratar el caso de dos comunidades balanceadas, y

discutiremos posibles generalizaciones al final del capitulo.
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Notaremos también que, nuevamente, para demostrar la consistencia fuerte del estimador
una primera idea puede ser ver que coordenada a coordenada, mas que en norma euclidea,
vale que el estimador empirico esta cerca del estimador teérico. Sin embargo, analogamente
a lo que ocurria con el estimador espectral, nos va a resultar conveniente pasar por otro es-
timador intermedio que también sera fuertemente consistente y ademas sera suficientemente
cercano a nuestro estimador empirico: una vez mas recurriremos al estimador ayudado por
un oraculo, pero ahora lo construiremos partiendo de nuestras extensiones armoénicas. En

este contexto, podremos definirlo de la siguiente manera:

[5.5.1] Definicién: Estimador por extensiones arménicas ayudado por un
oraculo para dos comunidades balanceadas

Sea G¢ ~ SSBM (n, 2, pn, ¢,) una familia de modelos estocésticos de bloques. Luego,
definimos el estimador por extensiones armonicas ayudado por un oraculo

para dos comunidades balanceadas para C que notaremos como é\HEAQ como
Cura2(i) = d(signo ((TTQTIA +v);))

para cada 7 € V, donde h es la extensiéon armoénica de g, —Ig, : K = R para @ y
donde ¢ es la funcién que manda ¢(z) = 1si x> 0y ¢(z) = 2 si no.

Recordemos que el estimador ayudado por un oraculo predecia la comunidad de cada
nodo a partir de las comunidades de sus vecinos. Mencionamos que en este caso anadimos
la proyeccién IT por una cuestion meramente técnica, para evitar que los nodos en K tengan
demasiada influencia al predecir las comundiades, porque como seran pocos podria haber
demasiada varianza y que alguno de los nodos se conecte a demasiados referentes de la
otra comunidad y, aunque es posible estimar las comunidades sin la segunda proyeccion,
requeririamos hipétesis extra. Por otro lado, al necesitar la extensién armoénica tedrica no va
a ser un estimador que vamos a poder usar en la practica. Andlogamente a como procedimos
con los estimadores espectrales, tendremos una variante que si podremos calcular y que
volvera a parecerse al estimador ayudado por un oraculo, que es la de los estimadores por

vecindades. Antes de introducirlos, un poco de notacién que nos sera de ayuda:

[5.5.2] Notacién: Notaciéon para los estimadores por vecindades
Dado U C V, notamos nU) = n — #U, y nZ(U) = #(C;NU). Llamaremos adem4s

Up = # a la proporcién de nodos en U.
Ademaés, notamos fAl(U), A(U), Q(U), Q(U) a las matrices correspondientes pero don-
de la i-ésima fila y columna las fijamos en 0 para cada ¢ € V. Notaremos también
(Te:gg])(i) = Yjev ;12([]]) v deg\U) (i) = Yjev Agg) a los grados de cada nodo en este
contexto.

Por tdltimo, notaremos B(U), h(U) a las extensiones arménicas empirica y tedrica res-

pectivamente.

Ya sin mas preambulos, en este contexto podremos definir los estimadores por vecindades
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de la siguiente manera:

[5.5.3] Definicién: Estimador por extensiones arménicas por vecindades pa-
ra dos comunidades balanceadas
Sea G¢ ~ SSBM (n, 2, py, ¢,) una familia de modelos balanceados conexos con alta
probabilidad. Luego, definimos el estimador por extensiones armoénicas por ve-
cindades para dos comunidades balanceadas para C que notaremos como 5HEV2
como

) (signo ((H@Hﬁ(i)) )) sii ¢ K

Curv (i) = i 5.87
mv2(4) o(signo (v;)) sii e K Ll

para cada ¢ € V', donde h() es una extensién @(i)—arménica de g, — 1k, : £ = R
para @(i) la matriz que resulta de fijar la i-ésima fila y columna de Q como 0 y donde
¢ es la funcién que manda ¢(z) = 1si x> 0y ¢(z) = 2 si no.

Mas atin, dada U una particién de los nodos en V' \ K definimos méas generalmente el

estimador por vecindades como

N . ¢ (signo ((TIQITAY)) sit € U para un cierto U € U, y
Guevati) = | ) (5.58)
H(signo (v;)) siielC,

donde 7(Y) es una extension @(U)—arménica de g, — A, : £ — R y donde ¢ es la

funciéon que manda ¢(z) =1si x > 0y ¢(z) = 2 si no.

Desde ya, tenemos nuevamente la cuestion técnica de la conexion, porque los estimadores
por vecindades estan bien definidos cuando el grafo es conexo al quitar cada U € U y tenemos
una Unica extension armonica. Sin embargo, esto ocurrird para U suficientemente chicos, y
al mismo tiempo U suficientemente chico, al elegir una particion aleatoriamente, que sera
nuestro caso, y podremos nuevamente proceder sin inconvenientes.

Volviendo a los estimadores por vecindades, recordemos que la intuicion al proceder de
este modo es aprovechar que las estimaciones de los estimadores por extensiones armoénicas
ya son considerablemente buenas, entonces podemos intentar de predecir la comunidad de
cada nodo a partir de las estimaciones de las comunidades de los vecinos.

Sin embargo, actualmente todavia no sabemos si el estimador por vecindades coincide con
el estimador por extensiones armoénicas usual. Una pieza clave en la demostracién de que el
estimador por vecindades y el estimador por extensiones armoénicas usual coincidian con alta
probabilidad era la desigualdad de Davis Kahan, que como solo es valida para autovectores no
tenemos a disposicion y todavia no logramos suplir con ese grado de precisién. Sin embargo,
el estimador por vecindades ya nos otorga una manera de predecir las comunidades que no
precisa acceso a elementos teodricos, y puede ser usado en la practica, asi que es digno de
estudiarse.

Anadimos que la decision de considerar subconjuntos U C V' \ K mds generales que los
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que tienen un solo nodo {i } con i € V' \ K nos dejara obtener un método que es computacio-
nalmente méas rapido, al hacer menos estimaciones previas para predecir las comunidades de
todos los nodos, como analizaremos mas adelante con las simulaciones en el Capitulo 6.
Antes de demostrar la consistencia fuerte de estos nuevos estimadores, comenzaremos
observando que ya conocemos las extensiones armoénicas para el estimador por vecindades,

porque estudiamos las extensiones armoénicas también en el caso general:

[5.5.4] Observacién: Solucién tedrica del estimador por vecindades en el
modelo BSBM

Como en la definicién 5.5.3, supongamos que U C V' \ K, y hallemos férmulas para las

extensiones Q(U)—arménicas tedricas asociadas h(U).

)

= ( para cada i € U. Podemos deducir esto de que

U) _

En primer lugar notemos que h,
en h(U HQ U) + v la i-ésima fila nos da la ecuacién h; " = 0 para cada i € U.
Luego, podemos pensar equivalentemente que para el estimador por vecindades prime-
ro hacemos la extensién armoénica en un grafo en el cual eliminamos los nodos en U,
y después usamos esa extension para predecir. Usando entonces los resultados para el
caso general, porque no podemos garantizar que U tenga la misma cantidad de nodos
de cada comunidad, podemos primero hallar la extension Q(U)—arménica tedrica de
T, e1 +Apen : €K — R? mediante el Lema 5.4.6 y luego procediendo analogamen-
te a la Observacion 5.4.4 podemos transformarla a la extensiéon armonica asociada a

1x, — 1k, : € = R. De esta manera, obtenemos que hU) est4 dada por

(ngU) — ngU))(pn - Qn)Qn + g(n) (p” — Qn) (5.89)

(pn + (k= 1)gn) (0D + g(n) (pr — @)~ W + g(n) (pn — gn)

para nodos en C; \ K, y el opuesto cuando el nodo esta en Ca \ K.

Ademas, pondremos para rapido acceso algunas estimaciones que apareceran recurrente-

mente en las demostraciones.

[5.5.5] Lema: Cotas tutiles para los estimadores por extensiones armdnicas.

Sea G¢ ~ SBM (n, 2, py, qn, ) una familia de modelos con p, = alosln) g( ) Y qn = blog( n)

para a > b > 0, donde ademas “+b > 1.

Supongamos ademas que €, = w ( L )
log(n)

Si U C V\K es tal que v, = 0(1), vale que:

L |Asel, <O (%) para cada i € V,

2} h(U)H2 < O (méx { vn, /&n }) VI,
3. |n@) — hH2 < O (méx { vn, eny/Tn }) V1,

4. A - @)

, <0 (max{ }) v/n con probabilidad

mayor que 1 —o (1), y

1
6n\/log \/a\/log(n)




104 5.5. Consistencia fuerte del estimador por extensiones armoénicas

5. A —h|, < (’)(méx{
que 1 —o(1).

ﬁ7 Vn,€nv/Vn }) \/n con probabilidad mayor
n\/log(n

Demostracion. Para mostrar estas cotas resta solamente acotar cuidadosamente.

En primer lugar, vemos que un céalculo directo nos muestra que vale 1.:

||A’i,o

n n log(n)?
2= (B 1) g g S (5.90)

2 2 n
A continuacién, para ver que vale 2., primero podemos encontrar el orden de cada coor-

, . U
denada para después acotar la norma. Para comenzar, si ¢ € K luego hl( )
()

i

=1, y ademas si

i € Uluego h; ' = 0. Por otro lado, sii ¢ U, i ¢ K, supondremos sin pérdida de generalidad

que C (i) = 1. Luego, como mencionamos en el Lema 5.5.4,

W0 _ (" i) (0~ 40)a L 9= a0)
' (pn + (k - 1)%)(”(U)Qn + 9(”) (pn - Qn)) n(U)Qn + 9(”) (pn - Qn)
(v) (O

y acotaremos cada término. Para el primer término, usamos que n; ’ y my ' son aproxima-

. (5.91)

damente la mitad de los nodos, salvo por eventualmente haber quitado mas nodos en alguna
comunidad que la otra, lo cual puede resultar en un desbalance de a lo sumo #U, y asi

podemos acotar de la siguiente manera:

U U
(") = 5™ (pn ~ ) 5.92)
(pn + (k - 1)Qn)(n(U)Qn + g(n) (pn - Qn))
(v) _ (U)
_ " 2 (pn - Qn)Qn
- (U)
T (k= 1)a) (U g+ S (o — 0)
<#U
~ n
= Uy.
- ‘ 9(n)(Pn—an) -
Ahora bien, como ademas Dt o () o) £n, tendremos que
‘thU)‘ rg méX{Vn7€n}7 (593)
y asi combinando todo habremos hallado que, usando que €,n > E%n porque &, < 1,
)| < ) )
[, S29(n) - 14 (n = #U = 29(n)) méix { v, 5 } (5.94)

< 2 2
< méx { EnN, U, ENTL }
. 2
=max{/ep, v } 1

a partir de lo cual tomando raiz cuadrada se deduce lo afirmado.



5. Estimadores por extensiones armoénicas 105

(v)

1

Para mostrar 3. primero acotaremos el orden de ’hz —h ‘ coordenada a coordenada. Si

1 € K, ambas coinciden y entonces el valor absoluto de la diferencia es 0. Si en cambio ¢ € U
lnego t WY =0y ent Idra
go tenemos que h; ' = 0y entonces valdra que

o 9 mawm)
hi=h ndn +g(n)(pn - Qn) o <5'95>

Por tltimo, si i ¢ U, i ¢ K, supongamos primero sin pérdida de generalidad que C (i) = 1,

y en este caso tenemos que

nO) _ g (") = ") (b = ) + 9)(pn—an) ]
' " at (k= 1)g0) (nWgn 4+ g(n) (pn —an))  nWgn + g(n) (pn — gn)
(5.96)
B l 9(n)(Pn — an)
ngn + g(n) (pn - Qn)
_ (ngU) — ngU))(pn - Qn)Qn
(pn + (k= 1)gn) (0 gy + g(n) (pn — an))
g(n)(pn - Qn) _ g(n) (pn - Qn) ]
n(U)Qn + g(n) (pn - Qn) ngn + g(n)(pn - C]n) 7

donde podremos acotar cada término por separado. En primer lugar, andlogamente a (5.92),

podemos acotar

(ngU) - n;U))(pn - Qn)Qn

(pn + (k= 1)gn) (0 gy + g(n) (pn — an))

< v, (5.97)

~Y

y ademas el segundo término podemos controlarlo de la siguiente manera:

g(n) (pn - Qn) _ g(n)(pn - Qn)
ngy, + g(n)(pn — qn) 10+ 9(n) (Pr — qn) (5:98)

9(0) (9 = @) (0 + 9(0) (pa = 4)) = (0D + g(0) (0 — 40)) ]
(7@ g+ 9(n) (Pn = 4n)) (0G0 + 9(n) (P — )
9(n)(pn — gn) #Uqn
(7 g+ 9(n) (n = 4n)) (G0 + 9(n) (P — 0))

~

= Enln.
Combinando ambas cotas, podemos ver que, como &, < 1,

’hZ(U) — hi| Svp + entn (5.99)

<Vn7

~Y

y asi controlar la norma al cuadrado
[ = B|” S #0224 (0 —#U —29(n)) (va)? S mix { v, imen Yo (5.100)
9 ~ n g n) S ny vV Vnén ; .

resta solamente que tomemos raiz cuadrada para que obtengamos la cota que queriamos.
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Continuaremos mostrando 4., que no es mas que una consecuencia directa de la Proposi-
cion 5.4.7, pues al sacar los nodos de U estaremos posiblemente en el caso general antes que

en el caso balanceado:

’2 (5.101)

A — 0|

max { Vn,\/En } vn
eny/log(n)

<mix < v, L , L
~ { eny/log(n) /eny/log(n)

miniey { degl!” (7) }

} Jn. (5.102)

Notamos que aun al sacar los nodos de U se verifica que og(n) > 1 para n
suficientemente grandes, pues vale que para cada ¢ fijo tendremos que
deg,, (1) — deg!) (i)| < #Upy = vy log(n) = o (log(n)) (5.103)

y entonces nuestra hipotesis GTH) > 1 nos da lo que afirmamos, porque para n suficientemente

grandes valdra que
min;ey { deg!”) (i) }
log(n)

Finalmente, para ver 5. podemos combinar todas las cotas obtenidas sucesivamente, y

(140(1)) = miniGYO;?;’)g”(i) b_a ;“ YUt0(1)).  (5.104)

tendremos que

-, <5, + -1 209
. 1 1 )
,Smax{ yngn\/m, ﬁ\/@ } Vn 4+ méx { v, en/vn } V1

Vvn

<méx{ ! v ! Un, € \/I/_}
~ » ¥n » Ny =N n
Venylog(n)  eny/log(n)

1
=max{ —————, Uy, en\/VUn ¢ VT
{ VEn/ log(n) }

S1as . _ 1 1 1
En la dltima igualdad, usamos que como &, = w ( o (n)> vale que P ) =2 0 asi

1
eny/log(n)
la demostracion. [ ]

que podemos eliminar v, en favor de v, como candidato a maximo, y completamos

Ahora si, a continuacién demostraremos la consistencia fuerte de estos nuevos estimadores
por extensiones armonicas. Nuevamente usaremos el Lema 3.5.4, porque como adelantamos
previamente las estimaciones de lo que ocurre con la vecindad de cada nodo juegan un papel
principal también en estas demostraciones. Precisaremos sin embargo generalizar el Lema
3.5.3 para obtener una descripcién mas precisa que la que hizo falta en el Capitulo 3. A

continuaciéon enunciamos el resultado que usaremos, y lo demostraremos en el anexo A.3.1:
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[5.5.6] Lema: Las mayorias no son chicas con probabilidad alta

Supongamos que a > b son nimeros reales, y que (W;)1<i<m v (Z;)1<i<m son variables

independientes con W; "<& Bernoulli (pn) v Zi - Bernoulli (qn) para p, = alogrgn)
Gy = b%, donde a > b son nimeros positivos. Luego, para cada 1 € R vale que
m
P ({ > Wi— Z;i < nlog(n) }) < =R (Va-ve)*+ilog(3) (5.106)
i=1

Comenzaremos luego por el estimador ayudado por un orédculo:

[6.5.7] Proposicién: El estimador por extensiones arménicas con ayuda de

un oraculo Chygas es fuertemente consistente.
log(n)

n

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, qn) una familia de modelos balanceados con p, = a

YV Qn = b% para a > b > 0 numeros positivos que cumplen ademés que “TH) >

1+ +Vab.
Supongamos ademds que 0 < &, = o (1).
Luego, éHE A9 es fuertemente consistente.

Ademas, vale que

P ({ Iz%llél { ’(H@Hh + v);

L > Q () }) —1-0(1). (5.107)

Demostracion. Para ver que el estimador CAHE A2 es fuertemente consistente, veremos que las
coordenadas asociadas a nodos en la comunidad C; son positivas y mayores que Cc,, v las
coordenadas asociadas a la comunidad Cy son negativas y menores que C'e,, simultaneamente
para alguna constante C' > 0 con probabilidad alta. Excluimos a los nodos en K, pues para
aquellos Cpas (i)=1siieKK1y Cupas (i) = —1sii € Kq, con lo que tenemos la estimacién
correcta asegurada. Como resulta que demostrar esto es la esencia de la demostracion de la
desigualdad (5.107) que queremos ver que vale con alta probabilidad, nos concentraremos en
ella y obtendremos la consistencia fuerte en el camino.

Veamos entonces que vale (5.107). Mas precisamente, veremos que si @ ¢ IC valdra que

para una constante C' > 0 que no depende de i ni de n:

P ({[(TQTIA + v),

>Cep })=1-0(n""). (5.108)

Supondremos sin pérdida de generalidad que i € C; \ K1 por comodidad, porque notando
que (IIQITh 4 v); se distribuye como —(ITQTIA + v); para cada i € C; \ K1 y para cada
j € C2\ K2 podremos realizar una demostracion aniloga para cada nodo. Mas atn, al ser
todas idénticamente distribuidas la constante C' podremos tomarla uniformemente igual a la
que consigamos para el nodo 7 fijo. Por iltimo, usando una cota de uniéon de eventos para los
complementos como en la Observacion 2.2.5 obtendremos que valen todos simultaneamente

con probabilidad mayor que 1 — o (1), como querfamos.
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Mostraremos entonces la desigualdad (5.108). Primero notamos que como Q=D'Ac

i & K vale que
’(Anh)i
log(n)

(5.109)

—

deg,, (7)

donde por el Lema 2.4.11 obtenemos que con probabilidad mayor que 1 —o(1) vale que

(MO +0),| = |<Am)i >

(Te\gn() = log(n) para este i fijo, mds precisamente en (2.22). Luego, un célculo directo de
(ATTh); nos indica que

n—g(n R
(ATIh); = > A h; (5.110)
i=g(n)+1
sl)a Lo g
Foma-n | 2 AT 2 A
J=g(n)+1,j#i j=5+1

donde usamos para h la expresién obtenida en el Lema 5.2.5. Notemos que el primer factor
es de orden €, y concentrémosnos entonces en acotar el segundo. Para hacer esto, usaremos
el Lema 5.5.6. Més precisamente, obtendremos que en términos de alguna constante n > 0
suficientemente chica que podremos acotar la expresion en (5.110) con probabilidad mayor

que 1 —o (n_l) de la siguiente manera

(AITh); anr(g)((a)( b)b (”1og( )) (5.111)

)
(2D Y

2nb+g(n)(a—
=ep log(n).

Asi, en particular (ﬁHh)i serd no negativo y podremos junto con (5.109) concluir la demos-

tracion, pues

en log(n)

log(n)

Veamos luego que el segundo factor en (5.110) es no negativo y mayor que % log(n) para

(TQTIA +v);| 2 =&, (5.112)

alguna constante 7 suficientemente chica. Queremos aplicar el Lema 5.5.6, pero tenemos el
detalle técnico no tenemos la misma cantidad de variables aleatorias sumando y restando.
Para remediar lo esto, notamos que si tomamos X ~ Bernoulli (p,,) una variable aleatoria

independiente de flu para cada j tendremos que si n es suficientemente grande luego

3 - n—gn)
Yoo Aig— Y A< log() (5.113)
j=g(n)+1,j#i j=5+1

n—g(n
CoX+ > A= > Ay <n-log(n) o,
J=g(n)+1,j#i j=5+1
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usando que X < 1y Zlog(n)+1 < nlog(n) para n suficientemente grandes. Ahora si,

aplicando el Lema 5.5.6 tendremos que

3 o ng(n)
]P Z Ai,j — Z A@j S g . log(n) (5.114)
j=g(n)+1j#i j=g+1
3  ng(n)
<P|qX+ > A= > Aij<nlog(n)
J=g(n)+1,j#i j=g+1

e
SN—

w22 (Ja )+ log(

a—b)? "
:n—(1—2en)g+glog(3)

—o(n ).

donde en la tltima igualdad usamos que como %b > 1+ vab y también vale que 1 — 2¢, =

1 —o0(1) tendremos que para n > 0 suficientemente chicos y n suficientemente grandes luego

2
—(1- 28@@ + 4 log (%) < —1 y entonces la probabilidad en (5.114) es o (n‘l), lo

cual muestra lo que queriamos ver. |

Continuaremos entonces mostrando que, como adelantamos, los estimadores ayudado por

un oraculo y por vecindades utilizan vectores parecidos para realizar sus estimaciones:

[5.5.8] Proposicion: El estimador ayudado por un oraculo y el estimador

por vecindades estan cerca coeficiente a coeficiente.

logngn) Y gy = blogn(n)

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pn, ¢,) una familia de modelos con p, = a

para a > b > 0, donde ademas “TH’ > 1, y supongamos que £, = w <1>

(1og(log(n)))
Sea U C V' \ K tal que v, <O (@)

Luego, tendremos que vale que

P ({ ‘(H@Hﬁw) + )i — (TIQAIT + v);| < 0 (1) &, para cada i € U }) >1-o0(1).

(5.115)

En particular, para cada ¢ € V fijo, vale que

P ({ [(TQIIAY + v); — (TIQITA + v);

<o(l)en})>1-0(1). (5.116)

Demostracion. En primer lugar, fijo ¢« € U podemos acotar de la siguiente manera

|(MQIIAY) +v) — (TIQITA +v) | =|Qse (A) )| -
1~ /s
S“logg(n) ‘Ai" (h(U) - h)‘
1 . 1 A
s s (808 3 (1
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donde usamos que H(ﬁ(U) —h) = hU) — p pues en los nodos en K vale que hU) y h

coinciden. Luego, basta ver que cada término es de orden o (1) &,.

Para comenzar, trabajaremos con el primer término, que podremos controlar usando la

1 1 .
Sénglyl/nf_,w.

desigualdad de Cauchy-Schwarz junto con que 3
(log(log(n)))3

log Zi: =) Slogl(n) I Asally [ = ], (5.118)
< 1 log(n) (méx{ly . V} n)
St (07) Vo floan) YV
1
1
"~ Eny/log(n)
<o (1) ep;

notamos que la iltima desigualdad vale pues

< log(log(n ))

1
3
VeEn 1083(”) en+/log(n log(n

Luego, buscaremos acotar el segundo término en (5.117), que serd mas laborioso.

o(1)ep. (5.119)

Anélogamente a (3.83), podremos usar la independencia entre AU —p, y AZ « para aplicar
el Lema 3.5.4. Tomando en el enunciado del lema n = %, p = log( ), Y= m y
-]
xr = >—hﬁ obtendremos que con probabilidad mayor o igual que 1 — o (n*1> valdra
que ~

méx{ HB(U) - hH ’ Hh(UjthQ }

n 00 AAL
S (Aiy = Ai) (B = 1) Slog(n) . (5.120)
i=1 log (3)
i { [ i) ), 5
= losl) fog (og()) '

A continuacién, podemos usar que por ser esperanza de funciones que toman valores entre

—1 y 1 se verifica que

AU —nll <A +nl <2, (5.121)
’ ‘ 0 00 o0
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1

1 .
b ) v o 5 g podemos dedcis e

y ademas como €, = w (

N log(n log(n

HU) _ hH2 \i_f) < méx{ m, Vns Env/Vn } ﬁ] [\/gT_E)] (5.122)
-
<o (log(log(n))) en (5.123)

y asi concluir que como queriamos ver

1 T 4. (3 _ 1 oe(n o (log(log(n))) en _ o(D)e
log(n) \(A Aie (h h)\ S log (1) (1 g(n) og(log(n)) ) =o0(1)en, (5.124)
1

lo que completa la demostracién. Aclaramos que en (5.122) para acotar Ve podemos pro-

ceder andlogamente a (5.119) para obtener que
1 1

ﬁ = g&?n = o0 (log(log(n))) en (5.125)

como escribimos. [ ]

Finalmente, como corolario obtendremos la consistencia fuerte del estimador por vecin-

dades:

[5.5.9] Teorema: Consistencia fuerte del estimador por vecindades CHEV -

log(n)

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, py, ¢n) una familia de modelos balanceados con p, = a==;

V Qn = b@ para a > b > 0, donde ademas QTH’ > 14 vab, y supongamos que

Ep = W 1) En =o0(1).
<<log<log<n>>>§ Y (1)

Sea U una particién de V '\ K elegida independientemente y uniformemente al azar tal
que para cada U € U, v, = O (m)

Luego, tenemos que el estimador por vecindades es fuertemente consistente.

Demostracion. Por la Proposicién 5.5.7 sabemos que el estimador Cggao es fuertemente

consistente, y mas aun existe C' > 0 tal que ’(H@Hh +v);| > Cep >0paracadal <i<n

con probabilidad mayor que 1 — o (1).

Basta luego ver que para cada conjunto U € U y para cada i € U, (HQHH(U) +v); estd
mas cerca que Ce, de (H@Hh + v); para n suficientemente grandes con alta probabilidad
para ver que los signos coinciden, y en consecuencia la estimacion también. Pero eso es exac-
tamente lo que afirma la Proposicion 5.5.8, por la cual sabemos que con probabilidad mayor
que 1 —o (1) vale que si ¢ € U entonces tendremos que ‘(HQHB(U) +v); — (TIQITA + v)| <

0 (1) ep, lo cual muestra lo afirmado. Mas atn, también es cierto con probabilidad mayor que

1—o0 (n_5 ) para & suficientemente pequeno, porque el orden de decaimiento en la Proposicion
5.5.8 depende esencialmente de los ordenes de decaimiento del Teorema 3.3.4, de la Propo-

sicion 2.4.11 y del Lema 5.5.6, que permiten ese orden ligeramente mayor: en consecuencia
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por la Observacion 2.2.5 conseguimos que simultaneamente valen las cotas para cada U € U
con probabilidad mayor que 1 — o (%#) =1—0(1) y completamos la demostracién. M

Habiendo mostrado la consistencia fuerte de este estimador, terminaremos mencionando
que todos los argumentos desarrollados aqui se extienden sin mas problemas al caso de k
comunidades balanceadas. Ademas, en las notas discutimos sobre los limites en la estima-
cién en este nuevo contexto semi-supervisado, y algunas generalizaciones o variantes de los
estimadores por extensiones armonicas.

En el siguiente capitulo exploraremos aspectos de indole mas practica y realizaremos

algunas simulaciones para los estimadores presentados a lo largo del trabajo.

5.6 Notas

[5.6.1] Nota: Otras maneras de lograr consistencia fuerte a partir de exten-
siones armoénicas
En [MNS16] los autores introducen un estimador que mejora las predicciones de un algo-
rimto débilmente consistente para hacerlo fuertemente consistente en el modelo BSBM pero
cuando no se conoce previamente la comunidad de ningin nodo. Este estimador utiliza la
técnica de “partir el grafo”: primero se particionan los nodos en una particiéon U adecuada y
después para cada U € U se estima la comunidad de los nodos alli a partir de las estimaciones
débilmente consistentes sobre V' \ U; esto recordard la estrategia empleada en este capitulo
con el estimador por vecindades.

Resulta que su estrategia puede adaptarse al caso semi-supervisado, donde si conocemos
las comunidades de algunos nodos. En efecto, lo que haremos sera apartar los nodos para los
cuales conocemos la comunidad K y después particionar V' \ K adecuadamente en U, pero
ahora para predecir las comunidades de los nodos en U € U utilizaremos las estimaciones
débilmente consistentes de nuestro algoritmo pero sober V' \ U donde incorporamos nueve-
mente los nodos a los cuales les conocemos la comunidad. Analogamente a como se muestra
en el trabajo, las estimaciones obtenidas de esta manera seran fuertemente consistentes, y
vamos a tener entonces una manera alternativa de “partir el grafo” para lograr consistencia
fuerte a partir de extensiones armoénicas.

Mencionamos que al igual que en el trabajo original se puede usar cualquier otro estimador

débilmente consistente y llegar al mismo resultado.

[5.6.2] Nota: Otros laplacianos
En la demostracién de la Proposicion 5.1.13 definimos un Laplaciano A. Esto no fue ca-
sualidad: hay teoria para funciones armoénicas discretas que recupera construcciones tipicas
del estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales como funciones de Green, y
teoremas como la desigualdad de Harmack o el teorema de Loiuville. En particular, tam-
bién se generalizan los p-Laplacianos al contexto discreto, y pueden obtenerse resultados

similares. Asi, podemos pensar en analogos a los estimadores por extensiones armonicas...
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pero para extensiones p-armoénicas. Queda pendiente explorar qué resultaria de utilizar estas

generalizaciones.

[5.6.3] Nota: Limites de la prediccién en contextos semi-supervisados
Mencionamos que aun cuando parece que contamos con mas informacion, seguiremos te-
niendo los mismos limites tedricos para nuestras estimaciones que los que mencionamos en

el Capitulo 3, obteniendo el siguiente resultado:

[5.6.4] Teorema: Factibilidad de consistencia fuerte para estimadores semi—
supervisados en el modelo BSBM

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2,p = a@, q= b@) una familia de modelos balanceados
para a, b nimeros reales positivos. Supongamos ademés que para los nodos en K C V
conocemos su comunidad, y que #C; N K es constante en i, y con #(V \ ) = Q (n).

Luego vale que

= si “TH’ > 1+ vab entonces existe algin algoritmo fuertemente consistente efi-

ciente para resolver el problema de deteccion de comunidades, y

= si “TH’ < 1+ vab entonces no existe ningin algoritmo fuertemente consistente

que resuelva el problema de deteccién de comunidades.

Demostrar la imposibilidad se puede lograr de manera similar a la demostracion en el
Capitulo 3, y la dificultad es nomas técnica de llevar cuenta de que hay menos nodos que
podemos clasificar erroneamente.

En cuanto a demostrar la factibilidad, podemos usar por ejemplo los estimadores por
extensiones armonicas por vecindades, o también olvidarnos que conocemos las comunidades
de algunos nodos y usar los métodos espectrales que ya son fuertemente consistentes bajo
estas condiciones.

Aunque pareciese entonces que el estudio de estimadores en el caso semi-supervisado
no aporta estrategias relevantes para atacar el problema de detecciéon de comunidades, nos
gustaria mencionar algunas grandes ventajas con las que cuentan estos métodos: en primer
lugar, preservan la informacion que ya se tenia, lo cual no necesariamente ocurre con los
estimadores anteriores; y en segundo lugar, como exploraremos en el Capitulo 6, en particular
con los métodos por extensiones armoénicas puede realizarse una implementaciéon mediante
métodos de Montecarlo que suelen en la practica resultar rapidos para calcular la comunidad

de un subconjunto pequeno de nodos.

[5.6.5] Nota: Modelo del votante
Podemos formalizar que la proporcion de tiempo de permanencia en cada opinién para cada
votante es la extension armoénica que queremos mediante la Proposicion 5.1.13 simplemente

verificando que es una funcién armoénica que sobre K coincide con Zle Ny e
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6.1 Algoritmos para los calcular los estimadores

En primer lugar, discutamos algunas maneras de calcular los estimadores que estudiamos
a lo largo del trabajo: los estimadores espectrales, los estimadores de minimizacién de corte y
los estimadores por extensiones armoénicas. Mientras que un analisis totalmente exhaustivo de
los algoritmos escapa el alcance de esta tesis, nos concentraremos en demostrar su correccion
y hacer un estudio de su complejidad tedrica. Con este objetivo en mente, hagamos primero
un breve repaso acerca de los que tendran las operaciones usuales con vectores y matrices

que querremos usar:

[6.1.1] Observacién: Costos de operar con vectores y matrices

Las operaciones coordenada a coordenada pueden realizarse con complejidad temporal
en el peor caso O (costo(operacién) -m) para matrices o vectores de m coeficientes
en total. En particular, la suma entre dos matrices o vectores es lineal en el tamano de
estas estructuras. Notaremos simplemente £ (A) cuando aplicamos la funciéon f : R —
R a la matriz A en los algoritmos que siguen.

El producto entre matrices puede realizarse con complejidad temporal en el peor caso
menor que O (nmr); en particular cuando n = m = r obtenemos una complejidad de
(@) <n3).

Combinando ambas, obtenemos que la complejidad temporal de calcular normas o

distancias es lineal en el tamano de los vectores.

[6.1.2] Observacién: Costos de operar con matrices y vectores en regimenes

esparsos
Mencionamos que en nuestro caso al trabajar en regimenes donde hay pocas aristas
muchas veces nuestras matrices serdn algo esparsas y podremos obtener mejores cotas
para la complejidad de los métodos. Para matrices con m coeficientes no nulos la
multiplicacion de esta matriz por un vector con n coordenadas puede ser implementada
con complejidad temporal de O (mdx {m,n }).

En nuestro caso esto nos permitira acotar la complejidad temporal con alta probabildad
por cotas de ordenes menores que en el caso general, pues siempre que usemos la

matriz de adyacencia de un modelo estocastico de bloques que cumpla las conexiones

114
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de conectividad por el Teorema 2.4.11 tendremos que los grados de cada nodo son
del orden de © (log(n)) y asi la matriz de adyacencia del grafo tendrd ® (nlog(n))

coeficientes no nulos con alta probabilidad.

Comencemos luego por los estimadores espectrales para dos comunidades. Recordando
la definicion del estimador en 3.3.5, tendremos que como en el algoritmo 1 habra que en-
contrar el segundo autovector de la matriz de adyacencia del modelo y después estimar las

comunidades de acuerdo al signo de sus coordenadas.

Algoritmo 1: Estimadores espectrales para dos comunidades
Datos: A la matriz de adyacencia del modelo y k la cantidad de comunidades

Resultado: C las comunidades estimadas

1 u < autovectores(A, 2)
2 C « ¢(signo(u))

Como comentario, para pasar a una cantidad arbitraria de comunidades k basta como
en el algoritmo 2 utilizar los autovectores entre el segundo y el k-ésimo y ahora predecir las

comunidades mediante k-medias, como discutimos en la Nota 3.6.2.

Algoritmo 2: Estimadores espectrales
Datos: A la matriz de adyacencia del modelo y k la cantidad de comunidades

Resultado: C las comunidades estimadas

1 u < autovectores(A, 2 a k)
2 C + kMedias(u, k)

Desde ya, para analizar en detalle estos algoritmos precisamos especificar como vamos a
hacer para encontrar los autovectores de la matriz de adyacencia. Nos limitaremos a notar
que el problema puede resolverse con una complejidad temporal de O (n?’) en el peor caso,
esencialmente la complejidad temporal del producto entre dos matrices. En el caso de la
generalizacion para k comunidades, el algoritmo de k-medias tiene una complejidad temporal
de O (iteraciones-k-n) pues calcular las distancias se realiza con complejidad lineal y
debremos hacerlo una vez por nodo, que habréan n, y por centroide, que habran k, para cada
iteracion. En total, obtenemos que los algoritmos espectrales podrian ser implementados con
una complejidad de O <n3) en el peor caso, aunque queda lugar para optimizar y también
aproximar mediante algoritmos iterativos.

Continuemos luego por los algoritmos por extensiones armoénicas. Siguiendo la Definicién
5.2.1, el estimador por extensiones armoénicas para dos comunidades puede ser implementado
como en el algoritmo 3, mientras que andlogamente la generalizacién a k comunidades puede
ser implementada como en el algoritmo 4.

Vale la pena una vez maés en este punto detenernos para comentar distintas estrategias

para calcular las extensiones armoénicas. En primer lugar, como discutimos en la demostracion
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Algoritmo 3: Estimadores por extensiones armoénicas

Datos: A la matriz de adyacencia del modelo, k la cantidad de comunidades, K CV
los nodos con comunidad conocida y Ck las comunidades sobre ellos

Resultado: C las comunidades estimadas para todos los nodos de V

1 D + diagonal(A - 1)

2 Q + inversa(D) - A

3 h + extensién armdénica(Q,2,Ck)
C < ¢(signo(h))

'y

Algoritmo 4: Estimadores por extensiones armoénicas

Datos: A la matriz de adyacencia del modelo, k la cantidad de comunidades, K CV
los nodos con comunidad conocida y Ck las comunidades sobre ellos

Resultado: C las comunidades estimadas para todos los nodos de V

1D+ A-1
2 Q « inversa(D) - A
3 h < extensidén arménica(Q,k,Ck)

4 C + argmax(h)

de 5.1.13, podremos encontrar la extensién resolviendo un sistema de ecuaciones lineales
como en el algoritmo 5. Como no tendremos en general buenas propiedades para I —I'1() como
simetria perdemos el acceso a algunos métodos especializados para resolverlo. En particular,
podremos resolver el sistema de ecuaciones lineales con una complejidad temporal de O (n3)

en el peor caso.

Algoritmo 5: Extensiones armoénicas mediante la inversion
Datos: Q una matriz de probabilidades de transicién en V, W CV el borde y g la

condicién de borde

Resultado: f la extension armoénica a V de g

1 Il + proyeccion(S)
2 f < resolver(f =11 Qf + g)

Es asi que es de nuestro interés encontrar métodos mas rapidos. En este caso conta-
remos con dos alternativas que nos permitiran aproximar la extension en vez que hallarla
precisamente: podremos hacerlo mediante algoritmos iterativos o a través de métodos de
Montecarlo. Presentemos primero los algoritmos, y en la siguiente seccién daremos algunos
resultados de complejidad y consistencia.

En primer lugar, presentemos el algoritmo iterativo 6. Como consecuencia del teorema
de punto fijo de Banach tendremos que la sucesion convergera a un punto fijo, y con cuidado
obtendremos cotas tedricas para la velocidad de convergencia.

En segundo lugar, en el algoritmo 7 tenemos un procedimiento en el espiritu de los
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Algoritmo 6: Extensiones armoénicas mediante algoritmos iterativos
Datos: Q una matriz de probabilidades de transicién en V, W CV el borde, g la

condicién de borde y fg un vector inicial

Resultado: f una aproximaciéon de la extension armoénica a V de g

1« fo
2 Il < proyeccién(S)

3 para i < 1 a iteraciones hacer
4 f«IIQf+g
5 fin

métodos de Montecarlo, que nos podra recordar a la Observacion 5.1.1. Por la Ley de los
grandes numeros, la sucesion de promedios converge casi seguramente a la esperanza que
queremos hallar, y luego para suficientes iteraciones esperaremos hallar una aproximacion
suficientemente precisa. Podemos demostrar que la cantidad de iteraciones necesarias sera del
orden de O (é) con alta probabilidad, en cuyo caso obtenemos que la complejidad tedrica

de estas implementaciones sera baja.

Algoritmo 7: Extensiones armoénicas mediante el método de Montecarlo
Datos: Q una matriz de probabilidades de transicién en V, W CV el borde, g la

condicién de borde

Resultado: f una aproximaciéon de la extension armonica a V de g

[uny

parav € V \ W hacer

2 para i < 1 a iteraciones hacer

3 caminataj <— v

4 mientras caminata; ¢ W hacer

5 caminata; < avanzar (Q, caminata;)
6 fin

7 fin

8 fy < promedio (gcaminata;)

9 fin

Los estimadores por extensiones armoénicas por vecindades podemos construirlos a partir
del estimador por extensiones armonicas, siguiendo la Definiciéon 5.5.3, a partir de aproxi-
mar el valor de la extension armoénica empirica de los vecinos de cada nodo que querramos
catalogar en el subgrafo adecuado, y eligiendo una particion & uniformemente al azar entre
aquellas que tienen [log(n)] subconjuntos de (casi) igual tamaro.

Por tltimo, mencionamos que el problema de minimizar el corte asociado a particiones de
un grafo es NP-completo cuando tenemos restricciones sobre el tamartio de los conjuntos en la
particién, con lo cual es necesario recurrir a alguna aproximaciéon. En este caso utilizaremos

para nuestros estimadores los ingeniosos algoritmos desarrollados por Buehler y Hein que se



118 6.2. Consistencia y complejidad de los algoritmos para aproximar Crey

encuentran disponibles en la pagina de su grupo de investigacion.

Antes de pasar a un analisis méas detallado de los algoritmos para estimar las comunidades
mediante extensiones armoénicas, mencionamos que la complejidad en el peor caso de los
algoritmos que conocemos en la literatura para estimar las comunidades acotada con alta
probabilidad por O (n log(n)c) para alguna potencia C' > 1 en este regimen de densidad de

log(n)

aristas, pn,q, = © (T)7 es decir, salvo factores logaritmicos en la cantidad de nodos, la

cantidad de aristas que tiene el modelo estocastico de bloques con alta probabilidad.

6.2 Consistencia y complejidad de los algoritmos para aproximar
Cury

Antes de mostrar algunos resultados de simulaciones, veamos algunos resultados de con-
sistencia y eficiencia para los algoritmos para aproximar los estimadores por extensiones
armonicas. Nos concentraremos en el caso de dos comunidades porque es el que tenemos
descrito con mayor precision, pero hay resultados que generalizan sin mas cambios a una
cantidad arbitraria de comunidades, especialmente en el caso balanceado.

En primer lugar, para los métodos iterativos conseguimos que:

[6.2.1] Proposiciéon: Consistencia y complejidad de la aproximacién de Cugv

mediante métodos iterativos.

Sea G¢ ~ SBM (n, 2, (n;)1<1<2, Pn, ¢n) una familia de modelos estocésticos de bloques
en las hipotesis de 5.3.2 0 5.4.8 que garantizan la consistencia débil de los estimadores
por extensiones armonicas.

Definamos inductivamente para cada h(0) € R™ la sucesién dada por

AU = T1QA®) + o, (6.1)
donde IT, @ y v estan dados como en 5.2.3 o 5.4.5 respectivamente.
Luego vale que si t = w <log (é) é) entonces

At _ h . < o(en). (6.2)

En particular, el estimador por extensiones armonicas calculado mediante el algoritmo
iterativo 6 es débilmente consistente y puede calcularse con complejidad temporal de
orden O (n 10g(n)3> con alta probabilidad para el caso de dos comunidades balancea-
das.

Mas atn, si valen las hipdtesis del Teorema 5.5.9 entonces el estimador por vecinda-
des inducido es fuertemente consistente y puede calcularse con alta probabilidad con

complejidad temporal de orden O (n 10g(n)4).

Para los métodos de Montecarlo resulta que durante la demostracién precisaremos un

control mas fino de los coeficientes de h de la extension armoénica empirica que no tenemos
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aun. Por ejemplo, seria suficiente conocer que |sz| sea de orden &, con alta probabilidad en el
caso de los estimadores de 2 comunidades balanceadas, o que \fm\ es de orden constante con
alta probabilidad en el caso de los estimadores generales, como ocurre con sus contrapartes
tedricas. Como vimos en el capitulo anterior, las Proposiciones 5.3.1 y 5.4.7 no son suficien-
temente finas como para asegurar que para todos los coeficientes de la extension empirica
estan cerca de los coeficientes de la soluciéon tedrica y solo resultan en que todos salvo una
fraccién negligible de nodos lo verifican. El paso restante para obtener estas estimaciones
seria entonces un mejor control coeficiente a coeficiente, mas en el estilo de las cuentas que
hicimos en la Seccién 5.5 al probar la consistencia fuerte del estimador por vecindades. En
efecto, creemos que con un estudio mas minucioso de las trayectorias realizadas por los paseos
(@)
J

obtendremos que también h; y (H@fz(i) + v); serdn cercanos y entonces podremos concluir

al azar, podremos mostrar que A"’ y lAzj seran muy similares sobre vecinos j ~ ¢, de lo cual
usando la Proposicién 5.5.8 que més ain h; y (I_I@h + v); tendrén el mismo orden. ;Por qué
esperamos que esto sea cierto? Recordamos que h y h() son esperanzas sobre probabilidades
relacionadas a las trayectorias de paseos al azar simétricas en grafos que son casi idénticos,
difiriendo solo en un nodo: es asi que trayectorias que eviten la region del grafo cercana a
© deberian obtener probabilidades similares de ocurrir en ambos grafos y un valor idéntico
para la funciéon que integramos, con lo que acotando qué tan probable es que las trayectorias
pasen por una regioén chica en el grafo y teniendo en cuenta las pequenas diferencias en los
grafos obtendremos una cota para la diferencia entre los coeficientes. Lo anotamos entonces

a continuacion, por ahora como conjetura:

[6.2.2] Conjetura: Orden de los coeficientes de la extensién arménica empi-
rica

Sea G¢ ~ SBM (n, 2, (n;)1<1<2, Pn, ¢n) una familia de modelos estocasticos de bloques

con py, = e Y Gn = plog(n) para a > b > 0 que cumplen que GTH’ > 1+ vab.

n n
Luego, en el caso del estimador para 2 comunidades balanceadas, existen constantes

C1,0Cy > 0 tales que para cada i € K vale que
Che, < |]A"LZ| < Oyey,. (6.3)

Ademas, en el caso del estimador general, existen constantes C,Cy > 0 tales que para
cada 1 ¢ Ky cada 1 <1 < 2 vale que

Cy < hiy < Os. (6.4)

Ademas, precisaremos un control sobre la cantidad de pasos que se toma cada paseo para
hallar los nodos conocidos, y asi acotar la complejidad del algoritmo. Queda para trabajo
futuro determinar y escribir la demostraciéon para la cota adecuada, pero por ahora como

conjetura vamos a proponer que:
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[6.2.3] Conjetura: Cota para la cantidad de pasos que toma un paseo simé-
trico en llegar a

Sea G¢ ~ SBM (n, 2, (n;)1<1<2; Pn, ¢n) una familia de modelos estocdsticos de bloques

con p, = a% V@ = b% para a > b > 0 suficientemente grandes y diferentes.

1

toglog(n))3
que para todo r > 0 y para cada ¢ € V existe C' > 0 que verifica que para cada paseo

Supongamos que €, = w ( ) Luego, vale que existe una funcién f(n) tal

al azar simétrico (X¢)ieN, vale que

. 1
P({mc < Cfm}H{Xo=i}) =1-0(-) (65)
para T el tiempo de primera visita a k.
Provisionalmente conjeturamos f(n) ~ loii") < log(n)?2.

Dejamos este resultado como conjetura principalmente para no extender mas aun la tesis,
porque creemos que puede demostrarase a partir del Lema 6.2.7. En efecto, de alli puede
deducirse que 7 tiene colas acotadas por las de una geométrica de parametro Ce, para
alguna constante C' > 0, con alta probabilidad. Es asi que procediendo cuidadosamente, por
ejemplo siguiendo el enfoque de [Verl8| para variables sub-exponenciales, también vamos
a poder dar cotas para Tx en el orden de é (la esperanza de la geométrica), con alta
probabilidad. Este enfoque también puede generalizarse para acotar la cantidad de pasos
que realizan multiples paseos mediante la desigualdad de Bernstein, y asi podemos obtener

cotas para la complejidad tedrica de las simulaciones.

Confiando entonces en que estas conjeturas se verifican como ciertas, obtendremos en ese

caso que:

[6.2.4] Proposicién: Correctitud y complejidad de la aproximacion de CuEv

via métodos de Montecarlo.

Sea G¢ ~ BSBM (n, 2, pp, ¢,) una familia de modelos estocésticos de bloques en las hi-
potesis de 5.5.9 que garantizan la consistencia fuerte de los estimadores por extensiones
armonicas.

Fijemos W C V' \ K un subconjunto de nodos.

Luego, el estimador por vecindades basado en el algoritmo 7 es fuertemente con-
sistente, y halla las comunidades de los nodos en W con complejidad temporal
(@ (#w -log(#Wlog(n)) - log(n)? - %) en el peor caso, con alta probabilidad.

Observamos en este punto que cuando W es suficientemente chico, por ejemplo cuando
#W =o (bg&)z;), la complejidad tedrica obtenida es o (n) y en particular es de un orden
menor que la complejidad tedrica que tienen los demas algoritmos que encontramos en la

literatura.

Notamos aqui que se pueden obtener resultados de convergencia débil, también en el
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caso general de k£ comunidades, de manera analoga, pero con complejidades méas altas que
la implementacién mediante algoritmos iterativos. Es por eso que nos limitamos a dar ideas
para completar una demostracién en el caso de subconjuntos chicos de nodos, para el cual
es necesaria la consistencia fuerte para asegurar que ninguno de los nodos en el subconjunto
elegido es alguno de los que cuenta con una estimacién errénea.

Antes de demostrarlas, daremos algunos lemas auxiliares que nos permitiran entender
coOmo se ve un modelo estocastico de bloques mirando mas alla de los vecinos de un nodo.
Para facilitar la escritura de las demostraciones que siguen, fijemos la siguiente notacion

para los entornos de los nodos en el grafo.

[6.2.5] Notacién: Entornos en un grafo.

Dado un grafo G = (V, E) y una cantidad de pasos r, notaremos

B, (i) ={j € V|dist (i,5) <r} (6.6)
a la bola abierta de radio r centrada en i,

B,(i)={j e V|dist (i,5) <r} (6.7)

a la bola cerrada de radio r centrada en i, y

837‘@) = aBr(i) = ET (Z) \ Br(i) (6'8)
a la esfera de radio r centrada en :.

Este primero nos da un panorama mas completo de lo que ocurre en las vecindades de los
nodos, hasta 2 pasos de distancia. Esto sera 1til en el futuro porque, como hay mas nodos
a dos pasos de distancia, eventos que entre los vecinos de un nodo fijo son mas infrecuentes

aqui pasan con mas alta probabildad, lo que permitira salvar algunos problemas técnicos.

Sea G¢ ~ SBM (n, k, (n;)1<i<k: Pns @n) Para p, = a@ Y Gn = b%, con0<b<a,

n = Q(n) para cada 1 <! <ny liminf, . min;<;< { a™ +b (1 — %) } > 1.

Luego, vale que existen constantes C,Co > 0 tales que para cada nodo ¢ € V'
P ({ Cylog(n)® < #(dBa(i)) < Calog(n)? }) > 1—o(n™"). (6.9)

Maés atin, vale también que todas las comunidades tienen el mismo orden de nodos a
distancia dos. Es decir, para cada 1 < [ < k existen constantes C, Cy > 0 tales que

para cada nodo i € V'
P ({ C1log(n)? < #(dBa(i) N C;) < Calog(n)? }) > 1—o0(n™"). (6.10)

Por tltimo, si uniformemente al azar para cada comunidad se eligen g(n) = ,n nodos

1 )>, entonces vale que existen constantes

de comunidad conocida, donde €, = w <W
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C1,C9 > 0 tales que

P ({ Cienlog(n)® < #(0Ba(i) NK;) < Cagnlog(n)® }) > 1—o(n7!).  (6.11)

Demostracion. Demostraremos aqui la primera cota (6.9), y después mostraremos que la
segunda puede concluirse analogamente antes de deducir la tercera.
En primer lugar, recordemos que por la Proposicion 2.4.11 sabemos que existen constantes

0 < (7 <1< (Y tales que para cada i € V
Ai = {C’l log(n) < deg,, (i) < Calog(n) } (6.12)

ocurre con probabilidad mas alta que 1 — o (nilfé) para un ¢ > 0 suficientemente chico.

Podemos asi demostrar la cota superior: primero podemos usar que ¢ va a tener con
alta probabilidad una cantidad logaritmica de vecinos, y después condicionando podemos
mostrar que a su vez cada uno de ellos va a tener una cantidad logaritmica de vecinos
nuevamente. Asi, combinando todo como en en la Observacién 2.2.5, podemos concluir que
con probabilidad mayor que 1 — o (n_l_g) hay menos que 022 log(n)2 nodos a distancia dos
de 7 dado que los nodos a distancia exactamente dos son vecinos de los vecinos de .

Ahora mostremos que vale con alta probabilidad la cota inferior. Una vez mas buscaremos
explotar que las vecindades de cada nodo tienen tamafio logaritmico, y tenemos © (log(n))
de ellas, para concluir. No podemos contar como para la cota superior porque contariamos
posiblemente muchas veces a los mismos nodos, para aquellos nodos que son vecinos de
multiples vecinos de ¢ a la vez. Por eso, cambiaremos el enfoque, y nos concentraremos en
estudiar la probabilidad de que un nodo que no esta en la vecindad de i se conecte a algin
nodo en la vecindad, y luego hallaremos una estimacion para la cantidad de nodos a distancia
exactamente dos mediante desigualdades de concentracion.

En primer lugar, mostraremos que condicionando podemos reducir el problema a estudiar
la probabilidad de que la cantidad de vecinos sea suficientemente alta para vecindades fijas.
Con este proposito, dada una familia de subconjuntos disjuntos de nodos en el grafo, J =

(Jl)lglgk, notaremos
B; = {331(2') NC = Jyparacadal <l <k }, (6.13)

y diremos que una familia J es admisible cuando vale que Cy log(n) < #J < Cylog(n). Como
recordamos anteriormente, tendremos que las familias J que describen bien los entornos son

tipicamente admisibles
P (UJ admisiblesBJ) =P (Az) =1-o0 (n—l—f) 5 (6.14)

asi que nos restringiremos a estudiar lo que pasa sobre ellas. En efecto, como para estas
familias vamos a poder demostrar de manera uniforme en J que para C > 0y & > 0

suficientemente chicos vale que

P ({ #(9Ba(i)) > C'log(n)? } | B;) > 1—0(n7¢), (6.15)
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entonces condicionando vamos a poder deducir la cota inferior como queriamos:

P ({ #(9B1(i)) > Clog(n)* }) (6.16)
> 3 P ({ #(9Ba(i)) > C'log(n) } | B;) P (By)

J admisible,IP(B;)>0

> (1 -0 (nilfg)) > P (By)

J admisibles,IP(B;)>0
= (1 —0 (nil* )) P (A;)

3
=1-o0 (n_l_g) .

Nos queda entonces demostrar (6.15), para lo cual resta solamente aprovechar la infor-
macién que nos da J de la vecindad. Por un lado, tenemos que si un nodo j no es vecino
de 7 y estd en la comunidad [, tendremos que hay alguna arista que conecta a j con algin

vecino de ¢ con probabilidad

. (1 ) alog(n)>#Jl i <1 B blog(n)>#Jt (617

n t=1t£1 n

=1- (1 B abg(n)> # <1 B blog(n)>#‘]’” |

n n

donde notamos por #.J4 a #Jx = Zleyt#l#Jt para simplificar la notaciéon. Por otro
lado, como J es admisible vale que hay por lo menos n; — #J; — 1 > n; — Cylog(n) — 1 =
ni(1—o0(1)) tales nodos de comunidad I, con lo que tendremos por lo menos [(1 —n)n;]
nodos de cada comunidad 1 < [ < k como candidatos a esar a distancia dos, para una
constante 7 > 0 suficientemente chica. Es asi que en estas condiciones si para cada 1 <[ < k
llamamos Z; a la cantidad de nodos entre los [(1 — n)n;] nodos de indice més chico de
comunidad | en dB3(i) y ademds llamamos Z a su suma Z = Y.}, Z;, tendremos que

#(0B32(i)) > Z y ademaés las variables Z; son independientes y con distribuciéon dada por

7, ~ Binomial ([(1 — )], 1 - (1 - alog(”)>#Jl (1 - blog(”)>#J#) (6.18)

n n

para cada 1 <[ < k. En particular, tenemos que

P ({ #(0Bs(i)) > Clog(n)* } | B;) > P ({ Z > Clog(n)* } | B,), (6.19)

y resta solamente analizar el comportamiento de Z.

Como adelantamos, concluiremos usando desigualdades de concentracion, para lo cual

basta ver que la esperanza tiene el orden adecuado y mostrar que es improbable que la
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variable sea mucho més chica. En cuanto a lo primero, un calculo directo nos muestra que

il ( bgy@) #Jl (1 _ blog(n)>#J7” (6.20)

n)

E[Z] =

i [ a#tJ + b#Jﬂ)lOg( (1 +o(1)>]

=1
= (1—n)bCy log(n)*(1 + o (1)),

k
> (1) (z ) (1110”10 (1)

donde usamos que a#J; + b#Jz > b#J > bCilog(n) porque J es admisible, y una apro-
ximacion por Taylor para la primera igualdad. En efecto, usando que suficientemente cerca

de x = 0 valen que

log(l—2z) =—2z+o0(x)=—-2(1+0(1)) (6.21)

l—e"=x+o0(x)=2(1+0(1)), (6.22)

tenemos que

1— (1 - alog(")> o <1 - blOg(n)> o (6.23)

n

=1—exp (#leog <1_ ”)> < _blegrfn)»

- 1—exp< (#Jla+#J#b) (1+0(1))>
log(n)

n

= (#Jia+ #J4b) (1+o(1)),

2
donde notamos que todas alog( ), log (#Jla + #Jb) log( ) — 0 1%’:2%)) cumplen que
tienden a 0 cuando n — oo para J admlslbles. En cuanto a lo segundo, podemos usar la
desigualdad de concentracion del Lema 2.4.12 para ver que para cada 0 < x < 1 constante

y cada 0 < C' < x(1 —n)C1b vale que
P ({ 7 < Clog(n)? }) <P({Z<zE[Z]}) <e"@EZ =, (n_l_g) (6.24)

para n suficientemente grandes y mostrar lo que queriamos. Aclaramos aqui que para la
primera desigualdad usamos que en este caso C'log(n)? < 2IE [Z] lo que nos da la contensién

de conjuntos, y que para acotar el orden de decaimiento usamos que

Y@)E (2] > (v(x) (1 - m)bCh +7(x)o (1)) log(n)? > log(n) (6.25)

para n suficientemente grandes.
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Asi queda demostrada (6.9). Como adelantamos, la desigualdad (6.10) que refiere a cada
comunidad en concreto puede deducirse de manera anédloga, y la tinica diferencia al estudiarla
es que en ese caso vamos a poder reducir el problema a estudiar Z; en vez que Z. Sin embargo,

como analogamente a (6.20) vamos a poder obtener la misma cota
E [Z;] > (1 —1)bCylog(n)*(1 4 0(1)), (6.26)

a partir de ahi la demostracién es igual.
En cuanto a la ultima desiguladad (6.11), podemos deducirla de (6.10) para cada comun-
diad fija 1 <[ < k. Una vez més nos serd util condicionar, y para eso podemos notar para

cada subconjunto H C V'\ {7} como I'yy al conjunto
'y = {832( ) NC = } (6.27)

y llamar admisibles a los conjuntos H que verifiquen que Cjlog(n)? < #H < Cylog(n)?,

donde las constantes hacen que para algtin & > 0 suficientemente pequenio vale que
P (Un admisiblel ' 77) = 1 —0 (nilfg) , (6.28)

como demostramos. En este caso, como para los conjuntos H admisibles vamos a poder

demostrar que existen ciertas constantes CH, 62 > 0 tales que:
P ({ Cienlog(n)? < #(0B2(i) NKy) < Caeylog(n)? } ’FH) >1-o0 (n_l_f) . (6.29)
vamos a tener que

P ({ Cienlog(n)® < #(9Ba(i) N Ky) < Coznlog(n)” }) (6.30)

> 3 P ({ Cienlog(n)? < #(0Ba(i) NKy) < Cheplog(n)® }|Ta) - P (Ty)
H admisible,IP(T'z7)>0

3 (1=o(n™'7%)) P (Tn)

H admisible ]l’(FH) >0
( ( 5)) UH admisibleer)
)

~(1-0(s79)

como queriamos.

v

v

Es asi que solo resta ver que vale (6.29). Tendremos que salvar un ligero inconveniente
técnico: como tenemos que en el grafo hay g(n) nodos conocidos de la comunidad [ elegidos
uniformemente al azar entre los nodos de esa comunidad, la cantidad de nodos conocidos en
H sigue una distribucién hipergeométrica con parametros n;, #H y g(n), y no binomial o
suma de variables Bernoulli independientes como solimos acotar anteriormente. Ahora bien,
por un resultado demostrado por Hoeffding en su articulo [Hoe63, Teorema 4] tendremos

que para cada funcion f : R — R continua y convexa valdra que

E[f(#(HNK))] <E[f(Y)], (6.31)
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donde Y ~ Binomial (#H , %7;)) En particular, como ¢?® es convexa para cada 6 € R te-
nemos que podemos realizar cotas analogas a las de la desigualdad de concentracion 2.4.12
también en este caso, donde inmediatamente después de que usamos la desigualdad de Mar-
kov en (A.2) y (A.4) continuamos acotando con este resultado para pasar al caso de suma de
variables Bernoulli y a partir de ahi terminamos la demostracion andlogamente. En efecto,
como €, = w (@) vale que

B [0 0] = #H2) log(n)? = w (og(n)), (6.32)
y asi para Cy suficientemente grande tendremos que Cae, log(n)? = yE [#(H NK;)] para
y > 1y entonces

P ({#(H K1) > Coenlog(n)® }) < P ({#(HNK) > yEHFHNK)] ) (6:33)
< ¢~V WERHNKY)]

=o0 (n*1*5> )

y para Cy > 0 suficientemente chico tenemos que Cje,log(n)? = 2E[Y] para0 <2 < 1y

asi

P ({ #(HNK)) < Crenlog(n)® }) <P ({#(HNK) <2B[#(HNK)]})  (6.34)
< ¢ @EH#(HNKD)]

o (n ).

Terminamos entonces la demostracion aclarando que para deducir el orden de decaimiento
usamos que y(z),7v(y) son constantes y entonces el orden de los exponentes es w (log(n)) >
(14 ¢)log(n) para cada & > 0. O

Demostraremos ahora que mirando los paseos al azar de a dos pasos por vez podremos
entender la proporciéon de caminos que terminan en nodos de I con respecto a la cantidad
total de caminos. Esto nos va a dar una nocién de que es raro que evitemos pasar por nodos
en K tras muchos pasos de un paseo al azar simétrico, que va a poder emplearse para mostrar
la convergencia de los algoritmos iterativos, y también para acotar la cantidad de operaciones

necesarias para calcular la aproximaciéon via métodos de Montecarlo en el peor caso.

Sea G¢ ~ SBM (n, k, (n;)1<i<k, Pn, Gn) Dara p, = a% Y qn = bw, con0<b<a,

n

n; = Q) (n) para cada 1 <1 <ny liminf, . min; << { a’t +b< — m) } > 1.

n
Supongamos que elegimos uniformemente al azar g(n) = £,n nodos en cada comuni-

dad, a los cuales denotaremos como K, con &, = w (@)

Entonces, existe una familia de grafos G que tiene probabilidad mayor que 1 — o (n_§>

para un ¢ > 0 suficientemente pequetio, y para los cuales si (X;);en, €s un paseo al
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azar simétrico en G existe C' > 0 una constante suficientemente chica tal que para

cada M > 0 y para cada nodo i € V' y n suficientemente grandes tenemos que
P{fc>M+1}|{Xo=17c>M,Gc}) <1-Ceg, (6.35)

para T = inf {t € IN | Xy € K} el tiempo de primera visita en algin paso par a K.

Demostracion. En primer lugar, nos restringiremos unicamente a una familia de mode-
los estocésticos de bloques que verifican buenas condiciones para los entornos a dos pa-
sos. Diremos que un grafo GG es admisible si cumple que para ciertas constantes positivas
C1,C9,C5,Cy,C5,,Cq,C7y donde 1 < [ < k valen que:

1. Las vecindades son de tamanos cercanos al esperado. Es decir, para cada 2 € V

C1log(n) < ’8?1(2')‘ < Cylog(n). (6.36)

2. Para cada par de nodos distintos, no hay muchos vecinos comunes. Es decir, para cada
1,7 € V distintos,

0B, (i) N9B1 ()| < Cs. (6.37)

3. A dos pasos, hay una cantidad de nodos y nodos de comunidad conocida cercana a la

esperada. Es decir, para cada nodo 7 € V,
Cylog(n)? < |0Ba(i) NC| < C5log(n)? (6.38)
y ademaés
Co.1log(n)?en < |0Ba(i) NKy| < Crylog(n)’e,, (6.39)
para cada 1 <[ < k.

Notaremos simplemente Cy, Cg a los minimos sobre [, y Cs, C'7 a los maximos sobre [ de las
constantes asociadas.

Como los valores estaran cerca de las cantidades esperadas, con alta probabilidad los
modelos estocasticos de bloques seran admisibles. En efecto, la Proposicion 2.4.11 y el Lema
6.2.6 nos indican que las condiciones 1. y 3. se verifican con probabilidad mayor que 1 —
0 (n"g ) para algin £ > 0 suficientemente chico fijando constantes adecuadas. Como podemos
concluir que esto también ocurre para la condicion 2. usando desigualdades de concentracion,
entonces segun la Observacion 2.2.5 valen todas simultdneamente también con probabilidad
mayor que 1 — o (n_€>.

En efecto, la cantidad de vecinos en comin de dos nodos es una suma de variables Ber-

noulli, y haciendo uso de esta escritura podemos concluir lo afirmado usando desigualdades
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de concentracién. Suponiendo conocidas las comunidades de los nodos, tendremos que para

nodos distintos ¢ y 7 vale que
k
X = # (9B1(i) N B1(4)) = Y_ Binomial (m; —Tie, (i) — ¢, (7), (Pe)eqay(Pede(ya) (6:40)
I=1

para binomiales independientes. De esta manera, la cantidad esperada de vecinos en comun

es

n n n

E [X] ~ zk:nl log(n) log(n) ~ log(n)? (6.41)
=1

Asi, la desigualdad de concentracion 2.4.12 nos indica que para cada C3 > 0 y n suficiente-

mente grandes vale que

P{X>C3}|C)=P ({ X > 1130[in X] } ‘c) < .~ (&) EX) <o(n %), (6.42)

para lo cual usamos que por (6.41) podemos deducir que

; (Efg(]> E[X] = Cy <10g (&) - 1) YEX] > Dlog(n) > (24 6)lox(n) (6.43)

y de acd se deduce lo afirmado. Para terminar, mediante probabilidad total condicionando

sobre las asignaciones de comunidades obtenemos que
P({X>C5})<o(n ) (6.44)

y procediendo como en la Observaciéon 2.2.5 y teniendo en cuenta que hay no mas que
(5) < n? parejas de nodos distintos obtenemos que simultdneamente para cada pareja la
cantidad de vecinos mutuos es baja con alta probabilidad como queriamos.

Concluimos entonces que con probabilidad mas alta que 1 — o (n_5> vale que los grafos
son admisibles, para & > 0 suficientemente chico.

Resta ver entonces que en estos grafos se llega suficientemente frecuentemente a nodos
conocidos en dos pasos de un paseo al azar.

En primer lugar, si conociésemos el el nodo en el que el paseo al azar se encuentra a tiempo
2M , estudiando los caminos de dos pasos en el grafo podremos demostrar que suponiendo

que es admisible para cada j € G vale que
]P({ﬁc >M4+1}{ Xo=1,Xopnr = 34,7 > M,Gc}) <1-Ce¢y (6.45)

y asi mediante probabilidad total condicionando a la posicién del paseo a tiempo 2M de-

mostraremos lo que queriamos
P{fxc>M+1}{Xo=1,7c >M,Gc}) <1-Cey. (6.46)

Demostremos entonces (6.45). En primer lugar, notemos que como el paseo al azar (X;);

es simétrico, las probabilidades de llegar a V' \ K partiendo de algtin nodo fijo j en dos pasos
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estan dadas, salvo por un factor constante, por un cociente de cantidades de caminos en
G. En efecto, tenemos que si W = {(j1,72) | J ~ J1,71 ~ jo} es un subconjunto de posibles

trayectorias en dos pasos desde j, entonces

. 1 1
P({(X1,X) eWH{Xo=j}H= ¥ — ——
(j1.42)EW deg,, (j1) deg,, (j2)
C3 1

< X

(J1.J2)EW
C3 #W
- 012 # { Caminatas en dos pasos desde j }

C? # { Caminatas en dos pasos desde j }

2
Desde ya, también podemos acotar por debajo usando el factor %
2
Estudiemos entonces las caminatas de dos pasos saliendo desde j. Dentro de ellas, las

que no terminan en K podemos entenderlas a través de separar en estos tres casos:

1. En primer lugar, las caminatas que comienzan y vuelven a j. De estas hay como mucho
Cs log(n) porque quedan determinadas al elegir el nodo en 9B (j) por el que pasa la

caminata antes de volver a j.

2. En segundo lugar, las que terminan en 9B (7). De estas hay como mucho Cs log(n) - Cs,
pues debemos primero elegir un nodo en 9B1(j) para el primer paso, y después algtin

vecino en comun de este con j para el segundo paso.

3. Por ultimo lugar, el resto de las caminatas terminan en dB(j). Para acotarlas, aco-
taremos en su lugar inferiormente las caminatas que terminan ademas en I, el com-

plemento. Notemos que de estas hay no més que Cglog(n)?e,,.

Ademas, notamos que hay como poco Cy 1og(n)2 caminatas en dos pasos comenzando en
J. Combinando todo lo anterior terminamos la demostracién, porque podemos acotar la

probabilidad por

P{fc>M+1}{Xo=1i,Xom =3,7c >M,Ge}) (6.47)
((12)2 Cy log(n) N (02>2 CoC5log(n) s ((]1)2 Cglog(n)%e,
—\C1/ Cglog(n)? C1/) Cylog(n)? Cy/)  Cylog(n)?

C3(1+0C3) 1 C2Cg

=1 —
T T(n) B0
para n suficiente grandes, usando que ¢, = w (@) |

Desde ya, los estimadores con los que estamos tratando estan basados en aproximacio-
nes de los estimadores empiricos discutidos en el Capitulo 5. El siguiente lema indica que,
si las aproximaciones son suficientemente buenas, entonces no hay diferencia alguna entre
los estimadores empiricos que discutiamos previamente y los nuevos estimadores inducidos,

aunque sea en lo que a consistencia se refiere:
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[6.2.8] Lema: Aproximaciones suficientemente precisas inducen estimadores

fuertemente consistentes

Tomemos h y h(U) las extensiones arménicas empiricas definidas en el Capitulo 5, y

supongamos que h y h(Y) son vectores que las aproximan, donde U € U para U una
n

particién elegida uniformemente al azar con #U = @ (m) para cada U € U.

Luego, si valen las hipdtesis de 5.3.2 0 5.4.8 y ademas vale con alta probabilidad que

|

entonces el estimador inducido por A es débilmente consistente.

h—h

=0 (en), (6.48)

oo

Ademas, en el caso del modelo balanceado con dos comunidades, si valen las hipotesis
de 5.5.9 y también

L) _ 3(U>H = 0(en) (6.49)

(0.9]

para cada U € U con probabilidad mayor que 1 — o (Iﬁll)’ entonces el estimador por

vecindades inducido por h es fuertemente consistente.

Demostracion. Mostremos primero que la aproximacion también sera débilmente consistente.

Vale que en ese caso tendremos que con alta probabilidad vale que

Hh_huz < Hﬁ_ﬁuz—i_ Hﬁ_huz (6.50)
< 0/(n) VA + ——— |,
eny/log(n)
1
< m P

y entonces procediendo como en 5.3.2 tendremos que el estimador inducido por h es débil-
mente consistente.
Veamos ahora que el estimador inducido por & es fuertemente consistente en el segundo

caso. En primer lugar, como |[IT]|_,

’@ H = 1, simultaneamente para cada U € U se tiene
[ee]

que

|(MQAY) +v) — (MQAY) 4 v)| < [IQRY) —2W))| (6.51)

oo

< . @] 2@ - 2@

o0

< o(en)
con alta probabilidad. Entonces, también vale que para cada i € U

(T1Qh + v); — TIQRWY) + v);
< |(TQh +v); — (MQA®) +v);| + [(TQAY) 4 v); — (1T

<o (571)

Q)
>t
=
+

=
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donde usamos la Proposicién 5.5.8, y la cota vale simultdneamente simultaneamente para
cada ¢ € U y para cada U € U. Es asi que una vez mas como en 5.5.9 podemos usar
que el estimador ayudado por un oraculo es fuertemente consistente para concluir que h es

fuertemente consistente y completar la demostracion. |

Ahora si, sin més preliminares, demostremos la Proposiciéon 6.2.1. La demostracién con-
sistird en acotar hasta que podamos darle una interpretacion probabilistica a nuestra cota,

para concluir que las aproximaciones son suficientemente buenas y asi conseguir el resultado.

Demostracion. En primer lugar, notemos que podemos acotar el error cometido con la apro-

ximacion tras N iteraciones de la siguiente forma:

(6.53)

o0

Ahora bien, vale que para cantidades de iteraciones de la forma 2t 4+ 1 tendremos que
~ ~ t ~
(MQ)*+! = [(NQI)?| (11Q), (6.54)

segin lo cual, usando que HHQHOO < ||| o, H@HOO < 1-1=1, obtenemos que:
@ <oy (6:59)

Es asi que inmediatamente obtenemos que para cantidades de iteraciones de la forma 2t + 2
vale una desigualdad andloga:
A\ 2t+2 A A\ 2t+1 A2t
|y < [nel || < ooy . (6:56)
En particular, obtenemos que al combinar con (6.53) vale que

ZHLNzlJ ‘

~

A =], < (2], + 1) | (mem

(6.57)

Ahora bien, tenemos una interpretacién para la norma H(H@H)QH mediante proba-
o0
bilidades: vale que esta norma nos dira la probabilidad de que un camino de longitud 2
empezado desde algin nodo fuera de K nunca pase por K. En efecto, tenemos que

nny - s { a0, | 659

o0 1<i<n ‘
J=1

Notamos que coordenadas (i, 7) tales que i € K o j € K causan que el coeficiente asociado
se anule, y por eso podemos reducirnos a estudiar filas asociadas a nodos i ¢ I, y mas ain

sumar sobre columnas j € K. En ese caso, tenemos que
n
>, (TIQI); (6.59)
j= 1,j¢l€
_ A Ay
1= 7ex deg, (i) deg, (1)
=P({mc>2}{Xo=147%c>0,Gc}),
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si (X¢)i>0 es un paseo al azar simétrico en el grafo y 7x es el tiempo de primera visita a K.
En efecto, la suma no es mas que el desarrollo mediante probabilidad total respecto de todos
los posibles caminos de longitud dos que no pasan por K, dada la matriz de adyacencia A
del modelo G¢.

Es asi que, podemos usar el Lema 6.2.7 para acotar la norma, con probabilidad mayor
que 1 —o (n_f) para algin & > 0 suficientemente pequeno. En concreto, el resultado nos
indica que la norma sera no menor que 1 — C's,, para alguna constante suficientemente grande

C' > 0, y entonces combinando este resultado con (6.57) deducimos que

] [V 27 Jog(1-en) | 5 (6.60)

Ahora bien, usando la aproximaciéon mediante el polinomio de Taylor para log(l + x) =

z + o (|z]) tenemos que para cantidades de iteraciones N = w (é log (é)) vale que

N-1

W) _h| < elosimen) 55 < p(—entolen))ylog(2;)w(1) — cw(1)loglen) — o(cn) (6.61)

o0

y mostramos lo que queriamos.

Notemos luego que cuando HE(N) — }ALHOO = o0(ey,) vale que por el Lema 6.2.8 el esti-
mador inducido es débilmente consistente. Una demostraciéon andloga fijando cada U € U
nos indicard que H(?L(U))(N ) — ﬁ(U)HOO = 0(ey) y el estimador por vecindades inducido es
fuertemente consistente, y entonces notando que con alta probabilidad podemos asegurar las
cotas simultdneamente queda demostrada la correctitud.

En cuanto a la complejidad, sabemos que con alta probabilidad ocurre que la matriz Q
tiene tinicamente n log(n) coeficientes no nulos, como indica la Proposicién 2.4.11. Es asi que
multiplicar por @ un vector tiene solamente costo de nlog(n) con alta probabilidad. Como
realizamos en total N iteraciones, la complejidad del algoritmo serd nlog(n)N, y usando
que é log (i) = o0 (log(n)log(log(n))) al valer e, = w (@) obtenemos la cota afirmada
para la cantidad de operaciones. En el caso del estimador por vecindades, precisamos usar
el algoritmo iterativo O(log(n)) veces, una por cada U € U. Es asi que la complejidad en el

peor caso empeora solamente por un factor logaritmico. |

Terminemos entonces dando una idea de por qué creemos que las aproximaciones via
métodos de Montecarlo son consistentes y eficientes como indica la Proposicion 6.2.4, de-

pendiendo de las Conjeturas 6.2.2 y 6.2.3.

Demostracion. En primer lugar, veamos que con suficientes paseos al azar tenemos garantias
razonables de convergencia hacia la extension armoénica empirica.

A ese efecto, fijemos ¢ € V un nodo y consideremos una sucesion de paseos al azar
independientes (X7 )ienN, seNn comenzando en i. Luego, notemos para cada 1 < I < k se

tiene que

By =1, (¢ (X5:)) " Bernoulli (hy) (6.62)
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donde ﬁi,l es como en el caso del estimador general para k comunidades. Vale entonces que
la comunidad estimada por el algoritmo, cuando realizamos en total una cantidad S(n) de

paseos, sera la comunidad [ que maximice

hi = 15% h$ (6.63)
il — S(TL) = 1,0 .

es decir la comunidad a la que se haya llegado més frecuentemente. Mostraremos que cuando
S(n) es suficientemente grande, donde S(n) = log(#(W) log(n))ai2 log(n) bastarfa confian-
do en las conjeturas enunciadas, vale que los promedios estan suficientemente cerca de la

esperanza

~

hii— hiy

1
P({ <o(en))) 210 <#<W)1g(n>> (6.6

para cada i € V y cada 1 < [ < k. Ahora bien, fijo algiin nodo i € W tenemos que con
alta probabilidad van a haber no més que O (log(n)) nodos que son vecinos de él. Entonces

valdra que para cada uno de sus vecinos j, vamos a tener que con probabilidad mayor que

1—o0 (ﬁW)) se tiene que

A R <o (en) (6.65)

aplicando el resultado anterior en el grafo G'\ {7 }, con la misma estructura de comunidades.
En particular, la comunidad estimada por i) para ¢ coincidira con la estimada mediante
fz({i}), analogamente a como lo demostramos en el Lema 6.2.8. De esta manera, con alta
probabilidad tenemos que el estimador por vecindades inducido es fuertemente consistente,

y restara solamente acotar la complejidad tedrica del algoritmo.

Veamos en un poco mas de detalle como se llega a la cota (6.64). Fijemos t,, = \/15”—(),
og(n

y usando la desigualdad de Bernstein tendremos que

P Sz(é) (Vs = hi)| > S(n)t < 2exp (—1 th ) (6.66)
S ) 25(n)hi(1 = h;) + 5S(n)ty '

2
< 2exp <—iS(n)t">

REoro)

donde usamos que para nuestras elecciones de S(n) y t,, vale que S(n)

Kt

t

= w (log(#(W)log(n))),

=
S

y que ademas

S(n)hi(1—h;) + ;S(n)tn < 25(n)h; (6.67)

para acotar. Remarcamos en que aqui es donde, para tener un control sobre el orden de h;,
precisamos la Conjetura 6.2.2. En este caso, como cada h; tiene orden constante, basta tomar

S(n) =w (log(#W log(n))é) para cada nodo para obtender el decaimiento que queremos.
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Es asi que las elecciones de S(n) y t, vienen dadas para garantizar a la vez el orden anterior
y que, por otro lado, t, tiene que cumplir ¢, = o(e,) para tener la consistencia de las
estimaciones.

Antes de pasar al andlisis de la complejidad tedrica, notamos que aunque el andlisis
anterior estd hecho en términos del estimador por extensiones armoénicas general, también
sirve para el estimador por extensiones armoénicas para dos comunidades balanceadas. En

este caso las variables a estudiar ahora seran de la forma

. B i.id. 1 con probabilidad iLijl, y
hei =1 (C (Xﬁ’%» 12 (C <X$’%)> —1  con probabilidad fzi,g (6.68)

para cada nodo 7 € V. Como se verifica que
hsi =214 (C (Xﬁ’%)) —1 (6.69)

tenemos que ver que los promedios asociados al caso general, es decir a las indicadoras, estan
cerca de su esperanza implica también que estos promedios estan cerca de su esperanza, y
analogamente se deduce la consistencia del estimador por vecindades inducido.

Ahora resta solamente acotar la complejidad del algoritmo en el peor caso, con alta

probabilidad. Notamos que la cantidad de operaciones realizadas estara ligada a

1. la cantidad de pasos que realiza cada paseo al azar, donde cada paso se puede realizar

en tiempo constante, y

2. a la estimacion final que consiste en calcular (HQH?L(U) +v); para cada i € Wy

quedarnos con la comunidad que maximice las coordenadas.

Analicemos entonces qué tan rapidamente puede realizarse cada etapa del algoritmo.
En primer lugar, resulta que la estimacién final puede realizarse rapidamente, con com-
plejidad temporal O (#(W)log(n)). En efecto, fijando un nodo i € W, como @i»j = 0 para

los nodos j ~ i tenemos que si i ¢ K entonces vale que

(MQITAY) +0); = Y @i,jil](U); (6.70)
J~i,J &K
como i no tendrd mas que O (log(n)) vecinos con alta probabilidad (debido a la Proposicién
2.4.11), podemos realizar esta suma, y luego tomar méximo respecto a las coordenadas,
en O (log(n)) operaciones. En consecuencia, la complejidad estard dada por la cantidad de
pasos de paseos al azar que necesitamos realizar, que sera en general mayor.

A continuacién acotamos entonces la complejidad asociada a realizar los paseos al azar.
Para comenzar, notamos que para la estimaciéon final solamente necesitamos conocer AU
sobre los vecinos j ~ i, que una vez més seran O (log(n)) con alta probabilidad. En conse-
cuencia, realizaremos S(n) paseos al azar para aproximar extensiones armoénicas empiricas
para estos O (#(W)log(n)) nodos, lo que nos dard un total de O (#(W)log(n)S(n)) pa-

seos realizados con alta probabilidad. Ahora bien, la Conjetura 6.2.3 nos dice que entre todos
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estos paseos al azar no realizan mas que O (#(W) log(n)S(n) @) pasos en total con alta
probabilidad, y en consecuencia la complejidad de esta parte del algoritmo esta acotada con
alta probabilidad por
log(n)
O #(W) log(n)S(n)T : (6.71)
n
Usando entonces que S(n) = log(#(W) log(n))ai2 log(n), tendremos que la complejidad en

peor caso del algoritmo va a ser del orden de

0 (#(W) log(n)? log (#(IV) 1og<n>>jg) (6.72)
como queremos afirmar. |

Pasemos luego a presentar algunos resultados de simulaciones que realizamos con estos

algoritmos.

6.3 Implementacion de los estimadores y simulaciones

Mencionaremos rapidamante algunos detalles relevantes de la implementacién. El len-
guaje elegido para la implementaciéon de los algoritmos, la generacién de datos y el analisis
posterior fue R. Los grafos que utilizamos para evaluar el desempeno de los algoritmos fueron
generados mediante los paquetes usuales de R para obtener ntimeros aleatorios y son en su
totalidad datos sintéticos. En la implementacion de los algoritmos pudimos acceder a los
métodos de Buehler y Hein a través de una interfaz en R que nos permite acceder a los
métodos que estan programados en Octave.

Ahora si, pasemos entonces al andlisis de los algoritmos para realizar deteccién de co-
munidades. Presentaremos aqui solamente unas exploraciones preliminares, limitandonos a
verificar que los métodos verifican tener una precisién alta.

En primer lugar, podemos observar que los estimadores por extensiones arménicas efec-
tivamente tienen un buen desempeno en las simulaciones, atn sin recurrir a los estimadores
por vecindades. En la Figura 6.1 mostramos el desempefio del método de extensiones armo-
nicas para parametros a = 6, b = 2 y n variando, donde los colores se usan para distintos
valores de ¢, para cada n. Las cajas representan la precision del estimador para los datos
en los cuantiles mas cercanos a la media, que es la raya en el medio de cada caja, y las
lineas nos indican donde estan los otros cuantiles - en total se realizaron 20 simulaciones
para cada valor de &,, donde utilizamos la implementacién mediante algoritmos iterativos
con 2501log(n) iteraciones maximas por modelo. Los puntos que aparecen aislados son si-
mulaciones que obtuvieron resultados anémalos. Observamos que cuando n crece tenemos
que la precision aumenta, y dejamos de tener malos resultados excepcionales. La eleccion
de parametros a = 6 y b = 2 es una muy ajustada en cuanto a que “TH’ > 1+ Vab sin
demasiado margen, y asi con estos datos estamos cerca del limite en el que puede realizarse

deteccion de comunidades con consistencia fuerte. En cambio, en la Figura 6.2 presentamos
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Precision for the harmonic extensions method in the BSBM model
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Figura 6.1: Simulacién para el método de extensiones arménicas cerca del umbral teérico para tener consis-

tencia fuerte.

los resultados del desempeno del método de extensiones armoénicas ahora para parametros
a = 6, b = 1y n variando, de la misma manera que las anteriores. Observamos que para
estos datos se tiene un margen mas holgado respecto del umbral minimo para que pueda rea-
lizarse deteccion de comunidades furetemente consistente, y podemos apreciar una mejoria

en cuanto a la precision.

Concluimos que el método parece efectivamente parece mejorar la precision con n, aunque
queda para trabajo futuro considerar tamaios de modelos mas grandes porque la mejoria

parece darse gradualmente.

En cuanto a los métodos de minimizacién de corte y métodos espectrales, rapidamente
alcanzan una buena precision. En las Figuras 6.3 y 6.4, mostramos nuevamente unos graficos
de cajas en los que se muestra para distintas combinaciones de a y b (en formato a; b)
y modelos de tamafio n = 50 la precisiéon del estimador de corte minimo de Cheeger en
naranja y del estimador espectral en azul, realizando 20 simulaciones para cada uno. La
tnica diferencia radica en que para la Figura 6.3 quitamos algunos datos anémalos (en
total un resultado por combinacién de a y b) de 6.4 para facilitar la legibilidad del gréfico.
Confiando en que no son representativos, de lo que pasa en general, como vemos en términos
de los cuantiles, vemos que incluso para modelos de tamafio chico la precision de ambos

métodos es excelente, y comparable. Por otro lado, observamos que al sortear las aristas

log(n) v blogr(tn)

con probabilidades a—— tenemos que contar con probabilidades altas ayuda, atin

cuando a y b resulten solamente ligeramente por arriba del umbral en el cual se puede realizar
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Precision for the harmonic extensions method in the BSBM model
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Figura 6.2: Simulacién para el método de extensiones arménicas con margen con respecto al umbral tedrico

para tener consistencia fuerte.

detecciéon de comunidades de manera fuertemente consistente.
Terminamos entonces mencionando algunas direcciones en que puede seguirse la experi-

mentacién. En cuanto a los estimadores por extensiones armonicas

= podemos verificar que las cantidades de iteraciones necesarias para aproximar la ex-

tension armonica que obtenemos mediante nuestra garantia tedrica sean ajustadas,

= podemos realizar la verificaciéon analoga para la cantidad de pasos necesaria en los

paseos al azar,

= y podemos verificar si efectivamente en la practica las implementaciones mediante
métodos de Montecarlo resultan mas rapidas, mas alla de que su complejidad tedrica

en el peor caso lo sugiere.

En cuanto a los estimadores de minimizacién de corte, resta evaluar el desempenio de los
estimadores que buscan minimizar el corte ratio, y considerar modelos con cantidades mas
grandes de nodos. Ademas de comparaciones mas detalladas entre las precisiones y velocidad
de los distintos algoritmos, resta para considerar modelos no balanceados, y modelos con mas
que dos comunidades. Muchas de estas exploraciones ya estan en condiciones de ser realizadas

con el cédigo provisto anteriormente.
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Accuracy for different algorithms for community detection
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Figura 6.3: Comparacién de la precisiéon alcanzada por el estimador minimizante del corte de Cheeger y los

estimadores espectrales.
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Figura 6.4: Comparacion de la precision alcanzada por el estimador minimizante del corte de Cheeger y los

estimadores espectrales, mostrando los resultados anémalos.



7. Conclusiones y trabajo futuro

Llegamos entonces al final del trabajo, habiendo presentado los modelos estocasticos de
bloques y algunos algoritmos para estimar las comunidades en ellos. Logramos mostrar me-
diante métodos probabilisticos que los estimadores de corte minimo son consistentes, y lo
verificamos mediante simulaciones. También hicimos lo propio para los estimadores por ex-
tensiones armonicas: mostramos que son consistentes y verificamos que estiman precisamente
con algunas simulaciones.

Concluimos entonces el trabajo de tesis, pero nos quedan més cosas por explorar.

Dentro de los estimadores por minimizaciéon de corte, hay otras variantes de cortes ba-
lanceados que podriamos explorar, como mencionamos en la Nota 4.4.2. Ademds, queda
pendiente extender el resultado de consistencia fuerte en cortes de Cheeger al modelo gene-
ral, sorteando las dificultades técnicas que mencionamos en la Nota 4.4.3.

Dentro de los estimadores por extensiones armoénicas, nos queda pendiente determinar si
el estimador por extensiones armoénicas base es fuertemente consistente, méas alla de que el
de vecindades lo sea. Ademas, queda pendiente escribir cémo se extienden los resultados a
k comundiades desbalanceadas. Por ltimo, queda verificar que en efecto hay una garantia
tedrica de que las implementaciones por Montecarlo son correctas y eficientes demostrando
las conjeturas pendientes.

Finalmente, comentamos algunas nuevas direcciones en las cuales podriamos continuar.

Dentro de los métodos semi-supervisados, durante el trabajo de investigacion resulto
aparente que podrian generalizarse los algoritmos espectrales usando la descomposicion en
valores singulares de la matriz I1Q) para obtener estimadores en el caso semi-supervisado.
Por otro lado, como en la Nota 5.6.2 queda pendiente explorar qué puede lograrse mediante
extensiones p-armonicas.

Por 1ltimo, mencionamos que al realizar extensiones armoénicas para potencias de la
matriz de adyacencia obtuvimos mejores resultados en nuestras simulaciones que para la
matriz de adyacencia usual, incluso suponiendo conocidas proporciones de nodos mucho
menores. Una intuicién para entender este fenémeno esta en que potencias de la matriz de
adyacencia codifican la cantidad de caminos de cada longitud fija entre cada par de nodos,
lo que en cierta medida le da méas robustez. En este contexto resulté aparente que el tiempo
que tarda un paseo al azar en llegar desde cada nodo a cierto nodo fijo ¢ resultaba en general
més chico dentro de la comunidad C (i), lo cual se tradujo en que estimadores basados en

estas cantidades obtuviesen buenos resultados en simulaciones en el modelo BSBM.
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1. Anexo

A.1 Demostraciones del capitulo 2

En esta secciéon del anexo buscaremos demostrar los Teoremas 2.4.8, 2.4.9, y 2.4.10 que
indican transiciones de fase para cuando un modelo de bloques estocastico es conexo.

Para comenzar, demostraremos en primer lugar aqui la desigualdad en la Proposicion
2.4.12, que sera clave tanto para demostrar la transicién de fase para la conexién como para
controlar los grados de los nodos en la Proposiciéon 2.4.11, que una vez més nos sera de ayuda

para lograr nuestro objetivo.

Demostracion del Lema 2.4.12. En primer lugar, podemos mostrar que para cada 6 € R fijo

ocurre que

B [07] < FIAED (A1)

mediante una cota directa, usando primero la independencia de las variables Bernoulli invo-

lucradas y después que 1 + z < e* para cada x € R:

B[] = TLIL [~ pa) +poge’] 7! (42)

=1

t k
H H [(1=8)nTps (e’ 1)
T [ZH( 1=8)mp] (1)

—_
~

V)

IN

=e

_ CE[Z]("-1). (A.3)

Luego, podemos concluir la desigualdad que queriamos usando la desigualdad de Markov
y minimizando sobre § € R.

En efecto, cuando 6 < 0, la cota mostrada previamente nos da que para cada x < 1 vale
que
E [ e@Z ]

GuEZ] = e(~bete ~1)ElZ] (A4)
e X

P({Z<azE[Z]}) =P ({ > MEE ) <

donde podemos mostrar que en § = log(z) la cota alcanza su minimo derivando —fz +e? — 1
para obtener la desigualdad enunciada.
147
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Anéalogamente vale que para cada 1 < y tenemos que para cada 6 > 0 vale que
E [602}
erIE‘[Z]

P({22yE[2]}) =P ({2 "FA ) < < el -URZ (g )

y nuevamente derivando mostramos que la cota alcanza su minimo en § = log(y) como

queriamos ver. [}

Notemos en primer lugar que el Teorema 2.4.8 no es méas que un corolario del Teorema
2.4.9, segin lo cual basta demostrar inicamente este tltimo.

Antes de explicar la demostracion en detalle, introduciremos unas familias de procesos
estocédsticos muy ttiles en teoria de probabildades, las martingalas, que ayudaran a entender

cémo puede evolucionar una exploracién del grafo de a un nodo por vez.

[A.1.1] Definicién: Martingalas, submartingalas y supermartingalas
Sea (Q), F,IP) un espacio de probabilidad, y consideremos (M;)ieN, v (Xt)teN, Pro-
cesos estocésticos. Decimos que (My); es una supermartingala con respecto a (X);

cuando valen que
1. E[|M;]] < oo para cada t € Ny,
2. E[Mig1]| Xa,...,Xt] < M; para cada t € Ny, y
3. My es funcion de Xi,..., X; para cada t € INy.

Anélogamente, diremos que (M;) es submartingala con respecto a (X;); cuando

valen que
1. E [|M:]] < oo para cada t € No,
2. E[Myy1] Xa1,...,Xs] > M,; para cada t € Ny, y
3. My es funciéon de Xi,..., X; para cada t € INy.

Por tltimo, diremos que (M;); es una martingala con respecto a (X;); cuando es a

la vez una supermartingala y una submartingala.

Entre las muchas propiedades con las que cuentan las martingalas (y supermartingalas,
y submartingalas) una muy 1til es que para tiempos de parada suficientemente razonables

podremos tener una nocién de qué esta ocurriendo con el proceso en esperanza.

[A.1.2] Teorema: Teorema de parada opcional de Doob

Sea (Q), F,IP) un espacio de probabilidad, y consideremos (M;)¢en, una martingala,
supermartingala o submartingala con respecto a (X¢)ienN,-

Luego, si 7 es un tiempo de parada que verifica que 7 < C' < oo casi seguramente para

alguna constante C' > 0 tenemos que

» E[M;] < E[Mp] si (M), es una supermartingala con respecto a (Xy)y,
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» E[M;] > E [My] si (M;): es una submartingala con respecto a (X3)q,

y en particular E [M;] = E [My] cuando (M;); es una martingala con respecto a (X;);.

Ahora si, sin mas preambulos demostremos el Teorema 2.4.9:

Demostracion de conexion con alta probabilidad en el Teorema 2.4.9. La idea de la demos-
tracion serd mostrar que las componentes conexas asociadas a cada nodo tienen un tamano
considerable con probabilidad alta. En este caso, para que dos nodos no se conecten tam-
bién debe ocurrir que ningiin nodo en su componente conexa se conecte a nodos de la otra
componente conexa, y entonces para tener una desconexion va a hacer falta que en el grafo
no hayan muchas aristas. Como consecuencia, la probabilidad de que dos nodos cualesquiera
no se conecten va a ser baja y entonces como contrapartida la probabilidad de que el grafo
sea conexo va a ser alta como queriamos.

Daremos luego una manera de explorar la componente conexa de cada nodo, de a un
nodo por vez, y mostraremos que explorando de esta manera podremos ver que estas son
grandes.

Asi, llamaremos ¢t € INp a los tiempos o pasos en la exploracién, R; a los nodos ya
explorados, A; a los nodos a explorar a continuacién y U; a los nodos no encontrados atn.
Empezamos por explorar partiendo de Ag = Ap; para cada ¢ € V, que en las n distintas
exploraciones va a ser un subconjunto de la componenete conexa asociada a ese nodo. Esto

determina las condiciones iniciales, que estaran dadas dadas por:

RO = 07 <A6>
AO g V7
Up =V \ Ay,

A continuacién, podemos definir inductivamente R, A; y U; o bien manteniéndolos cons-
tantes a tiempo ¢t + 1 cuando A; = ), en cuyo caso ya habremos agotado los nodos de la

componente conexa, o si no cuando A; # () como:

Ry = RtU{it}, (A?)
A1 = (A \{ie }) U{y € Urlig ~ y},
U1 = U\ {y € Ur iy ~ y},

donde notamos 4; a algin nodo que eligiremos de manera medible a partir de A; que nos
indica cémo continuar la exploracion. Remarcamos que como comenzamos con Ag nodos en
una misma componente conexa, este procedimiento solo explorara nodos dentro de ella, y
que el proceso se estanca cuando agotamos todos los nodos de la componente. En este caso,
#R; + #A; =t + #A; nos da una cota inferior para la cantidad de nodos en la componente

conexa que contiene a Ag. En particular, el tiempo que el proceso sobreviva antes de que
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A = 0 nos dard una nocién de qué tan grande es la componente conexa asociada a los nodos

en Ag. Es asi que llamaremos
T=ff{#A4 =0} (A.8)

y tendremos que la cantidad de nodos en la componente conexa asociada a Ag estara dada
por T+ #A;, =T.

Ahora definimos también un proceso auxiliar que, al sobrevivir menos tiempo que la
exploracion que introducimos anteriormente, nos dara una cota inferior para 7 y asi una cota
inferior para el tamano de la componente conexa asociada a los nodos en Ag. Nuevamente,
R, Ay U cumplirén el rol de nodos ya explorados, a explorar a continuacién, y todavia no

explorados respectivamente. Como condiciones iniciales, fijaremos Ay = Ay, y esto determina

que
Ry =10, (A.9)
AO g V’
Up = V'\ Ap.

Luego, continuaremos inductivamente manteniendo Ry, A; y U; constantes en caso que A;
sea vacio, pero en caso que no tomaremos j; = min(A;) y para 6 € (0,1) fijo exploraremos

como a continuacion:

Rii=RU{j}, (A.10)
A = (At\{jt})U{yGUf‘thy}7
Uisa :Ut\{yeﬁf‘thy}-

Aqui U9 es el subconjunto que tiene los [(1 — §)n;] nodos con indice més chicos dentro de
U, con comunidad [, o todos si hubiesen menos, para cada comunidad 1 <[ < k.

Remarcamos como intuicién en que la diferencia crucial con el proceso anterior se en-
cuentra en que nos limitamos a develar menos nodos en cada paso que en el la primera
exploracion. Asi, tomando para cada t € INg a #; como j; en el primer proceso de explora-
cién (A.7), para poder comparar ambas exploraciones, y suponiendo que Ay = Ap, entonces
tendremos que vale que A; C A; por un razonamiento inductivo. En particular, en ese caso
obtenemos que #A4; > #A; para cada t > 0 y entonces definiendo

#=uf {#A, =0} (A.11)

tendremos que el tamano de la componente conexa asociada a A estara acotado inferior-
mente por t + #A4; y en también por 7.

El problema radicara entonces en ver que esta nueva exploracién sobrevive el suficiente
tiempo y que tiene ahi una buena cantidad de nodos a explorar aun. Para mostrar esto,

definiremos un tiempo de parada auxiliar

Tw = g’(f){ #A;y =00 #U;NC < (1 —6)n para algin 1 <1 < k} (A.12)
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y un proceso estocastico (Wy)eN, dado por:

Wo = #Ao, (A.13)

Wy—1+ Zyeﬁté ]lN(jt) (y) si0<t<Tw,

Wip1 =
Wig1 =Wy —14¢ si Ty > t,

donde £ son variables aleatorias independientes con distribucién

k
¢ ~ " Binomial ([(1 —d)n], (PC)C(jt),l> (A.14)
=1
donde ahora j; son nodos elegidos de manera independiente y uniformemente al azar dentro
de V. Asi, tenemos que los incrementos W11 — Wy se distribuyen de manera independiente
de Wy para s # t + 1 y con distribucién dada por una suma de binomiales independientes
S°F_, Binomial ([(1 —0)ny], (PC)C(jt),l)-

La intuicién crucial es que W; lleva cuenta de la cantidad de nodos a explorar #A;
hasta tiempo Ty, con lo que entender este tiempo de parada y este nuevo proceso nos
dard informacion del tamafio de la componente conexa como buscamos. Mas precisamente,
#A; = W, para cada t < Ty, y ademés Ty < 7 segin lo cual el tamaiio de la componente
conexa asociada a Ag esta acotado inferiormente por Ty + #ATW.

Querremos mostrar que Ty es grande, que implica ver que W} es positivo por un tiempo
largo y que sin embargo en la exploraciéon no agotamos (casi todos) los nodos de ninguna
comunidad.

Comenzaremos encontrando condiciones para las cuales W; > 0 para cada t € INy con
alta probabilidad, donde usaremos como herramienta auxiliar que para ciertos # € IR vale que
e~ "Wt s una supermartingala A.1.1. En ese caso, definiendo Ty = inf;>¢ { Wy = 0 } y usando
el teorema de parada opcional para supermartingalas A.1.2 para To At = min { Tp,t } <t <

oo obtenemos que
B e t#4] = B[ 9] B[] 2 B[] 2P 0. (19

y tomando limite cuando ¢ tiende a infinito acotamos la probabilidad de que W; = 0 en

alglin momento
E e ] > P ({Th < o0 }). (A.16)

En particular, cuando 0# Aq sea suficientemente grande con alta probabilidad vamos a haber
mostrado lo que queriamos, y por eso nos dedicaremos a continuacion entonces a estudiar
condiciones sobre 6 y # A que garanticen una buena cota en (A.16).

En primer lugar, observamos que resulta que e =" va a ser una supermartingala cuando
E [ee(WtH_Wt)} < 1 para cada t € Ng. En efecto, e ?"* son todas variables integrables, y

—OW;

ademas en ese caso vamos a tener que [E [e‘eWt“ ‘e‘eWt} <e para cada t € INg como
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vemos a continuacion:

E [e_GWt+1 ‘6—9Wt} —E [e—G(WtH—Wt)

e_QWt} e W (A.17)
—FE |:6*9(Wt+1*Wt):| 6*9Wt

Se*@Wt .

Nos quedara entonces simplemente hallar valores de # que hacen que E [_H(Wtﬂ_wt)] <1
para cada t € INg.

Con ese objetivo en mente, acotaremos la esperanza por una familia de funciones f s :
R — R que dependerdan de 1 <1 < ky 0 € (0,1), que nos permitirdin un andlisis més
detallado:

B [ Wit =W = & TT (1= (Pe)eginya) + (Pe)einae™) o (A.18)

A continuacién, podemos deducir algunas propiedades de estas funciones que nos permi-
tird acotarlas. En primer lugar, podemos ver que f;5(0) = 1y limp_, fi,5(¢) = oo para
cada 1 <1 < ky para cada § € (0,1). Ademéds, vamos a poder ver que cada funcién f s es

estrictamente convexa estudiando su segunda derivada

k 2 k _
fi5(0) = (1 - [Z [(1—0d)ns](Fe)is 3_9) &t {Zszl[(ké)ns“%)l’s} (e7-1) (A.19)
s=1

+
s=1

Y

k
> 1= )] (Po)is

eﬂ) O[Sl (el (e0-)

que es estrictamente positiva. Ahora bien, como >%_, ns(FPe)is > Anlog(n) para cada 1 <

| <k, y como también lim inf,,_,» A,, > 1 para cualquier ¢ € (0, 1) fijo, tendremos que

k k

ST =0)ng](Pe)is > Z (Pe)is > (1= 6)Anlog(n) > 1 (A.20)

s=1 s=1

cuando n sea suficientemente grande. Luego, en este caso tendremos que la primera derivada

de fi s

k
fl5(0 ( [Z 6)ns|(Pe)i,s

k —6)ns e 0
e 9) S Emra-mar ety )

cumple que fl',(;(O) < 0. Asi, por ser estrictamente convexas, para cada 1 < | < k y
cada 0 € (0,1) hay una tnica solucién positiva de f;5(f) = 1 que llamaremos 6,5, y
nuevamente por esa razén tendremos que fi5(¢) < 1 para cada 6 € (0,6;5), cuando

n es suficientemente grande. Mas aun, fijo 6 > 0 podremos eliminar la dependencia en
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I notando que para 65 = minlglgk{em} tendremos que f;5(6) < 1 para cada 6 €

(0,65s), para n suficientemente grandes. Por tltimo, observamos que 65 > 1 de hecho por-

que €1+ [Zf:l [(1=0)n;] (PC)C(jt),l] (e=1-1)

< 1 para n suficientemtente grandes, porque el factor
acompanando a (6_1 —1) < 0 es de orden logaritmico, con lo que podemos imaginar que
fs = 1 en adelante o aunque sea contamos con la intuicién de que % no es un numero grande.

Concluimos entonces que que e=30Wt o5 una supermartingala para n suficientemente
grandes. A modo de comentario que sera 1til en una futura demostraciéon, observamos que
la dependencia de n corresponde a que log(n) sea suficientemente grande como para que
(1 —=09)Aplog(n) > 1 en A.20, y podriamos acotarlo uniformemente en )\, si supiésemos qué
tan rapido ocurre que A, estd sobre 1 (cosa que eventualmente ocurrird pues lim inf,,_, Ay, >
1).

Recordando ahora la cota que obtuvimos en A.16, querremos que #Ag sea grande. Su-

pongamos entonces por ahora que el evento

4
{ La componente conexa de ¢ tiene por lo menos {9 log(n)w } (A.22)
0

ocurre con probabilidad mas alta que 1 — o (n_l) para cada ¢ € V. Luego, fijemos que
Ap,; sea el conjunto aleatorio que tendrd los [% 1og(n)w — 1 nodos de indice mas bajo en la
componente conexa de ¢ ademéas que a ¢ mismo, si hubiesen suficientes nodos, y si no todos
los nodos de la componente conexa de 7, para cada ¢ € V. Estos seran n conjuntos y como
supusimos van a tener tamano [% log(n)w con alta probabilidad. Comenzando la exploracién

a partir de ellos, obtendremos que para cada nodo i € V valdra que

P ({ Ty < 00 }) < IE [efio] (A.23)

<P ({ # A0, < m log(n)w }) 14+ ({ #Ao; > gilog(n)w }) n2

—o(n ) 4107
—o(n ).

En particular, procediendo como en la Observacion 2.2.5 vale entonces que las exploraciones

comenzadas en alguno de estos n subconjuntos simultaneamente verifican que vale que Ty =
oo con probabilidad mayor que 1 — o (1).

Resta ver entonces que en efecto las componentes conexas de cada nodo tienen por lo
menos esta cantidad [% log(n)] de nodos, en cuyo caso mejoraremos la cota a que tienen
por lo menos z(1 — §)y/nlog(n) nodos con alta probabilidad.

Fijemos entonces 7 un nodo. Llamemos A; al evento
A = {C’l log(n) < deg, (j) < Cylog(n) para cada nodo j }, (A.24)

que valdra con alta probabilidad por la Proposicion 2.4.11 para ciertas constantes 0 < C <
1 < Cs. Es asi que ¢ tiene una cantidad logaritmica de vecinos con alta probabilidad, e ite-

rando este razonamiento para sus vecinos obtenemos que cada vecino de i tiene también una
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cantidad logaritmica de vecinos. Podremos entonces acotar la cantidad de nodos a distancia
2 de 7 a partir de la suma de los tamanos de las vecindades de vecinos de 7, que tendra un
orden de (log(n))Q... pero debemos compensar que es posible que tengan nodos repetidos
entre si, incluyendo a 7. Sin embargo, podremos ver que no hay mucho solapamiento entre

vecindades: mas precisamente vamos a ver que As el evento dado por
Az = {#N(u) NN(v) < C para cada pareja de nodos u,v } (A.25)

ocurre con alta probabilidad, donde C' es una constante suficientemente grande. Pero en-
tonces, y restringiendonos a considerar solamente los C' vecinos de indice mas chico de ¢,
tendremos que

#{j € V|dist(j,i) = 2} > CCylog(n) — (S) c? > {‘945 log(n)—‘ (A.26)

para n suficientente grandes, cuando C' es suficientemente grande. En particular, podemos
concluir como queriamos que

P ({ #1{j e V|dist(j,i) <2} > M‘; log(n)-‘ }) SP(ANd)=1-0(1), (A27)

al ser ambos eventos que ocurren con alta probabilidad.

Resta entonces convencernos de que es asintoticamente improbable que dos nodos fijos
tengan muchos vecinos en comun. Fijemos u,v dos nodos y tendremos que cada otro nodo
j serd vecino en comin de ambos con probabilidad (Fc)cw)c(j) - (Fe)ew)c(j); fuego por
independencia tendremos que la cantidad de vecinos en comin de ambos nodos # N(u) N

N(v) serd una suma de variables binomiales independientes

k

ZZ Binomial(ry —1{;1(C (v)) — L1 3(C (v)), (Pe)equys - (Fedew).r)- (A.28)
=1

Notemos que entonces la esperanza y la varianza seran muy chicas, donde Var [# N(u) N N(v)]
2
E [#N(u) NN(v)] y son ambas de orden ® ((logﬁln)))
Luego usando el Lema 2.4.12 parat=1,0 =0e y = C’W obtenemos que

P ({ #N(u) "\N(v) > yE [# N(u) NN(v)] }) (A.29)
< ¢~ (wlog(y)—y+1)E[# N(u)N(v)]
=0 (n_3)

donde

(ylog(y) —y + 1)E [# N(u) N1 N(v)] (A.30)

n ~

> [(log(n))QlE [#N(u) N N(v)]] llog (C(mgzﬂb))‘z) - 11

serd asintéticamente mas grande que 3log(n) para C' suficientemente grandes. En particular,

mediante una cota por la uniéon de eventos podremos mostrar que para aquella C' constante

<
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vale que simultdneamente cada pareja de nodos no tiene méas que C' vecinos en comin con
alta probabilidad, porque hay solamente (3) = O <n2> tales parejas.

Ahora podremos ocuparnos de ver que en esta exploracién tardamos tiempo en agotar
los nodos de cada comunidad, que es la otra condicion que precisamos para controlar Ty .
Para eso, podemos usar el Lema 2.4.12 dos veces, para obtener que para tiempos t = /n y

valores x < 1 < y tales que y(z),v(y) > 0 valen que

P ({ W5~ Wo > 2E [W,5 - Wy }) < e @MW) (A.31)
y también
P ({1 o <8 [ -] ) <Oy
Como podemos calcular que
J
E[W 5—Wo| =E | > W, - Ws_ll (A.33)
s=1
Jn
= E [Ws — Ws_1]

s=1
> —y/n+ /(1 = 6) miny i<y { Za + “b } log(n)
< —y/n+ /nméxi << { a4 “=ELD } log(n)

podemos obtener que para n suficientemente grandes vale que
VR [(1=8)Alog(n) — 1] <E W 5 — Wo| < vn[(a+b)log(n) —1]. (A.34)

En particular, a tiempo /n se habra revelado una cantidad de nodos en el orden de \/nlog(n)
con probabilidad mayor que 1 — n~¢V" donde C' es alguna constante positiva, para n su-
ficientemente grandes. Asi, podemos concluir que con alta probabilidad Ty > /n, porque
#Ay = [% log(n)w = 0(n) y al haberse revelado una cantidad sublineal de nodos no pode-
mos haber agotado los nodos de ninguna de las comunidades que son lineales.

Ademéds, como #A vn = W en este caso tendremos que la componente conexa asociada
a Ag tendra mas atn por lo menos \/n + #A N x4/nlog(n) nodos con probabilidad mayor
que 1 — n~ V™ para alguna constante C'y para n suficientemente grandes, donde usamos que
eventualmente )\, > 1 porque liminf,, ., A\, > 1. Recordando nuestra cota A.23, tenemos

que #Ay = [% log(nﬂ, y es asi que como en la Observacion 2.2.5 al haber no més que
4

(#7;10) =0 (nea log(n)+1> subconjuntos posibles de ese tamatno [% log(n)w para empezar la

exploracion tendremos que el evento

{ # Ay > (1 —0)+/nlog(n) para cada Ag C V de tamaiio [04 log(n)w } (A.35)
é

ocurrird con probabilidad més alta que 1 — o(1). En particular, combinando con las cotas

anteriores obtenemos que el evento

Az = { Cada nodo tiene méas que z(1 — §)y/nlog(n) nodos en su componente conexa}
(A.36)
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ocurre con probabilidad alta pues podemos iniciar la exploracién con suficientes nodos y esto
desembocard en que a tiempo /n hayamos explorado por lo menos esa cantidad de nodos
en cada componente conexa ambas con alta probabilidad.

Finalmente, podemos mostrar que las componentes conexas asociadas a dos nodos dis-
tintos deben intersecarse. En efecto, como podemos acotar la probabilidad de que dos sub-

conjuntos de tamanos mayores que z(1 — 0)+/nlog(n) fijos no se intersequen por

< o—ba?(1-6)%log(n)* _ (n—Q) (A.37)

((1-8)y/nlog(n))?
(1 - blog(n)>

n

obtenemos que por una cota por la unién de eventos vale que

IP ({ El grafo no es conexo }) (A.38)
<P (Ag) + P (A3n{3i,j € V cuyas componentes conexas no coinciden })

<o(1)+ (Z)o (n™?)
—o (1)

y completamos la demostracion. |

Daremos ahora la implicacién en la otra direccién. La implicacién aqui escrita sirve para

el caso balanceado, pero puede adaptarse al caso general con tamanos de comunidades fijas:

Demostracion de la cantidad de nodos aislados en 2.4.8. En este caso, la estrategia sera mos-
. . . a+(k—1)b
trar que la cantidad esperada de nodos aislados para cada comunidad escala como n'~— &

y luego usar cotas para la varianza para mostrar que con probabilidad alta el grado de cada
nodo estara cerca del grado esperado, con lo que podremos concluir que efectivamente cada
comunidad tiene una cantidad en ese orden de nodos aislados.

Para comenzar, supondremos sin pérdida de generalidad que los nodos estan ordenados
por comunidad, como mencionamos en la Observacién 2.4.7 - si lo demostramos para esta
asignacion de comunidades fija entonces por probabilidad total valdra para cualquier asig-
nacién balanceada. Mas atn, sin pérdida de generalidad trabajaremos con la comunidad 1,
dado que por un lado la cantidad de nodos aislados para el resto de las comunidades seguira
la misma distribucion al ser las comunidades balanceadas; y ademés por otro lado como
hay finitas comunidades tendremos por la Observacién 2.2.5 que mostrando que con alta
probabilidad vale la cota para cada una de ellas individualmente, también valdra para todas
simultaneamente.

Mostremos entonces que el grado esperado tiene el orden buscado. Primero notamos
que fijo un nodo i € V cualquiera, su grado deg(i) tiene distribucion X + Y para X ~
Binomial (%n —1, pn) e Y ~ Binomial (%n, qn) independientes, debido a que hay X aristas

conectandolo con los otros nodos de su comunidad e Y aristas conectandolo con nodos de
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las otras comunidades. Luego tenemos que para cada nodo ¢ vale que

P ({deg(i) = 0}) =P ({X =0} P({Y =0}) (A.39)
=(1=p)t" (1) "
_at(k=1)b

donde el orden se deduce de que por el limite clasico lim,, (1 + %)n = e tenemos que

, %n—l —a\_1
Jim (1 —pp) ™ (n7F) =1 (A.40)
y también
i E—1 (k=1
lm (1—g,) 7" (nF ) =L, (A.41)

Definiendo entonces I, = # {i € C; |deg(i) = 0} la cantidad de nodos aislados en Cy, como

L,=%F 1 { deg(i)=0} podremos deducir que su esperanza es del orden adecuado:

E([f,] =P ({deg(1) = 0}) (A.42)

1—

a+(k—=1)b
=n k

Solamente resta ver entonces que I, es cercano a su esperanza. En efecto, adelantando
que Var [I,] = O (E [I,,]), y ademds usando la desigualdad de Bernstein 2.2.4 y que E [I,,] =
Q (log(n)) por (A.42) podremos acotar para ciertas constantes C' > 0 variando de linea de

la siguiente manera

) - e [ log(n)E [I,]
1P<{|[n E [1,]] > y/log( )IE[I]}) <2 p( 2 Var 1] + 1 log(n)]E[]n])

<2€Xp< log( )IE []n] )
E Tn]+\/1E[n]1E[ n]

[
=2exp(—Clog(n)) =2n"" =o0(1), (A.43)

con lo que obtenemos que I, = E [I,] + O (\/log JE [I,, ) I,]) como queriamos.
Queda entonces solamente verificar que Var [I,,] = @ (E [I,, ]) para completar la demos-

tracion. Efectivamente, primero expresando la varianza como suma de covarianzas obtenemos

que
n
Var [In] z% Var [ﬂ{ deg(l):O }} (A.44)

n/n
Tk (k - 1) Cov |1 aeg(1)=0}- L aex(2)=0}] -

y a continuacién usando (A.39) podremos ver que el primer término tiene orden

T Var [ gog(ry—0y] =P ({deg(1) = 0 1) (1 = P ({deg(1) = 0})) (A.45)

1 a+(k—1)b
=n
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y que el segundo término tiene orden

n/n
% < B 1) Cov |1 qeg(1)-0} 11 deg(2)=0} (A.46)
n

=2 (Z _ 1) (1=pn) ™" = 1) P ({deg(1) =0}) P ({deg(2) =0}),

- n2 (1_ a+(lj;1)b>
—Mn 9

a partir de lo cual podremos deducir que la varianza tiene el mismo orden que la esperanza

como queriamos ver
_ at(k—1)b
1_a+(k 1)b 2(1_7>
Var [I,,] <n F 4 ppn i
1 a+(k—=1)b

1= = O (E L))

(A.47)

Para terminar, aclaramos para estas deducciones por un lado que en (A.47) usamos que,

a+(k—1)b
k

como < 1lyp, =2 0, el segundo orden es asintoticamente mas chico que el

primero; y por otro lado para el célculo de la covarianza en (A.46) notamos que

P ({ deg(1) = 0,deg(2) =01}) (A.48)
—(1—py)" P ({deg(1) = 0})P ({deg(2) = 0})

porque para que los nodos 1 y 2 tengan grado 0 se precisa que todas las aristas adyacentes

no estén en el grafo, de las cuales hay exactamente una en comun. [

Por dltimo, la demostracion de la transicion de fase en la conexion se da también en el
modelo SBM general podemos obtenerla a partir de la ley de probabilidad total, y utilizando
que ya sabemos que cuando los tamanos de las comunidades estan fijos tenemos que vale el

resultado, en el espiritu de las demostraciones de los Teoremas 4.3.2 y 5.4.9.

A.2 Demostraciones del capitulo 4

Con el objetivo de demostrar el Teorema 4.3.1, comenzaremos nuevamente notando que
el corte ratio asociado a las comunidades reales es mas chico que los cortes ratio asociados

a cualquier otra particion, en valor esperado:

2. ema: Calculo de esperanza y varianza para la diferencia de corte
A.2.1| L Calculo d i la difi ia d t
ratio.

Sea G ~ SBM (n,2, (ni)1<i<2, Pn = a%,qn = blog(n)>, y sea C una particién de

n
comunidades para G.

Luego, vale que
E [RC (C) -RC(C)] = (

1
= — (z1,1712 + 22.122,2) n(Pn — qn),

1532

) (X11X12+ X21X22) (pn — qn) (A.49)
mimso9
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y
2
Var [RC (5) —RC (C)] = (mlnm2 - nlnn) (X11X22 + X12X21) (gn(1 —qn))
2
+ (n) (X1.1X21 + X12X22) (gn(1 —qn))
nin9

2
n
+ ( ) (X11X12+ X21X22) (pn(1—pn))

mims2

2
1 1
- (5152 o a1a2> ($1,1902,2 + x1272,1) (gn(1—qn))

1 2
+ ( ) (x11721 +x12722) (gn (1 — qn))
050

2
+ (5115) (z11212 + 22.1222) (P (1 — pp)).

Mas atn, vale que cuando a > b tenemos que
E [RC (C) —RC(C)] >0 (A.50)

para cualquier particion C que no induzca la misma particién que C.

Demostracion. Para el corte ratio se procede de forma analoga a como hicimos para el corte
de Cheeger en el Lema 4.2.2, aprovechando que la diferencia entre los cortes ratio es una
combinacion lineal de variables Bernoulli:

E [RC (C) —RC(C)] = (

n n

- ) (X11X22+ X12X21) qn
mimso ning

X11X01 + X12X22) qn

|
S
3=
)
~

(X11X12+ X21X22) pn,

+
~~

3

“33
NIy

1 1
= m " oo (x1,1222 + T1,222,1) Ngp

— ( ) (x1122,1 + x1,2722) Ny,
Q19

_|_

1
<5152> (x1,171,2 + x2,172.2) NPy,

Por otro lado, podemos simplificar la expresiéon nuevamente sumando y restando
n

(X11X12+ X21X22) qn, (A.51)
mimso9

y obtenemos que gran parte de la expresion se cancela:

E [RC (C) —RC(C)] = <m1m2 ( " ) s (”)) o (A.52)

mims ninz

n
+ ( ) (X11X12+ X21X22) (Pn — qn)

mima2

n
= < ) (X121 X124+ X21X22) (P — qn)-
mimso
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A continuacion podemos expresar las esperanzas en términos de proporciones también, y con

esto quedan halladas las expresiones del lema:

E [RC (C) —RC (C)} = 51152 (r1,1212 + 221722) n(Pn — qn),

Por otro lado, notamos que en este caso solamente usando que a > b, y por lo tanto
Pn > Qn, inmediatamente la esperanza es no negativa. Ademas, como 1 1212 + 22,1222 # 0
cuando hay algin nodo mal clasificado, la esperanza sera en este caso positiva.

Finalmente, también aprovechando que la diferencia entre los cortes ratio es una combi-
nacion lineal de variables Bernoulli independientes podemos verificar las expresiones para la

varianza. O

Sin més preambulos, demostremos ahora el Teorema 4.3.1, para lo cual imitaremos la

estrategia que usamos para demostrar el Teorema 4.2.1:

Demostracion. Nuevamente, para demostrar que el estimador es fuertemente consistente
mostraremos que a.a.s. vale que el corte inducido por las comunidades reales RC (C) minimiza
el corte ratio, en cuyo caso éRC =C a.a.s..

También esta vez supondremos sin pérdida de generalidad que m; < ma (0 f1 < 52) v
n1 < ng (0 a1 < ag) durante la demostracién, pero como las comunidades no son necesaria-
mente balanceadas no necesariamente tendremos que n1 = ng = g (0 a; = az = %)

Una vez mas, para demostrar la minimalidad usaremos primero una cota por la unién de
eventos y a continuacion la desigualdad de Bernstein y nos enfocaremos en acotar cada uno

de los términos de la suma resultante, andlogamente a (4.31), (4.32) y (4.34):

P ({RC (Crc) <RC(C) }) < 3 P ({RC(C) <RC(C) }) (A.53)
acoincidencia (C~,C) #n
1 E?
< T en(gpi)

acoincidencia (C~’,C) #n

2 s B ) (0 ()
= i s Vil I
X11=1 X5,=1,X admisible X1,/ \ X2, 2V+FE

Nuevamente, bastara ver que cada término es o (nQ) pues hay una cantidad cuadratica
de ellos, y también E, V' y M dependen de n, C y C aunque esto no esta explicitamente

manifiesto en la notacion.

n n
mima’ ning M

Notamos que podemos determinar M precisamente, como el maximo entre

n__ n
mima2 nin2

variables Bernoulli que es la diferencia de cortes ratio RC (5) —RC (C). Asi, obtenemos que

, que son los valores absolutos de los coeficientes en la combinacion lineal de

M= me SIS LY (A.54)

simy > ny.

nin2
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Una vez més, comenzamos por acotar los niimeros combinatorios. Si j, ;" € {1,2} me-

diante el Lema 4.2.3 podremos mostrar que

<)?11,j> <)Z:;2J/> < exp (X1,j(log(n1) +1) + Xy yr(log(n2) + 1)) (A.55)

< exp ((lej + Xy j7) (log(n) + 1)) )

con lo cual nuevamente buscaremos acotar las probabilidades con una cota que contrarreste
este orden.

A continuacién, partiremos en 8 casos, que corresponden a dos grupos de cuatro casos
idénticos: unos para cuando m; < np que notaremos por 1., 2., 3. y 4; y otros para cuando
m1 > ni, que notaremos 5., 6., 7., y 8.. Listaremos los primeros, y los segundos se definiran

analogamente en el mismo orden:
1. 211,112 > €0x01,7222 2 €,
2. 711,721 <€,
3. 111 <eywo1 = ag —¢,
4. 111> 01—y x1 <k,

En contraste con la particién en casos que realizamos en 4.2.1 y que visualizamos mediante
la Figura 4.2, en esta ocasién no tendremos tanta simetria al ser las comunidades desba-
lanceadas y tendremos que anadir un caso mas; por otra parte tampoco podremos asegurar
que m; < n1 y por eso tendremos dos tandas de casos. Una vez mas, expresando cada caso
solamente en términos de x1 1, que variard entre 0 y a1, y @21, que variard entre 0 y ao,
podremos representar en las coordenadas de un diagrama como en el de la Figura A.1 todos
los casos a considerar. Nuevamente, no puede ocurrir que simultdneamente 11 y 21 sean
grandes porque z11 +x21 = 1y 1 < % al ser la comunidad estimada més chica como
supusimos previamente, con lo que basta que consideremos en nuestro analisis coordenadas
en el cuadrado debajo de la linea punteada. Como estas efectivamente estan cubiertas por
los casos 1. a 4. (0 5. a 8.) bastard entonces mostrar que los términos en (A.53) asociados a
cada uno son de orden o (n_z) para demostrar la consistencia fuerte de éRC-

En primer lugar, tomaremos P, () y R polinomios que pensaremos siempre evaluados en

las proporciones z; ; tales que

5152 E — P
o 7 log(n) (A.56)
%(alazﬁﬁy (V+ %E) = Q+ Rlosl),

y de esta manera obtenemos una nueva forma de entender el exponente en la cota por

Bernstein:

1 E? L (n)a202 P?
—————— = —znlog(n)ajas————.
2V +Mp 2 "0 + Rlosn)

n

(A.57)
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€21
9 2.’_
a9 — &
€
EAN
0 ¢ a1 —€
a1

Figura A.1: Un diagrama para visualizar los casos en la demostracién de consistencia fuerte para el corte

ratio.

Supongamos primero entonces que mj < ni, y demostremos que valen los casos 1. a 4..

Comencemos con el caso 1., donde procediendo como en la demostracion del Teorema

4.2.1 para el caso analogo usaremos las expresiones para F' y V obtenidas en A.2.1 y también

-_n _— _1_ < z .
que M = mimg — nfif2 POT (A.54) para obtener féormulas concretas para P, Q y R:
P =arii1ri12 — 17331,1%1’2 + ar2,172,2 — b$271x2’2, (A.58)
4 1
3,2 2 .3 3 2 3 2
Q =bxy 127 921 + b1 177 o221 + FOT11T12T ) = GbTT 171075 (A.59)
8 o9 9 o 2, 9 9 9 4 3 .2 1 3 .2
+ §a$1,1$1,25€2,1 - §b$1,1$1,2$2,1 + §a5’51,1$1,29€2,1 - gbxl,lxl,ﬂé,l
2 3 2 .3 3 .2 2 .3
+ by 1@1,2@5 1 + br1127 95 1 + 027 127 9x2,2 + b 177 9722

+§ 3 2[) 3 +E 2 2 %b 2 2
3%1,1931,25”2,15”272 3 L1,1201,222,122,2 3 axry1T1272,172,2 — 3 T1,1%1,072,122,2

8 3 2 3 3 9 P 2
+ 30T117] 972,122 — §b$1,1$172$2,1$2,2 + by 175 12,2 + 4bx7 171,275 1 72,2

+ 4bx171x%72x§71x2,2 + bxi2$%71$272 + iax%,ﬂ%,l@ﬂ — ;bx%’lx%lxm

+ §GI1,1I1,2I§’,1I2,2 - §b$1,1$1,2$§,1$2,2 + ;lal’igx%,lxz,z - ;bxiﬂg,lxz,z
+ gaﬂ??,lxl,ﬁ%,z - ;bx?,lxl,ﬂ%z + iax%,ﬁ%,zfcg,z - 2513%,155%,255%,2

+ ;laxl,lx%x%,? — ;bxl,lxiﬁ%g + bx?71x2,1x372 + 4bx%71x172x271x%,2

+ 4ba:1,1a:%2x271x%,2 + bx‘i’,Qasg,lx%Q + iax%,lx%lx%g — gbxilx%’lxiz

+ bxl,lx%lx%’Q + bx172x§,1x§,2 + bxilxm:cg’z + bxl’lxiﬂ:g’g

+ ;Laxilm,lx%,g - ;bxiﬂz,w%g + §a$1,1x1,2962,1xz23,2 - gbxl,lxl,zxz,w%,z

4 1
2 3 P 3 2 3 2 3
+ LaxT 92125 9 — 5bx7 92,125 5 + bx1,105 175 9 + bx1,225 125 9,

3 3
2.3 2 2 9 3 2 3 2 2.2 2 2
R == b0y 107 921 — 001 127 921 — a°07 101,225 1 — 20727 177 97 (A.60)

2 3 .2 2 2 3 2 2 3 2.3 2
— A X117 221 — b L1,1%1,2T9 1 — b L1101 2721 — b L1101 272,2



A. Anexo 163

— bzlL‘ilIisz’Q — 2a2x?71x172m271x272 — 4a2x%’1x%72x2,1x2,2 — 2a2x171xi2x271x272
- be?,lx%,lmﬂ - 4b2x%71x172x%,1x272 = 4b2x171xi2x%,1x272 = b2x‘;’72x%’1x272

— &21’%711‘%711'2’2 — 2@21’1711‘1721’%71332,2 — a2$%,21‘%71x2’2 — GQI’iliL‘l’Ql‘%’Q

— 2a2x%71m%72x%72 — a2x171m%72x%72 — bzx‘ilmmx%z — 4b2x%71x1,2m2,1x%72

= 4b2x1’1x%2x271x%72 — beisz,lx%’Q = 2a2xi1x%’1x%72 = 4a2x171x1’2x%’1x%’2

- 2a2x%’2x§’1x§72 - 52951,133%,155%72 - 52551,237%,137%,2 - b2$%,1$1,2x%,2

— b2$1711‘%72$%72 — a2x%71$2,1x§72 — 2a2z1,1$1,2$271x§72 — a2x%721‘271$§72

— bleylx%’lx%’Q — b2$1’2x%71x§’2.

log(n)

A continuacién, acotaremos a P por abajo y a @ + R—

por arriba para llegar a una
cota para el exponente en la cota por Bernstein. En efecto, usando la expresion que obtivimos

para P tendremos que
P> (z11212 + 221222) (a — b) (A.61)

y por otro lado acotando por desigualdad triangular y usando que cada proporcién cumple

que w;; < 1 tendremos que

logrgn)g b+b+§a+;b+§a+§b+§a+§b+b+b+b+b (A.62)
+§a+§b+136a—|—§b+§a+§b+b+4b+4b+b+§a+;b
+ia—f—§b+§a+;b—f—;l-l-;b—l-ia—l-gb—l-ga—l-;b—l-b—f-élb
+4b+b+§a—|—§b+136a+§b+§a+§b+b+b+b+b
+§a+;b+§a+§b+§a+;b+b+b

+[bQ+b2+a2+2a2+a2+b2+b2+b2+b2+2a2+4a2+2a2

Q+R

+ 02+ 4%+ 40+ B2 4 a® + 20 + a® + a® + 242 + a® + b2 + 4b?
+ 462 + 0% + 202 + 40 + 202 + b2 + b2 + b2 + b2 + a® + 242 + d?

1
n
12 12 |
— {Sa + Sb] + [320% + 3207 M,
3 3 n

y es asi que combinando ambas y por (A.57) llegaremos a que
2
1B 1 2 o (111712 +221722)" (a —b)*

—————— < ——nlog(n)aja
2V 4+ Mg = 2 VU120 + 180] + (3202 + 3262 lEln)
%6404%04%((1 —b)?

(128 + 1285] 4 3202 + 3262] 18ln)

(A.63)

< —log(n)(X11+ X2.1)

Aclaramos que en la dltima desigualdad usamos que x1 1212 + 22,1222 > 2, porque como
estamos suponiendo en este caso ocurre alguno entre x11,212 > € 0 T,1,T22 > €. Ademas,

usamos que 1 > 1 para introducirlo en la cota y obtener X1 4 X 2 a partir de nf3.
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Tendremos entonces que cada término en (A.53) asociado al caso 1. admite una cota de

la forma

ny n9 1 E?
2 ——— A.64
<X11> <X21> eXp( 2V+J3WE> (A.64)

log(n) +1 selata3(a — b)?
log(n) [%a + %b} + [32&2 + 32[)2] logrgn)

<exp [ —log(n)(Xi1+ X21)

y para a — b suficientemente grande demostramos lo que queriamos, notando que ay,as =
() (1) estén controlados por hipétesis.

Ahora veamos que valen los casos 2., 3. y 4.. Nuevamente expresaremos P, () y R en
términos de las proporciones mas cercanas a 0, y nos fijaremos en los monomios de orden 1
relevantes para entender el orden del cociente.

En el caso 2.,

P =aoiz11 — arbry — ax%’l + bxil + acgraq — abra 1 — aa;gJ + ba:‘%l, (A.65)
43 L 3 9 2 3 4 9 99
Q =5a0105711 — 504104265’5171 + ajaybry g — 30010577 ) (A.66)

1
2 2 27 2 2 2
+ a“;’agba,‘l’l + 50410421)371,1 — alagbel — 20410426:(:?71

4 1
+ alongxil + gaa%a%xz,l + ai}'&%bxg,l — ga%agbxm

4
2 2 27,2 22,2 3 2
— 207 a53bry 1091 + 20105037 1121 — 30070971 — ajagbrs g
1
2
+ 3(]{10{2[)1'2 1 + a1a2b$2 1 + 20&10[217371 1.’,52 1 20&10[2[)1‘1 11’2 1

— 2a1a%bx%’1 + alo@bx%’l,
R =—d*aja3r1 — afasb®rq + aQa%a%xil — a‘i’agb%il (A.67)
+ alagbzx% 1+ 2a%agbzx:{’ 1 — alagbeil 1 — a%z%a%xg 1
— ada3b? T21 + 203 03b> T1102,1 — 2a103b xl 1221 +a a%a%x% 1
+ o ab? xQ | — a1asb? ;E2 | — 202 agb? x171x271 + 2a100b :Eua:%,l

+ 201 03b* ZL‘2 | — ajagh? mz L (A.68)
y entonces

Py =acix11 — a1bry1 + a1 — abxa (A.69)

= [(a — b)Ozl] r1,1+ [(a — b)ozg] r21

4 1 4 1
2 2 2 2 2 2
Q1 ——gaa?QQle — gai’aszm + ala%bm’l + gaala%xm + ai’aszm — gala%bxm

1 1
= {a%a% (3041 (a—b) + (acy + bozg))] r11 + {a%a% (3ag(a —b) + (aaa + bozl))} Ta].

Como P; y (1 tienen coeficientes no negativos, y se verificaran todas las hipétesis pode-

mos usar el Lema (4.2.4) para acotar, fija una constante 0 < C' < 1 tan cercana a 1 como
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querramos y para n suficientemente grandes, de la siguiente manera:
2 2
Plog(n) chl (A.70)
Q+ R——~ 1

([(a—Db)ar] z1,1 + [(a — b)ag] w21)”

[a%a% (%al(a —b) + (aoq + bag)ﬂ r11 + [a%a% (%ag(a —b) + (aaz + bal)ﬂ 721

[(a = b)en]”
a3 (%ag(a —b) + (aag + bay)

)($1,1 + :762,1)-

Aclaramos que para la segunda desigualdad usamos el Lema 4.2.5 que nos permite simplificar
a una expresion mas agradable, notando que como ag > a3 >0y a > b es que (a —b)ag >

(a —b)ag y ademés
(acg + bay) — (ac; — bag) = (a —b) (a2 — 1) > 0. (A.71)

De esta manera, obtenemos una cota para el exponente en la cota por Bernstein

1 E? [(a = b)en]”
_ < — —nlog(n)oz%oz%C (z11+221) (AT2)
2V +4E 2 o}a3 (jas(a—b) + (a2 + bon))

1o [(a— b)Oé1]2
<1 X1+ X :
< —log(n) (X1, 2,1) %O@(a —b) + (aaa + bay)

que podremos emplear para acotar cada término asociado al caso 2. en la suma (A.53) de la

siguiente manera:

ni n9 1 E2
2 R AT3
<X1,1> <X2,1> =P ( 2V + A§E> (A.73)

log(n)+1  3C[(a—b)a]” )>.

log(n) sas(a—b) + (acg + by )

< exp (— log(n)(X11+ X2,1) (

Luego, como a1, as = O (1), para a — b suficientemente grande tendremos que efectivamente
cada término es de orden o (n_Z).

Los casos 3. y 4. resultan en cuentas idénticas, salvo que hay que reemplazar z11 por
x12 en el caso 3. y por x1 2 por en el caso 4.

Ahora queda mostrar que pasa cuando mj > ny, o 51 > «.

Comenzaremos mostrando el caso 5., para el cual procederemos analogamente al caso
1.. En primer lugar, definimos P, @) y R polinomios en x;; como en (A.56) y esta vez los

podemos expresar de la siguiente manera:

P =ar1,1r1,2 — bx171x1,2 + axr2,1,2,2 — bxz,lxg,z, (A.74)
1 2 1 2
3 2 3 2 2 3 2 3
Q =gawy171 9T + bry 1 7] pTo 1 + Sary 1 7] pT + S0 2] 9221 (A.75)
3 9 1 9 9 9 1b 2 2 o 4 3 9
+axy 171,275 1 + 3ATLIT1 271 — 30T 71272 + 30T 2721

1 1
3 2 2 3 2 3 3 2
- gbx1,1$1,2372,1 027 21225 1 + br1 177 971 + 30%1,171,272,2
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2
+ gbmij”ll'%QxQ’Q +

3
007 171,272,102,2

2
2 3
*b$171$1’2$2’2 + 3

1 2 3
*ax171x172$2’2 + 3

3
1 14 2 7
3 2 2 2 .2 3
- §b$1,1$1,295271x2,2 + 3 axy 121 202,172,2 — gbx1,1-’171725172,1552,2 + §a$171x1,2$2,1$272

1 2 10
3 3 2 2 2 2 2
- §b$1,1$172$2,1$2,2 + b$171$2’1$2,2 + §a$171$1,2$271$2,2 + 3 b$171$172$271$2,2

2
2 9 2 9 3 2 2 3
+ 3071171 9751022 + 5021127 925 1 D22 + D) 92 1 D22 + A7 175 1 T2 2

1 4
3 2 3
fbxl,lxmxmxgg + gax172x271x2,2 _

1
2 .3
3 *bl’1,2x2,1x2,2

3

1
2 2 .2
§b$1,1x1,25€2,2

3
+ gam,wl,zxz,ﬂz,z -

4 1 7
3 2 3 P 2 2 2
+ 301,171,272, — §b$1,1x1,2$2,2 + 30711712722 ~

2
3 2 3 2 2 2 2 2
+ ax1127 95 9 + by 122125 9 + 3311 71,272,175 9 + Y by 121,272,175 9
2 10 7
2 P 2 P 3 2 2 2 9
+ 30TLIT] 97217 9 + 3 br1,177 92125 9 + 027 92175 5 + FRIBEOREDY

1 14 2 7
2 2 2 2 9 2 2 2 2 2
- §b$1,1$2,1952,2 TR ATLIT12T2,1 20 — gbwl,lxmwz,ﬁz,z T AT 2721722

1
3 2 3 2
gbxl,lxz,ﬂz,z T 301272172
2, 3 .2 o 3 1 p 2> 3 4 3
+§ T1,2%9 1T 9 + 0T 121,225 9 + xl,lxl,zxm+§a$1,1$271$2,2

1
2 3
- 551’1,11'271132,2 +

1 2 .3
+ OT11T2,172, +

1
9 92 2 3 9
- gbxl,zxz,ﬂz,z + 30011721722 +

3 1b 3 2 3
§a$1,1$1,2x2,1$2,2 - § L1,121,222,1L9 2 + axTy 272,129 2

1 2
2 3 2 3
§b$1,1$2,1372,2 + 3 §b$1,2$271$2,2,

2.3 2 2 9 3 2 3 2 2.2 2 2
R = =011 121 92,1 — U707 107 o221 — @72y 112791 — 20707 127 925 3 (A.76)

2 .3
ary 231759 +

— a2x171x:{)’2x§’1 — bzxilxl’gx%l - b2x171x%72x§’1 — b%ilxizxm

— b2$%71$§72x2’2 — 2&233?’1.%1,21’2’137272 — 4a2x%1x%’2x2,1x272 — 2&2231711‘%72.%2’1.%272
— beilxalxgg — 4b2x%’1x172x%71x272 — 4b2m171x%72x%71x272 — b2x?72m§’1x272

— a%% 1x§ 1722 — 2a2x1 171 2x§’ 1722 — a%% 290% 12,2 — aQJ:Zf 171, 25(}% 2

— 2a? ey 135% Qx% 9 — a’ay 195:1)’ 21’% 2 b? xl 172, 13:2 2 4b? xl 121,272 1.1'% 2

— 4b? 1 1x% 9T2, 1m% 9 — b? xl 272, 1x% 2 24> Ty 1x% 1ZL‘% 2 4q> 1171 gx%lx%g

— 2d° 1 2$% 1x2 2 b’ 195% 1$2 2 b1 2x% 1I2 2~ b’ Il 111, 2$§ 2

—b xl,lx%’zxgg — a2x%71:€2,1l‘%72 —2a x1,11‘172x2’1$g72 — an%’2x271x5’72

2 2 3 2 2 .3
—b L1,1%21T99 — b 11,222 179 2-

Ahora, acotamos a P por abajo y a QQ + R% por arriba para obtener una cota para

el exponente. En primer lugar,
P> (I171$172 + .I'QJZL'Q,Q) (a — b), (A.77)

y por otro lado acotando por desigualdad triangular y usando que z; ; < 1 obtenemos que

log() 1 2 1 2 7 1, 4 1 1
-a+-b+-a+ b -a+-b+-a+-b+b+b+ A.78
3a+3+3a+3 +a+3a+3 +3a+3+—|——|—3a ( )

2 2.7 14 2.7 2 10

b b b+ — b b+b —b
+3 +3a+3 +3a+3+3a+3+3a+3++3a+3

Q+R——=



A. Anexo 167

e N e far e dar Lt L T Ly
39T 3 R L R S L S S

vatbtZar Oy 2 0 T 2T
T gaT g AT g 30 T3P T gy T3

11 2 12 4 17 1
b4 at bt za+b+b+b+-at b+ -a+=b
+ bt gat bt gat ShHb+btat bt gatbta

ot 2t a2
3T 37T 39Ty

+[+b2+b2+a2+2a2+a2+b2+b2+b2+b2+2a2+4a2+2a2
+ b2+ 4b% + 462 + 1% + a® + 2% + a® + a® + 2a® + a® + b2 + 4b?
+ 4% + 1% + 20% + 4a® + 2a% + b2 + b2 + 12 + b% + a® + 2a® + d?

log(n)

+b% + b

128

1
_ [3(1 + 32b} + (3242 + 247 og(n)

n

De esta manera, usando los mismos argumentos que en (A.63) podemos acotar el exponente
en las cotas por Bernstein como a continuacion:

£ < lnlog(n)oﬁoﬂ (x11219 4+ 22,1792)" (a — b)?

1
2V+ME = 2 V[0 + 320 + [32a2 + 2402) )
setatad(a —b)?

128 + 326) + [32a2 + 2412) &)

(A.79)

< —log(n)(X11+ X2.1)

Maés atin, esta cota nos permitird controlar cada término asociado al caso 5. en (A.53) pues

vale que

nq n9g 1 E2
2 e _- . A .80
<X1,1> <X2,1> P ( 2V + ]‘34E> ( )

log(n) + 1 se'atag(a—b)
<exp [ —log(n)(X11+ X21) log(n) ~ T128 9 971 log(n)
g 1280+ 32b] + [3202 + 24b%) 28

donde como aj,as = O (1) tendremos que para a — b suficientemente grandes esta expresion
sera o (n_Q).

Ahora veamos que valen los casos 6., 7. y 8., para los cuales procederemos como en el
caso 2., expresando P, () y R en términos de las proporciones mas cercanas a 0 para después
estudiar con cuidado los monomios de orden 1 relevantes para entender el orden de nuestras
cotas.

En el caso 6.,

2 2 2 2
P = aayzy) —arbryy —axiy + bry ;) + acgxe1 — agbray — axy; + brj 4, (A.81)
1 2
2 2 2 2.2 2
Q = aaja3z1 ) +afadbry g + gaa:{’agxl’l — 50010377 ) (A.82)

2 1 2
2 2 2y 2 2 2
+ gOZ?O(le’Ll — 50610521)‘7}1’1 — OélOé%b.fCl’l — gaafloé}flfil
1 4 1 1

2 2 2 4
— gaalo@xi}”l — 5041042179”?,1 + galOCbe?,l + 300102
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2 4 1
2 2
+ falongxljl + a&lagle + OC?OJbeQJ + §aaz{’a2x1,1x2,1

3
2 1 1 8
2 2 3 3 2 2
+ gaa1a2$171$271 + gaCYlOQQSleQ,l — galagbx171x2,1 — §a1a2bx171x271
1 3, 2 2 2 2 2 2 o b2
— galofz T1122,1 — QOTQ2XT 1T21 — gaalazxmxﬂ + ajanbry 121
8 9 9 2 3 2 3 2 9 9 9
+ g@lOébel’le’l + g@OJlQQQ]Ll.IQ,l — gOélOébeLll'Q’l — gaalaszQJ
1 1 2
2 2 2
+ gaalagacm = azl)’ongxm 3a1a2b:z;2 1+ 30410425$g 1
2

2 2 2 2 8 2 2 2
— 500 0QT] 115 ] — QO OT1,1T5 1 + §a1a2bx171x2’1 + anagbry 1wy

3
2 8 1 2
2 2 2 .2 2 3 2.3
+ §G@1C¥2x171x271 — g@l@ézbl'l’l.le — gaCYlOéQ.xZJ — g@@l@é?lé,l

1 4 2
+ ga%o&bx%,l — galagbmgl + §aa1a2x171x§71

1 2
3 4 4
- galagbxmxm + 3001027, + galagbxm, (A.83)
R = —d*a}a3ri1 — ajasb?rq + a%z%a%x% 1— a?agb%%’l (A.84)

+ ayaib? .CEl |+ 2a3asb? :vl | — aronb? xl 1 — a%z%a%xz 1
2 2.2 2
— ada3b?re 1 + 203a3b 1 1291 — 2011 A5 xl 1T + a? Qa5
2 2
+ OZIOCQb $271 — O[lOézb $271 — 20410426 I'l’ll’?’l + 20&10(2() $171$2’1

+ 204104%1)21‘%71 - a1042b2$%’1, (A.85)
y entonces
P =aoiry] — 04117331’1 + acgxo ] — Ckgbxg’l (A.86)
=lon(a—b)] w11+ [az(a —b)] w21,
Q1 :aa‘;’a%xm + a%a%bxu + aa%agxm + ai’a%ble

= [Oz%a% (acy + 5042)} Ty + {a%a%(aag -+ bal)} To1.

Usando los Lemas 4.2.4 y 4.2.5 podremos concluir que para cada constante 0 < C' < 1sin

es suficientemente grande valdra que

2
Qplog gl (A.87)
+ R 1
_C ([o1(a—b)] w11 + [a2(a—b)] wan)’
[a2a3(acy + bag)| z11 + [adad(aas + bay)] wa 1
(a1 (a—b)]?
> : A.
_Coz%ozg(aaz + bay) (@11 +220); (4.88)
asi podremos también acotar el exponente en cada cota por Bernstein
1 E? 1 [ (a — b))
< Ipl 2 A.
T %E <—gn og(n )a1a20a%a§(aa2 T bor) (11 +221) (A.89)

1Car(a— b))
acg + bay

— log(n) (X171 + XQJ)
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y usar a su vez esta cota para acotar cada término asociado al caso 6. en A.53:

ni n9 1 E?
%e _ - R A.90
(X1,1> <X2,1> P ( 2V + ]‘34E> ( )

(A.91)

Una vez més, como ag,as = © (1) tendremos que para a — b suficientemente grande todos

los términos seran o (n_Q) como queriamos.

En el caso 7.,

2 2 2 2
P = aalxl 1 —a1br1y —axy g +bry ; +acgra 2 — agbra 2 — axy 5 + b3, (A.92)
1 1
2 2 2 2
Q= 3aa1a2x1 1— Sa‘;’ozzbmg +afadbar 1 + gaa?agml’l (A.93)
5 9 9 9 2 2 2 9 9, 9 2
— 5a010517 ) + ga“;’agbxm + gozlo@ba:l’l — alagbel

2 1 4 1
— gaa%agaﬁ”l + ga&la%xil — 504%@21)95?,1 — gal&%bxil

1 2 4
+ gaalagzvfl + galagbaﬁl’l + gaa%a%xg,z + a‘i’a%bxgg
1 1 2 1
2 3 3 2 2 3
— §a1a2bl’272 — 5010410{21'171272,2 + gCLOqOéQI‘LlIQ’Q — gaOQOZQZL’LlfL'ZQ
1 3 b 8 2 2b 1 3b 2 2
+ gozloéz T1,102,2 — 3041042 r1,1722 + gCYlOéQ T1,122,2 + Q0] 002T] 12,2
2

2.2 2 2 8 27,2 2 3
- gaalagxmmg — alagbxl,lxz,z + goqo@bxl,lxgg — gaalozgxl’lxg’g
2 b 3 ) 222 1 3.2 3 b 2
+ 5061052 x1’1$2’2 — gaa1a2x2’2 + gCLOélO(QI’ZQ — Q2 x2’2

2 9 9 2 2 9 2 2 2
+ 30410421911:2 9+ 3a1a2bx2 2 T 300T2T1 1LY + acapx1125 9

8 8
2 2 2 2 2 2 2 2
+ falagb:cl,le’Q — a1a2bx171x272 + Jaa1aoxy 1259 — galo@bxl,lazm

3 3
1 2 1 4
2 3 2.3 2 3 27..3
—+ gCLO&l()éQIEZQ — g(lOélOZQZL'Q’Q — gOZlCl/QbIL'Q’Q — 5041042[)1'272
2 3 , 2 3 1 4 2 4
- gaOélOle,lﬂUg,z + §a1@2b$1,1$272 + gaalagng + 5041@255102,2,
R =—d*a}a3r1 — afasb®rq + a%%a%x% 1— &i’angx% 1 (A.94)
2 2
+ aqaish? :1:1 |+ 202 a9b? xl | — aagb’at 1—a alag’:pg 2
2 2 2 2
— ada3bP g0 + 202030 1 1299 — 201 A5 xl \T2,2 + @ QTS 9

2 2
+ adagh 91;2 5 — b’ mz 5 — 208 a9b? 1y 1:52 5 + 20 apb? xl 12,2

+ 201a3b? 55272 — ajanh? xm,
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y entonces

P1 =aa1r1,1 — 04151'1,1 + aqx 2 — Oézbl’gyz (A.95)
=[(a =b)ar] w11+ [(a —b)az] zap,

4 1 4 1
@1 :§aa?a§x171 — 50611)’043191’1,1 + a%a%bxl’l + g(m%a%xm + &?Oz%bl‘g’g — ga%&%bxm
1 1
= {a%ag (3a1(a —b)+ (a1a+ agb)>] x11 + {oﬁa% (3a2(a —b) + (aga + alb)ﬂ T2.9.

Revisando los polinomios P;, (01 con atencién, vemos que estos son idénticos a Iso del caso 2.,
donde va x9 2 en lugar de 21, y entonces podemos terminar la demostracion andlogamente.
Por tltimo, el caso 8. resulta en cuentas idénticas al caso 7. pero reemplazando 11 por

T12 Y T22 Por T2 1, lo que completa la demostracion. [ |

A.3 Demostraciones del capitulo 5

A.3.1. Consistencia fuerte para los estimadores por extensiones
armonicas en dos comunidades balanceadas

Demostraremos aqui el Lema 5.5.6 que nos habia quedado pendiente. La demostracion se

obtiene andlogamente a la demostracién de 3.5.3, y se puede escribir como a continuacion:

Demostracion. En primer lugar, notamos que usando primero la desigualdad de Markov y
luego la independencia entre las variables W; v Z; podemos acotar para obtener que vale que

para cada A < 0:

P ({ i W; — Z; < nlog(n) }) —P ({ AL WinZi > Anlog(n) }) (A.96)
=1
E [@Zl‘il Wi_Zl}
<
= n)\n
W [ E [ E 4]
=1

Nos ocuparemos entonces de estudiar cada factor, y en adelante fijaremos A\ = %log (g):
la eleccion es técnica y permitira llegar al exponente que precisamos para nuestra cota.
En primer lugar, podemos ver que vale que

log (E [e*"7]) =log <6Aa1°g(") + (1 - abg(n)» (A.97)

n n

—log <1 + (eAalog(") % ")>>
. <€Aa10g(n) B alog(n))

n n

:(\/%_ a)log(n)7

n
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donde usamos que log(1 + z) < x para cada x € R en la desigualdad.

También podemos demostrar de la misma manera una desigualdad an

o (1 [e4]) tog (e /) (108 ) (A.98)

log <1 N <€—>\b10g7£n) - blog:n)>>
< <e—>\b10g(n) - blog(n)>

:(\/% o b) log(n) )

n

Combinando ambas podemos ver que

log ( [X] E [e4]) <(vVab— )/ 1 (vap— !B (4 g9)

n n

- _ (\/—_ \/E)Qlog(n)’

n

y asi juntando con la cota en (A.96) podemos llegar a la desigualdad que querfamos demos-

trar:

P ({ i W; — Zi < nlog(n) }) <p M ﬁl E || E [e %] (A.100)

m
< [T e (Vamvine
=1

_ M (Vave)?

A.3.2. Consistencia débil para los estimadores por extensiones ar-

monicas en el caso general

Comenzaremos demostrando que la extension armoénica tedrica en el caso general cumple

las propiedades que afirmamos en el Lema 5.4.6:

Demostracion. Primero notaremos que la solucién es tinica porque por la Proposicion 5.1.13
tenemos que la extension armonica es unica. Alternativamente, podemos ver que I — I'1Q) es
invertible, y de esta forma obtendremos la unicidad. En méas detalle, basta mostrar que el
radio espectral p (I1Q) satisface p (IIQ) < 1. En efecto, como para cada autovector w de
I1Q vale que w € S, tenemos ademéas que I[TQw = IIQIIw y w es también autovector de
TTQIT, y asi debe ser que p (I1Q) < p (TIQIT) < ||TIQIT]|s < 1.

Ahora vamos a deducir las férmula (5.74) proponiendo h en bloques como en el enunciado
y despejando el valor de los valores H;; usando el sistema de ecuaciones h = I[1Qh + v. Mas
aun, resolveremos el sistema columna por columna, y sin pérdida de generalidad anotaremos a

continuaciéon como proceder con la primera columna solamente dado que el resto se resuelve
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de forma andloga. Resolveremos luego he 1 = I1Qhe 1 + ve 1, 0 mas compactamente (I —
I1Q)he 1 = Ve.1.

En primer lugar, notemos que si i € K luego (I1Q);e = 0 con lo que necesariamente
hi1 = v;1 como queriamos.

En segundo lugar, para los nodos i ¢ K, despejaremos las férmulas para H;; enunciadas
para cada comunidad 1 <[ < k. Como los nodos dentro de una misma comunidad inducen
filas iguales para I — I'1Q) y para v, tendremos que el sistema anterior nos dara k ecuaciones
para despejar los coeficientes. Cuando ademas ¢ € C1, obtenemos que la coordenada i-ésima

del sistema nos da:

lg(n) ( D ) + Hiy+ (n1—g(n) — 1) ( pn(1)> HM] (A.101)

deg,, (1) -~ deg,

+ i(”t —g(n)) ( qn) Hyy = 0;

t>1 _degn(l)

y cuando en cambio ¢ € C; para algin 1 <1 < k:

[g(n) <_de§:(l)> + (1 — g(n)) <_degq:(l)> HM] (A.102)
+ [Hl,l + (n—g(n) — 1) ( p”) HM]

-~ deg,, (1)
k
—g)) [——_VH,, =0
+t>1z,t;él(nt g( ))( degn(l)>H’1 0

Ahora podemos restarle deg,, (1) veces (A.102) a deg,, (1) veces (A.101) para obtener:

0 = deg, (1) qg(n) ( D ) + Hig+ (n1— g(n) — 1) (—“) HM] (A.103)

 deg,, (1) deg, (1)

o= a() (- g2 ) )
a0 [otm (= 2 ) + =gt (= o2 )

 deg,, (1) deg. (1)
+ [Hm + (= g(n) —1) <_de§:(l)> H”D

=—g(n)(pn — qn) + [deg, (1) — (n1 — g(n) = V)py + (n1 — g(n))gn] H11
— [deg,, (1) = (ny — g(n) — 1)pn + (ny — g(n) )qn] Hy 1,

donde hay muchos términos que omitimos de entrada porque se cancelan. Ahora usando que

para cada nodo j € C; vale que

deg, () — (nt — g(n) = L)pn + (nz — g(n) ) (A.104)
= [(nt = V)pn + (n —nt)qn] — (e — g(n) = V)pn + (1t — g(n) ) gn
= ngn + g(n)(pn - Qn)
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es constante, podemos dividir por ng, + g(n)(pn — ¢») y habremos obtenido que:

— g(n)(pn—aqn)
Hy,—Hy = R oy Pt (A.105)

A continuacién, podemos resolver para H;; en términos de Hy; en (A.105) y entonces
reemplazando en (A.101) podemos despejar una expresién para Hj i:

(n=n1—(k=1)g(n))(Pn—gn)
ngn+g(n)(Pn—an)

Dn + (k - 1)%1

Pn — dn

Hyy = , (A.106)

En efecto, reemplazando en (A.101) los coeficientes Hy 1, 1 < t < k, y después multiplicando

por deg,, (1) obtenemos:
— png(n) + deg, (1) H11 — (n1 — g(n) — 1)pnH1 (A.107)
k j—
= (e —g(n))an (Hm __9n)lp qi)qn)> =0;

t>1 ngn + g(n) (pn

y ahora despejando Hj 1 obtenemos que

(n—n1—(k—1)g(n))(pn — qn)
ngn + g(n) (pn - Qn)

—g(n)pn +g(n) Qn] + [9(n)(pn + (k —1)gn)] Hi,1 = 0,

(A.108)

y entonces llegamos a (A.106). Aclaramos que en (A.108) usamos que

deg,, (1) — (n1 — g(n) = )pn — > _(ne — 9(n))an = g(n) (pn + (k = 1)an) (A.109)
t#1
y ademas que
—Z ne—g(n))g, =—(n—n1— (k—1)g(n))gn. (A.110)
t>1

Por ultimo emprolijamos la expresion y llegamos a

_ (”Qn +ny (pn - Qn))% 9(”) (pn - Qn)
o = G = Do) e + 9(0) (pn =) T mn+ 90—y 1Y)

En efecto, esta expresion se obtiene de desarrrollar y despejar adecuadamente:

(n—n1—(k=1)g(n))(Pn—qn) an
"LQn+g(n)(pn_q”) (A112)

Pn + (k - 1)(]11
pr(ngn +9(n)(pn — qn)) — (n—n1 — (k= 1)g(n))(Pn — qn)an
(pn + (k 1)Qn)(”Qn+g( )( Qn))
_ [(ngn +n1(pn — gn))an] + [9(n) (pn + (k= 1)gn) (P — qn)]
(Pn + (k= 1)gn) (ngn + g(n) (pn — qn))
_ (n(Jn‘{’nl(pn_QH))QH + g( )( _Qn)
(pn + (k= 1)gn) (ngn + g(n) (Pn — qn)) ~ nagn + g(n)(Pn — qn)

Pn —

Hyy =
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Asi, en particular, necesariamente por (A.105) vale que

. (TLQn +n (pn - Qn))Qn
Hi1 = o= Dan) (naw + () (o — ) (A.113)

Solo resta ver ahora cudndo C coincide con C, pero esto es exactamente ver cuando
Hy; > H;; para cada par de comunidades [,t. Con las expresiones halladas en (A.111) y
(A.113) deducimos que si [ # t tenemos que

_ (nl - nt)(pn - QH)% 9(”) (pn - Qn)
= = o =) (nan + 9 om =) | 7 + 90 (o= 1D

ngn+g(n) (Pn—an)

Multiplicando a ambos lados por tenemos que la expresion anterior es no

Pn—Aqn
negativa si y sélo si
g(n) > e (A115)
Pn + (k - I)Qn
es decir
ey > 2 n (A.116)

n pn+(k_1)Qn,

con lo que, al precisar que valga para todo | # t, tomando méximo hallamos la condicién
que queriamos.
Finalmente, la observacion acerca de la separacién 9,, se deduce inmediatamente a partir

de (A.114) y (A.116), pues si g, = méxl#im_m }pn+(Z"_1)qn + 0, con 0, > 0 entonces vale

Ccomo queriamos Vver que

(ni —ne) (Pn — @n)an g(n)(pn — qn)
H,—H,;= + A.117
P T 4 (k= 1)g0) (ngn + 9(0) (pn — ) g + 9(n) (pn — g ( )
n(pn - Qn)
~ n"Qn + g(n) (pn - Qn)
=0,
lo cual completa la demostracion. [

Pasaremos ahora a demostrar la cota 5.4.7, para lo cual haremos uso de 2.4.11 y de 3.3.4:

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion de 5.3.1 con algunas diferencias
técnicas, y la dividiremos en los pasos correspondientes para facilitar su lectura. Una vez
mas, supondremos sin pérdida de generalidad que los grafos son conexos, que podemos hacer
por el Teorema 2.4.9.

Paso 0: primero, fijaremos sin pérdida de generalidad la columna 1 y a partir de ahora

trabajaremos con las ecuaciones

il.’l :H@}Al.J + Vo1, ¥ (A.118)
h.,l :HQho,l + Ve,1-
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Maés atn, para no cargar excesivamente la notacién anotaremos simplemente h, i y v para
las primeras columnas de las respectivas extensiones armoénicas y condicion de borde; nue-
vamente S pasara a ser el subespacio que definimos para dos comunidades en 5.2.4. Para el
resto de las columnas, la cota sera analoga.

Remarcamos que mostrar que la desigualdad ocurre con probabilidad mayor que 1 —
0 (n‘1> para cada columna sera suficiente, porque como hay una cantidad finita k& de colum-
nas por una cota por la union de eventos también valdra para todas simultaneamente con
probabilidad mayor que 1 — o (1).

Paso 1: en primer lugar, buscaremos llegar a la desigualdad

b=l < |(h—n) (1 -11Q)(h — h). (A.119)

€n

Primero, sumamos y restamos I1() para obtener
N 2 . R
ho=h|, =(h =)' (h—h) (A.120)

=(h—h)(I-T1Q)(h — h) + (h — h)'TIQ(h — h).

Luego, como i — h € S tenemos que IT1(A — h) = h — h y entonces acotamos en (A.120) del

siguiente modo:

N N N N R 2
|(h—=hn)TIQ(h — )| = |(h— h)TIQII(h — )| < |TIQIT|, | A — A - (A.121)
Ahora bien, ITQIT salvo una permutacién puede expresarse como
0 0
PIIQIIP = D! A.122
— a2

donde B es una matriz en R("k9(n))x(n—kg(n)) qada en bloques B € Re—9(n)x(mi—g(n))

por:

J-1) sit=1,
pri = P00 (A.123)

Gnd sit#1;

y mas especificamente P es la matriz que pone primero los nodos conocidos y después los que
no conocemos, ordenados por comunidad. Es decir, ordena los nodos en el siguiente orden:
K1, Ko, ..., K, C1\ K1,C2\ K1, ..., Cp \ K.

Llamemos A a la matriz diagonal que tiene las sumas de las filas de B:
Aii = (nC(i) —g(n) - 1) Pn (n —ne@y — (k= 1)9(”)) Gn (A.124)
=n¢@)(Pn — @) — (9(n) + V)pn + (n — (k= 1)g(n))qn.

Luego tenemos que como las filas de A™'B suman 1, esta es estocastica y tendrd norma

menor que 1, y asi valdra que

1
~méX{Ai7i}-151—€n,

oI, < D7, Al [A7 B, < so—rery - mi

(A.125)
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notando que

max{ A;; } = (m&ix {n;}—g(n)— 1) Pn + <n — méax {n; } — (k- 1)g(n))> qn (A.126)

eV 1<I<k 1<I<k
= [(fgl‘oigxk {m}— 1) P+ (n — méx {my }) qn} —g(n)(pn + (k—1)gn)
= méx { deg, (i) } = 9(n) (pn + (k= 1)gn)
<log(n) — ey log(n) (A.127)

y por otro lado tendremos que

min { deg, (i) } = (@% {m} - 1) P+ (n — min {n }) In (A.128)
=log(n)
con lo que

méxiey { Aig ) log(n) — e, log(n)
min;ey { deg, (i) } ~ log(n)

=1—¢p,. (A.129)

Entonces acotando por arriba el segundo término en (A.120) por las cotas conseguidas en
(A.121) y (A.125), obtenemos que

bl < |(h— 1)@= 11Q)(h — )| + (1 —20) [, (A.130)

con lo que restando el segundo término en ambos lados obtenemos la primera expresién
(A.119) que buscédbamos.
Paso 2: ahora procedemos analogamente al paso correspondiente en la demostracién de

la Proposicién 5.3.1 y de esta manera simplificamos la cota en (A.119) atin més a

h— [, <I(h— n)"(11Q ~ TIQ)A. (A.131)

En

Més detalladamente, notamos que como h —h € S, luego (fL — h)lv = 0. Asf, como
ademds h = TIQh + v, (I —TIQ)h = v y entonces

|(h =) (T-T1Q)(h— h)| <

(h =)' (T=TIQ)A| + |(h — h)' (T~ TIQ)h| (A.132)
(h—h)"(I-TIQ)A|.

Anélogamente, también (I — H@)ﬁ = v y podemos sumar y restar H@ para obtener

(b =)' (1 - 11Q)h

(h—h)"(1=TIQ)h| + |(h — h)'(IIQ — TIQ)h| (A.133)
(h—h)"(T1Q — TIQ)h|.

Juntando ambas cotas, llegamos a la expresién (A.131) como queriamos.

Paso 3: Podemos acotar una vez mas partiendo de (A.131) para llegar a

e | =hl, < D7, A= A, A, + [r>=t - o7 4k (A.13)

2 Y
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donde usamos que como
MQ -TIQ =TID"'(A- A)+ 11 (D' = D7) A (A.135)
podemos reemplazar en (A.131) y acotar

€n Hﬁ—hHi < ) [ID (A~ A) + 11 (D' = D7') A A (A.136)
< |l =l, Qe [ D71, 1A= 4l 4], + [0~ = D7 AR )

para obtener (A.134) al valer que I, al ser proyeccién, tiene norma acotada por 1.

Paso 4: A continuacién a partir de (A.134) pasaremos a acotar cada término por cotas

del orden \/llﬁ HHH2 que valgan con suficientemente alta probabilidad para concluir el
og(n

resultado. En efecto, en ese caso tendremos que
1
,) +——— Il (A.137)

27\ /log ‘ \/log n) Tog \/log(n)

con lo cual agrupando las normas Hﬁ — hH2 vemos que existe alguna constante C' > 0 tal que

e[l = ), 2 i, <

1 A 1
en—C—o | |h=h|. < —— |1 A.138
( \/log(n)> =l \/log(n) il (A3

y como por hipétesis tenemos que &5,1/log(n) =2, 00, podemos deducir que

1

<
27 eny/log(n)

(1=o()) -], =

1
1—C——— 1] (A.139)
( eny/log (n) )
de lo cual se sigue la cota que queriamos demostrar.
Volviendo a la expresion en (A.134), acotaremos cada factor en el primer término. La
matriz D1 es diagonal con coeficientes BZ_ il = Je\gn(i)_1 para cada 1 < i < n, con lo que su
norma estard dada por el mayor coeficiente en médulo entre ellos, correspondiente al minimo

grado de un nodo en el grafo Por la Proposicion 2.4.11 sabemos que cada grado es de orden

log(n) y luego HD 1H2 < log 77> con probabilidad mayor que 1 —o (1). Ademés, el Teorema

3.3.4 nos garantiza que log(n) con probabilidad 1 — o (1). Concluimos que con

probabilidad mayor que 1 — o (1) vale como querfamos ver que

572, 14— Al 1l S oo Torm) Wil = <=1 (A.140)

og(n)

Resta solamente acotar el segundo término en (A.134) con alta probabilidad. Un célculo

directo nos muestra que

degn( ) degn( )pl Si ’l ¢ IC

I1(D Y~ D1 Ah) = { deg,(i)deg,(i) ’ A.141
( ( ) )Z 0 siiek. ( )
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para p; dada por p; = (Aﬁ),- = Y e, j#i pnﬁj +Xjec qnﬁj cuando 7 € Cy para 1 <[ < k'.
Ahora usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que a > b, obtenemos que para i ¢ K

podemos acotar

logn

HhH (A.142)

)

(A.143)

pil <a
Usando el célculo explicito en (A.141) junto con estas cotas podemos ver que

—_ 1 — logn |-
In (0 —07) 4, < s { g 1P -2Vl (5

donde (lA) — D)1,, no es mds que la matriz diagonal que tiene la resta de los grados. Ahora
bien, por la Proposicién 2.4.11, tanto deg,, (i) como deg,, (i) son de orden log(n) con proba-

bilidad mayor que 1 — o (1) lo que el maximo se acota por un factor de orden W. Mas

aun, usando que (D D) (A A) n v por el Teorema 3.3.4 podremos acotar con

probabilidad mayor que 1 — o (1) para conseguir que

|(D = D7) 1], <[[ A= Al 1l (A144)
< Vlog(n)vn.

Finalmente juntando todas estas cotas auxiliares y acotando en (A.143) obtendremos que

con probabilidad mayor que 1 — o (1) vale que

(B - D) b, S (Vi) vi) (o512 |

2) (A.145)

1 N
™ Jlog(n) 12
lo que completa la demostracion. [

Podremos ahora demostrar entonces la consistencia débil del estimador por extensiones

armonicas en el caso general, como enunciamos en el Teorema 5.4.8:

Demostracion. Nuevamente, llamemos B (il) al conjunto de nodos mal clasificados por nues-
tra estimacién, y veamos que tiene o (n) miembros con probabilidad alta, lo que demostrara
la consistencia débil del estimador.

En primer lugar, notemos que i € B (?L) nos implica que

donde la cota es la separacion esperada para la solucion teédrica en 5.4.6. En efecto, tenemos

B@o - hi,o

> 5, (A.146)

2f\J

que basta ver que

Bi [ S hi,o

2 hi,(?(i) —hic@)| < 0n (A.147)

2/\./
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para cada i € B (ﬁ), es decir i tal que C (i) # C(i). En primer lugar, si Biﬁ(i) > hics

tendremos que

~

hi,o — e

)

2 2 Mgy ~ g 2 hiew) — g (A.148)

como queriamos. Si en cambio Bi,C(i) <h,

< h ey analogamente tendremos que

~

hie— hie

5 = hic@) = hic) 2 hicw) =y g (A.149)

y habremos mostrado lo afirmado. Cuando no ocurre ninguna de las dos anteriores, tendremos

que hif(i) < fzi’c(i) < fzif(i) < hj (i), en cuyo caso podemos ver que

N 2 N 2 " 2 1 2

pues en los valores de lAzi,C(i) y ﬁi &) estudiados, la suma de cuadrados se minimiza cuando

B s =h, o = M en cuyo caso se deduce lo afirmado
i) — The) 2 Y ¥ :

~

Notemos ademas que tenemos que
2
5 S Enn (A.151)

Luego, usando la cota obtenida en (A.146), reordenando los términos y por tltimo usando

ho,l

la Proposicién 5.4.7 y la cota (A.151), obtenemos que

#(5(1) 3 <

, (A.152)

ili,o - hi,o
Pt — hey

n
>
i=1

k
>
=1

2
.}

2
hol 2}

El

y despejando llegamos a que

lo cual muestra lo que queriamos. |
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