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Introduccion

Las curvas ROC (Receiver Operating Characteristic) son una herramienta ttil
para evaluar el desempeno de una variable continua o de una prueba diagndstica
en la clasificacién entre dos estados. Fueron desarrolladas en el contexto de la
Teoria de Deteccion de Senales durante la Segunda Guerra Mundial para analizar
la capacidad de un operador de distinguir un objeto enemigo en la pantalla de
un radar. Las curvas ROC se expandieron a distintos campos y, en particular, se
hicieron muy populares en el area de la Medicina a partir de los afios 1960. Tienen
un gran potencial en estudios médicos que analizan el desempeno de pruebas y
biomarcadores para diagnosticar una enfermedad.

En el area de Estadistica las curvas ROC se utilizan ampliamente en situaciones
de clasificacion y discriminacion, donde tipicamente se tienen dos estados o clases vy,
a partir de un clasificador binario, se asigna a los individuos de un conjunto uno de
los estados segtin un valor de corte. La curva ROC es una representacién grafica
que permite visualizar la capacidad discriminatoria de un clasificador binario a
medida que varia el valor critico de decision.

Para ejemplificar fijaremos nuestro escenario en el campo del diagnéstico médi-
co. Asumamos que tenemos un clasificador para distinguir entre dos poblaciones,
enfermos y sanos, basado en la medicion de un biomarcador o una variable con-
tinua, a quien llamaremos Y, y un valor de umbral ¢ que determinara la regla de
asignacion. Supongamos, entonces, que un individuo es clasificado como enfermo
si Y es mayor o igual a ¢ y como sano, en caso contrario. En dicha clasificacién se
pueden cometer errores; por ejemplo, podria ocurrir que un individuo sano arroje
un valor de Y mayor o igual a ¢ y sea asignado incorrectamente a la clase enferma,
incurriendo en lo que llamamos un falso positivo. En contraposicion, los verdaderos
positivos corresponden a los individuos enfermos que son clasificados correctamen-
te. Es claro que segin cudl sea el valor de decisién ¢ que tomemos, se presentara
una variacion en la proporcion de falsos positivos y verdaderos positivos. La curva
ROC representa graficamente la relacién entre la proporciéon de falsos positivos en
la poblacién sana y la proporcion de verdaderos positivos en la poblacion enferma
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a medida que varia el valor de corte. En este sentido es que la curva ROC resulta
un instrumento de interés para evaluar la eficacia de un clasificador o, a su vez,
para comparar distintos procedimientos de decision.

En muchas situaciones se dispone de variables con informacion adicional de
cada individuo de la poblacién. Como se menciona en Pardo-Fernandez et al
(2014), cuando hay presencia de covariables es recomendable incorporarlas en el
analisis de la curva ROC ya que la efectividad y la capacidad discriminatoria de la
prueba diagnostica podrian verse afectadas por las mismas. En este sentido, Pepe
(2003) muestra diferentes circunstancias en las que las covariables impactan en el
resultado de un test o biomarcador. Por ejemplo, en el caso del diagnéstico de un
paciente, caracterisiticas tales como la edad o el sexo pueden ser de relevancia. La
incoporacion de esa informacion adicional se puede realizar a partir de la obtenciéon
de curvas ROC condicionadas a valores especificos de las covariables y, en muchas
ocasiones, permite tener una mayor comprension de la efectividad del test que si
se analizara la curva ROC ignorando esa distincion.

Existen diversos métodos propuestos en la literatura para incorporar la infor-
maciéon de las covariables a las curvas ROC; entre ellos se encuentran la metodo-
logia inducida y la metodologia directa. En la metodologia inducida se ajusta un
modelo de regresion por separado al biomarcador en cada una de las poblaciones
en términos de las covariables, y luego se deriva la curva ROC inducida. En cam-
bio, en la metodologia directa se asume un modelo de regresion lineal generalizado
para la curva ROC y los efectos de las covariables en la misma se evalian direc-
tamente. En ambas metodologias se han propuesto distintas técnicas para estimar
las curvas ROC de forma paramétrica, semiparamétrica y no paramétrica.

En el presente trabajo nos interesa analizar la robustez de la estimacién de las
curvas ROC, en el sentido de cuan resistente resulta ante pequenas desviaciones
del modelo asumido o en presencia de un porcentaje moderado de datos atipicos.
Rodriguez-Alvarez et al. (2011) estudian la estabilidad de los estimadores de las
curvas ROC frente al modelado erréneo del efecto de las covariables para diversos
modelos y, en particular para la metodologia directa, analizan el impacto que
tiene la especificacion incorrecta del modelo de regresion utilizado para la curva
ROC. M4s recientemente, Bianco, Boente y Gonzalez-Manteiga (2020) analizan la
robustez de la estimacion de la curva ROC dentro de la metodologia inducida y
exploran estimadores robustos que se muestren resistentes ante la presencia de un
porcentaje de datos atipicos.

Teniendo todo esto en cuenta, estudiaremos la estimacién de curvas ROC en
presencia de covariables y enmarcaremos nuestro trabajo dentro de la metodologia
directa. Nos proponemos indagar sobre la sensibilidad de estos modelos ante la
presencia de un porcentaje de datos atipicos y en qué medida resisten a conta-
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minaciones. A su vez, exploraremos distintas herramientas de estimacién robusta
e implementaremos modificaciones en las distintas etapas del método clasico de
estimacion con el objetivo de obtener métodos resistentes ante pequenas desvia-
ciones del modelo asumido y que, ademads, resulten eficientes cuando el modelo se
sostiene.

El trabajo de tesis estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1
haremos una introduccion conceptual de las curvas ROC, las definiciones basicas y
sus propiedades. En el Capitulo 2 revisaremos la metodologia directa para estimar
curvas ROC en presencia de covariables y los métodos de estimacion involucrados
en este procedimiento. En el Capitulo 3 abordaremos distintas herramientas de
estimacion robusta, tanto en el marco paramétrico como en el no paramétrico, e
introduciremos una propuesta robusta para la estimacion de la curva ROC en la
que se combinan varios de los métodos recorridos. En el Capitulo 4 presentaremos
un estudio de simulaciéon numérico en donde analizamos la sensibilidad de los
estimadores clasicos y de los distintos estimadores propuestos para la curva ROC.
Por ultimo, en el Capitulo 5 aplicaremos las metodologias desarrolladas en un
conjunto de datos reales.



Capitulo 1

Curvas ROC

En este capitulo nos concentraremos en la definicion formal de las curvas ROC
e introduciremos algunas nociones y propiedades basicas.

1.1. Definicion de la curva ROC

Vamos a asumir que trabajamos con dos poblaciones, donde los individuos de
cada una de ellas seran identificados como enfermos y sanos, y que disponemos
de una variable continua de diagnostico Y, también llamada biomarcador, que se
considera para la asignacion de un individuo de la poblacion en alguna de las dos
clases a partir de un valor de corte c. Supondremos que dado un valor critico ¢ un
individuo sera clasificado como:

= enfermo si Y > ¢,

" sanosi Y < ec.

Sea Fp la distribucion del biomarcador Y en la poblacién enferma y Fy la
distribucién del mismo en la poblacién sana. De ahora en adelante, notaremos
con Yp ~ Fp al biomarcador en la poblacién de enfermos y con Yg ~ Fpy al
biomarcador en la poblacién de sanos. Sin pérdida de generalidad, asumiremos
que Yp es estocdsticamente mayor que Yy, es decir, que Fp(c) < Fy(c) para todo
c.

Para cualquier valor de corte ¢ que se elija, es posible que se presenten erro-
res en la clasificacién. Por ejemplo, podria suceder que un individuo sano arroje
un valor Yy > ¢ y sea clasificado como enfermo, conduciendo a lo que llamamos

4
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un falso positivo. A su vez, puede ocurrir que un individuo enfermo presente un
valor Yp < ¢, lo que corresponderia a un falso negativo. En este sentido, se de-
finen la fraccion de verdaderos positivos (TPF), que representa la probabilidad
de que un individuo enfermo sea diagnosticado como tal, y la fraccion de falsos
positivos (FPF), correspondiente a la probabilidad de que un individuo sano sea
diagnosticado como enfermo:

TPF(c) = P(Yp > c¢)
FPF(¢c) = P(Yy >c).

La sensibilidad de un test o biomarcador se define como Se(c) = 1 — Fp(c)
y representa a la probabilidad de clasificar a un individuo enfermo como enfer-
mo, es decir, Se(c) = TPF(c¢). Por otra parte, la especificidad viene dada por
Sp(c) = Fyu(c) y corresponde a la probabilidad de clasificar a un individuo sano
como sano. De este modo, se tiene que FPF(¢) =1 — Sp(c) =1 — F(c).

En la Figura 1.1 observamos un ejemplo de la representacién grafica de las
fracciones TPF(c) y FPF(c) para un cierto valor fijo del umbral ¢. Por arriba
del eje de las abscisas esta representada la distribucién del test diagndstico en la
poblacién enferma y, por debajo, la distribucion del test en la poblacién sana. El
area sombreada en violeta a la derecha del valor ¢ corresponde a TPF(c) y el drea
sombreada en rojo corresponde a FPF(c). Como podemos observar los errores de
clasificacion dependeran del valor de c.

Enfermos

Figura 1.1: Distribucién del test en la poblacién enferma y en la poblacién sana (arriba
y debajo del eje x, respectivamente). La linea vertical verde corresponde al umbral c. En
violeta estd sombreada el area correspondiente a TPF y en rojo el drea correpondiente
a FPF.
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Las ternas {(c¢,FPF(c), TPF(c)), ¢ € R} constituyen un objeto geométrico
llamado curva ROC'y resultan de interés dado que permiten representar la relacion
entre la proporcién de falsos positivos y verdaderos positivos en un test, a medida
que varia el umbral c. En este sentido, la curva ROC es una herramienta para
evaluar la capacidad discriminatoria del biomarcador. A su vez, podemos describir
a la curva ROC a partir de los pares

{(FPF(c),TPF(c)), c€ (—o00,0)} =
{(1 = Fyg(c),1 — Fp(c)), cé€(—00,00)}.

Si realizamos una reparametrizaciéon de la curva, llamando ¢t = 1 — Fg(c),
obtenemos el conjunto de pares:

{(t1=Fp(Fz'(1-1)), te01])}.
Esto nos permite escribir a la curva ROC de la siguiente forma:

ROC(t) =1— Fp(Fg'(1—1t)), 0<t<1. (1.1)

Observemos que, en base a las propiedades de toda funciéon de distribuciéon
acumulada, la curva ROC resulta monétona creciente puesto que FPF(c¢) y TPF(c)
decrecen tendiendo a 0 a medida que ¢ aumenta y ambas crecen aproximandose a
1 cuando ¢ tiende a —oo.

1.2. Propiedades elementales de las curvas ROC

A continuacién mencionaremos algunas caracteristicas y propiedades bésicas
de las curvas ROC que seran de utilidad a lo largo de este trabajo, tomando como
referencia resultados que se encuentran desarrollados en Pepe (2003).

Como vimos previamente, la curva ROC es una funcién monétona creciente que
mapea el intervalo [0, 1] en el [0, 1]. Ademas, tiene la propiedad de ser invariante
frente a cualquier transformacién mondtona creciente de la variable Y, lo cual
demostraremos a partir de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.1. Sean Y una variable aleatoria y la curva ROC definida a
partir de los pares {(FPF(c), TPF(c)), ¢ € (—o0,00)}, entonces se tiene que la
curva ROC' resulta invariante ante transformaciones mondtonas crecientes de la
variable Y.
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Demostracion. Sea h una transformacion monétona creciente y consideremos la
variable W = h(Y’). Notaremos con Wp = h(Yp) y Wiy = h(Yy) a la variable
W en la poblacion enferma y sana, respectivamente. Veamos que cualquier punto
(FPF(c), TPF(c)) perteneciente a la curva ROC de Y también es un punto que
pertenece a la curva ROC asociada a W.

En efecto, si consideramos d = h(c) tenemos que

Luego, el par (FPF(c), TPF(c)) corresponde también a un punto perteneciente
a la curva ROC para W.

De forma anéloga, se puede probar que cualquier punto perteneciente a la curva
ROC asociada a W se encuentra en la curva ROC de la variable Y.

O

Una vez definidas las curvas ROC, resulta de interés analizar cudles son las ca-
racteristicas de las mismas que nos permiten distinguir entre un test con mayor o
menor capacidad discriminatoria. Como se menciona en Pepe (2003), un biomarca-
dor no informativo es aquel en el cual la variable Y no tiene relacion con el estado
de la enfermedad de un sujeto, mientras que un test perfecto separa completamente
a los sujetos sanos de los enfermos. En el caso de un biomarcador no informativo
se tiene que las distribuciones de Y en la poblacién enferma y en la sana (es decir,
Yp e Yy) son iguales, por lo que TPF(c) = FPF(c) = ¢ para cualquier valor de ¢y
la curva ROC resulta ser ROC(t) = t. Por otra parte, para un test perfecto existe
un valor de ¢ tal que TPF(¢) =1y FPF(¢) =0, lo que conduce a una curva ROC
asociada que se encuentra a lo largo de los bordes izquierdo y superior del cua-
drado unitario del primer cuadrante. En la Figura 1.2 se representan en paralelo
distintas curvas ROC junto a las graficas de las correspondientes distribuciones de
Yp e Yy, entre las cuales se encuentran las curvas asociadas a un biomarcador no
informativo y a uno perfecto.



CapiTuLo 1: Curvas ROC 8

Clasificador no informativo Clasificador perfecto

Biomarcador Biomarcador Biomarcador
(6} o 6}
o o o
i i it
o - o — o —
T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

t t t

Figura 1.2: Curvas ROC asociadas a diferentes distribuciones Fg y Fp. En el panel
izquierdo se muestra la curva ROC de un biomarcador no informativo y en el derecho la
de uno perfecto.

Los tests que tienen mejor capacidad discriminatoria son aquellos cuyas curvas
ROC asociadas son mas parecidas a la curva perfecta, es decir, més cercanas a la
esquina superior izquierda del cuadrado unitario. Este hecho lo podemos observar
en la Figura 1.3 en la cual se encuentran representadas las curvas ROC asociadas
a dos tests distintos A y B. Para cualquier fraccién de falsos positivos que se
considere, la fraccién de verdaderos positivos serd mayor en el test A que en el B y
de alli podemos deducir que el test A presenta un mejor desempeno. Analogamente,
si consideramos umbrales tales que el valor de TPF sea el mismo para ambos
biomarcadores, obtenemos que la fraccion de falsos positivos es menor en el test A
que en el B.
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1.0

. Perfecto

A

0.8

B

TPF

" No informativo

0.4
l

0.2

0.0
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 1.3: Curvas ROC para dos tests A y B, donde A es mejor que B.

1.3. Medidas de resumen

En la literatura existen diversas propuestas de medidas de resumen de la curva
ROC que son consideradas para evaluar la capacidad discriminatoria de un test.
Dichas medidas consisten en indices numéricos que transmiten informacién im-
portante de la curva y permiten caracterizarla. En particular, resultan de utilidad
al momento de comparar la efectividad de distintos biomarcadores. Nos referire-
mos a Pepe (2003) para un recorrido por las distintas medidas de resumen que
mas se utilizan, donde se pueden encontrar mas detalles. Una de las medidas més
populares es el area bajo la curva ROC.

1.3.1. Area bajo la curva (AUC)

El area bajo la curva ROC, que notaremos como AUC por sus siglas en inglés
(Area Under the Curve), es uno de los indices més usados y se define de la siguiente
manera;

1
AUC = / ROC(t)dt .
0

En la Figura 1.4 se presentan distintos ejemplos de curvas ROC y sus respec-
tivas AUC, entre las cuales se encuentran las asociadas a un test perfecto y a uno
no informativo.
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Clasificador no informativo Clasificador perfecto
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Figura 1.4: Area bajo la curva ROC para distintos biomarcadores.

Como podemos observar, el area bajo la curva correspondiente a un test per-
fecto es igual a 1, mientras que un test no informativo tiene AUC = 0.5. Luego, es
esperable que un biomarcador con mayor precision en la clasificacion tenga un valor
de AUC maés cercano a 1 que un biomarcador de peor capacidad discriminatoria,
puesto que su curva ROC estara mas proxima a la de un test perfecto.

Es claro que si A es un test uniformemente mayor que B, es decir, que ve-
rifica que ROC4(t) > ROCp(t) Vvt € [0,1], entonces sus AUC también estardn
ordenadas de modo que AUC, > AUCpg . La afirmacién contrarreciproca no nece-
sariamente es valida.

El AUC puede interpretarse como la probabilidad de que el valor del test resulte
mayor en un sujeto enfermo que en uno sano, esto es, AUC = P(Yp > Yg). A
continuaciéon daremos la demostracion formal de esta propiedad.

Proposicién 1.3.1. SiYp ~ Fp e Yy ~ Fy son variables aleatorias independien-
tes que corresponden al resultado de un test en las poblaciones enferma y sana,
respectivamente, y fg es la funcion de densidad de Yy, entonces:

Demostracion. Tenemos que:
1 1
AUC:/ ROC(t)dt:/ [1— Fp(F; (1 — 1) dt.
0 0

Usando el cambio de variables y = F;'(1 — t) podemos escribir:

—0o0

AUC= [ = Fpw))d(~ Fu(w) = [ PV > ) Fuly) dy.

—+00 —00
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donde fy(y) denota la funcién de densidad correspondiente a la distribucién de
Y.

Luego, como Yy e Yp son independientes, se tiene que:
+o0
AUC:/ P(YD>y,YH:y)dy:P(YD>YH)
O]

Este hecho refuerza la idea de que valores de AUC cercanos a 1 sugieren una
capacidad de diagnostico alta del biomarcador, ya que dicha medida representa la
probabilidad de que los resultados del test en un sujeto enfermo y en uno sano
estén correctamente ordenados.

Otra forma posible de interpretar el AUC es como un promedio de los valores de
TPF, tomado uniformemente sobre todo el rango de fracciones de falsos positivos
en el intervalo (0, 1).

1.3.2. Otras medidas de resumen

Ademas del AUC, que es uno de los indices que més frecuentemente se utilizan,
se han propuesto diversas medidas para resumir informacion de la curva ROC.

En algunas ocasiones resulta de interés analizar un valor especifico de fraccion
de falsos positivos, g, y su valor correspondiente de TPF provee informacion rele-
vante. Con lo cual, se puede considerar como medida de resumen un punto ROC
especifico, es decir:

ROC(ty).

Por ejemplo, en casos en los que es posible acomodar la fraccion de falsos positivos
a un valor ¢y aceptable, se pueden observar los respectivos resultados de ROC(ty)
para comparar dos tests que producen ese valor de FPF.

Por otra parte, hay situciones en las que puede ser de utilidad analizar los
valores de ROC(t) para t < ty. A diferencia de la medida ROC(ty), que ignora
gran parte de la informacién de la curva ROC, el area bajo la curva parcial es un
indice que restringe la atencion a fracciones de falsos positivos menores o iguales
a tg, utilizando todos los puntos de la curva ROC en ese rango. El area bajo la
curva parcial, pAUC(¢y), se define como:

to
pAUC(to) = /0 ROC(t)dt .
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La medida de Kolmogorov-Smirnov (KS) también es muy utilizada y representa
la distancia vertical maxima que hay entre la curva ROC y la recta asociada a
la funcion identidad, indicando cuan lejos se encuentra la curva de un test no
informativo. Esta definida como:

KS = mix [ROC(t) — 1] .

Los valores varian en el rango [0, 1], siendo 0 el indice para un test no informativo
y 1 para el test perfecto.

La medida KS puede verse como una generalizacién del Indice de Youden, que
para tests binarios se define como TPF — FPF y, en general, viene dado por:

méx{Se(c) + Sp(c) — 1}.

Otra medida que se considera de interés es la que en Pepe (2003) se denomina
como “punto de simetria” y se denota con Sym. Esta medida indica el punto de
la curva ROC donde la sensibilidad es igual a la especificidad, TPF =1 — FPF, y
queda definida por

ROC(Sym) = 1 — Sym.

1.4. Modelo ROC binormal

El modelo ROC binormal es uno de los méas cominmente utilizados y tiene un
rol central en el analisis de curvas ROC. Es aplicable cuando el biomarcador sigue
una distribucién normal tanto en la poblaciéon enferma como en la sana. A partir
de este supuesto, se puede deducir la forma funcional de la curva ROC.

Proposicién 1.4.1. Si Yy ~ N(puw,0%), Yp ~ N(up,0%), luego

ROC(t) = ¢(a +bp~ (1)), (1.2)

donde
a = “Dg;’”’ (1.3)
b = ZI; ’ (1.4)

y ¢ denota la funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria normal
estandar.



CapiTuLo 1: Curvas ROC 13

Demostracion. Para cualquier valor de umbral ¢, usando la simetria respecto de
cero se tiene que:

FPR(c) = P(Yi =) =0 ("F),

OH

TPF(c) = P(Yp>c)=¢ (“D - C) .

0p

Tomando cualquier fraccién de falsos positivos t = FPF(c), el umbral correspon-
diente resulta ser ¢ = puy — og¢1(t). Luego:

ROC(t) = TPF(c) = ¢ (MD — c>

0D

_ ¢ (MD — pH + UH¢_1<t)>

0D

= ola+bo7\(1)).

]

A su vez, en el modelo ROC binormal es posible determinar una formula cerrada
para el AUC como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.2. Supongamos Yy ~ N(umg,0%) e Yp ~ N(up,0%), variables
aleatorias independientes, entonces

a
con a y b definidos en (1.3) y (1.4).

Demostracion. Recordemos que AUC = P(Yp > Yy) = P(Yp — Yy > 0). Sea
W =Yp — Yy. Luego, como Yp e Yy son independientes,

W~ N(up = piu, 0 + 0F)
Por lo tanto,

—Mp + UH WD — Wi
PW>0)=1— _m2 CPa ) _#D  FPH
=0 ¢(\/a%+a?q> qj(\/a%wq)

_ 2
a

~o( )




CapiTuLo 1: Curvas ROC 14

En la Figura 1.5 se muestra un ejemplo de la curva ROC para un modelo
binormal donde Yy ~ N(ug,0%) ¢ Yp ~ N(up,0%), con ug = —2.5, og = 4,
up = 2.5y op = 4, construida utilizando la ecuacién (1.2). A su vez, calculamos
el AUC a partir de la férmula (1.5), obteniendo un valor de 0.81.

o
o | .
— FD
o
Q @] AUC = 0.81
o o
| .,
o
Cf [ e m m © i T T T T T
-15 -5 0 5 10 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Biomarcador

t

Figura 1.5: Curva ROC y AUC para distribuciones Fp y Fy que siguen el modelo
binormal.

Como se puede observar, en este ejemplo el valor de b dado en (1.4) es igual
a 1, puesto que las distribuciones del biomarcador en las poblaciones enferma y
sana tienen la misma varianza. Si b = 1, se tiene que la curva ROC binormal
resulta concava, lo cual es un atributo deseable ya que asegura que la curva no
cruzard la diagonal correspondiente a la funcion identidad. En cambio, para b # 1
esta propiedad no se cumple y se pueden producir anomalias donde la curva ROC
caiga por debajo de la curva asociada a un test no informativo. Esta situaciéon
podria generar cierta preocupacién sobre la utilizacion del modelo binormal ya
que, como se menciona en Pepe (2003), es poco probable que ocurra al trabajar
con datos y tests de diagnéstico reales. Sin embargo, este tipo de comportamiento
indeseable suele producirse en una parte muy pequena de la curva ROC y en un
rango que en muchos casos resulta de poco interés a los fines practicos. Con lo cual
se considera que el modelo binormal podria proporcionar una buena aproximacion
a las curvas ROC en una gran variedad de casos que ocurren en la practica y esto
ha justificado su extenso uso.
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1.5. Estimacion de la curva ROC

En esta seccion presentaremos algunas propuestas para estimar la curva ROC y
sus medidas de resumen. Los conceptos involucrados en los distintos enfoques que
abordaremos seran de gran relevancia a lo largo de todo el trabajo, particularmente
en el estudio de modelos para estimar las curvas ROC en presencia de covariables.

En adelante, asumiremos que tenemos muestras aleatorias independientes (Yp ;)1<i<np
e (Yii)1<i<n, que representan los resultados del test en individuos enfermos y sa-
nos respectivamente, cada una idénticamente distribuida de modo que Yp; ~ Fp
(§] YHﬂ' ~ F H-

1.5.1. Estimacién basada en la distribucién empirica

La estimacién basada en la distribucion empirica consiste en sustituir en la
ecuaciéon (1.1) la funcién de distribucion Fp y la funcién cuantil de Fy por sus
estimadores empiricos. En esencia, esta estimacion de la curva ROC se basa en el
principio de “plug-in” y viene dada por

ROC(t) = 1 — Fp(Fi'(1—1)), (1.6)

donde Fp denota la funcién de distribucion empirica asociada a la poblacién en-
ferma y F;;' denota la funcién de cuantiles empirica asociada a la poblacién sana.

Recordemos que a partir de las muestras (Yp;)i<i<np, € (Yai)i<i<ny se definen
las funciones de distribucién empiricas en un valor de ¢ como:

1 IH
Fy(t) = EZI{YH,igt}
=1

1 2B
Fp(t) = EZI{YD,iSt}7 (1.7)
=1

donde I4 denota la funcién indicadora del conjunto A.

A su vez, en base a estas funciones se pueden obtener los cuantiles estima-
dos empiricamente. En particular, precisamos la funcién cuantil empirica para la
poblacién sana que esta definida por:

Fy'(p) = mf{t : Fu(t) > p}.

Para estimar el area bajo la curva podemos aplicar la definicién a la curva ROC
estimada empiricamente, es decir:

— 1 _—
AUC = [ ROC(t)dt.
0
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De forma similar se obtienen estimaciones para las otras medidas de resumen.

1.5.2. Modelado paramétrico de las distribuciones del test

Otro enfoque para estimar la curva ROC consiste en modelar de forma para-
métrica las distribuciones de Yp e Yy, para luego calcular la curva ROC inducida.

Supongamos que asumimos un modelo de distribucién paramétrico, con para-
metros « y v para cada distribuciéon del biomarcador en los individuos enfermos y
sanos:

Fp(y) = Fop(y), Fuly) = Fyu(y).

Luego, bajo este supuesto podemos estimar « utilizando los datos de la pobla-
cién enferma y 7 con los datos de la poblaciéon sana. Nuevamente basdndonos en
el formato de la curva ROC deducido en (1.1), la curva ROC estimada resultante
es:

ROCaﬁ(t) =1- F&,D(Fiij(l —1)).

A modo de ejemplo, consideremos el modelo binormal que presentamos ante-
riormente, donde Yp ~ N(up,0%) e Yy ~ N(ug,0%). Estimando, entonces, pp,
Ui, 0% y 0% se obtienen estimaciones para las funciones de distribucién del test
en la poblacién enferma y en la sana. Luego, dados estimadores jip, fig, Op Y 0,
tomando las expresiones (1.2) a (1.4) la curva ROC estimada es:

—— np — ji o
ROC(t) = ¢ (M 4 AI{gf)_l(t)) |
Op Op
Ademas, el drea bajo la curva se puede estimar de la siguiente manera:

AUC = ¢ (“D_“H) ‘

\oh+ 0%
1.5.3. Modelos de posiciéon y escala semiparamétricos

Los modelos de posicién y escala pueden verse como una generalizacion del
modelo anterior, asumiendo que en cada una de las poblaciones el biomarcador
viene dado por:

YD = [,LD—f—O'DED (18)
YH = NH+UH€H7 (19)
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donde €p y ey son variables aleatorias independientes con media 0, varianza igual
a 1 y funciones de distribuciéon acumulada tales que ep ~ Gp y ey ~ Gg. Consi-
deraremos el caso en el que la forma de Gp y Gy no esta especificada y por este
motivo la estimacion resultara semiparamétrica.

Procediendo de modo similar a la deduccion de la expresion de la curva ROC
(1.2) para el modelo binormal, en el modelo de posicién y escala podemos escribir
la curva ROC de la siguiente manera:

ROC() = 1 — G (“H_“D + e - t)) . (1.10)

(%)) 0D

Luego, tomando [ip, fig, 0p v 0 estimadores de los parametros del modelo,
estimaremos la curva ROC realizando un plug-in del que resulta:

— ~ U — 0 O ~
ROC(t) =1-Gp (MHAMD + AjGﬁl(l - t)) )
Op Op
donde Gp y @;11 corresponden a las estimaciones empiricas de la funciéon de dis-
tribucion de ep y de la funcién cuantil de e, basadas en los residuos

(YD,i - MD) . (YH,i - MH)
o~ ~ 9
(%5) 1<i<np o 1<i<npg

respectivamente.

1.5.4. Estimador ROC-GLM

A diferencia de los métodos desarrollados en los apartados anteriores donde
se propusieron modelos para las distribuciones de Yp e Yy, a continuacién pre-
sentaremos un enfoque que consiste en modelar la forma de la curva ROC en si
misma.

Para tal fin, necesitaremos introducir la nocién de placement value (valor de
ubicacién) que serd fundamental en nuestro trabajo y al cual volveremos en los
capitulos siguientes. De ahora en adelante notaremos a los “placement values” con
las siglas PV. Tomando como referencia la distribucién de Yy, se define el valor
de ubicacién (PV) para y en relacion a la distribucion de la poblacién sana como:

Este concepto permite estandarizar mediciones respecto a una distribucion de re-
ferencia adecuada, en el sentido de que literalmente nos da la ubicacién de un valor
y en relacion a dicha distribucion.
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A partir de esta definicién, la curva ROC se puede interpretar como la funcién
de distribucion de los PV del biomarcador en los sujetos enfermos con respecto a
la distribucion de la poblacién sana. En efecto, si llamamos PV =1 — Fg(Yp):
PPV <t)=P(1—Fy(Yp) <t)=P(Fu(Yp)>1—1)
=P(Yp>Fy'(1—t)=1-Fp(Fg'(1-1))
= ROC(t).

En la metodologia de estimacién ROC-GLM se propone cierto modelo para la
curva ROC y se suele asumir que adopta una forma paramétrica tal que

g(ROC(D) = Y~ auha(0) (L.11)

s=1
donde la funcién link g y las S funciones {hy, ..., hg} son conocidas.

Si consideramos la variable binaria U; = I[1 — Fy(Yp,;) < t], con I la funcién
indicadora como antes, para 1 < i < np, tenemos que

Luego, el formato (1.11) define un modelo lineal generalizado para la variable
U v el enfoque se basa en ajustar dicho modelo a los datos binarios para estimar
los parametros .

Para eso, el procedimiento es el siguiente:

= Se elige un conjunto 7' C (0,1) de valores de ¢ sobre el cual se ajustara el
modelo.

» Calculamos los PV empiricos {1 — }A?’H(YDVZ»), i=1,...,np}, donde Fy es la
funcién de distribucién empirica basada en (Y ;)i<i<n,, -

s Para cada L e T Calclﬂarnos las indicadoras binarias basadas en los PV
empiricos, PV; =1 — Fg(Yp;), de modo que:

parat=1,...,np.

» Se estiman los pardmetros {ay, ..., ag} utilizando métodos de regresion bina-
ria, tomando la funcién link g y las covariables definidas por {h; (%), ..., hs(t)},
a partir de los datos:

{(Ti, ha(®), ..., hs(8)) , t €T, i =1, ..np }
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Como mencionamos inicialmente, el procedimiento ROC-GLM se basa en los
rangos de los datos y solamente asume un modelo para la curva ROC, no requiere
modelar las distribuciones del test. Esto representa una ventaja ya que se evitan
supuestos que son innecesarios, dado que la curva ROC se ocupa de la relaciéon
entre las distribuciones de Yp e Yy, y no de las distribuciones en si mismas.

1.5.5. Robustez de la estimacion de la curva ROC

Un aspecto interesante para analizar en relaciéon a la estimacion de la curva
ROC es su robustez, en el sentido de cuan resistente se presenta ante desviaciones
del modelo supuesto, a la vez que produce resultados confiables cuando el modelo
se sostiene.

Nos referiremos a Gongalves et al. (2014) para una revisién de la literatura
sobre la robustez de la estimacion de la curva ROC bajo el modelo binormal. Tal
como se menciona alli, distintos autores han argumentado a favor de la robustez
del estimador binormal. Sin embargo, Walsh (1997) discute el sentido de esa acep-
tacion y estudia la capacidad del estimador binormal para producir inferencias
validas en circunstancias en las cuales los datos no satisfacen el supuesto de nor-
malidad. A partir de un estudio de simulacién, analiza el impacto de tomar datos
provenientes de un modelo bilogistico, es decir cuando Fy y F)p corresponden a la
distribucion logistica, en combinacion con el estimador binormal, concluyendo que
dicho estimador resulta sensible a la especificaciéon erronea del modelo.

A su vez, Greco y Ventura (2011) abordaron el problema de la robustez asu-
miendo un modelo con funciones de distribucién conocidas y desarrollaron estima-
dores robustos para el area bajo la curva ROC.

En su trabajo de tesis de licenciatura Murrone (2019) muestra un experimento
numérico en el cual se estudia la sensibilidad de los estimadores empiricos ante la
presencia de una proporcién pequena de datos atipicos. En el mismo, se contaminan
las muestras de los sujetos enfermos y sanos provenientes de una distribucion
normal y se observa que los datos atipicos tienen un impacto en la estimacion de
las curvas ROC, puesto que dichas estimaciones se desvian de forma considerable
de la curva ROC verdadera.

En este sentido, en nuestro trabajo nos interesara investigar la sensibilidad de
la estimacién de las curvas ROC ante un porcentaje pequeno de datos atipicos
cuando disponemos de covariables, enfocdndonos en la metodologia directa. Ade-
mas, exploraremos distintas herramientas de estimacion robusta con el objetivo de
obtener estimadores resistentes a contaminaciones en el conjunto de datos.



Capitulo 2

Curvas ROC con covariables:
Método directo

2.1. Introduccién

En el capitulo anterior vimos que la curva ROC es un instrumento ampliamente
utilizado para evaluar la capacidad discriminatoria de un biomarcador que clasifica
entre dos poblaciones o estados.

En muchas situaciones, ademas del resultado del test, se dispone de variables
que contienen informacién adicional de cada individuo. Como se senala en Pardo-
Fernandez et al. (2014), dichas variables pueden afectar la efectividad y la capa-
cidad discriminatoria del biomarcador, con lo cual es recomendable incorporarlas
en el andlisis de la curva ROC. Por ejemplo, dentro del campo de la medicina, las
caracterisiticas de un paciente, tales como la edad o el sexo, pueden impactar en el
resultado de un test y ser de relevancia al momento de determinar un diagnostico.

Pardo-Fernandez et al. (2014) detallan dos situaciones diferentes en las cuales
resulta importante tener en cuenta la informaciéon que proveen las covariables:

= En el primer caso, se considera determinada covariable X (por ejemplo, se
puede pensar en el sexo de un paciente) que afecta al resultado del test
Y, pero no a su capacidad discriminatoria. Es decir, la separacién entre las
distribuciones condicionales del resultado del test en ambas poblaciones, en-
ferma y sana, se mantiene igual, independientemente de los valores que tome
la covariable X . En este sentido, las curvas ROC condicionadas a la covaria-
ble son equivalentes entre si y, en consecuencia, también lo es la capacidad
discriminatoria del test. Sin embargo, al ignorar la distincién que provee la

20
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covariable y considerar todos los datos juntos, se puede derivar en curvas
ROC por debajo o por arriba de la curva ROC condicionada. A su vez, las
covariables influyen en la eleccién del valor de umbral ¢, puesto que para
obtener una cierta fraccion de verdaderos positivos se requiere de umbrales
diferentes.

= Una segunda situacion que describen es aquella en la que la capacidad discri-
minatoria del biomarcador si se ve afectada al tener en cuenta los valores de
la covariable X, ya que la separacion entre las distribuciones condicionales
del test en las poblaciones sana y enferma cambia segin el valor considerado.
A la vez, en el ejemplo que dan los autores, cuando se consideran todos los
datos juntos se obtiene una curva ROC atenuada respecto a las curvas ROC
especificas que muestran una precision alta de diagnostico.

En dicho trabajo se pueden ver ilustraciones de cada una de las situaciones men-
cionadas.

A partir de estos casos, se ve reflejada la necesidad de incorporar la informacion
que proporcionan las covariables en el analisis de las curvas ROC. Como mencionan
los autores citados, tenerlas en consideracion puede ayudar a identificar cuales son
las poblaciones o las condiciones 6ptimas en las cuales se deberia aplicar un test.
El hecho de agrupar los datos y utilizar un valor de umbral en comiin puede llevar
a conclusiones erroneas respecto a la capacidad de clasificacién del biomarcador,
comparando con la potencial capacidad de diagnostico que se obtiene cuando se
tienen en cuenta los valores de las covariables.

Pepe (2003) también muestra diferentes ejemplos de aplicacién en los que las
covariables pueden impactar en el resultado de un test o biomarcador. Uno de ellos
se enmarca el campo de la radiologia, donde resulta de interés considerar como
covariable al lector/radidlogo para la interpretacién de imégenes. En este caso,
suele ser mas relevante la curva ROC especifica ya que en la préactica los radiélogos
utilizan sus propias escalas de calificacion en la lectura de imagenes. En general, la
curva ROC que combina datos de diferentes lectores no resulta representativa ni
refleja correctamente los resultados de lectura de ningtin radiélogo en particular.

Teniendo todo esto en consideraciéon, en este capitulo abordaremos la estima-
cion de curvas ROC en presencia de covariables e introduciremos la denominada
metodologia directa para la incorporacion de dicha informaciéon adicional, en la
que enmarcaremos el resto del trabajo.
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2.2. Notacion y definiciones generales

En lo que sigue, asumiremos que ademas del resultado del biomarcador Y, se
dispone de informaciéon sobre ciertas caracteristicas de los individuos de ambas
poblaciones que viene dada por un vector de covariables X. Notaremos con Yp
y X p al biomarcador y las covariables en la poblacién enferma, respectivamente,
y con Yy y Xy a las correspondientes en la poblacién sana. En este contexto,
resultara de interés analizar la capacidad discriminatoria del biomarcador Y en
funcién de los valores que tome el vector de covariables X.

Sean Fpx v Fyx las funciones de distribucion de Yp e Yy condicionadas a X,
respectivamente, es decir:

Fpx(y) = P(Yp <y|lX)

Fux(y) = P(Ym <y|X),
donde en Fjx se considera la probabilidad condicional dado que X; = X, para
j=D,H.

De forma anéloga a la definicién dada para la curva ROC en el Capitulo 1, la
curva ROC condicional dado X se define como:

ROCx(t) =1— Fpx(Fyx(1—1t)), 0<t<1. (2.1)

De este modo, para los distintos valores de las covariables se pueden obtener
diferentes curvas ROC. En el caso de que se tenga una unica covariable (esto es,
el vector de covariables tiene dimension 1), cada valor de X en la interseccién de
los soportes de Xp y Xy tiene asociada una curva ROCx(¢), lo que define una
superficie en funcion a X y ¢t. En la Figura 2.1 se muestra, a modo de ejemplo, el
grafico de una superficie ROC.
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Figura 2.1: Superficie ROC para X univariada.
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Al igual que en el caso de curvas ROC sin covariables, existen diversas medidas
de resumen que son utiles para caracterizar a las curvas ROC condicionales. Una
de las medidas mas populares es el drea bajo la curva condicional (AUCx) que
esta definida por

1
AUCx = / ROCx (1)dt .
0

Continuando con el ejemplo en el que se dispone de una sola covariable, al recorrer
los valores de X tenemos que AUCx describe una curva, tal como se muestra en la
Figura 2.2. Alli se representan los valores de AUCx correspondientes a las curvas
ROCx(t) de la Figura 2.1.

AUC
0.65 0.70 0.75 0.80 0.85
I I I I I

0.60
I

0.55
I

0.50
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: Curva AUCx para X univariada.

2.3. Estimacion de la curva ROC condicional

En la seccién anterior vimos que se pueden definir curvas ROC condicionadas
a valores especificos de las covariables con el fin de tener en cuenta la informa-
cién adicional que proveen en el andlisis. A continuacion nos enfocaremos en los
procedimientos de estimaciéon de las curvas ROC condicionales.

Existen diversos métodos propuestos para incorporar la informacion de las
covariables a las curvas ROC. Entre ellos, Rodriguez-Alvarez et al. (2011) hacen
una revision de dos metodologias en particular dentro del marco general de modelos
de regresion, la metodologia inducida y la directa. En la metodologia inducida la
idea central consiste en ajustar modelos de regresion por separado al biomarcador
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en cada una de las poblaciones en términos de las covariables, y luego se deriva la
curva ROC inducida. En cambio, en la metodologia directa a quien se modela es a
la curva ROC, es decir, se asume un modelo de regresion lineal generalizado para
la curva ROC y los efectos de las covariables en la misma se evaliian directamente.

En el presente trabajo nos enfocaremos en la metodologia de estimacién di-
recta. Tal como senala Pepe (2003), hay diversas ventajas en modelar de forma
directa la curva ROC. Una de las mas importantes es que la interpretacién de los
parametros del modelo se relaciona directamente con las curvas ROC, ya que esta
metodologia parametriza los efectos de las covariables sobre la entidad de interés.
Otra ventaja es que se pueden evaluar y comparar diferentes biomarcadores en
simultaneo, incluso cuando los resultados se miden en distintas unidades o escalas,
incorporando al modelo una covariable correspondiente al tipo de test. Ademas,
el modelado directo de la curva ROC permite enfocarse en ciertos rangos de FPF
y también habilita la incorporaciéon de interacciones entre las covariables y los
valores de FPF.

Para introducir los estimadores de las curvas ROC condicionales, asumiremos
que tenemos un vector X de covariables de dimension p y dos muestras aleatorias
independientes (YD,iaxD,i)lgignD y (YH,iaXH,i)lgignHa cada una idénticamente
distribuida, correspondientes a las poblaciones enferma y sana, respectivamente.

2.3.1. Metodologia de regresiéon directa: procedimiento
general

Como mencionamos previamente, en la metodologia directa se evalta el efecto
de las covariables directamente en la curva ROC y una forma de llevar a cabo
esta tarea es a partir de la formulacién de modelos dentro del marco del Modelo
Lineal Generalizado (GLM). Para describir las caracterisiticas del método y los
procedimientos involucrados tomaremos como referencia los trabajos realizados
por Pepe (2003) y Rodriguez-Alvarez et al. (2011).

Dentro de este contexto, la forma general de la curva ROC viene dada por el
modelo de regresion:

ROCx(t) = g (X' + ho(t)), te€(0,1), (2.2)

donde ¢ es una funcién conocida monétona creciente en (0,1) (la inversa de la
funcién link), 8y es un vector de parametros de dimensién p y ho(t) es una fun-
cién monétona creciente en (0, 1). En caso de que el modelo contenga un término
independiente, consideraremos X* = (1, X, ..., X,_1), siendo Xj, ..., X,_1 las com-
ponentes del vector de covariables. La ecuacion (2.2) define la clase de modelos
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que se denominan ROC-GLM.

La funcion g esté especificada como parte del modelo. Algunos ejemplos usuales
son la funcién “probit”; con g = ¢, siendo ¢ la distribuciéon acumulada de una
normal estdndar, o la logistica donde g(z) = e*/(1 + €*).

Una de las particularidades que tienen los modelos de regresion ROC-GLM es
que la variable dependiente no es directamente observable. Por lo tanto, para ajus-
tar un modelo y estimar la curva ROC es necesario recurrir a otra interpretacion,
cuya idea central es similar a la desarrollada en la Seccién 1.5.4. El enfoque estéa
basado en el concepto clave de placement value (valor de ubicacién), para el cual
ya dimos una definicién en la Seccién 1.5.4. y la extenderemos ahora al contexto
de covariables.

Los “placement values” del biomarcador en la poblaciéon enferma Y en relacion
a la distribucién condicional de la poblaciéon sana se definen como:

PVp=1—- Fyx(Yp).

De este modo, anadlogamente al caso sin covariables, se puede ver que la distri-
bucién condicional de los PVp coincide con la curva ROC, es decir:
P(PVp <t|X)=P(1 - Fyx(Yp) <t|X)=P(Fyx(Yp) > 1—t|X)
= P(Yp = Fyx(1 - )|X) =1~ Fpx(Fx(1 - 1))

Ademés, si consideramos la variable binaria Up; = I[PV p < t]|, donde I denota
la funcion indicadora, tenemos que

E(Up|X) = P(PVp < t|X) = ROCx (t).

En este sentido, la curva ROC condicional puede verse como la esperanza condi-
cional de la variable binaria Up,. Por lo tanto, el modelo de regresion ROC-GLM
definido en (2.2) se puede interpretar como un modelo de regresion para Up.

Supongamos que asumimos un formato paramétrico para la funcion hg(t), esto
es, ho(t) = Y5, agshs(t), donde oy = (agy, ..., ags) es el vector de pardmetros
desconocidos y las funciones {hy, ..., hg} son conocidas. Entonces, reemplazando
en la ecuacion (2.2) se obtiene el siguiente modelo ROC-GLM paramétrico:

ROCx(t) =g (Xteo + ES: ozoshs(t)> , te(0,1). (2.3)

s=1

Basandose en la interpretacion de la curva ROC condicional como la esperanza
condicional de la variable binaria Up;, para estimar la curva ROC se puede ajustar
el modelo (2.3) a la variable Up, a partir del siguiente algoritmo:
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Paso 1. Elegir un conjunto 7' C (0, 1) de valores de ¢t (FPF).

Paso 2. Estimar la distribucién condicional Fyx sobre la base de la muestra sana

(Y, X m.i)1<i<ng- Dicho estimador serda notado como Fpx.

Paso 3. Para cada observacion de la poblacién enferma, calcular los PV estimados:

p‘\/j =1- ﬁHXDJ(YD,j)a j = 1, ..., Np.

Paso 4. Para cada t € T' y cada observacion enferma, calcular la indicadora binaria

de los PV: ﬁjt =I[PV,;<t],conteTyj=1,..np.

Paso 5. Ajustar el modelo marginal de regresién binaria ROC-GLM (2.3) a los

“datos” {((A]jt,XDJ», hi(t), ..., hs(t)) ,teT, j=1, ...,nD}, obteniendo las es-

timaciones de los pardmetros 8 y & = (ay, ..., g).

Luego, reemplazando los pardmetros de la ecuacién (2.3) por los estimadores
obtenidos, la curva ROC condicional estimada resultante es

ROCx(t) =g (Xté + XS: &Shs(t)> .

s=1

Como se puede apreciar, el algoritmo requiere tomar ciertas elecciones y estra-
tegias en las distintas etapas de estimaciéon. A continuacién profundizaremos en
las técnicas clasicas de estimacion involucradas en los Pasos 2 y 5.

2.3.2. Estimacion de la distribucion Fyx

Una forma general para incluir las covariables en la estimacion de la distribucion
del biomarcador en la poblacién sana consiste en asumir un modelo de regresion
de posicion y escala para Yy, de modo que:

donde, en el enfoque clésico, ug(Xg) = E(Yg | Xu)y 04(Xy) = Var(Yy | X g)
son las funciones de media y varianza condicionales de la respuesta Yy dado X g,
respectivamente. El error ey es una variable aleatoria independiente de Xy con
media 0 y varianza 1, que esta distribuido como ey ~ Gp.

Vamos a considerar el caso en que las funciones puy(Xpy) v og(Xpy) adop-
tan una forma paramétrica, mientras que la distribuciéon del error Gy no esta
especificada. De esta manera, el procedimiento resulta semiparamétrico ya que se
combinaran estimadores paramétricos con métodos no paramétricos.
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Teniendo en cuenta la independencia entre el error de la regresion y las co-
variables, podemos escribir a la funcién de distribucion Fyx en términos de la
distribucion del error como

(2.5)

Fux(y) = Gn (y‘“H(X)) ,

on(X)
puesto que:

Fux(y) = P(YHSQ|X>
= P(MH(XH)+UH(XH)€H§Z/|X)

Supongamos que se asume un modelo de regresion lineal homoscedéstico para
Yy, es decir, que tomamos py(Xpy) = XyB8y v ou(Xy) = o, donde By es un
vector de parametros de dimension p, de forma que:

YH = X?I,BH—FO'HEH.

Para el caso en el que el modelo contenga un término independiente, considera-
remos X% = (1, Xu1,..., Xup—1)) donde X1, ..., Xp (p—1) corresponden a las
componentes del vector de covariables en la poblacién sana.

Entonces, la funciéon de distribuciéon condicional Fyx se puede estimar proce-
diendo de la siguiente manera:

= Sobre la base de la muestra de sanos (Yu;, Xp;)i<i<n, estimamos By a
partir del estimador de cuadrados minimos para el modelo de regresion lineal
propuesto, obteniendo asi 8.

» Estimamos 0% como:

nH

Z (YHJ - XtHzBH)Z

i=1

53 =
ng —p

» Estimamos la funcion de distribucién Gy mediante la distribucién empirica
sobre la base de los residuos estandarizados de la regresion,

_ 1 Yy, — X4 .8
Gu(t) = ZI( Ch— H’ZﬂHgt). (2.6)

nH ;5 ox
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» Por tltimo, considerando la igualdad (2.5) estimamos Fx(y) como

. _ — Xtg
FHX(?J) =Gy (M) .
OH

Respecto a la funcion Gy, una alternativa diferente consiste en asumir cierta
distribucion para los errores y, en ese caso, la metodologia resultaria completamente
paramétrica. Por ejemplo, podria considerarse e ~ N(0, 1) de modo que Gy = ¢.

En relaciéon a los estimadores contemplados en los primeros pasos, recordemos
que en general, dada una muestra (Y, X?), ..., (Y, X"), un modelo de regresiéon
lineal viene dado por el formato

Y;=XiBy+e& 1<i<n, (2.7)

donde Y; corresponde a la variable de respuesta, X = (X;y, ..., X;,) es el vector de
variables independientes o covariables y 3, es un vector de parametros desconoci-
dos de dimension p. Los €; son variables aleatorias correspondientes a los errores,
independientes de las covariables. En caso de que el modelo contenga un término
independiente, se considera X! = (1, X;1, ..., Xip—1))-

De esta manera, el método de cuadrados minimos para estimar 3, consiste en
n

minimizar »_ r7(8) respecto a 3, siendo r;(8) = Y; — X3 los residuos del modelo
i=1
de regresion. Luego, el estimador de cuadrados minimos de 3, es:

B =arg mini r3(8) . (2.8)

BER? ;1

Diferenciando respecto de B e igualando a cero, se llega a que el estimador B
verifica

r(B)X;=0. (2.9)
=1

7

Sea X la matriz de disenio de n X p compuesta por los elementos X;; y llamemos
Y v € a los vectores cuyos elementos son Y; y ¢; respectivamente, con 1 <1 < n.
Luego, el modelo lineal (2.7) se puede escribir de forma matricial como

Las ecuaciones determinadas por la expresion (2.9) son equivalentes a las ecuacio-
nes lineales

X'XB = XY,
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que son conocidas como “ecuaciones normales”. Si X'X es no singular, la solucién
es Unica y viene dada por

B = (XX)"'Xty .
Bajo los supuestos de que X tiene rango completo y los errores ¢; verifican

E(e)=0, Var(g)=0> y covle,e)=0 i},

n
. 2
se cumple que los estimadores B vy 62 = %ﬂ) > (Yi - X fﬂ) son insesgados para
i=1
2

B, v 02 respectivamente, es decir, E(,@) =B, v E(G?) = o2

Se pueden encontrar més detalles sobre este tema en Seber y Lee (2003).

2.3.3. Modelo Lineal Generalizado: Regresion Binaria

En esta seccion haremos una breve revision del método de regresion binaria
que se implementa en el Paso 5 del algoritmo para la estimacién de la curva ROC
condicional dentro de la metodologia directa (Seccién 2.3.1).

Dentro de este contexto, llamaremos Y a una variable binaria que toma valores
{0,1} y supondremos que X es un vector de covariables de dimensiéon p. Para
modelar el efecto de las covariables sobre Y, podemos asumir que las mismas se
relacionan de forma que

P(Y =1|X) = g(X'6y), (2.10)

donde 8y € RP es un vector de parametros desconocidos y g es una funcién continua
y biyectiva que toma valores en [0, 1]. En caso de que el modelo contenga un término
“intercept”, la primera coordenada de X se toma como 1.

La funcién ¢! se denomina funcién de enlace o link, puesto que establece la

relacién entre ambas componentes del modelo. Como ya hemos mencionado, las
funciones de enlace més populares son las correspondientes a la funcion logistica
g(t) =€e'/(1+¢€") y ala funcién de distribucién acumulada normal, denominada

“probit”, g(t) = ¢(t).

Supongamos que tenemos una muestra (Y;, X!)i<i<, que verifica el modelo
(2.10). Para simplificar la escritura, dado € notaremos

P(X.,0)=g(X!0), 1<i<n,

Luego, p(X;, 0) representa la probabilidad condicional de que Y; tome valor 1,
mientras que 1 — p(X;, @) es la probabilidad correspondiente a que valga 0. Por lo
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tanto, la funcién de verosimilitud resulta:

1(6) = [[ p(X.,0)" (1 — p(X,.0)) .

=1

Una forma de estimar @y es a través del método de maxima verosimilitud que
consiste en maximizar la funcion de verosimilitud respecto de 6. Esto tltimo es
equivalente a maximizar la funcién de log-verosimilitud que viene dada por

0(0) =log L(6) = iYilog(p(Xi, 0))+ (1 —-Y:)log(l —p(X;,0)). (2.11)

De esta manera, el estimador de maxima verosimilitud de 6 es

6 = argméx L(0) = argmax ((6) .
eRP gcrP

Al diferenciar la expresion (2.11) respecto de 0 e igualar a cero, se obtiene que
el estimador @ cumple las ecuaciones:

& Y; — p(X,0)
—1 p(Xz', 9) (1 —P(Xz', 9))

)

Tipicamente, estas ecuaciones se resuelven numéricamente a partir de métodos
tales como el de “Newton-Raphson” o el algoritmo “Fisher-scoring”.

Para profundizar en esta temaética, ver McCullagh y Nelder (1989).



Capitulo 3

Estimacion robusta

Es sabido en la literatura que los estimadores clasicos involucrados en el al-
goritmo descripto para la metodologia de estimaciéon directa de curvas ROC con-
dicionales pueden verse afectados cuando se presentan pequenas desviaciones del
modelo asumido y, en consecuencia, esto podria tener un impacto relevante en la
estimacion de la curva ROCx.

En el Capitulo 1 mencionamos algunas referencias de autores que estudiaron
la sensibilidad de las curvas ROC y desarrollaron estimadores robustos para el
caso en el cual no se dispone de covariables. Dentro del contexto de curvas ROC
con covariables, en Rodriguez-Alvarez et al. (2011) se discute el impacto que tiene
el modelado erréneo del efecto de las covariables en la estimacion de las curvas
ROC para diversos modelos. Entre ellos, analizan el método directo y se evalia su
estabilidad ante la especificacion incorrecta del modelo de regresion utilizado para
la curva ROC. En un trabajo mas reciente, Bianco, Boente y Gonzalez-Manteiga
(2020) estudian la sensibilidad de la estimacién de la curva ROC condicional en
el marco de la metodologia inducida y proponen un método para obtener estima-
dores robustos que resulten resistentes ante un porcentaje de datos atipicos en las
muestras.

Siguiendo en esa linea, a continuacion presentaremos diferentes herramientas
de estimacion robusta con el objetivo de desarrollar un procedimiento confiable y
resistente para estimar las curvas ROCx en el marco del método directo. Nuestro
interés estda enfocado en obtener métodos robustos que se mantengan estables
ante la presencia de un pequeno porcentaje de datos atipicos y, a la vez, resulten
eficientes cuando el modelo asumido se sostiene.

31
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3.1. Motivacion

Vamos a comenzar analizando algunas situaciones que ponen de manifiesto la
influencia que pueden tener los datos atipicos en algunos estimadores clésicos, por
mas pequena que sea la proporcién en la muestra, obstaculizando la capacidad
que tienen para dar una buena aproximacion sobre el conjunto de los datos. Los
ejemplos que estudiaremos fueron extraidos de Maronna et al. (2019).

Primero, consideraremos una situaciéon bien sencilla en la que se dispone de un
conjunto de 24 observaciones de cierta variable (Analytical Methods Committee,
1989):

2.20, 2.20, 2.40, 2.40, 2.50, 2.70, 2.80, 2.90,
3.03, 3.03, 3.10, 3.37, 3.40, 3.40, 3.40, 3.50,
3.60, 3.70, 3.70, 3.70, 3.70, 3.77, 5.28, 28.95 . (3.1)

Mirando los datos, salta a la vista que el valor 28.95 se encuentra considerablemente
alejado del resto de los valores y, por lo tanto, puede ser tomado como un dato
atipico.

Recordemos que, dado un conjunto de datos x = (z1, ..., z, ), la media muestral
z se define como el promedio aritmético

y usualmente se utiliza para representar o dar una estimacion del valor “central”
de los datos. Si calculamos la media para el conjunto definido en (3.1), el resultado
es * = 4.28. Evidentemente, este valor no se encuentra entre la mayor parte de
los datos y, en particular, es més grande que la mayoria de ellos (salvo los tltimos
dos). Eliminando la observacién atipica 28.95 la media es = 3.21, un valor que
parece ser mucho mas representativo de la totalidad del conjunto de datos original.
Con lo cual, vemos que un solo dato anémalo puede tener una alta influencia en
la estimacion deseada.

Otra medida muy conocida que podemos utilizar para dar una descripcion de
los datos es la mediana muestral. Dado el conjunto x, la mediana se define como:

Z(m) sin=2m—1
Med(x) = 3
T(m) T (m .
(m) 2( D gin =2m
donde (1), ..., ¥(»)) corresponden a los datos ordenados. Para el conjunto (3.1)

el valor de la mediana muestral con todos los datos completos es 3.38, mientras
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que el resultado que se obtiene al eliminar el valor 28.95 es 3.37. Estos resultados
son muy parecidos entre si y, a su vez, se encuentran cercanos al valor de la media
cuando no se contempla el dato atipico, lo que nos permite concluir que la mediana
no se ve muy afectada por la presencia de dicha observacion.

Ahora veamos otro ejemplo que esta mas vinculado a nuestro objeto de estudio,
donde se muestra la sensibilidad del estimador de cuadrados minimos en un modelo
de regresion lineal.

Maronna et al. (2019) describen un experimento sobre la velocidad de aprendi-
zaje de las ratas (Bond, 1979) en el cual se registraron los tiempos que tarda una
rata en pasar por una caja de lanzadera. Si el tiempo superaba los 5 segundos,
se le aplicaba una descarga eléctrica durante el siguiente intento. La Figura 3.1
muestra los datos correspondientes al niimero de descargas recibidas y al tiempo
promedio de todos los intentos entre descargas. Como se puede apreciar, salvo por
las observaciones 1, 2 y 4, las variables parecen respetar cierta relacion lineal. En
la Figura 3.1 también estan representadas las rectas obtenidas a partir del ajuste
lineal por el método de cuadrados minimos (descripto en la Seccién 2.3.2) con el
total de los datos, en linea roja, y sin la utilizacién de los puntos 1, 2 y 4, en
linea azul. Podemos ver que la linea roja no provee una buena representacion para
la mayoria de los datos, dado que la estimacién se ve perturbada por equiparar
los puntos atipicos con el resto. En cambio, la linea azul parece dar una mejor
aproximacion general, excepto para los puntos 1, 2 y 4.

B

Tiempo promedio

Numero de descargas

Figura 3.1: Ejemplo: experimento sobre aprendizaje de ratas. Datos y ajuste lineal por
el método de cuadrados minimos con la muestra completa (linea roja) y sin los puntos
1, 2 y 4 (linea azul).

'La figura fue obtenida a partir del cédigo shock.R del paquete RobStatTM de R.
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Teniendo en mente las situaciones anteriores, se abre un camino posible para el
tratamiento de las observaciones atipicas que consiste en la detecciéon y eliminacion
de las mismas del conjunto de datos. Sin embargo, como senialan Maronna et al.
(2019), esta estrategia puede presentar varios problemas, principalmente porque la
eliminacion de una observacion requiere tomar decisiones subjetivas. En general,
no suele ser tan evidente cuando un dato es “suficientemente anémalo” y con la
eliminacién se corre el riesgo de estar subestimando observaciones que pueden
resultar significativas en el analisis.

Por otra parte, en el primer ejemplo vimos que la mediana provee una alterna-
tiva robusta para representar el valor central de un conjunto de datos, de forma
que se pueden buscar otras posibilidades para la estimacién deseada sin la necesi-
dad de eliminar datos de la muestra. Adn asi, en ese caso en particular, se puede
probar que el rendimiento estadistico de la mediana es peor que el de la media
muestral cuando los datos no contienen observaciones atipicas bajo cierto modelo
asumido.

Los ejemplos expuestos nos sirven como una pequeiia muestra de la sensibili-
dad que pueden tener los estimadores clasicos ante la presencia de observaciones
anomalas. Es por este motivo que en la literatura se han desarrollado diversas
alternativas de estimacion robustas y resulta de interés la busqueda de procedi-
mientos que se muestren resistentes cuando la muestra contiene datos atipicos, a
la vez que preserven ciertas propiedades estadisticas de los estimadores clasicos
bajo el modelo asumido.

3.2. Dispersion y escala

En esta seccion presentaremos algunas herramientas de estimacion robusta que
seran de utilidad posteriormente en el desarrollo de estimadores para modelos de
regresion.

3.2.1. Estimadores de dispersion

Una forma usual de medir la variabilidad de un conjunto de datos x es a través
del desvio estandar muestral que se calcula como

1
1 & 2

> (zi—z)?

1=1

SD(x) =

n—1
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Al igual que con la media muestral, se puede ver que el desvio estandar resulta
sensible a la presencia de datos atipicos. Teniendo esto en cuenta, Maronna et
al. (2019) revisan otros estimadores que se han propuesto en la literatura como
alternativas.

Uno de ellos es el denominado desvio medio absoluto definido por

12
=1

MD(x) = -

que, aunque es un poco mas resistente que el desvio estandar, también se ve in-
fluenciado cuando se tienen observaciones atipicas al estar basado en promedios.

A partir de la medida anterior, una alternativa robusta consiste en tomar la
mediana en lugar de los promedios, conduciendo a lo que se denomina el estimador
MAD (mediana del desvio absoluto respecto a la mediana):

MAD(x) = Med(|x — Med(x))),

donde |x — Med(x)| = (|Jz; — Med(x)], ..., |x, — Med(x)]).

Supongamos que X es una variable aleatoria y que x corresponde a una realiza-
cién de la muestra aleatoria X = (X7, ..., X,,), donde X; ~ X para todo 1 <i < n.
De forma analoga a las medidas introducidas para x, se pueden definir el desvio
medio absoluto y el correspondiente a la mediana absoluta para una variable alea-
toria X a partir de:

MD(X) = E(|X — E(X)]) vy MAD(X) = Med(|X — Med(X)]).

Si X ~ N(u,0?) se cumple que MAD(X) = ko, con k ~ 0.675. Luego, para
contar con un estimador equiparable al desvio estandar para la distribucién normal,
se puede normalizar el MAD dividiéndolo por la constante k. Asi, dado un conjunto
de datos x se define el MADN como:

MAD(x

Otros estimadores de dispersiéon muy conocidos que estan basados en los es-
tadisticos de orden (z(1), ..., (,)) son el rango y el rango intercuartil. El rango se
calcula como w(,) — (1) y es muy sensible a los datos atipicos, mientras que el
rango intercuartil es mas estable y viene dado por IQR(x) = Z(n—m41) — Z(m), cOn
m = [n/4], de manera que IQR corresponde al rango del 50 % central de los datos.
Al igual que con el MAD, también es posible normalizar el IQR dividiéndolo por
una constante.
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3.2.2. M-estimadores de escala

Consideremos ahora un caso particular en el cual las observaciones z; provienen
de una muestra aleatoria X = (X7, ..., X,,), con X; ~ X que satisface el modelo

Xi = O'()UZ‘ s (32)

donde las U; son independientes e idénticamente distribuidas con densidad fy y
0o > 0 es un parametro desconocido. De esta manera, las X; pertenecen a la familia
de distribuciones de escala cuya densidad es

()

El estimador de maxima verosimilitud para la escala oy se calcula como:

1 £ :
0 = arg max— H fo (I> :
o 0"

g

Tomando logaritmo a la funcién de verosimilitud y derivando respecto de o, obte-
nemos que el estimador & verifica

MO
donde p(t) = —tf§(t)/ fo(t).

Por ejemplo, si fy corresponde a una N(0,1), basdndose en el método de maxima

verosimilitud, p(t) = t? y resulta que el estimador & = %Z X2
\ =1

Luego, de manera mas general, para estimar la escala oy consideraremos solu-
ciones que satisfagan una ecuacion de la forma

S (f;) s, (3.3)

1
nG4

donde p es una funciéon con determinadas caracteristicas. Estos estimadores son

denominados M-estimadores de escala.

A continuacién daremos algunas definiciones que se ven involucradas en el
trabajo con este tipo de estimadores y a las cuales nos referiremos mas adelante.

Definicién 3.2.1. Diremos que una funcion dada p es una p-funcion si verifica
las siguientes condiciones:
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1. p(x) es una funcion par no decreciente en |z,
2. p(0) =0,
3. p(z) es creciente para x > 0 tal que p(x) < p(oc0) ¥y

4. sip es acotada, se asume que p(oco) = 1.
Definiciéon 3.2.2. Una funcion iy serd denominada una v-funcion st es la derivada

de una p-funcion. En particular, se tiene que ¥ es impar y v > 0 para todo x > 0.

Entonces, continuando con la definicion de un M-estimador de escala, se con-
sideran soluciones de la ecuacién (3.3) donde la funcién p es una p-funcion y ¢ es
una constante positiva.

Para n grande, se puede probar que las soluciones de (3.3) convergen a la

solucién de
X
Blo(5)] =0
o

En muchas ocasiones se suele utilizar una funcién p que es cuadratica cerca del
origen, es decir, tal que p’(0) = 0y p”(0) > 0. En ese caso, la ecuacién (3.3) es
equivalente a

en caso de que sea Unica.

1 X;
5l =S W (=) Xx? 3.4
7 nag (&) P (3.4)

donde W es una funcién de peso tal que
p(z)/z* six #0

p"(0) siz=0.

W(z) =
La expresién (3.4) sugiere un algoritmo iterativo para computar un M-estimador
de escala:

1. Computar un estimador inicial dy (por ejemplo, el MADN definido en la
seccién anterior).

2. Para k € {0,1,2,...}: dado &, computar los pesos wy; = W(X;/0) para

t=1,....,ny Oky1 cOMO
+ néizl g .
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3. Detener el procedimiento cuando |Gx11/0% — 1| < .

Si W(x) es acotada, par, continua y no creciente para x > 0, se puede ver que
la secuencia converge a la solucién deseada (ver Maronna et al., 2019, para una
demostracion).

3.3. Regresion lineal

Como vimos al inicio de este capitulo, el estimador de cuadrados minimos resul-
ta muy sensible ante la presencia de datos atipicos. En esta seccién desarrollaremos
otros procedimientos que se han propuesto para obtener métodos robustos para la
estimacion de los parametros de un modelo de regresiéon lineal.

3.3.1. M-estimadores

Vamos a suponer que tenemos una muestra (Y;, X})1<i<,, que verifica el modelo
lineal dado por (2.7), donde la matriz de diseno X es fija y de rango completo y
los ¢; tienen densidad

1 T
7f0 () )
go (o)

con o0y el parametro de escala. Luego, las Y; son independientes y tienen densidad

ifo (y - Xi/BO) .
00

0o

Asumiendo un valor fijo oy, el estimador de maxima verosimilitud se obtiene
maximizando respecto de B la funcién de verosimilitud

L Y, - X!B
- T (M),
o
Esto es equivalente a maximizar la log-verosimilitud (logaritmo de la verosmilitud)
0, lo que es lo mismo, minimizar su opuesto; es decir,

min Zpo ( ) + log(op)

BERP n;

con py = —log(fo). De esta manera, diferenciando respecto de S, el estimador B

verifica la ecuacién
3o (Ti(ﬂ)> X, =0.
i=1 00
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donde v = gy = —f3/ fo.

Algunos ejemplos conocidos son:

= Cuando fy corresponde a una normal estandar, 8 coincide con el estimador
de cuadrados minimos (2.8).

= Si fy es la densidad de una exponencial doble, fy(z) = %e‘m, B satisface
,@ = arg minz IT:(B)]. (3.6)
BeERP  i—1

A este estimador B se lo denomina estimador Ly y resulta el equivalente a
la mediana en el contexto de regresion lineal. A diferencia del estimador de
cuadrados minimos, no siempre es posible encontrar una expresion explicita
para una solucién de (3.6) por eso, en general, para computarlo existen di-
versos algoritmos. Se pueden encontrar méas detalles al respecto en Maronna
et al. (2019).

Continuando con el supuesto de que la escala del error oy es conocida, un
M-estimador de regresion se define como una solucién B que minimiza la expresién

> ("2, (3.7

i=1 90

Diferenciando respecto de 3 se obtiene la siguiente ecuacién para S3:

Zn:w <T(B)> X, =0, (3.8)

donde ¢ = p'.

La idea consiste en buscar soluciones a la ecuacién anterior que no necesaria-
mente correspondan al estimador de maxima verosimilitud. Si bien en la practica
la escala no suele ser conocida, resulta de interés considerar esta situacion a los
fines del desarrollo y el estudio de las propiedades de los estimadores. Cuando la
escala o( es desconocida, usualmente se suele computar previamente un estimador
robusto de escala ¢ y se lo reemplaza en las ecuaciones anteriores, aunque, como
veremos luego, también es posible computarlo en simultaneo.

En relacién a la eleccion de p y 1, se suelen considerar p- y 1y-funciones, res-
pectivamente. Entre las diversas alternativas que existen, un tipo de funciones
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muy populares son las pertenecientes a la familia de funciones Huber, que estan
representadas graficamente en la Figura 3.2 y se definen como:

x? si|z] <k

pr(r) = (3.9)
2k|x] — k* silz| >k

con derivada 21, tal que

T sifz] <k

Yr(2) = (3.10)
sgn(zx)k silz| >k,

donde sgn(x) es la funcién que devuelve el signo de z (y vale cero si = 0) y k es
una constante de calibracion a eleccion del usuario. Notar que p; es cuadratica en
la zona central de los valores de x, pero crece linealmente en el infinito, de forma
que esta propuesta se puede pensar como una combinacion entre las funciones
asociadas al estimador de cuadrados minimos y al denominado L. El valor de k se
suele elegir con el fin de garantizar determinada varianza asintotica del estimador
cuando los errores tienen una distribucién normal.

Rho
2 3 45 6 7
|

1
|

0
!

-3 -2 -1 0 1 2 3

Psi
0
=g

_ki

_3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.2: Funciones p y ¢ de Huber.
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Otra posibilidad para la eleccion de la funcion v son las denominadas funciones
redescendientes, es decir, funciones que decrecen tendiendo a 0 en el infinito. Dentro
de ellas, la familia de funciones bicuadrdticas es una opcion ampliamente utilizada,
donde

1—[1—(z/k)?2]" silz| <k
oul() = (3.11)
1 si|z| >k

y su derivada es p)(z) = 6¢(x)/k* con

o) =2 1= (£) | et <1 (312)

Estas funciones se muestran en la Figura 3.3.

Rho

0.0 02 04 06 08 1.0

0.4

0.2

Psi

-k

-04 -02 0.0
I

Figura 3.3: Funciones p y v bicuadraticas.

Para calcular la soluciéon correspondiente a un M-estimador, tipicamente se
requiere de algiin algoritmo iterativo. El esquema general se puede resumir de la
siguiente manera:
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1. Para empezar, se computa un estimador inicial 3, robusto que no dependa
de la escala.

2. En relacion a la escala, consideraremos los casos en que la misma es:

i. conocida,

ii. desconocida y se estima previamente en base a los residuos que provie-
nen de la estimacion del Paso 1, o

iii. desconocida y se computa en simultaneo al estimador 3.

3. Por 1ltimo, se computa B (y ¢ en caso de que se realice en simultdneo) a
partir de un procedimiento iterativo.

A continuacion profundizaremos en los detalles del algoritmo para cada una de
las situaciones planteadas:

e M-estimadores con escala conocida

Asumiendo que la escala es conocida y v es una funcién suave, la ecuacién
(3.8) se puede reescribir introduciendo pesos adecuados como

S wr(B)X, = 3w X (Y~ X'B) =0, (3.13)
=1 =1

con w; = W(r;(B)/oy) y W tal que
Y(x)/x six #0

YP'(0) siz=0.

W(z) =

Estas ecuaciones se suelen denominar “ecuaciones normales pesadas” y sugieren
un procedimiento iterativo para computar 8 que se detalla a continuacion:

1. Computar un estimador inicial ,BO (por ejemplo, un estimador L ).
2. Para k €{0,1,2,...}, a partir de Bk computar 7; p11 = Y; — Xka Y Wik+1 =
W (rik+1/00), para i = 1,...,n. Luego, computar B, resolviendo
Zwi,kJrlXi(Y; - XfB) =0.

=1

3. Detener el procedimiento cuando max(|r;x — rix+1]|)/00 < 7, donde 71 es
(2

cierto parametro de tolerancia fijado.



CAPITULO 3: ESTIMACION ROBUSTA 43

2

Este procedimiento es llamado “cuadrados minimos iterativamente ponderados
(o usualmente “IRWLS” por sus siglas en inglés). El algoritmo converge si W (x)
es no creciente para x > 0.

e M-estimadores con escala estimada preliminarmente

Cuando la escala es desconocida, una posibilidad es computar previamente un
estimador de la escala & y resolver la ecuacién (3.8) reemplazando oy por &.

De esta manera, el algoritmo es similar al descripto anteriormente, con la dife-
rencia de que en el primer paso se computa la estimacion de la escala ¢ a partir de
los residuos provenientes del estimador inicial Bo- Maronna et al. (2019) proponen,
por ejemplo, tomar un estimador inicial L; y luego obtener un analogo a la medida
MAD normalizada para ¢ a partir de los residuos no nulos de la siguiente forma:

1 —~ ~
o= mMedﬂri(ﬁo)h ri(Bo) # 0).

e M-estimadores con escala estimada simultaneamente

Otro enfoque posible cuando la escala es desconocida consiste en agregar a la
ecuacion (3.8) una ecuaciéon simultanea correspondiente a la escala op, obteniendo
el sistema:

zn:lb (TZ(AB)

Ly o (“’(B)> 5, (3.15)

i—1 o

) X;=0, (3.14)

donde pg es una p-funciéon (notada de esa manera para distinguirla de la funciéon
p de la expresién (3.7)).

El procedimiento para computarlo es similar al caso en que la escala es estima-
da preliminarmente, excepto que en cada iteracion & es actualizado como en (3.5).

Como sefialan Maronna et al. (2019), cuando v es mondtona la estimacién
simultanea resulta menos robusta que la estimaciéon con escala previa. Por otra
parte, como las funciones 1 redescendientes tienen la ventaja de disminuir los
residuos grandes, recomiendan computar un M-estimador con p y ¢ pertenecientes
a la familia de funciones bicuadraticas combinado con el estimador inicial Ly, sobre
el cual se estima la escala previa ¢. Esto implica una alta eficiencia del estimador,
concepto que abordaremos a continuacion.
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Asumamos el modelo lineal (2.7) con la escala oy conocida y los ¢; ~ € tal

que F W (Uio)} = 0 (que se verifica si la variable € es simétrica y ¢ es una -

funcién). Luego, si no hay observaciones con alto “leverage”, esto quiere decir que
ninguna covariable observada estd muy alejada del resto, entonces se verifica que
el M-estimador B es consistente para 3,, es decir,

B - B,

Ademds, bajo condiciones de regularidad, para n grande se cumple que la distri-
buciéon de B es aproximadamente normal, de forma que

B~ N, (By, v(X'X)), (3.16)
donde
_ g2 ElYle/o0)’]
" (B[ (¢/00)))’

(para una demostracion general, ver Yohai y Maronna (1979)).

Recordemos que si los errores ¢; son normales y X tiene rango completo, en-
tonces el estimador de cuadrados minimos cumple que

BCM ~ Ny (507 U(Q)(th)fl) :

Con lo cual, la matriz de covarianza correspondiente al M-estimador difiere tinica-
mente en una constante en relacion a la del estimador de cuadrados minimos. De
esta manera, la eficiencia para € ~ N(0,02) se define como

2

- of
Bfi(B) — 20

En este sentido, la eficiencia representa la relacion entre la varianza asintética del

M-estimador y la correspondiente a uno “6ptimo” bajo el supuesto de normalidad,

como lo es el estimador de maxima verosimilitud.

v

Cuando la escala es desconocida y estimada previamente, se puede probar que si

. P . e
0 — 0p y se cumple que los errores ¢; tienen una distribucion simétrica, entonces
para n grande la distribuciéon de B también se puede aproximar por la expresion

(3.16).

3.3.2. S-estimadores

En situaciones en que la matriz de disefio X no contiene filas X ; con alto leve-
rage y solo las respuestas y; presentan datos atipicos, un M-estimador con 1 mo-
notona resulta un punto de inicio razonable para computar un estimador robusto
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de la escala y un M-estimador redescendiente. Sin embargo, cuando X es alea-
toria los puntos anémalos pueden afectar significativamente a los M-estimadores
monotonos.

Por este motivo, a continuacion presentaremos una familia de estimadores que
no dependen del computo de una escala preliminar residual y resultan méas robustos
que, por ejemplo, el estimador L;. Estos estimadores, denominados S-estimadores,
suelen ser un buen punto de partida para computar un M-estimador redescendiente
cuando la matriz X no es deterministica.

Los S-estimadores son un caso particular muy importante de estimadores que
estan basados en una escala robusta para los residuos. Para dar su definicion,
llamemos r(8) al vector de residuos, de forma que

r(B) = (r1(B), ..., a(B))"-

Supongamos que &(r) es un estimador de escala robusto basado en los residuos
r = r(f3), entonces podemos definir un estimador de regresién en base a g(r) de
la siguiente manera:

~

B = argﬁmin?r(r(ﬁ)). (3.17)

Se denomina S-estimador a una solucién de (3.17) donde &(7) es un
M-estimador de escala definido en funcién de r a partir de la ecuacién

711 :1 p (7@) _s (3.18)

(2
siendo p una p-funcién acotada.

Se puede probar que los S-estimadores con p suave son también M-estimadores,
donde el estimador de la escala ¢ es computado simultdneamente con B . Por lo
tanto, la distribucion asintotica de los S-estimadores es la misma que para los
M-estimadores, dada por (3.16).

Desafortunadamente, los S-estimadores con p suave que se consideran altamen-
te robustos, en el sentido de que se mantienen estables ante un elevado porcentaje
de datos atipicos, no resultan muy eficientes. Sin embargo, son un buen punto de
partida para computar los estimadores que introduciremos a continuacion, denomi-
nados MM-estimadores, que combinan robustez con una alta eficiencia asintética.
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3.3.3. MM-estimadores

Los MM-estimadores son un tipo de M-estimadores que resuelven el problema

de minimizar la expresion
PV <ri£ﬂ)> , (3.19)
o

=1

con p acotada y ¢ una escala preliminar robusta. Si ¢ es la derivada de p, entonces
B resuelve

S0 (T’(B)> X, =0, (3.20)

i—1 o

donde v es una funcién redescendiente.

El método general correspondiente a un MM-estimador para aproximar B es el
siguiente:

1. Se computa un estimador consistente inicial 3, que sea robusto (aunque no
necesariamente eficiente).

2. Sobre la base de los residuos 7; (Bo)» se computa un estimador robusto ¢ de
la escala.

3. A partir de Bo se utiliza un procedimiento iterativo, como el algoritmo de-
nominado “IRWLS”, para hallar una solucién a (3.20).

En relacién al primer paso, se suele utilizar como estimador inicial un
S-estimador con una escala asociada a una funcién p bicuadratica. El estimador
de la escala ¢ es un M-estimador de escala que viene dado, en funcién de 7(3),

por
LS (1) -,

n = o

donde py denota la p-funciéon acotada correspondiente. Tomando § = 0.5 se puede
probar que el punto de ruptura asintotico del estimador es 0.5. Esto significa, de
forma simplificada, que el estimador tolera como maximo un 50 % de datos atipicos
en la muestra de forma de seguir brindando alguna informacién del parametro a
estimar.
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Respecto a la eleccién de la funcién p correspondiente a la expresién (3.19),
consideraremos p < pg. Por ejemplo, si p* es la funcién bicuadratica dada en (3.11)
con k = 1, podemos tomar

r

plr) =" () v o) =0 (5)

con ¢; > ¢y para garantizar que p < po. El valor de ¢j se elige para asegurar la
consistencia del estimador de escala cuando los errores tienen distribuciéon normal,
que en el caso de la funcién bicuadratica es ¢g = 1.56. El valor de ¢; se ajusta en
funcién a la eficiencia deseada.

Estos estimadores fueron denominados MM-estimadores por Yohai (1987), quien
demostré que a partir de este procedimiento B resulta consistente. Ademas, se pue-
de probar que no es necesario encontrar el minimo absoluto de (3.19) para asegurar
una alta eficiencia y un alto punto de ruptura, sino que alcanza con obtener un
“buen” minimo local que sea solucién de la ecuacién (3.20).

Maés detalles pueden encontrarse en Yohai (1987).

3.4. Regresion Binaria

Vamos a asumir que tenemos una muestra (Y;, X');<;<, que verifica el modelo
de regresién binaria dado por (2.10).

Como hemos visto, una forma clasica para estimar el vector de parametros
0y es a través del método de maxima verosimilitud. El estimador de maxima
verosimilitud también puede verse como una soluciéon a la minimizacion de la
“deviance”, definida como:

D(6) = Y (p(X,.6),Y)) . (3.21)

donde d(u,y) viene dada por

d(u,y) = {—2[ylog(u) + (1 — y)log(1 — u)]}'* sgn(y — u).

La “deviance” representa una medida de discrepancia entre los valores que toma
la variable y y su valor esperado.

Con un espiritu similar al de los M-estimadores definidos para modelos de
regresion lineal, Pregibon (1981) propone M-estimadores robustos para el modelo
de regresion logistica (es decir, cuando la funcion link es la logistica), incorporando
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una funcién p en la ecuacién (3.21). De esta manera, estos estimadores se basan
en minimizar la expresion

iﬂ (@ (p(X1,0),Y7)) , (3.22)

donde p es una funcién con un crecimiento mas lento que el de la funciéon identidad.
Dentro de este contexto, un M-estimador @ se puede definir de forma general
como una solucién a determinada ecuacion de formato

i=1
Un M-estimador de este tipo se denomina “consistente Fisher” si se verifica que

E[¥(Y,X,0,)] = 0.

Bianco y Yohai (1996) observaron que los estimadores dados por (3.22) no
son consistentes en el sentido de Fisher cuando las X; son aleatorias. Por este
motivo, propusieron agregar un término de correccién a la ecuacion, de forma que
el estimador 8 se puede obtener minimizando

ﬁ; o (& (0(X1,0).Y) +a(p(X:.0))] | (3.23)

donde p es no decreciente y acotada y q(u) = v(u) + v(1 — u), con

—2/ (—2log(t))dt

y ¢ = p'. Se puede probar que bajo el modelo logistico estos estimadores son
consistentes en el sentido de Fisher.

Croux y Haesbroeck (2003) detallan condiciones para la funciéon p que garan-
tizan un minimo finito de la funcién objetivo dada en (3.23) para muestras con
observaciones que tienen “overlapping” (es decir, que no estan completamente se-
paradas por un hiperplano) y sugieren tomar ¢ dentro de la familia de funciones

Y (1) = exp (— max(u, c)) :

A partir de esta propuesta se pueden obtener estimadores que resultan mucho
mas robustos que el estimador de maxima verosmilitud.
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Cantoni y Ronchetti (2001) desarrollaron otro enfoque que consiste en una
robustificacion del método de “quasi-verosimilitud” para la estimacion de los pa-
rametros de un Modelo Lineal Generalizado (notado “GLM” por sus siglas en
inglés).

Dentro del marco de los modelos GLM, se suelen considerar Y; provenientes de
una familia exponencial tales que E[Y;] = w;, Var[Y;] = V() y
m=g()=X'0y, i=1,..n, (3.24)
donde 6y € RP es el vector de parametros, X; € RP corresponde al vector de
covariables y g es la funcién de enlace.

Cabe destacar que la familia de distribuciones exponenciales contiene a la dis-
tribuicion Bernoulli que es la que nos interesa en el contexto de regresiéon binaria.

El estimador de quasi-verosimilitud propuesto por Wedderburn (1974) para el
modelo (3.24) se define como una solucién al sistema de ecuaciones determinado
por

" Y~
> f;u<:o, (3.25)

donde 11;(8) = g~ (X0) y 11 = 3514

Sobre la base de este tipo de estimadores, Cantoni y Ronchetti (2001) proponen
una clase general de M-estimadores determinados por la ecuacion

n

Z:‘I’(Yi,uz) =0, (3.26)

donde W(Y;, 1;) = v(Yi, ui)w(X ;)i — a(0) y a(@) viene dado por

1
*ZE Y;a,uz (Xz)/i;>
=1

3

con la esperanza tomada respecto de la distribucién condicional de Y| X.

Con el fin de garantizar la robustez del estimador, se considera una funcion
W acotada para regular la influencia de los datos atipicos. De esta manera, v(-,-)
es una funciéon acotada que se introduce para controlar las desviaciones en Y,
mientras que los puntos de alto leverage en X se tratan con la funcién de peso
w(+). El término de correccién a(@) se incorpora para asegurar la consistencia
Fisher del estimador. Vale la pena destacar que con la eleccion de v(Y;, p;) = %
y w(X;) =1 se obtiene el estimador de quasi-verosimilitud clésico.
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Los autores citados describen el caso particular del estimador dado por (3.26)
para el modelo binomial, en el cual consideran

1

v(Y;, i) = 1/%(7%)‘/1/2(%) ’

donde r; = V}f/%(‘;) (los 7; son denominados “Residuos de Pearson”) y v es la

funcién de Huber definida en (3.10). La constante k se suele elegir de forma de
asegurar la eficiencia asintética deseada.

3.5. Distribucién empirica pesada adaptativa

En esta secciéon abordaremos otro enforque concentrandonos en la etapa de
estimacion no paramétrica que esta involucrada en la metodologia directa para
estimar curvas ROC con covariables.

Sean Y una variable aleatoria y X un vector de covariables de dimensién p que
se relacionan a partir del modelo lineal:

Y = X'B,+ oo, (3.27)

donde el error € es una variable aleatoria independiente de X con media 0 y

varianza 1. Ademas, asumiremos que € ~ (G, donde GG es una funciéon simétrica
alrededor del 0.

Como vimos en el Capitulo 2, la funcién de distribucién condicional de Y dado
X, Fx, se puede escribir como

¢

y—X'B

Fx(y) =G <0> .
00

Basandonos en esta igualdad, si (Y;, X,;t)lgign es una muestra que verifica el modelo

(3.27), una forma de estimar la funcién de distribucién condicional Fx es a partir

de .
Fely) =G (‘”) |

g

donde B y & son los estimadores clasicos para un modelo de regresion lineal y G
se obtiene mediante la distribuciéon empirica sobre los residuos estandarizados de
la regresion.

Ya hemos observado previamente que los estimadores clasicos de los parametros
de un modelo de regresién lineal se ven afectados cuando la muestra contiene datos
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atipicos. Por lo tanto, con el fin de obtener una estimacién robusta de Fx para
empezar sera necesario incorporar estimadores robustos de los parametros 8, y
09, como los presentados en las secciones anteriores. Sin embargo, esto solo no
resulta suficiente ya que la presencia de residuos grandes puede tener una influencia
importante en la distribucion empirica clésica. Por este motivo, en lo que sigue
introduciremos una clase de estimadores empiricos robustos que estan basados en
la asignaciéon de pesos a los residuos de mayor tamano, con el objetivo de disminuir
su impacto en la funciéon de distribucién estimada.

Considerando B y o estimadores robustos de los parametros del modelo de
regresion (3.27), los residuos estandarizados se definen como

_Y,- X8

o

T

A partir de esta definicién, podemos notar que valores altos de |r;| sugieren que el
par (Y;, X}) representa una observaciéon anémala. Si se asume un modelo normal
estandar para los errores, resulta razonable considerar atipicos aquellos puntos que
tienen |r;| > ¢, donde el valor de corte ¢ tipicamente se elige como 2.5. De esta
manera, tomando la propuesta sugerida en Bianco, Boente y Gonzalez-Manteiga
(2020), una vez computados los residuos de un ajuste robusto, buscaremos amorti-
guar aquellos valores que se alejan de la mayoria de los datos asignadoles un peso
menor que al resto de las observaciones. Es decir, consideraremos una distribucién
empirica pesada dada por

n
G(t) = n; > wly,<y con w; =w <W> : (3.28)
i=1 Wi j= ¢
donde I denota la funcién indicadora y la funcién de peso w : [0,00) — [0,1] es
una funcién no creciente, continua a derecha, continua en un entorno del 0, tal
que w(0) = 1, w(u) > 0 para 0 < u < 1y w(u) = 0 si u > 1. Esta tltima
condicién asegura que w; = 0 si |r;] > ¢, de forma que las observaciones con
residuos grandes seran completamente eliminadas en el proceso de amortiguacion.
Una de las funciones de peso més cominmente utilizadas es la funciéon w(u) =
I{u < 1}.

En relacion a la eleccion del valor de corte ¢, tal como proponen Bianco, Boente
y Gonzdlez-Manteiga (2020), tomaremos los valores adaptativos de corte definidos
por Gervini y Yohai (2002) en el marco del desarrollo de estimadores robustos y
eficientes para modelos de regresion lineal. Para la construccién de dichos valores,
consideraremos la funcién de distribucion empirica sobre el médulo de los residuos
estandarizados definida por

R 1
Gr(t) = - Y Tgni<n
=1
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y GT(t) la funcién de distribucion de los valores absolutos de los errores. Como
sugieren Gervini y Yohai (2002), una forma de detectar observaciones andémalas
es a través de la compracién entre las funciones G (t) y G*(t). De este modo, si
para un valor grande de ¢ se cumple que G (t) < G*(t), entonces la proporcién
de residuos que en valor absoluto exceden a t es mayor que la proporcion tedrica,
indicando que la muestra contiene datos atipicos.

Dado que en la practica la distribucion verdadera de los errores es desconocida,
se suele asumir una distribuciéon hipotética Gy como, por ejemplo, la correspon-
diente a una distribucién normal estdndar (es decir, Gy = ¢). Luego, Gervini
y Yohai (2002) definen como medida para la proporcion de datos atipicos en la

muestra
~ +
d, = sup {Gg'(t) - G:{(t)} ,
t>n

donde {-}* = max(+,0) denota la parte positiva, G¢ es la distribucién de la variable
|V] cuando V' ~ Gy y n es un cuantil grande de G, usualmente elegido como
n = 2.5. 51 |r|q) < |rl@ < ... < |r|w) son los estadisticos de orden del valor
absoluto de los residuos estandarizados, se verifica que

. +
. ‘ + R (Z B 1)
S G

con i = max{i : |r|u < n}.

Asi, se puede tomar como valor de corte
cn = |7|(i,) = min {t L GH() > 11— dn} :

donde i, = n — [nd,] y, de esta manera, se eliminan las [nd,] observaciones con
mayores residuos.

Por 1ultimo, con este valor de corte adaptativo y a partir de una funciéon de
peso w como la que describimos previamente, se definen los pesos

~()
W; =w | —
Cn

y se computa la distribucién empirica pesada adaptativa dada por (3.28).
3.6. Procedimiento robusto para curvas ROC con
covariables

El enfoque de regresion directa para estimar curvas ROC con covariables in-
volucra diversas etapas de estimacion que, como vimos, pueden verse seriamente
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afectadas cuando la muestra contiene datos atipicos.

A lo largo de este capitulo recorrimos las distintas dificultades que pueden
presentarse y desarrollamos alternativas robustas tanto en el marco paramétrico
como en el no paramétrico.

Teniendo en consideracion todas estas ideas, en esta seccidén presentaremos una
propuesta robusta para estimar las curvas ROC en presencia de covariables sobre
la base de la metodologia de regresion directa que combina varios de los métodos
robustos descriptos previamente.

El procedimiento consiste en una adaptacién del algoritmo presentado en la
Seccion 2.3.1 donde esencialmente se modifican los Pasos 2 y 5, tal como se describe
a continuacion:

Paso 1R. Se elige un conjunto 7" C (0,1) de valores de ¢t (FPF).

Paso 2R. Estimamos de forma robusta la distribucién Fyx sobre la base de la muestra
sana (Y, X mi)1<i<ny- Suponiendo el modelo de regresion lineal

YH = X?{BH +O’H6H
como en la Seccién 2.3.2.:

» Computamos estimadores robustos B vy 6% para el modelo de regresién
lineal a partir de la muestra (Y, X g:)1<i<ny-
= Obtenemos los residuos estandarizados para el modelo de regresion
. A
Yui— Xpy,Bu
on '

r, =

A partir de estos residuos, estimamos la distribucion de los errores Gy
de forma robusta, a quien notaremos como Gp.

» Estimamos Fyx(y) como
" . ~-X'B
Fux(y) = Gu (W) :

Paso 3R. Para cada observacion de la poblacién enferma, se calculan los PV estimados
a partir del estimador robusto computado en el paso anterior:

P—‘\/j =1- ﬁHXD’j(YD,j% j = 1, ...,Np.

Paso 4R. Paracadat € T'y cada observacion enferma, calculamos la indicadora binaria
delos PV: U;; =1[PV; <t],conteTyj=1,.. np.
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Paso 5R. A partir de los datos {(th,XD’j, hi(t), ...,hg(t)) ,teT, j=1, ...,nD}, esti-
mamos los parametros 8y y o del modelo ROC-GLM (2.3) utilizando méto-
dos robustos para modelos de regresién binaria. Obtenemos de esta manera
los estimadores 0 y & = (ay, ..., ).

Por 1ultimo, al igual que con los estimadores clasicos, realizamos un plug-in de
los estimadores robustos computados en el ultimo paso, obteniendo

ROCx(t) = g (Xta + i ashs(t)> .

s=1

El objetivo de robustificar los Pasos 2 y 5 se puede llevar a cabo de distintas ma-
neras. Con respecto al Paso 2R, dentro de las opciones robustas que desarrollamos
en la Seccion 3.3, en nuestro trabajo optamos por implementar un MM-estimador
para la estimacion de los parametros del modelo de regresion lineal. A su vez, para
estimar Gy utilizamos la distribuciéon empirica pesada adaptativa dada en (3.28).
En relacién al Paso 5R, consideramos la propuesta robusta de Bianco y Yohai
(1996) para modelos de regresion logistica y los estimadores robustos definidos en
Cantoni y Ronchetti (2001) para modelos GLM. En el siguiente capitulo, donde
mostramos un estudio de simulacion, daremos mas detalles sobre la implementa-
cion de estos estimadores.



Capitulo 4

Estudio de simulacion

En este capitulo se presentan los resultados de un estudio de simulacion realiza-
do para comparar los estimadores de las curvas ROC introducidos en los capitulos
anteriores cuando se dispone de covariables.

El objetivo consiste en estudiar la sensibilidad que tiene la metodologia de es-
timacion directa clasica ante un porcentaje pequeno de datos atipicos y, a su vez,
evaluar el desempeno del procedimiento propuesto comparandolo con los estima-
dores clasicos en diferentes esquemas de contaminacion.

Las simulaciones fueron implementadas en R donde utilizamos las librerias
MASS y robustbase. En todos los casos, realizamos Nrep = 1000 replicaciones
generando muestras de datos de tamano ny =np =n =100y ngy =np =n =
200. Consideramos el siguiente escenario basandonos en las condiciones presentadas
en Carvalho et al. (2013):

YHJ‘ = ()54’)(111,Z +O-H€H,ia (41)
YD,i = 2 + 4XD,1' + ODEDi, (42)
para todo 1 < ¢ < n, donde las covariables Xp; y Xp; fueron generadas con
distribucion U(—1,1), los errores ep; y €p,; con distribucién N(0,1) y oy = 1.5y
op = 2, siendo los errores y las covariables independientes entre si.
Bajo este escenario la verdadera curva ROC condicional es:

ROCx () — 1_¢<—1-5—3X

1.5 +3X
EE.

4 0.75671(1 — t)>
+ 0.75¢—1(t)> .
Los estimadores fueron calculados sobre una grilla de puntos equiespaciados,

95
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tomando los {x;},_, , dentro del intervalo I = [~1, 1] con una distancia de 0.02
entre sf y los {¢;},_,  entre 0.02 y 0.98 con una distancia de 0.02.

Utilizamos las siguientes medidas para evaluar el desempeno de los estimadores:

i. El Error Cuadratico Medio (notado “MSE” por sus siglas en inglés) que viene

dado por MSE = L ZZ: k= > (PTO\CI (t;) — ROC,, (%‘))2

N =1 M 1<j<n,
ii. La medida MAX = max méax |ROC,,(t;) — ROC,,(t;)|.
1<i<ng 1<j<nq ' '
En relacion a los estimadores implementados, en todo el estudio nos basamos

en la metodologia de regresion directa desarrollada en el Capitulo 2, contemplando
el modelo:

ROCx (t) = g (6 + 61X + ho(t)).

Consideramos el caso en que la funcion hy adopta la forma paramétrica
ho(t) = ayhyi(t) con hi(t) = ¢~ '(t), donde ¢ denota la funcién de distribucion
acumulada de una variable aleatoria normal estandar.

En todos los casos asumimos un modelo de regresion lineal para la variable de
respuesta en la poblacion sana de forma que:

Y, = pr(Xui) + onen,,

con pp(Xmi) = Po + /1 Xm,; para todo 1 < i < n. De este modo, la funcién de
distribucién condicional correspondiente a los individuos sanos Fp x verifica que

Fix(y) = G (y‘“H(X)) , (13)

oH
donde Gy es la funcién de distribucion de los errores e ;.

Con respecto a la metodologia de estimacion directa clasica de las curvas ROC,
implementamos los pasos descriptos en el Capitulo 2. Para el modelo de regresion
lineal generalizado, consideramos como funcién link la funcién “probit”, es decir,
g = ¢, v para estimar los parametros 50, 0, y @; computamos los estimadores
de maxima verosimilitud correspondientes. Al momento de estimar la funcién de
distribucién acumulada Fp x, utilizamos el método de plug-in basdndonos en la
ecuacion (4.3). Los estimadores de los parametros BO, Bl y 0 que computamos
son los estimadores usuales de minimos cuadrados para modelos de regresion lineal
y la funcién Gy fue estimada mediante la distribucién empirica sobre la base de
los residuos estandarizados de la regresion. De este modo, consideramos:

~ ~ — (X
Fux(y) =Gy (y/;‘ff()

OH

) . con fig(X) =P+ BiX.
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En relacion a la propuesta de estimacion robusta, seguimos los pasos detallados
al final del Capitulo 3. Para estimar la funcién de distribucién Fy x realizamos un
procedimiento similar al del método directo clasico, pero reemplazamos los estima-
dores de la regresion lineal y de la estimacién empirica por estimadores robustos.
Los estimadores robustos que utilizamos para el modelo de regresiéon lineal son los
MM-estimadores introducidos en Yohai (1987), con la escala computada a partir
de una funcion p bicuadratica de constante ky = 1.54 y un M-estimador redescen-
diente asociado a una funcion 1 bicuadratica con k; = 4.68. Para la estimacion de
Gy consideramos la distribucién empirica pesada adaptativa que presentamos en
el Capitulo 3, a partir de la extension de los estimadores robustos definidos por
Gervini y Yohai (2002). Por ultimo, en la parte correspondiente al modelo lineal
generalizado contemplamos dos alternativas de estimacién robustas, asumiendo
distintas funciones link:

I. los estimadores robustos definidos en Cantoni y Ronchetti (2001), compu-
tados a partir de una funcién ¢» de Huber con constante & = 1.345, para la
funcion link g = ¢ (al cual nos referiremos como método “Robusto 17); y

11. los estimadores robustos correspondientes a la propuesta de Bianco y Yohai
(1996), utilizando la funcién ¢ definida por Croux y Haesbroeck (2003) de

e?

constante ¢ = 0.5, para la funcién link logfstica g(2) = 75+ (que llamaremos
método “Robusto 27).

Para cada una de las replicaciones obtuvimos los estimadores de las curvas ROC
condicionales evaluados en la grilla de puntos definida anteriormente. Se calcularon
los indices de calidad MSE y MAX vy, luego, efectuamos sus promedios sobre el
conjunto de todas las replicaciones. En el Cuadro 4.1 se presentan los resultados
del MSE y MAX obtenidos para cada estimador a partir de las muestras de datos
originales bajo el modelo definido en (4.1) y (4.2).

n = 100 n = 200
Clésico | Robusto 1 | Robusto 2 | Clasico | Robusto 1 | Robusto 2
MSE | 0.0029 0.0032 0.0033 0.0013 0.0014 0.0015
MAX | 0.1300 0.1372 0.1412 0.0868 0.0906 0.0940

Cuadro 4.1: Promedio de MSE y MAX sobre las replicaciones bajo el modelo (4.1) y
(4.2).

Por otra parte, como ya hemos mencionado, una de las medidas de resumen
mas utilizadas para evaluar la capacidad discriminatoria de un biomarcador es
el AUC y, en presencia de covariables, resulta de interés analizar el area bajo la
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curva condicional notada por AUCy. Por lo tanto, en cada replicacién calculamos

el estimador ﬁ}x para los distintos valores de = de la grilla y obtuvimos una curva
asociada a cada muestra. En la Figura 4.1 se muestran los boxplots funcionales de

las A/U\Cx correspondientes a cada estimador, junto con la verdadera curva AUC,
graficada en verde.

n = 100 n = 200

Clasico

o
s
o
o |
°

05 1.0 -1.0 -05 0.0 05 1.0

Robusto 1 g

AUC

Robusto 2

Figura 4.1: Boxplot funcional de las A/U\Cz para n = 100 y n = 200 bajo el modelo (4.1)
y (4.2). En verde se observa la verdadera AUC,.
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Ademas, en la Figura 4.2 se observa la superficie generada por las verdaderas
curvas ROC bajo el modelo central y, en comparacion, se presentan las superficies
obtenidas con los estimadores clasicos y robustos a partir de una de las muestras
generada para n = 100.

1.0 00 10 00

(a) Superficie ROC verdadera (b) Estimadores Clésicos

1.0 00 10 00

(c) Estimadores Robustos 1 (d) Estimadores Robustos 2

Figura 4.2: Superficie ROC verdadera y superficies estimadas para np = ng = 100 bajo
el modelo (4.1) y (4.2).

Los graficos y cuadros anteriores muestran que el desempefio de los estimadores
propuestos es muy similar al del clasico en muestras sin contaminar.

Para analizar la sensibilidad de los estimadores de la curva ROC condicio-
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nal ante desviaciones del modelo asumido, consideramos diferentes esquemas de
contaminaciéon introduciendo una porciéon de datos atipicos en ambas poblacio-
nes. Propusimos contaminaciones del tipo corrimiento o desplazamiento (Shift)
que consisten en sumar una cantidad fija a las muestras, variando la poblacion
afectada, el porcentaje de datos anémalos y el tamano de la contaminacion.

En todos los casos nos referiremos con Cy a la situacion en la que no se realiza
ninguna contaminacién y se consideran las muestras originales. A continuacion
detallamos los diferentes esquemas de contaminacion:

] C({IS: se contamina una proporcién § de la muestra de la poblacién sana
por corrimiento, sumandoles a las observaciones una cantidad Sop. De este
modo, se reemplazan las primeras m = dn observaciones de los individuos
sanos siguiendo el modelo Yy ; = 0.5+ Xy ,; + opgen,; + Son.

] C({?S: se contamina una proporcién 0 de la poblacién enferma por corrimien-
to, sumandoles a las observaciones una cantidad Sop. Aqui se reemplazan
las primeras m = dn observaciones de los individuos enfermos siguiendo el
modelo Yp; =2 +4Xp, +opep; + Sop.

. C’f %. contaminacién por corrimiento en la cual se suma una cantidad fija
Soy a los individuos sanos y Rop a los enfermos, donde ¢ representa la
proporcion de cada poblaciéon que se contamina. De este modo, las primeras
m = dn observaciones de cada poblacién se reemplazan por observaciones
generadas como:

Yui =05+ Xp; +ogen; + Sou,

YD,i =2 + 4XD,1' + ODED.; + ROD.

Para las contaminaciones Cj'y y Cf’s consideramos d = 0.05 y 0.10, es decir, un
5% y un 10 % de datos alterados. En relacién al tamano del corrimiento, tomamos
S perteneciente al conjunto § = {2.5,5,7.5,10,12.5,15,17.5,20}.

En las contaminaciones de tipo C’f ! consideramos proporciones correspondien-
tesa 6 = 0.02, 0.05 y 0.10 y para cada una de ellas analizamos las contaminaciones

3.75,5 ,~7.5,10 15,20
C(s y LUs YC5 .

Para ejemplificar y mostrar el impacto de las contaminaciones directamente en
las curvas ROC condicionales, en la Figura 4.3 se observan las superficies ROC
estimadas bajo Cy y bajo las contaminaciones 01.51’30 a partir de una de las mues-
tras generada con n = 100 . En la imagen superior del panel derecho se puede

ver que la superficie ROC estimada a partir la metodologia clasica se distorsiona
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notablemente ante la presencia de datos tipicos. Por otro lado, para los métodos
robustos se percibe una mayor estabilidad dado que las superficies estimadas son

mas parecidas entre si.

15,20
C'0 C(0.10

Cléasico

10 0.0 10 00

Robusto 1

1.0 0.0 10 00

Robusto 2

1.0 0.0 10 00

Figura 4.3: Superficies ROC estimadas para muestras limpias y contaminadas bajo

15,20
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Los Cuadros 4.2 y 4.3 muestran para cada estimador los promedios obtenidos
sobre las 1000 replicaciones de las medidas MSE y MAX bajo las contaminaciones
del tipo Cf’R, para n = 100 y 200. Ademaés, en la Figura 4.4 se presentan los box-
plots correspondientes al MSE bajo Cy y bajo las contaminaciones 0;5’20 cuando
el tamafo de las muestras es n = 100.

A partir de estos resultados, podemos ver que a medida que aumenta el por-
centaje de contaminacién y el tamano de los corrimientos, las medidas MSE y
MAX correspondientes al procedimiento clésico aumentan considerablemente. A
modo de ejemplo, si analizamos el caso n = 100, vemos que bajo la contaminacién
05%220 el MSE aumenta un 48 % respecto a Cy. Al variar los porcentajes, tenemos
que para 001%520 la medida supera el doble del valor correspondiente a las muestras

limpias, mientras que bajo C&i’go es 4.6 veces mayor. En la medida MAX también

. 1 , 15,20 15,20
vemos el impacto, si bien es un poco méas moderado, dado que para Cj 55 v Cpo5

el aumento es del 24 % y 80 %, respectivamente, y para 03_51’30 el MAX es 2.5 veces
mayor que bajo Cy. En cambio, en los procedimientos robustos se observa que
para las contaminaciones del 2% y del 5% el efecto es muy leve y las medidas
se mantienen estables, aunque en el caso mas extremo de Cy73" se percibe cierto
impacto, siendo que para n = 100 el MSE y el MAX aumentan un 60 % y un 20 %,

respectivamente.

Clésico Robusto 1 Robusto 2

Contaminacion | MSE ~ MAX | MSE MAX | MSE MAX
Co 0.0029 0.1300 | 0.0032 0.1372 | 0.0033 0.1412
3.75:0 0.0030 0.1325 | 0.0033 0.1391 | 0.0034 0.1429
oo 0.0033  0.1390 | 0.0033 0.1383 | 0.0034 0.1421
Ca20 0.0043 0.1611 | 0.0033 0.1387 | 0.0034 0.1422
Coiob 0.0037 0.1632 | 0.0037 0.1462 | 0.0038 0.1496
CFo:d0 0.0051 0.2008 | 0.0038 0.1451 | 0.0038 0.1483
C20 0.0078 0.2350 | 0.0038 0.1467 | 0.0039 0.1497
CaIee 0.0059 0.2351 | 0.0046 0.1637 | 0.0047 0.1663
Cot 0.0090 0.3009 | 0.0052 0.1647 | 0.0052 0.1669
ool 0.0135 0.3347 | 0.0052 0.1646 | 0.0052 0.1668

Cuadro 4.2: Promedio de MSE y MAX sobre las replicaciones para cada contaminacion
o . S.R _
por corrimiento del tipo C§™* cuando n = 100.
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Clasico Robusto 1 Robusto 2

Contaminacion | MSE ~ MAX | MSE MAX | MSE MAX
Co 0.0013 0.0868 | 0.0014 0.0906 | 0.0015 0.0940
Caroe 0.0014 0.0926 | 0.0014 0.0920 | 0.0015 0.0948
Cooth 0.0015 0.0986 | 0.0015 0.0920 | 0.0015 0.0946
C? 0.0021 0.1145 | 0.0015 0.0922 | 0.0015 0.0947
CaIoh 0.0022 0.1370 | 0.0017 0.0978 | 0.0018 0.1000
CFol0 0.0033 0.1756 | 0.0018 0.0990 | 0.0019 0.1007
C2Y 0.0046 0.1958 | 0.0019 0.1000 | 0.0019 0.1015
CaIe? 0.0046 0.2273 | 0.0025 0.1186 | 0.0025 0.1200
Coth 0.0072 0.2925 | 0.0032 0.1254 | 0.0032 0.1259
Ca%a0 0.0095 0.3129 | 0.0032 0.1254 | 0.0032 0.1258

Cuadro 4.3: Promedio de MSE y MAX sobre las replicaciones para cada contaminacién
. . SR
por corrimiento del tipo C§™ cuando n = 200.
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Figura 4.4: Boxplots de la medida MSE obtenidos sobre las 1000 replicaciones utilizando
los estimadores clasicos y robustos bajo Cp y 0;5’20 cuando n = 100.
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Este comportamiento también se puede apreciar en la Figura 4.4 donde se
muestra que el boxplot del MSE para el método clasico no solo se desvia a medida
que aumenta el porcentaje de contaminacion, sino que ademas presenta una can-
tidad importante de valores atipicos. Por otra parte, en los estimadores robustos
el impacto se percibe de forma mucho méas moderada recién en la contaminacion

del 10 %.

Teniendo en cuenta el efecto observado en las medidas anteriores para los dis-
tintos estimadores, realizamos los boxplots funcionales de los estimadores A/U\Cx
para evaluar y comparar el impacto de las mismas contaminaciones sobre el area
bajo la curva condicional para los procedimientos clasicos y robustos. En las Figu-
ras 4.5 y 4.6 podemos observar los resultados obtenidos cuando n = 100 y n = 200,
bajo el esquema de contaminacién C’(;S’R con S =15y R = 20.

En los paneles izquierdos de las figuras se muestran los resultados obtenidos
para el método de estimacion clasica. En la contaminacion 03%30 se ve que, si bien
la verdadera curva AUC, se mantiene en el centro del boxplot funcional, ya es
posible observar algunas curvas atipicas representadas en linea punteada en color
rojo. A medida que aumentamos el porcentaje de contaminaciéon observamos no
solo un aumento de la cantidad de curvas atipicas, sino que las bandas del boxplot
funcional son cada vez mas anchas y, ademaés, la verdadera AUC, se desvia de la
zona central de las curvas estimadas. En particular, en la contaminacién Cjg’
para valores de = mayores a cero, la curva verdadera se encuentra fuera de la region
del 50 % central, tanto para n = 100 como para n = 200. Como era de esperar,
corroborando el andlisis realizado de los Cuadros 4.2 y 4.3, en los procedimientos
robustos podemos ver estabilidad ante las contaminaciones C&%SO y 03%520, puesto
que casi no se presentan curvas atipicas y la verdadera curva AUC, se mantiene
centrada en relacién a las curvas estimadas. Para la contaminacién Cyy5° se percibe
un desvio de las curvas estimadas en relacion a la curva verdadera, aunque este

efecto es mucho mas leve que en el método clasico.

En este punto resulta interesante destacar que los dos procedimientos de es-
timacion robustos tienen un comportamiento muy similar, tanto bajo el modelo
central como bajo el esquema de contaminacion Cf H Este hecho refleja que el mé-
todo de estimacion Robusto 2 muestra cierta estabilidad frente a la especificacion
erronea del modelo en un sentido diferente al analizado a partir de la incorpora-
cién de datos atipicos, vinculado a los supuestos sobre la funcién de enlace. Siendo
que el modelo considerado en (4.1) y (4.2) es binormal, la funcién link “natu-
ral” a tener en cuenta para la etapa correspondiente al modelo lineal generalizado
es la funcion “probit”. Por lo tanto, en el caso del estimador Robusto 2 obser-
vamos que asumiendo un modelo logistico (es decir, tomando una funcién link
erronea) se estan obteniendo resultados practicamente iguales a los del estimador
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Robusto 1, el cual supone apropiadamente un modelo normal.

15,20
Co.0a

Clasico Robusto 1 Robusto 2

Clasico Robusto 1 Robusto 2

Cléasico Robusto 1 Robusto 2

AuC

Figura 4.5: Boxplot funcional de las AUC, para el modelo (4.1) y (4.2), con n = 100,
cuando se realizan las contaminaciones Cg’R para S = 15y R = 20. En verde se observa
la verdadera AUC,.
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Figura 4.6: Boxplot funcional de las AUC, para el modelo (4.1) y (4.2), con n = 200,
cuando se realizan las contaminaciones C’(;S’R para S = 15y R = 20. En verde se observa
la verdadera AUC,.
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Para tener una mayor comprension de la sensibilidad que tienen los métodos
de estimacion clasicos y robustos ante la presencia de datos atipicos, analizamos
el efecto de diferentes contaminaciones en la poblacién sana y en la poblacion
enferma por separado. En los Cuadros 4.4 y 4.5 se resumen los resultados de los
promedios del MSE y MAX para las contaminaciones del 5% y 10 % en cada una
de las poblaciones cuando varia el tamano del corrimiento, tomando muestras de
tamano ny = np = 100. Como se puede apreciar, el procedimiento clasico se ve
afectado significativamente a medida que se incrementa el tamano del corrimiento
S en la poblacién sana, mientras que ante el mismo escenario de contaminacion
los métodos robustos se mantienen estables. Por ejemplo, bajo Cflys o9 €l MSE del
estimador clasico es 4.5 veces mayor que el valor obtenido para muestras limpias y
bajo Cglg 40 €s casi 10 veces més grande. Si comparamos con las contaminaciones
mixtas realizadas previamente, vemos que este tipo de contaminacién produce un
efecto bastante mas pronunciado.

En contraposicién, se observa un impacto mucho més leve en el estimador
clasico cuando se contamina un porcentaje de las observaciones de la poblacién
enferma. Notemos que bajo el escenario de contaminacion Cf), g, con S = 2.5, el
MSE ni siquiera llega a duplicarse en relacién al valor correspondiente a Cj y, a
medida que se aumenta el tamafio de la contaminacién, se mantiene practicamente
constante en ese mismo nivel. Para 0510720 la medida MAX llega a aumentar
un 25 % respecto del valor bajo Cy. A su vez, si miramos el comportamiento de
los procedimientos robustos, vemos que presentan un desempeno practicamente
equivalente. Es decir, se puede notar cierto impacto de las contaminaciones cuando
se trata de la poblacién enferma, pero es un efecto moderado y similar al que se
produce en el estimador clasico.

Este comportamiento se puede apreciar de forma mucho mas clara en la Figura
4.7 donde se muestra el grafico del MSE en funciéon del nivel de corrimiento S,
cuando n = 100, para los distintos porcentajes de contaminaciéon. La linea roja
corresponde al procedimiento de estimacion clésica, la azul al Robusto 1 y la verde
al Robusto 2. En el caso de las contaminaciones en la poblacion sana, para el
método clasico vemos como el MSE crece rapidamente a medida que varia el valor
de S, mientras que para los métodos robustos la curva se mantiene estable. Por otra
parte, para las contaminaciones en la poblacion enferma la curva del MSE presenta
un leve aumento al comienzo y luego se mantiene estable, de forma indistinta para
todos los estimadores.
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| 125 | 15

| 175 |
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12}
C0.05,S

MSE

Cl
Rob 1
Rob 2

0.0029
0.0032
0.0033

0.0036
0.0035
0.0036

0.0057
0.0032
0.0033

0.0067
0.0032
0.0033

0.0075
0.0032
0.0033

0.0086 | 0.0099
0.0032 | 0.0032
0.0033 | 0.0033

0.0114
0.0032
0.0033

0.0131
0.0032
0.0033

MAX

Cl
Rob 1
Rob 2

0.1300
0.1372
0.1412

0.1557
0.1476
0.1522

0.2153
0.1379
0.1419

0.2360
0.1370
0.1409

0.2474
0.1379
0.1417

0.2601 | 0.2740
0.1371 | 0.1370
0.1408 | 0.1407

0.2886
0.1370
0.1407

0.3034
0.1370
0.1407

D
C'0.05,5

MSE

Cl
Rob 1
Rob 2

0.0029
0.0032
0.0033

0.0036
0.0038
0.0038

0.0037
0.0038
0.0039

0.0037
0.0038
0.0039

0.0037
0.0038
0.0039

0.0037 | 0.0037
0.0038 | 0.0038
0.0039 | 0.0039

0.0037
0.0038
0.0039

0.0037
0.0038
0.0039

MAX

Cl
Rob 1
Rob 2

0.1300
0.1372
0.1412

0.1398
0.1455
0.1488

0.1409
0.1463
0.1495

0.1410
0.1463
0.1495

0.1410
0.1463
0.1495

0.1410 | 0.1410
0.1463 | 0.1463
0.1495 | 0.1495

0.1410
0.1463
0.1495

0.1410
0.1463
0.1495

Cuadro 4.4: Promedio de MSE y MAX para distintos valores de S en las
contaminaciones 05057 sy 05057 g, cuando n = 100.
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0.0029
0.0032
0.0033

0.0065
0.0051
0.0052

0.0141
0.0033
0.0034

0.0163
0.0032
0.0033

0.0180
0.0032
0.0033

0.0202 | 0.0227
0.0032 | 0.0032
0.0033 | 0.0033

0.0255
0.0032
0.0033

0.0285
0.0032
0.0033

MAX

Cl
Rob 1
Rob 2

0.1300
0.1372
0.1412

0.2244
0.1846
0.1903

0.3783
0.1419
0.1461

0.4040
0.1372
0.1412

0.4159
0.1371
0.1412

0.4280 | 0.4410
0.1371 | 0.1371
0.1412 | 0.1412

0.4543
0.1371
0.1412

0.4673
0.1371
0.1412

D
CO 10,8

MSE

Cl
Rob 1
Rob 2

0.0029
0.0032
0.0033

0.0051
0.0051
0.0051

0.0053
0.0053
0.0053

0.0053
0.0053
0.0053

0.0053 | 0.0053 | 0.0053

0.0053
0.0053

0.0053 | 0.0053
0.0053 | 0.0053

0.0053
0.0053
0.0053

0.0053
0.0053
0.0053

MAX

Cl
Rob 1
Rob 2

0.1300
0.1372
0.1412

0.1599
0.1634
0.1659

0.1635
0.1663
0.1683

0.1635
0.1663
0.1684

0.1635
0.1663
0.1684

0.1635 | 0.1635
0.1663 | 0.1663
0.1684 | 0.1684

0.1635
0.1663
0.1684

0.1635
0.1663
0.1684

Cuadro 4.5: Promedio de MSE y MAX para distintos valores de S en las
contaminaciones 06.110, sy Co?w, g, cuando n = 100.
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Figura 4.7: MSE en funcién del tamafio del corrimiento S bajo Cfs y Ci)s, para § =
0.05,0.10 y ng = np = 100. La linea roja corresponde al procedimiento de estimacion
clasica, la azul al Robusto 1 y la verde al Robusto 2.

Un efecto similar se ve reflejado en las Figuras 4.8 y 4.9 donde graficamos los
boxplots funcionales de los estimadores del AUC, bajo las contaminaciones C’fs
y Cfs, cuando nyg = np = 100, con pocentajes 6 = 0.05,0.10 y distintos valores
de S. En la Figura 4.8 vemos que para ambos porcentajes de contaminacién en
la poblacién sana el corrimiento S = 15 causa un desvio notable en la estimacion
clasica del AUC,. En cambio, como era de esperar, los estimadores robustos no
presentan alteraciones importantes. Por otro lado, cuando contaminamos un 5%
de la poblacién enferma con S = 20 no se observa un efecto de gran relevancia ni
en el método cldsico ni en los robustos, en tanto que para el 10 % la curva AUC,
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verdadera se desvia moderadamente respecto de las curvas estimadas (ver Figura

4.9), pero aun asi se mantiene dentro del area
central de las curvas AUC,.
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Clasico

-05 0.5

Robusto 1

Robusto 2

Figura 4.8: Boxplot funcional del ﬁJ\CgC para n = 100 bajo las contaminaciones

cuando S = 15. En verde se observa la verdadera AUC,.

magenta que representa el 50 %
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D D
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Figura 4.9: Boxplot funcional del KU\CQC para n = 100 bajo las contaminaciones Cé,js
cuando S = 20. En verde se observa la verdadera AUC,.

Con el objetivo de profundizar en el analisis y tener una mayor comprension de
la diferencia percibida entre las contaminaciones en la poblacion sana y la enfer-
ma, realizamos boxplots para los estimadores de los parametros de las regresiones
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sobre las 1000 replicaciones, bajo los esquemas de contaminacion C'({Iw y ngo con
ng =np = 100 y 6 = 0.05,0.10. En las Figuras 4.10 y 4.11 se muestran los box-
plots correspondientes a Bo, Bl, 50, 6, y @y para los distintos procedimientos de
estimacion y porcentajes de contaminaciéon. Como se puede ver, los datos atipicos
introducidos en la muestra sana provocan alteraciones evidentes en los estimadores
clasicos de los parametros. En algunos de ellos se observa un sesgo respecto del
valor central, por ejemplo para [, mientras que en otros se puede apreciar un
aumento de la variabilidad, como es el caso de las estimaciones del 3;. En cambio,
cuando se contamina la poblaciéon enferma los parametros se ven practicamente
iguales en relacion al caso Cjy, de forma indistinta para todos los estimadores.

Vale la pena destacar que el comportamiento diferenciado del método Robusto
2 en los paneles c), d) y f) de las Figuras 4.10 y 4.11 que corresponden a los
parametros del modelo GLM se debe a que el modelo ajustado asume una funciéon
link logistica en lugar de una probit.

Luego del estudio realizado, pensamos que la diferencia entre el impacto de
las contaminaciones en la poblacién sana y en la enferma puede estar relacionada
a las diversas etapas de estimacion que tienen nuestros procedimientos y el rol
distinguido que juegan las muestras en cada una de ellas. En las contaminaciones
de la poblacion sana, el efecto se produce directamente al comienzo en la estimacion
de los parametros del modelo de regresion lineal y afecta a las etapas siguientes. Asi,
vemos como las propuestas robustas efectuadas en cada uno de los pasos logran
estabilizar la situacion. Sin embargo, el impacto de la muestra enferma aparece
recién en una etapa bastante posterior, al momento de estimar los “placement
values”. Al parecer, el efecto de los datos atipicos introducidos no resulta tan
directo en la construccién de la variable binaria, lo cual podria explicar la poca
alteracion que se visibiliza en la estimacion de los parametros del modelo lineal
generalizado.

Para concluir, es interesante analizar qué ocurriria si se consideraran estimado-
res robustos solamente en las etapas de estimacion correspondientes a los parame-
tros de las regresiones, es decir, si la estimacion empirica de Gy se realiza como en
el método clasico. Para ilustrar dicho comportamiento, consideramos esta variante
hibrida en la estimacién del método Robusto 1. Calculamos mediante este proce-
dimiento el promedio del MSE y MAX sobre las 1000 replicaciones y graficamos
los boxplots funcionales del AUC cuando n = 100, bajo las contaminaciones en la
poblacién sana Cflg) para porcentajes del 5% y 10 %. Los resultados se presentan
en el Cuadro 4.6 y en la Figura 4.12. Alli se puede observar que, si bien el impacto
es mas leve que en la estimacién clasica, los datos atipicos introducidos producen
un efecto considerable que se percibe en el aumento de las medidas MSE y MAX
y en el desvio de las AUC, donde para el 10 % de contaminacién vemos que la
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verdadera curva AUC queda por fuera de la banda del 50 % central de las curvas
estimadas. Estos resulados dan prueba de que es necesario robustificar todos los
pasos del proceso de estimacion de las curvas ROC.
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Figura 4.10: Boxplots de las estimaciones de los pardmetros 3y, 51, o, 61 y a1 sobre
las 1000 replicaciones bajo Cy y bajo las contaminaciones 0515 para np = nyg = 100.
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Figura 4.11: Boxplots de las estimaciones de los pardmetros Sg, 51, o, 81 y a1 sobre
las 1000 replicaciones bajo Cy y bajo las contaminaciones 0520 para np = ng = 100.
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CO C({{OS 15 0510715
MSE | 0.0030 | 0.0059 | 0.0146
MAX | 0.1324 | 0.2301 | 0.4050

Cuadro 4.6: Promedio de MSE y MAX obtenido para el procedimiento hibrido cuando
n = 100, bajo las contaminaciones C’fs para S =15
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Figura 4.12: Boxplot funcional del A/ﬁ]x obtenido para el procedimiento hibrido con
n = 100, bajo las contaminaciones C’fs cuando S = 15. En verde se observa la verdadera
AUC,.



Capitulo 5

Aplicaciéon a datos reales:
Identificacién de discapacidad
auditiva durante el periodo
neonatal

En este capitulo realizaremos un analisis desde una perspectiva robusta a par-
tir de un conjunto de datos estudiados en Norton et al. (2000), sobre distintos
biomarcadores para identificar problemas auditivos en recién nacidos.

Exploraremos, por una parte, el efecto en la capacidad discriminatoria de los
biomarcadores cuando se contemplan covariables como la edad y el sexo de los
sujetos. Por otro lado, el objetivo central consiste en analizar la potencialidad de
las metodologias robustas propuestas en nuestro trabajo dentro de este contexto
de aplicacion, ante el posible impacto de datos atipicos en la estimaciéon de las
curvas ROC condicionales.

5.1. Conjunto de datos

El conjunto de datos en el cual nos basamos proviene de un estudio de audiolo-
gia neonatal desarrollado en Norton et al. (2000). Dicho estudio fue disenado con
el propésito de evaluar la capacidad de tres biomarcadores (DPOAE, TEOAE y
ABR) para identificar problemas auditivos en nifios recién nacidos. Se considerd
una seleccién de bebés a los que se les realizaron los tres tests durante el periodo
neonatal y, posteriormente, entre los 8 y los 12 meses de edad se determiné quiénes
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presentaban discapacidad auditiva tomando como criterio las mediciones de VRA
(“Visual Reinforcement Audiometry”). Junto con el estado de audicién, se registro
también la edad que tenian en dicho momento y el sexo.

Los datos disponibles ! contienen 5056 observaciones de mediciones de los tres
biomarcadores tomadas en el oido izquierdo y en el derecho. Dentro de este con-
junto de datos, para nuestro estudio consideramos los resultados del biomarcador
ABR medido en el oido izquierdo. Asi, contamos con un total de 2540 observaciones
entre las cuales 80 corresponden a individuos clasificados con discapacidad auditi-
va (considerados enfermos) y 2460 a individuos con audiciéon normal (considerados
sanos).

5.2. Analisis de los datos

De ahora en adelante, notaremos con Yp,; y Xp,;, 1 <17 < 80, al biomarcador
ABR y a las covariables medidas en los individuos enfermos y con Yu,; y Xm,
1 <@ < 2460, a las correspondientes en los individuos sanos. Como menciona-
mos previamente, las covariables consideradas fueron la edad (E) de los bebés al
momento de determinar el estado de audicion y el sexo (S), donde la primera se
mide en semanas de vida y la segunda esté representada por una variable binaria
(de valor 0 para el sexo femenino y 1 para el masculino). De este modo, iden-
tificaremos a las covariables como vectores independientes X p; = (Ep,;, Sp,i) ¥

Xui = (Eui, Suy)-

Estimamos las curvas ROC condicionales y sus respectivas AUC aplicando las
metodologias de estimacion clasica y robusta descriptas en los capitulos anteriores.
Siguiendo el andlisis llevado a cabo por Janes, Longton y Pepe (2009), asumimos
un modelo lineal para el biomarcador en la poblacién sana tal que

Yui = Bo+ BiEui + B2SH,; + omen, (5.1)
para todo 1 <1 < 2460.
La curva ROC condicional fue modelada como
ROCX(t) =g ((90 + 01E + 625 + h(t)) s

con h(t) = a1~ 1(t), siendo ¢ la funcién de distribucién acumulada de una variable
aleatoria normal estandar. En ambas metodologias elegimos como funcion link g
la funcién “probit”, es decir, g = ¢.

Los datos se pueden descargar desde el sitio: https://research.fredhutch.org/
diagnostic-biomarkers-center/en/datasets.html


https://research.fredhutch.org/diagnostic-biomarkers-center/en/datasets.html
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5.2.1. Metodologia de estimacion directa clasica

A continuacién se presentan los resultados de la estimacién clasica de las curvas
ROC condicionales, denotadas por ROCx(t), y de las AUCx asociadas.

Para evaluar los estimadores se utilizo una grilla en ¢ de 49 puntos equidistan-
tes tomados entre 0.02 y 0.98. En relacién a la variable edad F, contemplamos
una grilla de 121 puntos con valores entre 29 y 53 (semanas) y se calcularon los
estimadores para cada una de esas edades y cada valor de sexo S=0y S = 1.

En la Figura 5.1 se observan las curvas ROC obtenidas con los estimadores cla-
sicos condicionadas al sexo femenino y masculino para distintas edades, tomando
E =31,38,45 y 51. A su vez, la Figura 5.2 muestra las superficies ROC estimadas
sobre las grillas de ¢ y de edades para los valores de la variable sexo 0 y 1. Como se
puede apreciar, las curvas ROC varian considerablemente a medida que aumenta
la edad, mejorando la capacidad discriminatoria del biomarcador. Por otra parte,
a simple vista, la diferencia entre las curvas correspondientes al sexo femenino y
al masculino no parece ser tan pronunciada.

Femenino Masculino

Edad (semanas) Edad (semanas)

Figura 5.1: Curvas ROCx (t) condicionadas al sexo femenino y masculino para distintos
valores de la covariable edad: 31 (azul), 38 (verde), 45 (rojo) y 51 (magenta).
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Femenino Masculino

Figura 5.2: Superficies ROC estimadas con la metodologia directa cldsica para el sexo
femenino y masculino, en base a diferentes edades y valores de ¢.

Para tener una mayor comprension, en la Figura 5.3 representamos en un mismo
grafico las curvas AUC estimadas para ambos sexos, en funciéon de las distintas
edades. Alli se puede ver que en los dos casos el valor del AUC crece a medida que
la edad aumenta. Ademas, queda en evidencia que la capacidad discriminatoria
del test resulta mejor para el sexo masculino que para el femenino, ya que el area
bajo la curva asociada es mayor en todas la edades consideradas.
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0.7

0.6

0.5
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0.4
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Figura 5.3: Curvas AUC estimadas segin el sexo, para los distintos valores de edad
entre 29 y 53 semanas. En rojo se representa la curva correspondiente al sexo femenino
y en azul la del sexo masculino.
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5.2.2. Datos atipicos y estimacién robusta

Antes de evaluar los resultados de los estimadores clasicos presentados ante-
riormente y realizar una comparacion con los estimadores robustos, exploramos,
primero, la existencia de observaciones anémalas en la muestra que pudieran estar
afectando a las estimaciones de las curvas ROC condicionales.

Para eso, nos basamos en los residuos del ajuste robusto del modelo de regre-
sién lineal propuesto en (5.1) para la poblacién sana, computado a partir de un
MMe-estimador como el que describimos en los capitulos anteriores. De este modo,
detectamos la presencia de 309 datos atipicos que representan aproximadamente
el 12% de los individuos de la muestra sana. En la Figura 5.4 se muestra el box-
plot de los residuos obtenidos para dicho modelo lineal, donde se pueden ver las
observaciones cuyos residuos se encuentran alejados de la mayoria de los datos.
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Figura 5.4: Boxplot de los residuos del ajuste robusto en el modelo de regresién lineal
para el biomarcador ABR en los individuos sanos.

Teniendo en mente el comportamiento que observamos en nuestro estudio de
simulacién ante las contaminaciones en la poblacién sana y que en los datos iden-
tificamos un porcentaje significativo de observaciones atipicas, computamos, en-
tonces, los estimadores robustos de las curvas ROC condicionales. Presentaremos
unicamente los resultados obtenidos a partir del procedimiento de estimacién de-
nominado “Robusto 1”7 en el Capitulo 4, puesto que las dos metodologias robustas
estudiadas tienen un desempeno similar.
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En la Figura 5.5 representamos, para cada sexo por separado, las curvas ﬁ? x(t)
estimadas a partir de la metodologia robusta, evaluadas en las diferentes edades
seleccionadas (E = 31,38,45,51). A modo comparativo, en linea discontinua se
muestran las estimaciones clasicas de las curvas ROC condicionales correspondien-
tes. De este modo, podemos apreciar diferencias notorias entre ambos estimadores,
particularmente para edades méas bajas donde vemos que la capacidad discrimina-
toria del test parece ser menor de acuerdo a las estimaciones robustas.

Femenino Masculino

ROC

Edad (semanas)
— 3
— 38
— 45
— 51

Edad (semanas)
— 31 Bl
— 38
— 45
— 51 o

=

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

—
Figura 5.5: Curvas ROCx () condicionadas al sexo femenino y masculino para distintos
valores de la covariable edad. La estimacion robusta esta representada en linea continua
y en linea discontinua se grafican las estimaciones clasicas correspondientes.

Esta ultima caracteristica se ve también reflejada en la Figura 5.6 donde gra-
ficamos las curvas AUC X, segun el sexo, para ambas metodologias de estimacion.
Alli observamos, por ejemplo, que para el sexo masculino la curva AUC estimada
de forma robusta se encuentra por debajo de la clasica en todas las edades menores
a b0 semanas. Algo similar sucede para el sexo femenino en las edades menores
a aproximadamente 47 semanas. En cambio, para los individuos que se encuen-
tran en las edades mayores el estimador robusto indicaria un desempeno levemente
mejor que el clasico.
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Femenino Masculino

AUC
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Figura 5.6: Curvas AUC estimadas segun el sexo, para los distintos valores de edad entre
29 y 53 semanas. En linea continua se grafican los resultados del estimador robusto y en
linea discontinua los del clasico.

Para tener una referencia en el analisis, ademas de estimar las curvas ROC
condicionales mediante la propuesta robusta, calculamos nuevamente el estimador
clasico quitando las 309 observaciones atipicas.

La Figura 5.7 muestra las superficies ROC estimadas para el sexo femenino
con las metodologias clasica y robusta, tomando la muestra completa, y con el
estimador clasico pero para la nueva muestra sin los datos atipicos. En todos los
casos la grilla utilizada es la misma que la descripta en la Seccién 5.2.1.

A su vez, en la Figura 5.8 se presentan en paralelo los resultados de las curvas
ROC x(t) obtenidas con esos mismos tres mecanismos de estimacién para ambos
sexos y distintas edades. En dicha figura se pone en evidencia que el estimador
clasico computado sin los datos atipicos y el robusto con los datos completos
son bastante similares entre si, mientras que el estimador clasico calculado con la
muestra original se distingue en una buena parte de los valores de ¢, cualquiera
sea la edad que se mire.

Asimismo, este comportamiento se ve plasmado en la Figura 5.9 donde re-

—_—
presentamos las gréaficas de las curvas AUCx condicionadas al sexo femenino y
masculino para los distintos estimadores.
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(a) Estimacién Clasica (b) Estimacién Robusta

(c) Estimaciéon Clasica sin datos
atipicos

Figura 5.7: Superficies ROC condicionadas al sexo femenino para el estimador clésico
y robusto con todos los datos, y para el clasico sin las observaciones atipicas.
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Femenino Masculino

ROC
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Figura 5.8: Curvas ROC x (t) condicionadas al sexo femenino y masculino para distintas
edades. En colores, las estimaciones robustas (linea continua) y clsicas (linea disconti-
nua) con todos los datos involucrados y, en gris, las estimaciones cldsicas para la muestra
sin datos atipicos (linea en color gris).
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Figura 5.9: Curvas AUC estimadas segin el sexo, en funcién de la edad. En rojo se
grafican los resultados del estimador robusto (linea continua) y del clasico (linea discon-
tinua) cuando se consideran todos los datos. En linea gris observamos los resultados del
estimador clasico cuando se eliminan las observaciones atipicas.

Por ltimo, para tener una perspectiva mas clara en la comparacion de estos
tres estimadores, en la Figura 5.10 se muestran las diferencias entre las superficies
ROC estimadas con cada uno de ellos. Como podemos apreciar, cuando se compara
el método clasico, calculado a partir de la muestra completa, con el mismo sin los
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datos atipicos y con el método robusto, las diferencias alcanzan valores en médulo
de aproximadamente 0.15. En cambio, si miramos la diferencia entre la superficie
estimada con la propuesta clasica sin los datos atipicos y la correspondiente al
estimador robusto en base a la muestra completa, los valores llegan a niveles mucho
menores, variando aproximadamente entre -0.03 y 0.01.
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Figura 5.10: Diferencias entre las superficies ROC estimadas: (a) Estimador clasico con
los datos completos vs. sin datos atipicos. (b) Estimador clasico vs. robusto, con todos los
datos involucrados. (¢) Estimador robusto con los datos completos vs. estimador clasico
sin los datos atipicos.

De esta forma, teniendo en cuenta todo el andlisis realizado, podemos concluir
que las observaciones atipicas influyen en los estimadores clasicos, aumentando o
disminuyendo la capacidad discriminatoria del biomarcador ABR en funciéon de
las edades que se consideren, y que la metodologia robusta muestra un desempefio
mas estable que la clésica.



Conclusiones

En este trabajo nos enfocamos en el modelado de la curva ROC, la cual re-
presenta una herramienta potente para evaluar la capacidad de un biomarcador
de distinguir entre dos clases o estados. En particular, estudiamos la estimacién
de curvas ROC en presencia de covariables, teniendo en cuenta que resulta con-
veniente incluir la informacion adicional que proveen en el anélisis ya que pueden
afectar a la efectividad y a la capacidad discriminatoria del biomarcador.

Dentro del contexto de modelos de regresiéon para curvas ROC condicionales,
revisamos la metodologia directa en la cual se propone un modelo para la curva
ROC en si misma y los efectos de las covariables se evalian directamente. Aborda-
mos un método semiparamétrico que combina estimadores clasicos para modelos
de regresion paramétricos con un estimador basado en la funcién de distribucion
empirica.

Teniendo en consideracion que los estimadores involucrados en las diversas
etapas de la metodologia de regresién directa pueden verse muy afectados cuando
los datos contienen observaciones anémalas, realizamos un experimento numeérico
para evaluar la sensibilidad del método ante un porcentaje de datos atipicos en
la muestra. En dicho experimento analizamos contaminaciones por separado en
las muestras correspondendientes a las poblaciones enferma y sana y, a su vez,
contaminaciones en ambas poblaciones en simultaneo. El estudio revela que los
datos atipicos provocan un efecto importante en el estimador de la curva ROC
condicional y en sus medidas de resumen. Sin embargo, también se observa que las
contaminaciones estudiadas en la poblacion enferma tienen un impacto mucho més
leve en comparacion con los otros esquemas de contaminacion. Esto parece estar
relacionado a que las muestras de enfermos y sanos no juegan un rol equivalente
en los distintos pasos de estimacion requeridos en la metodologia directa.

A su vez, en nuestro trabajo propusimos un procedimiento robusto para estimar
la curva ROC condicional a partir de una adaptacién del algoritmo presentado en
la metodologia directa clasica. Para eso, previamente realizamos una revision de
distintos enfoques de estimacién robusta tanto en el marco paramétrico como en el
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no paramétrico. En el método propuesto se incorporan estimadores robustos para
modelos de regresiéon combinados con una funcién de distribuciéon empirica pesada
que amortigua el efecto de los residuos grandes en la estimacion de la distribucion
de la poblacion sana.

A partir del estudio de simulacién analizamos el desempeno del procedimiento
robusto sobre las muestras originales y las contaminadas, al igual que con el método
directo clasico. Los resultados muestran que el estimador propuesto se mantiene
estable y, en general, resulta mucho mas resistente que el estimador clasico, salvo
en las contaminaciones de la poblacion enferma que presentan un comportamiento
similar.

En este sentido, para futuras investigaciones seria interesante explorar otro
tipo de contaminaciones en la muestra de la poblacion enferma que provoquen una
desestabilizaciéon mayor en el estimador clasico y, de este modo, profundizar en
los alcances del método robusto. A su vez, a partir de nuestro trabajo se podria
continuar estudiando otros escenarios para las distribuciones del biomarcador en
las poblaciones enferma y sana, y extender la propuesta a otro tipo de modelos.

Por ultimo, en relacion a la aplicacion de estos estimadores, realizamos un es-
tudio preliminar en un ejemplo de audiologia neonatal, en el cual analizamos un
biomarcador que se utiliza para la identificaciéon de problemas auditivos. Por una
parte, los resultados muestran diferencias notorias en el desempeno del biomarca-
dor cuando se tienen en cuenta las covariables disponibles, lo que permite indagar
en las condiciones bajo las cuales se debe aplicar el test y mejorar la interpreta-
cién de sus resultados. Por otro lado, identificamos una porcion de datos atipicos
en la muestra y estudiamos el impacto que provocan en la estimaciéon de las cur-
vas ROC. Como era de esperar, vimos que dichas observaciones tienen influencia
en la propuesta de estimacion clasica y concluimos que el procedimiento robus-
to presenta un desempeno més confiable, tomando como referencia los resultados
obtenidos a partir del procedimiento de estimacion clésica cuando se eliminan los
datos anémalos de la muestra.
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