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Introduccion

La resolucién de ecuaciones polinomiales es un problema clasico que ha recobrado
interés en los tltimos anos debido a las diversas aplicaciones en las que surgen ecuaciones
de este tipo y a las nuevas posibilidades dadas por el desarrollo de la computacion
(ver [2], [3]). En este contexto, resulta importante el estudio de distintas maneras de
representar a las soluciones de ecuaciones polinomiales en varias variables y métodos
efectivos que permitan su determinacién o aproximacion.

En este trabajo, analizamos un método clasico para la determinacion de solucio-
nes de una ecuacién del tipo f(x,y) = 0, con f un polinomio en dos variables con
coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado K, y una generalizacién de este
método para la determinaciéon de soluciones de una ecuaciéon polinomial en varias
variables con coeficientes complejos. Mas precisamente, dada una ecuacién del tipo
F(zy,...,zn,xN41) = 0, con F' un polinomio con coeficientes complejos, el objetivo es
hallar una solucién, considerando como incégnita a la variable x 1, que esté represen-
tada en funcién de x1,...,xy.

En el caso N = 1, un procedimiento para calcular soluciones de f(x,y) = 0 ya
era conocido por Newton y fue posteriormente formalizado por V. Puiseux [5]. Estas
soluciones pertenecen al cuerpo de series de potencias en una variable con coeficientes
en K y exponentes fraccionarios llamadas series de Puiseuz, que resulta ser un cuerpo
algebraicamente cerrado. El primer capitulo de esta tesis estd dedicado a la presentacion
de este resultado, conocido como Teorema de Puiseu.

La demostracién del Teorema de Puiseux que presentaremos sigue el desarrollo de
[6, Capitulo IV]. Se trata de una demostracién constructiva que produce recursivamen-
te, término a término, una serie de Puiseux que es solucién de la ecuacién f(x,y) = 0.
La herramienta fundamental utilizada es un objeto geométrico, llamado el poligono de
Newton de f. A partir de segmentos de poligonos de Newton se determinan, sucesiva-
mente, los exponentes de los términos de la serie y, en cada paso de la recursion, para
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el segmento elegido, se obtiene una ecuacién polinomial en una variable cuyos ceros son
los posibles valores para el coeficiente del término correspondiente.

John McDonald, en [4], dio una generalizacién del método de Newton-Puiseux al caso
de ecuaciones polinomiales F'(z1,...,zy,zy1+1) = 0 con N > 1. Esta generalizacién se
basa en considerar sumas formales de términos de la forma cyzi' ... 2% con exponentes
I = (iy,...,in) en un cono C' de RY que no contiene rectas (esta condicién sobre el
cono asegura que el conjunto formado por todas las series de este tipo es un anillo).

McDonald probé que, dado un polinomio F' € Clxy, ..., zx, zy11], puede hallarse un
cono C' C R¥ tal que el anillo de series correspondiente contiene una solucién zy,; =
O(xq,...,xy) de la ecuacion F(zy,...,xy,xn+1) = 0. Mas atn, mostré como este
cono y la serie & pueden obtenerse a partir del politopo de Newton de F', extendiendo
el método de Newton-Puiseux. Si bien los anillos de series formales considerados por
McDonald no son cuerpos, mas recientemente, en [1], se probé que ciertas uniones
infinitas de estos anillos dan lugar a cuerpos algebraicamente cerrados.

El segundo capitulo de este trabajo esta dedicado a dar una demostracion detallada
del resultado principal de [4]. En primer lugar, introduciremos los objetos algebraicos y
geométricos en los que se basa la construccion y probaremos algunas propiedades bésicas
que seran de utilidad. A continuacién, describiremos el método recursivo mediante el
cual se obtiene una serie de potencias fraccionarias ®(zy,...,xy) que es solucién de
la ecuacién F(xy,...,xy,2zn+1) = 0y, finalmente, daremos una demostracién de su
validez.



Capitulo 1

Teorema de Puiseux

El objetivo de este capitulo es presentar una demostracion del Teorema de Puiseux
acerca de las soluciones de una ecuacién polinomial en dos variables, f(z,y) = 0, con
f un polinomio con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado K. El teorema
establece que las soluciones en la variable y, vistas como funciones de la variable =,
pueden representarse como ciertas series de potencias con exponentes fraccionarios y
coeficientes en K, conocidas como series de Puiseut.

La demostracién del teorema que daremos, siguiendo el desarrollo de [6, Capitulo
IV], es constructiva y se basa en la utilizacién del llamado poligono de Newton del
polinomio f.

1.1. Series de potencias fraccionarias

1.1.1. Series formales de potencias

Sea D un dominio. Un polinomio sobre D en una variable es una suma formal finita,
aog + ayx + - -+ a,x™, donde a; € D para todo 0 <7 < n y z es una indeterminada. Si
permitimos sumas infinitas de este tipo

[o¢]
ap+ax+--+ax"+---= E anx”
n=0
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obtenemos expresiones llamadas series formales de potencias sobre D. Estas series
pueden sumarse y multiplicarse de la misma manera que los polinomios:

(i ana:”> + (; bnx”> = i(an + bp)z"

n= n=

o0 [e.9] (e 9]
(S a) () = 3 (3 )
n= n=0 n=0 i+j=n
y con estas operaciones constituyen un dominio que serd notado D|[z]].

Lema 1.1.1 Una serie formal de potencias ag+ a1x + - -+ + a2 + ... es una unidad
en Dl[z]] si y sdlo si ag es una unidad en D.

Demostracion. Llamemos f =ag+ a1z +---+a,z" +....
Supongamos que existe g = by + byx + -+ + bx™ + - - - € D[[z]] tal que

fg=co+cr+--+cx’+---=1.

De aqui se deduce que
aob() = Cy = 1.

Asi, ag es una unidad en D.

Ahora supongamos que ag es una unidad en D; es decir, que existe un elemento
aal € D tal que agay ' = 1. Estamos buscando una serie g = by + b1+ - -+ bpz™ 4. ..
en D[[z]] tal que f.g = 1. Para definirla, procedemos como sigue:

= tomamos by = a;' € D de modo que aghy = 1;

para que a1by + agb; = 0, tomamos b; = —aalalbg;

= para que a1by + agby + asby = 0, tomamos by = —ao_l(albl + ashy) € D;

en general, para cada n > 2, para que a,by + a,_1b; + -+ + a1b,_1 + apb, = 0,
tomamos b, = —ag ' (anbo + an_1by + - - + aib,_1) € D.

Es claro que la serie g construida de este modo verifica que fg = 1 en D[[z]]. O
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En lo que sigue, trabajaremos con el anillo de series formales de potencias con
coeficientes en un cuerpo K y con su cuerpo de fracciones, que notaremos K ((z)).

Lema 1.1.2 Si K es un cuerpo, cualquier elemento del cuerpo de fracciones K((x))
de K[[z]] puede escribirse en la forma

ap +a1x + ...

5 . h>0.

Demostracion. Sea f € K((x)), f # 0. Supongamos que

_bot+ by A+
co+texr+---

f € K((x)),

y sea h el menor entero para el cual ¢, # 0. Como K es un cuerpo, ¢, es una unidad en
K, vy asi, por el lema anterior, ¢, + cp17 + Cpyo? 4+ - - tiene una inversa do+dyz+- - - .
Luego

(b0+b1$+)(d0+d1$+) a0+a1x+...

f:xh(ch+ch+1x—|—...)(dg—i-dlx—i-...): xh

0

En consecuencia, K ((x)) consiste de todas las series de potencias formales con una
cantidad finita de términos con exponentes negativos. Estas series pueden sumarse y
multiplicarse de la misma manera que los elementos de K[[x]].

Cada elemento no nulo de K ((z)) puede expresarse de manera tnica en la forma

f=a"ay+ax+ - +az" +--)

donde k € Z y ag # 0. El entero k se dice que es el orden de f, y serd notado con O(f).
Sera conveniente definir O(0) = oo, donde el simbolo oo tiene las propiedades co > n,
o0 +n =n+ 0o = 00, para cada entero n, y oo + 0o = 00.

Con estas definiciones, observemos que, para todos los elementos f y g de K((x)),
se tiene que:

= O(fg) = O(f) + O(g),
» O(f +g) >min{O(f),0(g)}; mas atn, cuando O(f) # O(g) vale la igualdad.
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1.1.2. El cuerpo K(z)* de series de potencias fraccionarias

A continuacién vamos a presentar una generalizacion de la nocién de serie de po-
tencias.

Para cada n € N, introducimos el simbolo zw. Introducimos también las siguientes
relaciones entre estos simbolos para n € N:

==

xl =z, (x%)’":x% para todo r € N.

Escribiremos, para cada entero m,

m
n

xn = (x%)m
Como (x%)r = x%, cualquier serie de potencias en el simbolo x%, puede pensarse co-
mo una serie escrita en potencias de (z77)". De aqui, se sigue que K ((z=)) C K((z)).
Consideremos la unién de todos los conjuntos K ((z)),n = 1,2,.... Denotamos a este
conjunto
" 1
K(z)" = |J K((=7))

neN

Lema 1.1.3 El conjunto de series de potencias fraccionarias K(x)* es un cuerpo.

Demostracion. Si @ y b son dos elementos de K (x)*, entonces existen m y n en N,
tales que @ € K((zm)) y b € K((zn)). Asf @, b € K((zwn)) y, por lo tanto, su suma
y producto estdn definidos en K ((z7wm)); luego, pertenecen a K (z)*. De este modo, se
tienen una suma y un producto definidos en K (x)*.

Asimismo, si @ # 0, entonces @ tiene inverso definido en K ((z)), que resulta ser el
inverso en K (z)* con el producto definido anteriormente.

Como consecuencia de las propiedades de la suma y el producto de K ((z=)) para
n € N, se sigue que, con las operaciones definidas, K (z)* es un cuerpo. 0

Dado un elemento a € K(z)* no nulo, si

_ 21 L2 2
a=aax™ +axr™2 + -+ q;xm -0

donde

PLoP2 Py a4,
nq N9 ny;
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definimos el orden de a como

O(a) = o

ny
El conjunto de los elementos de K (z)* de orden no negativo es un dominio, que nota-

remos K|[z]*. Si a € K[xz]*, el coeficiente de z° en @ serd designado por @(0). Es claro
que a(0) # 0 si y sélo si O(a) = 0.

1.2. Teorema de Puiseux

El resultado principal de este capitulo es el siguiente:

Teorema 1.2.1 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, el cuerpo K(x)*
es algebraicamente cerrado.

Presentaremos en detalle la demostracién de este teorema dada en [6, Capitulo IV].
Una construccion que resulta fundamental para esta demostracion es la del poligono de
Newton de un polinomio en una variable con coeficientes en K (x)*, que introducimos
a continuacion.

1.2.1. Poligono de Newton
Sea f € K(x)*[y] un polinomio de grado positivo,
f:a0+d1y+“'+dnyn7 (11)

con a; € K(z)*,a, # 0,n > 0.

Para i = 0,...,n, graficamos en un sistema de coordenadas cartesianas los puntos
P, = (i,;) con a; = O(a;) (si oy = 0o, omitimos el punto P;). Luego, unimos Py con
P, con un arco poligonal convexo, donde cada uno de sus vértices es uno de los puntos
P; y tal que ningin P; se encuentre por debajo del arco. La poligonal asi construida se
llama el poligono de Newton de f. Vale aclarar que si ag = --- = G._1 = 0,a. # 0, de
manera que f tiene al cero como raiz con multiplicidad e, comenzamos el poligono con
P, en lugar de F,.

La figura siguiente muestra el poligono de Newton de un polinomio como en (1.1),
de grado n = 8 y tal que

1
O50:57&1 :57042:17053:_170542007055:_57056:
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Figura 1

Observemos que si L es una recta que contiene a alguno de los segmentos del poligono
de Newton de f, todos los puntos P; = (i, ;) asociados a los coeficientes de f quedan
en el semiplano superior determinado por L.

1.2.2. Demostracion del teorema principal
Estamos en condiciones de dar la demostraciéon del Teorema 1.2.1.

Demostracion. Queremos mostrar que si f(z,y) es un elemento de K (x)*[y| pero no
de K(z)*, entonces hay un y € K(z)* tal que f(z,y) = 0.

Supongamos que

f(:v,y) = do—l—dly—i—---—l—&nyn,

con a; € K(z)*,a, # 0,n > 0.

Estableceremos, en primer lugar, condiciones necesarias sobre § para que resulte ser
una raiz de f(z,y) = 0.

Si g € K(z)* satisface f(z,y) = 0, entonces § puede ser cero si y sélo si ag = 0. Asi
consideraremos solamente el caso § # 0. Luego, podemos escribir 4 de la forma

y= Clx’h + sz’71+’72 + ng’71+’72+73 +e (1.2)

con ¢; # 0 para todo i, 7 > 0,v3 > 0,...; y el conjunto de ¢; podria ser finito o infinito.
Abreviemos, por ahora, la expresién para i como

Yy = xW(C+ §1)7
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donde v =, c = ¢y, §1 = ™ + c3xTB 4.
Luego,

flx,y) = ao+az”(c+u)+- -+ aa" (c+ ;)"
= ap+cayx? + -+ ax™ + gz, 7),

donde g contiene todos los términos que involucran a ;. Observamos que, como O(y;) =
Y2 > 0, cada término que aparece en g tiene orden mayor que el de alguno de los c'a;x"".
Para cada i, 0 <i <mn, si O(a;) = a; < 00, escribimos a; = a;x% + - -,

Como una condicién necesaria para que f(z,y) = 0 es que los términos de menor
orden se cancelen, debemos tener que:

i)

ii)

Al menos dos de los c‘a;z"" tienen el mismo orden, siendo este orden el menor
de los érdenes de los c'a;z" (pues si llamamos o al menor de los 6rdenes de los
términos de g, sabemos que algin c'a;z" tiene orden menor estricto que oy, por
lo tanto, este ultimo no podra ser cancelado por ninguno de los términos de g).
Es decir, hay al menos dos indices, j y k, tales que

O(da;x") = O(cFarx™) < O(c'a;z™), Vi=0,...,n,
0, equivalentemente,

aj+jy=ar+ky<a;+iy, Vi=0,...,n. (1.3)

Los coeficientes de todos los términos que tienen el orden mas chico deben can-

celarse, esto es,
Z apc" = 0. (1.4)

donde sumamos sobre todos los valores de h para los cuales ay, + hy = «a; + j.

Para determinar los posibles valores de v que satisfacen (1.3) usaremos el poligono
de Newton de f. Parai = 0,...,n, consideremos el punto P, = (i, «;), donde recordemos
que o; = O(a;) (si a; = oo, omitimos el punto F;).

La condicién (1.3) establece que hay un valor 3 tal que todos los P; estéan sobre o
por arriba de la recta L de ecuacién y + vz = 3, y al menos dos de estos puntos, P; y
P, estan sobre L. Entonces, las tinicas elecciones posibles para L son las que contienen
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a los segmentos del poligono de Newton de f. Asi, los posibles valores de v quedan
determinados por las pendientes de los segmentos de este poligono de Newton (notar
que estas magnitudes tienen signo contrario).

Para un valor dado de v, y asi para una recta L dada, el valor de ¢ debe satisfacer
la ecuacién (1.4); mas precisamente,

Z ahch = 0.

0<h<n: P,eL

Asi, tenemos determinadas las condiciones necesarias sobre el exponente ~; y el coefi-
ciente ¢; que forman el primer término de la solucién (1.2).

Para proceder de la misma manera y hallar condiciones para 7, y ¢y, ponemos

filz, ) =277 fx, 27 (cr + 1)),

donde y+y1x = 1 es la recta que contiene al segmento elegido del poligono de Newton
de f, y buscamos una raiz g; de fi(x,y;) = 0.

Notemos que si g es raiz de fi, entonces z7'(¢; + 1) serd raiz de f. La idea es apli-
car el procedimiento anterior a f; para obtener condiciones sobre el orden y el primer
coeficiente de 4;: 72 v o respectivamente. De esta manera, se irdan obteniendo recursi-
vamente condiciones sobre todos los 7; ¥ ¢; que dan los sucesivos sumandos de . Como
queremos que vy, > 0, al aplicar el procedimiento anterior a f;, debemos considerar
solamente segmentos de su poligono de Newton que tengan pendiente negativa, y lo
mismo para cada ¢ > 2.

Mostraremos ahora que el proceso recursivo explicado arriba puede aplicarse a cual-
quier polinomio de la forma (1.1) para construir una raiz de la ecuacién f(x,y) = 0.
Tenemos que demostrar tres cosas:

1) en cada etapa del proceso, la ecuacién (1.4) tiene solucién no nula (asi garantiza-
mos la existencia de los ¢;);

2) después del primer paso, el poligono de Newton tiene al menos un segmento con
pendiente negativa (asi garantizamos que v; > 0,7 =2,...);
3) después de una cantidad finita de pasos, todos los =; tienen un denominador

1
comun (asi garantizamos que las raices encontradas pertenecen a K ((x™o)) para
algiin mg y, por lo tanto, pertenecen a K(z)*).
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La primera afirmacién es consecuencia de que el polinomio que da la ecuacién
> 0<henp,er @nc" = 0 tiene al menos dos términos (ya que la recta L contiene al menos
dos de los puntos P; y P;) y, como K es algebraicamente cerrado, la ecuacién tiene una
o mas soluciones no nulas (si la ecuacién tuviera como dnica raiz al cero, constaria de
un solo término).

Para mostrar que se satisfacen las otras condiciones debemos hacer una investigacion
mas profunda del poligono de Newton.

En primer lugar, notemos que como cada a;, ¢ = 0,...,n, es un elemento de algin
1 A
K((z™)), existe un m € N tal que todos los @; € K((zm)). Asi tenemos a; = o

Si P; = (j,aj) y Py = (k,a;) son los extremos izquierdo y derecho, respectivamente,
del segmento elegido del poligono de Newton de f (segmento incluido en la recta L:
y + mz = (1), entonces

aj+Jn = o + ko,

con lo cual,

,yl:aj_&k: Pi— Pk _ P
k—j  m(k—j) mq

donde ¢ > 0y p y ¢ son enteros coprimos. Si P, = (h, ap) es otro punto que esté sobre
L, tenemos también

ﬂzmz%—ah: Pj — Ph
mq h—j  m(h—j)

Asi,
q(pj = pn) = p(h =),
y como p y ¢ no tienen factores comunes, ¢ divide a h — j (por ejemplo, h — j = q.s,
donde s > 0, pues h > j y ¢ > 0). Asi, para cada P}, sobre L tenemos h = j + sq, donde
s es un entero no negativo (notemos que s = 0, para F;).
Por lo tanto, la ecuacién (1.4) tiene la forma

AP(c?) =0, (1.5)

(sacando en cada término ¢ de factor comiin) donde ®(¢) es un polinomio de grado %
tal que ®(0) # 0. Si ¢; # 0 es una raiz de multiplicidad r, r > 1, de ®(¢9), tenemos que

O(t?) = (t —c1)"V(t), con ¥(ey) #£D0.
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Ahora,

fl@n) = 7% f(z, 2" (e + 1))

= gz & <C_lo +ax™ (e +yn) + o+ @ (e + yl)n)

= fﬂiﬁl Z C_lh(%h’h (Cl -+ yl)h + .1'7’31 Z d[l‘hl (01 + yl)l.
0<h<n:Pnp€eL 0<i<n:P¢L

Teniendo en cuenta que ap, = apx® + - - -,

filz,y) = a7 Z apz® M ey + )"+
hiPrEL

4P ( Z (an — apz®)a™ (c; +y1)" + Z a (cr + yl)l> :

h:PpeL I:P¢L

Como ayp, + hy; = f; para los h correspondientes a puntos en L, la primera suma (antes
de multiplicarla por 2771 se reduce a

" Z an(cr+y1)" = 2% (e + 1) ((cr +11)?) = 2™ yi (e + v1) ¥ (er + 1),
h:P,€L

Luego, podemos escribir
filz,yn) = yiler + ) Uler +y1) + g(2, 1),
donde
glw, ) =a ( D (an —ane™)a" (e +y) + Y @ (e + yl)l>~
h:Ppel 1:PEL
Usando:
= el desarrollo del polinomio (¢; + y1)?¥(c; + 41) en potencias de yi;

» que O(ap, — apx®) > a5 (de donde resulta que, para cada h tal que P, € L,
(@p, — apx®)x" tiene orden mayor que ay + hy, = B1);
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» que O(Gx") = a; + Iy, > B, para cada [ tal que P, ¢ L;
obtenemos

fil@, ) = byl + bayi 4+ 4 gz, p1),

donde b, = ] ¥(cy) # 0 y cada potencia de y; en g(x,y1) tiene un coeficiente de orden
positivo.
Asi, si escribimos
fi(z,y1) = bo + bryy + - + buyt,

tenemos que
» O(b;)>0,sii=0,...,n
= O(b;) >0,sii=0,...,7r—1 (estos b; “provienen de g”)
= O(b,) =0.

Notemos que b, se obtiene al sumar b; (que tiene orden nulo) y el coeficiente de 3} de
g (que tiene orden > 0).

En consecuencia, el arco PyP, del poligono de Newton de f; estd formado por seg-
mentos de pendiente negativa, los que corresponden a valores de v, > 0.

Py

Figura 2
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En particular, hay al menos una eleccion de v, > 0 excepto en el caso en el cual
bp = --- = b,_; = 0. En este caso particular tenemos la raiz 1. =009y = ci2™. En
cualquier otro caso el proceso puede continuar: ponemos y; = x72(cy + y2), usando uno
de los valores positivos de 75 > 0 que se obtienen del arco Py P, del poligono de Newton

de fi(z,y1).

Para terminar la demostracion de las tres afirmaciones enunciadas tenemos que mos-
trar que los 7;, ¢ € N, tienen denominadores acotados. Necesitaremos retomar algunas
ideas.

Recordemos que

1 1

» K((xm)) C K((x™n2)) para ny,ng € N,
1 1 1

» jye K((xm)),z € K((x2)), entonces 5.z € K((xmn2)).

Con esto, usando que los @; € K ((zw)) parai=1,...,nyque " € K((xm%z)), tenemos
que

1
[z, 2" (e + 1)) = o+ arx™ (c1 +y1) + - + @px"" (c1 +y1)" € K((2m2))[y1]

y, como 31 = ap + hy; y dado que «p vy 71 tienen como denominador comin a mg,
tenemos que

P e K(zma). (1.6)
En consecuencia,
1
w0 f(z,a (er + ) € K((279))[y].

Si llamamos m; = mgq, resulta que

fi(z,m) € K (@) [y).

Este mismo argumento sirve para todos los pasos de la construccion: en cada paso,
si

ficr(z,yi1) € K((xmi1))[yi],

la pendiente del segmento elegido sera de la forma

Di
Vi = .
q;im;—1
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Entonces, si m; = ¢;m;_1, resulta que f; tiene como denominador a m; (este hecho se

1
ve, por ejemplo, como lo hicimos para llegar a (1.6)) y, en consecuencia, x=% € K (z™).

Asi,

1

filw,ys) = 277 fia(z, 27 (e + i) € K((x70))[y]-

Resumiendo, para i > 1,
1
m; =qgmi—r Yy fi(z,y) € K((x™))[yil- (L.7)

Por otra parte, en cada paso tendremos, como en (1.5), un polinomio ®;(t%) de
grado igual a la longitud horizontal del segmento elegido en el poligono de Newton
correspondiente, y una raiz ¢; # 0 del polinomio ®;(t%) = 0 de multiplicidad r; > 1.
La idea es que como 7; es a lo sumo la longitud horizontal del segmento elegido en el
poligono de Newton, y como el segmento elegido en el préximo paso debe tener una
longitud horizontal de a lo sumo r; -ya que debe ser un segmento del arco FyF, - los
valores de los r; no pueden incrementarse paso a paso. Veamos esto detalladamente.

Tenemos

ry < gr(®1(t")) = longitud del segmento elegido en el paso 1. (1.8)

En el paso 2, el poligono de Newton es analogo al de la Figura 2, donde aqui r = ;.
Luego,

longitud del segmento elegido en el paso 2 < ry. (1.9)
Pero como la longitud del segmento elegido en el paso 2 es igual al grado del polinomio
®,(19), resulta que

ro < gr(Po(t?)) = longitud del segmento elegido en el paso 2. (1.10)
Juntando lo visto en (1.8), (1.9) y (1.10) concluimos que
ro <71,

De la misma manera, haciendo induccién en i, si en el paso ¢ + 1-ésimo elegimos un
segmento del arco Py P,,, construimos el polinomio ®;;(¢%+), cuyo grado es la longitud
del segmento, y r;11 es la multiplicidad de la raiz ¢;,; elegida de este polinomio, tenemos
que

Tiv1 < gr(Pip (t971)) <

Concluimos que,



CAPITULO 1. TEOREMA DE PUISEUX 18

Tig1 ST <o Srp <
y, como 7; > 0 para todo ¢ € N| la sucesién debe estacionarse.

Luego, después de un numero finito de pasos, digamos a partir del paso i¢-ésimo,
el poligono de Newton de f;(z,y;) tiene un tinico segmento de pendiente negativa (ver
Figura 3) y r; tiene un valor constante ry.

2

Fy

Figura 3

Asi, todos los segmentos considerados a partir del paso ip-ésimo, tienen la misma
longitud horizontal, ry, y como ®;(t%) es de grado ry y tiene a ¢; como raiz de multi-
plicidad rg, resulta que

(I)Z(tfh) = dl(t — Ci>r0 = dz‘tm 4+ % Todiczoilt + dicgo.

Como el cuerpo K es de caracteristica cero y rg, d;, ¢; son no nulos, resulta que el
coeficiente lineal del polinomio es no nulo y, por lo tanto, ¢ aparece en el polinomio a
la potencia 1. Pero en el polinomio aparecen potencias de t%. De ahi que ¢; = 1.

Teniendo en cuenta todo lo anterior deducimos que, a partir del paso ig-ésimo,
tendremos que ¢; = 1y, como consecuencia de lo visto en (1.7),

Luego, para 7 > iy,

Py e € K(@) )

Yi =



CAPITULO 1. TEOREMA DE PUISEUX 19

Es decir, a partir del paso ip-ésimo, todos los denominadores de los ~; son el mismo
1

m;,. De aqui que la raiz de f(x,y) construida es una serie de potencias en x ™o .
Para terminar, veamos que la serie construida siguiendo el procedimiento anterior,

U = 127 + cqrM T2 4 g T2 L Cgatisface f(x,g) = 0.
Recordemos que, por construccion,

(1) fz, 27 (er +31)) = 2™ fr(z, y1);
(2) fioi(z, 27 (c; + ;) = 2P fi(w, ;) para todo i > 2.
Y entonces, inductivamente, deducimos que
f(% Tt + Cﬂvﬁw et x”1+"'+%(05 + ys)) — x’81+62+"'+53f5(x, ys).
para todo s € N. En efecto:
» Para s = 1 es simplemente la definicién (1) de f;.
= Para s > 2, a partir de la igualdad
fla, e oo ™2 e g (o pyg ) = PR (2, ),
especializando y;_; = 27*(cs + ys) y teniendo en cuenta (2), se obtiene que
flo,cra™ 4o f T e g (e 4 y)) =

= f(z,cp2"™ + -+ ﬂf’yl+...+%_l(cs—l + a7 (cs +ys))) =
_ x’81+"'+ﬁ8‘1f8_1(93,;E%(cs + ys)) — $61+~~-+,6’s—1+55f5($’ ys).

Como consecuencia, tenemos que
f(x, ozt + Cz$71+'¥2 a4 Csx'Yl+"'+'Ys> — x61+52+”'+55f5(x, 0)
para todo s € N. En particular, comparando érdenes, deducimos que

O(f(x, ozt + 02x71+72 NI CS:E71+"'+%)) — O(mﬁﬁrﬁzﬂr--Jrﬂsfs(x7 O))
> B+ Pt + B,
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puesto que O(fs(x,0)) > 0 para todo s € N.
Definamos, ahora, By = Y ;. Veamos que la sucesién (By)sen tiende a 4+00. Re-
i=0
cordemos que, a partir del paso ip-ésimo, los denominadores de los ; son el mismo
m;, € N. Luego, podemos escribir

ki

mio

Bi = Vi > 1

con k; € Nsii > 2 (pues ; > 0 para todo ¢ > 2, pues son las ordenadas al origen de
rectas de pendiente negativa que contienen segmentos que estan en el primer cuadrante).
Entonces,

S — io

S
Bs:Bio+ E 62‘ZB@'0+ VSZiO.
i=ig+1 o
Luego, lim By = 400, como queriamos.
S$—+00
Concluimos entonces que debe ser

O(f(z, 10" + o™ ™2 o H % o)) = foo,

es decir, f(x,y) = 0. O]

1.2.3. Ejemplo

Veamos en un ejemplo la construccion descripta en la demostracion del Teorema
1.2.1.
Consideremos

f(z,y) = (—a® 4 2*) — 222y — ay® + 2zy* + °.

Su poligono de Newton (ver Figura 4) es la poligonal convexa formada a partir de los
puntos PO = (0,3), P1 = (1,2), P2 = (2,1), Pg = (3,00), P4 = (4,1) y P5 = (570) como
se explico en la Seccién 1.2.1. Tiene dos segmentos: el segmento PP y el segmento
P Ps.
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Figura 4

El segmento Py P, esta sobre la recta de ecuacion y + x = 3, con lo cual, al elegir
este segmento, tenemos que

m=1 vy /=3
Asim=1,pr=1yq = 1.
Luego, la ecuacién (1.4) queda

—1—-2c—c* =0,
de donde en (1.5) obtenemos el polinomio
Di(t) = —(1+1t)%
De aqui que ¢; = —1 es raiz doble, y asi r; = 2. Luego,
fle,y) = a7 f(z,2(=14 1))
= (0" 4 a") = 20314 ) - 2P (=14 )P+
+ 25 (<14 ) + 25 (- 1+ )’
= (v+2%) — 32y + (=1 + 227y} + 227y} — 3%y + 2%y).

En la figura siguiente se muestra el poligono de Newton de fi.

P,

Figura b
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En el segundo paso de la construccién, debemos considerar solamente segmentos del
poligono de Newton que tengan pendiente negativa. En este caso, el iinico segmento de
pendiente negativa es Py P, y, para éste, obtenemos

1
=5 Y p2 = 1.
Asi, po =1y g2 = 2. La ecuacion para el coeficientes ¢y esta dada por
Dy(t?) =1 -2

De aqui que hay dos elecciones posibles para este coeficiente, co = +1, y ambas son
raices simples de la ecuacién; por lo tanto,

o = 1.
Continuemos con el ejemplo tomando ¢y = 1.
1
fal,y) = o iz, 27 (1+ y))
= (35—3.2:% 4222 4228 — 32% + 22) +
(=2 — 327 + 42® + 627 — 1227 4 52 )y, +
+ (=14 22 + 67 — 1827 + IOx%)yg + (2xg —122°% + 10x%)y§ +
+ (=32 + 522 )yt + w2y
— =3z 4 )+ (=2-3a7 4 A (—1 287+ )+
(225 — )yl (=320 - s+ 2ty

Hemos llegado al momento a partir del cual r; = ro = 1, y sabemos que, de aqui en
;= . . . 1
mas, 7, sera una serie de potencias en rz:

_ 1 3
UYg = C3T2 + C4T + C5T2 + - -+
Entonces, podemos determinar los valores de los coeficientes cz, ¢4, c5, . . . sustituyendo

esta expresion en la ecuacién fo(z,72) = 0y despejando sucesivamente. Obtenemos:

f2(l’,C3$% +C4$+C5x% —+ ) —
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3 3 1 3
= (x—3x2 +)+(—2-3[L’2 +-~-)(63l’2 + cux + c5x2 +>_|_
+(—1+2$2+---)(03x%+c4:B—|—---)2+---
= —2c3? + (1—2c4—c3)x+ (=3 — 2¢5 — 20304)95% +--
de donde se deduce que
1 3
cs =0, c4:§, c5:—§,...
Por lo tanto, una raiz de f(z,y) =0 es
1 3 1 3
x<—1+x%(1+§x—§x%+"‘)) :—x+x%+§x%—§x3+-~ .
De manera similar, si tomamos ¢, = —1, obtenemos la raiz
—r—2x2 — - —a” 4
2 2

Consideremos ahora el segmento P, P5 del poligono de Newton de la Figura 4. Aqui
tenemos

1 5

’Yl:§ y 5125-

Entonces p; = 1,¢; = 3. La ecuacién (1.4) es
—*+c”=0
y, por lo tanto, el polinomio en (1.5) es
O () = 1+t

Asi, los posibles valores de ¢; son ¢; = 1, w, w?, donde w es una solucién de w?+w+1 = 0.
En los tres casos se trata de una raiz simple del polinomio y, por lo tanto, r; = 1.
Tomando ¢; = w, por ejemplo, obtenemos

_5 1
filz,y) = 275 f(z,23(w+y1))
4 7 2 2, 2\ 2
= (—x® +23)+ Bw+623)y; + (9 + 12w 23)y; +

2 2y3 2\ 4 5

+ (10w” + w3 )yy + (5w + 223)y; + 1.
Hemos llegado, otra vez, al caso r = 1y, asi, g1 (y, por lo tanto, también ) puede ser
expresada como una serie de potencias en 3 y los coeficientes pueden determinarse,

como en el caso anterior, sustituyendo en fi(z,y;) la variable y; por una serie con
coeficientes indeterminados y despejando sucesivamente.
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1.2.4. Raices miiltiples

El ejemplo anterior muestra cémo el calculo de una raiz de f(z,y) € K(z)*[y] se
simplifica al conocer el momento en el cual las multiplicidades r; toman un valor cons-
tante ro. Si rg = 1 este momento se reconoce facilmente, pero si rg > 1, no tenemos
manera de saber si habra o no, efectivamente, una disminucion en el valor de r; poste-
riormente. En esta seccién veremos que el caso 1o > 1 puede darse sélo si f(z,y) tiene
una raiz multiple.

Para probarlo usaremos el siguiente hecho. Mantenemos la misma notacién que en
la Seccién 1.2.2.

Lema 1.2.2 Se tiene que § = 12" 4+ cox™ ™2+ - es raiz maltiple de f(x,y) siy sdlo
si, para s € N, §y = cs 1275 4 coou¥ 1052 oo eg raiz maltiple de fs(x,ys). Mds
aun, las multiplicidades coinciden.

Demostracion. La demostracion es muy sencilla, haciendo induccién en s y aplicando
la regla de la cadena.
Para s = 1: Por definicién, tenemos que

filz,y) = a7 f(@, 2" (1 + 1))

y, ademas,
g = 1771(61 + @1)

Por la regla de la cadena, para cada j € N,
l(j)(x7 Y1) = I—ﬁ1+jv1f(j) (z,27" (c1 +11)).
Asi, especializando en 77, obtenemos que
1) = a0 O (7 e+ ) = 2P O ),
de donde deducimos que
fl(j)(:c,gl) = 0siysélosi f9(z,7) =0.

En consecuencia,
mult(yy, f1) = mult(y, f),
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como queriamos.
Para s > 2, se prueba, de la misma manera, que

mult(¥s, fs) = mult(Ys-1, fs-1),

teniendo en cuenta que, por construccion,

folw,ys) = 275 foa (@, 27 (s +ys)) e Gor = a7 (cs + 0s).
Esto concluye la demostracién del Lema. 0

Consideremos ahora la sucesion (r;);en introducida en la Seccién 1.2.2 (recordemos
que 7; es la multiplicidad del i-ésimo coeficiente de ¥, ¢;, como raiz de ®;(t%)). Como
se vio en esa seccion, esta sucesiéon es decreciente y, por lo tanto, se estaciona en algin
valor rg € N.

Proposicién 1.2.3 Si la sucesion (r;);en se estaciona en un valor rog > 1, entonces
f(z,y) € K(x)*[y] tiene una raiz miltiple en K (z)*.

Demostracion. Supongamos que la sucesion se estaciona en g > 1 en el paso ig-ésimo,
con 79 > 1.

Por el Lema 1.2.2, basta ver que f;,(z,v;,) tiene una raiz multiple.

Notemos, para simplificar, y = y,,, £' = fi, y m = m,,, de modo que

F(z,y) = fi(z,4i) € K((z7))]y],

c1,C, ... € Kiy1,72,...€Q

los coeficientes y exponentes de los términos obtenidos recursivamente al buscar una
raiz de F'.
Tenemos que v; = B > 0 para todo 7, y que el segmento elegido en el paso i estéd

m
incluido en la recta y 4+ v;x = ;. Como (rg, 0) pertenece a esa recta, resulta que

TopPi

Bi = 1oy =

Dado que todas las fracciones que aparecen tienen denominador comin m, toda la cons-
., . .y . 1 . . .,

truccién se realiza utilizando potencias de x=. Por este motivo, haremos la sustitucion
1

t = xm. Obtenemos:
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w Pt P (e1 +y1)) = P EL (B, y),
w Py (7172 (e + yo)) = P2 ER(E, ya),
de donde
F(t™, ctP 4 cotP P2 tP1 P20 ) = F(E7 7 (e 4172 (cotya))) = P FL (™, 172 (coty2))) =

_ tropltTOPZFQ (tm’ y2) — tTo(P1+P2)F2 (tm’ y2)

Asi, usando que F;_{(t™,tP(c; + y;)) = t™PiF;(t™,y;) v procediendo por induccidn, se
obtiene que

F(t™, et + Cot?1 TP L tp1+~~-+psys) _ trﬂ(p1+"’+p5)FS(tm, Ys) (1.11)

para todo s € N.
Derivando respecto de y, ambos miembros de la igualdad anterior, usando regla de
la cadena, tenemos

F/(tm, C1tPY + ot TP 4 tp1+"'+psys)tpl+m+ps = tro(pl+m+ps)Fé(tm7 Ys)-

donde F'(x,y) y F.(x,y) son, respectivamente, las derivadas de F(x,y) y Fs(x,y) res-
pecto de y. De esta igualdad obtenemos que

/(8™ eyt 4 cotP 92 o PPy ) — gt Drttpa) prgm g (1.12)
Como p; > 1 (pues 7; > 0,m € Ny p; € Z), de la ecuacién (1.11) deducimos que
F(t™, et 4 cotP P2 oo PPy ) = 00 (mdbd ¢°),

y, como 1o > 1, de (1.12) concluimos también que
FI(#™, cptP + cot? P2 4 oo 1T F Py ) =0 (méd t°).

Sea R(x) := Res,(F, F') la resultante de F'(z,y) y F'(z,y) con respecto a la variable
y (la definicién y propiedades bésicas de la resultante de dos polinomios en una variable
pueden verse, por ejemplo, en [6, Capitulo I, §9]). Como F, F’ € K[[x%]][y], resulta que
R e K[[zw]] y existen A y B en K|[[zw]][y] tales que
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R(z) = A(x,y)F(z,y) + B(x,y) F' (v, y).

Reemplazando x por t™ e y por citP* + cotP!tP2 4 ... 4 tP1TFPsy o en virtud de lo
observado anteriormente, nos queda

R(t™) =0 (mdd t%).

Como esto es verdadero para cada s € N tenemos que R(t™) = 0, o sea, R(z) = 0. Asi,
F(z,y) y F'(z,y) tienen un factor en comun de grado positivo en y y, por lo tanto, F
tiene una raiz multiple en K (z)*, que era lo que queriamos probar. O

Volvamos al caso general, donde tenemos el polinomio f(x,y) € K(x)*[y] y consi-
deremos f'(z,y) la derivada de f respecto de la variable y.

La presencia de raices multiples para f puede ser detectada por la anulacién de
R(z), donde ahora R(x) es la resultante entre f(x,y) y f'(z,y) respecto a y. Asi, el
caso 1o > 1 puede evitarse trabajando con un polinomio que tiene las mismas raices
que f pero todas simples:

= se calcula el maximo comun divisor entre f y f’ (como polinomios en y);

f

= se considera el polinomio f = ————

med(f, f')°

La ventaja de considerar fes que este polinomio tiene exactamente las mismas raices
que f y todas con multiplicidad 1 y, por lo tanto, tendremos ry = 1 en la construccion
de la Seccién 1.2.2.



Capitulo 2

Una generalizacién a varias
variables

Sea F(x1,...,zxy+1) = 0 una ecuacién polinomial con coeficientes complejos. Esta-
mos interesados en determinar series de potencias fraccionarias ®(xy, ...,z y) tales que
F(zy,...,2znx,®) = 0. Ya hemos visto, en el Capitulo 1, el caso N = 1, donde tales
series pueden obtenerse usando el poligono de Newton de F'.

En este capitulo nos concentraremos en el caso general, mediante la busqueda de
soluciones que sean series de potencias en N variables cuyos exponentes estén en algin
cono convexo en QY. Siguiendo el desarrollo de [4], veremos que, como en el caso de una
variable, los desarrollos de estas series de potencias estan estrechamente relacionados
con el politopo de Newton de F'.

2.1. Construcciones y definiciones preliminares

2.1.1. Polinomios en varias variables y politopos

En este capitulo trabajaremos con polinomios en varias variables con coeficientes

complejos. Para representar polinomios en Clxy, ..., zy41], notaremos
T =Ty, TN+,
I_ i IN+1 — (s : N+1
ol =2 oy, para I = (iy, ... ive) € (Zso) T

28
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Con esta notacién, un elemento F' € Clxy, ...,z xn41] es una suma finita

F(zx) = Za;xl, con a; € C.
T

Al conjunto de todos los exponentes que aparecen en el polinomio F' con coeficientes
no nulos lo llamaremos soporte de F'y lo notaremos Sop(F):

SOp(F) = {I € (Zzo)NJrl arg 75 O}
En lo que sigue, le asociaremos a cada polinomio en C[zy, ...,z y4+1] un subconjunto
convexo de RV*! construido a partir de su soporte.

Definicién Un conjunto A C R¥*! es convero si para todo par de puntos pertenecien-
tes al conjunto A, el segmento que los une estd incluido en A.

Definicién La cdpsula convera de un conjunto de puntos X en RV*! que notamos
conv(X), es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a X. Dados

k puntos p1,...,pr en RYT1 su cédpsula convexa viene dada por
k k
COHV(pl, c. >pk) = {Z)\ZPZ . )\z < R,)\l Z O,Z)\Z = 1} .
i=1 i=1
La capsula convexa P = conv(py, ..., px) se llama un politopo en RN +1.

Una cara de un politopo P es la interseccion de P con un hiperplano H tal que
PNH # 0y P est enteramente contenido en uno de los dos semiespacios determinados
por H.

Definicién Un politopo de RV*! se dice racional si sus vértices tienen coordenadas
racionales o, equivalentemente, si puede describirse como las soluciones de un sistema
de inecuaciones lineales sobre R¥*! donde los coeficientes estan en Q.

La nocién fundamental mediante la cual asociamos politopos a polinomios en varias
variables es la siguiente:
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Definicién Sea F' un polinomio F(z) = Y az! € Clzy,...,zn11]. El politopo de
Newton de F es la capsula convexa en RY*! del conjunto de los exponentes de los
monomios que aparecen en F', es decir,

P(F) = conv{I € (Z=o)"™ : a; # 0} = conv(Sop(F)) c RN+,

Ejemplo. Para el polinomio F(z,y,2) = 2% + 2222 + 22z + 2%2% + 2222 + 22 + 9%, el
politopo de Newton es

P(F) = conv{(0,0,2),(1,0,2),(1,0,1),(2,0,2),(2,0,1),(2,0,0), (0,2,0) }.

Lo graficamos en la siguiente figura:

OJ

La construccién principal que presentaremos se basa en considerar politopos de
Newton de polinomios y, mas generalmente, de sumas finitas de términos en N + 1
variables, F\(x) = > arz!, en las que los exponentes I son (N + 1)-uplas de nimeros
racionales. A este tipo de expresiones se les asocia un politopo de Newton P(F) de la
misma manera.

Observamos que, en todos los casos, los politopos de Newton que consideraremos
son politopos racionales.

Trabajaremos fundamentalmente con ciertas caras de politopos de Newton.

Definicién Llamaremos arista del politopo P(F') a una cara de dimensién 1 de P(F')
y vértice de P(F') a una cara de dimension 0.
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2.1.2. Conos y anillos de series formales

Definicién Un cono poliedral convezo en RY es un conjunto C' de la forma
C={rnv+-+nu:r €Rr >0Vl <i<k},

donde vy,...,v;, € RM. El cono C se llama racional si estd definido por vectores, v;,
tales que v; € QY para cada i, y se llama fuertemente convezo si no contiene subespacios
lineales no triviales.

Sea C' un cono racional poliedral fuertemente convexo. Para n € N, el conjunto
1N
Co=Cn (-2
n

es un semigrupo con la suma usual de QY. A partir de este semigrupo podemos formar
el anillo del semigrupo C[C,,], es decir, el anillo de todas las sumas formales finitas de la
forma ) a,z® donde a € C), y a, € C. Consideraremos a los elementos de C[C},] como
polinomios de Laurent con exponentes fraccionarios en las variables x,...,zy. Sea
C[[Cy]] la completacién del anillo C[C,,], es decir, el anillo de todas las series formales
de potencias fraccionarias con exponentes en C);:

ClCy]] = { Z o : aq € (C}.

CVGCn

Definicién Si C' es un cono poliedral racional fuertemente convexo en R, se define el
anillo de series de potencias fraccionarias en las variables x1,...,xyN con soporte en C

CllCqll = | ClICall-

y el anillo de series de potencias fraccionarias con soporte en algin trasladado de C

C((Cq)) = | =°CliCqll.
BeQN

En la definicién anterior es esencial pedir que C' sea fuertemente convexo para que
el conjunto C[[Cy]] tenga una estructura multiplicativa bien definida. De lo contrario,
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hallar un coeficiente cuando se multiplican dos series podria involucrar una suma in-

finita, tal como se ve en el siguiente ejemplo: en el producto <Z x”) : (Z x_”), el
n=1 n=1

término 20 deberfa obtenerse de la suma z'z '+ 2222+ 2323 4+ . =14+14+1+...
y, por lo tanto, no puede ser determinado.

Sea C' un cono poliedral racional fuertemente convexo. Para cada

O(x) = Y a.a® € C((Cy)),

acQN

definimos el soporte de ® como el conjunto de los exponentes que aparecen en P, es
decir,
Sop(®) = {a € Q" : a, # 0}.

Como ® € 2°CJ[[C,]] para algin 8 € QY y algtin n € N, el soporte de ® debe estar en
algin reticulado (L)Z".

Ejemplo. Para N = 1y C = R, se tiene que C((Cgp)) es el cuerpo C(x)* de las series
de potencias fraccionarias en una variable con coeficientes en C; en efecto:

= Para cada n € N,
1 1 2
Cn:CH_Z:{07_7_7
n n'n

Slw
—

y, entonces,

cllc.] = {Zaj/nxfé ajjn € C} = C[[z+]).

= C[[Call = U Cllz+]].

neN
= C((Co)) = ﬁLEJQIB( LEJNC[[I%H) = LGJN(C((@“%)) = C(a)".
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2.1.3. Conos duales
En lo que sigue, identificaremos (R™)* con RY, mediante la asociacién
w € RY e (w,-) € (RV)*

Sea C' un cono poliedral racional fuertemente convexo en RY. Definimos su cono
dual, C* C (RN)* ~ R, como el conjunto

C*={uecRY : (u,z) <0VrecC}l

Sea w una funcional lineal sobre RY. Podemos extender w trivialmente a una fun-
cional lineal sobre R¥*! definiendo, para z = (x1,...,2n,xy41) € RVTL

(w,x) == (w,(x1,...,2N)).

Definicién Sea w € RY. Un hiperplano H en RY*! se dice w-constante si, para cada
¢ € R, existe d. € R tal que (w,x) = d. para todo x € H N{xy,1 = c}; es decir, si la
funcional lineal inducida por w es constante en cada seccion “horizontal” de H.

Si H C RY! es un hiperplano de ecuacién (n,z) = b, con n € RVt y b € R,
para cada ¢ € R, se tiene que H N {zy4; = ¢} es el hiperplano en RY de ecuacién
(', (x1,...,2n)) = b—nni1c, donde ' = (11, ...,nn). En consecuencia,

H : (n,xz) = b es w-constante si y sélo si = k.w para algin k € R — {0}.
Al hiperplano z;...xy, con el que trabajaremos frecuentemente, lo llamaremos

hiperplano nulo.

Observacién 2.1.1 Sea w € RY. Dada una recta L en RNt no paralela al hiperplano
nulo existe un unico hiperplano w-constante que la contiene.

Demostracion. Sea L : Av + p, A € R, una recta no paralela al hiperplano nulo, es
decir, tal que vy;1 # 0. Sea H un hiperplano de ecuacién (n,x) = b, donde n € RV +1
ybeR.

Sabemos que H es un hiperplano w-constante si y sélo si 7 = kw para algun
k € R — {0}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer k = 1; entonces

n = (w,nn41) para algin nyy € R.
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Por otro lado, L C H siy sélo si b= (n, \v+p) = Xn,v) + (n,p) para todo A € R o,
equivalentemente,

movy=0 vy  (np)=b
Si notamos v = (v, vy41 = (p',pn+1), donde v’ y p’ son vectores de RY, de las
+1) ¥ D P, PN+ ybp
ecuaciones anteriores se tiene que
w,v TIN+1-UN+1 = y =\w,p TIN+1-PN+1-
(w, o) + 0 b= (w,p')+

Como vy # 0, resulta que

1 1
v =———(w, ")y b= (wyp) - (w,v).pv+1.
UN+1 UN+1
: . 1 / R AN 1 /
Finalmente, n = (w, v (w,v")) v b := (w,p) v (w,v").pn41 definen un
hiperplano w-constante H que contiene a L y, por construccion, es tnico. 0

2.1.4. Conos asociados a politopos

A continuacién introducimos dos construcciones asociadas a politopos que nos seran

de utilidad.

Definicién Sea P un politopo y sea v un vértice de P. El cono barrera de v se define
como
Cv) ={Ap—v): X€Rsy, p€ P}

El cono dual de C'(v) se llama el cono normal de v y se lo nota C*(v).

Sea P un politopo racional en RV*!. Sea e una arista de P no paralela al hiperplano
nulo. A una arista con esta caracteristica la llamaremos arista admisible. Los vértices
de e con mayor y menor coordenada x .1 seran llamados, respectivamente, el mayor y
el menor vértice de e y serdan notados M (e) y m(e), respectivamente.

Definicién Sea e una arista admisible y sean

m(e) = (ph .. 7pN>pN+1) y M(e) = (611, cee 7QN7QN+1)

los dos puntos extremos de e. Definimos la pendiente de e con respecto a xni1, v la
notamos s(e), como el vector
1

sle) = — (@1 —p1,---,qN — PN )-
() QN+1_pN+1(1 ! N N)
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Este vector s(e) estd univocamente asociado a la direccién de la recta que contiene
al segmento e (que no es paralela al hiperplano nulo por ser e admisible): para tener
unicidad consideramos el vector director que tiene coordenada xyy; = 1, es decir, el
vector m((ﬁ — D1y, GqN — DN, qN+1 — PN+1)- Como la ltima coordenada es 1,
nos alcanzan las N primeras coordenadas (la pendiente) para saber a qué direccién nos

referimos.

Definicién Sea L. la recta en RV*! que contiene al segmento e, y sea . el punto de
interseccion de L, con el hiperplano nulo (tal punto existe pues e no es paralelo a este
hiperplano). Se define el dngulo barrera de e en RV*! asociado a P como

We)={Ap—z)+2:ANERs, p€ P, € L.}
En lo que sigue, relacionaremos las construcciones de angulo barrera y cono barrera.

Sea I, : RM*! — {zn,; = 0} la proyeccién sobre el hiperplano nulo en la direccién
de e, definida por
IIe(q) = q — an+1- (s(e), 1).

Geométricamente, dado ¢ € R¥*1 TI.(¢q) se obtiene como el punto de interseccién de
la recta paralela a e que pasa por ¢ con el hiperplano nulo. En particular, y. = I1.(q)
para cualquier g en la recta que contiene al segmento e.

El siguiente resultado relaciona el angulo barrera definido a partir de una arista
admisible e del politopo P con el cono barrera de y, asociado al politopo II.(P).

Lema 2.1.2 Con las hipdtesis y notacion anteriores,
W<€) m{xNJrl = O} = C(ye> + Ye,

donde C(y.) = { \IL.(p) — ye) : A € Rso, p € P} es el cono barrera de y. asociado a
I (P).

Demostracion. Sea z € Wi(e)() {xn+1 = 0}, digamos, z = A(p — z) + =, donde
x € Ly, AN>0, pe P. Como z € {xy1 = 0}, la proyeccién 11, es lineal y II.(z) = v,
para todo x € L., tenemos que

2= e(2) = AIe(p) = Te(2)) + Te(2) = A(Ie(p) = ve) + e
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de donde se ve que z € C(y.) + Ye.

Veamos, ahora, la otra contencién. Sea z € C(y.) + y.. Entonces, z = A(Il.(p) —
Ye) +Ye con A >0y p€ P.Siz=y,,esclaro que z € W(e) ({xnys1 = 0}, con lo cual,
podemos suponer que A >0y p ¢ L.

» Supongamos que A # 1. Sea z, el punto tal que z — z, = A(p — z.), es decir,

v = %(Ap —2) = ﬁ (Ap — AMILe(p) — ye) — y) =

_ Lo(p —IL(p)) + (A — 1)ye> = L(10 —1ILe(p)) + Ye.

A—1 A—1
Como p — II.(p) es paralelo a e, resulta que x, € L. Luego, z = A(p — z,) + z,
con \>0,pe Pyux, €L, con lo cual z € W(e).

» Supongamos ahora que A = 1. Luego, z = Il.(p). Sin pérdida de generalidad,
supongamos pyi1 > 0. Los segmentos [m(e),p|] y [M(e),I1.(p)] se intersecan en
un punto, digamos en ¢, ya que son las diagonales del trapecio de lados paralelos
ey [I.(p), p|, como se muestra en la figura:

Se tiene que z — M(e) = X(q — M(e)) para algin A > 0. Ademsds, el punto ¢
pertenece al politopo P, pues como m(e) y p pertenecen a P, todo el segmento
que los une esta incluido en P. Luego, z = A(q — M(e)) + M(e) € W(e), como
queriamos.

O
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Por abuso de notacién, escribiremos C'(e) C RY ~ {zy,; = 0} para el cono C(y.) y
lo llamaremos, simplemente, el cono barrera de e. Al cono dual de este cono lo notaremos
C*(e) C (RY)* y lo llamaremos el cono normal de e.

Lema 2.1.3 Sea P un politopo en RNT! y sea e una arista admisible de P. Si w €
C*(e), w # 0, entonces el hiperplano w-constante H,, . que contiene a L. soporta a P.

Demostracion. Escribimos L, : tve + y., donde v, = (s(e), 1) con s(e) la pendiente de
e e y. el punto de interseccion de L. con el hiperplano nulo. Por la Observacién 2.1.1 y
su demostracion, el (inico) hiperplano w-constante que contiene a L. tiene ecuacién

Hye: (n,x) =0b, con 1= (w,—(w,s(e))) vy b= {(w,ye). (2.1)

Recordemos que si z € RN*T! definimos (w, z) := (w, (z1,...,2x)), con lo cual, notamos
al producto escalar entre w y un elemento de RY y RV*! de la misma manera, haciendo
un abuso de notacién.

Queremos ver que H, . soporta a P; es decir, que si p € P, entonces p satisface

(n,p) <.

Ahora bien, dado p € P, si notamos p’ = (p1, ..., pn) al vector formado por las primeras
coordenadas de p, se tiene que

(n,p) = ((w, =(w, s(€))), (P, prn+1)) = (w,p') = (w, 5(€)). pn41

= (w,p’ = pn+1-8(e)) = (w,1Le(p)),
recordando que Il.(p) = p — pny1- (s(e), 1).
Como por la definicién del cono barrera se tiene que Il.(p) —y. € C(e) y por hip6tesis
se tiene que w € C*(e), resulta que

<U), He(p> - ye> S 0;
equivalentemente,

(w, e(p)) < (w,ye)-
Finalmente, concluimos que

(n,p) = (w,c(p)) < (w,ye) =D,

como querfamos, con lo cual el hiperplano definido en (2.1) soporta a P. O
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Para terminar esta seccién, estableceremos propiedades del angulo barrera W (e) que
nos resultaran de utilidad en lo sucesivo.

Lema 2.1.4 Sean P un politopo en RN*! y e una arista de P. Sean L. la recta de
RYN*Y que contiene a e y W (e) el dngulo barrera de e asociado a P. Se tiene que:

(a) Siq e Wi(e), entonces g+ v. € W (e) para todo v || L.,

(b) Sip€ L. yv e RN son tales que p+v € W(e), entonces ¢ + A.v € W(e) para
todo A € Rsg y g € W(e).

Demostracion. (a) Sea q € W(e). Si ¢ € L. entonces, para v, paralelo a L., es claro
que q + v, € L. C W(e), tal como queriamos.

Supongamos ahora que ¢ ¢ L.. Sabemos que g € W (e) pertenece a una semirrecta
que empieza en un punto z, € L. y pasa un punto t, € P. Supongamos que ¢ ¢ P,
luego, q # t,. Consideremos el plano 7 que contiene a la recta L. y a la semirrecta de
origen x, que pasa por q y t,. Notemos que el punto ¢ + v, con v, || L. pertenece a
m. La recta que pasa por los puntos t;, y g + ve (contenida en 7) se interseca con L,
en un punto, digamos en el punto x,4,, . Luego, ¢ + v. pertenece a una semirrecta que
empieza en un punto de la recta L. y pasa por un punto de P, o sea, ¢ + v, € W (e).
Las siguientes figuras ilustran esta situacion.

q+ve

Si g € P, el tridngulo de vértices m(e), M(e) y q estd incluido en P. Ahora con-
sideremos el trapecio de vértices m(e), M(e), ¢ vy q + v, (ordenados adecuadamente).
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Si r es el punto de interseccién de las diagonales de este trapecio, dependiendo de si
m(e)M(e) y q,q + v. tienen sentidos iguales u opuestos, vemos que ¢ + v, pertenece a
una semirrecta que sale de m(e) (respectivamente de M (e)), un punto de L., y pasa
por puntos de P, como puede verse en la figura. Asi, ¢ + v. € W (e).

M(e) M(e)

q + Ve q

m(e) q m(e) q + Ve

(b) Probaremos el resultado en varias etapas.

(b.1) En primer lugar, veamos que sip € L.y p+v € W (e), entonces p+A.v € W (e)
para todo A € Rx.

Sip+wv € L, entonces p+ A.v € L, C W(e), como queriamos.

Supongamos, ahora, que p+v ¢ L.. Consideremos el plano 7 que contiene a L. y a
p+v. Como py p+v €, se tiene que p+ A.v € 7. Por otra parte, como p+v € W(e),
existen un punto x4, € L. y un punto ¢,,, € P tales que p-+v pertenece a la semirrecta
con origen en x4, y que pasa por t,;,. Esta semirrecta esta incluida en 7; en particular,
tp+o € . Luego, la recta que pasa por los punto t,., y p+ A.v estd incluida en 7 y, en
consecuencia, interseca a L. en un punto, T, .. De aqui se sigue que p+ A.v € Wi(e).
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p+uv

P+ Av
Tpv

(b.2) Veamos ahora que, sip € L., p+v1 € W(e)y q € W (e), entonces g+v; € W(e).

Notemos vy := g — p. Entonces ¢ = p+ v, y debemos probar que p+ vy +vy € W (e).
Recordemos que I1.(p) = y. es el punto de interseccién de la recta L. con el hiperplano
nulo. Como p4v; y p+ve € W(e), tenemos que I, (p+v1) = yet+uy y e (p+v2) = ye+us,
donde uy y up € C(e); digamos, u; = A\;.(Il.(¢;) — ye), con t; € Py A\; > 0 parai = 1,2.

Por la convexidad de P, el segmento [t;,ts] C Py, por la linealidad de II,, resulta
que el segmento [I1.(t1), I.(¢2)] C II.(P). Entonces, la semirrecta con origen en y,. en
la direccién de uy + ug interseca al segmento [I1.(¢1), [I.(¢2)] en un punto, digamos, en
el punto t; 2, de II.(P), tal como se muestra en la figura.

De aqui se deduce que uj +us+y. € C(e)+y. C W(e). Por otro lado, Il.(p+v1 +v9) =
He((p + /Ul) + (Ug +p) - p) = Uy + U2 + Ye. Luego, P+v+ v = (ul + ug + ye) + Ve,
donde v, || L. Por el inciso (a), resulta que p + v; + vo € W (e), como queriamos.
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Combinando lo demostrado en (b.1) y (b.2), estamos en condiciones de probar lo
afirmado en el inciso (b) del Lema: si p € L. y p+v € W(e), por lo visto en (b.1),
p+ Av € W(e) para A > 0. Finalmente, por lo demostrado en (b.2) aplicado a p € L.,
vy = Avyq € W(e), se tiene que ¢ + A.v € W(e). O]

2.2. Series de potencias fraccionarias para resolver
ecuaciones algebraicas

En esta seccién nos concentraremos en la construccién de series de potencias fraccio-
narias ®(xy,...,xy) que satisfacen la ecuacion F(xq,...,xy, ®(x1,...,2y)) = 0 para
un polinomio dado F' € Clxy,...,znN,zn11]. Para esto trabajaremos con el politopo de
Newton de F'y ciertos conos asociados que definimos en la seccién anterior.

Dado que los exponentes de las series que vamos a construir seran vectores con coor-
denadas racionales, necesitaremos introducir un orden en QV. Para esto, trabajaremos
con la siguiente nocion:

Definicién Una funcional lineal w € (RY)* se llama 4rracional si sus coordenadas son
linealmente independientes sobre Q.

Notar que una funcional lineal w irracional induce un orden total sobre QV, ya que
sia, o’ € QN y a# o, se tiene que (w, a) # (w, o).

El resultado principal que demostraremos en esta tesis es la siguiente generalizacién
del Teorema 1.2.1:

Teorema 2.2.1 Sea F(x1,...,xx,2n41) un polinomio en Clxy,..., N, TNy1]. Sea e
una arista admisible del politopo P(F) y sea C* = C*(e) C RY su cono normal. Enton-
ces, para cada w € C* irracional, existe un cono poliedral racional fuertemente convexo
Cy tal que w € CF y tal que el anillo C((Cyg)) contiene una serie ® que satisface
F(zy,...,zy,P) =0.

Para probar el Teorema 2.2.1, nos basaremos en la construccién introducida en [4].
Veremos como construir, inductivamente, una serie de la forma

[o¢] o0
(0% (0%
D = g cpry oyt = E v,
n=1 n=1
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tal que F(xq,...,zy,P) = 0.

Con este objetivo, procederemos a construir sus sumandos Wy, Wy, ... W, ... re-
cursivamente. Comenzaremos mostrando como obtener ¥, y luego, una vez obtenidas
Wy, ...,¥,,_1, como construir ¥,. Ambas construcciones seran similares.

2.2.1. Construccion recursiva de las series

A continuacién presentamos la construccién recursiva de ®.

El primer término

Bajo las hipotesis del Teorema 2.2.1, sea

Fi(zy, . on) = F(ag, . ang) = Z arz’,

I€eS,

donde S; = Sop(F). Sea e; = e la arista de P(F}) elegida y sea C(e;) el cono barrera
de e;.

La arista e; tiene una pendiente con respecto a xy 1, digamos s(e1) = (1,1, .-, S1,8)-
Definimos

. —S81,1 —S81,N
U, =1y STy

con ¢; € C una raiz del polinomio

Fel <t> = Z ail,...7iN+1tiN+l_m(el)NJrl (22)

(11,-,iny1)€€1 ) S1

donde m(e1)n41 es la coordenada N + 1 del menor vértice de e;. La suma recorre todos
los términos de F; que corresponden a puntos de la arista e;.

El grado del polinomio F,, (t) definido en (2.2) es igual a la diferencia entre el mayor
y el menor valor de la coordenada (N + 1)-ésima de puntos que aparecen en ej ] Si;
por lo tanto, la cantidad de raices, contando multiplicidad, es igual a la longitud de la
proyeccion de la arista e = e sobre el eje x 1. En particular, como la arista considerada
es admisible, el polinomio F,, (t) tiene al menos una raiz c¢;. Nos referiremos a la ecuacién

Fa(t) =0

como la ecuacion de la arista e;.
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La recursién

Para el resto de la construccién necesitaremos usar el elemento elegido w del cono
normal de e;. Estamos suponiendo que w es irracional. Luego, queda inducido un orden

sobre QV.

Supongamos definido F,,_1(z1,...,zn11), elegida una arista e, ; del politopo de
Newton P(F,,_;) tal que w € C*(e,_;) y construida ¥,, ; = ¢, 17, ™" ... 2"™" apartir
de la pendiente s(e,—1) = (Sp—11,---,Ss—1.n) y de una solucién ¢,_; de la ecuacién

F., ,(t) = 0 correspondiente a la arista e,_;. Notaremos k,_; a la multiplicidad de
Cn—1 como raiz de F, _ ().
Sea F), definido por

Fn<£L'1, Ce 73:N+1) = nfl(.]]l, ..., TN, \anl + xN+1).

Asumimos que ;1 = 0 no es solucién de F,, = 0. Si es solucién, ya tenemos una raiz
para F': en efecto, si

0= Fn(xla"'ux]\/70> - Fn—l(xlw"axNa‘Ijn—l>7
entonces ¥,,_; es raiz de F,,_;. Como
Fooi(x, .. on, onm) = Fao(zn, .o 2n, Uaso + Tv4a),

tenemos que ¥,,_1+WV,,_5 esraiz de F},_s; de la misma forma, inductivamente, deducimos
n—1

que & = )" ¥; es una raiz de [} = F.
—

J

Para construir ¥, elegiremos una arista del politopo de Newton de F;,, de manera
que satisfaga ciertas condiciones. Usaremos la siguiente nocién:

Definicién Sea P un politopo en RN, Un camino mondtono de aristas en P es una
secuencia F = €q,..., ¢ tal que, para cada 7, ¢; es una arista de P que no es paralela
al hiperplano nulo y M(€;) = m(€;11). Diremos que el camino monétono de aristas F

k
es coherente si [ C*(;) # {0}.

=1

El proximo lema garantiza la existencia de un camino monétono de aristas en el
politopo P(F,) que satisface, ademés, ciertas propiedades adicionales.
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Lema 2.2.2 En el politopo de Newton P(F,,) hay un inico camino mondtono de aristas
coherente I = ey, ..., €Ly tal que:

a) El mayor vértice M (ey.,) estd en la recta L,—1 que contiene a e,_.
b) El menor vértice m(e1 ) estd en el hiperplano nulo.

¢) La coordenada x4y del mayor vértice M (ey.,) es igual a k.

d) (w,s(en—1)) < (w,s(exn)) <...<{(w, s(er,)).

e) we ﬂle C*(ein)-

Suponganxm que
2 : I
P}(xlw..,xN41):: Qp 1T,

IeSy

donde S,, = Sop(F},).
Sea e, una arista del camino monétono coherente dado por el Lema 2.2.2. Sean

» s(en) = (Snas---,Snn) la pendiente de la arista e,

» ¢, una raiz del polinomio F, (t) € C[t] asociado a F,, y la arista e,:

F,(t) = Z Uy g LN FITERIN L (2.3)
I=(i1,.in+1)€en () Sn
Definimos
U, =cor ™oy N

Notar la analogia entre esta construccion recursiva y la descripta en el Capitulo 1
en el caso de una variable, donde al trabajar con el poligono de Newton de f;_ 1, se
elige el exponente v; de modo que su valor sea el opuesto al de la pendiente de cierto
segmento del politopo de Newton de f; 1 y los posibles coeficientes ¢; como ceros de un
polinomio, en una variable, asociado al segmento elegido (ver Seccién 1.2.2).
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Habiendo construido inductivamente W,, para todo n € N, nuestro candidato a
solucién de F(xq,...,xn,zNy1) = 0 serd, como anticipamos,

O(xq,...,xy5) = Z\Ifn
n=1

En las proximas subsecciones nos dedicaremos a completar la construccién anterior
y demostrar que ® satisface las condiciones del Teorema 2.2.1. Para esto, en primer
lugar, probaremos el Lema 2.2.2. En particular, el hecho que

(w, s(en)) > (w,s(en_1)) > ... > (w,s(er)),

consecuencia del item (d) de dicho lema, nos asegura que los exponentes de los términos
de ® estdn ordenados decrecientemente bajo el orden inducido por w en QV. Para
terminar, mostraremos que:

1. Los exponentes de ® pertenecen a algin reticulado (1/m)Z".
2. Sop(®) estd incluido en algin cono propio de RY.

3. F(z1,...,zn,P) =0.

2.2.2. Demostracion del lema principal

En esta seccién nos abocaremos a la demostracién del Lema 2.2.2.
Primero construiremos el camino de aristas deseado y simultaneamente probaremos
las partes a), b) y e) del enunciado del lema.

Consideremos F,, y su politopo de Newton P(F},). Investigaremos su relacién con
F,_1y P(F,_1). Esto nos permitird mostrar, en primer lugar, que en P(F},) hay puntos
sobre la recta L,,_;.

Sea S,,_1 = Sop(F,_1), el soporte de F,,_;. Supongamos que

I
anl(zla s 7'7;N+1> = § : an-11T",

I:(ilv-“vZ'N#»l)eSnfl
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con iy € Ng para cada I = (i,...,inv1) € Spo1.
Por lo tanto,

Fn(ZL’l, Ce ,JIN_H) = Fn_l(l‘l, ...y TN, \Pn—l + ],’N+1>

_ i1 IN 7
= E Ap-11T] -« - T (\Ifn,l—l—l'NJrl) N+1

I€S,—1
IN+1 i

; ; N+1\ oy ing1—d
_ 11 IN J N+1—J
= E p—1,1 L7 ... TN ( j )\Ifn_la:NH .

IeS, 1 7=0
. —Sn—1,1 —Sp—1,N o

Si reemplazamos W, _; = ¢,—qz; " .ooxy 0N, donde (Sp—11,- -, Sno1n) = S(€n-1),

en la ultima expresion y reacomodamos sus términos, obtenemos

IN+1 .
Fo(zy,...,on4) = Z Z (ZNfrl)an_Mcg_lxlf_] bt ey e
1€Sn—1 j=0 J
(2.4)
Notar que, en esta expresion, los exponentes de z 1 son siempre enteros no negativos.
Examinando estas expresiones, también podemos ver que, para cada término

Z'N+1 j 11— Sn—1,1 IN—JSn—1,N AiN+1—]
( j An—1,1 Ch1T) Ty TNyl

el punto del politopo de Newton P(F,) que le corresponde esta sobre la recta que
pasa por I, un punto del soporte de F,_;, con direccién (—sp—11,..., —Sp—1,n, —1) =
(—s(en—1), —1). Diremos que dicho punto esté sobre la recta que pasa por I con pendien-
te s(e,—1), es decir, la pendiente de la arista e,_; que vimos anteriormente. Deducimos
que:

Observacién Cada punto del politopo de Newton P(F),) estd sobre una recta que pasa
por un punto de P(F,,_1) y es paralela a la arista e,_;.

En efecto, un punto p de P(F),) estd sobre un segmento cuyos extremos son dos
puntos ¢; y go de Sop(F,), los cuales son de la forma ¢, = I} — j1(s(en—1),1) y ¢ =
Iy — ja(s(en—1), 1) respectivamente. Entonces tenemos, para algin 0 < A < 1,

p=2q+ (1= Na =\ = ji(s(en-1),1)) + (1 = M) (12 — ja(s(en-1), 1)) =
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=M1+ (1=XN1)— (A1 + (1= X)j2)(s(en_1),1).

Como Iy, Iy € Sop(F,,—1), resulta que A\I; + (1 — \)Iy € P(F,_;). Luego, hemos escrito
a p como un punto de P(F,,_;) mas un multiplo de la direccién de la arista e,_;, tal
como queriamos.

Como una consecuencia de esto se obtiene:

Observacién El politopo de Newton P(F},) esta soportado por el hiperplano w-cons-
tante determinado por e,_, que notamos H,, ., ,.

M

En efecto, como por hipétesis e, 1 es una arista admisible de P(F,_1) y w
C*(en—1), por el Lema 2.1.3, sabemos que Hy, ¢, , es un hiperplano soporte para P(F,,_;
Recordemos que Hy, e, , : (n,2) = b se define como en (2.1), considerando P = P(F,,_4
ye=e,1.

Ahora, dado p € P(F,), vimos que p = q —t. (s(e,—1),1) para algin ¢ € P(F,_1) y
t € R. Entonces,

<77ap> = <n7 q— L. (S(en—1)7 1)> = <777 Q> —t. <77a (S<6n—1)7 1))

Recordando que (7, (s(e,—1),1)) =0, pues H, ., , contiene a e,_1, resulta que

~— —

(n,p) = (n,q)

y, como H, ., , soporta a P(F,_1), se tiene que (1, q) < b. Concluimos que

(n,p) <.

Consideremos los sumandos de F}, cuyos exponentes corresponden a puntos de P(F},)
que estan sobre la recta L,,_; que contiene a e,_1. Sea p; el punto de interseccién entre
L,_1 y el hiperplano nulo y sea py = M(e,_1) el mayor vértice de e,_;. Examinaremos
los coeficientes de los monomios en F), que corresponden a p; y a ps.

Observamos que cada término a,_; 2! de F,_; contribuye a términos de F,, con
exponentes I —j(s(e,—1),1) con 0 < j < iy41. Estos exponentes corresponden a puntos
que estan sobre la recta paralela a e, que pasa por [ y por “abajo” de I, ya que sus
coordenadas x 1 son de la forma iy; — j con 0 < 7 < iy, luego, menores o iguales
que iy.1. Esto implica que los puntos I € S,,_; que contribuyen a términos de F;, con
exponentes sobre L,,_; estan sobre la arista e,_1.
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En consecuencia, para analizar los coeficientes de los monomios en F), que corres-
ponden a p; y a po, que estan ambos sobre L, 1, basta mirar las contribuciones que
provienen de monomios cuyos exponentes son puntos de S,_1 Ne,_1.

Para pq, el coeficiente del monomio correspondiente en F), es

> ol (2.5)

Icen—1(Sn-1

Notar que lo obtenemos poniendo j = iy en la expresion (2.4), ya que los exponentes
de zy 1 deben ser nulos. Ahora bien, por construccién, ¢, 1 es un cero de la ecuacién
de la arista e,,_q para F},_1, es decir, una raiz del polinomio

S (t) = Z 1.1 pintr—mlen—1)Nt1 (2.6)

I=(i1,....iNn+1)€€n—1[)Sn—1

En consecuencia, la suma en (2.5) es igual a 0. Por lo tanto, p; no estd en P(F,).

Por otro lado, el coeficiente del término correspondiente a p, en F), es el mismo con
el que el monomio aparecia en F,,_;. En efecto, cada punto I € S,,_1()e,—1 contribuye
en F, con términos cuyos exponentes son puntos de la forma I — j.(s(e,—1),1) con
0<j<int1. Como py = M(e,_1) es el punto de e,_; con méxima coordenada xy,1,
si I € e, 1, I # po, se tiene que iy —j < ing1 < (p2)ni1; por lo tanto, I no
contribuye al término correspondiente a p, en F),. Haciendo lo mismo para ps, tenemos
que py contribuye en F), con términos con exponentes de la forma py — j(s(e,—1), 1),
con 0 < j < (pa)na1; de éstos sblo es igual a ps el que corresponde a j = 0. Concluimos
que el Unico término de F},_; que contribuye al término correspondiente a py en F), es
(p—1,py TP2.

El ejemplo siguiente ilustra esta situacion:
Ejemplo. Sean F' € Clz,y, z] el polinomio
F(z,y,2) =2 + ay — y° + 27

y P(F') su politopo de Newton tal como se ve en la figura:
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D2

y4!

Sea e la arista del politopo que une los puntos p; = (0,2,0) y po = (0,0, 2).

En el primer paso, Fi(z,y,2) = F(z,y, z). Tenemos que la pendiente de e; = e es
s(e;) = (0,—1) y el polinomio que da la ecuacién de la arista e; es F, (t) = t* — 1,
cuyas raices son 1 y —1. Tomando ¢; = 1, construimos

Uy = cx 5ty =12 = 1.2%! = 4.
Entonces, en el siguiente paso se continia con
Fy(z,y,2) = Fi(w,y, 2+ 0) = F(z,y,2 +y) = 2® + ay + 2° + 22y.

Aqui vemos que el coeficiente de p, sigue siendo el mismo que en F' y que p; ¢ P(F5)
pues no aparece el término 32. También podemos observarlo en la siguiente figura:

z

P2 € P(Fl)
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OJ

Por ultimo notemos que hay términos en F}, cuyos exponentes corresponden a puntos

en el hiperplano nulo. Esto es consecuencia de que estamos suponiendo que zy1 = 0
: c o AT i1 iN L IN+1

no es rafz de F,: si todos los términos de F}, fueran de la forma a, rzy" ... 2\ x v/, con

ins1 # 0, entonces xy 1 = 0 seria raiz de F,.

Juntando todo lo anterior, tenemos que hay puntos de P(F},) que estdn sobre L,
y tienen su (N + 1)-ésima coordenada estrictamente positiva, y que hay puntos de
este politopo que estan en el hiperplano nulo, es decir, estrictamente “abajo” de todos
los puntos de P(F,,) que estan sobre L, ;. Con esto, vemos que podemos empezar un
camino mondétono de aristas E en P(F,) con una arista cuyo vértice menor esté en el
hiperplano nulo y podemos terminar el camino en una arista cuyo vértice mayor esté
sobre L,,_1.

Mas precisamente, el camino de aristas F se construye de manera que cumpla la
propiedad de maximizar la funcional lineal w en cada seccién horizontal de P(F},).

Sea h = min{iy,1 | I = (i1,...,in4+1) € P(F,) N L,_1}, es decir, la minima coor-
denada (N + 1)-ésima de los puntos de P(F),) que estdn sobre L, ;. Dado ¢ € R,
0 < ¢ < h, serd un punto de E el punto de P(F,)({zn+1 = ¢} que maximice (w, ).

Observacién Para cada 0 < ¢ < h, existe un tinico punto de P(F,) () {zn+1 = c} en
el que se maximiza (w, x).

Demostracion. Consideremos ¢ € Q, 0 < ¢ < h, y miremos la seccién horizontal
P(F,)({zn+1 = ¢}, que es no vacia por la definicién de h. Como P(F},) es un politopo
racional y ¢ € Q, resulta que P(F,) ({zn+1 = ¢} es un politopo racional. Sabemos que
el maximo de una funcién lineal sobre un politopo se alcanza sobre una cara. Si w alcan-
zara el maximo sobre una cara de dimensiéon mayor o igual a uno de P(F,) (\{zny41 = ¢},
habrfa dos vértices de esa cara, digamos, p y ¢, tales que p,q € Q¥ y (w,p) = (w, q).
Esto es absurdo pues w es irracional. Luego, w alcanza el méaximo en una cara de di-
mension cero, es decir, en un solo punto de P(F,,) ({zx+1 = c}. La observacién se sigue
de la densidad de @Q en R y la continuidad de la funcional lineal (w, x). 0

Recordemos que n = (wy,...,wy, —(w, s(e,—1))) es la normal del hiperplano w-
constante H, ., , que contiene a L,,_y. Para x € P(F,) [ \{xn+1 = ¢}, tenemos que
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N
(w, x) es maximo si y s6lo si (n, z) = > w;z; — c.{w, s(e,_1)) es maximo
i=1

pues c.(w,s(e,_1)) estd fijo para x € P(F,)[({zn+1 = c¢}. Geométricamente, esto
implica que nos sirve para el camino de aristas el punto x € P(F,) ([ {zn11 = ¢} mas
cercano a H, . . (Recordemos que como P(F,) estd soportado por Hy., ,, se tiene
que (n,z) <bVx € P(F,) () {zns1 =c}.)

Dado que en cada seccién horizontal {x .1 = ¢} del politopo P(F,,) para 0 < ¢ < h,
el maximo de (w,x) se alcanza en un tnico punto p., deducimos que el conjunto de
todos los puntos p., 0 < ¢ < h, forma un camino mondétono de aristas admisibles de
P(F,). Llamemos

E=cein,....en

a este camino, donde ey ,, . .., €y, son aristas de P(F),) y M(e; ) = m(e;11,) para cada
1 <i <k —1. Tenemos que m(ey ) es el punto de P(F,)({zn+1 = 0} que maximiza
(w,z) (en particular, m(e;,) estd en el hiperplano nulo), y M(ex,) es el punto de
P(F,) () Ln—1 con menor coordenada xx 1 (es claro que en M(ey,) se maximiza (w, )
pues este punto estd sobre el hiperplano H, ., ,).

De esta manera, hemos construido un camino monétono de aristas £ de P(F},) y
hemos probado los items a) y b) del enunciado del lema.

Veamos e), es decir, que w € C*(e;,,) Vi = 1,..., k. Para esto, debemos ver que,
para cada 7, se tiene que (w, z) < 0 para todo z € C(e; ).

Sea z € Clein) v sea ye,, = I, ,(M(ein)) el punto de interseccién de la recta
que contiene a e;, con el hiperplano nulo. Como C(e;,) = C(ye,, ), tenemos que z =
A (I, . (P) = Ye,,,) con p € P(F,) y A > 0. Podemos suponer A > 0, es decir, que p no
pertenece a la recta que contiene a e; . Sea ¢ = pyy1.

Si m(ein)ns1 < ¢ < M(ejn)nt1, por construccién de E, el maximo de (w, z) sobre
P(F,)({zn+1 = ¢} se alcanza en un punto g de e;,. Como p ¢ e, ,, resulta que

(w,p) <(w,q).

Luego,
(w11, . (p)) = (w,p = c(s(ein), 1)) = (w,p) — c(w, s(ein))

< <w7q> - c(w, S<ei7N)> = <w’Hei,n<q)> = <w7yei,n>7
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de donde deducimos que

<’LU,Z> = >\<<w7nei,n<p>> o <w7yei,n>> < 0.

Sic> M(e;n)n+1, el segmento que une m(e; ,) y p estd incluido en P(F},) e interseca
el hiperplano {xy41 = M(e;n)n+1} en un punto p = u(p—m(e;,))+mle;,), 0 < p < 1.
Entonces
Hez‘,n (@ = M(Hemz (p) - y@i,n) + yei,na

con lo cual
z = Hei,n (ﬁl) - yei,n = /’L(Hei,n (p) - yei,n) =

Por lo visto en el caso anterior, (w,z) < 0y, por lo tanto, (w, z) < 0.

Finalmente, el caso en que ¢ < m(e;,)n+1 se prueba andlogamente, considerando el
segmento que une p y M(e; ).

Notemos que usando el Lema 2.1.3, vemos que el item e) asegura que para cada
arista e;,, el unico hiperplano w-constante que contiene a e;, es un hiperplano soporte
para el politopo P(F,).

2.

>|=

Ahora demostremos d).
Veamos que (w, s(e,—1)) < (w, s(ex)). Las otras desigualdades se prueban en forma
analoga.
Sean
¢ =, (M(exn)) = M(exn) — (M(exn))n+1(s(en-1),1)

G2 == HEkm (M(ekm)) = M(ek,n) - (M(ek,n»N-i-l(s(ek,n)’ 1)'

Consideremos Hy ., , : (n,2) = b el hiperplano w-constante que contiene a e,_.
Recordemos que es un hiperplano soporte para P(F,_1) y P(F,) y que deja a ambos
politopos “del mismo lado”.

Se tiene que ¢; € Hy,, ,. Afirmamos que ¢, estd en el interior del semiespacio
determinado por H, ., , que contiene a ambos politopos.
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M(en-1) /
M (ep,n)
m(ep-1)
S )
,’=IQ1 52
/ / Tn41 =0

En efecto:

93

" o ¢ Hy., , (de lo contrario, (w,q:) = (w,q), pero esto no puede pasar pues

q1,q2 € QN y w es irracional);

» la recta L., interseca a H, ., , en un solo punto, M(e.);

» m(exn) estd en el interior del semiespacio determinado por Hy ., , que contiene

a P(F,);

g =1L, (M(ern)) = I, ,(m(er,n)) estd en el mismo semiespacio determinado

por Hy, , que m(ex,).

Luego,
(M, q2) <b=(n,q1)

y entonces, como las primeras N coordenadas de 7 forman el vector w, se tiene que

(W, g2) < (w, q1)-
Esta desigualdad implica que

—(M(exn)) N1 (w, s(exn)) < —(M(ern))ns1(w, s(en1))

Como —(M (egn))n+1 < 0, finalmente obtenemos que
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(w, s(exn)) > (w, s(en-1))-

Para terminar la demostracion del lema, veamos c).

Queremos ver que M(ex,)ni1 = kn—1, es decir, que M(eg,)n+1 coincide con la
multiplicidad de ¢,_; como raiz de

Fen71<t) = Z an,LI tiN"'lim(e”—l)N-!—l,

I=(i1,-iNt1)€€n—1[)Sn—1

la ecuacién de la arista e,_1, definida en (2.6).

Recordemos que, por construccion, M (e ,,) es el punto de P(F),) () L,—1 con menor
coordenada zp .

Analicemos los coeficientes de F;,. Si escribimos

§ I
Fn_l(xl,...,xN+1) = apn—-1,1 T ,

I=(41,...,iN+1)ESn—1

tenemos
Fn(.’lj‘l, .. ,QZNJrl) = Fn,1<$1, ..., TN, \I’n,1 + .CZIN+1)
o 7 IN 7
= E Qp—1,1 $1l AN (\I’n,1 + .I'N+1) N+1
IESn—l
INF1 /.
. . ZNJrl . i .
_ 21 IN J N+1—J
= E p—1,1T7 ... TN ( A R S TN
I1€Sy, 1 j=0 J
INt1 /.
IN+1 i I —j iNt1—]
_ 7.s(en—1 N+1—J
= E , E ( j Ap-1,1C), 1T (€n )$N+1 )
IES’n,fl .7:0
donde T = (z1,...,xy) e I' = (i1,...,iy) para cada [ € S,,_1.

Notemos que los exponentes de los monomios de F,, son de la forma I —j(s(e,—1),1),
con 0 <j <iny1, I €S,_1. Estamos interesados en aquellos exponentes de monomios
de F;,, que estan en L, ;. Estos son de la forma

I—j(s(en_1),1),con0<j<iynyi, I €epq.
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Notemos F,|r, , a la suma de los términos de F,, cuyos exponentes estdn sobre la
recta L, 1y Fy_1le,_, ala suma de los términos de F,,_; cuyos exponentes estan sobre
la arista e,,_;. Entonces:

INY1 /.
IN+1 —I s(e INg1—]
Folp,., = E E ( Qp— 11(77 ~d-slen-1) “TN41
IeSp—1Nen-1 7=0
o 7 iN i
= E Qp—1,1 1‘11 Ty (\Ifn_l + ZL’N_H) N+l
1€S, 1 ﬂen—l

= Foile, (z1,.. . 28, Yoy + Zn41).

Como M (ey,) es, en definitiva, el punto con menor potencia de zy41 que aparece en
los términos de F,|;, , vamos a concentrarnos en los coeficientes de las potencias de
Tn41 que aparecen en este polinomio. Para esto, analizaremos el desarrollo de Taylor
del polinomio F,|z, , € R[zxy1] alrededor del 0, donde R es el anillo de polinomios de
Laurent con exponentes fraccionarios en las variables x1, ..., zy.

Los términos que corresponden a (xx41)° son:

’L
5 Ap—1,7 Cpyt TP

1eS, 1 nenfl

donde (p,,_1,0) es el punto de L, 1 [ {zns+1 = 0}. Notemos que el coeficiente que le
corresponde al monomio con exponente (p,_1,0) es

S @G = @O E (1) e, = 0,
IeSy -1 nenfl

pues ¢,_1 es raiz de F,,_,(t). En consecuencia, M (egn)n+1 > 0.
Los términos en los que aparece (zy11)' corresponden al punto

(pn)lv G Ln 1 ﬂ{fEN_H = 1}

1 .
Lo, con (zxn41)', miramos

Entonces para analizar la parte de £,
(Fn |Ln_1)/($1, ..., TN, O) = (anl ’en_l),(.flfl, ...y TN, \Ijnfl)
&

1
= E IN41- Qpe 1ICN+1 ZPn-1,

IeSp—1Nen—1;inN+1>1
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. : 1
Luego, el coeficiente en F;, del monomio con exponente (pgl_)l, 1) es
. iNt1—1 _ ym(en— /
§ IN1-Qp-1,1Cpy = (1 ( I)NHFenq(t)) [
IeSp—1Nen—1; in+1>1

Observamos que este coeficiente es 0 si y sélo si k,_1 > 2.

Deducimos entonces que si k,_1 = 1, el coeficiente en F,, del monomio con exponente
(pgll, 1) es no nulo. Entonces M (ex,) = ( S}l, 1) y, por lo tanto, M(exn)ni1 = 1 =
kn—1. Por otro lado, si k,—1 > 2, el coeficiente del monomio con exponente (pg_)l, 1) es
nulo y entonces, todos los puntos de P(F,,) N L,,_, satisfacen x5 > 2.

Similarmente, para h > 1, los términos en los que aparece ()" corresponden al

punto
(pgz’i)la h) € Ln ﬂ{xN_H = h}

Tenemos que el coeficiente de x| en F,[,, | es

1 1
E(Fn|Ln—1)(h)(x1a -3 TN, 0) = E(Fn_lyen—l)(h)<x1a -3 TN, \Ijn—l)
1 iNg1! ing1—h —p™
R D ey L S

" I€Sh_1Nen—1;iNt1>h

. . . h
En consecuencia, el coeficiente en F), del monomio que corresponde a (pgh)17 0) es

1 iN1! iNng1—h 1 mlen_1)n (h)
Rl Z (ing1—h)! fntlf-1 = ﬁ@ P Fen (O femen

" I€Sh_1Nen—1;iNt1>h

Asi, concluimos que, para cada h, el coeficiente en F;, correspondiente al punto de
Ln—l m{IN_H = h} (S

1 m(en— h

H(t (" 1)N+1Fen—l<t))( ) ‘t:Cn—l .

En consecuencia, este coeficiente es 0 para todo 0 < h < k,_; y es no nulo para
h = k,—1. Concluimos entonces que el punto M(ey,) de altura minima de P(F),) que
estd sobre la recta L, 1 es (pﬁkf{l),kn_l), que satisface (M(exn))Nt1 = kn—1, COMO
queriamos.

De este modo, se completa la demostracion del Lema 2.2.2.
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2.2.3. El soporte de la serie

En esta seccion analizaremos el soporte de la serie formal construida, con el objeto
de mostrar que estd incluido en un reticulado de puntos racionales y en un cono propio
de RY. Para esto, comenzaremos probando un resultado auxiliar.

Mantenemos la misma notacién que en la seccién anterior.

Lema 2.2.3 FEuxiste ng € N tal que Yn > ng, el camino mondtono de aristas E dado
por el Lema 2.2.2 consta de una tnica arista e, tal que m(e,) estd en el hiperplano
nulo. Ademdas, M(e,) = M (e,,) para todo n > ny.

Demostracion. Para cada n € N, notemos [,, = (M(e,) — m(e,))n11 a la longitud de
e, en la coordenada x 1. Observamos que, si F, (t) es el polinomio definido en (2.3)
correspondiente a la arista e, y ¢, € C es la raiz de F, elegida en la construccion,
entonces

k, = mult(c,, F,) < gr(F.,) = l,.

Por otro lado, si n > 1, por el Lema 2.2.2, teniendo en cuenta que e, se elige como una
arista del camino monétono ej ,, ..., €, sabemos que

mien)ns = mlein)nveyr =0y M(en)nvir < M(ekpn)nitr < ket (2.7)
Luego, se tiene que,
ln = M(en)NJrl - m(en>N+1 < knfl-

En consecuencia,
kn S ln S kn—l‘

Deducimos entonces que (k,)nen €s una sucesion decreciente. Como k,, € N para todo
n € N, la sucesion debe estacionarse, es decir, debe existir algin ng > 1 tal que

k,=k,_1 Yn>ng.
Procedemos ahora a probar las afirmaciones del Lema.

Sea n > ng. La igualdad k,, = k,_; implica que [, = k,_1, ya que k, <[, < k,_1
para todo n. Como consecuencia, en (2.7) deben ser todas igualdades; en particular,

M(en>N+1 = k’nflv m<€n)N+1 = 07



CAPITULO 2. UNA GENERALIZACION A VARIAS VARIABLES o8

y entonces e, = e, = e;,. Luego, el camino monétono de aristas e, ..., e, consta
de una tnica arista e, cuyo vértice menor esta sobre el hiperplano nulo y cuyo vértice
mayor esta sobre la recta L,,_; que contiene a e,_1.

Finalmente, probemos inductivamente que M (e,,) = M (e,,) para todo n > ny.

La igualdad k, = k,_1 = k,,—1 nos dice que M(e,11)nv+1 = M(en)ni1 = kng—1-
Ademas, como ya vimos, M (e, ;1) esta sobre la recta L,, que contiene a e,,. Asi, M(e,1)
y M (e,) estan ambos en la interseccién de L, con el hiperplano {zy.1 = k,,_1}. Dado
que e, no es paralela al hiperplano nulo, esta intersecciéon consta de un tinico punto,
con lo cual M(e,11) = M(ey). O

En lo que sigue, sea

[o¢] o0
—S —S8
O = E cpy Moy Y = E v,
n=1 n=1

una serie formal con exponentes fraccionarios construida mediante el procedimiento
descripto en la Seccion 2.2.1.

Recordemos que, para cada n € N, (Sy,1,...,8,n5) = s(e,) es la pendiente de la
arista e, elegida en el n-ésimo paso de la recursion.

Lema 2.2.4 Los exponentes de ® estdn en un reticulado.

Demostracion. FEl argumento es similar al que vimos en la Seccién 1.2.2 para el caso
de una variable.
En el Lema 2.2.3 vimos que existe ng € N tal que, Vn > ny,

= ¢l camino monotono de aristas dado por el Lema 2.2.2 consiste de una tinica arista,
€n;

» m(e,) estd en el hiperplano nulo;

. M(en) - M(eno) Y, por lo tanto, (M(en))N—H - kno—l-

Sea m € N tal que las pendientes s(ey), ..., s(€n,—1) estdn en el reticulado LZN.
Como, para cada n > 2, los exponentes de F,, son de la forma I — j(s(e,_1),1), con
I € Sop(F,—1)y j € N, resulta que, paran = 1,...,ng, los exponentes de F), estdn en

el reticulado %ZN +1,
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Veremos inductivamente que, para todo n > nyg, s(e,) € %ZN . Simultaneamente, el
razonamiento anterior implica que los exponentes de F}, 1 estan en el reticulado %ZN +1,

Sea n > ny. Sea e, = E el camino de aristas del politopo P(F},). Por lo que dijimos
arriba, podemos escribir M(e,) = (qo, kny—1) ¥ m(en) = (gn,0), donde qo y ¢, € RY.

ASI/) €n = [(%17 0)7 (CIO> knofl)]-
Como los exponentes de F), estan en el reticulado %ZN +1 hay vectores Qo, @, € ZY

Qn

tales que gy = @ Y ¢, = —. Luego,
m m

:qo_Qn:QO_Qn: D

knofl mkno —1 md

s(en)

donde D = (Dy,...,Dy) € Z" y d € N son tales que existe £, 1 < ¢ <n, con Dy y d
coprimos.
Veamos que la ecuacién de la arista e,, estd dada por un polinomio en t%. Recordemos
que
F.(t)= Y anit™,

Icen ﬂSn
pues m(e,)n+1 = 0. Luego, basta ver que d divide a iy, 1 para todo I € e, ) Sh.
Sea I = (I',iny1) € €, () Sy Existe un vector Q' € Z" tal que I' = %; luego
D I'—q, Q —Qn

md (¢n) INt1 M. IN 41

y entonces,
iN+1. .D - d(Q/ - Qn)

Si miramos las (-ésimas coordenadas, tenemos que iy 1Dy = d(Q" — Q)¢ y, como Dy y
d son coprimos, resulta que d | iy11. Asi, existe j; € Ny tal que iy, = d.jg.
Por lo tanto, la ecuacién de la arista e,, tiene la forma

Fo(t)= Y aurt™ = Y a9y =gt

Icen () Sn Icen ) Sn

Sabemos que ¢, es una raiz de F,, de multiplicidad k,_1, pero para n > ny,

gr(Fe,) = (M(en) = m(en)) N1 = kni;
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entonces,
F, (t) = an(t — ¢,k

con o, € R, o, # 0. Como «,, ¢, y k,_1 son no nulos, de esta expresion deducimos
que el coeficiente de t en F, () es no nulo.

Teniendo en cuenta que F, (t) = g(t?), concluimos que d = 1 y, por lo tanto,
s(en) € =ZN. O
Recordemos que para n > ng, podemos escribir e, = [(¢n,0), (qo, ho)], con (qo, ho)

independiente de n y hg := k,,—1 > 0.
Observacién 2.2.5 Con las notaciones previas, (w, ¢,) < (w, ¢,—1) ¥Yn > ng.
Demostracion. Para n > ng, g, = qo — hos(e,). Entonces, para todo n > ny,
Gn — Gn—1 = (q0 — hos(en)) — (g0 — hos(en—1)) = ho .(s(en—1) — s(en)),
de donde,
(W, gn = gn-1) = (w, ho (s(en—1) = s(en))) = ho . ((w, s(en-1)) — (w, s(en))) .

Por el Lema 2.2.2, se tiene que (w, s(e,—1)) < (w,s(e,)) y, como hy > 0, concluimos
que (W, gn — ¢n—1) < 0. O

A partir de esta observacién, con los Lemas 2.2.2 y 2.2.3 podemos probar que el
soporte de la serie ® construida esta incluido en un cono trasladado.

Lema 2.2.6 El soporte de ® estd incluido en un trasladado del cono C(ey,).

Demostracion. Utilizaremos la nociéon de angulo barrera introducida en la Seccion
2.1.4. Tenemos que:

» P(F,,) estd incluido en el dngulo barrera W(e,,) asociado a P(F,,).

» Cada punto p € P(F,,.1) estd en una recta paralela a Le,, y que pasa por un
punto ¢ € P(F,,) € W(en,). Luego, p =g+ v con v || L, y entonces, por el
Lema 2.1.4 (a), resulta que p € W(e,,). En consecuencia, P(F,,+1) C W(en,)-
En particular, m(eu,+1) = (Gng+1,0) € W(eyn,); mas ain, esta en el interior de
W (eny), PUES ng11 7 Gno-
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Veamos, inductivamente, que P(F),) C W (e,,) para todo n > ny. Ya vimos que esto
vale para n = ng + 1.

Sea n > ng y supongamos que P(F,) C W(e,,). En particular, m(e,) = (¢,,0) €
W (e, ); més atn, como (w, ¢,) < (w, ¢,,) (consecuencia de la Observacién 2.2.5), enton-
ces (qn,0) & Le,, . Por otro lado, por el Lema 2.2.3, M(e,) = M(en,) = (qo, ho) € Le,, -

Por la construccion de F),;; a partir de F),, cada punto del politopo P(F, ;1) es de
la forma ¢ — A(s(e,), 1), con ¢ € P(F,) y A > 0.

Ahora, vimos que

<Qn7 O) = <QO7 hO) - hO(S(en)7 1) € W(em))v con <QO7 hO) € Leno'

Entonces, para v = —hg(s(e,), 1), se tiene que (qo, ho) +v € W(ey,). Por el Lema 2.1.4
(b), se sigue que

q+tv e W(ey,) para todo g € W(e,,) y t > 0.

Asi, dado g — A(s(ey), 1) € P(F,4+1), con g € P(F,) y A > 0, aplicando lo anterior a
q€ P(F,) C W(en,) yt=Ahy>0 (pues hy > 0), resulta que g—A(s(e,), 1) € Wi(en,).
Luego, P(F,4+1) C W{(ey,), como querfamos.

Como consecuencia, para todo n > ng, el menor vértice m(e,) = (¢,,0) de e, esté
en W (e,,) pero no estd sobre la recta que contiene a e,,,. Con esto tenemos que g, # ¢n,
satisface

(gn, 0) € Wi(en,) ﬂ {ry41 =0} Vn > ny.

Por el Lema 2.1.2, sabemos que W(e,,)[) {zn+1 = 0} = C(eny) + (¢ny, 0). Luego, se
tiene que
0 % gn — @ny € Clen,) Y1 > ny.

Sea z € C*(epn,). Sea n > ngy. Tenemos que (¢, — ¢ny,2) < 0. Recordando que
dn = qo — hos(e,) con hg > 0 para todo n > ng, nos queda que

Gn = Gng = ho(s(€ny) = s(en)), (2.8)

con lo cual )

(s(eny) — slen), 2) = h_0<Qn — Gy, ) < 0.
Como esto vale para todo z € C*(e,, ), concluimos que

8(€ny) — s(en) € (C*(eny))" = Cleny)-
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Luego,
—s(en) € Cleny) — s(en,) Y > ny.

Como todos los exponentes —s(e,) de @, salvo finitos, estan en C'(e,,) — $(en,)s
se tiene que el soporte de toda la serie esta en un trasladado de este cono, o sea, en
definitiva, estd en algun trasladado de C(ey,). O

2.2.4. Solucidon de la ecuacion

o0
Lema 2.2.7 Sea ® = Y ¢, 275" una serie construida siguiendo el procedimiento
n=1

descripto en la Seccion 2.2.1. Entonces F(xq,...,xn,P) = 0.

Demostracion. Sea C C RY un cono como en el Lema 2.2.6, es decir, un cono racional
poliedral convexo que contiene al soporte de ®. Consideremos a F' como un elemento
del anillo de polinomios en una variable sobre C((C)). Como ® es también un elemento
de este anillo, C((C)), tenemos una nocién bien definida de que ® satisface F'(®) = 0,
donde F(®) = F(z1,...,zn, D).

En primer lugar, compararemos Sop(F(®,,)) con Sop(F(P,11)) para n € N. Asumi-
mos que ni F(z1,...,xy,P,) ni F(z1,...,25,P,y1) son cero pues, si no, tendriamos
trivialmente el resultado deseado. Para esto observemos que

F(q)n) = F([Eh...,ZL‘N,CDn) = F(l’l,...,ZL'N,(I)n+ZL’N+1)|$N+1:0

= Fn(l'l, ..., TN, \I}n + $N+1)|acN+1:0 = Fn+1(171, ..., TN, 0),
donde
_ i1 IN,EN+1
Fo(xy, .. xng1) = D) Gl . ooy
I€S,

Entonces

_ i1 TN T _ 7 _I'—q s(e

Foii(zy,...,zn,0) = g Qp 2y . X UNT = E A, 1 CNTEET TINHL (en)
IeSy, I:(I’,iN+1)ESn

donde z = (1, ...,zy). Notando que

I' —inps(en) = e, (I'ing) = e, (1), para I = (I',in11),
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concluimos que

Sop(F(®n)) € I, (Sn)-
Observemos que g, = L., [\{{zn+1 = 0} =11, (e,). Como w € C*(e,,),

(w,p—¢n) <0 Vpell,(Sy).

En particular, la desigualdad anterior vale para todo p € Sop(F(®,,)), de donde se tiene
que
(w,p) < (w,qn) Vp € Sop(F(Pn)). (2.9)

Es decir, tenemos que ¢, es una cota superior para los puntos de Sop(F(®,,)) con el
orden inducido por w.

Por la Observacion 2.2.5, sabemos que (w, g,11) < (w,q,) ¥V n > ng. Esto nos dice
que la cota superior para Sop(F'(®,,)) decrece para n > ny.

Miremos ahora la sucesion ((w, ¢,))nen. Por lo que vimos recién, a partir de un
momento, es una sucesién estrictamente decreciente. Por lo tanto, tiene limite finito o
tiende a —oco. Veamos que sucede lo segundo. Teniendo en cuenta que, para n > ng,

Gn — Gng = ho(s(en,) — s(eyn)) con hg > 0
(ver ecuacién (2.8)), consideremos la sucesion (D,,),en definida por
D,, :== (w, s(en,) — s(en)).
Como se vio en la demostraciéon del Lema 2.2.6, s(e,,) — s(e,) € C(ey,). Si escribimos
Clepy) ={rivi+-+rp : 1, €R 1y >0V1<j <k},

con v; € QN para j = 1,...,k, tenemos que, para cada n € N, existen \;,, > 0 tales
que
S(eny) — S(€n) = A1 + -+ + A nVk.

Como D, 1 — D, = (w,s(e,)) — (w, s(enr1)) < 0 tenemos que (D, ),eny €S una
sucesion estrictamente decreciente. Por lo tanto, tiene limite finito o tiende a —oo.

Supongamos que h’IJIrl D,, = Dy € R. De esto se tiene que (D,),en es acotada. Sea
n—-+0oo

M € R tal que |D,| < M para todo n € N.
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Ahora, como w € C*(ey,) es irracional y v; € C(e,,) tiene coordenadas racionales,
resulta que (w, —v;) > 0 Vj =1,..., k; entonces, para cada n € N,

_Dn = )\1,n<w7 _U1> oot /\kv”<w’ _,Uk>’

donde

)\j,nZO y (w,—vj>>0Vj:1,...,k;.
Observemos que para j =1,...,k,

-D, M
0<Ajn < < , Vn eN;
<’LU, _Uj> <wa _Uj>

luego, si Ay := (A1, .-, An), para n € N, se tiene que (A, )neny C R es una sucesién
de vectores incluidos en un subconjunto compacto de R* y, por tal motivo, tiene una
subsucesion (A, )ien que converge, digamos, a A0 = (Aﬁo), e )\,(CO)) € R*. Sea

Vg = )\go)'Ul +-F /\](CO)U]C.

Existe una subsucesion, s(ey, )en, de s(e,), tal que sz (s(eny) — S(€n,)) = vo; luego
—+o00

lim s(ey,) = s(en,) — vo- (2.10)
=400
Recordemos que, para [ suficientemente grande, s(e,,) € %ZN ,con m > 0 (ver
Lema 2.2.4). Luego, podemos escribir

1
s(en,) = —(S14,-..,8ny), con S;y € ZVi=1,...,N.
m

Por lo visto en (2.10) tenemos que cada coordenada de s(e,,) converge, es decir, existe
lim S;; := a;. Como S;; € Z para todo [, resulta que a; € Z y existe [; € N tal que

=400
sil>1l;, Si; = a;. De aqui se deduce que s(e,,) = s(en,) — vo para [ suficientemente

grande, lo que es absurdo. Este absurdo provino de suponer que (D,),en converge.
Luego,

lim D, = —00
n—-+0oo
y entonces
lim (w,g,) = —o0
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Finalmente, veamos que esto implica que Sop(F(®)) = (. Supongamos que existe
p € Sop(F(®)). Como lim (w,q,) = —oo, existe n; € N tal que para todo n > ny,
n—oo

(w, gn) < (w, p). Luego, por (2.9),
p & Sop(F(®,)) Vn > n.

Por otra parte, como p € Sop(F(®)), existe ny € N tal que p € Sop(F(P,,)) Vn > ns.
Tomando n > méax{n, ny}, llegamos a una contradiccién, que provino de suponer la
existencia de p € Sop(F(®)). Luego, Sop(F(®)) = 0. O

2.2.5. Soluciones y multiplicidad

oo
Sea ® = Y ¢,z7°(*") una serie de potencias fraccionarias, soluciéon de F(®) = 0,

n=1
construida mediante el proceso descripto en las secciones anteriores. En esta seccion,
analizaremos la multiplicidad de ® como raiz de F'

Por el item c) del Lema 2.2.2 y por el Lema 2.2.3 sabemos que, para n suficientemente
grande, el coeficiente ¢, tiene multiplicidad fija como raiz de la ecuacion de la arista F,, ;
llamemos kg a esta multiplicidad. Ademas, sabemos que kg coincide con la longitud en
el eje x4 de la arista e, para n suficientemente grande.

Proposicién 2.2.8 La multiplicidad de ® como raiz de F' es al menos kg .

Demostracion. Supongamos que kg > 1. Como (k,)nen €s una sucesién decreciente,
por el Lema 2.2.2 tenemos que, para cada n € N, ¢, es una raiz de la derivada [-ésima,
FY(1), para todo 1 < I < k.

De aqui se deduce que ® es una rafz de F®, la derivada l-ésima de F respecto de
rni1, para todo 1 < | < kg vy, asi, ® tiene multiplicidad al menos kg como raiz de
F'. Haremos la demostracion para el primer orden de derivacion; es decir, mostraremos
que F'(®) = 0 (aqui notamos F’ a la derivada de F' con respecto a xx41). Para las
derivadas de érdenes superiores el razonamiento es andlogo.

Antes de comenzar hagamos algunas observaciones:

n SiFu1 = rcg , GneLr x!, entonces

! . 1—(0,...,0,1
Fn—l = E INy1Qn—11 % ( ).

IeSn_1,iny12>1
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Asi, el soporte de F!_; se obtiene trasladando con —(0,...,0,1) los puntos del
soporte de F;,_; con tultima coordenada positiva.

» Dada una arista e, del politopo P(F,,_1), como estamos suponiendo que k,,_; >
1, es decir, que ¢, es raiz de F, _ (t) de multiplicidad mayor que uno, el poli-
nomio que da la ecuacién de la arista, F,, (1), tiene al menos tres términos. En
consecuencia, la arista e,_; contiene al menos tres puntos del soporte de F,_;.
Asi, al derivar, vemos que una de las aristas admisibles de P(F_,) es paralela a
én—1; MAas aln, sus extremos se obtienen restando (0,...,0,1) a puntos de e,_1.
Notaremos 6(1)1 a dicha arista de P(F)_,).

n—

: . : 1
» Si L., , eslarecta que contiene a e,_;, entonces la recta que contiene a egh)l es
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—(0,...,0,1). Notaremos

€n—1

la trasladada Le(l) =1L
n—1 ‘= Len_l ﬂ{xN—i-l = 0} y q,(Ll_)l = Legllll ﬂ{.TN_H = O}

» Si Cep1) y C(eg_)l) son los conos barrera asociados a F,_y y F!_, para las

correspondientes aristas, entonces C(el”,) € C(e,_1): Si z € C(e,), podemos
escribir

7= A(Heq () - qg_)l)
con \>0yp € P(F_,),es decir, p =p—(0,...,0,1), con p € P(F,_1).
Luego, como Il o) =TI, , y q,(ll_)1 = (L, , N{xys1 =1}) —(0,...,0,1), obte-
nemos "

2= A1, ,(p) = e, (0,...,0,1) —¢"2)) = A1, ,(p) = gn_1) € Clen).

Con esto, dado que w € C*(e,_1), tenemos que w € C*(es,)l).

(1)

» El polinomio Fe’ 1, dque da la ecuacién de la arista e, para F,_; satisface:

n—1

e 1 . 7 —1
¢ (en—1)N+1 Fe(l) (t) = E ZN+1Cln71,ItN+1

n—1
I€€n,1 n S7L71:'LN+121

/
_ (tm(en_1)N+1Fen_1<t>>_

En consecuencia, F’,, (¢,—1) = 0, es decir, ¢, es un cero de la ecuacién de la
6n—l
arista correspondiente a F)_;.

Haciendo cuentas similares a las de la demostracion del Lema 3.2.7 y usando regla

de la cadena, se ve que
F/(q)n—l) = Fé(l’l, ..., TN, 0)

Por otro lado,

/ _ , i in ing1—1
F(x1,...,2n41) = § An—1,1iN41 27 - T (Wpoy + Tygr)' VT
IeSp—1,iny12>1
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Entonces,
/ _ - i in ing1—1
F(x1,...,zN,0) = E A1 1IN 2] X (W )N H
I1€Sn—1,iny12>1
_ . INt1—1 T —(4 —1)s(en—
= E (o, rin e,y al T v s,
IeSn—1,iny12>1
con T = (z1,...,x,). Notando que

[/ — (iN+1 — 1)8(€n,1) = Henfl([/,iN+1 — 1) = H6(1_>1<I — (O, . ,0, 1)),
donde I = (I',in41), si 57(11_)1 es el soporte de F)_,, tenemos que
Sop(F'(@y-1)) € Moy (Spy).

Como w € C*(efllzl), tenemos que (w,p — gV ) < 0 para todo p € He<1ll(S,(Lljl); en

n—1
particular, esto vale para todo p € Sop(F'(®,_1)), de donde se tiene que
(w,p) < (w,q\}) Vp € Sop(F'(@,-1)).
Finalmente, observemos que ¢\ = g, — (0,...,1) + (s(en), 1) para todo n € N.
Ademas, por el Lema 2.2.3, existe nyg € N tal que, para n > nyg, e, tiene un extremo en
qn y €l otro fijo en un punto de la forma (qg, ke). Si a g, para n > ng, lo escribimos

usando la notacién de la Observacién 2.2.5, es decir, escribimos ¢, = qo — ke-s(e,),
deducimos que

g = qlt) = (ko — 1) (s(en,) — s(en)).

Como ke > 1y lim (w, s(e,,) — s(e,)) = —oo (ver la demostracién del Lema 2.2.7),
n—oo
resulta que
lfm (w, ¢") = —o0
n—oo

y, como en el Lema 2.2.7, concluimos que Sop(F'(®)) = (. O
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