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Introduccion

La conjetura de Casas-Alvero fue formulada en el ano 2001 por el matemético espanol
Eduardo Casas-Alvero, mientras preparaba un trabajo relacionado con propiedades de
curvas planas complejas ( [1] ). A la fecha la conjetura permanece abierta, y es reconocida
por la simpleza de su planteo. Una de las formulaciones habituales de esta conjetura es la

siguiente:

Conjetura de Casas-Alvero: Sea K un cuerpo de caracteristica 0, y sea P(X) € K[X]
un polinomio de grado n € N tal que

gr(med(P, P®™)) > 1Vk € {1,2,...,n — 1}.

Entonces P tiene una tnica raiz de multiplicidad n. M4s precisamente, existen A € K\ {0}
y o € K tales que

Notemos que, en caso de existir A y a como se plantea en la conjetura, vale que o € K ya
que el coeficiente de P de grado n — 1 serd igual a —nAa € K. Por otra parte, es claro que
la conjetura vale trivialmente para n = 1.

Esta conjetura también puede formularse del siguiente modo:

Formulacién equivalente: Sea K un cuerpo de caracteristica 0, P(X) € K[X] un poli-

nomio de grado n € N tal que existen ay, o, ..., a,_1 € K que verifican:
P(ay) = P¥(ap) =0 Vk € {1,2,...,n — 1}.
Entonces a; = ag = -+ = a1 (y por lo tanto, P tiene una tunica raiz de multiplicidad

En resumidas cuentas, el primer registro de avance en relacion a la conjetura se encuentra

en 6], donde se prueba mediante técnicas de dlgebra computacional la misma hasta grado
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igual a 5, y se deja expresado que similarmente los autores han verificado la conjetura
hasta grado igual a 7. Por otro lado, el mayor avance desde el punto de vista teérico fue
logrado originalmente en [§], probando la conjetura para infinitos grados, utilizando la
teoria de esquemas.

El objetivo de esta tesis es presentar un panorama general de lo que se sabe actualmente
en torno a la conjetura de Casas-Alvero. En el Capitulo 1, se presenta una demostracién de
la conjetura para grados bajos, asi como también una nueva formulacién equivalente para
grado mayor o igual a 3. En el Capitulo 2, se estudian diversos resultados relacionados con
la conjetura, como por ejemplo la independencia del cuerpo de coeficientes en cuestién para
su veracidad. Finalmente, en el Capitulo 3, se incluye una demostracion de la conjetura
para infinitos grados. Los resultados del tltimo capitulo provienen originalmente de [§],
pero el desarrollo en esta tesis seguird el hilo de la demostracién de estos mismos realizada
en [7], que reemplaza como herramienta principal la teoria de esquemas por la teoria de

valuaciones.



Capitulo 1

La conjetura en grados bajos

Como el nombre del capitulo lo indica, el objetivo del mismo es demostrar la conjetura
para grados bajos; mas especificamente, para los casos de grado 2, 3, 4 y 5. Sin embargo,
presentaremos también una reformulacion equivalente de la conjetura para polinomios de
grado mayor o igual a 3. Esta serd utilizada para probar la conjetura en polinomios de grado
4 y 5, y también en el capitulo siguiente para dar una demostracion de la independencia

de la conjetura respecto del cuerpo de coeficientes en cuestion.

Comenzaremos con algunos aspectos preliminares que seran de utilidad a lo largo de toda

la tesis.

1.1. Preliminares basicos

Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y sea P € K[X] un polinomio de grado n € N. Diremos
que P es un polinomio de Casas-Alvero, o simplemente un polinomio C-A si P es un
polinomio que satisface la hipétesis de la conjetura; es decir, si existen oy, @, ..., p_1 € K

que verifican:

Plagy) = PP (o) =0 Vk € {1,2,....,n — 1}.

Para empezar, notemos que se puede suponer que el cuerpo K es algebraicamente cerrado,
va que dado P € K[X] C K[X] polinomio C-A, entonces existen A € K\ {0} y a € K tales
que P = A\(X — a)™. Luego, como X es el coeficiente principal de P, vale que A € K.

Por otro lado, para todo A € K\ {0}, £ € N tenemos que

= (AP)®) = APk,

s med(AP, A\P¥)) = mcd(P, P(¥)).
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Entonces podemos suponer, de ser necesario, que P es ménico sin pérdida de generalidad.

A su vez, vale que para todo p € K\ {0}, a e Ky ke N:

= (P(pX +a)®) = PR (uX + ),

= med(P(pX +a), p*P® (uX+a)) = %mcd(P, P®)(uX+a), con £ = gr(med(P, P*)).
W

En consecuencia, suponiendo que K es algebraicamente cerrado, podemos entonces efectuar
transformaciones afines a las raices para prefijar el valor de una de ellas, o también de dos
de ellas cuando se suponga que existe més de una.

1.2. Polinomios de grado 2 y grado 3

A lo largo de todo este capitulo supondremos sin pérdida de generalidad, por lo visto en
la Seccién [T} que K es un cuerpo de caracteristica 0 algebraicamente cerrado, y en esta

seccién que los polinomios C-A considerados son ménicos.

Sea por lo tanto P(X) = X2+ aX + b € K[X] un polinomio C-A de grado 2. Si llamamos
a € K a la raiz comin entre P y P’ entonces a es raiz doble de P, y en consecuencia
P(X)= (X —a)%

Supongamos ahora que P € K[X] es un polinomio C-A de grado 3. En este caso, si
llamamos a7 € K a la raiz comiin entre Py P’ y as € K a la raiz comin entre Py P”,
entonces « es raiz doble de P y, por lo tanto, existe 5 € K tal que

P(X) = (X—a)’(X -p),
P(X) = 2(X —a)(X )+ (X —an)?,
PI(X) = 4X —a1)+2( p)-

Ademds as es raiz de P, por lo que debemos mirar dos casos: as = a1 6 as = .

(i) Si @z = aj entonces ay es una raiz triple de P, y en consecuencia P(X) = (X —az2)?;

(ii) si ag = B entonces P"(ag) = 4(ag — 1) = 0, luego as = 1 y en consecuencia ag es
una raiz triple de P, con lo cual P(X) = (X — az)3.
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1.3. Formulacién equivalente para grado > 3

n
Sea P(X) = Z%‘X * € K[X] un polinomio de grado n > 3, entonces tenemos que Vk €
i=0
{1,2,...,n—1}:
PWOX)y=>"i(i—1)...(i—k+Da X" F =k (k) a; Xk,
i=k 1=k

Como para k <1 < n vale que

(/i) CL) - k!(iii k) i!(nni ) Kl — zg:(n —i

- k:!(nni DING _(Z)i:)i o <Z> (Z:f)
() _ G

tenemos que - = ) y

G

Supongamos ahora que P(X) es un polinomio C-A4 y sean ai,ag,...,an—1 € K tales que
P®) (o) = P(ay) = 0 Vk € {1,2,...,n — 1}. Entonces debe ocurrir que
n

(g E (e o wernnn

i=k i i=0 i

o también, remplazando ¢ por n — j:

()R () weoann

=0\ J j =0 M j

Esto puede resumirse en la siguiente igualdad matricial:

Qp—1 1 0 0 e 0 0 0
a? 200, 2 1 0 0 0 an 0
. . . . an71
. . . . . n
n—1 n—2 n—1\ n—3 n—1\ n—4 aTL;Z
af (n—1)aj (") ed ("37)ad 1 0 a(z) 0
o omaf @at? et a1 %] =0
ay nab ! (5)ay 2 (B)as™? nay 1 ; 0
of  mayT o (5af (3)af nag 1| | o 0
. . . . n
: ao
al 4 nal” (H)an—? (Bar=d ... napq 1 0
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On—1 1 0 0 0 0
a? 20,9 1 0 0 0
it (n=Dap™? (")l (Y )ar 1o
Sea M, = | of nal ! (B)ay? (B)ap™ noy 1| € Ken=2x(d1),
ay nay ™! (5)as™2 (Mas™ ... nay 1
af nag ! (5)as? (Has™™ ... naz 1
ap_y nal’” (B)an—? (Mar=3 ... napq 1

Tenemos entonces que M,, es una matriz tal que rg(M,) € {n,n + 1}, ya que 2n — 2 >
n+1 <= n >3 (y por ende rg(M,) <n+ 1), y ademés las primeras n filas de M,, son
li.

Por lo tanto, concluimos que existe P(X) polinomio C-A de grado n con oy, g, ..., p—1 €
K tales que P*)(ay) = P(ag) = 0 Vk € {1,2,...,n — 1} si y sélo si el sistema lineal de
ecuaciones:

M, -#=0 (1.1)

tiene solucién no trivial (y dicha solucién contiene informacién sobre los coeficientes de
P(X)). En efecto, lo inico que no es inmediato es que una solucién no trivial representa
un polinomio C-A de grado n; pero entonces, si la primera coordenada de ¥ fuera nula,
mirando las primeras n filas de la matriz M,, puede verse que las deméds coordenadas de
Z también resultan nulas. Luego, una solucién no trivial del sistema tiene primera
coordenada no nula y por lo tanto el polinomio correspondiente tiene grado igual a n.

Por otro lado, es claro que el sistema ([1.1)) tiene solucién no trivial si y sélo si rg(M,) = n.

Tomando la matriz M,, por bloques de la siguiente manera:

Qe
Ap | Uy " 1 oy 2)x 1
M, = , con A, = : e K", B, = } e Kn=2)x1
Bn Cn ognil :
1 an_,
e
of
1 0 0 0 0
20,9 1 0 0 0
Un = : : : e K™,
(n=Da;™® ("o (o™t .10

no/f_l (’21)0/1‘_2 (g)a’f_?’ . nag 1



CAPITULO 1. LA CONJETURA EN GRADOS BAJOS

que es triangular inferior e inversible, y

now 1 (g) ag_Q (g) a;_3 noag 1
—1 2 -3
C. = m? (’5)0@ (?f)éé? T [,
napy (Ban=? (Han=y ... nap 1

~1
tenemos que definiendo T, = Un ‘ 0 € K2n=2)x(2n=2) (inyersible),
—CnUil ‘ I,_o

S An |Ua \ _ U A, | I
T\ —CuU [ Ts )\ Ba | G B, — CoU, Ay | O

y tiene el mismo rango que M,, que queriamos que sea n. Esto ocurrira si y sélo si

0

0
B,-CU A, =] |. (1.2)

Nuestro siguiente objetivo serd por lo tanto calcular U, !. Para esto, necesitamos algunas

definiciones.

Notacién 1.1 Consideremos la siguiente notacion:

. N® — U Nm7

meENy
m
» para U= (v1,...,0m) € N*: I(¥) =m, |[0] = Zvi Yy
i=1

|o)! ‘
(W) _ v1l. vp! simeN,

—

1 sim=20.

Lema 1.2 Sea m € N y sea ¥ = (v1,v2, ..., v) € N™. Entonces

(5)= GO = G ) )



CAPITULO 1. LA CONJETURA EN GRADOS BAJOS 10

Demostracion: En efecto, tenemos que

<\17|> (v vt o)

v vl vp!

_ (v1 +v2+ ... +vp)! ‘(02+03+...+vm)!: [T\ ((v2, v3, .. Um)|
vil(vg + v3 + ... + vpy)! voluzl...vp,! V1 (V2,03 ey V) )

También, de forma andloga,

—

<|17|> _ (U1 + vy + ... + Um)! _

U v1lvgl. vp,!
. (U1+1)2+...+Um71)! . (vl+vg+...+vm)! _ <|(’U1,’02,...,’Um1)|><|17‘>
vilvgl. 1! (1 + V2 + oo + V1) o] (V1,02 ey Up—1) Urn,

Definiciéon 1.3 Para n € Ny, definimos los siguientes polinomios:

. QO =1le K;
s Paran € N:
S (1 v
On(Xo, X1,y Xn_1) = ZN:.(_W (@) <6>XU
|U]=n
n

— > o (=pmm (ﬁ)ﬁ e K[Xo, X1, ..., Xpn_1],

m=1 \ JeN™
|7]=n

donde si X = (X0, X1, eoe; Xpnm1) y U= (v1,02, ..., 0m,) € N es tal que |U] = n, entonces

X7 = XU XX, X

v1+v2 v1+v2+...+Um—1"

Observacion 1.4 Notar que en la definicion anterior, los vectores X y ¥ mo tienen ne-

cesariamente la misma longitud y la notacion XV representa algo distinto a lo usual.

Observacion 1.5 De la definicion anterior se deduce facilmente que Xg divide a Qy(Xo, ...

para todo n € N.

A modo de ejemplo, paran =1, 2, 3, 4 y 5 resulta:

» Q1(Xo) = Xo,

) Xn—l)
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» Q2(Xo, X1) = — X +2X0X1,
» Q3(Xo, X1, X2) = X3 — 3X2Xs — 3X0 X7 + 6X0X1 Xo,

= Qu(Xo, X1, X2, X3) = — X +4X3X5+6X2X2+4X0 X7 —12X3 X0 X5 —12X0 X7 X5—
—12X0 X1 X2 + 24X X1 X2 X3,

= Q5(Xo, X1, Xo, X3, X4) = X§—5X; X4 —10X3 X2 —10X2 X3 5 X0 X +20X3 X3 X+
+30X35 X35 X4+30X7 X0 X5+20X0 X P X4 +30X0 X7 X5 +20X0X1 X5 —60X5 X0 X3X,—
—60X0 X7 X5Xy — 60X0X1X5Xy — 60X0X1 X2 X3 + 120X X1 X2 X3X4.

El siguiente resultado nos resultard de gran utilidad en el cdlculo de la matriz inversa en
cuestion.

Proposicién 1.6 Para todo n € N wvale que

" _ n
1. Qn(Xo, X1, Xno1) = Y _(=1)F 1(k>X§-Qnk(Xk,XkH,...,Xn_l),

o equivalentemente, (—1)* <n> XE§ - Queo (X, Xpes1s ooy Xn1) = 0;

NE

_ n
2. Qu(Xo, X1, ..; Xno1) = » (—=1)* 1<k>an(X0aX17--'aXnk1)'Xsk:

o equivalentemente, (—l)k <Z> Qn—1(Xo, X1, 00y Xpg—1) - Xﬁ,k =0.

e
Il
o

Demostracion:

1. Separando la sumatoria en la definicion de @, segiin el valor de la primer coordenada
de ¥ y usando el Lema tenemos que

Qn(X0, X1, s Xpo1) = > (=)™ (’;)X =
i

n -~ (n—k -
= (—1)k_1<k>X§ > (—1)n_k_l(w)< ” >(Xkan+17--->Xn1)w =
1

weN®
|@|=n—k
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- _ n
:Z(_l)k 1<k>)((’)C 'ankz(X]ka«Fla'“aXn—l)-
k=1

2. De manera analoga, separando la sumatoria en la definicién de @,, segtn el valor de

la 1iltima coordenada de ¥, tenemos que:

Qu(Xo X1y ooy Xpet) = 3 (=)0 (g)g _
i
v|I=n

-1 (n—Fk\ (n @
— Z (—=1)nl@) 1( - ><k>(X07X17---7Xnk1) Xr | =

a n - (n—k "
= (—1)k1(k> > (—1)”’”<w>< . )(XO,Xl,...,Xn_k_l)“’ Xk, =
1

Estamos ahora en condiciones de dar la férmula para la inversa de la matriz U,, definida

anteriormente.

Definicién 1.7 Sin € N, sea V,, € K"*" dada por

V1,1 0 0 e 0 0
V2,1 V2,2 0 ce 0 0
Vn = )
Un—1,1 Un-12 Un-1,3 --- Upn—in-1 0O
Un,1 Un,2 Un,3 cee Un,n—1 Un,n

con v;; = (—1)""7 ( > Qi—j(0n—i, n—it1, ., p—j—1) V1 < j < i < n, donde op = 1.
J

Lema 1.8 Para todon € N, Ut =V,,.
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Demostracion: Anteriormente, teniamos que

U1,1 0 0 N 0 0
U211 u2,2 0 RN 0 0
Un = 3
Up—11 Up—-12 Up-1,3 --- Up—1p-1 0O
Un,1 Un,2 Un,3 o Un,n—1 Un,n

A o
con u; j = ( >o¢fI 7 V1 <j<i<n,a=a;. Luego,

J
1 0 0 0 0
2.1 1 0 0 0
Vo -Up = : s
)‘n—Ll )\n—1,2 /\n—1,3 c. 1 0
Al An2 A3 oo Apn—1 1
donde para 1 < j <1t < n:
n (2
Aij = Z(Vn)i,l(Un)hj = Z'Ui,l S UL
l=j

l;l
! e A
Z(—l)z l<l> Qi—1(On—i, i1, oy Q1) - <J> Oélnfl

=5
i—j . |
~ S i—j (s Qi . (IR ko
k?l,z_j kzo( 1) <j+k>Q1]k(an—zaan—z—‘rl,...,anjkl) < j ke
S i \(itk
. . k
-y ]kzzo(_l) <j+k>< J )Qi_j_k(an_i’a”_“‘l’"'7an—j—k—1)'Oénjk.
Dado que

( i )<j+k)_ i! (R i! _
j+k i) G—i=kKG+E) 4K (i—7— k)5

B 1! (@—7" i\ (i—J
GG G- —k)K O\ k)’
resulta que

i—j N
s Z ’L_
Aijgo = (=1) 32(—1)'“(.)( k]>Qi—j—k(Oéni,ani+17---,an—j—k—1)'aﬁ_j_k
k=

= (-1 <;O> <§(—1)k <i;j>Qi—j—k(ani’ani+17--~,04n—j—k—1)'O‘Z—j—k>

= 0 (Prop. [1,6](2))
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lo que demuestra que V,, = U,; L.

Finalmente, volviendo a la ecuacién (1.2)) tenemos que:

ay (Deas™ (5)as™? (5)as™? (n"1) 2
I I I O I GV B Y (") es
ap_, (Den=r (en=i (5)anT (21)an— 1
1 0
—2Q1(ap—2) 1
—3Q1(ap—3)

3@2 (anf?n aan)

(=)™ (M) Qn-1(0,- - yan2) (=1 2(?)Qn_2(ap, .-
Qp—1
al_, oy (Das™t (B)ag™ (§)as™?
| | ed | (DTt (g™ (5)es
ap! an_y Man=i Gap=t (Hen
an
0
Qp—1

_2Q1 (an—2>an—1 + Oéi_g

3Q2(n—3,an-2)0 1 — 3Q1(O‘n—3)0‘%—2 + O‘%—S

(—1)”72 (n;l)Qn_Q(al’ R ,Oén_g) (—1)”73 (ngl)Qn_gg(Oél, R ,Oén_g)

B O‘nf?))
(nﬁl)a2 1
(nﬁl)a?’ 1

Pl (—1)niok (ngl)Qn—l—k(ah ey Qpogg)ak
Z:l(_l)n_k (Z) ank(a& e 7an7k71)a§_k
o (Das™" (3az™ (§az™ (ny) 2
e | DT Ges™ (Has™ (1) s
Ay (’f)aﬁj (721)042:% (S‘)a’ﬁii’ (nr—Ll)O‘nfl 1

14
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Qu(on1) -
_QQ(anf% Olnfl) Z?:O(_l)J (?) O‘giéQj (O‘nij cee 7047171)
QS(O‘nf?n On—2, O‘nfl) . Z?:o(_l)j (?) ag_]Qj (an—ja oo 7an—1) o
(=1)"2Qn-1(a1, ..., 00-1) Sio(=1) (?)OéZi{Qj(an—j, e Op)
(—1)”7162”(050, e an—l)
350 (<17 (Has 7 Qj(an—js - an1) Qn(ao, - .-, an—1)
> (=1 (a5 Qjlan—j, . an-1) n | @nlao, .o an)
- : +(=D" : N
n—1 Cn nfj. Prop. [L,6] (1)
Zj:o(_l)](]’)anfl (g, oy 0n_1) Qn(ag, ..., 0n-1)
Qn(az,a1,...,an1) — Qular, a1, .., 1)
o (_1)71—1 . Qn(a3; O[l, e 70471—1) - Qn(odl, Odl7 e 7a7’b—1)
Qn(an—ly a17 s ’an—l) - Qn(a].)al) MRS an—l)
Por lo tanto, tenemos que
0
0

B,—-C,- Ut A, =

si y sélo si
Qn(ai,aq,...;an-1) = Qnlag,ar,...,an_1)Vie{2,...,n—1}.

En conclusion, para n > 3, la Conjetura de Casas-Alvero en grado n puede reformularse

de la siguiente manera: para todos ag,...,a,—1 € K|
Qn(alaala L 7an—1) - Qn(OZQaO[la L 7an—1) == Qn(an—hah .. '7an—1) -
e a1l =09 = -+ = Qp—1-

1.4. Polinomios de grado 4

En este caso, sea P € K[X] un polinomio C-A de grado 4, y sean aq,ag,ag las raices
comunes entre Py P’ P"” P" respectivamente (a1, ag, as € K).
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Por los comentarios hechos en la Seccién [1.1] podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que a1 = 0. Por otro lado, por la Observacién tenemos que

Q4(0,0, a2, a3) = 0,

y por lo tanto debemos probar que la tinica solucién del sistema

Q4(a2,0,a0,c3) = 0
Q4(asz,0,a0,3) = 0

eSOtQ:Oég:O.

Entonces:
Qa(a2,0,a0,a3) = Saa — 8asas =0
—
Qa(as,0,a0,a3) = 3ai+6a303 — 120003 = 0
_ a3 (bag —8az) = 0
303 (203 —4asaz+a3) = 0

Analicemos tres casos:

1. Si a9 = 0 entonces 304% =0 = a3 =0, y por lo tanto a; = ag = a3 = 0.
2. Si a3 = 0 entonces 50/21 =0 = a9 =0, y por lo tanto a; = ag = a3 = 0.

3. Siag #0y as # 0, tenemos que:

(65 o
50[2—8&3 - 0 a3<5.a3—8) =0
2 2 = al o -
205 —4agaz +a5 = 0 a§<2-§—4-2+1> - 0
asg asg
o2 _ 8
= s @ 5 =
2<O‘2> 4<0‘2>+1 = 0
(0%} a3

8\ 2 8
= 2(;) —4(z)t1=0 — ABS!

En consecuencia, a; = as = ag = 0 es una raiz de P de multiplicidad 4, como queriamos
probar.
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1.5. Polinomios de grado 5

En este caso, sea P(X) € K[X]| un polinomio C-A de grado 5, y sean aq, g, a3, ay las
raices comunes entre Py P, P” P" P!V respectivamente (a1, as, a3, ay € K).

Anélogamente al caso anterior, por los comentarios hechos en la Seccién [I.1] podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a; = 0. Por otro lado, por la Observacion [1.5

tenemos que
Q5(07 07 a2, (3, 0[4) == 07

y por lo tanto, debemos probar que la tnica solucion del sistema

Qs5(02,0,9,3,04) = 0
Qs5(a3,0,a2,a3,04) = 0
Qs5(4,0,a2,a3,04) = 0
es ag =az =ay =0.
Luego, como:
Qs5(a2,0, a0, a3,04) = —9043 + 250/21044 + 200(%0(% — 400[%043044,
Q5(a3,0,a0,a3,04) = —90a3 + 15a4ay — 100303 + 30a2a3+
+30a3a3ay — 60aa3ay,
Qs5(0, 0,00, a3, 04) = —4af — 10a3ad + 20asza] — 10a3a3 + 30a3ai+

+30a203a3 — 60azaszay,

debemos considerar el sistema

a3(9a3 — 25asa — 2003 + 40a3ay) = 0
a2(9a3 — 15020y + 1003 — 30030y — 300202 + 60asazay) = 0
205 (203 + ba3ay — 10azai + 5ai — 150304 — 150003 + 30a2a304) = 0

Analicemos cuatro casos:

1. Si ag = 0, tenemos que:

3a3(3a3 —bay) = 0

203 (503 — 10z +203) = 0

Luego, vale que as = a4 =0 6 a3 # 0y ag # 0, en cuyo caso tenemos que

a3 _ 9
) 2 ey 3 _, ABS
5(3) —10(3)+2 = 0
Y (%)
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2. Si ag = 0, tenemos que:

a3(9az — 2504) = 0

203 (5a3 — 15a3ay +2a3) = 0

Luego, vale que ag = a4 =0 6 as #0y ay # 0, en cuyo caso tenemos que

a %
as\® a2 a ) — ABS!
5() —15() +2 = 0
QY QY
3. Si ay = 0, tenemos que:
a3(9a3 —2003) = 0
a3(10a3 — 30a203 +9a3) = 0

Luego, vale que ag = a3 =0 6 as #0y ag # 0, en cuyo caso tenemos que
(%)2 _
) a3 9 —
() (2) -»(e) e -
Qa3 Qs Qs

ag>2 20
& 9 ., ABS!

:> 3
(10-20—30> (O‘Q>+9 -
9 Qs

4. Siag #0, ag # 0y ayg # 0, tenemos que:

903 — 25y — 2003 + 40y = 0 (E)y)
903 — 15030y + 1003 — 3003y — 300203 + 60azasays = 0 (Es)
20& - 100‘3%21 + 50[%044 + 5a§’ - 15(1%(14 - 15a2a§ + 3034 = 0 (E3)

Reemplazando la ecuaciéon E3 por Ey — 2E3 v la ecuacién Fo por 3asE1 — 2FEs, nos
queda que:

9a3 — 250204 — 2003 + 40azay = 0

73 — 150304 — 1803 + 3003y = 0 =

9a3 — 2503ay +20a3a? —4ai = 0
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2 2
a2 (9 (”) — 925 (”) —20 <a‘°’> +40 <a:”>
Qg (e 7)) oy (07}
(6% 3 (6% 2 « 3 « 2
— { ol <7 <2> ~15 <2> ~18 <3> +30 <3>
oy Oy Oy Qq
3 2
af - (9 <0‘3> — 25 <0‘3> +20 <0‘3> —4
(6 %] (7] Y

o o
Si llamamos p = =2 0y €= =2 = (0, tenemos que:
(7] (7]

\

9u? — 25 = 2062 — 40¢ (Ey)
Tud — 152 = 1863 —30¢2  (Es)
9¢3 — 25¢2 4+ 20 — 4 0 (Eg)

Reemplazando la ecuacién Es por —FE4 + E5 + 2Eg, nos queda que

(n=D)(Tp* =17 +8) =
(€ —1)(9€* — 166 +4) =

9u? — 25 = 20£2 —40¢

T3 — 24p2 + 250 — 8
9¢3 — 25¢2 4 20¢ — 4

0
0

Consideremos tres casos:

a) Si p =1, entonces vale que:

2062 — 406 +16 =

0
9¢3 — 25624206 -4 = 0

pero esto es imposible ya que

19

32 = (135¢% — 195¢ + 52) (2062 — 40¢ + 16) — (300€ — 200)(9€> — 25¢% +20€ — 4).

b) Si ¢ =1, entonces vale que:

9u? — 254 +20 = 0
Tud —24p% + 250 —8 = 0

pero esto es imposible ya que

1544 = (585u—1238) (71> —24p2 +251—8) — (455> —12594-418) (91> —251+-20).



CAPITULO 1. LA CONJETURA EN GRADOS BAJOS 20

¢) Sip#1y&=#1, entonces vale que:

ou? —25u = 2062 —40¢6  (E7)

w2 —1Tu+8 = 0 (Es)
9¢2 —166+4 = 0 (E9)
., 2
Reemplazando la ecuacién E; por E7 — §Eg + gEg, nos queda que
2 88 40,
7 63 9

Tu2 1748 = 0
962 — 166 +4 = 0

Despejando € en la primera ecuacién y reemplazando en la tercera, tenemos

que
,_ 144 34
H7 8o M o801
Reduciendo la ecuacién Eg mdédulo esta iltima tenemos que
5011 80536
oM T os0r

pero esto es imposible ya que p = no es soluciéon de ninguna de las dos

. . 55121
cuadraticas anteriores.

En consecuencia, a; = as = a3 = a4 = 0 es una raiz de P de multiplicidad 5, como

queriamos probar.



Capitulo 2

Resultados varios relacionados con
la conjetura

En este capitulo estudiaremos diversos resultados relacionados con la Conjetura de Casas-

Alvero.

En la Seccion se incluye una demostracién de un caso particular del Principio de
Transfer, en el cual se establece que la conjetura es cierta en grado n para polinomios con
coeficientes en un cuerpo K de caracteristica cero algebraicamente cerrado si y sélo si es
cierta en grado n para polinomios con coeficientes en cualquier cuerpo de caracteristica
cero algebraicamente cerrado. Esta flexibilidad hard que en lo sucesivo nos enfoquemos,
sin pérdida de generalidad, en polinomios con coeficientes en C.

En la Seccién siguiendo [7], se define lo que es un “casi contraejemplo” a la conjetura

y se prueba la existencia de ellos.

Por tltimo, en la Seccién se incluyen resultados provenientes de [7] y [2] en los que se

estudian diversas propiedades del conjunto de raices de un polinomio C-A.

2.1. El Principio de Transfer aplicado a la conjetura

El Principio de Transfer es una herramienta muy poderosa que permite, por ejemplo, ex-
tender ciertos resultados probados sobre un cuerpo de caracteristica cero algebraicamente
cerrado a otro cuerpo con las mismas propiedades, sin necesidad de replicar la demostra-

cién o adaptarla de un cuerpo a otro, lo cual no siempre es sencillo ni factible.

La idea central es probar que la conjetura para grado n en un cuerpo K de caracteristica

21
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cero algebraicamente cerrado puede reformularse como una cierta propiedad que no invo-
lucra al propio cuerpo K sino solamente a su subcuerpo primo, que resulta isomorfo a Q.
De esta manera, la veracidad de la conjetura resulta independiente del cuerpo original.

Sea entonces K de caracteristica cero algebraicamente cerrado; por simplicidad suponemos
directamente Q C K. Dado que ya vimos que la conjetura es cierta para polinomios de
grado 1 y 2 en cualquier cuerpo de caracteristica cero, podemos restringirnos a polinomios
de grado n > 3; y como vimos en la Seccién la conjetura es cierta en grado n para
polinomios en K[X] si y sélo si para todos aq, ..., an—1 € Kt

Qn(at,ar,...,an-1) = Qnlaz,a1,...,an—1) = = Qnlan—1,01,...,ap_1) =

fr— ] =g =+ = Qp_1

(donde el polinomio @), es el de la Definicién [1.3)); es decir, si a,...,a,—1 € K son tales
que

Qn(ag,al,...,anfl)—Qn(al,al,...,anq) = 0

Qnlaz,ar,...,0n1) — Qnlar,a1,...,an_1) = 0
)

Qn(an_l,al,...,an_l) —Qn(al,al,...,an_l) = 0

entonces tenemos que

a9 — 1 =0
a3 — (1 = 0
Ap—-1 — Q1 = 0

En consecuencia, definiendo parai € {2,3,...,n—1} los polinomios T;, U; € K[X1, Xo, ..., X;,—1]
de la siguiente manera:

» T3(X1, Xoy oo, Xnm1) = Qn (X5, Xu, Xo, o, Xpo1) — Qn (X0, X1, Xo, o, X1) y

» Ui(X1, X, oo, X)) = X5 — X,

concluimos que la conjetura es cierta en grado n para polinomios en K[X] si y sélo si para

todo @ = (a, ...,an_1) € K* ! vale que

To(a)

. T5(a)
sl ) , entonces

o O

T 1(@) =0 Up_1(@) =0
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Por el Teorema de los Ceros de Hilbert (ver por ejemplo [11, Theorem 1]), esto equivale a
que Uj € VIVj € {2,3,...,n—1}, donde I = (T3, T3, ..., Tp—1) C K[X1, X2, ..., Xpo1] y VI
es su ideal radical; en otras palabras, Vj € {2,3,...,n — 1} existe N; € N tal que UJNj el

En resumidas cuentas, segin lo visto hasta aqui, podemos afirmar que la conjetura es
cierta en grado n para polinomios en K[X] si y sélo si para todo j € {2,3,...,n — 1}
existen N; € N y polinomios R;; € K[X1, Xo, ..., X;,,—1] Vi € {2,3,...,n — 1} tales que

n—1
S TRy =U. (2.1)
1=2

El siguiente paso entonces serd, para cada j € {2,3,...,n — 1} y tomando N; € N fijo,
analizar el hecho de que existan los polinomios R;; € K[X1, X», ..., X;,—1] como en ({2.1));
siendo nuestro objetivo probar que dicha existencia resulta independiente del cuerpo K.

Observacion 2.1 Para todos i,j € {2,3,...,n — 1} vale:

o T3, U]Nj € Z[X1,....Xn-1] \ {0}: en efecto, lo unico que no es inmediato es que
T; # 0, pero siguiendo la Definicion es fdacil ver que el coeficiente que acomparia
al monomio X' en Qn(X;, X1, ..., Xn_1) es

() ()= (- () e

y por la Obsem}acz’én X1 divide a Qn (X1, X1, ..., Xn—1), con lo cual el monomio

X' no aparece en su formula expandida.

w T; es homogéneo de grado n y U;Vj es homogéneo de grado Nj, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que todos los polinomios R;; en son ho-
mogéneos de grado Nj —n: en efecto, si alguno no fuera homogéneo reemplazamos
simultdneamente todos los R;j por sus respectivas componentes homogéneas de grado
N; —n manteniéndose dicha igualdad.

Luego llamando X = (X1, X2, .0, Xpno1), U= (v1y .00y Up—1) € Ng_l y utilizando ahora si la
notacién habitual para monomios XV = Xfl...XZ’fll (a diferencia de la utilizada en la
Definicién [1.3)), tenemos que si

Ti= Y X% Vie{23,..,n-1},
geNp !
jei=n
Rij= Y rygX?  Vije{2,3,..,n-1}

geng !
|g|=N;j—n
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para cada j € {2,3,...,n — 1} la ecuacién (2.1]) nos queda:

n—1 .
E _X€ E Y9 | = E X
t;zX rijgX? | = u; X7
1=2 é»eN'g—l §€Ng_1 ﬂeNg,fl
&=n 1§I=N;—n =N,

Esto es equivalente a que V f € Ng_l tal que | ﬂ = Nj, vale que

n—1
E E tié’l"ijg‘ = ujf" (22)
=2 GeNg~', |gl=N;—n
eeNy ™!, [el=n
gre=f
Sea

{(FeNg™ | |fl= Nj}y = {fi. for s [, }

{GeNg™ | |g] = Nj —n} = {G1, G2, -, G, }-
En vista de las ecuaciones , la existencia de los polinomios R;; queda determinada
por un sistema lineal de B; ecuaciones (una por cada coeficiente de U JN Ny (n—2)C
incégnitas (una por cada coeficiente de cada R;; de grado N; — n). Es decir, para cada
j€42,3,...,n — 1} podemos plantear un sistema lineal de ecuaciones de la forma

Ti-Rj =Uj

donde la matriz T; € 7.Bi*(n=2)Cj est4 formada por 0 y coeficientes de los polinomios
T, Ty, ..., Ty,—1, el vector de incoégnitas R; € K(=2)C; representa los coeficientes de los

polinomios Rgj, Rsj, ..., Riu—1); y Uj € 755 esté formado por coeficientes del polinomio
N;

Uj
Pero entonces, dado que tanto 7; como U; son matrices con coeficientes en Z C Q, por

argumentos estdandar de dlgebra lineal, si este sistema tiene una solucién en K2

entonces también tiene una solucién en Q—2)C5,

Finalmente, la conclusién es que la conjetura es cierta en grado n para polinomios en K[X]
si y sélo si para todo j € {2,3,...,n — 1} existe N; € N tal que el sistema de ecuaciones

Tj-Rj =Uj,
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que tiene coeficientes en Z, tiene solucién en Q("~2%5 | que es una condicién independiente
del cuerpo K.

De esta manera, hemos probado el siguiente

Teorema 2.2 Sea K un cuerpo de caracteristica cero algebraicamente cerrado y n € N.
La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado n con coeficientes en K
st y solo si es cierta para polinomios de grado n con coeficientes en cualquier cuerpo de

caracteristica cero algebraicamente cerrado.

2.2. “Casi contraejemplos” a la conjetura

Un “casi contraejemplo” a la conjetura de Casas-Alvero es un polinomio que tiene una raiz
en comun con todas sus derivadas no constantes salvo quizas una de ellas, y sin embargo,
no tiene una unica raiz. En esta seccién probaremos la existencia de “casi contraejemplos”

a la conjetura, resultado que proviene de [7].
Proposicién 2.3 Sean € N,n > 2 yseah € {1,2,...,n—1}. Entonces existe P, ;, € R[X]
de grado n tal que

gr(med(Pop, PEY) > 1Yk € {1,2, .0 h— 1, h+1,..,n — 1}

y Py, 1, tiene al menos dos raices distintas.

Antes de demostrar esta proposicién, probaremos algunos resultados auxiliares.

Lema 2.4 Sea P € R[X] de grado n € N con todas sus raices reales y pertenecientes a un
intervalo [a,b] (a, b € R, a <b), y sea m el mdzrimo de las multiplicidades de las raices de
P. Entonces para todo k € {1,2,...,n—1}, P%) tiene todas sus raices reales y pertenecientes

a [a,b], y el mdzimo de las multiplicidades de las raices de P*) es max{m — k,1}.

Demostracién: Basta con probar que para k = 1, P’ tiene todas sus raices reales y perte-
necientes a [a, b], y el méximo de las multiplicidades de las raices de P’ es méx{m —1,1}.

Luego, para k > 1 se procede facilmente por induccién.

Sea P € R[X] de grado n € N con todas sus raices reales. Sean r1, rg, ..., 7y dichas raices,
cona<r; <ry<...<rg<b Paracadaje {1,2,..., 0} sea m; € N la multiplicidad de
l

rj en P; entonces vale que E m; = n.
j=1
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Derivando este polinomio, resulta que P'(X) tiene grado n — 1 y ademés rq, 7o, ..., 77 son
raices de P’ tales que para cada j € {1,2,...,¢} la multiplicidad de r; en P’ es m; — 1.

Por otro lado, por el Teorema de Rolle existen si, so, ..., sy—1 € R raices de P’ con
T <85 < Tjt1
para todo j € {1,2, ..., — 1}. Entonces hasta ahora encontramos al menos

¢ ¢
dmi—-1) | +-1)=>"mj—L+Ll-1=n—1
=1 j=1
raices de P’ (contadas con multiplicidad), que tiene grado n — 1. Por lo tanto, éstas son

todas sus raices y podemos concluir ademds que s1, ..., Sg_1 son simples. Por ultimo, como
a<T] <81 <Troe< S <ry3< - <1rp_1<8p_1<1p <0

entonces todas pertenecen al intervalo [a, b]. o

Otro resultado necesario para probar la existencia de “casi contraejemplos” es lo que se
conoce como el Teorema de Continuidad de las Raices en funcién de los coeficientes. La
demostracién de este teorema que incluiremos méas abajo se basa en el conocido Teorema
de Rouché cuyo enunciado se exhibe a continuacién.

Teorema 2.5 (de Rouché) Seald C C abierto simplemente conexo y sean f,g : U — C
funciones holomorfas enU. Sea C C U una curva cerrada simple. Si |f(2)| > |g(z)|Vz € C
entonces f y f + g tienen las mismas cantidad de raices contadas con mutiplicidad en el

interior de C.
Demostracion: Ver [4, Capitulo 6, Seccién 63] o

Teorema 2.6 (de Continuidad de las Raices) Sea
n—1 .
P(X)=X"+> a;X' € C[X]
i=0
un polinomio de grado n (n € N) con { raices distintas aq,az,...,ap € C (1 < € < n),
con multiplicidad m1, ma, ..., my Tespectivamente. Entonces para todo € > 0 tal que los
conjuntos {z € C: |z —ay| < e} (j € {1,2,...,£}) son disjuntos 2 a 2 existe 6 > 0 tal que
todo polinomio monico de grado n:
n—1 '
QX)=X"+> bX'eC[X]
i=0
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que verifica que |a; — b;| < 0 Vi € {0,...,n — 1}, tiene exactamente m; raices contadas con
multiplicidad en {z € C: |z — o] < e} Vj € {1,2,...,¢}.

Demostracion: Sea e como en el enunciado. Para cada j € {1,2,...,0} sea C; = {z € C :
|z — | =€} (disjuntos 2 a 2), y A\; = min{|P(z)| : z € C;}. Estos minimos existen pues la
funcién |P(z)| es continua y Cj C C es compacto Vj € {1,2,...,¢}. Mas ain, A; > 0 para
todo j ya que las raices de P, que son los puntos «;, se encuentran fuera de los conjuntos
C;.

n—1
Ahora, para cada j € {1,2,...,¢} definimos p; = méx{l + Z |2°] - z € C]} > 0. Luego
\ i=1
elegimos 0 > 0 tal que § < “ Vi e{1,2,..,¢}.
M
n—1 A
Entonces si Q(X) = X" + sz‘XZ, con by, by, ...,bp—1 € C tales que |a; — b;| < § Vi €
i=0

{0,...,n — 1}, tenemos que para todo j € {1,2,...,¢} y para todo z € C; vale que

n—1 n—1
Q(2) = P(2)] = [bo — a0 + > (bi — ai)2"| < |bo — ao| + D _ [bs — ail|2] <
i=1 =1
n—1 '
<5 (1 +3 zZ|> < bp; < A < |P(2)].
=1

En consecuencia, por el Teorema de Rouché, Py @ = P + (Q — P) tienen las mismas
cantidad de raices contadas con mutiplicidad en {z € C: |z — ;| < e} Vj € {1,2,...,0}. o

A partir del Teorema de Continuidad de las Raices, podemos obtener el siguiente resultado:

Proposicién 2.7 Sean € N y sea T,, CR"™ definido de la siguiente manera:

n—1
T, = {(ag,a1,...,an—1) € R" tal que X" + ZaiXi tiene
i=0

todas sus raices reales y en el intervalo [0,1]}.

Entonces la funcion &, : T, — [0, 1] definida por:

n—1
&n(ag,ay...,ap—1) = min {mz’ces reales de X" + E ain}
=0

es continua.
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Demostracion: Sea (ag, a1, ...,an—1) € Tn, P(X) = X" + Z?:_ol a; X"y sean 0 < a1 <
ag < ...<ay <1e€R las raices de P, con multiplicidad m1, mao, ..., m; respectivamente.

Entonces vale que &, (ag, a1, ...,an—1) = a1.

Sea ¢ > 0. Consideramos ¢’ > 0 tal que ¢ < ¢ y los conjuntos {z € C : |z — oj| < €'}
(7 € {1,2,...,£}) son disjuntos 2 a 2. En particular, notemos que

a1 + 6/ <aj — 6/
para todo j € {2,...,¢}.
Por el Teorema existe 0 > 0 tal que si (bg,by,...,bn—1) € T, cumple que |a; — b;| <

n—1
d Vi€ {0,1,...,n — 1}, el polinomio Q(X) = X" + Z b; X? tiene exactamente m; raices
=0
' ¢
contadas con multiplicidad en {z € C: |z — ;| < &'} Vj € {1,2,...,£}, y como ij =n,
j=1
@ no tiene otras raices fuera de estos conjuntos. Ademds, dado que (b, b1,...,bn—1) € T},
todas las raices de () resultaran reales y en el intervalo [0,1]. Si 81 = &, (bo, b1, ..., bu—1),

resta demostrar que |ag — f1] < e.
Por el absurdo, si oy —f1| > € > ¢/, existe j € {2,...,¢} talque f; € {z € C: |z—a;| < €'}
Por otro lado, existe /3 raiz de @ tal que § € {z € C: |z — a;| < €’'}. Finalmente tenemos
que

,8<a1+8’<04j—8/<,31,

contradiciendo la definicion de 3. o
Ahora si podemos probar el resultado principal de la seccidn.

Demostracion de la Proposicion[2.3: Sin = 2y h = 1, cualquier polinomio P, j con dos
raices distintas sirve como “casi contraejemplo”. Supongamos por lo tanto que n > 3.
Para t = (t1,12, ..., tn—2) € [0, 1]"~2 notamos

n—2

QAX) = X(X - 1) [[(X —t:;) e RIX]
=1

y paracada k € {1,2,...,n—1} consideramos las siguientes funciones (utilizando la notacién

de la Proposicion :

= Uy 0 [0,1]"2 — R™F definida por ¥ (t) = (ag, a1, ..., ap_k_1), donde

X —
a; n(

QW (x).

xRy

n—k—1
1
=0

n—1)...(n—k+1)
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Notemos que esta funcién es continua ya que sus coordenadas son polinomios en
(t1,t2,...,tn—2) y ademds, por el Lema [2.4] Im(¥) C T),_y.

» 0 :[0,1]"72 — [0, 1] dada por la composicién o = &,_x o ¥}, que resulta continua

por ser composiciéon de funciones continuas.

Por tltimo, para cada h € {1,2,...,n—1} consideramos la funcién continua I'y, : [0,1]"2 —
[0,1]"~2 definida por:

Fh(ﬂ = (01@)7 02(57 i) O—hfl(t‘% Uthl({)? "'70—71—1(5)'

Por el Teorema de Punto Fijo de Brower (ver por ejemplo [12, Corollary 1.18]), existe
Y = (71,72, s Tn—2) € [0,1]"72 tal que 'y (¥) = 7. Definimos entonces P, , € R[X] de la

siguiente manera:
n—2

Pop(X) = Qs(X) = X(X = 1) [T (X — ).
i=1
Este polinomio cumple que

v gr(P,p) =n;

» si k€ {1,2,...,h — 1}, entonces v, verifica que P, (%) =0y

() — S\ — mind rar 1 (k)
Yk = 0k (¥) = &n—k 0 Vi (¥) = min{raices reales de Y PR B Py e 1)Q (X)}.

Luego, 7% es una raiz real de Q%k) = Péklz Esto prueba que

gr(med(P, , PMY) > 1k € {1,2, ..., h — 1};

n,

» sike{h+1,h+2,..,n— 1}, entonces vy,_; verifica que P, p(vx—1) =0y

1
nn—1)...(n—k+1)

QW (X))}

V-1 = 0k (¥) = &n—koVk(Y) = min{raices reales de

Luego ~;_1 es una raiz real de Q%k) = Pflkg Esto prueba que

gr(med(Poi, PY)) > 1k € {h+1,h+2,..,n— 1}.
» 0y 1 son raices de P, 5.

En consecuencia, P, € R[X] de grado n verifica que

gr(med(P, 4, Pygk)

M >1Vke{1,2,.,h—1,h+1,...,n—1}

y tiene al menos dos raices distintas (0 y 1), como querfamos demostrar. o
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2.3. Sobre el conjunto de raices de un polinomio de Casas-

Alvero

En esta seccién, estudiamos diversas propiedades del conjunto de raices de un polinomio
C-A, provenientes de [2] y [7].

Para empezar, consideremos la siguiente

Definicién 2.8 Sea P € C[X] un polinomio C-A de grado n € N. Decimos que un con-
gunto T C C es un conjunto testigo para P si existe f : {1,...,n—1} — T sobreyectiva tal
que para todo k € {1,...,n — 1},

P(f(k)) = PP (f(k)) = 0.

Notemos que necesariamente, un conjunto testigo para P es un conjunto formado por
raices de P. La idea detras de esta definicién es que un polinomio C-A podria tener,
en principio, otras raices ademé&s de las que intervienen en las condiciones para que el

polinomio sea, en efecto, C-A.

Es claro que la conjetura es cierta si y sélo si todo conjunto testigo para un polinomio C-A
tiene cardinal 1. Por otro lado, la conjetura dice que el conjunto de raices de un polinomio
C-A tiene cardinal 1. En consecuencia, en esta seccién estudiaremos separadamente res-
tricciones para el cardinal de un conjunto testigo y para el cardinal del conjunto de raices
de un polinomio C-A.

Comencemos estudiando entonces el cardinal de los conjuntos testigo.

Proposicién 2.9 Sean P € C[X] un polinomio C-A de grado n € N y sea T un conjunto
testigo para P. Entonces #T # 2.

Demostracion: Sea f:{1,...,n—1} — T sobreyectiva tal que para todo k € {1,...,n —1},
P(f(k)) = P®)(f(k)) = 0 y supongamos por el absurdo que #T1" = 2. Por lo visto en la
Secci(’)n podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es ménico y que T' = {0, 1},
y por lo tanto P(0) = P(1) = 0.

Probemos primero, por induccién decreciente en k, que para todo k € {1,2,...,n} vale que
= PR ¢ R[X];

» P > 06 P* <0 en el intervalo (0,1).
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Si k =n, P = nl verifica las 2 condiciones. Supongamos que lo afirmado es cierto para
k=ko € {2,3,...,n}. Entonces tenemos que P*0) € R[X] y ademés P*0) > 0 6 P(*0) < 0
en el intervalo (0,1). Luego, P*0~1) es primitiva de P(*0) y, por hipétesis, P*Fo=1)(0) =0
6 Pko=1)(1) = 0.

Esto nos permite afirmar que

X X
plho=1)(x) = / pryar 6 PRD(X) = / P (t)dt,
0 1

con lo cual en cualquiera de los casos Po~1) ¢ R[X].

Ademés, como P*0) > 0 6 P%0) < ( en el intervalo (0,1) entonces P*0—1) es estricta-
mente creciente ¢ estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1], y como P*o=1)(0) = 0
6 PHo=1D(1) = 0 entonces P*0=D > 0 ¢ P*ko—1) < 0 en el intervalo (0,1).

Ahora, por lo visto recién, tenemos que P’ € R[X] y ademds P’ > 06 P’ < 0 en el intervalo
b's
(0,1). Como P es primitiva de P’ y P(0) = 0 entonces P(X) = / P'(t)dt € R[X]. Pero
0
ademds como P’ > 0 6 P’ < 0 en el intervalo (0, 1) entonces P es estrictamente creciente

6 estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1], y a su vez P(0) = P(1) = 0, lo cual es un
absurdo. o

Para probar el resto de los resultados, incluiremos primero algunas definiciones, teoremas y
lemas auxiliares. Para simplificar la notacién, en lo que sigue identificaremos los conjuntos

C y R? de la manera habitual.

Definicién 2.10 Sea A C C un conjunto convexo. Un vértice de A es un punto v € A

que verifica la siguiente propiedad:

para todos vi,ve € A yt € (0,1), sitv; + (1 —t)vg = v entonces v1 = vg = v.

Lema 2.11 Sean A, A C C conjuntos convezos, con A’ C A. Siv es un vértice de A que
pertenece a A’, entonces v es un vértice de A’.

Demostracion: La demostracién es directa a partir de la definicién de vértice. o

Lema 2.12 Si A C C es la cdpsula conveza del conjunto {1, B2, ..., B¢} y v es un vértice
de A, entonces existe i € {1,2,...,0} tal que v = f;.
Demostracion: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 51, 5o, ..., B¢ son distintos

¢
dos a dos. Si v € A entonces v = Z)‘Jﬂj’ con A; € [0,1] para todo j € {1,2,....4},
j=1
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M~

Aj = 1. Ahora bien, si existe ¢ € {1,2,...,¢} tal que \; = 1 entonces para todo

j=1
J i vale que \; = 0, y en consecuencia v = ;. Supongamos entonces que existen ¢,

l
i' € {1,2,...,0} tales que A\, A\y € (0,1) y v = Z)\jﬂj. Entonces existe € > 0 tal que
j=1
XNi—¢&, Ay —e, \i+¢&, Ay +¢e€(0,1). Luego, sean

vi=| Y NB [+ Nite)Bi+ (A —e)By
1<5<e
JF,

va=| Y NG|+ Ni—e)Bi+ (A +2)By
1<5<¢e
VN
, 1 1
Entonces tenemos que vy, v € A y ademds que v = JuL + V2 con vy # v9. En consecuen-
cia, v no es vértice de A. o

Notacién 2.13 Sea P € C[X] un polinomio de grado n € N y sean 1, B2, ..., B¢ € C sus
distintas raices, con 1 < £ < n. Notaremos Ap C C a la cdpsula convexa del conjunto de
raices de P, o sea, de {(1, P2, ..., B¢}

Teorema 2.14 (de Gauss-Lucas) Sea P € C[X]| un polinomio de grado n € N y sean
081, B2, ..., Be sus distintas raices de multiplicidad mq,mo, ..., my respectivamente, con 1 <
¢ < n. Entonces toda raiz de P' pertenece a Ap (y en consecuencia Apr C Ap).

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supongamos que P es ménico. Sea P(X) =
l

H(X — Bi)™. Entonces vale que
i=1

l
Pl(X) =Y m(X =)™t [ (x =)™
i=1 1<5<e
J#i
Ahora bien, sea z € C una raiz de P’. Si z también es raiz de P entonces z = [3; para
algin i € {1,2,...,¢} y por lo tanto z € Ap. Supongamos entonces que P(z) # 0; entonces

vale que
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y por lo tanto

mg _m(z_g)
Z*/Bi B ’Z*@P

Considerando que para todo i € {1,2,..., ¢} tenemos que

L mizZ—Bi)
; |z = Bil? -0

con lo cual, si conjugamos ambos miembros de la tltima igualdad nos queda que
¢

mi(z — Bi)
;!z—&!? =0.

Entonces resulta que
)4
m;
(3 ) = S

_mi d
Z/ﬁi;i nos queda que z = Z)\iﬁz’a donde X; € [0,1] Vi €
i=1 oA =t
)4

{1,2,..., 0}y Z)‘i = 1. Por lo tanto, z € Ap. o
i=1

Si llamamos \; =

Como consecuencia de este teorema, podemos enunciar el siguiente

Corolario 2.15 Sea P € C[X] un polinomio de grado n € N, {B1, B2, ..., Be} sus raices
distintas entre si de multiplicidad m1, mo, ..., my respectivamente, con 1 < € <n. Si 5; es
vértice de Ap, entonces P®)(3;) # 0 Vk € {m;,m; +1,...,n —1}.

Demostracidn: Por el absurdo, si existe k € {m;,m; + 1,...,n — 1} tal que P*)(5;) = 0,
entonces 3; € Apry. Como consecuencia del Teorema AP(k) C Apmy, y por lo tanto
Bi € Ap(m,;). Luego, como 3; es vértice de Ap y AP(mi) C Ap entonces por el Lema
Bi es vértice de Apm,) y por lo tanto, por el Lema . Bi es rafz de P, Esto es un
absurdo pues f; es raiz de P de multiplicidad m;, con lo cual P™ ( ;) # 0. o
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Ahora si podemos probar el segundo resultado de la seccién referido al cardinal de los
conjuntos testigo.

Proposicién 2.16 Sean P € C[X] un polinomio C-A de gradon € N y sea T un conjunto
testigo para P. Entonces #T1 #n — 1.

Demostracion: Sea f: {1,....,n—1} — T sobreyectiva tal que para todo k € {1,...,n—1},
P(f(k)) = P®(f(k)) = 0, y notemos ap = f(k). Supongamos entonces por el absurdo
que T' = {ay,ag,...,a,_1} tiene cardinal n — 1. Entonces tenemos que oy # apVk,h €
{1,2,...,n— 1} con k # h.

Por lo visto en la Seccién [I.I} podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es
monico. Como P(a1) = P'(a1) = 0 resulta que aj es raiz doble de P, con lo cual

n—1
P(X)=(X —a1)* [ (X — w).
k=2

Ahora bien, es claro que Ap tiene al menos 2 vértices, y en consecuencia al menos uno de
ellos serd una raiz simple de P. Si llamamos «; a dicho vértice, entonces i € {2,3,...,n—1};
luego, por el Corolario m P®)(a;) # 0 Yk € {1,2,...,n — 1} ya que a; es raiz simple
de P. Entonces P%(q;) # 0, lo que es un absurdo pues P(oy) = P¥(ay) = 0 Vk €
{1,2,....,n —1}. o

A partir de ahora, nos enfocaremos en estudiar restricciones sobre el cardinal del conjunto
de raices de un polinomio C-A.

Antes veamos un lema auxiliar.

Lema 2.17 Sean n,m € N, con m < n. Entonces

S ()

k=m

-1 -1
Demostracion: Sabemos que para todo k,n € N, k < n vale (Z) = (Z _ 1) + (n i )
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Luego, tenemos que

() = cor (e S ()

T on BB ()
= (=1)"+ :i;(—l)k <Z _ D - hz;l(_l)h <Z _ D

Ahora enunciemos y demostremos la siguiente

Proposicién 2.18 Sea P € C[X] un polinomio C-A de grado n € N, sean (1, P2, ..., B¢
sus distintas raices de multiplicidad mq, ma, ..., my respectivamente, con 1 < £ < n. Si
> 2 entonces P tiene al menos 2 raices distintas que no son vértices de Ap.

Demostracion: Supongamos primero que todas las raices de P son vértices de Ap. Sea m
el maximo de my, ..., my; como £ > 2 entonces m < n — 1y, por lo visto en el Corolario
2.15, P (8;) # 0 Vi € {1,2,...,£}, con lo cual P y P no tienen raices comunes, lo que

es un absurdo pues P es un un polinomio C-A.

Supongamos, de ahora en maés, que hay exactamente una raiz de P que no es vértice de
Ap. Por lo visto en la Seccién podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es
monico y que fy = 0 es dicha raiz. Si m es el maximo de myq, ..., my_1, entonces tenemos
que 1 <m <n—1y, por lo visto en el Corolario P®E(B)#0Vie{l,2,...0—1}y
Vk e {m,m+1,..,n—1}.

Como P es un polinomio C-A, para todo k € {m,m + 1,...,n — 1} debe ocurrir que
P®)(0) = 0, es decir que 0 es una raiz de P*) de multiplicidad al menos n — k. En
consecuencia, como P es ménico y gr(P(k)) =n — k, resulta que

n!

PO = (n—k)!

X" FVE e {m,m+1,..,n—1}. (2.3)

Ahora bien, sin pérdida de generalidad supongamos que (31 tiene multiplicidad m. Entonces
P®E(B) = 0 Vk € {0,1,....m — 1} (P = P). Mirando el polinomio de Taylor de P
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centrado en 1, resulta que

" pk) " pk)
) =3 PR (x gy 50 PR gy
k=0 ’ k=m

Evaluando en X = 0, resulta que

De la ecuacién (2.3)), nos queda que

0 = i(:)(ﬁl)”_k(—ﬁl)k,

k=m

0 - wl)“knm(—l)k(’;),
o = @reon(27h).

por el Lema En consecuencia 1 = 0, que es un absurdo.

Por lo tanto, concluimos que deben existir al menos 2 raices de P que no son vértices de
Ap. o

Como consecuencia de esta proposicién, haremos la siguiente

Observacién 2.19 Todo polinomio C-A en C[X] con mds de una raiz tiene al menos 4
raices distintas en C. En efecto, tomando P € C[X]| un polinomio C-A con mds de una
raiz en C y mirando la cdpsula convexa de sus raices Ap, entonces P tiene al menos 2
raices que son vértices de Ap y, por lo demostrado en la Proposicion[2.18, al menos 2 que
no lo son. Luego, P tiene al menos 4 raices distintas.

Para finalizar el capitulo, probemos la siguiente proposicién que muestra que, en realidad,

un polinomio C-A que no tenga una unica raiz tiene al menos 5 raices distintas:

Proposicién 2.20 Sea P € C[X] un polinomio un polinomio C-A con mds de una raiz
en C. Entonces P tiene al menos 5 raices distintas en C.

Demostracion: Como mencionamos en la Introduccién, la conjetura de Casas-Alvero esta de-
mostrada para polinomios de grado menor o igual que 7 (ver [6]). Luego, si P es un

polinomio de grado n, podemos suponer n > 8.
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Por la Observacién basta con ver que si P € C[X] es un polinomio un polinomio C-A

con mas de una raiz, entonces no puede tener exactamente 4 raices distintas.

Supongamos, por el absurdo, que existe P € C[X] polinomio C-A de grado n € N con
exactamente 4 raices en C. Es claro que al menos 2 de ellas son vértices de Ap, y por
la Proposicién [2.18] al menos dos de ellas no son vértices de Ap. Por lo tanto, tenemos
que Ap tiene exactamente 2 vértices, con lo cual es un segmento en C. Por lo visto en la

Seccion podemos suponer que P es moénico y que sus 4 raices son reales, por lo que
P e R[X].

Llamemos m al maximo de las multiplicidades de estas 4 raices; entonces vale que 2 <

m < n — 3. Analicemos varios casos:

1. Si m < n — 5, nuevamente por lo visto en la Seccién podemos suponer que
las 4 raices de P son a < 0 < 1 < b. Como a y b son vértices de Ap, por el
Corolario no pueden ser raices de P*) para ningin k € {m,m+1,...,n—1};
luego podemos suponer ademas que P(”*l)(O) = 0. M3és aun, por el Lema para
ke {m,m+1,..,n— 1} las raices de P%) son simples; entonces necesariamente

tenemos que
P (0) = p=2 (1) = p=3)(0) = P9 (1) = P%)(0) = 0.

Luego, teniendo en cuenta que P es moénico, resulta que

n!
6

n!

PO=D =iy, p=2 = ™ (x2_q) plns) _
2 24

(X3-3X), P = —(X*-6X2+5)

y

! n
p=5) — x5 _10X3 L 25X) = — X(X2 — 5)2
120" +25X) = 155 X )%

que no tiene todas sus raices simples, lo que es un absurdo.

2. Sim = n—4, nuevamente por lo visto en la Seccién[I.I]podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que las 4 raices de P son a < 0 < b < 1 y, de manera similar al {tem

anterior, que
P=(0) = P=3(b) = P73 (0) = P (b) = 0.

En consecuencia, como P es moénico podemos afirmar que

| |
PO Z ol P2 = (X2 ), P9 = (xS - i)

n!
ﬂ(X2 — 5b%)(X? — b?).

|
%(X4 — 602X 2 + 5b4) =

P(n74) _
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Por el Teorema sabemos que [—v/5b, v/Bb] = Apm-1y C Ap = [a, 1], pero ademés,
como a y 1 son vértices de Ap, por el Corolario [2.15] sabemos que no son raices de
P49 con lo que concluimos que A pn-1) C (a,1), y en consecuencia

a < —V/5b < —b.

Ahora bien, si llamamos mg, mg, mp y m1 a las multiplicidades de a, 0, b y 1
respectivamente tenemos que estos valores son 1, 1, 2 y n—4 en algtin orden. Ademss,
como P4 (b) = 0, entonces my # n — 4.

Por otro lado, supongamos P(X) = X" + Z?:_ol a;X". Las condiciones P("~1(0) =

P(=3)(0) = 0 implican a,_; = a,_3 = 0, y luego podemos concluir que

maa +mpb+mq1 = —a,—1 =0 (2.4)
y
maa® +mpb® + my = —3an_3 + 3an_1an_2 — ai_l =0, (2.5)
de lo que se deduce que
maa(a® — 1) = mpb(1 — b%). (2.6)

Como mpb(1 — b?) > 0y a < 0 entonces también vale que —1 < a; luego
mg > —amg = mpb +mq > my.
Esto implica ademas que mg > 2 > my.
Consideremos dos casos:
a) Sim, = 2 entonces my =my = 1y my =n— 4. De las ecuaciones y

resulta que
2a+b+1=2a>+b>+1=0,

con lo cual
2a% 4+ (=1 —2a)> +1 = —6a(a +1)? =0,
lo que es un absurdo.

b) Simg =n — 4 entonces en la ecuacién (2.6) tenemos que

(—a)(1 - a?) = nmb4b(1 —b?) < b(1 — b?).

Como la funcién ¢ : R — R definida por ¢(t) = t(1 — t?) es estrictamente cre-

1
ciente en [0, —] y 0 < b < —a, entonces necesariamente —a > —. Volviendo
[ s \/g] \/g
a la ecuacion (2.4)), nos queda que

b 1 1
n—4:mb—+m1—<@+m1\/§§—+2\/§<4,
—a —a

V5 V5
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ya que {my,m1} C {1,2} pero no puede ser que sean simultdnemante my = 2
y m1 = 2. Esto es un absurdo pues estamos suponiendo que n > 8.

3. Si m =n — 3, procedemos de manera similar a los casos anteriores. Por lo visto en
la Seccidn [1.1] podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las 4 raices de P
sona<0<b<1lyque

P (0) = P2 (p) = P(=3)(0) = 0.

En consecuencia, como P es moénico podemos afirmar que

|
%(X3 — 3b2X)

Por el Teorema|2.14{sabemos que [—/3b, v/3b] = Apm-3 € Ap = [a, 1], pero ademas,

como a y 1 son vértices de Ap, por el Corolario 2.15] sabemos que no son raices de

P(n—l) —nlX P(n—Q) _ E'(XQ o b2) P(n—S) _
s 9 >

P(=3) con lo que concluimos que Apm-3 C (a,1), y en consecuencia

a < —V3b< —b.

Si llamamos nuevamente mg, mg, My y mp a las multiplicidades de a, 0, b y 1

respectivamente tenemos que estos valores son 1, 1, 1 y n — 3 en algin orden.

De manera anéloga al caso anterior, de las condiciones P®~1(0) = P(»=3)(0) = 0
podemos concluir que
mqa + mpb +mq =0 (2.7)

maa® + mpb® +my = 0,

de lo que se deduce que
mqa(a® — 1) = mpb(1 — b?), (2.8)
y como mpb(1 — b?) > 0 y a < 0 entonces también vale que —1 < a; luego
Mg > —amg = mpb +mq > my.

Esto implica que mqy =n—3 y mg =mp =mq = 1.

De la ecuacién (2.8)) tenemos que

(—a)(1-a*) =

! 3b(1 — %) < b(1 —b?).

n—
Como la funcién ¢ : R — R definida por ¢(t) = t(1 — t?) es estrictamente creciente

1 .
en [0, —] y 0 < b < —a, entonces necesariamente —a > —.

V3 V3
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Volviendo a la ecuacion (2.7)), nos queda que

b 1 1
n—3—_7a+_fa<%+\/§<3,

lo que es un absurdo pues estamos suponiendo que n > 8.



Capitulo 3

La conjetura en infinitos grados

En este capitulo estudiaremos uno de los avances mas importantes que se conocen en
torno a la resolucién de la Conjetura de Casas-Alvero, que es la veracidad de la conjetura
para infinitos grados. Este resultado proviene originalmente de [8], pero el desarrollo que

seguiremos aqui serd el realizado en [7].

3.1. Valuaciones

En esta seccién incluiremos algunos resultados introductorios relacionados con la teoria

de valuaciones. Los mismos son centrales en el desarrollo del capitulo.

Definiciéon 3.1 Sea K un cuerpo. Una valuacion sobre K es una funcion v : K —

RU {400} que verifica las siguientes propiedades:

(i) v ({+0o0}) = {0};
(i1) v(ad') = v(a) +v(d)) Va, o’ € K;

(117) v(a+ o) > min{v(a),v(c’)} Vo, o’ € K.
Ejemplos 3.2

1. Si K es cuerpo, la funcion vy : K — RU {+o0} tal que

= v9(0) = +o0,
» yp(a) =0 Va € K\ {0}.

41
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es valuacion, la cual denominaremos valuacion trivial o nula sobre K.
2. Para todo p € N primo, las valuaciones p-ddicas v, : Q — RU {+o00} definidas por

. UP(O) = +OO,
= sin € Z, entonces vp(n) = max{k € Ny : p¥|n},

" Sig= % €Q (a,beZ, b#0), entonces vy(q) = vp(a) — vy(b).

son valuaciones sobre Q.
Observacién 3.3 En toda valuacion v : K — RU{+o0} valen las siguientes propiedades:
» v(1) =v(-1) =0 yv(a) = v(—a) Va € K;
v v(a") =n-v(a) Vae K\ {0} yVn € Z.
Comencemos estudiando algunas propiedades relacionadas con valuaciones.

Proposicién 3.4 Sea K un cuerpo y sea v : K — R U {400} una valuacion no trivial.

Si definimos
» R={aeK:v(a) >0},
» M= {aeK:v(a) >0},
« K=R/M,

entonces vale que

(i) R es un subanillo propio de K;
(ii) M es el inico ideal maximal de R;

(iii) K es un cuerpo algebraicamente cerrado si K lo es.

Demostracion:

(1) = Como v(0) = +oo y v(l) =v(—1) =0 entonces 0, 1, —1 € R;
>

» si @ € R entonces v(a) > 0; luego v(—a) = v(a) > 0, con lo cual —a € R;
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(i)

(iii)

» sia, @ € Rentonces v(a) > 0y wv(a) > 0. Luego v(a+a’) > min{v(a),v(a/)} >
0y v(ad) =v(a)+v(a’) >0, por lo que a + o, ad’ € R.
En consecuencia, R es un subanillo de K. Como v no es la valuacion trivial, existe
a € K\ {0} tal que v(ar) # 0. Si v(er) < 0, entonces o € K\ R, con lo cual R es
propio; y si v(a) > 0, entonces v(a™t) = —v(a) < 0y por lo tanto a~! € K\ R, con
lo cual R es propio.

» Como v(0) = 400 entonces 0 € M,

» sif3, 8" € Mentonces v(8) > 0y v(S) > 0. Luego v(8+5") > min{v(B),v(8")} >
0, por lo que S+ 3 € M;
» sif € Mya € Rentonces v(f) > 0y v(a) > 0. Luego v(Ba) = v(B)+v(a) > 0,
y en consecuencia Sa € M.
Por lo tanto, M es un ideal de R. Ademas, como v(1) = 0 entonces 1 € R\ M, por
lo que M es propio.
Sea ahora a € R\ M. Entonces a # 0, v(a) =0y v(a~!) = —v(a) = 0, con lo cual
a~! € R, y en consecuencia a es una unidad de R. Esto nos permite concluir que
M es el tinico ideal maximal de R.

Es claro que K es cuerpo ya que M es un ideal maximal de R. Veamos que K es

algebraicamente cerrado si K lo es.

Sean n € N, ag, aq,...,a,—1 € R y consideramos

n—1 n—1
P(X)=X"+Y aX'eR[X]CK[X] y QX)=X"+) @mX' eK[X].
=0 =0

Queremos probar que ) tiene una raiz en K: como K es algebraicamente cerrado,
sean aq, g, ..., a, € K las raices de P(X). Entonces vale que

a1y ...0p = (—1)”0,0.

Aplicando v a esta igualdad, resulta que

n

> vlai) = v((=1)") + v(ao) = v(ag) = 0

=1

pues ag € R. Luego, existe iy tal que v(a;,) > 0 y en consecuencia oy, € R, @, € K
y Q@) = P(aiy) =0=0.
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Una herramienta fundamental para obtener el resultado principal al final del capitulo es un
teorema de suma importancia, que consiste en la existencia de un cuerpo algebraicamente
cerrado que extiende a Q, usualmente llamado “los complejos p-ddicos” y notado C,, para
el cual es posible extender la valuacién v, con ciertas propiedades de completitud (ver por
ejemplo [9, Chapter I11]). Este resultado es de hecho el punto de partida de lo que se conoce
como “andlisis p-adico”. A su vez, es posible probar que el cuerpo C, es isomorfo a C como
extension de Q (ver [10, Remark 7.41]), con lo cual se puede pensar por simplicidad que
la extensién de la valuacion v, estd definida directamente sobre C.

En resumidas cuentas, tenemos el siguiente

Teorema 3.5 Para todo p € N primo, eziste wy, : C — RU{+o0} wvaluacion sobre C que

extiende a vp, es decir wp]Q = Vp.

Observacion 3.6 Para simplificar la lectura del resto del capitulo, haremos el abuso de

notacion de llamar también v, a la extension wy, : C — RU {400} del teorema anterior.

Ademas, llamaremos respectivamente R,, M, y K, al anillo, ideal mazimal y cuerpo
cociente definidos como en la Proposicion cuando se considera concretamente la va-
luacion vy : C — R U {4o00}.

Lema 3.7 El cuerpo K, tiene caracteristica p y es algebraicamente cerrado.

Demostracion: En efecto, tenemos que

I+.--41=p=0
N —’
p veces

ya que v,(p) = 1 > 0 por lo cual p € M,,. Por otro lado, por la Proposicién Ky, es
algebraicamente cerrado ya que C lo es. o

Antes de terminar la seccién, incluimos el siguiente lema auxiliar que nos servird més

adelante.
Lema 3.8 Sean n,m,p € N tales que p es primo y n > m. Entonces:

i (1) = (7)) ve e s

(ii) si vp(n) > vp(m) entonces p‘( >

n
m
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Demostracion:

(i) Si e = 0 es trivial. Luego alcanza con probarlo para e = 1, pues de este modo si
e > 2, inductivamente tenemos que

()= ()= () =m0 = ()

Para el caso e = 1, tenemos que




CAPITULO 3. LA CONJETURA EN INFINITOS GRADOS 46

Como (g; ) (m> € 7, alcanza con ver que v, ((g;) - (m)) > 1
() = () = ()

(T () T () I (1))
(I (i) (1))

Por el Teorema de Wilson sabemos que Vk € Z, H(k:p +i)=(p—1)!= -1 (p), por
i=1

j—1 /p—1
vieN, I] (H k:p+i> = (—1)’ (p).
k=0 \i=1

lo cual,

Esto implica que:

k=0 \i=1
m—1 /p—1 n—m—1 /p—1
. <H kp+%> 11 (H kpﬂ) =E=D"- (=)= (=D (p)

k=0 \i=1 k=0 \i=1
Luego,
n—1 /p—1 m—1 /p—1 n—m-—1
i (Hka)_H (Hkpﬂ-) i (Hml) - (1) =0 (o)
k=0 \i=1 k=0 \i=1 i

Por lo tanto, tenemos que

—_——
>0
n—1 /p—1 m—1 /p—1 n—-m—1 /p—1
+vp<H (szp+i>— (szp+i>~ H ( k:p+i>>—
k=0 \i=1 k=0 \i=1 k=0 =1
>1
m—1 /p—1 n—m—1 /p—1
—vp<H <Hkp+i>- H (Hkp+i>>21,
k=0 \i=1 k=0  \i=1

que era lo que queriamos demostrar.
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[t
(ii) Para esta parte usaremos que Vi € N v,(t!) = Z Lﬂ] Al igual que en el item
=1

)

z@«z»_%<Wdim0_%mwwmm—%whmm_

e} [ee]

-SE-EE-2 -2 GBS

i=1 =1 =1 =1

n

3

K3
i n
anterior, como ( ) € Z basta con ver que v, <(
m

Por un lado, tenemos que r_m + n-m para todo ¢ € N. Ademas, si k = v,(n)
Pt p P
y h = vy(m) entonces n = p¥a con (a,p) =1y m = p"b con (b, p) = 1. Como k > h,

tenemos que n — m = p"(p¥~"a — b), donde p|p*~"a y p 1 b. Por lo tanto vale que
(n—m)=hy ent Do m ez y D\ 7
vy(n —m) = h y entonces — = — + ———, con —- y —, —— )
P o o o Rk
Luego, teniendo en cuenta que [a] + [B] < [a+ [] < [a] + [f] + 1 si a, 8 € Ry que
[a+pl=a]+[Bl+1sia+B €Zy o, &Z, en la tltima expresién nos queda que

W () -S (5] [5]-[552)) -
(=GB D | Gl 5] =

el >0 VieN\{k} =1

3.2. La conjetura en caracteristica p

En esta seccién analizaremos lo que sucede en relacion a la Conjetura de Casas-Alvero
cuando se consideran cuerpos de caracteristica p (p € N primo). Sorprendentemente, los
resultados obtenidos en estos cuerpos servirdn para obtener conclusiones sobre la conjetura
para el caso de cuerpos de caracteristica 0, que es el contexto original de interés.

Para empezar y a modo de ejemplo, veamos algunos polinomios en K[X], donde K es un

cuerpo de caracteristica p.

Ejemplo 3.9
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1. PI(X) = X" (n € N): en este caso, es claro que el polinomio Py tiene una raiz en
comun con cada una de sus derivadas hasta orden n — 1, y también que tiene al 0

como unica raiz;

2 . . . .
2. Py(X) = XP" — XP: en este caso, el polinomio Py tiene todas sus derivadas hasta
orden p*> — 1 nulas, y por lo tanto tiene al 0 o al 1 como raiz comin con cada una
de sus derivadas pertinentes, y sin embargo no tiene una unica raiz;

3. Py(X) = XPTL — XP: aqui tenemos que P(X) = (p+ 1)XP y PY(X) = 0, con lo
cual todas las derivadas a partir de la de orden 2 hasta la de orden p son nulas y por
lo tanto este polinomio tiene a 0 como raiz comun con cada una de sus derivadas
hasta orden p, pero no tiene una unica raiz ya que 1 también lo es.

El Ejemplo sugiere que el hecho de que las derivadas sean idénticamente nulas es un
problema para la conjetura en caracteristica p. Un intento de salvar este inconveniente
es mediante las derivadas de Hass, cuya definicién incluimos a continuacién. Si bien este
concepto no servird para hacer un planteo general de la conjetura en caracteristica p,
serd 1util de todos modos para resultados posteriores.

n
Definicién 3.10 Sea K un cuerpo, P(X) = ZaiXi € K[X] polinomio de grado n (n €
i=0

N). Para k € {1,2,...,n — 1}, definimos la derivada de Hass de orden k como el siquiente
polinomio:

Hy(P)(X) = znj <;> a; Xk,

i=k
Observacion 3.11

(i) Sike€{1,2,...,n— 1}, entonces tenemos que

k- Hyy (P)(X) = K-y (;) a; X'k =

i=k
=S i(i—-1)(—-2)...(i—k+1)a;XF = P®(X),
i=k
con lo cual H(P) ’ P®) Yk € {1,2,....n — 1}. Esto en particular implica que si
H(k)(P) es el polinomio nulo, entonces P*) también serd el polinomio nulo. Ademds,
si K es un cuerpo de caracteristica p y k < p entonces tenemos que k! # 0 y por lo
tanto
Hy (P)(X) = (k)7 PW(X).
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(i) Para la derivada de Hass, no vale que H gy (H g (P)) = Hypy(P): por ejemplo, si
P(X) = X3 € Zy[X], tenemos que

pero

con lo cual Hyy(Hy(P)) # H)(P).

Habiendo introducido este nuevo concepto, analicemos qué ocurre con los mismos ejem-
plos que vimos anteriormente cuando se considera la derivada de Hass en un cuerpo de

caracteristica p.

Revisién del Ejemplo
1. En cuanto al polinomio P1(X) = X", para k € {1,2,...,n — 1} tenemos que

Hio(P)(x) = ()X

Nuevamente, es claro que el polinomio Py tiene una raiz en comun con cada una de
sus derivadas de Hass hasta orden n — 1, y también que tiene una unica raiz;

2. si ahora analizamos el polinomio Peo(X) = X7 — XP  tenemos que

2

Hp) (Po)(X) = <];>XPQ—P 1=

2
(ya que por el Lema|3.§ (ii) (p > =0), con lo cual Hyy(P2) no tiene raices y por
p
ende no comparte raiz con Py;
3. si ahora analizamos el polinomio P3 = XP*1 — XP tenemos que

Hy(B3)(X) = (p+ 1) X7 = X7,

H ) (P3)(X) = (p;; 1>Xp“"“ - <Z>Xp—’“ =0Vke{2,3,...,p—1}

H)(P3)(X) = X — 1.

Luego, o = 0 es raiz comin entre P3(X) y Hy(P3)(X) Vb € {1,2,..,p—1} ya=1
es raiz compartida entre P3(X) y H,y(P3)(X). Sin embargo, P3 no tiene una tinica

raiz.
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Tras haber analizado algunos ejemplos considerando tanto la derivada tradicional como
la de Hass notamos que, dado que a veces la derivada tradicional es el polinomio nulo
mientras que la de Hass no lo es, entonces la condiciéon de tener una raiz en comtn con
cada una de las derivadas de Hass hasta orden n — 1 es mds restrictiva (como ocurre en
el caso del polinomio P»). Atn asi, existen polinomios con una raiz en comun con cada
una de las derivadas de Hass hasta orden n — 1 pero que no tienen una unica raiz (como

ocurre en el caso del polinomio P3).

No obstante, si bien esto dice que la derivada de Hass no es “suficientemente buena” como
para llevar la conjetura a caracteristica p en general, serd de suma importancia para los
resultados que aparecen en el resto del capitulo.

Definicién 3.12 Sea p € N primo, K un cuerpo de caracteristica p, P(X) € K[X] un
polinomio de gradon € N. Decimos que P es un polinomio de Casas-Alvero, o simplemente
un polinomio C-A si y sélo si existen oy, o, ..., an_1 € K que verifican:

P(Ozk) = H(k)(P)(Oék;) =0Vk e {1,2, ey — 1}.

Por ejemplo, bajo esta nueva definicién los polinomios P; y Ps del Ejemplo son poli-
nomios C-A y el polinomio P, del mismo ejemplo no lo es.

Enunciado de la Conjetura de Casas-Alvero en caracteristica p: Sea K un cuerpo
de caracteristica p. Si P(X) € K[X] un polinomio C-A, entonces P tiene una unica raiz
en K.

Tenemos entonces que el polinomio P; del Ejemplo[3.9)es un polinomio C-A que satisface

la conjetura, mientras que el polinomio P3 del mismo ejemplo es un polinomio C-A que
no la satisface.

Esto pone de manifiesto que la Conjetura de Casas-Alvero en caracteristica p es falsa si se
la considera en forma general. Sin embargo, el resultado principal en la seccién siguiente
se basa en estudiar, para cada m € N fijo, los valores de p € N primo tales que la conjetura
de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado m en un cuerpo de caracteristica p.

De hecho, para algunos valores de m hacemos este andlisis a continuacion.

Antes, hagamos algunas observaciones.

Observacion 3.13 Sea K un cuerpo de caracteristica p y sea P(X) € K[X] un polinomio
C-A. Al igual que lo analizado en la Seccion[I.1] podemos suponer, en caso de ser necesario,
que K es algebraicamente cerrado, P es monico y que una de las raices del mismo es algiun

valor de K elegido previamente.
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Observacién 3.14 Sea K un cuerpo de caracteristica p y sean P € K[X], a € K tales

que
P(X) = (X - a)'Q(X)

con L € N y Q(a) #0. Para k € Ny, tenemos que

k
P00 =3 (F) 0 - gt
=0
de lo que se deduce que P(a) = P'(a) = ... = P D(a) =0 y PY(a) = 01 Q(c). Luego,

si £ < p tenemos que « es una raiz de multiplicidad £ si y sélo si P(a) = P'(a) = ... =
P D(a) =0 y PO (a) # 0. En cambio, si £ > p, no puede deducirse la multiplicidad a

partir de la anulacion de las derivadas.
Empecemos ahora si con el andlisis mencionado anteriormente:

Lema 3.15 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 1 y 2 con

coeficientes en un cuerpo de caracteristica p, para todo p € N primo.

Demostracion: Si P tiene grado 1 no hay nada que probar puesto que los polinomios de

grado 1 tienen una tnica raiz.

Sea ahora P € K[X] un polinomio C-A de grado 2 con K cuerpo de caracteristica p. Por
la Observacion [3.13], podemos suponer que K es algebraicamente cerrado, P es ménico y
a = 0 es rafz comtn entre Py H;)(P). Entonces si P(X) = X? +aX +b con a,b € K,
H1)(P)(X) = 2X +a. Como P(0) = 0 tenemos que b = 0, y como H()(P)(0) = 0 tenemos
que a = 0; luego P(X) = X2, que tiene una tinica raiz. o

Lema 3.16 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 3 con coefi-

cientes en un cuerpo de caracteristica p si y solo si p > 3.

Demostracion: Sea P € K[X] un polinomio C-A de grado 3, con K cuerpo de caracteristica
p > 3. Nuevamente, por la Observacion podemos suponer que K es algebraicamente
cerrado, P es ménico y ap = 0 es raiz comin entre Py Hy)(P). Entonces, similarmente
al lema previo, también podemos suponer que P(X) = X* + aX, H(;)(P)(X) =3X%*+a
y H)(P)(X) =3X cona € K.

Si p = 3 entonces H(1)(P)(X) = a y por lo tanto, para que Py H)(P) compartan una
raiz debe ocurrir que a = 0, con lo cual P(X) = X3, que tiene una tnica raiz.

Si p > 5, sea a; la rafz comin entre Py H)(P). Si a; = 0, por las Observaciones
3.11] (i) y entonces la multiplicidad de 0 como raiz de P es 3 y en consecuencia P
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tiene una unica raiz triple. Supongamos por lo tanto que a; # 0; entonces «y es raiz de
H@)(P)(X) =3X?+a, con lo cual

30 +a=0
y a1 # 0 es raiz de P(X) = X2 + aX, con lo cual

i +a=0.

Esto implica que 2a2 = 0, que es un absurdo pues p > 5.

Para el caso p = 2 consideremos el polinomio P(X) = X3 4+ X € Z[X]. Entonces
Hy(P) = X241y H9)(P) = X, por lo cual a; = 1 es raiz comiin entre Py H)(P)
y a2 = 0 es raiz comun entre Py H ) (P) y en consecuencia P es un polinomio C-A de

grado 3 con dos raices distintas (0 y 1). o

Para el siguiente lema utilizaremos un concepto clasico en la teoria de ecuaciones polino-

miales que introducimos a continuacién.

n m
Definicién 3.17 Sea K un cuerpo y sean P(X) = ZaiXi,Q(X) = ZbiXi € K[X]
1=0 =0

polinomios de grado n y m respectivamente. La matriz de Sylvester de P ;Q es la matriz

anp Ap—1 al a 0 0

0 an apn—1 ... @ ag 0 ... 0

0

0 0 an ap-1 ... ai ag

Sy(P,Q)= | bm bm-1 ... bo O ... cer oo 0] e kntm)x(ntm)

0 b bm_1 bo 0 0

: ) ) ) .0

0 cee ... 0 bm  bm_1 ... by

(las primeras m filas contienen los coeficientes de P y las dltimas n filas contienen los
coeficientes de @ ). La resultante entre P y @), Res(P, Q) es el determinante de Syl(P, Q).

Teorema 3.18 Sea K un cuerpo y sean P, Q € K[X] polinomios no constantes. Entonces

P y Q tienen una raiz en comin en K si y sélo si Res(P,Q) = 0.
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Demostracion: Ver por ejemplo |5, Chapter 3, Section 6, Proposition 1]. o

Lema 3.19 La conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado 4 con coefi-
cientes en un cuerpo de caracteristica p st y solo sip=2 ¢ p > 11.

Demostracion: Sea P € K[X] un polinomio C-A de grado 4, con K cuerpo de caracteristica
p. Nuevamente, por la Observacién podemos suponer que K es algebraicamente
cerrado, P es ménico y az = 0 es raiz comiin entre Py H(z)(P). Entonces, similarmente a
los lemas previos, también podemos suponer que P(X) = X* +aX? +bX, H(l)(P)(X) =
4X? +2aX +b, Hy)(P)(X) =6X?+ay Hg (P)(X)=4X con a,b e K.

Si p = 2 entonces H()(P) = by H(2)(P) = a. En consecuencia, para que P comparta raiz
con H1y(P) y H3)(P) debe ocurrir que a = b = 0, con lo cual P(X) = X*, que tiene una

Unica raiz.

Si p > 11, analizando resultantes tenemos que

10 a o 0 0 O
01 0 a b 0 0
00 1 0 a b O
Res(P,H(1)(P)) =det [4 0 2 b 0 0 0| =0
04 0 2¢ b 0 0
00 4 0 22 b 0
00 0 4 0 2a b
y
1 0 a b 00
01 0 a b 0
6 0 a 00O
Res(P, H(3)(P)) = det 060a0o0l~ 0.
006 0 a O
000 6 0 a

Esto equivale al siguiente sistema de ecuaciones:

—b%(4a® + 270%) =
a(25a® + 216b?)

o O

Analicemos, entonces, varios casos:

1. Si a = 0 entonces 27b* = 0, con lo cual, como p # 3, vale que b = 0 y P(X) = X*,

que tiene una Unica raiz;
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2. si b = 0 entonces 25a* = 0, con lo cual, como p # 5, vale que a = 0 y P(X) = X4,

que tiene una tnica raiz;
3. si a,b # 0 entonces tenemos que

403 + 2702 = 0
25a3 + 21662 = 0

Y

que es un sistema lineal de ecuaciones respecto de (a?, b%) con coeficientes en K. Para
que el mismo tenga solucién (a3, %) # (0,0) debe ocurrir que

4 2
det 7 =0,
25 216
es decir que 4 - 216 — 27 -25 = 189 = 32 . 7 = 0, lo cual no ocurre ya que p > 11.

Por tltimo veamos que, efectivamente, si p = 3, 5 6 7 existen polinomios C-A de grado 4

con coeficientes en un cuerpo de caracteristica p que tienen al menos dos raices distintas:

= Sip =3, consideramos P(X) = X* — X € Z3[X]. Entonces H1)(P)(X) = X? -1,
H9)(P)(X) =0y H3)(P)(X) = X, conlocual P(0) = H3)(P)(0) = Hz)(P)(0) =0
y P(1) = H)(P)(1) = 0 y por lo tanto P es un polinomio C-A de grado 4 con al
menos dos raices distintas (0 y 1);

» sip =5, consideramos P(X) = X*—X? € Z5[X]. Entonces Hyy(P)(X) = 4X3-2X,
Ho)(P)(X) = X? — 1y H@(P)(X) = 4X, con lo cual P(0) = Hy)(P)(0) =
H3)(P)(0) =0y P(1) = Hi)(P)(1) = 0 y por lo tanto P es un polinomio C-A de
grado 4 con al menos dos raices distintas (0 y 1);

» si p =7, consideramos P(X) = X* + X? — 2X € Z7[X]. Entonces H1)(P)(X) =
AX3 42X — 2, Hy(P)(X) = 6X2+ 1y Hg(P)(X) = 4X, con lo cual P(0) =
Hzy(P)(0) = 0, P(1) = Hy(P)(0) =0y P(3) = Hq)(P)(3) = 0, por lo que P es
un polinomio C-A de grado 4 con al menos tres raices distintas (0, 1 y 3).

A continuacion se incluyen los iltimos dos lemas auxiliares sobre la conjetura en carac-

teristica p que necesitaremos antes de probar el resultado principal en la seccién siguiente.

Lema 3.20 Sean m,p € N con p primo, e € Ng y sea n = mp®. Sea K un cuerpo de
n

caracteristica p y sea P(X) = ZaiXi € K[X] un polinomio C-A de grado n. Entonces
=0

=
para todo i € {0,1,...,n} tal que p° ti vale que a; = 0.
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Demostracion: Si e = 0 no hay nada que probar, por lo que podemos suponer que e € N.
Probaremos que para todo i € {0,1,...,n} vale: p¢|i é a; =0, por induccién decreciente

en 1:

» ¢ = n: trivial pues p|n;
» sea ig € {0,1,...,n — 1} y supongamos que el lema es cierto Vi € N, iy < i < n.
Probémoslo para ¢ = ig:

Si p®lip no hay nada que probar. Supongamos por lo tanto que p°® t iyp. Entonces

tenemos que:
—1
H(P)X) = 3 (1 )anxt o,
h=1i9
Consideremos dos casos:
1. Sidig < h <ny p®th entonces por hipétesis inductiva, ap = 0;

2. Siip < h < ny p°lh, como p° { iy entonces v,(h) > wvp(ig) y por el Lema
h h
(ii),p‘(, ) . ( ) —0.
10 10

h
Por lo tanto, para todo h € {ip + 1,49 + 2,...,n} tenemos que ( )ah = 0. Luego,
20

n
h .
tenemos que H ;o) (P)(X) = Z < )ahXh_ZO = Qj,.
h=ig \'°
En consecuencia, como H;,)(P)(X) tiene una raiz (que es comtin con P(X)) debe

ocurrir que a;, = 0.

Lema 3.21 Sean m,p € N con p primo y e € Ng. Sea K un cuerpo de caracteristica p,
Q(X) € K[X] un polinomio de grado m y P(X) = (Q(X))?". 8i P(X) es un polinomio
C-A, entonces Q(X) también lo es.

Demostracion: Si e = 0 no hay nada que probar, por lo que podemos suponer que e € N.

Para empezar, probemos que para todo k € {1,2,...,m—1}, H e\ (P)(X) = (H(k)(Q)(X))pe.

Sea Q(X) = ZaiXi, am # 0. Entonces para todo k € {1,2,....,m — 1}:
i=0

Hy (Q)(X) = ?Zn: <;) a; X",
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Por otro lado, tenemos que

m . pE m . mpe .
P = (o) =3 x =Y
; i=0 §=0

1=0
donde ]
afe si 1= % € Ny,
bj = p
0 si ptj.

Luego, si k € {1,2,...,m — 1} vale que

Hie)(P)(X) = <kie>bjxjkpe

Jj=kp®

_ N (it e (i—k)p®
N Z(’fpe)aiX .

i=k

(;) (p) por lo cual en K vale que (;ZJ — (;) _

e

Hjopey (P)(X) = i <;> o X b (i (;) . XM)P (o @E)

i=k i=k

PN G2
Por lo visto en el Lema (i), (;pe>
P

En consecuencia,

como queriamos probar.
Luego, si P(X) es un polinomio C-A, para todo k € {1,2,...,m — 1} existe a; € K tal que
P(ak) = H(kpe)(P)(Ozk) =0.

Pero entonces tenemos que

e e

(QUaw))” = (Hu(@) ()" =0

con lo cual
Qar) = Huy (Q)(ax) =0,

lo que demuestra que @ € K[X] también es un polinomio C-A. o

3.3. Resultado principal

En esta tdltima seccién, y en base a todo lo hecho anteriormente, probaremos la conjetura

para infinitos grados. El resultado fundamental que nos permitira hacer esto, es el siguiente
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Teorema 3.22 Sean m,p € N con p primo, e € Ny y sea n = mp®. Si la conjetura
de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado m con coeficientes en un cuerpo de
caracteristica p, entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado

n con coeficientes en C.

Antes de probar este teorema, recalquemos que por lo expuesto en las Secciones [T.1]y
esto implica a su vez que la conjetura es cierta para polinomios de grado n con coeficientes
en cualquier cuerpo de caracteristica 0.

Demostracion: Por el absurdo, supongamos que existe P(X) = AM(X —ap)(X —a1) ... (X —
an—1) € C[X] polinomio C-A de grado n con al menos 2 raices distintas (A # 0).

Por lo visto en la Seccién podemos suponer A =1y ag =0, y en consecuencia
PX)=X(X—-a)(X —az)...(X —ap-1),

con «;, # 0 para algun i € {1,2,....,n — 1}.

De acuerdo al Teoremay la Observacién@ sea vp la extension sobre C de la valuacién
p-adica sobre Q. Sin pérdida de generalidad supongamos que vy,(oy,—1) es minimo; entonces
an—1 # 0, pues sablamos que o, # 0 para algin ip € {1,2,...,n—1} con lo cual vp(an—1) <
vp(ayy) < vp(0) = 4o00.

Pla, 1X
En consecuencia, T'(X) = %Zl) =X(X-1D(X—7)(X—7)...(X —yp-2) € C[X]
n—1
es un polinomio C-A, con v; = Y vie {1,2,...,n —2}.
Qn—1

Si ahora consideramos en C, como indica la Observaciéon los conjuntos R, y M,,
resulta que vp(7y;) = vp(y) — vp(an—1) > 0Vi € {1,2,...,n — 2}, con lo cual v; € Ry, y
por lo tanto tenemos que T(X) € R,[X]. Luego, también de acuerdo con la Observacién
si consideramos el cuerpo K, = R,/M,,, que por el Lema tiene caracteristica p,
entonces

T(X) = X(X ~D)(X = 70)(X = 75)... (X —772) € Kp[X]

es un polinomio C-A de acuerdo a la Definicién ya que si v € C es raiz comtn entre
Ty T® (ke {1,2,..,n — 1}) entonces v es raiz comin entre Ty H,y(T), y por ende

5 € K, es raiz comin entre Ty H,(T). Observemos ademés que T'(0) = T(1) = 0, con
0#1

n—1
Por lo tanto, por el Lema [3.20, si T(X) = X" + Zcﬁ-Xi con ¢; € Ry, tenemos que ¢; =0

i=1
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Vie{1,2,...,n— 1}, p®1i. Luego, tenemos que

n—1 m—1
T(X)=X"+> X' =X"" 4+ gpeXxr
i=1 j=1

Como K, es algebraicamente cerrado, Vj € {1,2,...,m — 1} existe d; € R,, tal que @ es
rafz de XP° — €jpe € Kp[X], con lo cual (d;)P° = €jpe. Por lo tanto, tenemos que

e

4
m—1 m—1
T(X) = X" + 3 (d) X% = | X"+ 3 djx7
j=1 i=1

m—1

Luego, si llamamos U(X) = X™ + Z d;j X7, resulta que U(X) € K,[X] es un polinomio

—_

J
ménico de grado m, con T(X) = (U(X))?". Por el Lema como T(X) es un polinomio
C-A entonces U(X) también lo es.

Dado que vale que
podemos concluir que

con lo cual

U@0)=0U0(1) =0,
y en consecuencia U(X) es un polinomio C-A de grado m con coeficientes en K, (cuerpo
de caracteristica p) con al menos dos raices distintas (0 y 1), lo cual es un absurdo dado

que estamos suponiendo que la Conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de
grado m con coeficientes en cuerpos de caracteristica p. o

A partir de este 1ltimo teorema, podemos enunciar ahora el teorema principal del capitulo.

Teorema 3.23 (Resultado principal) Si n € N puede escribirse como n = mp® con
m € {1,2,3,4},p € N, p primo y e € Ny, con excepcion de los casos (m,p) = (3,2),(4,3), (4,5)
y (4,7), entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios con coeficientes

en C de grado n.

Demostracion: La demostracion es inmediata a partir del Teorema y los Lemas|[3.15

B-16 y 19 .
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Antes de finalizar la tesis, haremos un pequeno resumen de otros resultados obtenidos
en [3] y en |2], en los cuales, con técnicas similares se estudia la Conjetura de Casas-Alvero
para polinomios de grado 5,6 y 7 en cuerpos de caracteristica p:

» En [3] se prueba que la Conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios de grado
5 con coeficientes en un cuerpo de caracteristica p para p primo distinto de 2, 3, 7,
11, 131, 193, 3541 y 8009.

» En [2] se prueba (con técnicas computacionales) que la Conjetura de Casas-Alvero
es cierta para polinomios de grado 6 con coeficientes en un cuerpo de caracteristica
p para p primo distinto de los que aparecen en la siguiente tabla (de 53 elementos):

2 ) 7 11

13 19 23 29

37 47 61 67

73 97 257 811

983 1069 1087 1187

1487 1499 1901 2287

3209 3877 3881 4019

4943 5471 6983 8699

9337 15131 15823 20771
21379 23993 150203 266587
547061 685177 885061 1030951
7783207 17250187 40362599 9348983563
70016757407 2610767527031 225833117528659 7390044713023799
51313000813080529

» En [2] se prueba (también con técnicas computacionales) que la Conjetura de Casas-
Alvero es cierta para polinomios de grado 7 con coeficientes en un cuerpo de carac-
teristica p para p primo distinto de los que aparecen en una tabla de 366 elementos
que los autores han calculado, en la cual los dos ntimeros primos mas chicos que no
aparecen son 7y 127, y el mayor de todos es el siguiente ntimero primo de 135 cifras:

24984712021698392647916525667237483011737174983678606896870094983849

9096141806825287856933123954724798488422551659890912229726792102063.

Nuevamente, por el Teorema|3.22) esto implica que si n € N puede escribirse como n = mp®
con m € {5,6,7},p € N, p primo y e € Ny, con excepcién de los casos (m,p) recién
descriptos, entonces la conjetura de Casas-Alvero es cierta para polinomios con coeficientes
en C de grado n.
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A modo de resumen, en la siguiente tabla mostramos los niimeros naturales n entre 1 y 50,
destacando aquellos para los cuales la Conjetura de Casas-Alvero queda demostrada para
polinomios de grado n con coeficientes en cualquier cuerpo de caracteristica 0, a partir de

una escritura n = mp® conveniente:

1 v 2 = 1.2t v 3 = 1.38 v 4 = 1.-22
5 = 1-5' 6 = 2-38 v 7 = 1.7 v 8§ = 1.2 v
9 = 1-32 v| 10 = 25" v| 11 = 1-11" v | 12

13 = 1-138 v| 14 = 2.7 v| 15 = 3.5 v| 16 = 1-2¢
17 = 1-17" v | 18 = 2.32 v| 19 = 1-198 v | 20

21 = 3.7 v| 22 = 2-11' v | 23 = 1-23' v | 24

25 = 1-52 v | 26 = 2-138 v | 271 = 1.-3% v | 28

29 = 1-29' v | 30 31 = 1-318 v| 32 = 1.2 ¢
33 = 3-118 v| 34 = 2-17" v | 35 36

37 = 1-370 v| 38 = 2-19' v | 39 = 3.13' v | 40

41 = 1-41 v | 42 43 = 1-43' v | 4 = 4.-11' v
45 46 = 2-238 v | 47 = 1-47' v | 48

49 = 1-77 v| 50 = 2.5

Notemos por ejemplo, que para grado n = 12, las tres descomposiciones 12 = 3 - 2% =
4 -3 = 62! no sirven ya que los pares (m,p) = (3,2),(4,3) y (6,2) estéan dentro de los
casos excluidos. Sin embargo, una demostracién computacional ad hoc para este caso fue
dada en [2].

Similarmente, para grado n = 20, las tres descomposiciones 20 = 4-5! = 5.22 = 10-2' no
sirven ya que los pares (m,p) = (4,5),(5,2) y (10,2) estdn dentro de los casos excluidos
(para el tiltimo caso, es facil ver que P(X) = X0+ X? € Z,[X] es un contraejemplo para
la Conjetura de Casas-Alvero para polinomios de grado 10 en un cuerpo de caracteristica
2). En consecuencia, el primer caso para el que la conjetura permanece abierta es n = 20.
En [2], los autores estiman que el tiempo de cémputo para probar la conjetura para este

caso mediante las mismas técnicas utilizadas para n = 12 es excesivo.

Finalmente, la conclusién es que nuevas ideas son necesarias para la resolucién de la

Conjetura de Casas-Alvero en el caso general.
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