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Capítulo 1 

Introducción 

La idea de pensar a un sistemas de ecuaciones lineales cómo módulo sobre un anillo es básica 

para la geometría algebraica; sin embargo, apenas surgió durante la década de 1970 para sistemas 

de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con coeficientes analíticos gracias a charlas 

presentadas por Sato durante la década de 1960 y la tesis de Quillen, en 1964. Dos textos que 

resultaron fundamentales para el asentamiento de la teoría fueron la tesis de Kashiwara (alumno 

de Sato) y las notas publicadas por Bernstein en 1971 y 1972 . 

Antes de que los V-módulos fueran estudiados como objetos propios, la comunidad matemá­

tica estaba interesada en las soluciones de ecuaciones diferenciales consideradas en los distintos 

espacios de funciones (distribuciones, funciones C00
, etcétera). La teoría, por tanto, tiene sus 

raíces en el análisis microlocal, el cual fue introducido por M. Sato a fines de la década de 1960 

y fue posteriormente desarrollada por Kashiwara y Kawai en años subsiguientes . 

Dentro de los V-módulos hay · una clase que resulta de particular importancia, llamadas 

V-módulos holónomos, los cuales generalizan la noción de ecuaciones diferenciales ordinarias . 

Kashiwara probó en 1975 que si M es un V-módulo holónomo y si llamamos Sol al funtor 

que a cada módulo le asocia su complejo de soluciones complejas entonces Sol (M ) es un haz 

construíble, e incluso resulta un haz perverso . Inspirado en la teoría de Picard-Fuchs y junto 

con Oshima y Kawai, Kashiwara desarrolla la t eoría de módulos holónomos regulares . 

En un lenguaje categórico, el estudio de ecuaciones diferenciales parciales resulta análogo 

al estudio del funtor contravariante H omv (• , O) entre la categoría de V-módulos que admiten 

presentación finita en la categoría de C-módulos. Para desarrollar tal idea, resulta conveniente 

plantear los problemas en el contexto de teoría de haces y usar herramientas de álgebra homoló­

gica. Por un lado, la teoría de haces resulta conveniente debido a que ocasionalmente el estudio 

7 



8 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

local de soluciones de sistema de ecuaciones en derivadas parciales es más importante que el 

global; por ejemplo, en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el espacio de soluciones 

locales es siempre de dimensión finita y sin embaro, podría suceder que la continuación analítica 

de las soluciones alrededor de un camino cerrado difieran de la original. Tal fenómeno se deno­

mina 'monodrornía', por lo que debemos tener en cuenta, además , como es que las soluciones 

locales se conectan entre sí globalmente. 

La teoría de haces es el mejor lenguaje para abordar tales problemas. Por lo tanto, en vez 

de tomar los anillos O y D los consideramos como haces sobre una variedad compleja X y los 

llamamos Ox y V x . Entonces, si el objetivo es tratar la categoría de V-módulos de presentación 

finit (localmente), los principales objetos a considerar son los V-módulos coherentes. Asimismo, 

también es conveniente considerar el funtor contravariante Homvx ( • , Ox) pero ahora entre las 

categorías de Vx módulos en la categoría de e-módulos en su versión de haces. 

La necesidad de las herramientas de álgebra homológica se evidencian en el siguiente hecho: 

Aunque las categorías de Dx-módulos y de e -módulos , el funtor Homvx ( • , Ox) no es un funtor 

exacto; por lo que si tomamos una sucesión exacta corta O -+ M1 -+ M2 -+ M3 -+ O y aplicamos 

el funtor en cuestión queda la sucesión exacta O -+ Homvx (M3, Ox) -+ Homvx (M2 , Ox) -+ 

Homvx (M1 , Ox ). Como la última flecha de la sucesión exacta no es sobreyectiva, no podremos 

recuperar información de las soluciones de M2 a partir de M1 y M3 ; una manera de remediar ésto 

es extender la última sucesión exacta y considerar el espacio de soluciones 'extra' [xtb (M , Ox ). 
• X 

La sucesión exacta extendida con los espacios [ xtbx (M, (J x) es, a su vez, exacta y por lo tanto 

la teoría se desarrolla de manera más precisa considerando tales espacios. 

Para poder desarrollar con mayor generalidad es aún más conveniente considerar el complejo 

RHomv x (M , Ox) en la categoría derivada de Vx-módulos; tal complejo t iene la propiedad 

de que la i-ésima cohomología da como resultado a Extbx (M , O x), de esa manera, no resulta 

necesario considerar a los espacios Exti de manera independiente. 

Empecemos con un ejemplo 

Ejemplo 1.0.1. Consideremos sobre el espacio de n dimensiones al sistema de ecuaciones en 

derivadas parciales 

{ 

_Q_u = O 
8x1 

(x1 0~2 + X2 0~3 + ... + Xn- 1 a~Ju = Ü 

(1.1) 

Afirmamos que tal sistema es equivalente al sistema 

• • . , 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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En efecto, de las relaciones 

8 -o -8 U­
x2 

-8
8 u=O 
Xn 

- - -o [ a a ] 
axi' axj -

Notando P = x1 -8
8 + x2-8

8 + ... + Xn-1-8
8 se tiene que: 

X2 X3 Xn 

[ a P] _ a 
axi ) - axi+l) 

l :Si:Sn- 1 

9 

(1.2) 

Resulta claro que si una función u es solución de Pu = O, Qu = O entonces [P, Q] u = O 

cualesquiera sean los operadores P y Q. De ésto último se deduce que (Ll) ~ (1.2); la recíproca 

resulta evidente. Observar que el razonamiento anterior es válido para cualquier espacio de 

soluciones F considerado. El razonamiento es puramente algebraico y se resume a decir que 

sobre el anillo 1) de operadores diferenciales, ( 8~1 , P) = ( 8~ 1 , •. . , 8~n) . 

A continuación se dará un breve resumen de los capítulos del trabajo y su principal objetivo . 

En el Capítulo 2 se expone, para comenzar, el anillo Dn de operadores diferenciales y se 

dan resultados generales sobre el anillo en sí; a continuación se const ruye el haz de operadores 

diferenciales D x motivado a partir de lo desarrollado previamente; la relación que existe entre 

ambos objetos resultará evidente en capítulos posteriores y se resume a decir que el stalk en 

un punto xo del anillo Dx resultará isomorfo al anillo 'Dn si n = dim(X) . A partir de la 

definición de Dx se definen los Dx módulos y se exponen ejemplos de ecuaciones diferenciales 

en derivadas parciales que motivan una clase de Dx-módulos que nos resultará de particular 

interés (los Dx-módulos coherentes) ; con estos objetos se verá la relación entre Dx-módulos y 

soluciones de sistemas diferenciales y se definirán objetos que resultarán de particular interés en 

capítulos siguientes. Por último se dan resultados y ejemplos importantes sobre el anillo Dx . 

En el Capítulo 3 se da una breve introducción a la teoría de Fuchs de ecuaciones diferenciales 

en una variable, se define la monodromía de una ecuación diferencial y se define, también, las 
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conexiones. Una conexión es un objeto que provee a un Ox-módulo con la estructura de 'Dx­

módulo y será el objeto apropiado para generalizar a 'Dx-módulos de mayor dimensión más 

adelante. 

En el Capítulo 4 se introduce la noción de símbolo de operador diferencial y a partir del 

mismo, se construye un anillo conmutativo Gr'Dx. Con herramientas de álgebra conmutativa 

y usando la definición de anillo graduado se construye la variedad característica de un 'Dx­

módulo M; el cual es un subconjunto analítico de T * X y se ve que la variedad característica 

es involutiva. Finalmente, se define una clase particular de 'Dx-módulos llamados módulos 

holónomos en donde la dimensión de la variedad característica es mínimo. 

En la teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene una clase buena de ecuaciones 

llamada 'ecuaciones diferenciales con singularidades regulares ' (la cual se expone en el Capítulo 3) 

y, básicamente, son ecuaciones con singularidades 'ligeras'. En el Capítulo 5 se expone una buena 

generalización de ésta clase de ecuaciones en dimensiones más grandes y se motiva la misma a 

partir de la teoría de Fuchs. Para finalizar , se da la definición de funtor de solución en lenguaje 

de categorías derivadas. 

Si se tiene un morfismo de variedades 7r : X ---+ Y se puede levantar una función sobre 

Y a una función sobre X. Si asumimos que la función sobre Y cumple un cierto sistema de 

ecuaciones, buscamos entender cómo describir el sistema de ecuaciones que debería cumplir la 

función levantada en X. En el Capítulo 6 se expone una versión algebraica del problema a partir 

de funtores de pullback de V-módulos, y se da una formulación distinta del conocido teorema 

de ecuaciones diferenciales mejor conocido como Cauchy Kovalevskaya. 

Finalmente, en el Capítulo 7 se demuestra que el funtor solución aplicado a un 'Dx-módulo 

holónomo M es constructible y se termina de cerrar así la idea de que un módulo holónomo 

es la generalización de una ecuación diferencial ordinaria. Para terminar se presenta la corres­

pondencia de Riemann-Hilbert, el cual es la generalización más sofisticada del problema 23 de 

Hilbert. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Capítulo 2 

Módulos sobre el anillo de 

operadores diferenciales 

La idea de éste capítulo es introducir la noción de operadores diferenciales definidos en una 

variedad X, la cual asumiremos que es una variedad holomorfa, y daremos a lgunos resultados 

de interés que resultarán útiles más adelante . 

2.1 El anillo Vn 

Sea A una te-álgebra conmutativa. En esta sección vamos a construir el anillo Dn de ope­

radores diferenciales sobre A a partir de H ome (A, A) el conjunto de funciones te-lineales sobre 

A . 

Primero que nada observemos que A puede ser incluído en Home (A, A) asociando cada 

elemento a E A con el morfismo x i---+ a.x; es decir, A '---+Home (A, A) y podemos pensar a A 

como una subálgebra de Home (A,A) . 

Definición 2.1.1. Se define 'D(O) :=A y para m 2: 1 

D(m) :={PE Home (A,A): [P, 'D(O)] e D(m - l)} 

Proposición 2.1.2. Se tiene que D(m)D (k) e D (m + k) y D(m) e D(m + 1) . 

Demostración. Sean P, Q y R elementos de H omc (A, A) entonces 

[RP, QJ = R(PQ - QP) + (RQ - QR)P 

= R[P,Q] + [R,Q] P. 

11 
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Si asumimos que Q E D(O) , P E D(m) y RE D(k) se concluye que 

[D(m)D(k) , D(O)] e D(k)D(m - 1) + D(k - l)D(m) . 

Usando un argumento inductivo en n = m + k se puede mostrar que el lado derecho de la 

contención está incluído en D(m + k-1); lo cual muestra que [D(m)D(k) , D(ü)J e D (m+ k-1) 

y por definición significa que D(m)D(k) e D (m + k). La segunda parte de la proposición es 

inmediata de lo anterior . o 

Definición 2.1.3. El álgebra de operadores diferenciales sobre A se define como la unión de 

todos los D(m); es decir, D(A) := Um D (m) 

Observación 2.1.4. Por como fue definido, D(A) resulta una C-álgebra .filt rada . La fil t racion 

D(m) produce un anillo graduado asociado 

Gr (D(A)) = EB TJ(m)/TJ(m - 1). 
m2'.0 

Proposición 2.1.5. Gr (D(A)) resulta una C-álgebra conmutativa. 

Demostración. Para element os P, Q y R en H omc (A , A) se tiene la identidad de J acobi: 

[[P, Q] , R] = [P, [Q,R]] + [Q, [R,P]] . 

Si asumimos que Q E D(m) , PE TJ(k) y RE D(O) resulta que 

[[D(k) , D(m)] , TJ(O)] e [TJ (k) , TJ(m - l)] + [D(m) , D(k - l)]. 

Usando un argumento inductivo en n = m + k se puede mostrar que el lado derecho de la 

contención está incluído en D ( m + k - 2) y por lo tanto 

[D (m), D (k)] e D(m + k - 1) , 

con lo cual se tiene que Gr(A) es conmutativo. o 

Notación. Se denota On al anillo local de series de potencia convergentes. Es decir, todo 

elemento de On admite un desarrollo como I: Caz°' y existe ó > O de manera t al que I: lca lól°'I < 
oo. En general, se considerará a D (On ) y denotaremos Dn al subanillo de D (On) generado por 

On Y a1,. · ·, ªn· 

Observación 2.1.6. En el anillo On se t iene la derivación aj que actúa en On de manera tal 

que aj (j) = ~ y resulta claro, además, que [aj , J] = aj(f) E Dn(O) . Se t iene por definición , 
J 

entonces, que aj E Dn(l) para todo j = 1, . . . , n. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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2.1. EL ANILLO VN 13 

N otación. Para cada multiíndice a = ( a1, ... , an) E Z~0 se denota oª = of 1 .. • f)~n . 

Teorem a 2 .1. 7. El anillo V (On) es igual a 'Dn . 

Para demostrar el teorema usaremos los siguientes resultados 

Proposición 2.1.8 . 'Dn = EBa2'.0 Onoª . 

Demostración. Como el anillo 'Dn está generado por On y 81, ... , On es claro que todo elemento 

P E 'Dn se escribe de manera única como 

P =l.: caoª; Ca E On (donde a= O para casi todo a en el sumando) (2 .1) 
a 

ya que cualesquiera Oi, Oj conmutan entre sí y la identidad oª.f = Lf3:Sa (fi)of3(J) .aª-/3 muestra 

que toda multiplicación entre elementos de On y oª se puede expresar ubicando en el lado 

izquierdo de la multiplicación elementos de On, y por lo tanto expresarlo como en (2.1) . 

Se considera ahora P = L:: caoª donde al menos un Ca -=/=O. Sea m el menor entero positivo 

tal que Ca -=/= O con !al = m; evaluando el operador P en xª da la igualdad P(xª) = a lca -=/= O, 

es decir que P -=/= O con lo que se obtiene el resultado de la proposición. D 

Cor olario 2.1.9. Para cada m :'.:'. O se tiene que 'Dn(m) = Lial:Sm Onoª da una filtración del 

anillo 'Dn . 

Definición 2.1.10. Se denota Pm = e [z1, ... 'Znl:Sm al espacio de polinomios en n variables 

de grado a lo sumo m. Entonces Pm es un subespacio vectorial de On de dimensión finita. Si 

PE Home (On, On), entonces P induce PIPm : Pm -7 On; lo que induce un morfismo C-lineal 

Jm: Home (On, On) -7 Home (Pm, On)· 

P r oposición 2. 1.11. El morfismo Jrn restringido a Jm 'Dn(m) -7 Home (Pm, On) es un 

isomorfismo . 

Demostración. Los monomios { xª : !al ::; m} es una base de Pm, por lo que Home (Pm, On) es 

un On-módulo libre de rango finito; los generadores de tal módulo son {ea} que cumplen 

Para ver la imagen de 8ª a través del morfismo Jm se puede expresar 

Jm (8ª) =l.: a13e13 (con ª f3 E On), 
f3 
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por lo tanto, evaluando en los monomios se tiene: x8 con 181 ~ lal 

jm (8°') (x8) = L afJefJ(x8) 
lfJ l:S l°'I 

8°'1 Xl 81 . . . 8°'n Xn 8n = ª8 

81 ! 81-0<1 8n! 8n -O<n _ 
(81 - a1)!X1 ... (8n - an) !Xn - ª 8 

8! 8-0< 

(8 - a)!x = ª8 

De la cuenta anterior se deduce que jm es un modismo sobreyectivo; la inyectividad resulta 

como corolario de la proposición 2.1.8 D 

Lema 2.1.12. Sea PE Homc(On , On) que satisface que P(l) =O y [P,xj] =O para todo 

1::::; j::::; n. Entonces, P =O 

Demostración. Por las hipótesis del lema se sabe que 1 E K er(P) y que P(xj g) xj P(g) 

para todo g E On (en particular, P(xj) = xjP(l) =O); por lo que se tiene que Ker(P) es un 

e [x1 ' ... 'Xn]-submódulo de On que contiene a e [x1' . .. 'Xn] como subanillo. Sea 9J1 el ideal 

maximal del anillo local On ; para cada k ~ 1 se tiene que 

Aplicando P se tiene que 

m->k+ 1 - m->k m->k 
:JJ~ - X1:.1.1~ + · · · + Xn:J-'~ · 

Veamos por inducción que P(9J1k) e 9J1k para todo k E No: 

Cuando k = O se comprueba fácilmente; asumamos ahora que se tiene que P(9J1k) e 9J1k y 

veamos que P(9J1k+1) e 9J1k+l: 

Se toma ahora J E On y se construye la serie truncada SN(J) = Ll°'l:SN c°'x°' para cada 

N ~ O ; por lo que J - SN(J) E 9J1N+l y el polinomio SN(J) pertenece a Ker(P). Por lo tanto, 

P(J - SN(J)) = P(f) E 9J1N+l y como el N tomado era arbitrario, se tiene que P(J) =O. D 

Proposición 2.1.13. Vale que 'Dn(m) = 'D(m) para todo m. 

Demostración. Ya se vio que 'Dn(m) e V(m) ; veamos ahora que el modismo jm : V(m) -+ 

H ame (Pm, On) es inyectivo. Para ello, vamos a usar inducción en m: 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Se tiene trivialmente que, cuando m = O, jo es inyectivo. Paso siguiente, se ve el paso 

inductivo; supongamos que Jm-1 es inyectivo y veamos que Jm también lo es. Sea PE V(m) tal 

que Jm(P) =O. Entonces, Jm-1([P,xk])(cp) = P(xw;) - xkP(cp) =O para cada cp E Pm-l; por 

hipótesis inductiva se tiene que [P, xk] =O para todo k. Dado que 1 E Pm se sigue que P(l) =O 

y por el lema anterior, P = O. Por lo tanto, K er(jm) = O . 

Para terminar la demostración, se toma P E V(m) . Por la sobreyectividad de Jm se toma 

Q E Vn(m) tal que Jm(P) = Jm(Q). Luego, P - Q E Ker(jm), con lo cual P - Q = O y 

finalmente se tiene que P = Q. Como el PE V(m) era arbitrario, resulta que PE Vn(m). D 

Demostración. (del teorema 2.1.7) Dado que V(On) = UV(m) se tiene que V(On) = V n. D 

2.2 El haz Vx 

Sea U un subconjunto abierto de en. Un operador diferencial sobre U es un operador de la 

forma 

P = L aOl(z)o<; 
IOll~m 

donde aOI son funciones holomorfas sobre U; a representa el multiíndice (a1 , ... , an); la l 

+ + ªDI _ {)Oll {)Din a1 . . . an y z - zl . . . zn . 

Se puede chequear fácilmente que el anillo de operadores diferenciales sobre U forma un 

subanillo de Endc(O(U)) y que, la restricción de un operador 

p = :L ª°'ª1: 
IOll~m 

definido en un abierto U a un abierto V es el operador 

P¡v = L aOl¡v81; 
IOll~m 

Con tales morfismos de restricciones, los operadores diferenciales resultan prehaces de anillos 

en en. Denotamos Ven al haz asociado al prehaz mencionado previamente y Oen al haz de 

funciones analíticas en en. Observemos que Oen tiene estructura natural de Ven-módulo . 

La motivación del estudio de los V-módulos surge del problema básico del estudio de sistemas 

de ecuaciones de la forma 

n 

LpijUj =Vi 

j=l 

(i = 1, ... m) (2.2) 
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Donde {vi} 7:1 son funciones conocidas y { Uj} J=l son indeterminadas en algún espacio de 

funciones a especificar en el cual el anillo de secciones r(U; Den) actúe. Debido a que el presente 

capítulo hace un marcado uso de la teoría de haces, podremos pensar al espacio de funciones 

en cuestión como S(U) el anillo de secciones de un V-módulo. Por ejemplo, el espacio podría 

referir a Ou el anillo de funciones holomorfas en el abierto U así como también a C00 u el 

anillo de funciones infinitamente diferenciables en el abierto U o incluso a C00 (¡ el espacio de 

distribuciones. 

Para comenzar el estudio, nos resultará de principal interés determinar cuando dos sistemas 

resultan equivalentes. Consideremos, primero, el caso de ecuaciones homogéneas 

n 

LpijUj =o 
j =l 

(i=l, ... m) 

Intuitivamente, sistemas equivalentes serán sistemas que tienen las mismas soluciones en 

cualquier espacio de soluciones S. 

Denotemos P la matriz (Pij) y sP el haz de soluciones del sistema asociado a P en el 

V-módulo S se tiene , entonces que 

r(U;SP) ={u E r(U;St: P.u =O} 

La aplicación S -7 5P define un funtor entre la categoría de V-módulos y la categoría de 

haces de C-espacios vectoriales; dos operadores P y Q serán considerados equivalentes cuando 

los funtores asociados S -7 sP y S -7 5Q son naturalmente equivalentes. 

Consideremos ahora el morfismo 

R i--7 R.P 

y denotemos M p su Cokernel. Se tiene la siguiente sucesión exacta corta 

Como Homv ( . , S) es un funtor exacto a izquierda, se tiene la siguiente sucesión exacta 

O ----+ Homv(Mp, S) ----+ sn ~ sm 

y por lo tanto , una equivalencia entre funtores 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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De ésto último se deduce que los operadores P y Q son equivalentes si y sólo si Mp ~ MQ 

como V-módulos . 

Por lo tanto, parecería ser que que objeto intrínseco que representa a un sistema de ecuaciones 

diferenciales parciales homogénea es el D-módulo Mp y no las funciones { Uj} J=l · En éste· 

sentido, tales funciones servirán simplemente al propósito de presentar escritura del sistema 

explícitamente y no resultarán intrínsecas al mismo . 

Contemplemos ahora el caso de un sistema no homogéneo: Supongamos que tenemos 

{uj}_j=1; {vi}:,1 E f(U ;S) y tomemos 

n 

2:= P ijUj = Vi 

j=l 
(i = 1, ... m) 

Tomemos Q 1 , ... , Qm operadores diferenciales en U, se tiene, entonces que 

y por lo tanto 
m m 

i=l i=l 

(2 .3) 

A tal vector ( Q1 , . . . , Qm) E V lJ llamaremos condiciones de compatibilidad para el sistema 

no homogéneo 2.:3. Por definición, las condiciones de compatibilidad son las secciones del núcleo 

del morfismo 

D m .P Dn u--+ u 

Por lo tanto se tienen las siguientes sucesiones exactas 

O-+ K er(.P)-+ DlJ -+ Im (.P) -+ O 

0-+ I m( .P)-+ V í]-+ Mp-+ O 

y por lo tanto 

O-+ 11.omvu (Mp, S) -+ s n-+ 11.omvu (Im (.P) , S) -+ Extbu (Mp , S)-+ O 

0-+ tlomvu (Im(.P) , S) -+ s m-+ tlomvu (Ker (.P) , S )-+ Extbu (Im( .P) ,S)-+ O 

De la segunda sucesión se puede ver que 

11.omvu (Im (.P) ,S) = Im (1-iomvu (Im (.P) ,S) '-+ s m) 

= K er (S m-+ 1iomvu (Ker (.P) ,S)) 

= K er (tlomvu (VlJ , S )-+ 1-iomvu (Ker (.P) ,S)) 

= {v E s m : Q.v = O, VQ E K er (.P)} 
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Por lo que resulta que I m ( .P) es un 'Du-módulo que representa el sistema de condiciones de 

compatibilidad del sistema P. De la primer sucesión podemos ver que , a nivel de gérmenes, los 

elementos de Extbu (Mp , S)x son las clases de vectores Vx ES";' satisfaciendo las condiciones de 

compatibilidad. Por lo tanto, en el lenguaje categórico, el estudio de las ecuaciones diferenciales 

lineales no es más que el estudio del funtor contravariante Homv (• ,O) de la categoría de 'D­

módulos que admiten presentación finita a la categóría de «:>módulos. 

Como se vio en lo discutido recién , cuando se busque estudiar las soluciones de un cierto 

'Dx-módulo resultará conveniente hacerlo sobre aquellos que admitan presentación finita; a 

continuación se desarrollará con mayor precisión y se dará una definición concreta de tal noción. 

D efinición 2.2.1. (Módulos coherentes) Sea M un haz de R-módulos. Se dice localmente 

finitamente generado (respectivamente localmente finitamente presentado), si para cada x E X 

existe una sucesión exacta RPlu --+ Mlu --+ O (respectivamente Rqlu --+ RPlu --+ Mlu --+ O) 

en algún entorno abierto U 3 x. M es un módulo coherente (como R-módulo) si las siguientes 

condiciones se cumplen: 

• M es localmente finitamente generado. 

• Para cada U abierto de X , cada submódulo localmente finitamente generado Ne 111lu es 

localmente finitamente presentado. 

Un anillo R se dirá coherente (como haz de anillos) si lo es como R-módulo. 

Para resultados y/ o propiedades sobre módulos coherentes se sugiere consultar [Har77] y 

[Phal3]. 

Ejemplo 2.2 .2. Consideremos la ecuación 

(2.4) 

Si tomo v(z) = zu(z ) la ecuación se convierte en 

(2.5) 

Por otro lado, si v es solución de 2.5, entonces u = 1¡>. Íz v satisface la ecuación 2.4. Más 

aún , tomando v = zu(z) con u solución de 2.4 obtenemos u = 1¡>. iz v, ya que 

_ l_!!._v - u= -
1- (!!._ z - ).. - 1) u = O. 

1 + ).. dz 1 + ).. dz 

• • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Recíprocamente, tomando u= 1¡>. Íz v con v una solución de 2.5 obtenemos v = zu, ya que 

zu - V= A~ 1 ( z d~ - A - 1) V= o . 

Por lo tanto, con las transformaciones v = zu y u = 1¡>. d~ v podemos ver que (en el caso 

en el que A =/:- - 1) las ecuaciones 2.4 y 2.5 son mutuamente equivalentes. Esto significa que son 

la misma ecuación, pero que sin embargo tienen presentaciones distintas; hecho que reafirma 

lo anterior: las funciones u que sirven de incógnitas para la ecuación diferencial no sirven otro 

propósito más que el de dar una presentacion de la misma . 

Desarrollemos un poco más el ejemplo. Por lo desarrollado previamente, deducimos que las 

soluciones a la ecuación diferencial 2.4 pueden ser recuperadas a partir de Homv (Mp, S) la 

cual depende solamente de Mp . Recíprocamente, dado M un V-módulo, por cada isomorfismo 

M ~ Coker (v ~ v), 
obtenemos una presentación de la ecuación diferencial en cuestión; por lo tanto, la ecuación 2.4 

es considerada una presentación explícita del módulo Mp correspondiente al isomorfismo entre 

M y el Cokernel. Cada isomorfismo dará una presentación explícita de la ecuación diferencial 

2.4; por lo tanto, el V-módulo correspondiente tendrá dos isomorfismos distinguidos 

Coker V ~ V ~ Coker V d~ V . 
( 

z-4.->. ) ( z-4. ->.-1 ) 

las cuales representan a 2.4 y 2.5 respectivamente . 

Motivados por el análisis y ejemplo previo, trataremos de estudiar los sistemas de ecuaciones 

diferenciales 
n 

LpijUj=Vi (i=l, ... m) 
j=l 

a partir del estudio del Vu-módulo Mp definido como el Cokernel de la sucesión 

vm ~ vn --+ Mp --+ O 

y de su haz de soluciones 1-iomvu (Mp, S) . 

Con éstas ideas desarrolladas y debidamente motivadas en mente, ya podemos pasar al caso 

de operadores diferenciales en variedades holomorfas generales 

D efinición 2.2.3. Sea X una variedad holomorfa n-dimensional; denotamos Ox el haz de 

funciones holomorfas en X. Un operador dij erencial (holomorfo) es un morfismo de haces P : 

Ox --+ Ox cuya escritura en coordenadas locales es de la forma 

P = .z= ªc.ª1: 
lal:Sm 
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Asumiremos que aa. = O para todos salvo finitos de los sumandos de P. 

Llamaremos a P operador diferencial de orden a lo sumo "m" si aa. = O para cualquier a tal 

que lal := a1 + a2 + ... + ün > m 

Denotamos 'Dx al haz de operadores diferenciales sobre la variedad holomorfa X 

Observación 2.2.4. Dado un sistema de coordenadas locales (U; x1, . . . , xn) se tiene la n-upla 

81 , ... ' an donde ai es la derivación con respecto a Xi · La proposición 2.1.13 se puede aplicar a 

stalks de 'Dx en U. Se sigue, entonces, que el haz restringido 'Dxlu es un haz de anillos generado 

por 'Dx(O) y 81, . . . , On. Más aún, para cada xo se tiene que 'Dx,xo S='. ])n· 

2.3 Solucion es d e un sistema diferencial 

Como se dijo antes, para hablar de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales hay 

que especificar primero F el haz de funciones donde se buscan las soluciones. En lenguaje clásico, 

dado un sistema 
q 

L Ri,jUj =o i = 1, 2, . . . ,p 
j=l 

(2.6) 

resolverlo sobre F significa encontrar (Ji , ... , fq) E Fq que sustituyan a (u1 , ... , uq) en 2.6. 

Por lo dicho en párrafos anteriores, las soluciones del sistema corresonden a elementos de 

1iomvx (M ,F) donde M = V'.k/Im(p). 

D efinición 2 .3.1. Una solución f E 'H.omvx (M , F ) se dirá genérica si fes inyectiva y diremos 

que (Ji , . .. , fq) es solución genérica de 2.6. 

Observación 2.3 .2. En otras palabras, una solución genérica corresponde a un isomorfismo 

7: M -t f (M) = 'Dxfi + ... + 'Dxfq 

Ejemplo 2.3.3. Sea F el espacio de distribuciones sobre llP y sea ó la distribución de Dirac en 

el origen de coordenadas. Entonces, ó es solución genérica del sist ema 

(2.7) 

XnU = Ü 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Es decir , hay un isomorfismo 

Es claro que x18 = x28 = ... = XnÓ =O . 

Por otro lado, todo PE 'Dx se puede escribir de manera única como Liad:Sm frba y separando 

cada ba en sus términos constantes y sus términos divisibles por Xi el operador P se puede escribir 

como 
n 

L Pi Xi + R con pi E 1) X' R E e [ Ox¡' . .. ' Ox,,.l 
i=l 

y por lo tanto la ecuación Pó = O es equivalente a Ró = O, por lo que resta ver que el único 

operador diferencial a coeficientes constantes que anula a 8 es el operador nulo; lo cual es un 

resultado conocido de teoría de distribuciones . 

2.4 Sistema de generadores 

Definición 2.4.1. Si X es una variedad compleja y Ox es el haz de funciones holomorfas sobre 

X ' se denota e X el haz de campos de vectores sobre X como: 

8x = Dercx (Ox) 

={O E Endcx (Ox): O(Jg) = O(J)g + JO(g) (J,g E Ox)} . 

Sea 8x el haz de campos de vectores sobre X. Luego, 8x es un subhaz de 'Dx. El anillo 

'Dx está generado por Ox y 8x con las siguientes relaciones: 

l. Ox --7 Dx es morfismo de anillos . 

2. 8x --7 'Dx es Ox-lineal a izquierda . 

3. 8x --7 'Dx es modismo de álgebras de Lie . 

4. [v, a]= v(a) para todo v E 8x, a E Ox . 

Léma 2.4.2. Sea R un haz de anillos sobre X y sean<;: Ox -t R , <p: 8x -t R morfismos de 

haces tales que: 

1. <; : Ox -t R es morfismo de anillos . 

2. <p: 8x -t R es Ox-lineal a izquierda, con <p (av) =<;(a) <p (v) . 
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3. r.p : ex ---+ R es morfismo de álgebras de Líe, con [ r.p (u) , r.p ( v)] = r.p ( [u, v]). 

4. [r.p(v) , <;-(a)]=<;-(v(a)) paratodovEOx , aEOx. 

Entonces existe un único morfismo de anillos <I> : 1) x ---+ R tal que O x ---1 1) x ---1 R coincide con 

( y e X ---1 1) X ---1 R coincide con r.p. 

Demostración. Sea (U; z) sistema de coordenadas locales, se define 

La unicidad de tal morfismo se demuestra trivialmente debido a que 'Dx es un anillo generado 

por Ox y 8x. D 

Coro lario 2.4.3. Si M es un Ox-módulo con el morfismo 

µ: Ox---+ End (M) 

u H (m Hum) 

y además a: 8x---+ End (M) es un morfismo C-lineal que cumple: 

1. [a(B) ,µ(h)] = µ(Loh). 

2. [a (e), a (Vi)] =a ([e, Vi]). 

3. µ(h)oa(B)=a(hB). 

para todo e' Vi E e X y para todo h E ()X. Entonces, existe una única estructura a izquierda de 

1) x-módulo en M que extiende las acciones de ()X y e X . 

Ejemplos 2.4.4. Analicemos el 'Dx-módulo más sencillo: el 'Dx-módulo Ox 

Ox es generado por el elemento 1 como 'Dx-módulo, y además, Ker('Dx---+ Ox) = 'DxOx . 

Por lo tanto , se tiene la sucesión exacta 

8 
'Dx ®ox Ox---+ 'Dx---+ Ox---+ O 

(P ® a)HP.a · 

Por lo tanto, su funtor de soluciones será Homvx (Ox , S) = {u ES: a~; u= O, Vi= 1, ... , n} 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Capítulo 3 

Teoría de Fuchs y conexiones 

meromorfas 

En el presente capítulo desarrollaremos la teoría de Fuchs para ecuaciones diferenciales en 

variedades holomorfas , la cual servirá como motivación principal para el análisis posterior. 

Notación. Denotaremos: 

• IDé = { z E <C, lzl < €} al disco abierto de radio € 

• OC al cuerpo de gérmenes en O de funciones meromorfas 

• 8 (ID;) es el anillo de funciones holomorfas multivaluadas en D; es decir , el anillo de 

funciones holomorfas en el revestimiento universal D; 

• O denotará el anillo de stalks de funciones holomorfas multivaluadas en <C en O. En otras 

palabras: limE-tO 6 (D;) 

Sea P = L:~o ai ( z ) ( d~) n-i un operador diferencial sobre <C y consideremos la ecuación 

diferencial Pu = O con ai E K , ao =/:- O. Tal sistema resulta equivalente a 

d n 
dui(z) = L aij(z)uj(z) i = 1, ... , n 

Z j=O 

con aij E K. A su vez, el mismo sistema se puede expresar de la forma 

dU (z ) = A(z )U(z) 
dz 

donde A(z) = (aij(z)) E End(n, K) y U( z ) = (u1(z), . . . , un(z)) de manera que usando la 

notación matricial, el sistema de ecuaciones diferenciales puede ser tratado como un sistema de 

orden uno . 

23 
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Para A1 , A2 E End(n, K) diremos que dos sistemas Íz u(z) = Ai(z )u(z) i = 1, 2 se dicen 

equivalentes si existe una matriz T E Gln(K) de manera tal que 

lo cual resulta simplemente de realizar el cambio de variables v (z ) = Tu( z ). 

Sea t: > O suficientemente chico como para que los coeficientes aij ( z ) sean funciones mero­

morfas en DE: sin polos fuera de cero. 

El revestimiento universal D; de D; es simplemente conexo, de manera que las soluciones al 

sistema vistas en el revestimiento (obtenidas a partir del cambio de variable z = e27rit ) forman 

un C-espacio vectorial de dimensión n. 

Sea S(t) = (Ü1 (t), ... , ün(t)) n soluciones linealmente independientes , donde cada Ük(t) es 

un vector columna con coeficientes en O ( D;). Claramente, (Ü 1 (t + 1) , ... , ün(t + 1)) también 

resulta linealmente independiente. Por lo tanto, t r-+ t + 1 define un automorfismo; lo que 

significa que existe una matriz C E Gln(C) tal que 

S(t + 1) = S(t)C 

A la matriz C se le llama matriz de monodromía del sistema. Dos sistemas serán equivalentes 

sí y sólo sí sus matrices de monodromía son conjugadas 

Definición 3 .0.1. Sea u E O una solución del sistema Íz u(z) = A(z)u(z) . Se dice que la 

solución t iene la propiedad de crecimiento moderado si para cualquier sector de la forma 

S = {z = (r, B): O< r < t: , Bo <e< Bi} 

existe una constante e > O y un j E N tal que 

e 
lu(z)I < ¡;-jJ 

para todo z E S. Si todas las soluciones del sistema t ienen la propiedad del crecimiento mode­

rado, diremos que el sistema es regular, o que tiene singularidad regular en O. 

D efinición 3 .0.2 . Un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo dU/ dz = A(z)u(z) donde 

A E lK tiene coeficientes holomorfos en C salvo en finitos puntos { a 1 , .. . , ak } y polos de orden 

1 en cada aj se dice de tipo fuchs ; es decir, es un sistema de t ipo Fuchs sí y sólo sí se puede 

escribir como 

Donde Bi son constantes. 

k B · 
A(z) = 2:-1

- . 
j=l z - aj 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Antes de continuar el capítulo, resulta apropiado mencionar el problema número 21 de Hil­

bert , el cual juega un papel protagónico en la teoría de V-módulos; el mismo se formula de 

la siguiente manera: Dada una matriz C de monodromía y singularidades fijas en C mostrar 

que se puede construir un sistema de tipo Fuchs que tenga a esos mismos puntos singulares y 

correspondiente monodromía asociada . 

Para una monodromía en general, la respuesta al problema 21 de Hilbert es afirmativo y 

fue demostrado en 1908 por Josip Plemelj. Sin embargo, Plemejl dejó de lado ciertos casos 

degenerados particulares , de los cuales fue demostrado por Andrei Bolibrukh que en estos casos 

la respuesta es negativa . 

El último capítulo del trabajo generaliza a variedades de mayor dimensión, gracias a la 

correspondencia de Riemann-Hilbert, el problema 21 de Hilbert . 

A continuación definiremos la noción de conexión meromorfa; la cual será el concepto indi­

cado para generalizar a variedades . 

Definición 3.0 .3 . Una conexión meromorfa en C en O es un espacio vectorial M de dimensión 

finita sobre IK junto con una función C-lineal \7 : M---+ M tal que 

df 
'V(fm) = dz m + f'V(m) V f E IK, Vm E M . 

Diremos que dos conexiones meromorfas (M1 , \71), (M2, \72) son isomorfas si existe un iso­

morfismo <P : M1 ---+ ll!f2 de manera tal que <P o \71 = \7 2 o </J . 

Observación 3 .0.4. Existe una correspondencia entre sistemas de ecuaciones de la forma 

Íz u(z) = A(z)u(z) y conexiones meromorfas . 

Sea (M, \7) una conexión meromorfa. Sea { e1, . . . , en} una base del espacio vectorial M , 

para cada j = 1, ... , n existen coeficientes aij E IK tal que 

Por lo tanto, para cada u E ]\![ 

n 

'Vej = L aijei . 
i = l 

'Vu =O<=? \7 ( lt uiei) =O 

~ ~ ( :~ -~ ª''"') ,, ~ o 

dui ~ O w· {:} - - ¿_, aijUj = vz 
dz . 

J 

d 
<=? -u(z) = A(z)u(z) 

dz 
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Recíprocamente, dado un sistema de ecuaciones Ízu(z) = A(z)u(z) recuperamos una conexión 

rneromorfa definida a partir de 
n 

\1 ei = L aijei 
i =l 

donde e1, . . . , en es base de un espacio vectorial K de dimensión n. A partir de la correspondencia 

mostrada, resulta claro que las clases de equivalencia de ecuaciones diferenciales se corresponde 

biyectivarnente con las clases de isomorfismos de conexiones meromorfas. 

Teorema 3.0.5. Los siguientes ítems son equivalentes: 

1. fzu(z) = A(z)u(z) es regular. 

2. El sistema del ítem 1 es equivalente a uno de la forma fzu(z) = B~z)u(z) donde B(z) es 

una matriz con coeficientes holomorf os. 

3. El sistema del ítem 1 es equivalente a uno de la forma d~ u(z) = ~u(z) donde C es una 

matriz con coeficientes constantes . . 

4. Cualquier solución multivaluada del sistema tiene la propiedad de crecimiento moderado. 

Para la demostración consultar [BG KH88] . 

Veamos ahora el teorema clásico de Fuchs: 

Teorema 3.0.6. Sea P = 2::7=oªi(z) (fzr-i un operador d~ferencial sobre C con ai(z) E lK y 

ao(z) ~ O. Las soluciones multivaluadas u E 8 de la ecuación Pu = O tienen la propiedad de 

crecimiento moderado si y sólo si el orden del polo de ~ en O es a lo sumo i para i = 1, ... , n . 

Demostración. Una dirección es inmediata: si los coeficientes ai satisfacen la condición de Fuchs, 

entonces el sistema resulta regular gracias a 3.0 .5 . Recíprocamente, supongamos que el sistema 

es regular , procederemos por inducción en n el orden de P. Para hacerlo, notemos que si 

multiplicamos a ambos lados por z(n), la ecuación es equivalente a una de la forma ªº z 

n 

enu + ¿: bi(z)en-iu = Qu = o 
i=l 

donde e = z ddz , y las condiciones de Fuchs resultan equivalentes a pedir que todas las bi sean 

holomorfas . Siempre podemos conseguir soluciones de la forma u(z) = z°'h(z) , donde h E lK y 

e2nia es un autovalor de la monodromía. 

Sea v E O 

Q(uv) = O{::} (en-l + c1en-2 + ... + Cn-1) (8v) =O 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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donde los Ci tienen la forma 

Por regularidad observamos que, dado que la solución uv tiene crecimiento moderado, también 

lo tienen las solucione!') Bv de esta ecuación de grado menor. De esta manera, aplicamos la 

hipótesis inductiva para mostrar que todos los coeficientes Ci deben ser holomorfos y que por lo 

tanto, todos los bi deben ser holomorfos. O 

Definición 3.0. 7. Sea (M, \7) una conexión meromorfa. Decimos que la conexión es regular 

(en O) si existe una base { e1 ... en } de M sobre lK tal que 

Observación 3.0.8. Por lo visto en los últimos dos teoremas, la definición es equivalente a 

pedir la regularidad del sistema de ecuaciones diferenciales asociado. En efecto, la conexión 

meromorfa corresponde al sistema 

dui = ~ bij (z) u . 
dz L., z J 

J 

el cual, gracias a 3.0.5 resulta regular cuando podemos elegir bij E O , es decir, cuando existe 

una base de la forma anterior para la conexión meromorfa asociada . 

3.1 Conexiones Integrables 

Denotemos L (M) = 1iomc x (M, M) donde M es un Ox-módulo; claramente resulta que 

L(M) tiene estructura de O x -módulo. Se considera ahora el haz 1iomox ( 8 x, L(M)) y se toma 

\7 una sección del mismo; para cada elemento ó E 8 x se nota \7 8 a la imagen bajo el morfismo 

\7. Por linealidad se tiene que 

'VJó(m) = f\75(m); f E Ox , m E M . 

D efinición 3.1.1. Una sección global \7 de 1iomox (8x , L(M)) se llama 'conexión integrable' 

sobre M si se cumple 

(1) \75(fm) = ó(f).m + j.'\lt,(m) 
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Definición 3.1.2. (Categoría de conexiones integrables) Se denota A a la categoría cuyos 

objetos son pares (M, V') donde M es un Dx-módulo y V' es una conexión integrable; los 

modismos en la categoría entre dos objetos (M , V') y (M' , V'') son secciones globales <p del haz 

Homox (M , M') tales que <p o V'= V'' o <p . 

Teorema 3.1.3. La categoría de 'Dx-módulos y A son equivalentes 

Demostración. Se define un funtor µ entre la categoría de 1J x-módulos y A de manera tal que 

µ(M) = (M, V'); donde M es considerado como Ox-rnódulo con la estructura inducida por 

ser 'Dx-rnódulo y V'cS(m) = ó(m) para cada ó E 8x y m E M. Es claro que V' satisface la 

primer condición para conexiones integrables ya que es una derivación y por lo tanto ó(fm) = 

ó(f)m + fó(m). 

La segunda condición vale puesto que 

[Y'c5 , V'c5'] (m) = Y'ó (V'c5'(m)) - Y'ó' (V'cS(m)) = ó (ó'(m)) - ó' (ó(m)) 

= [ó, ó'] (m) = Y'[c5,8'] (m) 

Para completar la demostración hay que ver que el funtor µ es plenamente fiel y sobreyectivo. 

Sobreyeclividad Sea (M, V') una conexión integrable; es decir que M es un Ox-rnódulo y V' 

es una sección de Homc x (Gx , L(M)) , por corolario 2.4.:3 resulta que M tiene estructura única 

de 'Dx-rnódulo que extiende la de Ox-módulo. 

El Juntar es plenamente fiel Sean M y N 'Dx-rnódulos y consideremos el rnorfisrno natural 

<p: Homvx (M ,N)-+ HomA (µ((M), µ(N)). 

Por construcción del funtor µ se ve fácil que <p es inyectivo; por el lema 2.4.2 se ve que <p es 

sobreyectivo. D 

Por lo tanto, podremos pensar a un 1J x -rnódulo a izquierda corno una conexión integrable 

de un O x-módulo que no es necesariamente localmente libre ni de rango finito. 

Definición 3.1.4. Decimos que un 'Dx-módulo M es una conexión integrable si es localmente 

libre de rango finito como Ox-módulo 

Ejemplo 3.1.5. Consideremos un operador diferencial ordinario 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ·• • • • • • • 
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sobre C Como ya sabemos, el De -módulo correspondiente a la ecuación diferencial Pu = O es 

Dc /Dc P. Por lo tanto, en U = {z E C : am(z) -:/- O} resulta que 

m - 1 

Ml u ~ EB Ouu(i) con u(O) = u;.u(i) = o~u para i = 1, 2, ... 
i=O 

para u tal que Pu = O. Es decir que resulta una conexión integrable de rango m sobre U . 

Teorema 3 .1.6. Un Dx-módulo coherente es una conexión integrable si y sólo si es coherente 

sobre Ox 

Demostración. Para verlo, hay que chequear que todo D x-módulo coherente sobre O x es local­

mente libre como O x-módulo. Alcanza con ver que, para cada z E X el stalk M z es libre sobre 

Ox,z · Sea 9J1 el ideal maximal del anillo Ox,x · Se pueden conseguir elementos P1 , .. . , Pk de Mx 

de manera tal que { P1 , ... , Pk} generen M x/9J1M x como Ox,x /9J1-espacio vectorial (se consigue 

tomando una base del C-espacio vectorial Mx/9J1M x y aplicando el lema de Nakayama) . 

Defino , para cada conjunto F = {11 , .. . , fk} C Ox,x el orden de F de la siguiente manera: 

ord(F) = min (max {p : fi E 9J1P}) 
i 

Así que si ord(F) 

manera tal que 

O entonces Íi ~ 9J1 para algún i. Supongamos que existe Ji, .. . , Ík de 

(3.1) 

y tornamos F = {Ji , ... , fk} . 

Si podemos reducir siempre ord(F) entonces llegamos a un absurdo, pues podemos reducir 

ord(F) a cero y tomando módulo 9J1 encontramos una relación entre los Pi . 

El orden de F lo podemos reducir siempre aplicando el diferencial Oj a la relación 3.1 para 

conseguir 

la cual resulta una nueva relación de dependencia. Se puede conseguir siempre algún j de manera 

tal que el orden de F decrezca, porque ord(f + g) = min { ord(J), ord(g)} y siempre existe algún 

Oj que reduce el orden de una f E Ox,x· D 

D efinición 3 .1.7. Para cada 1 :::; p::; dim(X) se tiene el haz de p-formas holomorfas O~. Si 

M es un D x -módulo a izquierda, se define ftP(M) = n~ ®o M para cada p 2: O . 

O bservación 3.1.8. Cuando p = 1 se tiene el isomorfismo canónico 0 1(M) = 11.omo (Gx , M) . 

Dado que M t iene estructura de D x -módulo a izquierda, esta provisto de una conexión integrable 
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\l . Se define una función Ox-lineal rfJ: M-+ n_\.. ®oM como rfl(m)(cS) = \ló(m). Por lo tanto, 

tenemos el morfismo 

el cual puede ser extendido a dP : !lP(M) -+ OP+l(M) para todo 1 ::; p ::; dim(X) de manera 

tal que 

dP (a 0 m) =da 0 m + (-l)Pa /\ JJ(m) para todo a E !1~ y m E M. 

Es importante notar que, en un sistema de coordenadas locales z : U -+ C se puede expresar a 

rfl(m) como 2:;']=1 dzj 0 ajm (puesto que rfJ(m)(cS) = ó(m)). 

Con el mismo sistema de coordenadas locales se puede escribir dP(a ®m) = da®m + (- l)Pa/\ 

rfl(m) =da 0 m + (-l)P L:j=l a/\ dzJ 0 ajm =da 0 m + L:j=l dzj /\a 0 Ojm. Se verifica ahora 

que dP+l o dP = O: 

n 

dP+ 1dP(a 0 m) = dP+1 (da 0 m) + L dP+1 
( dzj /\a 0 Ojm) 

j=l 

= d(da) ® m + (-l)Pda /\ JJ(m)+ 

~ [ d ( dzj /\ a) 0 ajm + ~ dzi /\ dzj /\ a 0 aiajm] 

n 

= (-l)Pda /\ JJ(m) + L d(dz j /\a) 0 81m +O 
j=l 

n 

= (-l)Pda/\JJ(m) - Ldzj /\da ® Bjm 
j=l 

n 

= (- l )Pda /\ JJ(m) - (- l )P L da/\ dz1 0 81m 
j=l 

Por lo tanto, se tiene un complejo 

O -+ nº (M) -+ !11 (M) -+ . .. -+ nn (M) -+ O. 

Tal complejo se llama el complejo de de Rham del Dx-módulo M y se denota DRx (M). 

Como último comentario queda remarcar que en un sistema de coordenadas locales z : U -+ 

C'1 el complejo DRx (M) es igual al complejo de Koszul K (<I>, M). 

D efinición 3 .1.9. Llamaremos sistema local sobre una variedad compleja X a un haz localmente 

constante de Cx-módulos con stalks de dimensión finita. Suponiendo que X es conexo se tiene 

que los stalks tienen la misma dimensión, que se llama el rango del sistema local. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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El concepto de sistema local se generalizará en el último capítulo a lo que se conoce como 

haces constructibles . 

Eje m p lo 3 .1.10 . • El haz constante ex es un sistema local de rango n. 

• Sea X = ex . Entonces, existe una correspondencia biyectiva entre sistemas locales de 

rango uno en X y números >. E ex. Explícitamente, dado un sistema local F , sea 'Y E 

n1 (X, O) se puede cubrir a tal lazo a partir de abiertos de manera tal que el haz F sea trivial 

en cada abierto; de manera que componiendo los isomorfismos de los abiertos solapados 

se tiene un isomorfismo e 4 e 

El último ejemplo corresponde a un fenómeno ya discutido previamente en el presente ca­

pítulo que se denomina monodromía. Se puede interpretar a cada >. como antes como una 

representación de dimenSiOn UnO del grupo fundamental de e X • 

Teorema 3 .1.11. Sea M una conexión integrable de rango m en una variedad compleja X . 

Entonces, H i (DRx (M)) = O para i f. - dx y H-dx (DRx (M)) es un sistema local. Más aún, 

se tiene una equivalencia de categorías 

H -dx (DRx( • )): Con(X) --+ Loc(X) . 

Donde Con(X) representa la categoría de conexiones integrables sobre X y Loc(X) representa 

la categoría de sistemas locales sobre X . 

Demostración. Para comenzar, hay que chequear que H -dx (DRx(M)) es un sistema local de 

rango m en X. En la categoría derivada, se tiene un representante de DRx (M) [-dx] 

esto es así porque existe la resolución del módulo nx = /\ dx nl-

donde los diferenciales son definidos como antes y la última flecha n'.1( ®ox Dx --+ !lx está dada 

como w ® P f--t wP . 

Mirando la cohomología en grado cero se tiene como resultado 

K er (v: M --+ ni- ®ox M) 

donde 'V(m) = Li (xi ® aim). Por lo tanto resulta que 

Hº (DRx (M)) = {m E M : 'V(m) = O} , 
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que es el haz de secciones horizontales de M. Para ver que es localmente libre sobre Cx se 

utiliza el teorema de Frobenius. Para mayor precisión , mirar [Voi02]. 

Se puede construir un inverso de este funtor de la siguiente manera; Sea F un sistema local 

de rango m. Sea M = Ox ®ex F , con la conexión integrable definida por 

Para ver que estos funtores dan una equivalencia, primero hay que observar que si M es una 

conexión integrable entonces Ox ®ex M'V 3:: M . De manera similar, si Fes un sistema local , 

entonces (O x ®ex F) 'V 3:: F para la conexión dada. O 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Capítulo 4 

Variedad Característica 

4 .1 Símbolo de un operador diferencial 

D efinición 4.1.1. Sea X variedad holomorfa y P un operador diferencial. Sea (U; z) una carta 

en X de manera tal que P = I:¡a{'.S:m aa8':. Se define el símbolo total de P como 

p(z;() := l.: aa(z)(ª 
la l'.S:m 

O bservación 4.1.2. Notar que la definición depende fuertemente del sistema de coordenadas 

elegido . 

D efinición 4.1.3. Para cada operador P = I: aa8': sobre la variedad X podemos asociar un 

número m E íZ de manera tal que ªª = O V !al > m . A tal número lo llamaremos el orden del 

operador diferencial P y denotaremos D~m) ={PE Dx / ord(P).::; m} 

Observación 4.1.4. A partir de la definición de orden de un operador diferencial se puede 

definir una .filtración del anillo Dx; lo cual será la principal herramienta de la sección siguiente . 

La siguiente proposición muestra que, si bien la definición previa hace uso del sistema de 

coordenadas elegido; no depende del mismo . 

Proposición 4.1.5. Sea f E Ox , se define m¡ E End(Ox) el operador de multiplicación por 

f . Entonces 

1. D~m) =O 'tfm <O 

2. D~m) ={PE Dx : [P, m¡] E D~m- l) 'tff E Ox} 

33 



34 CAPÍTULO 4. VARIEDAD CARACTERÍSTICA 

Demostración. Observemos primero que D~) = Ox EB 8x. Si tomamos f,g E Ox entonces 

[m¡, m9 ] (h) = f.g .h - g.f.h =O E D~ 1) 

Veamos el caso general: supongamos que P = 2.::: iai:=;m aaoC: E D~m) entonces 

[P,m¡ ] (h) = [ L aa8~,m¡] (h) 
lal:=;m 

= L [aao~, m¡] (h) 
lal:=;m 

= L (aao~ o m¡ - m¡ o aao~) (h) 
lal:=;m 

L (ª°'~-f.aao~(h)) = L L (;)ª°' (a~¡) (z) (a~- 13 h) (z) 
lal:=;m (* ) lal:=;m 1/31>0 

De la úl t ima igualdad se puede ver que, como l.BI > O entonces la - .BI = lod - l.BI < lal ::; m y, 

por lo tanto, la - .BI ::; (m - 1). O 

Observación 4.1.6. (*) se hizo uso de la identidad de Leibniz; la cual afirma que 

a~u(z).h(z)) = :¿: (;)(a~¡) (z) (a~-/3h) (z) 
lf31::; lal 

A part ir de la proposición anterior , se puede ver que vr;-l puede ser definido de manera 

induct iva a partir de l. y 2. 

Proposición 4.1. 7 . Valen las siguientes propiedades 

Demostración. Las comprobaciones son totalmente análogas a las de 2.l.2 y 2.l.[>. o 

Notación. Denotaremos Grn (Dx) := DYJ) / DYJ- l ) y Gr (Dx) := EBna Grn (Dx) 

Observación 4.1.8 . Por l. de la proposición anterior resulta que Gr (Dx) tiene estructura 

de anillo y por 2. resulta que el anillo es conmutativo. En part icular , Gr (Dx) resulta una 

O x -álgebra conmutativa. 

• • • • • • • • 
• 1 
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D efinición 4.1.9 . E l haz Gx. El haz de campo de vectores holomorfos en X se denota Gx . 

Si (U ; z1 , ... , zn ) es una carta, entonces Gx lu es un Ox-módulo libre de rango n generado por 

81 , ... , 8n . 

Más aún, se tiene que Dx (l ) = Dx(O) EB Gx 

Teorema 4.1.10. Existe un isomorfismo de anillos graduados 

Simox (Gx) ~ Gr(Dx) 

donde Simox denota el álgebra simétrica de Gx sobre Ox . 

Demostración . . Por la observación 4.1.8 y usando la propiedad universal del producto simétrico 
i 

deducimos que la inclusión ex '-* Gr (D x) puede ser extendida de manera tal que el diagrama 

Gx = Gr1 (Dx) ~ Gr(Dx) 

l .::_ •) 
Simox (Gx) 

conmuta 

Es claro que tomando coordenadas locales e X es igual a EB~ 1 o X a~i . Si además considera­

mos la correspondencia 
n 

i= l 

8 
-H(i 
OZi 

resulta que Gx es un módulo libre con base {6 , ... , (n}· Luego, Simox (Gx) = Ox [6 , .. . , (n] · 

De la última igualdad se puede pensar al morfismo i: Simox (Gx) ---7 Gr (Dx) como i ((°') = 8~ . 

Finalmente, como Gr(Dx) es igual (en coordenadas locales) a EBaa" Ox8~ resulta que i es 
~ o 

un isomorfismo de O x-álgebras. O 

Observación 4 .1 .11. Por el tea.rema anterior , para cada m E Z tenemos un morfismo de 

Ox-álgebras 
~- 1 

'----t Gr (Dx) ~ SimoxGx ( 4.1) 

~ 
D efinición 4.1.12 . Al modismo de la observación 4.1.11 aplicado a un operador P E D~m) lo 

llamamos símbolo principal del operador P . 

Si al operador P lo escribimos en coordenadas locales, se tiene que 

<Ym(P) = L ª°'~°' E Ox [6, · · · , ~n]m 
lal=m 
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Donde O x [ 6 , . .. , (n]m. denota los polinomios homogéneos de grado m con coeficientes en O x. 

Notar que si hubiesemos definido Cim (P) usando coordenadas locales, la observación 4.1.11. y el 

teorema 4.1.10 garantizan que tal definición no depende de la carta utilizada. 

Observación 4 .1.13. Un vector tangente sobre una variedad holomorfa X se puede pensar 

como una función lineal sobre el espacio vectorial cotangente T* X. De la misma manera, un 

campo de vectores tangentes sobre un abierto U se pueden pensar como una función sobre el 

fibrado vectorial cotangente T* U . 

Más específicamente, 7rX : T* X -+ X resulta Simox (8x) e 7rX *Or· x 

Por lo mencionado en la observación anterior , resulta claro que cada símbolo total de un 

operador diferencial es una función am.(P) : T* X -+ C sobre el fibrado cotangente. 

Una sección sobre de Or· x en un abierto U denso es de grado k E íZ si para cada (z; w) E U 

existe un entorno W de 0 E C tal que h( z; tw) = tk h( z; w) para todo t E W. 

O bservación 4 .1.14. El teorema 4. l.10 da una correspondencia entre los anillos Gr (Dx) y 

Ox [6, ... , (n] · Dado que Gr(Dx) ~ Simox(Gx) = Ox[6 , ... , (n] se puede p ensar a las 

secciones de Gr (Dx) como elementos del álgebra de polinomios Ox [6, ... , (n] y viceversa; 

éste hecho resultará de utilidad cuando querramos estudiar la variedad característica de un 

Dx -módulo M. 

Observación 4.1.15. Es importante notar que la noción de anillo graduado asociado a una 

filtración como fue definido recién podría haberse aplicado en el primer capítulo donde se es­

tudiaron los anillos Dn y On (que resultan ser el anillo de gérmenes de funciones holomorfas 

alrededor de un punto x o E X). En otras palabras, como en el anillo Dn se tiene la filtración 

{Dn(m)} también puede definirse el anillo graduado asociado Gr(Dn) := ffi grm(Dn); donde 

grm(Dn) = Dn(m)/D11 (m - 1) y en tal caso los morfismos se define (j = a1 (8j)· 

La C-álgebra gr(Dn) es generada por gro (Dn), 6, ... , (n y por la representación standard de 

elementos en Dn se t iene que gr(Dn) ~ On [6 , .. . , (n]. 

Como corolario, se deduce que Dn es un anillo Noetheriando, ya que On es un anillo Noet­

heriano y, por lo tanto , On [(i, . . . , ( 11 ] ~ gr(Dn) también lo es, de donde se deduce que D11 es 

noetheriano . 

Proposición 4.1.16. 

D (m) O [ ] 1. Cim: x -+ x 6 , ... , (n m es lineal y suryectiva 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • • • • • • 
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4 .1.1 Ideal graduado asociado 

Sea I e Dx ideal a izquierda de Dx, defino Im := O"m (I n D~m) ) . Entonces, resulta que 

Ox [6 , . . . , ~n l n .Im C I (m+n) y I = EB~=O Im es ideal de Ox [6, .. . , ~n l · Por lo tanto, como 

Ox [6 , ... , ~n ] es Noetheriano, entonces I es fini tamente generado; I = {cp1, .. . , 'Pn) puedo 

tomar 'Pj homogéneo. Luego, I es un ideal graduado de O [6, . .. , ~n ] asociado a I e Dx . 

N otació n . I = Gr (I ) 

Obser vaciones 4.1.17. l. Si I e D es un ideal tal que I = {P1, . . . , Pk ) no necesariamente 

vale que {O"(P1) , ... , O" (Pk)) = l . 

2. Considero I e Dx ideal y M = Dx /I , entonces Gr (I ) = I depende de la presentación 

de M como cociente de D x . 

Ejemplo 4 .1.18. En el ejemplo 1.0.1 I está generado por -8
8 y x1 -8

8 + .. . + Xn-1 -8
8 , cuyos 

X1 x2 Xn 

símbolos principales son 6 y x 16 + ... + Xn- l ~n y no alcanza para generar {6 , . .. , ~n )· 

Ejemplo 4.1.19. Volviendo al ejemplo 2.3.3 pero tomando el caso dimensión 1 se denota 8' la 

derivada de 8 (la delta de Dirac) y 8 = d/ dx. Entonces, D8 = D8' . Es claro que 8' E D8; por 

otro lado, como x8 = O derivando a ambos lados de la igualdad se tiene que 8 + x 8' = O con lo 

que se tiene que 8 E D8' . Afirmo: 8' es solución genérica del sistema 

{ 

x 2u = O 

(x 8 + 2) u = O 

(4.2) 

En otras palabras , hay un isomorfismo D / Dx 2 + D(x8 + 2) ~ D8' = D8. Como 8' = 88 , Q8' = O 

se t iene que Q8 E Dx. Escribiendo Q = P x 2 + R 1x +Ro donde P E D y Ro , R 1 E C [8] . 

Entonces, Q8 = P x 28 + R 1x8 + Ro8 = (P 8x - 2P + R 18)x - R 1 + Ro8 . 

Con lo último, Q8 E Dx sí y sólo sí R 1 = R0 8. Es decir que Q = P .7:2 + R0 (8x + 
1) = P x 2 + Ro (x8 + 2) lo cual concluye la afirmación . Por lo tanto, como D / Dx = D8 = 

D8' = D/ Dx 2 + D (x8 + 2) . Tales operadores Q y R se pueden tornar de manera tal que 

max {ord(Q) ,ord(R ) + 1} = or d(P) y tomando símbolo principal queda 

De manera que I = O [~] x2 + O [~] x~ =f O [~] x . 

A continuación se demuestra la afirmación del ejemplo anterior donde se afirma que se puede 

tomar Q y R de manera que max { ord( Q) , or d( R ) + 1} = ord( P): 
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Supongamos que ord(P) < r = max{ord(Q) , ord(R) + l},o sea a"r(Q)x2 + cr,._ 1 (R)x~ = O, 
por lo tanto, cr,.(Q)x + cr,._ 1(R)~ = O por lo que existe un r.p E O[~] tal que cr1.(Q) = r.p~ , 

CTr-1 (R) = - r.px. Se puede denotar 

Q = <jJ8 + Q' con ord(Q') < r 

R = -<Px + R' con ord(R') < r - 1 

donde cr,._ 1 ( <P) = r.p . Como P = Qx2 + R(x8 + 2) se tiene que los términos multiplicados por <P se 

anulan, por lo que P = Q'x2 + R'(x8 + 2) ; repitiendo el proceso se tiene finalmente operadores 

P y Q como se buscaba. 

4.2 Filtraciones Buenas 

En la sección anterior vimos un tipo de filtración sobre el anillo Dx dado a partir del orden 

de los operadores diferenciales. En ésta sección veremos la definición de filtración tanto sobre el 

anillo D x como sobre Dx-módulos M. 

Definición 4.2.1. Sea M un Dx -módulo. Una filtración de M es una sucesión creciente 

{Mk}kEZ de sub Ox-módulos Mk de M tal que Dt;/ Mk C Mk+l 

Un Dx -módulo filtrado es un Dx -módulo con una filtración asociada. 

Definición 4.2 .2. Una filtración F sobre un Dx-módulo M se dice buena si se cumple: 

l. Mk es un O x -módulo coherente . 

3. Gr M es un GrDx~módulo coherente 

Notación. En la definición previa estamos denotando Gr (M) = EBko Grk (M) el graduado 

asociado a M donde Grk (M) = M k/ Mk- 1 

Proposición 4 .2 .3. Sea M un Dx-módulo provisto de la buena filtración {Mk} k. Luego, M 

resulta un D x -módulo coherente y 

(4.3) 

Demostración. Recordemos que si A es un haz de anillos coherente, entonces todo M A-módulo 

resulta coherente sí y solamente sí es localmente de presentación finita. Luego, para probar la 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

4.2. FILTRACIONES B UENAS 39 

proposición, tomemos x E X y U e X entorno de x de manera tal que existe sucesión exacta 

V j; lu--+ Gr(M)lu--+ O. En otras palabras, existen h1 , . .. , hp E f(U, Gr(M)) tales que 

h1,x , ... , hp,x generan Gr (M) x · 

Tomo hi,x E (MjJx representante de hix y considero mo = max {ji}f=l · Afirmo que, si 

m > m 0 entonces (Mm+r)x = vtl (Mm)x para todo r > O . 

Si m x E (M m+r)x entonces m x E (GrM) x se puede expresar como m x = LjPjhj,x· Ya que 

hj,x E (MíJx e (Mmo)x entonces Pí E vtl y por lo tanto, mx E vtl (Mm)x 

En particular, esto muestra que M es localmente de presentación finita, en particular, es 

V x -coherente. O 

Proposición 4.2.4. Sea M un V x-módulo coherente. Una filtración {Mk} es buena si se 

cumplen las dos primeras condiciones de 4. 2. 2 y 4. 8 . 

Demostración. Como M k es un Ox-módulo coherente , entonces Mk/Mk-1 es un Ox-módulo 

coherente y además EBZ1~1 M k/ Mk- 1 resulta Ox-módulo coherente(mo es el correspondiente 

a 4.3) . 

Sea mx E (GrM)x , entonces mx = Lk=l mk (con mk E M µk). Para todo k/ Pk < mo 

existen u1 , .. . , Utk tal que mk = ¿,tk hjUj con hj E O x . 

Si tomo mk con Pk 2 mo entonces Pk = mo + rk· Luego, mk E J\ltmo+rk = Frk V x M mo · 

Luego 

de donde se deduce que mk es generado como GrVx-módulo por fini tos Uj E GrM . 

Finalmente, se t iene que Gr M = EB~1 Mk / Mk-1 es GrVx-coherente. o 

Lema 4.2.5. (Equivalencia de buenas filtraciones) 

Sea M un V x-módulo coherente, sean {Mk} , {MÁJ dos buenas .filtraciones de M . Enton­

ces, para cada x E X existe U 3 x y enteros d , d' tal que 

Demostración. Como GrM es un GrVx-módulo coherente, existe un entorno U de x y gene­

radores m 1, .. . , mp de ordenes d1, ... , dp de Gr M sobre U. Achicando el entorno U , podemos 
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asumir que los generadores m 1 , . . . , mp tienen ordenes di , ... , d~ para la filtración M/c; si toma­

rnos d = rnax { d~ - di}f= L se tiene que 

Haciendo la misma cuenta se consigue ia otra parte del lema. o 

Lema 4 .2.6. Todo M Dx-módulo coherente admite localmente una buena filtración . 

Demostración. Si M es un Dx-módulo coherente, entonces existe U abierto de X tal que M lu 

es finitamente presentado, i.e. existe una sucesión exacta corta 

Denotamos Mlbm) a la imagen por u de D~m)q \u, donde v<.;1l denota a los operadores diferen­

ciales de orden :::; m. 

De esta manera, { M 1 bm) } forma una buena filtración del módulo M 1 u o 

P roposición 4.2. 7. Sea I = Ann GrM el anulador del módulo Gr M , i.e. el ideal de GrDx 

formado por los 'P tales que cp'Ü = O Vii E Gr M . Consideramos el radical de I , es decir, el ideal 

JI = {a E Ox [6 , ... , ~n] : ::lk EN, ak E l} 

Entonces, ..fJ depende sólo de M y no de la buena filtración 

Ejemplo 4 .2 .8. Antes de hacer la demostración del teorema, miremos primero el caso particular 

en el que M = D x /I con I un ideal de D x. Dada una filtración { vt}¿ } podemos definir una 

filtración en el ideal I como: I(l) := vt}) íl I. 

De la definición se deduce fácilmente que Gr M = GrD x / GrI y, por lo tanto, se tiene que 

Ann GrM = GrI 

En este caso, el ideal graduado 

GrI := ffi I(l) /I(l-l) 
l~O 

es generado por los símbolos principales a(P) con P E I. Por lo tanto, para un conjunto 

arbitrario { a(g) : 1 :::; i:::; m} de generadores de GrI tenemos que I = EB~1 Dx Pi 

Demostración. (de la proposición) Es claro que I resulta un ideal homogéneo, y por lo tanto, 

lo mismo ocurre para ..fl. Sea a un elemento homogéneo de orden m perteneciente a I , y sea 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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A E Vx un operador de orden m de manera que O"m(A) = a. Decir que a E VJ es equivalente a 

decir que existe k E N tal que ak anula a GrM , i.e. para todo l E N se tiene AkM(l) e M (l+km- l ) 

y, por lo tanto, APkM(l) e M (l+kpm-p)_ 

Seas EN, escribimos s = pk + T con p = p(s) ; O ::; r = r(s) < k en Z. Entonces 

As M (l) = Apk+r M(l ) 

=Ar APkM (l) e Ar M(l+kpm-p) 

e M (l+kpm- p+rm) = M (l+sm- p(s) ) Donde lim p(s) = + oo 
s-++oo 

Recíprocamente, si A 5 M (l) C M (l+sm-p(s)) con a5 GrM = O tal que p(s) ~ 1 entonces a E VJ . 
Por lema de equivalencia de buenas filtraciones se ve que ésta última condición no depende de 

la buena fil tración elegida pq,ra M y , por tanto, queda la proposición demostrada. o 

Sobre cada abierto U suficientemente pequeño se puede tomar una buena filtración de Ml u 

y construir el modulo graduado asociado a esta buena filtración Gr M 1 u. Se ve inmediatamente, 

que GrMl u es un GrVu-módulo coherente, de manera que su anulador J, así como su radical 

VI son ideales coherentes sobre U. Por lo visto en la proposición anterior VI no depende de la 

presentación local elegida, y por lo tanto define globalmente sobre la variedad holomorfa X un 

ideal coherente asociado canónicamente al Vx -módulo M . 

Definición 4 .2.9. La variedad de ceros del ideal coherente descripto es un subconjunto analítico 

de T * X llamado la variedad característica del sistema diferencial M . 

Observación 4.2.10. Puesto que el ideal ./i es generado por polinomios homogéneos en(, la 

variedad característica resulta un conjunto cónico; es decir , que es invariante por homotecias 

~ -} >.~ y puede ser considerado como una familia analítica parametrizada por X de conos . 

Ejemplo 4 .2.11. Volviendo al ejemplo 4.2.8 y teniendo en cuenta que {CY(Pi): 1 ::; i::; m} es 

un sistema de generadores de GrI como la variedad característica es la variedad de ceros del 

ideal GrI resulta que 

Ch (M ) = {(z , ~) E T* X: CY(Pi)( z, ~) = O, i = 1, ... , m } 

De ésta forma, cada vez que se presente un D x-módulo M = Vx / I el cálculo de la variedad 

característica asociada será sencillo . 

Intuitivamente, la variedad característica trata de generalizar el conjunto de ceros comunes 

de los símbolos principales en un ideal, como se puede ver en el ejemplo anterior. 
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Observación 4 .2 .12. El cálculo de la variedad característica no resulta sencillo en gene­

ral. Dado un conjunto de generadores { Qi} de I no es verdad en general que Ch (M) = 
{(z, 0 E T*X: O"(Qi)(z , 0 = O, i = 1, ... , m}, sin embargo, se t iene la inclusión 

Ch(M) e {(z , ~) E T *X : O"(Qi)(z , 0 = O,i = 1, ... , m} . 

Proposición 4 .2.13 . Sea M un V x-módulo coherente no nulo. Entonces son equivalentes 

1. Ch(M) = TxX ~ X(la sección nula de T * X) 

2. M es una cone.'Eión integrable 

3. M es O x-módulo coherente 

Demostración. 1::::}3 Sobre un sistema de coordenadas locales (U, z = (z1 , .. . , zn )) de X le co­

rresponde canónicamente el sistema de coordenadas (z1 , .. . , zn ; 6 , ... , ~n) de T* X . Si asumimos 

que Ch(M) es la sección nula de T* X, entonces la misma está determinada por las ecuaciones 

6 = 6 = . .. = ~n = O. Esto significa que para una buena filtración local {Mk} de M se t iene 

que 
n 

jAnnox [f.i , . . .f.nJ(GrM) = .l:Ox[6, .. . , ~n]~i 
i= l 

Debido a la proposición 4.2.í se tiene que, para cada i = 1, ... , n : 

V'l EN (~)s M(l) e M(l+sm-p;(s) ) , con lim Pi(s) = + oo (*) 
OZi S-?00 

Como la tercer condición de una buena filtración afirma que L:i a~; Mk = Mk+l para k suficien­

temente grande, la relación (*) implica que Mk = Mk+l para k suficientemente grande, i.e. la 

filtración es estacionaria. 

En consecuencia, el módulo M es igual a Mk para k suficientemente grande; de donde se 

deduce que M es un O x-módulo coherente. 

2<=?3 Está demostrado en 3.1.6 

2::::}1 Sea M una conexión integrable. Tomo {Mk} de la siguiente manera: 

M k = O para k < O 

M k = M para k ~ O 

Por hipótesis, M es una conexión integrable; lo que implica que es un Ox-módulo coherente. 

Por la proposición -t 2.4 se t iene que {Mk} define una buena filtración de M y, localmente, 

Gr(M) ~ M ~ ºx· 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 
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Por ecuación 4.3 se tiene que D~) Mko = Mko+l para ko ~ O suficientemente grande. Como 

Mk = M para todo k positivo, se tiene que: 

D~)M = M 

OxM EB GxM =M 

M EB GxM = M 

Por lo tanto, resulta que 8x C Annox[6 , ... ,~n] (GrM) y Ch(M) e {(z;O: ~i = O} ; es decir , 

Ch (M) = T):X. D 

4.3 Módulos holónomos 

Definición 4.3.1. Una variedad compleja X se llama variedad simpléctica si existe una 2-forma 

a definida globalmente en X que induce una forma simpléctica en TxX para cada x E X. Notar 

que necesariamente, una variedad simpléctica es necesariamente de dimensión par . 

Proposición 4 .3 .2. Si X es una variedad compleja su fibrado cotangente T* X tiene estructura 

de variedad simpléctica . 

Demostración. Denotamos 7í : T* X -+ X la proyección canónica. Tomando 7í
1 el morfismo 

inducido en sus espacios tangentes , es decir , 7í
1 

: T (T* X) -+ (T* X) x x (T X) tenemos su dual 

p1í : (T* X) X X (T* X) -+ T* (T* X) 

y si restringimos a la diagonal tenemos un rnorfismo 

P7rl .t:. : T* X-+ T* (T* X) . 

Dado que este modismo es una sección del fibrado T * (T* X) -+ T * X corresponde a una 1-forma 

ax definida globalmente sobre T* X. Si (U, z = ( z1, ... , zn)) es un sistema de coordenadas y 

(z; ~) : T*U-+ V X en su correspondiente trivialización del fibrado T*U se tiene que 

n 

ax lr·u = L~kdzk . 
k= l 

Le damos estructura de variedad simpléctica a X asociandole la 2-forma a = dax. Con las 

coordenadas tomadas como recién, podemos ver que 

n 

a lr· u = L, d~k /\ dzk . 
k = l 

Dado que existe el isomorfismo hamiltoniano H : r; (T* X) ~ Tp (T* X) en cada p E T* X y por 

lo tanto, tenemos definido un isomorfismo global H : T* (T* X) ~ T (T* X). D 
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Definición 4.3.3. Para f E Or· x definimos al campo vectorial H¡ como la imagen de la 

1-forma df a través del morfismo H definido en la proposíción anterior. 

Lema 4.3.4. Soo P E D!.j¿ y Q E D~m) de manera tal que [P, Q] E D~+m-l) , a¡(P) = f y 

am(Q) = g. Entonces, tomando coordenadas locales (z 1, .. . , zn,6, . .. , ~n) de T*X el símbolo 

de [P, Q] está dado por la fórmula 

D fi · ·, 4 3 5 Al t' · " n (EL~ EL~) 1 11 h t d P · d 1 e n1c10n . . . ermmo L.... i =l 8(. ; Bz; - Bz; 8(.; se o ama corc e e e oisson e as 

funciones f y g y se lo denota {f , g} . 

Demostración. Dado que el problema es de caracter local, podemos asumir que X es un subcon­

junto abierto de C11
• El cálculo resulta sencillo usando las siguientes propiedades del corchete 

de Poisson: 

1. {) } : Or- X X Or· X ~ e es bilineal y antisimétrica 

2. {f ,gh} = {f,g} h + g {!, h} 

3. {{f, g} ,h}+{{g, h} , f}+{{h, J} ,g}=O 

Usando un argumento inductivo, se pueden considerar los casos en que m ~ 1 y l ~ 1 y luego 

generalizar a operadores de orden mayor. o 

Observación 4 .3.6. El corchete de poisson no es otra cosa más que {f,g} = H¡(g) . 

En efecto, tomando coordenadas locales se tiene que {f,g} = H¡(g) = a(H¡ , H9 ) y, por lo 

H _ "n (EL 8 EL 8 ) tanto f - L....i=l 8(.; Bz; - Bz; 8(.; . 

Teorema 4.3. 7. El idool Vi definido en la proposición 4. 2. 7 es involutivo con respecto a 

{,} , i. e. 

f E ../i,g E ..Ji =} {.f,g} E ..Ji 

Para la demostración del teorema ver [Gab81]. 

Observación 4.3.8. El teorema de involutividad de Vi se puede reformular de la siguiente 

manera: 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Sea (z; O un punto de la variedad característica. Entonces el conjunto de los diferenciales 

d(z;E.)Í de aquellas funciones .f tales que f lch(M ) = O coincide con el espacio conormal a Ch (M) , 

i.e. el espacio de formas lineales sobre T(z;E) (T* X) que son nulas sobre T(z;E)Ch (M). Por 

el isomorfismo H (z;E) : T(z;E) (T* X) ~ T(z;E) (T* X) , este espacio se transforma en el espacio 

T(z;E)Ch (M) .l (el complemento ortogonal de T(z;E)Ch (M) a través de la forma bilineal H (z;fr 

La condición de involutividad del ideal Ji quiere decir, entonces, que 

Corolario 4.3.9. dim (Ch (M)) 2: n . 

Demostración. Como T(z;E) Ch (M) .l e T(z;E)Ch (M) , entonces, si p = dim (Ch (M)) se t iene 

que 2n - p ::;: p . O 

Ejemplo 4.3.10. Sea P = I:~o a/Ji un operador diferencial no nulo en C con ai holomorfa, 

o= Íz y am f. O. La ecuación diferencial Pu= O corresponde al V-módulo M = Dc/Dc P . 

Como se vio en la sección anterior, la variedad característica está dada por los ceros del 

símbolo principal del operador P , es decir , por los ceros de a m ( P). Por lo tanto, 

Ch(M) = {(z; O E e X e : am(z)~m = O} 

=ex oLJ ( U z x e) . 
am(z)=O 

O sea, la unión de la sección nula y las fibras de puntos singulares am(z) = O; por lo tanto, 

dim(Ch(M)) =l. 

D efinición 4.3.11. Una variedad V e T * X se dirá 

l. involutiva si (T(z,E) V).l e T( z,E) V 

2 . isotropa si T(z,E) V e (T(z ,E) V ).l 

3. holónoma si es involutiva e isotropa a la vez en cada punto suave (z, O de T *X 

Lema 4.3.12. Sea V e T* X una variedad isotropa cónica, y sea n : T* X ~ X la aplicación 

canónica. Entonces, todo punto (z, ~) E V suave es conormal a la imagen de la aplicación 

tangente T(z,€) ( n lv) . 

Demostración. Supongamos que el covector ~ f. O, entonces puedo asociar a X un sistema 

de coordenadas locales (U, z = ( z1
, . .. , zn)) centrado en el punto 7í (~) tal que ~ = dz 1

. En 
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coordenadas locales (z 1
, ... , zn , 6 , . . . , ~n) canónicamente asociado a z = (z 1, ... , zn) el covector 

~se escribe como (O, . . . , O, 1, O, . . . , O) por ser V cónica contiene a todo el eje ~J.· 

Por la hipótesis de isotropía se tiene que 8~1 E T(z,~ ) V e (T(z ,~) V)l_. 

Aplicando el isomorfismo H : Tf (T* X) --; T{ (T* X) de la proposición 4.3.2 se ve que dz1 es 

conormal a V en el punto~· Es decir , se anula sobre T{V. O 

Corolario 4 .3 .1 3 . Sea V 11,n germen sobre T*V de variedad cónica S1J,ave tal que la proyecóón 

7r 1 v es de rango constante r (es decir, una submersión, de manera tal que se tiene que 7r (V) es 

un germen de subvariedad suave de X de dimensión r ). Entonces 

1. V es isótropo si y sólo si V e T;(V)X 

2. V es holónomo si y sólo si V = T;(V)X 

Proposición 4.3 .14. Sea V e T* X una variedad cónica holónoma irreducible. Entonces, 7r(V) 

es una variedad irreducible y V no es más que fibrado conormal a la variedad 

Llamamos fibrado conormal a una variedad X a la clausura en T* X del fibrado conormal de la 

parte suave de la variedad. 

D efinición 4 .3. 15 . Llamaremos módulo holónomo a aquellos tales que dim (Ch (M)) = n. Es 

decir , aquellos módulos cuya variedad característica sea holónoma. 

D efinición 4 .3 .16. (Lugar singular de un sistema holónomo) 

Sobre una variedad analítica compleja X conexa de dimensión n tomarnos un módulo ho­

lónomo M con variedad característica Ch (M). Cada componente irreducible Ch (M)o: de la 

variedad característica puede escribirse como 

donde So:= 7r (Ch (M)o:) un subconjunto analítico irreducible de X. 

En particular, si So:= X entonces Ch (M\1' = TxX· 

Proposición 4 .3. 1 7. Fuera de su lugar singular, un sistema holónomo es o bien nulo o es una 

conexión integrable 

Ejemplo 4.3.18 . En una variedad riemanniana(es decir , una variedad holomorfa de dimensión 

1) el V x-módulo asociado a una ecuación diferencial Pu = O es V x / V x P y resulta un módulo 
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holónomo ya que su variedad característica correspondiente será los ceros del símbolo principal 

del operador diferencial P , el cual t iene dimensión 1 en el fibrado cotangente T* X (que resulta 

de dimensión 2) . 

En el ejemplo ;.-U.5 se puede ver cual es el abierto U sobre el cual el Ox-módulo resulta libre 

de rango fini to. El abierto en cuestión es U= {z: am(z) f. O} es decir , los puntos singulares 

regulares. El mismo ejemplo muestra la razón por la cual se debe excluir el lugar singular de la 

variedad característica para que resulte libre sobre O x . 

Ejemplo 4.3.19. Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior, si se quiere buscar un ejemplo 

de un módulo que no sea holónomo, alcanza con considerar un operador diferencial P en una 

variedad X de dimensión mayor estricta que dos y su Dx-módulo asociado. Una vez más, 

la variedad característica será el conjunto de ceros del símbolo principal de P, el cual tendrá 

codimensión 1 en T* X . 

Más explícitamente, tomemos X= en y P = 8~1 entonces a1( 8~1 ) = 6 y por lo tanto 

Ch(Dcn/DcnP) = {(z,~) E T*X : 6 =O} . 

Observación 4.3.20. La proposición 4.3.17 muestra el hecho de que un módulo holónomo es 

una generalización de una ecuación diferencial ordinaria. Si consideramos el funtor solución 

tíomvx(• ,Ox) aplicado a un módulo holónomo M tal que M lu ~ E9~0 0x l u resulta que 

Es decir que localmente el funtor solución es localmente libre de rango finito sobre O x . 
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Capítulo 5 

Sistemas holonomos regulares 

En éste capítulo se tratan un tipo particular de sistemas holonomos que surgen como gene­

ralización de la noción de punto singular regular de un sistema de ecuaciones diferenciales. Para 

empezar resulta conveniente considerar el caso de ecuaciones diferenciales en el plano complejo 

y su respectivo V-módulo asociado . 

Sea X un abierto en C y P un operador diferencial ordinario de orden m. Vamos a denotar 

V= V x(X) la sección global y o= lz· 
Tomo M = V/VP. Entonces P(z , 8) = I:k1=oªk(z)ok . 

En un entorno de de zo en el que am(zo) i= O, M ~ O'J( como V-módulo. Por lo tanto, 

la ecuación Pu = O tiene m soluciones holomorfas linealmente independientes. Por otro lado, 

si consideramos entornos de zo donde am(zo) = O no es sencillo en general conocer su com­

portamiento. Por ejemplo, :mientras que L = 7-lomvx (M , Ox) es un haz de rango localmente 

constante m en X - zo y sin embargo no se conoce una manera de calcular su monodromía 

en general. U na manera de calcular la monodromía en el caso de dimensión 1 en el caso de 

ecuaciones diferenciales con singularidades regulares . 

Teorema 5.0.1. Las siguientes condiciones son equivalentes 

1. Sea k = ordz=zoam(z ) . Entonces, ordz=zoaj(z) ~ k - (m - j)para todo j donde ordz=zo.f(z ) 

denota el orden de cero de .f (z) en z = zo . 

2. Pu = O tien e m soluciones linealmente independientes de la f arma 

s 

(z - zo)>. L Uj(z)(log(z - zo))l 
j=O 

para algún s E Z:2'.o y>. E e, donde Uj(z) son holomorfas en un entorno de zo 

49 
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Observación 5.0.2. Como ya fue definido en el Capítulo :i, si alguna de las dos condiciones 

equivalentes anteriores se cumple entonces diremos que zo es un punto singular regular de 

Pu=O. 

Supongo que zo = O es una singularidad regular. Dependiendo de si k es mayor o menor a m 

en la ecuación Pu = O se puede reemplazar a P por z1 P o 81 P para poder asumir que k = m. Por 

lo tanto, p se puede escribir como LJ:=o Cj ( Z) zÍ 8J para algunas funciones holomorfas CQ , . .. , Cm; 

por lo tanto em(O) =f. O. En consecuencia, multiplicando por em (z)- 1 se puede asumir que 

m - 1 

P =(zar + L cj(z)(za)í. 
j=O 

En la última igualdad se usó que zÍ8J = (z8)(z8 - 1) ... (z8 - j + 1). 

Definimos una filtración {Mk}k en M = D/ DP = Du donde 11, = 1 mod DP 

1n-l 

Mk = L D(k)(z8 )Íu. 
.i= O 

Donde {D(k)h denota la filtración de D dada por el orden de los operadores. 

Por lo tanto, se tiene que (z8)Mk e M k y, en consecuencia, z(Gr (M) =O. Recíprocamente, 

se puede mostrar que z =O es una singularidad regular de M si M admite una buena fil t ración 

que satisfaga la condición anterior. Debido a que 

Ch(M) e {(z;(): z( =O} 

para cualquier filtración buena de M, existe un no >O tal que 

(z0no Gr (M) =O, 

incluso cuando z=O es una singularidad no regular. La caracterización previa quiere decir que 

para una singularidad regular podemos tomar no = l. 

5.1 V-módulos en dimensión 1 

Muchos de los resultados y propiedades de módulos holónomos regulares se consiguen a partir 

de resultados en los casos particulares en los que dim(X) = l ; por lo que la sección presente se 

enfocará en obtener tales resultados y las siguientes en generalizarlos a dimensiones arbitrarias 

Sea M un Dx-módulo holónomo; por lo visto en capít ulos anteriores, dim (Ch (M)) = l. 

Denotemos 'L al conjunto de puntos x E X tales que su fibra n-1 (x) bajo la proyección n : 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . , 
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T* X -t X está totalmente contenida en Ch (M) y recordemos que a tal subconjunto se lo 

denomina 'parte singular' del módulo holónomo M. Se tiene entonces que el conjunto 2::.: es un 

conjunto analítico de dimensión cero y por lo tanto, un conjunto discreto . 

Por teorema (referenciar) se tiene que el módulo M sobre X - 2::.: es una conexión; por lo 

tanto, el estudio local de un Vx-módulo puede ser rest ringido a cartas en un punto x E X 

tal que 2::.: es o bien vacío o un sólo punto. Por lo tanto, existe una correspondencia 1-1 entre 

gérmenes de Vx-módulos holónomos y módulos holónomos sobre el anillo V 1 . 

En lo que sigue denotamos V = V1 , O = 0 1 y 8 = 8 / oz 

Proposición 5.1.1. 1. V es un anillo simple cuya dimensión homológica es 1. 

2. Todo V-módulo holónomo es cíclico . 

3. Para cualquier P E V se tiene que V /V P es holónomo . 

Definición 5.1.2. Un V-módulo se dice 'de torsión' si para todo elemento m E M existe k EN 

tal que xkm = O 

Observación 5.1.3. Sea M un V-módulo de torsión y considero Mo = {m E M: xm =O}; 

teniendo en cuenta que dx = 1 se tiene que Mo es un espacio vectorial de dimensión finita que 

genera a M como V-módulo. Tomando u1 , .. . , Uk una base del espacio vectorial Mo se t iene 

que M = EBf=o Vv,i ~ (V / V.x) k . 

D efinición 5.1.4 . l. Sea Le V un ideal a izquierda no nulo. Denotamos a m(L) como el 

menor entero positivo de entre todos los grados de operadores PE L. Un elemento P E L 

se dice de 'minimal del primer tipo' si deg(P) = m(L) . 

2. Con las mismas notaciones que en el primer ítem, dado Q E L decimos que es 'minimal 

del segundo t ipo' si el orden de su coeficiente principal es el menor posible; lo denotamos 

k(L) . 

Proposición 5.1.5. Sea P E L un operador minimal del primer tipo, entonces L/VP es de 

torsión . 

Demostración. Tomo m = m(L) y P = L~o am(z )éJi. Como O es un anillo de valuación 

discreta, el elemento am se puede expresar como am(z ) = zka( z ) donde a(z) es un elemento 

inversible en el anillo O. Dividiendo en el anillo V se t iene que 

xk(n+l)V(m + n) e V(n)P + V(n - 1) para todo n 2 O . 
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Si Q E L n V(m + n) entonces existe un G E V(m - 1) de manera tal que xk(n+l)Q - G E VP . 

Por lo tanto, G E L n V( m - 1) y en consecuencia, G = O, dado que el rn que habíamos tomado 

era minimal en L. De ésto último se sigue que L/VP es de torsión o 

Proposición 5.1.6. Sea Q E L minimal del segundo tipo, entonces L/VQ ~ os para algún 

s E No. 

Demostración. Q se puede expresar como ¿::,0 qi(z)ai. Dado que ord(qm) = k(L) y como 

L e VQ + V(m - 1) resulta que L/VP es un O-módulo finitamente generado. Por teorema 

(referenciar) se tiene el resultado. o 

O bservación 5 .1. 7. gl.dim(V) = 1, es decir., la dimensión homológica global del anillo V es 

igual a l. En general, se puede ver que la dimensión homológica global de los anillos Vn es 

igual a n con herramientas de álgebra homológica; sin embargo, con la ayuda de los operadores 

minimales definidos se puede dar una demostracion más directa. 

En capítulos anteriores vimos que V es un anillo filtrado cuyo graduado asociado Gr(V) = 

O [z]; dado que el anillo O tiene dimensión homológica igual a 1, entonces resulta que la dimen­

sión homológica del anillo Gr(V) tiene dimensión homológica 2 y por lo tanto, V tiene dimensión 

homológica a lo sumo 2. La igualdad gl.dim(V) = 1 vale si Ext1 (V/ L , V) = O para todo ideal 

a izquierda L. Para verlo, se toma P E V un operador diferencial minimal de primer tipo y las 

siguientes sucesiones exactas cortas 

O--+ V~ V--+ V/VP--+ O (5.1) 

O--+ L/VP--+ V / VP--+ V/L --+ O (5.2) 

La sucesión exacta (5.1) resulta una resolución libre de V / VP debido a que el morfismo .P 

es inyectivo. Como tal resolución tiene longitud 2 resulta entonces que Ext~ (V/VP, V) = O 

para todo k ;::: 2. La sucesión exacta corta (5.2) induce ·1a sucesión exacta larga 

O--+ Homv (V/L, V) --+ Homv (V/VP, V)--+ Hornv (L/VP, V)--+ 

-+Extb (V j L , V) --+ Extb (V /VP, V) --+ Extb (L /VP, V) --+ 

--+ Ext1 (V j L , V) --+ Ext1 (V /VP, V) --+ Ext1 (L/VP, V) --+ O 

Debido a que Ext1 (V / V P, V) = O resulta que Ext1 (V / L, V) es cociente del módulo 

Extb (L/VP, V). Dado que L/VP ~ vs / V 5 x para algún s entero positivo y Extb (V / V x, V) = 
V / xV , concluímos entonces que Extb (V/ L , V) es cero o de tipo torsión. Utilizando P nn ope­

rador minimal del segundo tipo, por la proposición anterior y haciendo un argumento similar al 
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de recién se ve que Ext~ (D / L, D) es o bien cero o bien isomorfo a vt / 8Dt para algún entero t . 

De ésto último se sigue la observación inicial. 

Se toma ahora un elemento no nulo P E D y considero 

K er(P) = {!E O : P(z ,8)(!) =O} y Coker(P) = O/P(O) . 

Observación 5.1.8. Coker(P) = Extb (D /DP, O) y H omv (D / DP, O) = Exti (D /DP, O) ~ 

Ker(P) 

Para verlo, se toma la sucesión exacta corta 

O -7 D P -7 D -7 D /D P -7 O 

y la sucesión exacta extendida a partir de los grupos Ext 

O -7 H omv (D /DP, O) -7 H omv (D, O) -7 H omv (DP, O) -7 

-7 Extb (D / DP, O) -7 Extb (D, O) -7 Extb (DP, O) -7 O 

Resulta evidente que Extb (D , O) =O. Paso siguiente, se ve que la sucesión 

Homv (D, O)~ H omv (DP, O) -.'.'.t O/ P (O) -7 O 

cp i--7 [cp(P)] 

es exacta. Es evidente que 1íW = O; para ver que Ker(7í) e Im(w) se toma cp E Homv (DP, O) 

tal que 7í(cp) = O por lo que se tiene que [cp(P)] = O, lo que significa que cp(P) = P(g) para 

algún g E ('.). Se define cp E H omv (D , O) , como cp(l) = g y como consecuencia de lo anterior 

resulta que cp extiende a cp y con ello , cp E I m(w). Por otro lado, el morfismo 7í es claramente 

sobreyectivo. Finalmente resulta que E .rtb (D /D P, O) = O/ P (O) . 

Para la última parte hay que ver que el morfismo canónico H omv (D / DP, O) -7 K er(P) es 

un isomorfismo. El mismo está dado por 

Homv (D/DP, O) -7 K er(P) 

cp -7 cp ([1]) 

Está bien definido pues P. cp ([1]) = cp ([P]) = O; es claramente inyectivo y la suryectividad 

sale de considerar para cada Q E Ker(P) un cp E Homv(D ,O) tal que cp( l) = Q ; dado que 

Q E K er(P) se tiene entonces que el morfismo cp se factoriza a través de 7í: D -7 D/ DP y se 

tiene, entonces, un morfismo cp E H omv (D /DP, O) tal que cp ([1]) = Q . 
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Observación 5 .1.9. Si D/DP es holónomo, entonces K er(P) y Coker(P) son espacios vecto­

riales finitamcnte generados. La verificación del resultado se realiza en el teorema 7.2 .8 

D efinición 5.1.10. Sea P un elemento no nulo en D. Denotamos 

x(D/DP ) =dime. (Ker(P))- dim e. (Coker(P)) 

y lo llamaremos ' índice analítico de P'. 

Reemplazando ahora al anillo O por el anillo 8 de series de potencia formales se consigue 

un V-módulo a izquierda donde se tiene respectivamente un núcleo y un conúcleo como recién 

y que a su vez da la siguiente definición. 

D efin ición 5 .1.11. X. (V /DP) =dime. ( ~)) - dime. ( C;ke;(P )) se denominará el 'índice 

formal de P '. 

D efinición 5 .1.12. Sea P = 2-:~o aJJi , definimos 

l. c5(P) = m - ord(am) 

2. 8(P) = maxi=O, ... ,m {i - ord(ai) } 

donde ord(a¡.) es el orden de ai en el anillo de valuación discreta O. Asumiremos que ord(ai) = 

+oo en el caso en el que ai =O. 

Propos ición 5.1.13. Sea PE V no nulo. Valen las siguientes igualdades 

1. c5(P) =X (D / DP) 

2. 8(P) = x(D/ DP) 

Demostración. Sea E > O arbitrario y consideremos DE el disco de radio E centrado en el origen 

en e Sea p un operador diferencial de orden m y denotamos Am (DE) el espacio de funciones 

m veces continuamente diferenciables en el disco cerrado DE y holomorfas en DE. Notemos que 

el espacio Am (DE) resulta un espacio de Banach con la norma dada a partir de la suma de los 

máximos de las derivadas hasta orden m. 

Sea P E V , elegimos Eo suficientemente pequeño demanera tal que los coeficientes de P sean 

holomorfos en el disco DE.o; tomando Ü<E < Eo se concluye que P induce un operador lineal 

continuo de Am (D<.) a Aº (D<.)· 

• • • • • • • • • • l. 
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Si denotamos Q = P - amam E 'D(m - 1) , por Arzelá-Ascoli resulta que Q : A111 (D f:) --t 

Aº (DE) es un operador lineal compacto. Además, resulta fácil calcular el índice del operador 

de Am (DE) a Aº (DE) el cual es m - deg(am)· Como el operador anterior resulta de Fredholm y 

Q es un operador compacto, por teorema de Fredholm se deduce que el índice de la suma de los 

operadores es igual a m - deg(am)· Como el E que tomamos al principio era arbitrario , pasando 

al límite con E --t O se tiene la primer parte del resultado . 

Para la segunda parte, tornamos ifü el ideal maxirnal de 8. Si a(z) E 8 tiene orden k y Ck 

es el coeficiente del término principal zk se tiene que 

. . 1 • 

ya que an(z1) = (j ~",,,) , zJ -n y por lo lo tanto el elemento de 5.3 es igual a 

811 (zj) ( a (z) - qzk) E ¡füj-n¡fük+l C ifüj+k+l-n _ 

Por 5_;3 y la definición de J(P) se deduce 

P(z:i ) - p(j)z·i-l(P) E ifüj- i(P)+l cuando j 2: rnax {J(P) , m} . 

(5.3) 

(5.4) 

Donde p(j) es un polinomio cuyo grado es el entero w más grande de manera tal que w -

ord(aw) = J°(P). Sea ]o un entero tal que p(j) :j:. O para todo j 2: jo. P or definición de 

J(P) se ve que P : ifüjo '---* ifüjo-l(P). Más aún, 5.4 con un argumento recursivo muestra que 

P : ifüjo --t ifüja-l(P) es biyectiva. Denotamos 

V = 8 ¡ifüjo y W = 8 ¡ifüjo - l(P) . (5.5) 

Entonces P induce un morfismo C-lineal P de V en W. Entonces, P tiene índice dim(V) -

dim(W) = J°(P). Dado que P : ifüío --t ifüjo-i(P) es biyectiva, concluímos que P tiene índice 

J(P) en O. o 

Observación 5.1.14. El teorema anterior muestra que para cualquier P E V existe un entero . ~ 

w de manera tal que P(8) :J ifüw, con lo cual Pw- 1 + P(O) = 8 donde Pw-1 es el espacio 

de polinomios en una variable de grado a lo sumo w - l. Como consecuencia se tiene que el 

morfisrno O/ P(O )-+ 8/P(8) es sobreyectivo. De esta manera, resulta que el conúcleo formal 

d e P es un cociente del conúcleo analíti co d e P. Por lo tant o 

dime ( Exti, (V /VP, 8)) :S dime ( Exti, (V j 'DP, O)) . (5 .6) 
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Notemos también que K er (P) e K-;;rP) gracias a la inclusión O e 8 lo cual dice que 

dime ( Ext~ (D / D P, O)) 5: dime ( Ext~ ( D / D P, 8)) . (5.7) 

De 5. 6 y 5. 7 se t iene entonces que 

X (D / DP) 5: X (D / DP) (5.8) 

Proposición 5.1. 15. Sea PE D . Se tiene la equivalencia 

(1) x(D/ DP) = x(D/ DP). 

(2) RHomD (D/DP,0/0) =O. 

Para la demostración consultar [Bjo13]. 

Definición 5 .1.16. Usando las definiciones formuladas en los párrafos anteriores, definimos 

análogamente el índice analítico y formal de un V-módulo M holónomo como: 

respectivamente. 

x (M) =dime ( Ext~ (M, O)) - dime ( E xtb (M , O)) 

X. (M) = dime ( Ext~ (M , 8)) - dime ( Extb ( M , 8)) 

Decimos que un D-módulo holónomo M se dice holónomo regular si x (M) = X. (M). La 

clase de V-módulos holónomos regulares se denota RH (D). 

Índice de irregularidad . Sea M un D-módulo holónomo, definimos Irr (M) = X. (M) -

x(M). 

Observación 5.1.17. Vimos que todo D-módulo holónomo es cíclico M = D/L. Tomando 

P E Lun operador del primer tipo, por la discusión anterior, resulta claro que Irr (M) 2: O. 

Además, por Proposición 5. 1.5 L / D P es o bien nulo o suma directa de D / V x. Claramente, 

Irr (D / Dx) = 8(x) - ó(x) = O. Se sigue, entonces, que Irr(M) 2: O. Más aún, resulta que 

l. dime (Ext~ (M , O)) 5: dime ( Ext~ (M , 8)) 

2. dime ( E x tb (M,8)) 5: dime (E.'Etb (M ,O)) 

Corolario 5.1.18 . Sea O --+ M" --+ M --+ M' --+ O una sucesión exacta corta de módulos 

holónomos. Entonces M es holónomo regular<==> M" y M' son holónomos regulares. 

Demostración. Se sigue del hecho de que para todo módulo M holónomo Irr (M) 2: O. O 

• • • • • • • • • • • •· • • • • • • • • • • , . 
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Proposición 5 .1.19. Sea M un V-módulo holónomo. Entonces 

M · es holónomo regular {:::} RHomv (M , 8 / o) =O 

Demostración. Como M es cíclico, entonces M = V / L y elegimos en L un operador diferencial 

del primer tipo P. El módulo V /V"'x cumple que RHomv (v/Vx ,8/o) = O. Dado que L/VP 

es suma directa de V / Vx entonces la demostración se puede reducir al caso en el que M = V /V P 

y la Proposición 5.1.13 la completa. D 

D efinición 5 .1. 20 . Denotamos 'V = zo E V. Un operador de la forma 

P =a (vm + ªm-1 vm-l + ... + ao) con a, ai E V(O) = ('.) 

se dice de tipo Fuchs. Observemos que un operador Pes de tipo Fuchs si y sólo si ó(P) = J(P) . 

Por lo tanto, un operador PE V es de tipo Fuchs si y sólo si V / VP es holónomo regular . 

Observación 5.1.21. Sea M = V /L un módulo holónomo cíclico. Consideremos la sucesión 

exacta corta 

O--+ L/VP--+ V / VP--+ V j L --+ O . 

Si P es un operador diferencial del primer tipo, entonces L / V P es suma directa de V /Vx (y, 

por lo tanto, holónomo regular) ; si Pes operador diferencial del segundo tipo entonces L/VP 

es ('.) 5 y como ('.) es holónomo regular, entonces L/VP también lo será. En ambos casos, resulta 

de aplicar el corolario 5.1.16 a la sucesión exacta corta anterior que M es holónomo regular si 

y sólo si P es de t ipo Fuchs . 

Recordemos brevemente, antes de continuar , que la definición de una conexión meromorfa 

de la manera en la que fue definida en el capítulo 3 se puede denotar como (JKn , V') con ocn un 

lK = ('.) [z- 1) espacio vectorial de dimensión finita . ocn t iene estructura de V-módulo de manera 

tal que 8 (g.u ) = 8u/8z .u + g.A con g E JK, u E lKn y A E ocnxn . 

P roposición 5 .1.22. Toda conexión meromorfa es un V -módulo holónomo 

Demostración. Sea r un entero de manera tal que zr aij E ('.) para cada aij elemento de la matriz 

A. Sea { e1 , ... , en } una base de ocn de manera tal que oek = Aek. Entonces 

zr oek E Oe1 + ... + O en para cada k. 

Dado que ('.) es un anillo Noetheriano, resulta que para cada ek existe un elemento en V de la 

forma I: f j (zr 8)J tal que anula a ek. Se sigue, entonces, que I: V ek es un V-módulo holónomo . 

Tomando el módulo ('.) [z- 1) ®o I: V ek resulta que también es holónomo. Como lK = ('.) [z- 1) 

entonces ('.) [z- 1 J ®o L V ek = (JKn, V). D 
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5.2 Dx-módulos holónomos regulares 

En lo que sigue del trabajo se hará un marcado uso de la teoría de categorías derivadas sobre 

la categoría abeliana de Vx-módulos y se asumirá conocidos los resultados clásicos de la misma . 

Como referencia se puede ut ilizar [BGKH 8] o [KS13] de Kashiwara y Schapira. 

Notación. Denotaremos Db (V x) a la categoría derivada cuyos objetos son complejos {M1} 
LO , 

acotados de Vx-módulos (es decir , complejos de Vx-módulos tales que existe un j ;:::: O para el 

cual M k = O si k ;:::: j o k ::; -j) y sus modismos son la localización categórica con respecto a 

los cuasi-isomorfismos salvo homotopía. 

Definición 5.2.1. Si M • es un objeto de Db (Vx) y xo E X se define 

el complejo de soluciones formal de M en xo. Análogamente se define 

Solx,xo (M) = RHomvx,xo (Mx0 , Ox,x0 ) 

Observación 5.2.2. Como Ox,xo es un Vx,x0-submódulo de Ox,xo se tiene que el morfismo 

natural l: Ox,xo '---7 Ox,xo induce un morfismo Pxo : Solx ,x0 (M)---+ &zxo (M ). 

Definición 5.2.3. Un objeto M E D~ (Vx) se denomina un complejo holónomo regular si 

cumple 

RHomvx ,xo (Mx0 ,0x,x0 /0x,x0 ) = O para cada xo E X. 

Se denota D~,h (Vx) a la familia de complejos holónomos regulares. 

Observación 5.2.4. Si bien la categoría de Vx -módulos es una categoría abeliana, las catego­

rías Db (Vx ), D~ (Vx) y D~,h (Vx) resultan adit ivas pero no abelianas; por lo que es necesario . 

un substit uto para aquellas propiedades que se obtienen a partir de sucesiones exactas cortas . 

Las categorías aditivas mencionadas previamente resultan categorías trianguladas y el objeto 

que actúa como substituto de sucesiones exactas cortas son los triang1J,los de la categoría. 

Observación 5.2.5. Dado un triángulo en D~. (Vx ), si dos vértices del mismo son holónomos 

regulares , entonces el tercer también lo es. 

Definición 5 .2.6. Un Vx-módulo holónomo M cuyo complejo asociado (de un sólo grado) está 

en D~,h (Vx) se lo denomina un Vx-módulo holónomo regular. 
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Capítulo 6 

Teorema de 

Cauchy-Kovalevskaya-Kashiwara 

En éste capítulo daremos una nueva formulación del teorema de Cauchy-kovalevskaya para 

ecuaciones en derivadas parciales a partir de la teoría desarrollada en los capítulos anteriores . 

6 .1 Imagen inversa de V-módulos 

Sea f : X -7 Y un morfismo entre variedades complejas; podemos levantar una función 

de Y a X. Si satisfacen un cierto sistema de ecuaciones, entonces su imagen también deberán 

satisfacer otro sistema de ecuaciones ¿Cómo podemos describir tal sistema? 

La respuesta es que se puede formular una versión algebraica del problema; es decir , construir 

un funtor entre las categorías M od (V x) y M od (Vy) . 

D efinición 6.1.1. Se define V x->Y = Ox ® ¡ - ioy ¡ - 1vy. Se puede observar que el haz definido 

tiene estructura de 1-1vy-módulo a derecha . 

Observación 6.1.2 . En la definición anterior se denota ¡-1 :F a la imagen inversa de haces en 

el sentido usual para cualquier haz :F sobre Y . 

Definición 6 .1.3. Se define el funtor de imagen inversa de la categoría Mnd(Oy) en Mod(Ox) 

como 

M H Dj*M = Ox ®¡ - ioy ¡-1M 

Proposición 6.1.4. Sea M E M od (Vy ). Existe una única conexión integrable \J en Df* M 

(donde M es considerado como Oy-módulo) tal que si se toma (U, z1, ... , zn) una carta en Y 
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entonces 'V l¡ - 1(u) satisface: 

n 

= ó(g) ® ¡- ioy ¡-1 (m) + L gó(fk) ® ¡-ioy ¡-1(8k(m)) , 
k= l 

donde 8k = 8/8zk y f( z) = (fi(z) , . .. , fn( z )) cuando z E ¡-1 (U). 

Demostración. Resulta sencillo verificar que la definición anterior verifica las condiciones de 

:3.Ll, falta ver que la misma no depende del sistema de coordenadas elegido en Y. Sea 

(U' ,zi , ... ,z~) otro sistema de coordenadas y se elijen g¡ , ... ,gn E Oy (Un U') de manera 

tal que zk = 9k(z). Notamos 

En ex (Un U') se tiene que 81=l:k=l8gk/8z1.8k. Si ó E ex por regla de la cadena vale que 

n 

L ó(fíJ ®¡ - ioy ¡ - 1 (8k(m)) 
k=l 

n n 

= L L ó(fj)8gk/8z1(f(z)) ®¡-ioy ¡-1(8k(m)) 
k=lj=l 

n 

= L ó(fj) ®¡ - ioy ¡-1 (8j(m)). 
j=l 

Con lo que se tiene la proposición. o 

Definición 6.1.5. Se denota Vx _,y = Ox ® ¡ - ioy ¡-1vy y se llama 'módulo de transferencia'. 

Definición 6.1.6. Sea M E Mod(Vy). Se define Mx_,y = Vx_,y ®¡- 1vy ¡-1M y se lo llama 

imagen inversa de M en al categoría de V-módulos. 

Ejemplos 6.1. 7. Tomemos como ejemplo un rnorfisrno de variedades L : X '---+ Y que sea un 

embedding cerrado. Tomando coordenadas locales (y1, . .. , Yn) en Y estudiemos el módulo de 

transferencia Vx_,y bajo el embedding L; el cual se puede ver como l: en -t cm con n < m. 

El anillo V cm se puede descomponer como 

Vcm ~ EB Ocm8r11 
. . . a;;in ®e e [Bn+l, ... ) 8m] 

=V' ®e C [8n+1 , ... , Bm] 

• • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Por lo tanto, por definición de módulo de transferencia 

De,n-;e,m = Oe,n @ l - 1 Ocm l - l De,m 

~ Oc.n ®,- 1oc= L-1 (D' ®e C [an+1, .. . , am]) 

~ ( Oc.n ®,- 10 c= L-
1D') ®e C [an+i, ... , am] 

~ Den ®e C [an+li . .. , am] 

Observación 6.1.8. Aún cuando M es un Dy-módulo coherente, Df* M podría no ser un 

Dx-módulo coherente 

Ejemplos 6.1.9. Sea X = Y = C y f(x) = x2
, entonces Dv = EB Ova; , D J* Dy 

EBn~O Ox ®e ca; y se t iene la acción ax (a ® a;)= aa/ax ® a;+ 2ax ® a;+1 . 

Aunque D f*Dy sea isomorfo a D x en X - {O} , no resulta coherente sobre D x en un entorno 

de x =O; D f*Dy = I:~=o O x (x - 1axf e Dx [x- 1] . 

Observación 6.1.10. Aplicando la proposición anterior en el caso particular en el que M = Dy 

considerado como un Oy-módulo resulta que podemos consegtúr una conexión integrable de 

manera tal que D f* (Dy) tenga estructura de Dx-módulo a izquierda gracias al teorema 3.1.:3 . 

Se tiene, por lo tanto , que D f* (Dy) está dotado de una estructura de Dx - f - 1 (Dy) bimódulo. 

6.1.1 Coherencia de imagenes inversas 

Como vimos, el funtor D f* no preserva coherencia en V-módulos; sin embargo, podemos dar 

una condición suficiente en términos de la variedad característica para que la imagen inversa de 

un V-módulo sea coherente . 

Para un morfismo de variedades complejas f : X ---+ Y se toma el morfismo inducido en sus 

espacios tangentes en cada x E X , TxX ---+ T¡( x) Y y en sus espacios cotangentes Tj(x) Y ---+ T; X 

y por lo tanto, se tiene fd: X xy T *Y---+ T * X . Donde X xy T *Y denota el fibrado de base 

X que resul ta de imagen inversa bajo el morfismo f de T *Y ; es decir el conjunto de pares (x , r¡) 

donde x E Xy r¡ E Tj(x)Y . 

Por otro lado, se toma la proyección canónica f 1í : X xy T*Y---+ T*Y. Se t iene, entonces 

T* X ~ X x y T *Y ~ T *Y 

Se denota T).;X la sección nula del fibrado cotangente y se define 

o 

T* X:= T *X - T).;X. 
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D efinición 6. 1.11. Se define TxY := J;¡ 1 (Tx X ) e X xy T*Y ; donde TxX denota la sección 

nula del fibrado T * X . Cuando el modismo f es un embedding, se llama a T.X Y el fibrado 

conormal de X. 

D efinición 6 .1.12 . Sea f : X --+Y modismo de variedades y sea M un Vy-módulo coherente. 

Se dice que X es no característico con respecto a M si T.XY n J; 1 (ChM) e X xy TyY. 

O bservación 6 .1.13. Considerando en particular el caso en el que f: X --+ Y es una inmersión, 

la noción de variedad no característica con respecto a un V x-módulo significa que. La definición 

de X variedad no característica con respecto a un Dx-módulo recupera, de alguna manera, la 

noción de clásica de 'hipersuperficie no característica para una ecuación en derivadas parciales'. 

Por otra parte, si V es una variedad holónoma irreducible, V = r;(V) Y una inmersión es no 

característica para V si y solamente si es transversal con respecto a 7r (V). 

7r(V) 

Figura 6.1: A la izquierda se muestra una inmersión transversal (no característica) y a la derecha, 

una inmersión que resulta característica. 

Teorema 6. 1.14. La hipótesis de no característico equivale a la condición para todo M Dx­

módulo coherente: 

D f* (Gr M) es un haz coherente de Gr V x - módulos. 

Del teorema anterior se deduce lo siguiente: 

Corola r io 6 .1.15. D j*M es un haz coherente de Dx-módulos. 

Para la demostración del teorema ver [Pha l3]. 

D efinición 6 .1.16 . (funtor derivado de imagen inversa) Si denotamos M od(Dx) la ca­

tegoría abeliana de Dx-módulos, D (Dx) la categoría derivada de Dx-módulos y Db (Dx) la 

subcategoría de D(Dx) que consiste de complejos acotados. Vimos que se tiene el funtor 

D f* : M od (Dy) --+ M od (V x) exacto a izquierda. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Consideremos ahora su derivado a izquierda LD f* 

LDf*: D - ('Dy)--+ D - ('Dx) . 

Tal funtor manda Db ('Dy) a Db ('D x); finalmente, se denota lDl f* al funtor 

lDlf* : Db ('Dy) --+ Db ('Dx) . 

Tal funtor se calcula de la siguiente manera. Sea N E Db ('Dx) y se elije una resolución playa 

Flat(M) de M . Entonces 

Teorema 6 .1. 17. Sea f : X--+ Y un morfismo de variedades y sea M un 'Dy-módulo coherente 

tal que X es no característico con respecto a M. Se tienen las siguientes prop1:edades 

(1) Hk (lDlJ* M) =O para k =/-O . 

(2) Hº (lDlf* M) = D J* M es un 'Dx-módulo coherente . 

(3) Ch (D J* M) = fdf;1Ch (M) . 

La demostracion del teorema no se realizará y se puede consultar en [Kas();.~] 

Lema 6 .1.18. Sean f : X --+ Y y g : Y --+ Z morfismos de variedades y supongamos que el 

teorema anterior vale localmente tanto para f como g . Entonces 

• Si g o f es no característico para un 'Dz-módulo N , entonces g es no característico para 

N en un entorno de J(X) y f es no característico para Dg*N . 

• El teorema anterior vale para g o J . 

Demostración. Se t iene el siguiente diagrama conmutativo 

T*X ~X xyT*Y ~X xzT*Z 

lf,, l <P 
T*Y ,____9_d - Y xz T * Z 

lg,, 
T *Z 
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Entonces se tiene que (g o J)d = fd o <p, (g o f)rr = 9rr o <P y cp- 1TyZ e TxZ. Para la primer 

parte del lema se usa que por hipótesis 

<P- 1 
( 9; 1ch(N) íl Tvz) e (goJ); 1ch(N) íl TX-Z ex xzTzZ. 

Entonces , g;1Ch(N) íl TvZ e Y Xz TzZ (en algún entorno de J(X)); es decir, g resulta no 

característica para Nen algún entorno de f(X) . Por el teorema anterior se tiene, entonces, que 

Ch (Dg*N) = gdg; 1Ch(N). Ahora, como r.p- 1r;Y = <p- 1 (!;;1 (T.XX)) = (fd o <p)- 1 (TxX) = 

(g o J);J, 1 (T.XX) = T5cZ, se deduce que 

(!; 1gdg; 1Ch(N)) íl T.XY = r.p ( cp- 1g; 1Ch(N) íl TxY) 

Con lo que se tiene la primer parte del lema. 

= 'P ((9 o J); 1Ch(N) íl T.XZ) 

e 'P (X Xz TzZ) =X Xy TyY. 

Para la segunda parte, notemos que D (g o J)*N = D J* o Dg*N = D J*Dg*N, de donde se 

obtiene que 

Ch (D j* Dg*N) = fdf; 1Ch (Dg*N) 

= fdf; 1gdg; 1ch(N) 

= fd'P</J- 1g; 1Ch(N) .. 

= (g o J)d(g o J); 1Ch(N). 

o 

Teore ma 6.1.19 . Sea f: X----+ Y un morfismo de variedades complejas y seaN un Vy-módulo . 

Si f no es característica para N , entonces 

es un isomorfismo, donde tal morfismo viene dado a partir de 

Antes de ver la demostración, consideremos el siguiente caso particular : 

Sea Y un subconjunto abierto de en, sea X = {z = (z1, ... , zn) E Y: z1 =O} y sea f el 

embedding estandar. Se considera N = Vy / Vy P con P E V~m) (Y) con O"m (P) =f. O; luego, 

Ch(N) = {(z;O: am(P) =O} , por lo que fe s no característica si y sólo si 

am(P) (o ,z2
,. .. ,zn; l ,O,. .. , O) j=. O, 
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lo que es equivalente a ª(m,o, ... ,o) (O, z2
, ... , zn ) =f O; donde P = 2= tad:Sm aa.8ª . 

Sea u el generador de 'Dy / 'Dy P , entonces Pu = O y 

m - 1 

filij*N ~ EB 'Dxuj (uj = lx-.Y 0 a{_u ) 
j=O 

De esta manera, Rtlomvx (fili f* N, O x) = O'Jl. Esto último significa que 

Hj (!-1R1-lom(N,Oy)) =O paraj =f O 

¡- 11-1.omvy (N,Oy) ~ Ox 
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(6.1) 

(6.2) 

Razonando de manera análoga a como se hizo en la observación 5.1.8 se toma la sucesión 

exacta corta 

o ---+ 'Dy ---+ 'Dy ---+ N ---+ o 

y se tiene que 

{

Ker (()y.!+ Oy ) 

H; (R11omvy (N, Ov)) = Ext{,y (N, Oy) = ~oker ( Ov .!; Oy) 

(j =O) 

(j = 1) 

(j =I= o, 1) 

La ecuación (6.2) afirma que Coker(P) = O, lo que implica la suryectividad de P : Oy ---+ Oy 

y (6.3) afirma ¡-1 K er ( Oy .!+ Oy) ~ O'Jl. A continuación se estudiará el morfismo en cuestión . 

Para cada g E K er ( Oy .!+ Oy) le corresponde un i.p E 1-lom (N , Oy ) que satisfaga i.p (u) = g . 

Como i.p : N ---+ Oy entonces se tiene que 

Tal morfismo actúa en Uj de la siguiente forma: 

(D f*i.p) (uj) = (Df* i.p ) ( lx-.Y 0 a{_u) 

= lx-.Y 0 f*i.p ( a{_u) 

= f*i.p (&{u) 

= r&{ (i.p(u)) 

= &fo lx 

Por lo tanto se puede ver que el morfismo ¡-1 K er (()y .!+ Oy) asigna cada g con Pg = O a 

(g lx , ... , a~n- 1 g l x) E O'][ . 
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El hecho de que tal modismo sea un isomorfismo afirma que para funciones (vj)';~1 E O'J( 

se puede resolver de manera única el siguiente sistema 

{

Pg = 0 

&{g lx = Vj (O ~ j < m) 

Lo cual se conoce como el teorema de Cauchy-Kovalevskaya 

Teorema 6 .1.20. Sea M un Dx -módulo coherente. Sea Y una subvariedad no característica 

para M. Entonces, Mv = Oy ®ox M = DY-+ X ®v x M es un Dy -módulo coherente y 

1íomvv (M , Ox) IY-+ 1íomvv (My ,Oy) 

es un isomorfismo 

Teorema 6.1.21. {Cauchy-Kovalevskaya-Kashiwara) Sea Y una subvariedad de X de codi­

m ensión 1. Sea P un operador de orden m . Si Y no es característica para P; tomando 

M = Dx / DxP se puede aplicar el teorema 6. 1.20 para M . Más aún, M resulta localmen­

te libre como O x-módulo y, localmente M y ~ D)J . 

Demostración. Si M = Dx/DxP con P E Dx. Como se vio en capítulos anteriores: 

Ch (M ) = {x* E T * X : o-m(P)(x*) =O} 

donde o-m(P) denota el símbolo principal del operador P. Como Y es una hipersuperficie de X 

de codimensión 1, para que Y sea no característica con respecto a M es necesario y suficiente 

que Y sea no característ ica con respecto a P. Más aún , si P es un operador de grado m , tomando 

un sist ema de coordenadas (U, z = ( z1
, . .. , zn)) donde Y = { z : z1 = O} podemos asumir que 

donde z' = (z2
, . .. , zn ), Bz' = (8z2 , .. . , Bzn ) y Pi (z, 8z' ) es un operador de grado i que no 

depende de 8z1. Tenemos que 

Pai am+i p ( a ) am+i- l p ( a ) ai 
zl = z l + 1 z , z' z l + · · · + m z , z' z l 

P or lo t anto, M está generado (como Ox-módulo por 8<¡ = a;l ... 8~,.;i (a1 < m) . Más precisa­

mente: 

M = EB Ox8~ 
0<1<m 

De hecho, si 

L fa(z) 8~ = O en M 
0<1 < m 
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entonces 

L la(z)8~ = Q(z , Bz)P(z , Bz) en 'Dx . 
a1 < m 

Comparando los términos de mismo grado para 8z1 sale que Q = O. Por lo tanto, fa = O . 

-Entonces, 

My = Oy ®ox M = ffi 0y8~ = ffi 'Dyo~l 
°'1 < m °'1 < m 

y así obtenemos la función 

Homvx (M , Ox) fy-+ Homvy (My , Oy) = Oy 

u f-t (uf y ' azl ufy , .. . , a;:- 1uf y) 

donde u E Oxfy es tal que Pu = O. Gracias al teorema clásico de Cauchy-Kovalevskaya, resulta 

claramente un isomorfismo. o 

Demostración. (de 6.1.19) La demostración del teorema en cuestión se divide en casos y el 

primero es considerar X como un hiperplano de Y con el correspondiente embedding de X 

en Y como morfismo f. La hipótesis del teorema dice que N es un 'Dy-módulo coherente, 
o o 

por lo que localmente se puede expresar como L,1 'Dyuj. Se define T.XY= T.XYíl T*Y. Sin 

pérdida de generalidad se puede asumir que Y es un subconjunto abierto de <C. X <C.n y que 

X = { ( t , x) E Y : t = O}. Como vimos previamente en el capítulo, se tienen los morfismos 

T *Y ~X XyT*Y 4 T*X 

Resulta sencillo notar que el morfismo f7r : X xy T*Y '-+ T*Y es un embedding; por lo que 

J; 1 (Ch ('Dyu1)) = Ch ('Dyuj) íl X x y T*Y. Por la definición de no característico, sabemos 

entonces que 

o 

De la última contención se deduce que Ch ('Dyu1) íl T.XY= 0; por lo tanto, existe P1 E 'Dy de 
o 

manera tal que a (P1)- 1 (O)n T.XY= 0 y P1u1 =O . 

Definiendo Fo = EB1 'Dy / 'Dy Pj se tiene la sucesión exacta corta 

O -+ N' -+ Fo -+ N -+ O . 

Dado que Ch (N') e Ch (Fo) f es no característica para N' . De manera inductiva se puede 

construir un complejo 

... -+ F1 -+ Fo -+ N -+ O, 
o 

donde cada Fk es de la forma EB1 'Dy / 'Dy Pkj con a (Pkj )- 1 (O) n Tx Y = 0. Por definición , resulta 

que D J* F . ~ IDl J* N . 
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Por Cauchy-Kovalevskaya versión clásica que se expuso anteriormente, se tiene que 

El resultado final se obtiene ya que N y F. son isomorfos en n- ('Dy) y D f* F . y fJJ f* N en 

n- (Vx). 

Para el segundo paso, se asume que f es un embedding y factorizamos a f por medio de 

X~X'~Y 
~ 

J 

donde X' es un hiperplano de Y. Por el lema 6.1.18 se tiene que 

f- 1R1íomvy (N, ()y)~ (J')- 1(f")- 1R1íomvy (N, ()y) 

~ (J') - 1R1íomvx, (fJJ(f 11 )*N,Ox1 ) 

~ R1íomvx (fJJ(f')*fJJ(f")*N, Ox) 

~ R1íomvx (fJJj*N, Ox). 

Se ve, ahora, el caso en el que fes un morfismo suave. Sea n_\.¡y el haz de 1-formas relativo 

a f . Es decir 

• n~/Y = Coker(f*n~ -+ n_\.) 

• n~;v = f\p n_\.1v 

Se tiene, entonces, el complejo de De Rham relativo 

donde n es la dimensión de las fibras de f . Tal complejo induce 

Aplicando el funtor 1íomvx (• ,V x) se tiene 

n 

Vx ~ Vx ®ox Gx¡Y ~ ... ~ Vx ®ox /\ Gx¡v 

donde e X / Y = 1íomox ( n1/Y> Ox). 

Proposición 6 .1.22. Sea f : X -+ Y un morfismo suave con fibras de dimensión n, entonces 

n 

O ~ Vx _,y ~ Vx ~ . .. ~ Vx ®ox /\ Gx¡ y ~O 

es exacta. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Para la demostración consultar [HTO?] . 

Lema 6.1.23. ¡ - 1oy ~ RHomvx (Vx--;y , Ox) en Db (f- 1Vy) . 

Demostración. Por la proposición anterior se tiene que R Homvx ('Dx--;Y, Ox) puede ser repre­

sentado por el complejo 1-lomvx ( V x ®o x /\ • 8 x ¡y, Ox) ~ D~¡ y· Tomando cohomología en 

el complejo de De Rham relativo se tiene que 

j( . )- {¡-1
0y (j = O) 

1-l flx¡ y -
. O (j :f O) 

Con el lema se puede ver que si f es un morfismo suave, entonces 

RHomvx ('['J¡j*N,Ox) = RHomvx (vx--;Y ®J- ivy ¡-1N ,Ox) 

~ R Hom¡- ivy (!-1N , R Homv x ('Dx--;Y , Ox) ) 

~ R Hom¡- ivy (!-1N , ¡ - 10y) 

~ ¡- 1R Homvy (N, Oy) . 

o 

Para el último paso, se toma f = p o j , donde j : X --7 Z = X x Y es el morfismo que manda 

xi-+ (x, f( x) ) y p: Z --7 Y es el morfismo proyección. Por los pasos previos , se tiene que 

R Homvx ('['J¡j*N,Ox) ~ R Homvx ('['J¡j*'[']¡p*N ,Ox) 

~ F 1R1-lomvz ('['J¡p*N, Oz ) 

~ F 1p-1R1-lomv y (N , Oy) . 

o 
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Capítulo 7 

(jomplejos de solución holónomos 

7 .1 Haces constructibles 

En líneas generales, un haz constructible es un haz que puede ser armado a partir de sistemas 

locales, a continuación se desarrollará con precisión tal noción . 

Definición 7.1.1. Sea X una variedad compleja. Una estratificación de X es una descomposi­

ción de X como unión disjunta 

donde XOI # 0 son subconjuntos conexos (estratos) tal que ax°'= LJ13 X13 (con {X13 } algunos de 

los estratos) {XOI}; XOI y ax°' son variedades complejas. 

Definición 7.1.2. Un Cx-módulo M se dice constructible si existe una estratificación X = 
LJ X°' tal que la restricción M lx,, es un sistema local. El concepto de haz constructible se 

extiende al de categorías derivadas en Db (Cx ); un objeto M • de Db (Cx) se dice constructible 

si sus haces de cohomología son constructibles. Tal categoría se denota D~ (Cx ) . 

Observación 7.1.3. El funtor natural Db (Const (Cx )) '-+ D~ (Cx) no es una equivalencia de 

categorías . 

Definición 7.1.4. (Condición de Whitney) Dado X una variedad compleja, una estratifica­

ción de Whitney es nna estratificación por snbvariedadcs de manera tal qnc, dados dos estratos 

Y , Y' y sucesiones (Yi)iEN E Y , (Y~hEN E Y ' . 

• Si Yi ---+ y' E Y' y los espacios tangentes TYi Y convergen a 'ljJ, entonces 'ljJ C Ty' Y' 

• lim (Yi - YD / ll Yi - Y~ll = 8 existe en Ty'Y' 

71 
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Se sigue que ó E 'lf; 

Es bien sabido (aunque no se demostrará aquí) que la condición de Whitney es intrínseca; 

es decir, no depende del sistema de coordenadas empleado. En líneas generales, la condición de 

Whitney lo que asegura es que si ó es el límite de secantes formadas por una sucesión dada a 

partir de pares (yi, y~) en estratos Y , Y' entonces ó E 'lf;(donde 'lf; representa el límite de espacios 

tangentes como fue definido antes). En otras palabras, si una estratificación cumple la condición 

de Whitney significa que el espacio tangente TyY está contenido en cada límite de espacios 

tangentes cercarios del estrato Y '. Mirando en los fibrados cotangentes, esto da la inclusión 

Sea X una variedad compleja. La categoría derivada de haces construibles se denota D~(<Cx). 

Sea F un objeto de D~(<Cx ), se dice que una estratificación de Whitney {X°'} es Y-regular si 

la restricción de cada haz de cohomología de F a cada estrato es cero o un sistema local. Cada 

complejo de haces <C-construíble tiene alguna estratificación de Whitney regular. 

7.2 Solx(M) es constructible 

Si M es un objetó de D~01 (Dx) entonces el funtor de solución Solx aplicado a M está en 

Db(<Cx). El objetivo de la sección es ver que Solx (M) E D~ (<Cx). 

Para verlo, primero deberemos establecer algunos resultados acerca de la prolongación de 

soluciones bajo deformaciones no características. 

N otación. Si X es una variedad compleja, denotamos XR la variedad real subyacente. la 

estructura compleja de X da la descomposición de cada 1-forma en XR en formas del tipo (1, O) 

y (O , 1) . Si cp: X-+ <C se descompone dcp en 8cp + fJcp; por lo tanto, (x, 8cp(x)) ET* X . 

Ejemplo 7.2.1. Sea X= en y cp(x) = lx112 + .. . +lxnl2
, porlo tanto, dcp = L Xkkdxk+ L xuifk. 

Es decir , 8cp(x) = 2:, xkdxk. Si (x, O son las coordenadas canónicas en T* X se tiene que 

(.x8cp(x)) = (x , .;) , con.; = .xk para cada k. 

D efinición 7.2 .2 . Sea O= {x E X: cp(x) < O} un dominio C1 donde cp: X-+ IR es diferenciable 

y dcp(x) i- o para cada X E an. Asumiendo que n es X de manera tal que an sea una 

hipersuperficie compacta real de tipo C 1 . Se define 

Nñ(X) = {(x,8cp(x)) : X E an} e T*X 

D efinición 7.2 .3. Se dice que un dominio O relativamente compacto de tipo C 1 tiene frontera 

no característica con respecto a un M E D~h (Dx) si SS(M) íl NóX = 0. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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Proposición 7.2.4. Si O tiene frontera no característica con respecto a ME D~oh (Dx). En­

tonces Rrx-íl o Solx (M) len = O . 

Demostración. Si K = X - O veamos que RrK o Solx (M) = R1íomvx (M,RrK (Ox)) . 

Sea ·i(M) una resolución inyectiva de M y usando que rK (i (M)) es un complejo de módulos 

inyectivos . 

R1íomvx (M , RrKOx) = 1íomvx (M , rK (i(Ox ))) 

= fK (1íomvx (M,i(Ox))) 

= RrK o R1íomvx (M, Ox) 

Haciendo inducción sobre. la cantidad de módulos de cohomología no nulos de M se puede 

reducir la demostración de la proposición al caso en el que M es un complejo de un único grado . 

Por el resultado que se mostró recién se puede ver que la sucesión espectral 

Ep,q = Exe (M 1íq (O , )) 
2 'Dx 1 K X 

converge a R rK (Solx (M)). Si se puede mostrar que E~'q lao = O para cada p , q se tiene el 

resultado deseado . 

Sea Xo E an y se considera la familia A de gérmenes de Dx-módulos coherentes en x o cuya 

variedad característica no contiene a ( xo , 8ip( xo)). Se mostrará que 

Ext~X,xo (Mx0 , 1í'k (Ox,x0 )) = O 

para cada p, q y M E A. Cada P E Dx,xo cuyo símbolo principal no es cero en (xo , 8ip(x0 )) 

cumple que Dx/DxP E A. Ya que M es coherente, se puede notar localmente como suma 

finita de módulos de la forma Dx / DxP donde cada uno de los sumandos cumple que su símbolo 

principal en (xo,81P(xo)) es distinto de cero por hipótesis de frontera no característica. Es decir 

que, entonces, la demostración se reduce al caso M = D x /D x P . 

El módulo D x / D x P tiene una resolución libre de longitud uno, por lo que para ver que 

sus grupos ExtP son nulos alcanza con ver p = O, l. Tales casos, como se vio en capítulos 

anteriores, corresponde a ver que el conúcleo y núcleo definidos por P son nulos en 1í'k (O x )xo 

para cada q ~ O. Dado que á(P)(xo , 8ip(xo)) #- O se tiene que P: 1í'k (Ox)xo --t 1íj< (Ox)xo es 

biyectivo. O 

Observación 7.2.5. Para la verificación de la última afirmación del teorema se utilizan herra­

mientas de análisis microlocal , que no serán discutidas en el trabajo , para referencias consultar 

[Kas0:3] . 
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Definición 7.2.6 . Sea {Ot} una familia de dominios relativamente compactos de tipo C 1. 

Se dice que satisfacen la condición de Mittag-Leffier si se cumple lo siguiente para la familia 

{ Ot : O ::; t ::; 1} 

s<t s>t 

El siguiente resultado da una prolongación del complejo de soluciones de un complejo coherente 

bajo la hipótesis de no característico. 

Teorema 7.2. 7. Sea una .farni:lia {Ot} como antes que satisface la condición de Mittag-Leffier. 

Para cada M en D~oh (Vx) donde 80.t son no características para M cuando O< t < 1, entonces 

el morfismo de restricción 

Rf (01, Solx (M)) --+ Rf (Dt , Solx (M)) 

es un isomorfismo para cada O < t < 1. 

Para la demostración del teorema, ver [Bjo1~1] 

En lo que sigue se trabajará localmente y se asumirá que X = { (x1, . .. ' Xn) E en : lxil ::; r} 

para algún r ;::: O. Se ve claramente que si se denota BE a la bola de radio t: > O centrada en el 

origen, entonces la familia Ot = BtEo con O < t ::; 1 satisface la condición de Mittag-Leffier para 

cada t:o >O. 

P roposición 7.2 .8 . Se,a M un Vx-módulo coherente tal que existe algún t:o tal que 8Bé es no 

característico para M con O < t: < t:o . Entonces, el stalk en el origen del haz Exti>x (M ,Ox) 

es un espacio vectorial de dimensión finita para cada p ;::: O. 

Antes de ver la demostración vamos a recordar un resultado de análisis funcional. Definimos 

un complejo de espacios de Frechet acotado como un complejo 

donde Fi son espacios de Frechet y los di son operadores lineales continuos. 

Consideremos dos complejos acotados v• y w• y supongamos que existen morfismos yi 

V i --+ Hf i que son operadores compactos de manera tal que el diagrama 

dm - 1 T / Q 
-t Vm-t 

conmuta. Si los morfismos inducidos en sus respectivas homologías son isomorfismos (es decir , el 

conjunto de morfismos Tk es cuasi-isomorfismo) entonces los grupos de cohomología son espacios 

vectoriales de dimensión finita. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

7.2. SOLx(M) ES CONSTRUCTIBLE 75 

Demostración. Asumiendo que M es un V x-módulo coherente se puede achicar co de manera 

tal que M tenga una resolución libre acotada sobre Vx cuyos diferenciales están dados a partir 

de matrices con coeficientes sobre Vx(BE0 ). Entonces, se tiene que Solx(M) está representado 

por 

El morfismo de restricción j : Ox (BE0 ) -+ Ox (BE) resulta un operador lineal compacto entre 

los dos espacios. Por el teorema 7.2. 7 y las hipótesis de la proposición, resulta que el morfismo 

inducido Ox(BE0 )9 -+ Ox (BEr es un cuasi-isomorfismo para cada O< e < co y, por lo tanto, 

por el resultado de análisis funcional previamente mencionado, sus respectivas homologías son 

espacios vectoriales de dimensión finita; es decir, el stalk en el origen de Ext~x (M , Ox) es un 

espacio vectorial de dimensión finita para todo p 2: O. D 

Teorema 7.2.9. Sea M E DKo1 (Vx). Entonces Solx (M) es un complejo de haces construfble 

y toda estratificación de Whitney {Xa} tal que Ch(M) e UT.X,,(X) es una estratificación regular 

con respecto a Solx (M) . 

Demostración. Para empezar se puede ver que, para cada triangulo exacto en D~ (<Cx) si dos de 

sus vértices son construibles, entonces el tercero también lo es. Por tal razón, se puede considerar 

sin pérdida de generalidad el caso en el que M es un complejo de un sólo grado. Se considera 

una estratificación de Whitney {Xa } tal que Ch (M) e UT,X
0
X. Para empezar, hay que ver 

que los haces Ext~x (M , Ox) lx
0 

son localmente constates para cada p , a . 

Se toma Xa uno de los estratos y xo E Xa ; tomando coordenadas locales consideramos la 

familia Ot(x) ={y E BE0 : lty - (1 - t)xl < cot} . 

Existe un co > O de manera tal que 

Dado que 0 1(x) = BEo para cualquier x E Xa n BEo de la inclusión Ch(M) C UTx0 X* y el 

teorema 7.2.7 se deduce que los morfismos 

Rf (BE0 , Solx (M))-+ Rf (Ot(x) , Solx (M)) 

son isomorfismos para cada x E Xa n BEo y cada t > O. Tomando t arbitrariamente chi co, se 

t iene que los haces restringidos Ext~x (M, Ox) IXa n BEo son constantes para cada p . 

Para finalizar el teorema falta ver que los haces Ext~x (M , O x) tienen stalks de dimensión 

nita. Sea x0 E X y se toma un sistema de coordenadas locales centrado en xo; el teorema 

de Bertini-Sard se aplica a Ch(M) y la función <p(x) = lx - xol 2
. Ésto último muestra que el 
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gérmen del Vx-módulo coherente M satisface las hipótesis de la proposición 7.2.8, con lo que 

se tiene el resultado. O 

Para terminar el trabajo se mencionará la correspondendecia de Riemann-Hilbert. Como 

vimos anteriormente, tenemos dos categorías D~h (V X) y D~ (e X) para una variedad compleja 

X y un funtor 

DRx: D~h (Vx)--+ D~ (Cx). 

Teorema 7.2.10. Sea X una variedad compleja. Entonces se tiene una equivalencia de cate­

gorías 

dado por el .funtor de De Rham. 

Consideremos ahora el problema número 21 de Hilbert que fue expuesto en el Capítulo ~t 

Sea P un operador diferencial y sea X = C - S con S un conjunto finito y supongamos que 

P es regular en cada s E S ; es decir que P E M odrh (V x) . Entonces, se puede construir 

una representación de n1 (X, x) ( monodromía) por un procedimiento análogo presentado en el 

Capítulo 3. Concretamente, el problema número 21 de Hilbert pregunta si se puede ir en el 

sentido inverso del que se acaba de hacer; por el teorema formulado recién se puede responder 

afirmativamente la pregunta y, más aún, se puede generalizar tal situación a n variables en 

dimensión n. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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