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Capitulo 1

Introduccion

La idea de pensar a un sistemas de ecuaciones lineales como mdédulo sobre un anillo es bésica
para la geometria algebraica; sin embargo, apenas surgié durante la década de 1970 para sistemas
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con coeficientes analiticos gracias a charlas
presentadas por Sato durante la década de 1960 y la tesis de Quillen, en 1964. Dos textos que
resultaron fundamentales para el asentamiento de la teoria fueron la tesis de Kashiwara (alumno

de Sato) y las notas publicadas por Bernstein en 1971 y 1972.

Antes de que los D-mddulos fueran estudiados como objetos propios, la comunidad matemé-
tica estaba interesada en las soluciones de ecuaciones diferenciales consideradas en los distintos
espacios de funciones (distribuciones, funciones C*°, etcétera). La teoria, por tanto, tiene sus
raices en el andlisis microlocal, el cual fue introducido por M. Sato a fines de la década de 1960

y fue posteriormente desarrollada por Kashiwara y Kawai en anos subsiguientes.

Dentro de los D-mddulos hay una clase que resulta de particular importancia, llamadas
D-médulos holénomos, los cuales generalizan la nocién de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Kashiwara probd en 1975 que si M es un D-mdédulo holénomo y si llamamos Sol al funtor
que a cada mddulo le asocia su complejo de soluciones complejas entonces Sol (M) es un haz
construible e incluso resulta un haz perverso . Inspirado en la teoria de Picard-Fuchs y junto

con Oshima y Kawai, Kashiwara desarrolla la teoria de médulos holénomos regulares.

En un lenguaje categoérico, el estudio de ecuaciones diferenciales parciales resulta andlogo
al estudio del funtor contravariante Homp (e, O) entre la categoria de D-médulos que admiten
presentacién finita en la categoria de C-mddulos. Para desarrollar tal idea, resulta conveniente
plantear los problemas en el contexto de teoria de haces y usar herramientas de algebra homolé-

gica. Por un lado, la teoria de haces resulta conveniente debido a que ocasionalmente el estudio
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local de soluciones de sistema de ecuaciones en derivadas parciales es mas importante que el
global; por ejemplo, en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el espacio de soluciones
locales es siempre de dimensién finita y sin embaro, podria suceder que la continuacién analitica
de las soluciones alrededor de un camino cerrado difieran de la original. Tal fenémeno se deno-
mina ‘monodromia’, por lo que debemos tener en cuenta, ademds, como es que las soluciones

locales se conectan entre si globalmente.

La teoria de haces es el mejor lenguaje para abordar tales problemas. Por lo tanto, en vez
de tomar los anillos O y D los consideramos como haces sobre una variedad compleja X y los
llamamos Ox y Dx. Entonces, si el objetivo es tratar la categoria de D-moédulos de presentacion
ﬁnital(localmente), los principales objetos a considerar son los D-mddulos coherentes. Asimismo,
también es conveniente considerar el funtor contravariante Homp, (e, Ox) pero ahora entre las

categorias de Dx moddulos en la categoria de C-mddulos en su versién de haces.

La necesidad de las herramientas de algebra homoldgica se evidencian en el siguiente hecho:
Aunque las categorias de Dx-médulos y de C-mdédulos, el funtor Homp, (e, Ox) no es un funtor
exacto; por lo que si tomamos una sucesién exacta corta 0 — M; — My — M3 — 0 y aplicamos
el funtor en cuestién queda la sucesién exacta 0 — Homp, (M3, Ox) — Homp, (M,Ox) —
Homp, (M, Ox). Como la tltima flecha de la sucesién exacta no es sobreyectiva, no podremos
recuperar informacién de las soluciones de M» a partir de M; y M3; una manera de remediar ésto
es extender la ﬁltir‘na sucesion exacta y considerar el espacio de soluciones ‘extra’ f,'mtiDX (M, Ox).
La sucesién exacta extendida con los espacios £zt « (M, Ox) es, a su vez, exacta y por lo tanto

la teoria se desarrolla de manera mas precisa considerando tales espacios.

Para poder desarrollar con mayor generalidad es atin més conveniente considerar el complejo
RHomp, (M,Ox) en la categoria derivada de Dx-mddulos; tal complejo tiene la propiedad
de que la i-ésima cohomologia da como resultado a Ertipx (M, Ox), de esa manera, no resulta

necesario considerar a los espacios £xt* de manera independiente.

Empecemos con un ejemplo

Ejemplo 1.0.1. Consideremos sobre el espacio de n dimensiones al sistema de ecuaciones en

derivadas parciales

(1.1)

Js) Iol
(xla—m2 + T30 +...+m,,,_1%)u:0

Afirmamos que tal sistema es equivalente al sistema



el ==
a—zlu =0
o) —
6—$2U =i
(1.2)
-8—‘2:u =0

En efecto, de las relaciones

0 0 0
[a—a—} =0 [gm] =%

Notando P = mla%Q — $2% +...+ :rn_l% se tiene que:

0 0
i = R
[33%’})} Oy’ e

Resulta claro que si una funcién u es solucién de Pu = 0, Qu = 0 entonces [P,Q]u = 0
cualesquiera sean los operadores Py (). De ésto tltimo se deduce que (1.1) = (1.2); la reciproca
resulta evidente. Observar que el razonamiento anterior es valido para cualquier espacio de
soluciones F considerado. El razonamiento es puramente algebraico y se resume a decir que

sobre el anillo D de operadores diferenciales, <8%17 P> = < 6%17 e 3%>

A continuacion se dara un breve resumen de los capitulos del trabajo y su principal objetivo.

En el Capitulo 2 se expone, para comenzar, el anillo D,, de operadores diferenciales y se
dan resultados generales sobre el anillo en si; a continuacién se construye el haz de operadores
diferenciales Dx motivado a partir de lo desarrollado previamente; la relacién que existe entre
ambos objetos resultard evidente en capitulos posteriores y se resume a decir que el stalk en
un punto zo del anillo Dy resultard isomorfo al anillo D, si n = dim(X). A partir de la
definicién de Dy se definen los Dx mddulos y se exponen ejemplos de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales que motivan una clase de Dx-mddulos que nos resultard de particular
interés (los Dyx-mddulos coherentes); con estos objetos se verd la relacién entre Dx-mddulos y
soluciones de sistemas diferenciales y se definirdn objetos que resultaran de particular interés en

capitulos siguientes. Por tltimo se dan resultados y ejemplos importantes sobre el anillo Dy.

En el Capitulo 3 se da una breve introduccion a la teoria de Fuchs de ecuaciones diferenciales

en una variable, se define la monodromia de una ecuacion diferencial y se define, también, las
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conexiones. Una conexién es un objeto que provee a un Ox-mdédulo con la estructura de Dx-
médulo y serd el objeto apropiado para generalizar a Dx-médulos de mayor dimensién maés

adelante.

En el Capitulo 4 se introduce la nocién de simbolo de operador diferencial y a partir del
mismo, se construye un anillo conmutativo GrDx. Con herramientas de dlgebra conmutativa
y usando la definicién de anillo graduado se construye la wvariedad caracteristica de un Dx-
médulo M; el cual es un subconjunto analitico de 7*X y se ve que la variedad caracteristica
es involutiva. Finalmente, se define una clase particular de Dx-mddulos llamados médulos

holénomos en donde la dimensién de la variedad caracteristica es minimo.

En la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene una clase buena de ecuaciones
llamada ‘ecuaciones diferenciales con singularidades regulares’ (la cual se expone en el Capitulo 3)
y, basicamente, son ecuaciones con singularidades ‘ligeras’. En el Capitulo 5 se expone una buena
generalizacién de ésta clase de ecuaciones en dimensiones més grandes y se motiva la misma a
partir de la teoria de Fuchs. Para finalizar, se da la definicién de funtor de solucién en lenguaje

de categorias derivadas.

Si se tiene un morfismo de variedades m : X — Y se puede levantar una funcién sobre
Y a una funcién sobre X. Si asumimos que la funcién sobre Y cumple un cierto sistema de
ecuaciones, buscamos entender cémo describir el sistema de ecuaciones que deberia cumplir la
funcién levantada en X. En el Capitulo 6 se expone una version algebraica del problema a partir
de funtores de pullback de D-médulos, y se da una formulacién distinta del conocido teorema

de ecuaciones diferenciales mejor conocido como Cauchy Kovalevskaya.

Finalmente, en el Capitulo 7 se demuestra que el funtor solucién aplicado a un Dx-médulo
holénomo M es constructible y se termina de cerrar asi la idea de que un médulo holénomo
es la generalizacion de una ecuacién diferencial ordinaria. Para terminar se presenta la corres-

pondencia de Riemann-Hilbert, el cual es la generalizacién mads sofisticada del problema 23 de
Hilbert.



Capitulo 2

Mobdulos sobre el anillo de

operadores diferenciales

La idea de éste capitulo es introducir la nocién de operadores diferenciales definidos en una
variedad X, la cual asumiremos que es una variedad holomorfa, y daremos algunos resultados

de interés que resultaran ttiles més adelante.

2.1 El anillo D,

Sea A una C-algebra conmutativa. En esta seccién vamos a construir el anillo D,, de ope-
radores diferenciales sobre A a partir de Homg¢ (A, A) el conjunto de funciones C-lineales sobre

A.

Primero que nada observemos que A puede ser incluido en Homg (A, A) asociando cada
elemento a € A con el morfismo z — a.x; es decir, A < Homg¢ (A, A) y podemos pensar a A

como una subélgebra de Homc (A, A).
Definicién 2.1.1. Se define D(0) := A y param > 1
D(m) := {P € Homc¢ (A, A) : [P,D(0)] C D(m — 1)}

Proposicién 2.1.2. Se tiene que D(m)D(k) C D(m + k) y D(m) C D(m + 1).

Demostracion. Sean P,Q y R elementos de Homg (A, A) entonces

[RP,Q] = R(PQ — QP) + (RQ — QR)P
=R[P,Q] + [R,Q] P.

11
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Si asumimos que @ € D(0), P € D(m) y R € D(k) se concluye que
[D(m)D(k), D(0)] € D(k)D(m — 1) + D(k — 1)D(m).

Usando un argumento inductivo en n = m + k se puede mostrar que el lado derecho de la
contencién esta incluido en D(m+ k —1); lo cual muestra que [D(m)D(k), D(0)] € D(m+k—1)
y por definicién significa que D(m)D(k) € D(m + k). La segunda parte de la proposicién es

inmediata de lo anterior. O

Definicién 2.1.3. El élgebra de operadores diferenciales sobre A se define como la unién de
todos los D(m); es decir, D(A) := U,,, D(m)

Observacién 2.1.4. Por como fue definido, D(A) resulta una C-dlgebra filtrada. La filtracién

D(m) produce un anillo graduado asociado

Gr (D(A)) = P D(m)/D(m —1).

m>0

Proposicién 2.1.5. Gr (D(A)) resulta una C-dlgebra conmutativa.

Demostracién. Para elementos P,Q y R en Homg (A, A) se tiene la identidad de Jacobi:
([P,Q],R] = [P,[Q, Rl + [Q,[R, P]].
Si asumimos que Q € D(m), P € D(k) y R € D(0) resulta que
[D(k), D(m)], D(0)] C [D(k), D(m — 1)] + [D(m), D(k — 1)].

Usando un argumento inductivo en n = m + k se puede mostrar que el lado derecho de la

contencién estd incluido en D(m + k — 2) y por lo tanto
[D(m),D(k)] C D(m+ k- 1),
con lo cual se tiene que Gr(A) es conmutativo. O

Notacién. Se denota O, al anillo local de series de potencia convergentes. Es decir, todo
elemento de O, admite un desarrollo como }_ ¢,2® y existe § > 0 de manera tal que 3" |c,|6 18 o

oo. En general, se considerara a D (O,) y denotaremos D,, al subanillo de D (O,,) generado por

O,y d,...,0,.

Observacién 2.1.6. En el anillo O,, se tiene la derivacién 0; que actia en O,, de manera tal
que 9;(f) = gg; y resulta claro, ademas, que (9}, f] = 9;(f) € D,(0). Se tiene por definicién,
entonces, que 0; € Dy (1) para todo j =1,...,n.
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Notacién. Para cada multiindice o = (az,...,a,) € Z% se denota 8% = 91 ... 9.

Teorema 2.1.7. El anillo D (O,,) es igual a D,.

Para demostrar el teorema usaremos los siguientes resultados

Proposicién 2.1.8. D, = @,>¢ 0n0%.

Demostracion. Como el anillo D,, estd generado por O,, y 04, ...,0, es claro que todo elemento

P € D, se escribe de manera tinica como

P e Z ca0%; cq € Oy (donde a = 0 para casi todo « en el sumando) (2.1)
7

ya que cualesquiera 0;, 0; conmutan entre si y la identidad 0°.f = Y5, (g) 08(f).0%# muestra
que toda multiplicacién entre elementos de O, y 8% se puede expresar ubicando en el lado

izquierdo de la multiplicacién elementos de O,,, y por lo tanto expresarlo como en (2.1).

Se considera ahora P = Y ¢,0% donde al menos un ¢, # 0. Sea m el menor entero positivo
tal que ¢, # 0 con |a| = m; evaluando el operador P en z® da la igualdad P(z%) = alc, # 0,

es decir que P # 0 con lo que se obtiene el resultado de la proposicion. O

Corolario 2.1.9. Para cada m > 0 se tiene que Dp(m) = 3 41<m On0* da una filtracién del

anillo D,,.

Definicién 2.1.10. Se denota P,,, = C|zy,..., 2]

de grado a lo sumo m. Entonces P,, es un subespacio vectorial de O,, de dimensién finita. Si

<m al espacio de polinomios en n variables

P € Homg (O, O,,), entonces P induce P|p,, : Pn, — Op; lo que induce un morfismo C-lineal
Jm : Homg (On, O,) = Homg (P, On)-

Proposicién 2.1.11. El morfismo j,, restringido a jm, : Dp(m) — Homg (Pm, O,) es un

isomorfismo.

Demostracién. Los monomios {z® : |a| < m} es una base de Py, por lo que Homg (P, Op) es

un O,-médulo libre de rango finito; los generadores de tal médulo son {e,} que cumplen
ea(2?) = 8 donde 1 < |al,|B] < m.
Para ver la imagen de 0% a través del morfismo j,, se puede expresar

G (0% = Zaﬁeﬁ (con ag € Oy),
B
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por lo tanto, evaluando en los monomios se tiene: z° con |§] > ||

im (@*) (%) = D ages(z’)

181<lof
0™z % . 8%, = ag
o1! S1—a On! dn—0m __
G~ "Ra—m ™ %
4! d—a
G_a)y® %

De la cuenta anterior se deduce que j,, es un morfismo sobreyectivo; la inyectividad resulta

como corolario de la proposiciéon 2.1.8 O
Lema 2.1.12. Sea P € Homc(Oy, Or) que satisface que P(1) = 0 y [P,z;] = 0 para todo

1 <j<n. Entonces, P=10

Demostracién. Por las hipétesis del lema se sabe que 1 € Ker(P) y que P(z/g) = 2/ P(g)
para todo g € O,, (en particular, P(z7) = 27 P(1) = 0); por lo que se tiene que Ker(P) es un
Clz1,...,z,)-submédulo de O,, que contiene a C|[zy,...,z,] como subanillo. Sea 9 el ideal

maximal del anillo local O,; para cada k > 1 se tiene que
mrtt = M + .+ 2,
Aplicando P se tiene que
PR € 2 P(OMF) + ... + 2, P(OMF).

Veamos por induccién que P(9MF) ¢ MF para todo k € Np:

Cuando k = 0 se comprueba ficilmente; asumamos ahora que se tiene que P(9F) c Mk y
veamos que P(9tF+1) ¢ omk+1:

PO C 2 PON*) + ... + 2, P(OM*) C 2190 + ... + 2, 90% = omk+1,
Se toma ahora f € O, y se construye la serie truncada Sy(f) = Elals N Cax® para cada

N > 0; por lo que f — Sn(f) € MN*! y el polinomio Sn(f) pertenece a Ker(P). Por lo tanto,
P(f = Sn(f)) = P(f) € MN*! y como el N tomado era arbitrario, se tiene que Pifi=0 0O

Proposicién 2.1.13. Vale que D,,(m) = D(m) para todo m.

Demostracion. Ya se vio que Dy(m) C D(m); veamos ahora que el morfismo j,, : D(m) —

Homg (P, Op) es inyectivo. Para ello, vamos a usar induccién en m:
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Se tiene trivialmente que, cuando m = 0, jy es inyectivo. Paso siguiente, se ve el paso
inductivo; supongamos que j,—1 es inyectivo y veamos que jn, también lo es. Sea P € D(m) tal
que jm(P) = 0. Entonces, jm—1([P,zk])(p) = P(zrp) — zxP(p) = 0 para cada ¢ € P,,_;; por
hipétesis inductiva se tiene que [P, zx] = 0 para todo k. Dado que 1 € P,, se sigue que P(1) = 0
y por el lema anterior, P = 0. Por lo tanto, Ker(j,) = 0.

Para terminar la demostracién, se toma P € D(m). Por la sobreyectividad de j,, se toma
Q € Dyp(m) tal que jm(P) = jm(Q). Luego, P — Q € Ker(jm), con locual P—Q =0y
finalmente se tiene que P = Q). Como el P € D(m) era arbitrario, resulta que P € D,(m). O

Demostracion. (del teorema 2.1.7) Dado que D(0O,) = UD(m) se tiene que D(0,) =D,. O

2.2 El haz Dy

Sea U un subconjunto abierto de C™. Un operador diferencial sobre U es un operador de la

forma
Pe= Z aq(2)0
laj<m
donde a, son funciones holomorfas sobre U; a representa el multiindice (a1,...,a); |a] =

a1 +...+opy 0 =07 ...0.%.

Se puede chequear facilmente que el anillo de operadores diferenciales sobre U forma un

subanillo de Endc(O(U)) y que, la restriccién de un operador

P = Z a605
la]<m
definido en un abierto U a un abierto V es el operador

Py =) auvds

la|<m

Con tales morfismos de restricciones, los operadores diferenciales resultan prehaces de anillos
en C". Denotamos Dc¢r» al haz asociado al prehaz mencionado previamente y Oc¢n al haz de

funciones analiticas en C™. Observemos que O¢n tiene estructura natural de Der-mddulo.

La motivacién del estudio de los D-mdédulos surge del problema bésico del estudio de sistemas

de ecuaciones de la forma

Y. By =1 (i=1,...m) (2.2)
g=1
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Donde {v;};”; son funciones conocidas y {u;}7_, son indeterminadas en algin espacio de
funciones a especificar en el cual el anillo de secciones I'(U; Dcr) actiie. Debido a que el presente
capitulo hace un marcado uso de la teoria de haces, podremos pensar al espacio de funciones
en cuestién como S(U) el anillo de secciones de un D-médulo. Por ejemplo, el espacio podria
referir a Oy el anillo de funciones holomorfas en el abierto U asi como también a C*®y el
anillo de funciones infinitamente diferenciables en el abierto U o incluso a C*; el espacio de

distribuciones.

Para comenzar el estudio, nos resultara de principal interés determinar cuando dos sistemas

resultan equivalentes. Consideremos, primero, el caso de ecuaciones homogéneas

Zajuj:() (i=1,...m)
j=1

Intuitivamente, sistemas equivalentes seran sistemas que tienen las mismas soluciones en

cualquier espacio de soluciones S.

Denotemos P la matriz (P;;) y ST el haz de soluciones del sistema asociado a P en el

D-médulo S se tiene , entonces que
L(U;8P) = {u e (U;8)" : Pu=0}
La aplicacién S — SP define un funtor entre la categoria de D-médulos y la categoria de

haces de C-espacios vectoriales; dos operadores P y Q seran considerados equivalentes cuando

los funtores asociados S — S y § — S? son naturalmente equivalentes.

Consideremos ahora el morfismo

DM =y DT
R— R.P

y denotemos M p su Cokernel. Se tiene la siguiente sucesién exacta corta
D" —D" — Mp —0
Como Homp( . ,S) es un funtor exacto a izquierda, se tiene la siguiente sucesién exacta
P.
00— ’H,omD(Mp,S) — 8T S

y por lo tanto, una equivalencia entre funtores

Homp(Mp,S) = SP.
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De ésto tltimo se deduce que los operadores P y @ son equivalentes si y s6lo si Mp = Mg

como D-méddulos.

Por lo tanto, pareceria ser que que objeto intrinseco que representa a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales homogénea es el D-médulo Mp y no las funciones {uj};.;l. En éste
sentido, tales funciones servirdn simplemente al propdsito de presentar escritura del sistema

explicitamente y no resultaran intrinsecas al mismo.

Contemplemos ahora ¢l caso de un sistema no homogéneo: Supongamos que tenemos

{Uj}};l; {vi}2, € T(U;S) y tomemos

n
¥ Bty = (i=1,...m) (2.3)
j=1
Tomemos Q1,...,Qn, operadores diferenciales en U, se tiene, entonces que

<Z QiPij> w=) Qv
et =1

i=1

J

y por lo tanto

m m
ZQiPij =0 = Z Qiv; =0
i=]1 i=1

A tal vector (Q1,...,Qm) € D} llamaremos condiciones de compatibilidad para el sistema
no homogéneo 2.3. Por definicién, las condiciones de compatibilidad son las secciones del niicleo

del morfismo
ip JEaS s
Por lo tanto se tienen las siguientes sucesiones exactas
0 — Ker(.P) » D} - Im(.P)—0
0—=Im(.P)—>Dj—Mp—=0
y por lo tanto
0 = Homp, (Mp,S) = 8™ = Homp, (Im (.P),S) — Extp, (Mp,S) =0
0 — Homp, (Im (.P),S) = 8™ — Homp, (Ker (.P),S) = Extp, (Im(.P),S) =0

De la segunda sucesién se puede ver que

Homp, (Im (.P),S) = Im (Homp, (Im(.P),S) — S™)
= Ker (8™ — Homp, (Ker (.P),S))
= Ker (Homp,, (D}, S) — Homp, (Ker (.P),S))
={veS8™:Quv=0,YQ € Ker (.P)}
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Por lo que resulta que Im (.P) es un Dy-médulo que representa el sistema de condiciones de
compatibilidad del sistema P. De la primer sucesiéon podemos ver que , a nivel de gérmenes, los
elementos de Sxt%u (Mp,S), son las clases de vectores v, € S7* satisfaciendo las condiciones de
compatibilidad. Por lo tanto, en el lenguaje categorico, el estudio de las ecuaciones diferenciales
lineales no es més que el estudio del funtor contravariante Homyp (e, O) de la categoria de D-

moédulos que admiten presentacién finita a la categéria de C-mddulos.

Como se vio en lo discutido recién, cuando se busque estudiar las soluciones de un cierto
Dx-mbdulo resultard conveniente hacerlo sobre aquellos que admitan presentacién finita; a

continuacién se desarrollarad con mayor precision y se dard una definicién concreta de tal nocién.

Definicién 2.2.1. (Médulos coherentes) Sea M un haz de R-médulos. Se dice localmente
finitamente generado (respectivamente localmente finitamente presentado), si para cada = € X
existe una sucesién exacta RP|y — M|y — 0 (respectivamente RI|y — RP|y — M|y — 0)
en algin entorno abierto U 3 z. M es un mddulo coherente (como R-médulo) si las siguientes

condiciones se cumplen:

e M es localmente finitamente generado.

e Para cada U abierto de X, cada submédulo localmente finitamente generado N C M|y es

localmente finitamente presentado.
Un anillo R se dird coherente (como haz de anillos) si lo es como R-mddulo.

Para resultados y/o propiedades sobre mddulos coherentes se sugiere consultar [Har77] y
[Phal3].

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la ecuacién

d
(za—/\>u:0, AeC (2.4)

Si tomo v(z) = zu(z) la ecuacién se convierte en

(zdiz——/\—l)v=0 (2.5)

Por otro lado, si v es solucién de 2.5, entonces u = ﬁi%” satisface la ecuacién 2.4. Mis

’ o .7 o 1 d
aun, tomando v = zu(z) con u solucién de 2.4 obtenemos u = Tix 4=V ya que

— u=t (&, a1 u=0
1+ Ndz' U’—1+,\< ol )u_'
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Reciprocamente, tomando u = 1%\%1} con v una solucién de 2.5 obtenemos v = zu, ya que
1 d
2u—v=——\z2——=—A—=1)v=0.
A+1 < dz )

3 _ _ 1 d
Por lo tanto, con las transformaciones v = zu y u = 15 7;v podemos ver que (en el caso
en el que A # —1) las ecuaciones 2.4 y 2.5 son mutuamente equivalentes. Esto significa que son
la misma ecuacién, pero que sin embargo tienen presentaciones distintas; hecho que reafirma
lo anterior: las funciones u que sirven de incégnitas para la ecuacién diferencial no sirven otro

propoésito mas que el de dar una presentacion de la misma.

Desarrollemos un poco mas el ejemplo. Por lo desarrollado previamente, deducimos que las
soluciones a la ecuacién diferencial 2.4 pueden ser recuperadas a partir de Homp (Mp,S) la

cual depende solamente de M p. Reciprocamente, dado M un D-mddulo, por cada isomorfismo
M = Coker (D by D) ;

obtenemos una presentacion de la ecuacion diferencial en cuestion; por lo tanto, la ecuacién 2.4
es considerada una presentacién explicita del médulo M p correspondiente al isomorfismo entre
M y el Cokernel. Cada isomorfismo dard una presentacién explicita de la ecuacién diferencial

2.4; por lo tanto, el D-médulo correspondiente tendra dos isomorfismos distinguidos
22— z2&_x-1
Coker | D =5 D | ZCoker (D ““— D|.
las cuales representan a 2.4 y 2.5 respectivamente.

Motivados por el anélisis y ejemplo previo, trataremos de estudiar los sistemas de ecuaciones

diferenciales n
ZPZ-jujzvi (i=1,...m)
j=1

a partir del estudio del Dy-mddulo M p definido como el Cokernel de la sucesién
pm Pypn s M p —0
y de su haz de soluciones Homp, (Mp,S).

Con éstas ideas desarrolladas y debidamente motivadas en mente, ya podemos pasar al caso

de operadores diferenciales en variedades holomorfas generales

Definicién 2.2.3. Sea X una variedad holomorfa n-dimensional; denotamos Ox el haz de
funciones holomorfas en X. Un operador diferencial (holomorfo) es un morfismo de haces P :
Ox — Ox cuya escritura en coordenadas locales es de la forma

P o= Z an0%

laf<m
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8a1+...+an

— n o
a——(al,...,an)EZZo, 81. _81;10‘1__.333”0‘"’ aaeo.

Asumiremos que a, = 0 para todos salvo finitos de los sumandos de P.

Llamaremos a P operador diferencial de orden a lo sumo “m” si a, = 0 para cualquier « tal

que la|:=a1+as+...+a, >m
Denotamos Dx al haz de operadores diferenciales sobre la variedad holomorfa X

Observacién 2.2.4. Dado un sistema de coordenadas locales (U; z1,...,2,) se tiene la n-upla
01,...,0, donde 0; es la derivacién con respecto a z;. La proposicion 2.1.13 se puede aplicar a
stalks de Dx en U. Se sigue, entonces, que el haz restringido Dx |y es un haz de anillos generado

por Dx(0) y O4,...,0n. Més atn, para cada z se tiene que Dy 5, = Dy,

2.3 Soluciones de un sistema diferencial

Como se dijo antes, para hablar de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales hay
que especificar primero F el haz de funciones donde se buscan las soluciones. En lenguaje clésico,

dado un sistema

q .
Y Byt =0 4=12,...,p (2.6)
j=1

resolverlo sobre F significa encontrar (fi,...,f;) € F? que sustituyan a (ui,...,u,) en 2.6.

Por lo dicho en pérrafos anteriores, las soluciones del sistema corresonden a elementos de

Hompy (M, F) donde M = D% /Im (p).

Definicién 2.3.1. Una solucién f € Homp « (M, F) se dird genérica si f es inyectiva y diremos

que (fi,..., fy) es solucién genérica de 2.6.

Observacién 2.3.2. En otras palabras, una solucién genérica corresponde a un isomorfismo

fiM— f(M)=Dxfi+...+Dxf,

Ejemplo 2.3.3. Sea F el espacio de distribuciones sobre R™ y sea ¢ la distribucién de Dirac en
el origen de coordenadas. Entonces, d es solucién genérica del sistema

(
.’121U:O

zou =0
(2.7)

Bt =10
\
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Es decir, hay un isomorfismo

Dx/D_)(:El +...+Dxx, = Dxé

Es claro que 216 = 200 = ... = 1,0 = 0.

Por otro lado, todo P € Dx se puede escribir de manera tinica como Z|a|<m 0%b,, y separando
cada b, en sus términos constantes y sus términos divisibles por z; el operador P se puede escribir

como .
ZPiwi+R con P, € Dx,R € C[0y,,...,0,]

i=1
y por lo tanto la ecuacién P§ = 0 es equivalente a Ré = 0, por lo que resta ver que el dnico
operador diferencial a coeficientes constantes que anula a d es el operador nulo; lo cual es un

resultado conocido de teoria de distribuciones.

2.4 Sistema de generadores

Definicién 2.4.1. Si X es una variedad compleja y Ox es el haz de funciones holomorfas sobre

X, se denota ©x el haz de campos de vectores sobre X como:

Ox = Derc, (Ox)
= {0 € Endc, (Ox) : 0(fg) =0(f)g + f0(g) (f, g€ Ox)}.

Sea ©x el haz de campos de vectores sobre X. Luego, ©x es un subhaz de Dx. El anillo
Dx esta generado por Ox y ©x con las siguientes relaciones:

1. Ox — Dx es morfismo de anillos.

2. ©x — Dx es Ox-lineal a izquierda.

3. ©x — Dx es morfismo de algebras de Lie.

4. [v,a] = v(a) para todo v € Ox,a € Ox.

Lema 2.4.2. Sea R un haz de anillos sobre X y sean ¢ : Ox — R, ¢ : ©x — R morfismos de

haces tales que:

1. ¢: Ox — R es morfismo de anillos.

2. p:Ox — R es Ox-lineal a izquierda, con ¢ (av) =< (a) p (v).



22 CAPITULO 2. MODULOS SOBRE EL ANILLO DE OPERADORES DIFERENCIALES
3. ¢ :©x — R es morfismo de dlgebras de Lie, con [p (u), ¢ (v)] = ¢ ([u,v]).
4. [e(v),s(a)] =< (v(a)) para todo v € Ox, a € Ox.

Entonces existe un unico morfismo de anillos ® : Dx — R tal que Ox — Dx — R coincide con

¢ y©Ox — Dx — R coincide con .

Demostracion. Sea (U, z) sistema de coordenadas locales, se define

(3 aa0") = Y c(aa) 9 () .. ¢ (Bn)™.

La unicidad de tal morfismo se demuestra trivialmente debido a que Dx es un anillo generado

por Ox y ©x. O

Corolario 2.4.3. Si M es un Ox-mddulo con el morfismo

w: Ox = End (M)

u > (m— um)

y ademds o : ©x — End (M) es un morfismo C-lineal que cumple:

L. [ (6), 1 (b)) = u (Lgh).

2. [a(8),a ()] = a([0,y]).

3. p(h)oa(d) =a(hd).
para todo 6,1 € ©x y para todo h € Ox. Entonces, eriste una tnica estructura a izquierda de
Dx-médulo en M que extiende las acciones de Ox y Ox.

Ejemplos 2.4.4. Analicemos el Dx-médulo més sencillo: el Dx-médulo Ox

Ox es generado por el elemento 1 como Dx-médulo, y ademas, Ker (Dx — Ox) = DxOx.

Por lo tanto, se tiene la sucesién exacta

Dx®()XOX—6)Dx—)0x—)O

(P®a)— Pa

Por lo tanto, su funtor de soluciones serd Homp, (Ox,S) = {u €S: %u =0, Vi=l,.5:, n}



Capitulo 3

Teoria de Fuchs y conexiones

meromorfas

En el presente capitulo desarrollaremos la teoria de Fuchs para ecuaciones diferenciales en

variedades holomorfas, la cual servird como motivacién principal para el andlisis posterior.

Notacion. Denotaremos:

e D, = {z € C,|z| < €} al disco abierto de radio ¢
e K al cuerpo de gérmenes en 0 de funciones meromorfas

« 0 (D) es el anillo de funciones holomorfas multivaluadas en D} es decir, el anillo de

funciones holomorfas en el revestimiento universal D}

e O denotara el anillo de stalks de funciones holomorfas multivaluadas en C en 0. En otras

palabras: lim,_,0 O (D)

n—i
Sea P = Y 1 50:(2) (%) un operador diferencial sobre C y consideremos la ecuacién

diferencial Pu =0 con a; € K, ag # 0. Tal sistema resulta equivalente a
d n
Eui(z) i Jz:;)aij(z)u]-(z) LN

con a;; € K. A su vez, el mismo sistema se puede expresar de la forma

dUu

—(2) =A(2)U(z

(:) = AR (2)
donde A(z) = (a;j(z)) € End(n,K) y U(z) = (u1(2),...,un(z)) de manera que usando la
notacién matricial, el sistema de ecuaciones diferenciales puede ser tratado como un sistema de

orden uno.

23
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Para A;, Ay € End(n,K) diremos que dos sistemas “£u(z) = A;(2)u(z) i = 1,2 se dicen

equivalentes si existe una matriz T' € Gl,(K) de manera tal que

A =TAT — TiT—1
dz

lo cual resulta simplemente de realizar el cambio de variables v(z) = Tu(z).

Sea £ > 0 suficientemente chico como para que los coeficientes a;;(z) sean funciones mero-

morfas en D, sin polos fuera de cero.

El revestimiento universal D} de D} es simplemente conexo, de manera que las soluciones al

27r13t)

sistema vistas en el revestimiento (obtenidas a partir del cambio de variable z = e forman

un C-espacio vectorial de dimensién n.

Sea S(t) = (U'(t),...,U™(t)) n soluciones linealmente independientes, donde cada U (%) es
un vector columna con coeficientes en O (ﬁ;) Claramente, (U'(t +1),...,U™(t + 1)) también
resulta linealmente independiente. Por lo tanto, ¢ — t 4+ 1 define un automorfismo; lo que

significa que existe una matriz C' € Gl,(C) tal que
S(t+1)=5@)C
A la matriz C se le llama matriz de monodromia del sistema. Dos sistemas serdn equivalentes
si y sélo si sus matrices de monodromia son conjugadas
Definicién 3.0.1. Sea u € O una solucién del sistema dizu(z) = A(2)u(z). Se dice que la
solucién tiene la propiedad de crecimiento moderado si para cualquier sector de la forma
S={z=(r0):0<r<eby<b<bi}

existe una constante ¢ > 0 y un j € N tal que

ulz)| < —=
u(z)l < 115
para todo z € S. Si todas las soluciones del sistema tienen la propiedad del crecimiento mode-

rado, diremos que el sistema es regular, o que tiene singularidad regular en 0.

Definicién 3.0.2. Un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo dU/dz = A(z)u(z) donde
A € K tiene coeficientes holomorfos en C salvo en finitos puntos {a,...,ax} y polos de orden
1 en cada a; se dice de tipo fuchs; es decir, es un sistema de tipo Fuchs si y sélo si se puede

escribir como

Donde B; son constantes.
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Antes de continuar el capitulo, resulta apropiado mencionar el problema mimero 21 de Hil-
bert, el cual juega un papel protagoénico en la teoria de D-moddulos; el mismo se formula de
la siguiente manera: Dada una matriz C' de monodromia y singularidades fijas en C mostrar
que se puede construir un sistema de tipo Fuchs que tenga a esos mismos puntos singulares y

correspondiente monodromia asociada.

Para una monodromia en general, la respuesta al problema 21 de Hilbert es afirmativo y
fue demostrado en 1908 por Josip Plemelj. Sin embargo, Plemejl dejé de lado ciertos casos
degenerados particulares, de los cuales fue demostrado por Andrei Bolibrukh que en estos casos

la respuesta es negativa.

El ultimo capitulo del trabajo generaliza a variedades de mayor dimensién, gracias a la

correspondencia de Riemann-Hilbert, el problema 21 de Hilbert.

A continuacién definiremos la nocién de conexién meromorfa; la cual sera el concepto indi-

cado para generalizar a variedades.

Definicién 3.0.3. Una conexién meromorfa en C en 0 es un espacio vectorial M de dimensién

finita sobre K junto con una funcién C-lineal V : M — M tal que
d
V(fm) = d—J;m—f—fV(m) VfekK, Vme M.
Diremos que dos conexiones meromorfas (M, V1), (M2, V2) son isomorfas si existe un iso-
morfismo ¢ : M; — M, de manera tal que ¢ o V; = Va0 ¢.

Observacion 3.0.4. Existe una correspondencia entre sistemas de ecuaciones de la forma

4 y(z) = A(2)u(z) y conexiones meromorfas.

Sea (M,V) una conexién meromorfa. Sea {e1,...,e,} una base del espacio vectorial M,

para cada j = 1,...,n existen coeficientes a;; € K tal que

n
VEJ' = Z a,-jei.
=1

Por lo tanto, para cada u € M
Vu=0&V (Zuiei) =0
i

du;
[= . —d—z——zj:aiju]‘ e; =0
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Reciprocamente, dado un sistema de ecuaciones a%u(z) = A(z)u(z) recuperamos una conexién

meromorfa definida a partir de
n
Ve; = E a;j€;
i=1

donde ey, . .., e, es base de un espacio vectorial K de dimensién n. A partir de la correspondencia,
mostrada, resulta claro que las clases de equivalencia de ecuaciones diferenciales se corresponde

biyectivamente con las clases de isomorfismos de conexiones meromorfas.

Teorema 3.0.5. Los siguientes items son equivalentes:

1. Z‘i;u(z) = A(z)u(z) es regular.

2. El sistema del item 1 es equivalente a uno de la forma Lu(z) = B—gzlu(z) donde B(z) es

una matriz con coeficientes holomorfos.

3. El sistema del item 1 es equivalente a uno de la forma f;u(z) = %u(z) donde C es una

matriz con coeficientes constantes.

4. Cualquier solucion multivaluada del sistema tiene la propiedad de crecimiento moderado.

Para la demostracién consultar [BGKHSS].

Veamos ahora ¢l teorema clasico de Fuchs:

Teorema 3.0.6. Sea P = 57 a;(2) (Ed;)n_l un operador diferencial sobre C con a;(z) € K y
ao(z) # 0. Las soluciones multivaluadas u € O de la ecuacién Pu = 0 tienen la propiedad de

crecimiento moderado si y sélo si el orden del polo de %f; en 0 esalosumoiparai=1,...,n.

Demostracion. Una direccién es inmediata: si los coeficientes a; satisfacen la condicién de Fuchs,
entonces el sistema resulta regular gracias a 3.0.5. Reciprocamente, supongamos que el sistema
es regular, procederemos por induccién en n el orden de P. Para hacerlo, notemos que si

n

multiplicamos a ambos lados por ﬁ(-z—), la ecuacion es equivalente a una de la forma,

™u + Z bi(2)0" 'u = Qu =0
i=1

donde 8 = z%, y las condiciones de Fuchs resultan equivalentes a pedir que todas las b; sean
holomorfas. Siempre podemos conseguir soluciones de la forma u(z) = z*h(z), donde h € K y

e?™® eg un autovalor de la monodromia.

Seav e O
Quv) =0 (0" +c16 2 4 ..+ enr) (B0) =0
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donde los ¢; tienen la forma
¢ =bi+ fiic1ibi-1+ ...+ fi1b1 fi; holomorfas

Por regularidad observamos que, dado que la solucién uv tiene crecimiento moderado, también
lo tienen las soluciones v de esta ecuacién de grado menor. De esta manera, aplicamos la
hipétesis inductiva para mostrar que todos los coeficientes ¢; deben ser holomorfos y que por lo

tanto, todos los b; deben ser holomorfos. O

Definicién 3.0.7. Sea (M,V) una conexién meromorfa. Decimos que la conexién es reqular

(en 0) si existe una base {e; ...e,} de M sobre K tal que

bij(2)
Vei:_z. v €;j bijEO.
J
Observacién 3.0.8. Por lo visto en los tltimos dos teoremas, la definicién es equivalente a
pedir la regularidad del sistema de ecuaciones diferenciales asociado. En efecto, la conexién

meromorfa corresponde al sistema

dz 2

du; _sz’j(z)u,
- J
i

el cual, gracias a 3.0.5 resulta regular cuando podemos elegir b;; € O, es decir, cuando existe

una base de la forma anterior para la conexién meromorfa asociada.

3.1 Conexiones Integrables

Denotemos L (M) = Homey, (M, M) donde M es un Ox-mddulo; claramente resulta que
L(M) tiene estructura de O x-mddulo. Se considera ahora el haz Homo, (©x, L(M)) y se toma
V una seccién del mismo; para cada elemento § € ©x se nota Vs a la imagen bajo el morfismo

V. Por linealidad se tiene que
Vys(m) = fVs(m); f € Ox, m e M.

Definicién 3.1.1. Una seccién global V de Homo,, (©x, L(M)) se llama ‘conexién integrable’

sobre M si se cumple

(1) Vs(fm) = 8(f).m + £.V5(m)

(2) Vissn = [Vs, Vel
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Definicién 3.1.2. (Categoria de conexiones integrables) Se denota A a la categoria cuyos
objetos son pares (M,V) donde M es un Dx-mddulo y V es una conexién integrable; los
morfismos en la categoria entre dos objetos (M, V) y (M’, V') son secciones globales ¢ del haz
Homoy (M, M') tales que p oV =V’ 0.

Teorema 3.1.3. La categoria de Dx-mddulos y A son equivalentes

Demostracién. Se define un funtor u entre la categoria de Dy-moédulos y A de manera tal que
p(M) = (M, V); donde M es considerado como Ox-mddulo con la estructura inducida por
ser Dx-médulo y Vs(m) = §(m) para cada § € ©x y m € M. Es claro que V satisface la

primer condicién para conexiones integrables ya que es una derivacién y por lo tanto §(fm) =
5(f)m+ fé(m).
La segunda condicion vale puesto que
[Vs, Ve (m) = Vs (Vi (m)) — Ve (Vs(m)) = § (§'(m)) — &' (6(m))
= [6,6'] (m) = V|5.61(m)
Para completar la demostracién hay que ver que el funtor p es plenamente fiel y sobreyectivo.

Sobreyectividad Sea (M, V) una conexidn integrable; es decir que M es un Ox-médulo y V
es una seccién de Homce, (@ x, L(M)), por corolario 2.4.3 resulta que M tiene estructura unica

de Dx-mdbdulo que extiende la de Ox-mddulo.

El funtor es plenamente fiel Sean M y N Dx-médulos y consideremos el morfismo natural
o : Hompy, (M, N) = Hom g (p((M), p(N)).

Por construccién del funtor p se ve ficil que ¢ es inyectivo; por el lema 2.4.2 se ve que ¢ es

sobreyectivo. O
Por lo tanto, podremos pensar a un Dyx-mdédulo a izquierda como una conexién integrable
de un Ox-médulo que no es necesariamente localmente libre ni de rango finito.

Definicién 3.1.4. Decimos que un Dx-mddulo M es una conexién integrable si es localmente

libre de rango finito como O x-médulo

Ejemplo 3.1.5. Consideremos un operador diferencial ordinario

P= Zai(z)ai GOR 8, = —d—;ai € Oc
=0

dz
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sobre C. Como ya sabemos, el Dc-moédulo correspondiente a la ecuacién diferencial Pu = 0 es

D¢ /D¢ P. Por lo tanto, en U = {z € C : ay,(z) # 0} resulta que

m—1
M|y = @ Opu® con u® = u;u® = iy parai=1,2,...
i=0

para u tal que Pu = 0. Es decir que resulta una conexién integrable de rango m sobre U.

Teorema 3.1.6. Un Dx-mddulo coherente es una conexion integrable si y sélo si es coherente

sobre Ox

Demostracion. Para verlo, hay que chequear que todo D x-mddulo coherente sobre Oy es local-
mente libre como Ox-médulo. Alcanza con ver que, para cada z € X el stalk M, es libre sobre
Ox,,. Sea 9 el ideal maximal del anillo Ox . Se pueden conseguir elementos Py, ..., P, de M,
de manera tal que {I_DI, e ,Fk} generen M, /MM, como Ox , /9M-espacio vectorial (se consigue

tomando una base del C-espacio vectorial M, /9MM, y aplicando el lema de Nakayama).

Defino, para cada conjunto F' = {f,..., fix} C Ox4 el orden de F de la siguiente manera:
ord(F) = min (max {p : f; € MP})
K3

Asi que si ord(F) = 0 entonces f; ¢ 9 para algin i. Supongamos que existe fi,..., fi de

manera tal que

> fiPi=0. (3.1)
y tomamos F' = {f1,..., fk}

Si podemos reducir siempre ord(F') entonces llegamos a un absurdo, pues podemos reducir

ord(F) a cero y tomando médulo 9 encontramos una relacién entre los P;.

El orden de F' lo podemos reducir siempre aplicando el diferencial 9; a la relacién 3.1 para

conseguir

Z (8_7}7,1) P; + h; (8JP1) =0,

2

la cual resulta una nueva relacién de dependencia. Se puede conseguir siempre algiin j de manera,
tal que el orden de F' decrezca, porque ord(f + g) = min {ord(f),ord(g)} y siempre existe algiin

0; que reduce el orden de una f € Ox ;. K|

Definicién 3.1.7. Para cada 1 < p < dim(X) se tiene el haz de p-formas holomorfas Q%. Si
M es un Dx-médulo a izquierda, se define QP(M) = Q% ® M para cada p > 0.

Observacién 3.1.8. Cuando p = 1 se tiene el isomorfismo canénico Q' (M) = Home (O x, M).

Dado que M tiene estructura de D x-mddulo a izquierda, esta provisto de una conexién integrable
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V. Se define una funcién Ox-lineal d’ : M — Q% ®o M como d°(m)(8) = Vs(m). Por lo tanto,

tenemos el morfismo

Mﬂﬂ&@oM,

el cual puede ser extendido a d? : QP(M) — QPT1(M) para todo 1 < p < dim(X) de manera
tal que

& (a®m) =da®m+ (—1)Pa A d°(m) para todo a € O y m € M.

Es importante notar que, en un sistema de coordenadas locales z : U — C se puede expresar a

d®(m) como Y7, dz ® 9;m (puesto que d°(m)(8) = &(m)).

Con el mismo sistema de coordenadas locales se puede escribir dP(a®@m) = da®@m-+(—1)PaA
d(m) =da@m+ (1P 7 aAdz? @ 9;m = da®@m + Y 7_1dz! Aa®d;ym. Se verifica ahora

=1
que dPtl odP =0:

"M dP(a @ m) = &P (da @ m) + Z drrt (dzj ANa® 8jm>

j=1
= d(da) @ m + (=1)Pda A d°(m)+

i [d (dzj A a) ® Ojm + Z dz* Adz Aa® 8iajm}

i=1

d(dz A ) ® 9;m +0

VI

Il
-

= (=1)Pda A d®(m) +
j

3

= (=1)Pda A d°(m) — dz? A da ® O;m
j
J

Il
A

= (=1)Pda A d®(m) — (—=1)? i da A d2? ® O;m

J=1

= (=1)Pda A d®(m) — (=1)Pda A d°(m) = 0
Por lo tanto, se tiene un complejo
05 QM) = QM) = ... 5 Q" (M) = 0.

Tal complejo se llama el complejo de de Rham del Dx-médulo M y se denota DRy (M).

Como 1ltimo comentario queda remarcar que en un sistema de coordenadas locales z : U —
C" el complejo DRx (M) es igual al complejo de Koszul K- (®, M).

Definicién 3.1.9. Llamaremos sistema local sobre una variedad compleja X a un haz localmente
constante de Cx-médulos con stalks de dimensién finita. Suponiendo que X es conexo se tiene

que los stalks tienen la misma dimensién, que se llama el rango del sistema local.
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El concepto de sistema local se generalizara en el ultimo capitulo a lo que se conoce como

haces constructibles.
Ejemplo 3.1.10. e El haz constante C% es un sistema local de rango n.

e Sea X = C*. Entonces, existe una correspondencia biyectiva entre sistemas locales de
rango uno en X y numeros A € C*. Explicitamente, dado un sistema local F, sea vy €
71 (X, 0) se puede cubrir a tal lazo a partir de abiertos de manera tal que el haz F sea trivial
en cada abierto; de manera que componiendo los isomorfismos de los abiertos solapados

; 3 A
se tiene un isomorfismo C = C

El dltimo ejemplo corresponde a un fenémeno ya discutido previamente en el presente ca-
pitulo que se denomina monodromia. Se puede interpretar a cada A como antes como una

representacién de dimension uno del grupo fundamental de C*.

Teorema 3.1.11. Sea M una conezion integrable de rango m en una variedad compleja X.
Entonces, H' (DRx (M)) = 0 para i # —dx y H=9 (DRx (M)) es un sistema local. Mds aiin,

se tiene una equivalencia de categorias
H~% (DRx/(s)) : Con(X) — Loc(X).

Donde Con(X) representa la categoria de coneziones integrables sobre X y Loc(X) representa

la categoria de sistemas locales sobre X.

Demostracién. Para comenzar, hay que chequear que H~%X (DRx(M)) es un sistema local de

rango m en X. En la categoria derivada, se tiene un representante de DRy (M) [—dx]
0% ®oy M = ... = Q¥ R0, M
esto es asi porque existe la resolucién del modulo Qx = /\dx Qﬁ(
0— 0% ®oy Dx — ... = Q% ®oy Dx — Qx — 0

donde los diferenciales son definidos como antes y la tltima flecha Q‘)i(x ®oyx Dx — Qx estd dada

como w® P+ wP.

Mirando la cohomologia en grado cero se tiene como resultado
Ker (V ‘M = Q) ®o, M)
donde V(m) = >, (z; ® 9ym). Por lo tanto resulta que

H° (DRx (M)) = {m € M : V(m) =0},
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que es el haz de secciones horizontales de M. Para ver que es localmente libre sobre Cyx se

utiliza el teorema de Frobenius. Para mayor precisién, mirar [Voi02)].

Se puede construir un inverso de este funtor de la siguiente manera; Sea F un sistema local

de rango m. Sea M = Ox ®cy F, con la conexién integrable definida por
V: 0% R0y M S Ox ®c, F ZH 0k %8¢, F 3 0% @0, M.

Para ver que estos funtores dan una equivalencia, primero hay que observar que si M es una
conexién integrable entonces Ox ®cy, MY = M. De manera similar, si F es un sistema local,

entonces (Ox ®cy F )V 2 F para la conexién dada. O



Capitulo 4

Variedad Caracteristica

4.1 Simbolo de un operador diferencial

Definicién 4.1.1. Sea X variedad holomorfa y P un operador diferencial. Sea (U;z) una carta

en X de manera tal que P = }’,<,, @a07. Se define el simbolo total de P como

p(z€) = ) aa(2)€®

la|<m

Observacién 4.1.2. Notar que la definicién depende fuertemente del sistema de coordenadas

elegido.

Definicién 4.1.3. Para cada operador P = Y a,0¢ sobre la variedad X podemos asociar un
nimero m € Z de manera tal que a, =0 V |a| > m. A tal nimero lo llamaremos el orden del

operador diferencial P y denotaremos Dg;n) = {P € Dx/ ord(P) < m}

Observacién 4.1.4. A partir de la definicién de orden de un operador diferencial se puede

definir una filtracion del anillo Dy; lo cual serd la principal herramienta de la seccién siguiente.
La siguiente proposicién muestra que, si bien la definicién previa hace uso del sistema de

coordenadas elegido; no depende del mismo.

Proposicién 4.1.5. Sea f € Ox, se define my € End(Ox) el operador de multiplicacion por

f. Entonces
1. D) =0 ¥m <0
2. DY) = {PeDx:[Pmyge D" vfeOx)

33
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3. DY = 0y

Demostracion. Observemos primero que ’Dg}) = Ox ® ©x. Si tomamos f,g € Ox entonces
-1
[ms.mg) (h) = f.g.h—g.fh =0 DY

Veamos el caso general: supongamos que P =}, <y, @2a07 € Dg}n) entonces

[Pymy) () = { ) aaas,mf] ()

la]<m

= Z [aaagimf] (h)

la|<m
= Y (aad? omy —my0aa0?) (h)
|a|<m
(63 (6% . (87 o
:,a\.“:m aq 02 (f-h) —f.aad5 (h) ﬂj‘;m%:o (ﬁ> (827) (2) (927h) (2)
- (*) =

De la tltima igualdad se puede ver que, como |3| > 0 entonces |a — 3| = |a| — |f| < |a] < m y,
por lo tanto, |a — 8] < (m —1). O

Observacién 4.1.6. (x) se hizo uso de la identidad de Leibniz; la cual afirma que

2(f(2)h(=) = 3 (g) (88) (2) (827#n) (2)
1B1<]al

A partir de la proposicién anterior, se puede ver que Dg?) puede ser definido de manera

inductiva a partir de 1. y 2.

Proposicién 4.1.7. Valen las siguientes propiedades

1. D0 pPR o plina

2. [pgV, D7 c Dt

Demostracion. Las comprobaciones son totalmente andlogas a las de 2.1.2 y 2.1.5. O
Notacién. Denotaremos Gr, (Dx) := 'Dg?)/Dg?_l) y Gr (Dx) := @,z Grn (Dx)

Observacién 4.1.8. Por 1. de la proposicién anterior resulta que Gr (Dx) tiene estructura
de anillo y por 2. resulta que el anillo es conmutativo. En particular, Gr (Dx) resulta una

O x-algebra conmutativa.
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Definiciéon 4.1.9. El haz ©x. El haz de campo de vectores holomorfos en X se denota ©y.
Si (U;z1,...,2,) es una carta, entonces © x|y es un Ox-modulo libre de rango n generado por

By e vy O
M4s ain, se tiene que Dx (1) = Dx(0) & Ox
Teorema 4.1.10. Eziste un isomorfismo de anillos graduados
Simoy (©x) = Gr (Dx)

donde Sime, denota el dlgebra simétrica de © x sobre Ox.

Demostracién. Por la observacién 4.1.8 y usando la propiedad universal del producto simétrico

deducimos que la inclusion © y < Gr (Dx) puede ser extendida de manera tal que el diagrama

ex = GT’l (D)() ‘;) Gr (Dx)

Simoy, (©x)

conmuta

Es claro que tomando coordenadas locales © x es igual a @), Ox % Si ademas considera-
1
mos la correspondencia
n
Ox - P Oxé&

i=1
0
9% = &i
resulta que © x es un médulo libre con base {£1,...,&,}. Luego, Simo, (©x) = Ox [£1,..., &)
De la tiltima igualdad se puede pensar al morfismo i : Sime, (©x) — Gr (Dx) como (£%) = d2.
Finalmente, como Gr (Dx) es igual (en coordenadas locales) a @aezg ) Oxd2 resulta que i es

un isomorfismo de O x-édlgebras. O

Observaciéon 4.1.11. Por el teorema anterior, para cada m € Z tenemos un morfismo de

O x-élgebras
D 5 Gr (Dx) —— Simo,Ox (4.1)

Definicién 4.1.12. Al morfismo de la observacién 4.1.11 aplicado a un operador P € Dg;n) lo
llamamos simbolo principal del operador P.
Si al operador P lo escribimos en coordenadas locales, se tiene que

Um(P) = Z aaéﬂ € Ox [€1>"' >£n]m

|a|=m
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Donde Ox [1,. .. ,&n],, denota los polinomios homogéneos de grado m con coeficientes en Ox.
Notar que si hubiesemos definido o5, (P?) usando coordenadas locales, la observaciéon 4.1.11 y el

teorema 4.1.10 garantizan que tal definicién no depende de la carta utilizada.

Observacién 4.1.13. Un vector tangente sobre una variedad holomorfa X se puede pensar
como una funcién lineal sobre el espacio vectorial cotangente 7*X. De la misma manera, un
campo de vectores tangentes sobre un abierto U se pueden pensar como una funcién sobre el

fibrado vectorial cotangente T*U.

M4s especificamente, 7x : 7*X — X resulta Simo, (Ox) C 7x.Or-x

Por lo mencionado en la observacién anterior, resulta claro que cada simbolo total de un

operador diferencial es una funcién o,,(P) : T*X — C sobre el fibrado cotangente.

Una seccién sobre de Op-x en un abierto U denso es de grado k € Z si para cada (z;w) € U

existe un entorno W de 0 € C tal que h(z;tw) = t*h(z;w) para todo t € W.

Observacién 4.1.14. El teorema 4.1.10 da una correspondencia entre los anillos Gr (Dx) y
Ox [&1,...,&n). Dado que Gr(Dx) = Simoy (©x) = Ox [&1,...,&n] se puede pensar a las
secciones de Gr (Dyx) como elementos del dlgebra de polinomios Ox [£1,...,&,] v viceversa;

éste hecho resultard de utilidad cuando querramos estudiar la variedad caracteristica de un
D y-mddulo M.

Observacion 4.1.15. Es importante notar que la nocién de anillo graduado asociado a una
filtracién como fue definido recién podria haberse aplicado en el primer capitulo donde se es-
tudiaron los anillos D,, y O,, (que resultan ser el anillo de gérmenes de funciones holomorfas
alrededor de un punto zg € X). En otras palabras, como en el anillo D,, se tiene la filtracién
{D,(m)} también puede definirse el anillo graduado asociado Gr(D,) := @ grm(D»); donde
97m(Dn) = Dy(m)/Dyp(m — 1) y en tal caso los morfismos se define &; = o1 (9;).

La C-algebra gr(D,,) es generada por gro(Dy), &1, ..., &y y por la representacién standard de

elementos en D, se tiene que gr(Dy,) = O, (&1, ..., &)

Como corolario, se deduce que D,, es un anillo Noetheriando, ya que O, es un anillo Noet-
heriano y, por lo tanto, O, [&1,...,&,] = gr(D,,) también lo es, de donde se deduce que D,, es

noetheriano.

Proposicién 4.1.16.

T O, 2 ’D;”) — Ox [&1, ., &n],, €s lineal y suryectiva

1

2. Pe DY Qe DY tal que P.Q € D™ = 01 in(P.Q) = o (P).0n(Q)
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4.1.1 Ideal graduado asociado

Sea T C Dy ideal a izquierda de Dy, defino I, := op, (I N Dg\t")). Entonces, resulta que »
Ox [&1,--»&nly - Im C Iimgn) ¥ I = @z Im es ideal de Ox [£1,...,£&n]. Por lo tanto, como
Ox [&1,-..,&,] es Noetheriano, entonces I es finitamente generado; I = (y1,...,%,) puedo

tomar ¢; homogéneo. Luego, I es un ideal graduado de O [¢y, ..., &,] asociado a T C Dx.
Notacién. I = Gr (Z)

Observaciones 4.1.17. 1. Si Z C D es un ideal tal que Z = (P, ..., Px) no necesariamente
vale que (o(P1),...,0(Pg)) = 1.

2. Considero Z C Dy ideal y M = Dx/Z, entonces Gr (Z) = I depende de la presentacién

de M como cociente de Dy.

Ejemplo 4.1.18. En el ejemplo 1.0.1 7 estd generado por 5% y .1:16%2 Foiwe xn_lbg—, cuyos

simbolos principales son & y 21€2 + ... + Zn—1&n ¥ no alcanza para generar (£1,...,&,).

Ejemplo 4.1.19. Volviendo al ejemplo 2.3.3 pero tomando el caso dimensién 1 se denota ¢’ la
derivada de 4 (la delta de Dirac) y 0 = d/dz. Entonces, D§ = D§’. Es claro que §' € D§; por
otro lado, como zé = 0 derivando a ambos lados de la igualdad se tiene que d + 26’ = 0 con lo

que se tiene que § € D§’. Afirmo: § es solucién genérica del sistema,

z?u=0

(4.2)
(z0+2)u=0

En otras palabras, hay un isomorfismo D/Dz? + D(20+2) = D§’ = D§. Como &' = 35, Q6 =0
se tiene que Q0 € Dz. Escribiendo Q = P2? + Rz + Ry donde P € Dy Ry, R; € Cld)].
Entonces, Q8 = Pz%0 + R1z0 + Ry0 = (POz — 2P + R10)xz — Ry + Ry0.

Con lo tltimo, Q0 € Dz si y sélo si Ry = Rpd. Es decir que Q = Px? + Ry(dzx +
1) = Pz? + Ro(20 + 2) lo cual concluye la afirmacién. Por lo tanto, como D/Dx = D§ =
D§ = D/Dz* + D(x0 + 2). Tales operadores Q y R se pueden tomar de manera tal que
max {ord(Q),ord(R) + 1} = ord(P) y tomando simbolo principal queda

Um(P) = 0"m,(62):172 T+ Um—l(R)mg'

De manera que I = O [£]z? + O [€] 2€ # O [€] =.

A continuacién se demuestra la afirmacién del ejemplo anterior donde se afirma que se puede

tomar Q y R de manera que max {ord(Q),ord(R) + 1} = ord(P):
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Supongamos que ord(P) < r = max {ord(Q), ord(R) + 1},0 sea 0,(Q)z* + or_1(R)z& = 0,
por lo tanto, 0,.(Q)z + or—1(R)§ = 0 por lo que existe un ¢ € O[] tal que 0,(Q) = ¢,
or-1(R) = —¢z. Se puede denotar

Q=¢d+ Q' conord(Q') <r
R=—¢x+ R con ord(R') <r—1

donde o,_1(¢) = ¢. Como P = Qz%+ R(z0+2) se tiene que los términos multiplicados por ¢ se
anulan, por lo que P = Q'z% + R'(z0 + 2); repitiendo el proceso se tiene finalmente operadores

Py Q como se buscaba.

4.2 Filtraciones Buenas

En la seccién anterior vimos un tipo de filtracion sobre el anillo Dx dado a partir del orden
de los operadores diferenciales. En ésta seccién veremos la definicién de filtracién tanto sobre el

anillo Dx como sobre Dx-mddulos M.

Definicién 4.2.1. Sea M un Dy-moédulo. Una filtracion de M es una sucesién creciente
{Mp}iez de sub Ox-mbdulos My de M tal que 'Dgé)Mk C Mpq

Un Dx-mddulo filtrado es un Dx-mddulo con una filtracién asociada.

Definicién 4.2.2. Una filtracién F sobre un Dx-médulo M se dice buena si se cumple:

1. My es un Ox-mbdulo coherente .
2 M=Uy My Mp=0Vk <0
3. GrM es un GrDx-mdbdulo coherente

Notacién. En la definicién previa estamos denotando Gr (M) = @z Gri (M) el graduado
asociado a M donde Gri (M) = Mg/ My

Proposicién 4.2.3. Sea M un Dx-médulo provisto de la buena filtracion {My},. Luego, M

resulta un Dx-maodulo coherente y

’D&I,)Mk = Mjyy para 0 K k (4.3)

Demostracion. Recordemos que si A es un haz de anillos coherente, entonces todo M . A-médulo

resulta coherente si y solamente si es localmente de presentacién finita. Luego, para probar la
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proposicién, tomemos x € X y U C X entorno de z de manera tal que existe sucesién exacta

DYy — Gr(M)|y — 0. En otras palabras, existen hi,...,h, € I'(U,Gr(M)) tales que

Pz, .-, hps generan Gr (M)

»
Tomo h;, € (Mj,), representante de hig y considero my = max {j;}}_,. Afirmo que, si

m > myg entonces (M, 4r), = Dg;) (Mp,), para todo r > 0.

Si my € (Mmyr), entonces m; € (GrM), se puede expresar como My = 3, pjhj». Ya que

hjz € (Mj,), C (Mm,), entonces p; € Dg;) y por lo tanto, m, € ’Dg?) (M),

En particular, esto muestra que M es localmente de presentacién finita, en particular, es

D x-coherente. O

Proposicién 4.2.4. Sea M un Dx-mdédulo coherente. Una filtracién { My} es buena si se

cumplen las dos primeras condiciones de 4.2.2 y 4.5.

Demostracién. Como My es un Ox-médulo coherente, entonces My /Mjy_1 es un Ox-mébdulo
coherente y ademas @2;01 My /M1 resulta Ox-mddulo coherente(mg es el correspondiente

a 4.3).

Sea My € (GrM),, entonces Tz = Y Mg (con my € M,,). Para todo k/ pr < mg

existen u1,...,us, tal que My = Stk hju; con hj € Ox.

Si tomo My, con pr > mg entonces pr = mg + 1. Luego, myp € Mygir, = Fr,DxMp,.

Luego

mp =Y pju; =Y (pjh;) ;

ep{r)
de donde se deduce que My es generado como GrDx-mdbdulo por finitos uxJ e GrM.

Finalmente, se tiene que GrM = @2 M/ Mj—-1 es GrDx-coherente. O

Lema 4.2.5. (Equivalencia de buenas filtraciones)

Sea M un Dx-médulo coherente, sean {My},{M}} dos buenas filtraciones de M. Enton-

ces, para cada x € X existe U > x y enteros d, d’ tal que

Mily € Myl vy Milu € Miyarlu

Demostracién. Como GrM es un GrDx-mddulo coherente, existe un entorno U de x y gene-

radores my, ..., m, de ordenes di,...,d, de GrM sobre U. Achicando el entorno U , podemos
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asumir que los generadores mi, ..., my tienen ordenes dj, . .. ,d;, para la filtracién Mj; si toma-

mos d = max {d} — d;}}_, se tiene que

Myl € Mj,4lu para todo k € Z
Haciendo la misma cuenta se consigue la otra parte del lema. O
Lema 4.2.6. Todo M Dyx-mdédulo coherente admite localmente una buena filtracién.

Demostracion. Si M es un Dx-médulo coherente, entonces existe U abierto de X tal que M|y

es finitamente presentado, i.e. existe una sucesién exacta corta
Doy 5 DLy B M0
XU XU

Denotamos Mlgn) a la imagen por u de ’D&m)q|u, donde Dg}n) denota a los operadores diferen-

ciales de orden < m.

De esta manera, {M|§Jm)} forma una buena filtracién del médulo M|y a

Proposiciéon 4.2.7. Sea I = Ann GrM el anulador del médulo Gr M, i.e. el ideal de GrDx

formado por los ¢ tales que pu = 0 Yu € GrM. Consideramos el radical de I, es decir, el ideal

\/TZ{ae@x[fl,...,fn]:EkEN,akEI}

Entonces, /T depende sélo de M y no de la buena filtracion

Ejemplo 4.2.8. Antes de hacer la demostracién del teorema, miremos primero el caso particular
en el que M = Dx /T con T un ideal de Dy. Dada una filtracién {Dg?} podemos definir una
filtracién en el ideal Z como: Z( := ’Dg? NZ.

De la definicién se deduce facilmente que GrM = GrDx /GrZ y, por lo tanto, se tiene que
Ann GrM =GrZ

En este caso, el ideal graduado

GrI .= @z" /¢
>0

es generado por los simbolos principales o(P) con P € Z. Por lo tanto, para un conjunto

arbitrario {o(P;) : 1 <i < m} de generadores de GrZ tenemos que Z = @~, Dx P;

Demostracion. (de la proposicién) Es claro que I resulta un ideal homogéneco, y por lo tanto,

lo mismo ocurre para v/I. Sea a un elemento homogéneo de orden m perteneciente a Z, y sea
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A € Dx un operador de orden m de manera que o,,(A4) = a. Decir que a € VT es equivalente a
decir que existe k € N tal que a* anulaa GrM, i.e. paratodol € N setiene Ax MO ¢ pltkm=1)
y, por lo tanto, APk M) ¢ A Ut+kpm—p)

Sea s € N, escribimos s = pk +r con p = p(s); 0 < r =r(s) < k en Z. Entonces

ASM(I) - Apk+TM(l)
= ATApkM(l) C ATM(H—ICPWL—P)

c MUFkpm=pitrm) = pq(+sm=p(s)) Donde lim p(s) = +oo

s—+00

Reciprocamente, si ASM®D c MUE+sm=p()) con a5GrM = 0 tal que p(s) > 1 entonces a € V/T.
Por lema de equivalencia de buenas filtraciones se ve que ésta 1ltima condicién no depende de

la buena filtracién elegida para M y , por tanto, queda la proposiciéon demostrada. O

Sobre cada abierto U suficientemente pequefio se puede tomar una buena filtracién de M|y
y construir el modulo graduado asociado a esta buena filtracién GrM|y;. Se ve inmediatamente,
que GrM|y es un GrDy-mobdulo coherente, de manera que su anulador I, asf como su radical
VT son ideales coherentes sobre U. Por lo visto en la proposicién anterior v/T no depende de la
presentacién local elegida, y por lo tanto define globalmente sobre la variedad holomorfa X un

ideal coherente asociado candnicamente al D x-mdodulo M.

Definicién 4.2.9. La variedad de ceros del ideal coherente descripto es un subconjunto analitico

de T* X llamado la variedad caracteristica del sistema diferencial M.

Observaciéon 4.2.10. Puesto que el ideal VT es generado por polinomios homogéneos en &, la
variedad caracteristica resulta un conjunto cénico; es decir, que es invariante por homotecias

& — ¢ y puede ser considerado como una familia analitica parametrizada por X de conos.

Ejemplo 4.2.11. Volviendo al ejemplo 4.2.8 y teniendo en cuenta que {o(F;):1 <14 < m} es
un sistema de generadores de GrZ como la variedad caracteristica es la variedad de ceros del

ideal GrZ resulta que
Ch(M) = {(,6) € T*X : 6(P;)(,€) = 0,i = 1,...,m}

De ésta forma, cada vez que se presente un Dy-médulo M = Dx /Z el calculo de la variedad

caracteristica asociada sera sencillo.

Intuitivamente, la variedad caracteristica trata de generalizar el conjunto de ceros comunes

de los simbolos principales en un ideal, como se puede ver en el ejemplo anterior.
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Observacién 4.2.12. El célculo de la variedad caracteristica no resulta sencillo en gene-
ral. Dado un conjunto de generadores {Q;} de Z no es verdad en general que Ch(M) =

{(2,6) e T*X : 0(Qi)(2,€) =0,i =1,...,m}, sin embargo, se tiene la inclusién
ChiM) C {(2,8) e T"X co(Qi)z,8) =04 =1,...,m}.

Proposicién 4.2.13. Sea M un Dy-mddulo coherente no nulo. Entonces son equivalentes

1. Ch(M) = T%X = X (la seccién nula de T*X)
2. M es una conexion integrable

8. M es Ox-méddulo coherente

Demostracién. 1=>3 Sobre un sistema de coordenadas locales (U,z = (z!,...,2")) de X le co-
rresponde canénicamente el sistema de coordenadas (z!,...,2"%;£1,...,&,) de T*X. Si asumimos
que Ch(M) es la seccién nula de T* X, entonces la misma est4 determinada por las ecuaciones
§1=6& = ... =&, = 0. Esto significa que para una buena filtracién local {M}} de M se tiene

que

\/Ann0x[£1,....5n] (GrM) = Ox [&,....&l&
i=1

Debido a la proposicién 4.2.7 se tiene que, para cada i =1,...,n:
a S
VieN (—) MO ¢ MEFsm=pi(s) con lim pi(s) = +oo (*)
3Zi $—00
Como la tercer condicién de una buena filtracién afirma que Y, g‘i—:M k = M1 para k suficien-
temente grande, la relacién (*) implica que My = My, para k suficientemente grande, i.e. la

filtracién es estacionaria.

En consecuencia, el médulo M es igual a M. para k suficientemente grande; de donde se
deduce que M es un O x-mdédulo coherente.
23 Estd demostrado en 3.1.6

2=>1 Sea M una conexién integrable. Tomo {M}} de la siguiente manera:
M =0para k<0

Mg =Mparak >0

Por hipétesis, M es una conexién integrable; lo que implica que es un Ox-médulo coherente.
Por la proposicién 4.2.4 se tiene que {My} define una buena filtracién de M y, localmente,

Gr (M) = M = 0%,
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Por ecuacién 4.3 se tiene que Dg;)/\/lko = Mp,y+1 para kg > 0 suficientemente grande. Como

M), = M para todo k positivo, se tiene que:

DPM =M
OxMaesOxM=M
MsOxM=M

Por lo tanto, resulta que Ox C Annp, g, .. ¢, (GTM) y Ch(M) C {(2;€) : & = 0}; es decir,
Ch(M) = T X. O

4.3 Mobdulos holénomos

Definicién 4.3.1. Una variedad compleja X se llama variedad simpléctica si existe una: 2-forma
o definida globalmente en X que induce una forma simpléctica en 7, X para cada z € X. Notar

que necesariamente, una variedad simpléctica es necesariamente de dimensién par.

Proposicién 4.3.2. Si X es una variedad compleja su fibrado cotangente T* X tiene estructura

de variedad simpléctica.

Demostracién. Denotamos 7 : T*X — X la proyeccién canénica. Tomando 7’/ el morfismo
inducido en sus espacios tangentes , es decir, 7' : T (T*X) — (T*X) x x (T X) tenemos su dual
pr: (T*X) xx (T*X) - T* (T*X)

y si restringimos a la diagonal tenemos un morfismo
prla T X =T (T"X).

Dado que este morfismo es una seccién del fibrado T* (T*X) — T* X corresponde a una 1-forma
ay definida globalmente sobre 7*X. Si (U,z = (z',...,2")) es un sistema de coordenadas y

(2;€) : T*U — V x C™ su correspondiente trivializacién del fibrado T*U se tiene que
n
ax|ru = Z ErdzF.
k=1

Le damos estructura de variedad simpléctica a X asociandole la 2-forma ¢ = dax. Con las

coordenadas tomadas como recién, podemos ver que

n
olry = dek A dzk.

k=1

Dado que existe el isomorfismo hamiltoniano H : T, (T*X) = T, (T* X)) en cada p € T* X y por
lo tanto, tenemos definido un isomorfismo global H : T* (T*X) = T (T* X). O
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Definicién 4.3.3. Para f € Op-x definimos al campo vectorial Hy como la imagen de la

1-forma df a través del morfismo H definido en la proposicién anterior.

Lema 4.3.4. Sea P € Dg? yQ € 'Dg(m) de manera tal que [P,Q)] € ,Dgé+m—1), a(P)=7fuy
om(Q) = g. Entonces, tomando coordenadas locales (z',...,2" &1,...,&) de T*X el simbolo
de [P, Q] estd dado por la formula

Ol+m—1 ([P, Q]) - . (

i=1

of 69 _ Qié&)
0g 028 02106 )

Definicién 4.3.5. Al término > 7 QLQ-"- - QLQ-"- se lo llama corchete de Poisson de las
i=1 \ 5¢; 9z; _ Oz

funciones f y g y se lo denota {f, g}.

Demostracion. Dado que el problema es de caracter local, podemos asumir que X es un subcon-
junto abierto de C™. El cédlculo resulta sencillo usando las siguientes propiedades del corchete

de Poisson:

1. {,}:Or-x x Op-x — C es bilineal y antisimétrica
2. {f,gh} ={f.g}h+g{f.h}
3. {{f.9} . ht+{{g,R}, f} + {{h. f},9} =0

Usando un argumento inductivo, se pueden considerar los casos en que m <1yl < 1y luego

generalizar a operadores de orden mayor. 0

Observacién 4.3.6. El corchete de poisson no es otra cosa mas que {f,g} = Hy(g).

En efecto, tomando coordenadas locales se tiene que {f,g} = Hy(g) = o (Hy, H,) y, por lo

== of 8 of 8
tanto, Hy = Y 1, (Eéa_z, = 52&18_51)

Teorema 4.3.7. El ideal VI definido en la proposicion 4.2.7 es involutivo con respecto a
{,}, ie.
fevVIgeVi={fgteVI

Para la demostracién del teorema ver [Gab31].

Observacién 4.3.8. El teorema de involutividad de v/T se puede reformular de la siguiente

manera:

feﬁ:Hf(\/T)c\/f
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Sea (z;€) un punto de la variedad caracteristica. Entonces el conjunto de los diferenciales
d(z¢)f de aquellas funciones f tales que f|opary = 0 coincide con el espacio conormal a Ch (M),
i.e. el espacio de formas lineales sobre T, (T X) que son nulas sobre 7\, Ch(M). Por
el isomorfismo Hi..¢) : T(*z;§) (T*X) — T4y (T*X), este espacio se transforma en el espacio
T(2,e)Ch (M)* (el complemento ortogonal de T(2;6)Ch (M) a través de la forma bilineal H;.¢).

La condicién de involutividad del ideal v/T quiere decir, entonces, que
T(2.6)Ch (M) C T Ch(M).
Corolario 4.3.9. dim (Ch(M)) > n.
Demostracién. Como T..eyCh (M)* ¢ T(2:6)Ch (M), entonces, si p = dim (Ch (M)) se tiene
que 2n — p < p. O

Ejemplo 4.3.10. Sea P = Y™ a;0" un operador diferencial no nulo en C con a; holomorfa,

d= d% y am # 0. La ecuacién diferencial Pu = 0 corresponde al D-médulo M = D¢ /D¢ P.

Como se vio en la seccién anterior, la variedad caracteristica estd dada por los ceros del

simbolo principal del operador P, es decir, por los ceros de o,,(P). Por lo tanto,

Ch (M) ={(%€) € Cx (C tam(2)€™ = 0}

:(CXOU< U sz).

am(2)=0

O sea, la unién de la seccién nula y las fibras de puntos singulares a,,(z) = 0; por lo tanto,

dim(Ch(M)) = 1.

Definicién 4.3.11. Una variedad V € T*X se dird

1. inwolutiva si (T(z,g)V)J' C TV
2. isotropa si T, oV C (T(z,E)V)L
3. holénoma si es involutiva e isotropa a la vez en cada punto suave (z,&) de T*X

Lema 4.3.12. Sea V C T*X wuna variedad isotropa cénica, y sea 7 : T*X — X la aplicacidn
candnica. Entonces, todo punto (z,£) € V suave es conormal a la imagen de la aplicacion

tangente T, ¢)(7|v ).

Demostraciéon. Supongamos que el covector € # 0, entonces puedo asociar a X un sistema

de coordenadas locales (U,z = (z!,...,2")) centrado en el punto 7(£) tal que £ = dz!. En
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1

coordenadas locales (z',..., 2" &,...,&,) canénicamente asociado a z = (21, ..., z") el covector

£ se escribe como (0,...,0,1,0,... ,0) por ser V cénica contiene a todo el eje &;.
Por la hipétesis de isotropia se tiene que 5‘2—1 €TV C (T(z,g)V)L.

Aplicando el isomorfismo H : TE"‘ (T*X) — T¢ (T* X) de la proposicién 4.3.2 se ve que dz! es

conormal a V en el punto £. Es decir, se anula sobre TZV' O

Corolario 4.3.13. Sea V un germen sobre T*V de variedad cénica suave tal que la proyeccion
7|y es de rango constante r (es decir, una submersion, de manera tal que se tiene que w (V) es
un germen de subvariedad suave de X de dimension r). Entonces

1. V es isétropo si y sélo si V C T;‘(V)X

2. V es holonomo si y sélo si V = T;(V)X

Proposicién 4.3.14. Sea V C T*X una variedad cénica holonoma irreducible. Entonces, m(V)

es una variedad irreducible y V no es mds que fibrado conormal a la variedad
V= T:(V)X.

Llamameos fibrado conormal a una variedad X a la clausura en T*X del fibrado conormal de la

parte suave de la variedad.

Definicién 4.3.15. Llamaremos mddulo holénomo a aquellos tales que dim (Ch (M)) = n. Es

decir, aquellos mddulos cuya variedad caracteristica sea holénoma.
Definicién 4.3.16. (Lugar singular de un sistema hol6nomo)

Sobre una variedad analitica compleja X conexa de dimensién n tomamos un mdédulo ho-
l6nomo M con variedad caracteristica Ch (M). Cada componente irreducible Ch (M), de la

variedad caracteristica puede escribirse como

Ch(M),=Ts5, X
donde S, = 7 (Ch (M),) un subconjunto analitico irreducible de X.
En particular, si S, = X entonces Ch(M), =Ty X.

Proposicién 4.3.17. Fuera de su lugar singular, un sistema holénomo es o bien nulo o es una

conexion integrable

Ejemplo 4.3.18. En una variedad riemanniana(es decir, una variedad holomorfa de dimensién

1) el Dx-médulo asociado a una ecuacién diferencial Pu = 0 es Dy /Dx P y resulta un médulo
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holénomo ya que su variedad caracteristica correspondiente serd los ceros del simbolo principal
del operador diferencial P, el cual tiene dimensién 1 en el fibrado cotangente 7*X (que resulta

de dimensién 2).

En el ejemplo 3.1.5 se puede ver cual es el abierto U sobre el cual el Ox-médulo resulta libre
de rango finito. El abierto en cuestion es U = {z : a;(z) # 0} es decir, los puntos singulares
regulares. El mismo ejemplo muestra la razén por la cual se debe excluir el lugar singular de la

variedad caracteristica para que resulte libre sobre Ox.

Ejemplo 4.3.19. Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior, si se quiere buscar un ejemplo
de un mdédulo que no sea holénomo, alcanza con considerar un operador diferencial P en una
variedad X de dimensién mayor estricta que dos y su Dyx-médulo asociado. Una vez maés,
la variedad caracteristica sera el conjunto de ceros del simbolo principal de P, el cual tendra

codimension 1 en T*X.

Mis explicitamente, tomemos X = C" y P = 5%— entonces 01(5‘2—1) = & y por lo tanto

Ch(Dcr /DenP) = {(2,€) € T*X : & = 0}.

Observacién 4.3.20. La proposicién 4.3.17 muestra el hecho de que un médulo holénomo es
una generalizacién de una ecuacién diferencial ordinaria. Si consideramos el funtor solucién

Homop, (e, Ox) aplicado a un médulo holénomo M tal que M|y = @2, Ox|v resulta que

) m m
Hompy |, <@OX|UaOX|U> = P Ox|u-
i=0

=0

Es decir que localmente el funtor solucién es localmente libre de rango finito sobre Ox.
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Capitulo 5
Sistemas holonomos regulares

En éste capitulo se tratan un tipo particular de sistemas holonomos que surgen como gene-
ralizacién de la nocién de punto singular regular de un sistema de ecuaciones diferenciales. Para
empezar resulta conveniente considerar el caso de ecuaciones diferenciales en el plano complejo

y su respectivo D-mddulo asociado.

Sea X un abierto en C y P un operador diferencial ordinario de orden m. Vamos a denotar

D = Dx(X) la seccién global y 0 = %.
Tomo M = D/DP. Entonces P (z,0) = Y1 ax(z)0F.

En un entorno de de 2y en el que ap(z) # 0, M = O% como D-mébdulo. Por lo tanto,
la ecuacién Pu = 0 tiene m soluciones holomorfas linealmente independientes. Por otro lado,
si consideramos entornos de zg donde a,,(z9) = 0 no es sencillo en general conocer su com-
portamiento. Por ejemplo, mientras que L = Homp, (M, Ox) es un haz de rango localmente
constante m en X — zp y sin embargo no se conoce una manera de calcular su monodromia
en general. Una manera de calcular la monodromia en el caso de dimensién 1 en el caso de

ccuaciones diferenciales con singularidades regulares.

Teorema 5.0.1. Las siquientes condiciones son equivalentes

1. Sea k = ord,—zyam(z). Entonces, ord,—z,a;(z) > k—(m—j)para todo j donde ord,—., f(z)

denota el orden de cero de f(z) en z = 2.

2. Pu = 0 tiene m soluciones linealmente independientes de la forma
S
(2= 20)* Y uj(2)(log(z — z0))’
j=0
para algin s € Z>o y A € C, donde uj(z) son holomorfas en un entorno de zg

49
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Observacién 5.0.2. Como ya fue definido en el Capitulo 3, si alguna de las dos condiciones

equivalentes anteriores se cumple entonces diremos que zg es un punto singular regular de
Pu = 0.

Supongo que zg = 0 es una singularidad regular. Dependiendo de si k es mayor o menor a m
en la ecuacién Pu = 0 se puede reemplazar a P por z! P o 8! P para poder asumir que k = m. Por
lo tanto, P se puede escribir como Z;-"zo cj(z)zj & para algunas funciones holomorfas ¢y, . . ., ¢n;

por lo tanto ¢, (0) # 0. En consecuencia, multiplicando por ¢, (2)~! se puede asumir que

m—1
P=(z0)" + Z c;j(2)(20)7.
7=0
En la dltima igualdad se usé que 2787 = (29)(20 —1)...(20 — j + 1).

Definimos una filtracion {My}, en M = D/DP = Du donde % = 1 mod DP

m—1
M = Z D(k)(20) u.
j=0
Donde {D(k)}, denota la filtracién de D dada por el orden de los operadores.

Por lo tanto, se tiene que (z0) My C My, y, en consecuencia, z§Gr (M) = 0. Reciprocamente,
se puede mostrar que z = 0 es una singularidad regular de M si M admite una buena filtracién

que satisfaga la condicién anterior. Debido a que
Ch (M) C {(%¢) : 26 =0}
para cualquier filtracién buena de M, existe un ng > 0 tal que
(26)™ Gr (M) =0,

incluso cuando z=0 es una singularidad no regular. La caracterizacién previa quiere decir que

para una singularidad regular podemos tomar ng = 1.

5.1 D-moddulos en dimensién 1

Muchos de los resultados y propiedades de médulos holénomos regulares se consiguen a, partir
de resultados en los casos particulares en los que dim(X)=1; por lo que la seccién presente se

enfocara en obtener tales resultados y las siguientes en generalizarlos a dimensiones arbitrarias

Sea M un Dx-médulo holé6nomo; por lo visto en capitulos anteriores, dim (Ch (M)) = 1.

Denotemos Y al conjunto de puntos z € X tales que su fibra 771(z) bajo la proyeccién 7 :
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T*X — X estd totalmente contenida en Ch (M) y recordemos que a tal subconjunto se lo
denomina "parte singular" del médulo holénomo M. Se tiene entonces que el conjunto 3 es un

conjunto analitico de dimensién cero y por lo tanto, un conjunto discreto.

Por teorema (referenciar) se tiene que el médulo M sobre X — 3" es una conexién; por lo
tanto, el estudio local de un Dx-médulo puede ser restringido a cartas en un punto z € X
tal que 3 es o bien vacio o un sélo punto. Por lo tanto, existe una correspondencia 1-1 entre

gérmenes de Dx-mddulos holénomos y médulos holénomos sobre el anillo D;.

En lo que sigue denotamos D =D;, O =0,y 0 =0/0,

Proposicién 5.1.1. 1. D es un anillo simple cuya dimension homoldgica es 1.
2. Todo D-mddulo holénomo es ciclico.
3. Para cualquier P € D se tiene que D/DP es holénomo.

Definicién 5.1.2. Un D-médulo se dice ‘de torsién’ si para todo elemento m € M existe k € N

k

tal que z"m =0

Observacién 5.1.3. Sea M un D-médulo de torsién y considero My = {m € M : zm = 0};
teniendo en cuenta que dy = 1 se tiene que My es un espacio vectorial de dimensién finita que
genera a M como D-médulo. Tomando uj,...,ur una base del espacio vectorial My se tiene
que M = @5, Du; = (D/Dx)k.

Definicién 5.1.4. 1. Sea L C D un ideal a izquierda no nulo. Denotamos a m(L) como el
menor entero positivo de entre todos los grados de operadores P € L. Un elemento P € L

se dice de ‘minimal del primer tipo’ si deg(P) = m(L).

2. Con las mismas notaciones que en el primer item, dado @ € L decimos que es ‘minimal
del segundo tipo’ si el orden de su coeficiente principal es el menor posible; lo denotamos

k(L).
Proposicién 5.1.5. Sea P € L un operador minimal del primer tipo, entonces L/DP es de

torsion.

Demostracién. Tomo m = m(L) y P = S ™ am(z)d'. Como O es un anillo de valuacién
discreta, el elemento a,, se puede expresar como an,(z) = zFa(z) donde a(z) es un elemento

inversible en el anillo @. Dividiendo en el anillo D se tiene que

"D (m + n) € D(n)P + D(n — 1) para todo n > 0.
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Si Q € L N'D(m + n) entonces existe un G € D(m — 1) de manera tal que z¥("*)Q — G € DP.
Por lo tanto, G € LND(m — 1) y en consecuencia, G = 0, dado' que el m que habiamos tomado

era minimal en L. De ésto ultimo se sigue que L/DP es de torsién g

Proposicién 5.1.6. Sea Q € L minimal del segundo tipo, entonces L/DQ = O° para algin
s € Np.

Demostracién. @Q se puede expresar como Y.7%,qi(z)d'. Dado que ord(gm) = k(L) y como
L C DQ + D(m — 1) resulta que L/DP es un O-médulo finitamente generado. Por teorema

(referenciar) se tiene el resultado. O

Observacién 5.1.7. gl.dim(D) = 1, es decir, la dimensién homoldgica global del anillo D es
igual a 1. En general, se puede ver que la dimensiéon homoldgica global de los anillos D,, es
igual a n con herramientas de dlgebra homoldgica; sin embargo, con la ayuda de los operadores

minimales definidos se puede dar una demostracion méas directa.

En capitulos anteriores vimos que D es un anillo filtrado cuyo graduado asociado Gr(D) =
O [z]; dado que el anillo O tiene dimensién homolégica igual a 1, entonces resulta que la dimen-
sién homoldgica del anillo Gr(D) tiene dimensién homoldgica 2 y por lo tanto, D tiene dimensién
homolégica a lo sumo 2. La igualdad gl.dim(D) = 1 vale si Ext% (D/L,D) = 0 para todo ideal
a izquierda L. Para verlo, se toma P € D un operador diferencial minimal de primer tipo y las

siguientes sucesiones exactas cortas
0DLE Do D/DP =0 (5.1)

0—L/DP—-D/DP—>D/L—0 (5.2)

La sucesién exacta (5.1) resulta una resolucién libre de D/DP debido a que el morfismo .P
es inyectivo. Como tal resolucién tiene longitud 2 resulta entonces que Extk (D/DP,D) = 0

para todo k > 2. La sucesién exacta corta (5.2) induce la sucesién exacta larga

0 — Homyp (D/L,D) - Homp (D/DP,D) — Homp (L/DP,D) —
—Egty, (D/L, D) - Exth (D/DP,D) — Exth (L/DP,D) —
— Ext3 (D/L,D) — Ext} (D/DP,D) = Ext% (L/DP,D) — 0

Debido a que Ezt} (D/DP,D) = 0 resulta que Ext (D/L,D) es cociente del médulo
Ezty, (L/DP,D). Dado que L/DP = D*/D*z para algiin s entero positivo y Extl, (D/Dz, D) =
D/xD, concluimos entonces que Eztlp (D/L,D) es cero o de tipo torsién. Utilizando P un ope-

rador minimal del segundo tipo, por la proposicién anterior y haciendo un argumento similar al
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de recién se ve que Ezt%, (D/L, D) es o bien cero o bien isomorfo a D' /D! para algin entero t.

De ésto ultimo se sigue la observacion inicial.

Se toma ahora un elemento no nulo P € D y considero
Ker(P)={f € O: P(z,0)(f) =0} y Coker(P)= O/P(0).
Observacién 5.1.8. Coker(P) = Ext}, (D/DP,0) y Homp (D/DP,0) = Ext% (D/DP,0) =
Ker(P)

Para verlo, se toma la sucesion exacta corta
0—-DP—-D—D/DP -0
y la sucesién exacta extendida a partir de los grupos Ezt

0 — Homp (D/DP,0) = Homyp (D,0) - Homp (DP,O) —
— Ext}, (D/DP,0) — Ext}, (D,0) — Exth (DP,0) = 0

Resulta evidente que Ext}, (D,0) = 0. Paso siguiente, se ve que la sucesién

Homp (D,0) % Homp (DP,0) 5 O/P (0) =0

@~ [p(P)]

es exacta. Es evidente que mw = 0; para ver que Ker(m) C Im(w) se toma ¢ € Homp (DP,O)
tal que 7(p) = 0 por lo que se tiene que [p(P)] = 0, lo que significa que ¢(P) = P(g) para
algiin g € O. Se define ¢ € Homp (D, ), como $(1) = g y como consecuencia de lo anterior
resulta que ¢ extiende a ¢ y con ello, ¢ € Im(w). Por otro lado, el morfismo 7 es claramente
sobreyectivo. Finalmente resulta que Ext}, (D/DP,O) = O/P (O).

Para la ltima parte hay que ver que el morfismo canénico Homyp (D/DP,O) — Ker(P) es

un isomorfismo. El mismo estd dado por

Homp (D/DP,0) — Ker(P)

o = ¢ ([1])

Est4 bien definido pues P.¢ ([1]) = ¢ ([P]) = 0; es claramente inyectivo y la suryectividad
sale de considerar para cada @ € Ker(P) un ¢ € Homyp (D,O) tal que ¢(1) = @Q; dado que
Q € Ker(P) se tiene entonces que el morfismo ¢ se factoriza a través de 7 : D — D/DP y se

tiene, entonces, un morfismo @ € Homp (D/DP, O) tal que ¢ ([1]) = Q.
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Observacién 5.1.9. Si D/DP es holénomo, entonces Ker(P) y Coker(P) son espacios vecto-

riales finitamente generados. La verificacion del resultado se realiza en el teorema 7.2.8

Definicién 5.1.10. Sea P un elemento no nulo en D. Denotamos
x (D/DP) = dimg (Ker(P)) — dimc (Coker(P))

y lo llamaremos ‘indice analitico de P".

Reemplazando ahora al anillo O por el anillo O de series de potencia formales se consigue
un D-médulo a izquierda donde se tiene respectivamente un nicleo y un conticleo como recién

y que a su vez da la siguiente definicién.

Definicién 5.1.11. X (D/DP) = dimc¢ (Km)) —dimg¢ (C(IC“I"\(P)) se denominaré el ‘indice
formal de P-.

Definicién 5.1.12. Sea P = Y7 a;0", definimos
1. §(P) = m — ord(am)
2. g(P) = maXi—q, . m {i —ord(a;)}

donde ord(a;) es el orden de a; en el anillo de valuacién discreta O. Asumiremos que ord(a;) =

400 en el caso en el que a; = 0.

Proposicién 5.1.13. Sea P € D no nulo. Valen las siguientes igualdades

1. §(P)=x(D/DP)

2. §(P) =X (D/DP)

Demostracién. Sea € > 0 arbitrario y consideremos D, el disco de radio € centrado en el origen
en C. Sea P un operador diferencial de orden m y denotamos A™ (D,) el espacio de funciones
m veces continuamente diferenciables en el disco cerrado D, y holomorfas en D,. Notemos que
el espacio A™ (D,) resulta un espacio de Banach con la norma dada a partir de la suma de los

maximos de las derivadas hasta orden m.

Sea P € D, elegimos ¢( suficientemente pequenio demanera tal que los coeficientes de P sean
holomorfos en el disco Dg,; tomando 0<e < g se concluye que P induce un operador lincal
continuo de A™ (D.) a AY (D).
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Si denotamos @ = P — a;,,0™ € D(m — 1), por Arzeld-Ascoli resulta que Q : A™ (De) —

Al (D¢) es un operador lincal compacto. Ademads, resulta ficil calcular el indice del operador
= am(2)0™ f/ox™

de A™ (D) a A% (D;) el cual es m — deg(a,,). Como el operador anterior resulta de Fredholm y
@ es un operador compacto, por teorema de Fredholm se deduce que el indice de la suma de los
operadores es igual a m — deg(a,). Como el € que tomamos al principio era arbitrario, pasando

al limite con € — 0 se tiene la primer parte del resultado.

Para la segunda parte, tomamos M el ideal maximal de O. Si az) € O tiene orden k V Ck

es el coeficiente del término principal z* se tiene que

; i - T
a(z)0"(27) — 4 e TR e TR con > (5.3)

(G =n)!

ya que 9"(27) = G;-!%”zj‘" y por lo lo tanto el elemento de 5.3 es igual a

" (27) (a(z) - ckzk) € MI—ngpk+l - qrithtl-n,
Por 5.3 y la definicién de §(P) se deduce
P(zj) - p(j)zj'g(m € 53}_7‘—3(1’)“ cuando j > max {S(P),m}. (5.4)

Donde p(j) es un polinomio cuyo grado es el entero w mas grande de manera tal que w —
ord(a,) = g(P) Sea jo un entero tal que p(j) # 0 para todo j > jo. Por definicién de
S(P) se ve que P : Mrio —y MIo—0(P) Mas aun, 5.4 con un argumento recursivo muestra que

P — i/)J\TjO‘g(P ) es biyectiva. Denotamos
V =0/ y W= 0/mi-4P), (5.5)

- Entonces P induce un morfismo C-lineal P de V en W. Entonces, P tiene indice dim (V) —
dim(W) = 8(P). Dado que P : Mo — Mio=4(P) eg biyectiva, concluimos que P tiene indice
5(P) en O. O

Observacién 5.1.14. El teorema anterior muestra que para cualquier P € D existe un entero
w de manera tal que P(@) D) 9/3\”(‘”, con lo cual P,y + P(O) = C/;): donde P,_1 es el espacio
de polinomios en una variable de grado a lo sumo w — 1. Como consecuencia se tiene que el
morfismo O/P(0) — O/P(O) es sobreyectivo. De esta manera, resulta que el coniicleo formal

de P es un cociente del conicleo analitico de . Por lo tanto

dime (Eztp, (D/DP, (5)) < dimg (Eath, (D/DP,0)) . (5.6)
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Notemos también que Ker(P) C KZ‘(\P) gracias a la inclusién © C O lo cual dice que
dimc (Ezt} (D/DP,0)) < dimc (Ext} (p/oP,0)). (5.7)
De 5.6 y 5.7 se tiene entonces que
x (D/DP) < X (D/DP) (5-8)

Proposicién 5.1.15. Sea P € D. Se tiene la equivalencia

(1) x(D/DP) = X (D/DP).

(2) RHomp (D/DP, @/o) =0.

Para la demostracién consultar [Bj513].

Definiciéon 5.1.16. Usando las definiciones formuladas en los péarrafos anteriores, definimos

analogamente el indice analitico y formal de un D-médulo M holénomo como:
x (M) = dimg (Ezt) (M, 0)) — dimc (Eat}, (M, 0))
X (M) = dim¢ (Ext% (M, @)) — dimg¢ (Ea:t%, (M, @))
respectivamente. ‘

Decimos que un D-médulo holénomo M se dice holénomo regular si x (M) = X (M). La

clase de D-médulos holénomos regulares se denota RH (D).

Indice de irregularidad. Sea M un D-médulo holénomo, definimos Irr M)=x(M) -
X (M).

Observacién 5.1.17. Vimos que todo D-médulo holénomo es ciclico M = D/L. Tomando
P € Lun operador del primer tipo, por la discusién anterior, resulta claro que Irr (M) > 0.
Ademés, por Proposicién 5.1.5 L/DP es o bien nulo o suma directa de D/Dz. Claramente,
Irr (D/Dz) = §(z) — 6(z) = 0. Se sigue, entonces, que Irr(M) > 0. Més atn, resulta que

1. dimg (Ezt% (M, 0)) < dimc (Ea:t% (M, @))

2. dimg (Exth, (M, 0)) < dime (Eztl, (M, 0))
Corolario 5.1.18. Sea 0 - M"” - M — M’ — 0 una sucesion exacta corta de médulos

holénomos. Entonces M es holénomo regular < M" y M’ son holénomos regulares.

Demostracién. Se sigue del hecho de que para todo médulo M holénomo Irr (M) > 0. =
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Proposicién 5.1.19. Sea M un D-mdédulo holénomo. Entonces

M es holénomo regular < RHomp (M, @/C’)) =0

Demostraciéon. Como M es ciclico, entonces M = D/L y elegimos en L un operador diferencial
del primer tipo P. El médulo D/Dx cumple que RHomyp (D/Daz, (5/0) = 0. Dado que L/DP
es suma directa de D/Dz entonces la demostracién se puede reducir al caso en el que M = D/DP

y la Proposicién 5.1.13 la completa. a
Definicién 5.1.20. Denotamos V = z0 € D. Un operador de la forma
P=« (Vm 4 O T L ao) con a,a; € D(0) =0

se dice de tipo Fuchs. Observemos que un operador P es de tipo Fuchs si y sélo si §(P) = g(P)

Por lo tanto, un operador P € D es de tipo Fuchs si y sélo si D/DP es holénomo regular.

Observacién 5.1.21. Sea M = D/L un médulo holénomo ciclico. Consideremos la sucesién

exacta corta
0—L/DP - D/DP - D/L — 0.

Si P es un operador diferencial del primer tipo, entonces L/DP es suma directa de D/Dz (y,
por lo tanto, holénomo regular); si P es operador diferencial del segundo tipo entonces L/DP
es O° y como O es holénomo regular, entonces L/DP también lo serd. En ambos casos, resulta
de aplicar el corolario 5.1.16 a la sucesién exacta corta anterior que M es holénomo regular si

y sélo si P es de tipo Fuchs.

Recordemos brevemente, antes de continuar, que la definicién de una conexién meromorfa
de la manera en la que fue definida en el capitulo 3 se puede denotar como (K™, V) con K" un
K = O [z7!] espacio vectorial de dimensién finita. K™ tiene estructura de D-médulo de manera

tal que 0 (g.u) = du/0z.u+g.Aconge K, ue K"y A € K**".

Proposicién 5.1.22. Toda conexion meromorfa es un D-modulo holénomo

Demostracién. Sea r un entero de manera tal que z"a;; € O para cada a;; elemento de la matriz

A. Sea {ey,...,en} una base de K™ de manera tal que dep = Aeg. Entonces
z"0ey, € Oey + ...+ Oe, para cada k.

Dado que O es un anillo Noetheriano, resulta que para cada ey existe un elemento en D de la
forma fj(zra)j tal que anula a e. Se sigue, entonces, que Y Dey es un D-mdbdulo holénomo.
Tomando el médulo O [z7'] ®o 3 Dey resulta que también es holénomo. Como K = O [27}]
entonces O [271] ®o ¥ Deg = (K, V). O
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5.2 Dyx-mdbdulos holénomos regulares

En lo que sigue del trabajo se hard un marcado uso de la teoria de categorias derivadas sobre
la categoria abeliana de Dx-mddulos y se asumira conocidos los resultados clasicos de la misma.
Como referencia se puede utilizar [BGKHSS] o [KS13] de Kashiwara y Schapira.

Notacién. Denotaremos D? (Dx) a la categoria derivada cuyos objetos son complejos {Ml}lez
acotados de Dx-mébdulos (es decir, complejos de Dy-mddulos tales que existe un j > 0 para el
cual M* =0si k> j ok < —j) y sus morfismos son la localizacién categérica con respecto a

los cuasi-isomorfismos salvo homotopia.

Definicién 5.2.1. Si M® es un objeto de D® (Dx) y 2o € X se define
gglzo (M) = RHompy (Mzo, @X,xo)

el complejo de soluciones formal de M en zg. Andlogamente se define
Solx zo (M) = RHome,zo (M Ox )

Observacién 5.2.2. Como Ox 4, es un Dx z,-submédulo de Ox , se tiene que el morfismo

natural ¢ : Ox gz, — @x,m induce un morfismo py, : Solx z, (M) — 5/’-0\le (M).

Definicién 5.2.3. Un objeto M € D} (Dx) se denomina un complejo holénomo regular si
cumple

RHomp, (Mmo, @X,mo/OX,mo) = 0 para cada zg € X.

Se denota D?,h (Dx) a la familia de complejos holénomos regulares.

Observacién 5.2.4. Si bien la categoria de Dx-mddulos es una categoria abeliana, las catego-
rias D® (Dx), D} (Dx) y Df’h (Dx) resultan aditivas pero no abelianas; por lo que es necesario
un substituto para aquellas propiedades que se obtienen a partir de sucesiones exactas cortas.
Las categorias aditivas mencionadas previamente resultan categorias trianguladas y el objeto

que actia como substituto de sucesiones exactas cortas son los triangulos de la categoria.

Observacién 5.2.5. Dado un tridngulo en DY (Dx), si dos vértices del mismo son holénomos

regulares, entonces el tercer también lo es.

Definicién 5.2.6. Un Dy-médulo holénomo M cuyo complejo asociado (de un sélo grado) estd

en Dlr”h (Dx) se lo denomina un Dx-médulo holénomo regular.



Capitulo 6

Teorema de

Cauchy-Kovalevskaya-Kashiwara

En éste capitulo daremos una nueva formulacién del teorema de Cauchy-kovalevskaya para

ecuaciones en derivadas parciales a partir de la teoria desarrollada en los capitulos anteriores.

6.1 Imagen inversa de D-mddulos

Sea f : X — Y un morfismo entre variedades complejas; podemos levantar una funcién
de Y a X. Si satisfacen un cierto sistema de ecuaciones, entonces su imagen también deberdn

satisfacer otro sistema de ecuaciones ;Cémo podemos describir tal sistema?

La respuesta es que se puede formular una versién algebraica del problema; es decir, construir

un funtor entre las categorias Mod (Dx) y Mod (Dy).

Definicién 6.1.1. Se define Dy ,y = Ox ®;-10,, f~'Dy. Se puede observar que el haz definido

tiene estructura de f~!Dy-mdbdulo a derecha.

Observacién 6.1.2. En la definicién anterior se denota f~'F a la imagen inversa de haces en

el sentido usual para cualquier haz F sobre Y.

Definicién 6.1.3. Se define el funtor de imagen inversa de la categoria Mod(Oy) en Mod(Ox)

como

M= DM =0xQ10, [T'M

Proposicién 6.1.4. Sea M € Mod (Dy). Eziste una tnica conexion integrable V en Df*M

(donde M es considerado como Oy-médulo) tal que si se toma (U, z,...,2,) una carta en'Y

59
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entonces V-1 satisface:

Vs (g ®f-10y f_l(m))

= 5(9) B 10y £ m) + 3 g8(fk) @10y 1 (Br(m)),
k=1

donde O = 8/0z y f(2) = (f1(2), ..., fa(z)) cuando z € f~1(U).

Demostracién. Resulta sencillo verificar que la definicién anterior verifica las condiciones de
3.1.1, falta ver que la misma no depende del sistema de coordenadas elegido en Y. Sea
(U, 2},...,2}) otro sistema de coordenadas y se elijen gi,...,9, € Oy (UNU’) de manera

tal que z;, = gx(z). Notamos
2= fu(2);  fr = 9k(f(2)); O) = 0[Oz

En ©x (UNU’) se tiene que 9; = Y 31—, Ogx/0z;.0;,. Si d € Ox por regla de la cadena vale que

P]s

8(fx) ®-10y 7" (B(m))

=
Il

I
="

i(S(f] )Bgi /827 (f(2)) ®f-10, FH(Bk(m))

1j=1

8(f5) @10y £7(85(m)).

k

I

I
M=

1

<.
Il

Con lo que se tiene la proposicién. O

Definicién 6.1.5. Se denota Dxy = Ox ®s-10,, f Dy y se llama ‘médulo de transferencia’.

Definicién 6.1.6. Sea M € Mod(Dy). Se define Mx_,y = Dx_y R f-1p,, f~M yselollama

imagen inversa de M en al categoria de D-mddulos.

Ejemplos 6.1.7. Tomemos como ejemplo un morfismo de variedades ¢ : X < Y que sea un
embedding cerrado. Tomando coordenadas locales (y1,...,yn) en Y estudiemos el médulo de
transferencia Dx_,y bajo el embedding +; el cual se puede ver como ¢ : C* — C™ con n < m.

El anillo Dcm se puede descomponer como

Dem = @Ocmalnl (921” ®CC[8n+1,...,6m]
=D &c C[Bnt1,---,0m]
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Por lo tanto, por definicién de médulo de transferencia

Denoem = Ocn ®,-100m L Dem
= Ocr @,-10em ¢~ (D' ®¢ C[Bn41, - - -, Om))
~ (Ocn ®,-10em rID') ®¢ C[Bps1, - ., Om]
= Den ®¢ C [Bpt1s - - - O]

Observacién 6.1.8. Aun cuando M es un Dy-médulo coherente, D f* M podria no ser un

D x-mdbdulo coherente
Ejemplos 6.1.9. Sea X = Y = C y f(z) = z?, entonces Dy = @ Oyd,, Df*Dy =
Br>0 Ox ®c CIy y se tiene la accién 0;(a ® 9y) = 8a/0z R 9 + 2az ® 8;“”.

Aunque D f*Dy sea isomorfo a Dy en X — {0}, no resulta coherente sobre Dx en un entorno

de z=0; Df*Dy = ¥ 2,0x (z718,)" ¢ Dx [z7].

Observacién 6.1.10. Aplicando la proposicién anterior en el caso particular en el que M = Dy
considerado como un Oy-mddulo resulta que podemos conseguir una conexién integrable de
manera tal que D f* (Dy) tenga estructura de Dx-médulo a izquierda gracias al teorema 3.1.3.

Se tiene, por lo tanto, que D f* (Dy) est4 dotado de una estructura de Dx-f~! (Dy) bimédulo.

6.1.1 Coherencia de imagenes inversas

Como vimos, el funtor D f* no preserva coherencia en D-mddulos; sin embargo, podemos dar
una condicién suficiente en términos de la variedad caracteristica para que la imagen inversa de

un D-méddulo sea coherente.

Para un morfismo de variedades complejas f : X — Y se toma el morfismo inducido en sus
espacios tangentes en cada z € X, To X — Ty(,)Y y en sus espacios cotangentes Tf*(z)Y - TrX
y por lo tanto, se tiene fg : X xy T*Y — T*X. Donde X xy T*Y denota el fibrado de base
X que resulta de imagen inversa bajo el morfismo f de 7*Y’; es decir el conjunto de pares (z,7)

donde z € Xy n € T]".‘(z)Y.

Por otro lado, se toma la proyeccién canénica fr : X xy T*Y — T*Y. Se tiene, entonces

X d& X xy T'Y 15 Ty

Se denota Ty X la secciéon nula del fibrado cotangente y se define

T X = TK - TEX.
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Definicién 6.1.11. Se define T%Y := f; ' (T%X) C X xy T*Y; donde T% X denota la seccién
nula del fibrado 7*X. Cuando el morfismo f es un embedding, se llama a T%Y el fibrado

conormal de X.

Definicién 6.1.12. Sea f : X — Y morfismo de variedades y sea M un Dy-médulo coherente.
Se dice que X es no caracteristico con respecto a M si TxY N fr1 (CAM) C X xy T3Y.

Observacién 6.1.13. Considerando en particular el caso en el que f : X — Y es una inmersion,
la nocién de variedad no caracteristica con respecto a un Dx-mdédulo significa que. La definicién
de X variedad no caracteristica con respecto a un Dy-médulo recupera, de alguna manera, la
nocién de cldsica de ‘hipersuperficie no caracteristica para una ecuacion en derivadas parciales’.
Por otra parte, si V es una variedad holénoma irreducible, V = T;(V)Y una inmersién es no

caracteristica para V si y solamente si es transversal con respecto a w(V).

(V)
(V)

\\
=

Figura 6.1: A la izquierda se muestra una inmersién transversal (no caracteristica) y a la derecha,

una inmersién que resulta caracteristica.

Teorema 6.1.14. La hipdtesis de no caracteristico equivale a la condicion para todo M Dx-

modulo coherente:

Df* (GrM) es un haz coherente de GrDx — médulos.

Del teorema anterior se deduce lo siguiente:

Corolario 6.1.15. Df*M es un haz coherente de Dx-mddulos.

Para la demostracién del teorema ver [Phal3].

Definicién 6.1.16. (funtor derivado de imagen inversa) Si denotamos Mod(Dx) la ca-
tegorfa abeliana de Dy-médulos, D (Dx) la categoria derivada de Dx-médulos y D? (Dx) la

subcategoria de D(Dx) que consiste de complejos acotados. Vimos que se tiene el funtor

Df*: Mod(Dy) — Mod (Dx) exacto a izquierda.
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Consideremos ahora su derivado a izquierda LD f*
LDf*: D™ (Dy) —» D™ (Dx).
Tal funtor manda D? (Dy) a D® (Dx); finalmente, se denota Df* al funtor
Df* : Db (Dy) — Db (Dx).

Tal funtor se calcula de la siguiente manera. Sea N’ € D°(Dyx) y se elije una resolucién playa
Flat(M) de M. Entonces

Df*M = Dx_y ®;-1p, f'(Flat(M)) = Dxoy ®%1p, f7IM

Teorema 6.1.17. Sea f : X = Y un morfismo de variedades y sea M un Dy -mddulo coherente

tal que X es no caracteristico con respecto a M. Se tienen las siguientes propiedades

(1) H* (Df*M) =0 para k # 0.
(2) H° (Df*M) = Df*M es un Dx-mddulo coherente.

(3) Ch(Df*M) = faf7'Ch(M).

La demostracion del teorema no se realizara y se puede consultar en [Kas03]

Lema 6.1.18. Sean f : X - Y yg:Y — Z morfismos de variedades y supongamos que el

teorema anterior vale localmente tanto para f como g. Entonces

e Sigo f es no caracteristico para un Dz-mddulo N, entonces g es no caracteristico para

N en un entorno de f(X) y f es no caracteristico para Dg*N .

e Fl teorema anterior vale para go f.

Demostracion. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

T*X <3 X xy T*Y «2— X x3 T*Z

| Jo

P e Y s TR

o

™z
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Entonces se tiene que (9o f)g = faop, (9o flx =grody ¢ Ty Z C T%xZ. Para la primer

parte del lema se usa que por hipdtesis
67 (7 ChNNT32) < (90 NF'ChN) TR Z C X x7 T3Z.
Entonces, g;!Ch(N)NTyZ C Y xz T3Z (en algtn entorno de f(X)); es decir, g resulta no
caracteristica para A/ en algin entorno de f(X). Por el teorema anterior se tiene, entonces, que
Ch (Dg*N) = gag; *Ch(N). Ahora, como ¢ '1T}Y = ¢~} (de1 (T}"(X)) = (fao ) H(T%X) =
(g0 f)7" (T%X) =T%Z, se deduce que
(£ 9407 ChN) ) N TxY = ¢ (¢7 07 CR) (N T3Y )
=¢((go NF'ChN) N T3 2)
C (p(X XzTEZ) =X XyT;}Y.

Con lo que se tiene la primer parte del lema.

Para la segunda parte, notemos que D(go f)*N = Df* o Dg*N = D f*Dg*N, de donde se

obtiene que
Ch(Df*Dg*N) = faf;'Ch(Dg'N)
= faf7 9497 'Ch(N)
= fapd~ g7 'Ch(N) . .
= (g0 flalgo f)7'Ch(N).
O

Teorema 6.1.19. Sea f : X — Y un morfismo de variedades complejas y sea N' un Dy -médulo.

Si f no es caracteristica para N, entonces
f 'RHomp, (N,Oy) — RHomp, (Df*N,Ox)
es un isomorfismo, donde tal morfismo viene dado a partir de
f'RHomp, (N,Oy) — RHomp, (Df*N,Df*Oy)

y Df*Oy = Ox.

Antes de ver la demostracién, consideremos el siguiente caso particular:

Sea Y un subconjunto abierto de C*, sea X = {z=(z',...,2") €Y : 2! =0} y sea f el
embedding estandar. Se considera N' = Dy /Dy P con P € ’Dg,m) (Y) con oy, (P) # 0; luego,
Ch(N) = {(z;€) : om(P) = 0}, por lo que f es no caracteristica si y sélo si

om(P) (O,ZQ,...,Z";I,O,....O) # 0,
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lo que es equivalente a a(n ... 0) (0, o ,2") # 0; donde P = Zlalsm an0%.

Sea u el generador de Dy /Dy P, entonces Pu =0y

m—1
Df*N = @ Dxu; (uj=1lxoy ® Hu)
=0

De esta manera, RHomp, (Df*N,Ox) = O%. Esto dltimo significa que
HI (f_lR’Hom (N, Oy)) =0 para j#0 (6.1)

[~ Homp, (N,0y) = OF (6.2)

. Razonando de manera aniloga a como se hizo en la observacién 5.1.8 se toma la sucesién

exacta corta
03Dy =Dy - N =0

y se tiene que
Ker (Oy = Oy) (4 =0)
HJ (RHomDy (Na OY)) = gxt%y (N7 OY) = Coke’f' (OY —13) Oy) (j = 1)
0 (J #0,1)

La ecuacién (6.2) afirma que Coker(P) = 0, lo que implica la suryectividad de P : Oy — Oy

y (6.3) afirma f~!Ker (Oy L1 Oy) = O%. A continuacién se estudiara el morfismo en cuestién.

Para cada g € Ker ((9y A Oy) le corresponde un ¢ € Hom (N, Oy) que satisfaga ¢(u) = g.

Como ¢ : N'— Oy entonces se tiene que
Df*p: Oy ®-10, f'N = Ox ®;-10, f ' Oy.
Tal morfismo actia en u; de la siguiente forma:
(Df*¢) (uj) = (D) (1xoy 2 8u)

=1lxLy ® frp (3{U)

=fe (5‘f U)

= 18 (p(u))

= dglx

Por lo tanto se puede ver que el morfismo f~1Ker (Oy & Oy) asigna cada g con Pg = 0 a

(glx, .- 07 glx) € OF.
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El hecho de que tal morfismo sea un isomorfismo afirma que para funciones (vj);.”:_ol e O%

se puede resolver de manera Unica el siguiente sistema
Pg=20
Aglx =v; (0<j<m)
Lo cual se conoce como el teorema de Cauchy-Kovalevskaya

Teorema 6.1.20. Sea M un Dyx-mdédulo coherente. Sea Y una subvariedad no caracteristica

para M. Entonces, My = Oy oy, M =Dy_,x @p,, M es un Dy-mddulo coherente y
Homp, (M,0Ox) |y = Homp, (My,Oy)
es un isomorfismo

Teorema 6.1.21. (Cauchy-Kovalevskaya-Kashiwara) Sea Y wuna subvariedad de X de codi-
mension 1. Sea P un operador de orden m. SiY no es caracteristica para P; tomando
M = Dx/DxP se puede aplicar el teorema 6.1.20 para M. Mds ain, M resulta localmen-

te libre como Ox-médulo y, localmente My = DJ}.

Demostracién. Si M = Dx/DxP con P € Dx. Como se vio en capitulos anteriores:
Ch(M)={z" €eT"X : o,y(P)(z") =0}

donde o,,(P) denota el simbolo principal del operador P. Como Y es una hipersuperficie de X
de codimensién 1, para que Y sea no caracteristica con respecto a M es necesario y suficiente
que Y sea no caracteristica con respecto a P. M4s atn, si P es un operador de grado m, tomando

un sistema de coordenadas (U, z = (b, . 2")) donde Y = {z: gt = 0} podemos asumir que
P=08%+ P (2,0:)00 ' + ...+ Pn(2,0y)

donde 2’ = (2%,...,2"), 8y = (O,2,...,0:n) y Pi(z,0,) es un operador de grado i que no

depende de 0,1. Tenemos que
POy =00 + Py (2,8,) 00T + .+ Py (2,0,) 8

Por lo tanto, M estd generado (como Ox-médulo por 8¢ = 97} ... 0% (ay < m). Mas precisa-
mente:

M= @ 0xd

a1 <m

De hecho, si
Z fa(2)0 =0 en M

ai<m
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entonces

Z fa(Z)(')? ZQ(Z,az)P(z,(')z) (G301 Dx.

ai1<m
Comparando los términos de mismo grado para 9,1 sale que Q = 0. Por lo tanto, f, = 0.

Entonces,

My = Oy RKRox M = @ Oyé);" = @ 'Dy(’):ll

a1<m a1<m

y asi obtenemos la funcién

Hompy (M, Ox) ly = Homp, (My,Oy) = OF

U (u1y,azlu|y,...,a;"—1u|y)

donde u € Oxly es tal que Pu = 0. Gracias al teorema clasico de Cauchy-Kovalevskaya, resulta

claramente un isomorfismo. ) O

Demostracion. (de 6.1.19) La demostracién del teorema en cuestién se divide en casos y el
primero es considerar X como un hiperplano de Y con el correspondiente embedding de X
en Y como morfismo f. La hipétesis del teorema dice que N es un Dy-médulo coherente,
por lo que localmente se puede expresar como )_; Dyu;. Se define T;Yz Y N T‘SY. Sin
pérdida de generalidad se puede asumir que Y es un subconjunto abierto de C x C™ y que

X ={(t,z) € Y : t = 0}. Como vimos previamente en el capitulo, se tienen los morfismos
Ty E X xy Ty B1°X

Resulta sencillo notar que el morfismo f; : X xy T*Y < T*Y es un embedding; por lo que
7Y (Ch(Dyu;)) = Ch(Dyuj)N X xy T*Y. Por la definicién de no caracteristico, sabemos
entonces que

TxY (\Ch(Dyu;) [ X xy T*Y C X xy TyY.

[e]
De la dltima contencién se deduce que Ch (Dyu;) () TxY = 0; por lo tanto, existe P; € Dy de
manera tal que o (P;)™' (0)NT%Y=0y Pju; =0.
Definiendo Fo = @; Dy /Dy Pj se tiene la sucesién exacta corta

0N = Fo> N —=0.

Dado que Ch(N’) € Ch(Fp) [ es no caracteristica para N”’. De manera inductiva se puede

construir un complejo
o= A Fo=o2 N =0,

donde cada Fj, es de la forma @; Dy /Dy Py; con o (ij)_] (0)N T%Y = (. Por definicién, resulta
que Df*F, 2 Df*N.
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Por Cauchy-Kovalevskaya versién cldsica que se expuso anteriormente, se tiene que
f'RHomp,, (Fi, Oy) = RHomp, (D f*Fi,Ox).

El resultado final se obtiene ya que Ny F, son isomorfos en D~ (Dy) y Df*F, y Df*N en
D~ (Dx).
Para el segundo paso, se asume que f es un embedding y factorizamos a f por medio de
x I x L,y
f

donde X’ es un hiperplano de Y. Por el lema 6.1.18 se tiene que

f'RHomp, (N,0y) = () (f") 'RHomp, (N, Oy)
= (') "RHom,, (D(")"N, Ox)
> Rtomoy (D(') D" N, Ox)
=~ RHomp, (Df*N,0Ox).

Se ve, ahora, el caso en el que f es un morfismo suave. Sea Q}( Iy el haz de 1-formas relativo
a f. Es decir

o Oy = Coker(f*Qy — Q%)
® Q’))(/y =HF Qﬁ(/y
Se tiene, entonces, el complejo de De Rham relativo
Wy = Uy = = Qyyy =0
donde n es la dimensién de las fibras de f. Tal complejo induce
Qg(/y Koy Dx = ...— QT)L(/Y Rox Dy
Aplicando el funtor Homp, (e, Dx) se tiene
n
DX $— 'Dx ®@X @X/Y T DX ®Ox /\eX/Y

donde Oy = Homoy (Q}(/y: C’)X).

Proposicién 6.1.22. Sea f: X =Y un morfismo suave con fibras de dimension n, entonces

0<—-Dx_,y(—Dx(—...(—DxéQ@X/\@AX/y(—O

es eracta.
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Para la demostracién consultar [HT07].

Lema 6.1.23. f~'Oy = RHomp, (Dx—y,0Ox) en D (f1Dy).

Demostracion. Por la proposicién anterior se tiene que RHomp, (Dx—y,Ox) puede ser repre-

~

sentado por el complejo Homp, (D x ®ox N\*Ox/y,0 X) = 0% Y Tomando cohomologia en

el complejo de De Rham relativo se tiene que

) {7or 6=0)

By 0 (#£0)

Con el lema se puede ver que si f es un morfismo suave, entonces

RHomp, (Df*N,Ox) = RHompy (Dxoy ®}-ip, [N, Ox)
=~ RHomy1p, (f7'N,RHomp, (Dxy,0x))
= RHom-1p, (f'N, f'Oy)
~ f'RHomp, (N, Oy).

Para el tltimo paso, se toma f =poj,donde j: X — Z = X XY es el morfismo que manda

z— (z,f(z)) yp: Z =Y es el morfismo proyeccién. Por los pasos previos, se tiene que
RHomp, (Df*N,Ox) = RHomp, (Dj*Dp*N, Ox)

= j_lR'HomDZ (Dp*N, Oy)
~ j~1p~'RHomp, (N, Oy).
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Capitulo 7

Complejos de solucién holénomos

7.1 Haces constructibles

En lineas generales, un haz constructible es un haz que puede ser armado a partir de sistemas

locales, a continuacién se desarrollard con precisién tal nocién.

Definicién 7.1.1. Sea X una variedad compleja. Una estratificacién de X es una descomposi-

cién de X como unién disjunta

X =| | Xa
o

donde X, # @ son subconjuntos conexos (estratos) tal que X, = | |5 X3 (con {Xj} algunos de

los estratos) {X,}; Xo v X, son variedades complejas.

Definicién 7.1.2. Un Cx-médulo M se dice constructible si existe una estratificacién X =
L] Xa tal que la restriccién M|x, es un sistema local. El concepto de haz constructible se
extiende al de categorias derivadas en D? (Cx); un objeto M* de D? (Cx) se dice constructible

si sus haces de cohomologfa son constructibles. Tal categorfa se denota D2 (Cx).

Observacién 7.1.3. El funtor natural D (Const (Cx)) <+ D?(Cx) no es una equivalencia de

categorias.

Definicién 7.1.4. (Condicién de Whitney) Dado X una variedad compleja, una estratifica-
cion de Whitney es una estratificacion por subvariedades de manera tal que, dados dos estratos
Y, Y’y sucesiones (yi)jen €Y (i)pen €Y'

e Siy; =y €Y'y los espacios tangentes T,,Y convergen a v, entonces 1) C T, Y’

o lim (y; — ¥i) /|lyi — yi|| = 6 existe en Ty:Y’

71
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Se sigue que 6 € 1

Es bien sabido (aunque no se demostrard aqui) que la condicién de Whitney es intrinseca;
es decir, no depende del sistema de coordenadas empleado. En lineas generales, la condicién de
Whitney lo que asegura es que si § es el limite de secantes formadas por una sucesién dada a
partir de pares (y;, y;) en estratos Y, Y’ entonces § € 1)(donde 1) representa el limite de espacios
tangentes como fue definido antes). En otras palabras, si una estratificacién cumple la condicién
de Whitney significa que el espacio tangente T,Y estd contenido en cada limite de espacios

tangentes cercanos del estrato Y’. Mirando en los fibrados cotangentes, esto da la inclusién
=N (Y)N Ty, (X) C Ty (X).

Sea X una variedad compleja. La categoria derivada de haces construibles se denota DY(Cx).
Sea F un objeto de D’(Cx), se dice que una estratificacién de Whitney {X,} es F-regular si
la restriccién de cada haz de cohomologia de F a cada estrato es cero o un sistema local. Cada

complejo de haces C-construible tiene alguna estratificacion de Whitney regular.

7.2 Solx(M) es constructible

Si M es un objeto de D}, (Dx) entonces el funtor de solucién Solx aplicado a M est4 en
DY(Cx). El objetivo de la seccién es ver que Soly (M) € D? (Cx).

Para verlo, primero deberemos establecer algunos resultados acerca de la prolongacién de

soluciones bajo deformaciones no caracteristicas.

Notacién. Si X es una variedad compleja, denotamos Xpg la variedad real subyacente. la
estructura compleja de X da la descomposicién de cada 1-forma en Xp en formas del tipo (1,0)

y (0,1). Si ¢ : X — C se descompone dy en 9y + dy; por lo tanto, (z,0p(z)) € T*X.

Ejemplo 7.2.1. Sea X = C"y ¢(z) = |z1/*+. ..+ |zn|?, por lo tanto, dp = . Trrdrp+ 3. 2dT.
Es decir, 0p(z) = > Zpdzr. Si (z,€) son las coordenadas canénicas en T*X se tiene que

(20p(z)) = (z,€), con £ = T, para cada k.

Definicién 7.2.2. Sea Q = {z € X : ¢(z) < 0} un dominio C* donde ¢ : X — R es diferenciable
y dp(z) # 0 para cada z € 9Q. Asumiendo que Q@ € X de manera tal que 9 sea una
hipersuperficie compacta real de tipo C!. Se define

No(X) ={(z,0¢(x)) : 2 € 0Q} c T*X

Definicién 7.2.3. Se dice que un dominio 2 relativamente compacto de tipo C? tiene frontera

no caracteristica con respecto a un M € D%, (Dx) si SS(M)NNgX = 0.
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Proposicién 7.2.4. Si Q) tiene frontera no caracteristica con respecto a M € Db, (Dx). En-
tonces R x_q o Solx (M) |aq = 0.

Demostracion. Si K = X — Q veamos que RI'g o Solx (M) = RHomp, (M,RI'k (Ox)).
Sea (M) una resolucién inyectiva de M y usando que 'k (i (M)) es un complejo de médulos

inyectivos.

RHomp, (M,RFKOx) = Homp, (M.,FK (1(@)()))
=Tk (Homp, (M,i(0x)))
= RI'x o RHomp, (M,Ox)

Haciendo induccién sobre la cantidad de médulos de cohomologia no nulos de M se puede
reducir la demostracién de la proposicién al caso en el que M es un complejo de un tnico grado.

Por el resultado que se mostrd recién se puede ver que la sucesién espectral
ERT = &vt%x (M, H} (Ox))

converge a Rk (Solx (M)). Si se puede mostrar que EY?|5q = 0 para cada p,q se tiene el

resultado deseado.

Sea zg € 00 y se considera la familia A de gérmenes de Dx-mddulos coherentes en zgy cuya

variedad caracteristica no contiene a (zg, 9p(z9)). Se mostrara que
E.rt%x’zo (Mzoleg( (OX,zn)) =0

para cada p,q y M € A. Cada P € Dx 4, cuyo simbolo principal no es cero en (zo, dp(x¢))
cumple que Dx/DxP € A. Ya que M es coherente, se puede notar localmente como suma
finita de médulos de la forma Dy /Dx P donde cada uno de los sumandos cumple que su simbolo
principal en (zg, d¢(x)) es distinto de cero por hipétesis de frontera no caracteristica. Es decir

que, entonces, la demostracién se reduce al caso M = Dy /DxP.

El médulo Dx /Dx P tiene una resolucién libre de longitud uno, por lo que para ver que
sus grupos Ext? son nulos alcanza con ver p = 0,1. Tales casos, como se vio en capitulos
anteriores, corresponde a ver que el conticleo y nicleo definidos por P son nulos en H'}{ (O X)a:o
para cada g > 0. Dado que o(P)(zo, p(z0)) # 0 se tiene que P : Hi (Ox),, — Hi (Ox),, es
biyectivo. O

Observacién 7.2.5. Para la verificacién de la dltima afirmacién del teorema se utilizan herra-
mientas de andlisis microlocal, que no seran discutidas en el trabajo, para referencias consultar

[Kas03].
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Definicién 7.2.6. Sea {{;} una familia de dominios relativamente compactos de tipo C*.
Se dice que satisfacen la condiciéon de Mittag-Leffler si se cumple lo siguiente para la familia
{%:0<t <1}

Qt:UQs ; ﬁ?:ﬂﬂs.

s<t s>t
Fl siguiente resultado da una prolongacién del complejo de soluciones de un complejo coherente

bajo la hipétesis de no caracteristico.
Teorema 7.2.7. Sea una familia {Q} como antes que satisface la condicion de Mittag-Leffler.

Para cada M en Dgoh (Dx) donde 04 son no caracteristicas para M cuando 0 < t < 1, entonces

el morfismo de restriccion
RT (24, Solx (M)) — RI (£, Solx (M))

es un isomorfismo para cada 0 <t < 1.

Para la demostracién del teorema, ver [Bjo13]

En lo que sigue se trabajara localmente y se asumird que X = {(z1,...,z,) € C": |z;| < r}
para algin r > 0. Se ve claramente que si se denota B; a la bola de radio € > 0 centrada en el
origen, entonces la familia ; = By, con 0 < ¢ < 1 satisface la condicién de Mittag-LefHer para

cada g9 > 0.

Proposicion 7.2.8. Sea M un Dx-mddulo coherente tal que existe algin ¢ tal que OB, es no
caracteristico para M con 0 < € < g9. Entonces, el stalk en el origen del haz &ct%\( (M, Ox)

es un espacto vectorial de dimension finita para cada p > 0.

Antes de ver la demostracién vamos a recordar un resultado de andlisis funcional. Definimos

un complejo de espacios de Frechet acotado como un complejo
dm=
0 RABRY . "R 40
donde F; son espacios de Frechet y los d; son operadores lineales continuos.

Consideremos dos complejos acotados V* y W* y supongamos que existen morfismos 7% :

Vi — W* que son operadores compactos de manera tal que el diagrama

d d dm
0 y Vo —a V| —— ... =24V, y 0
A [
d, d; di_q
0 » Wo —— W) — ... =25 W, » 0

conmuta. Silos morfismos inducidos en sus respectivas homologias son isomorfismos (es decir, el
conjunto de morfismos T* es cuasi-isomorfismo) entonces los grupos de cohomologia son espacios

vectoriales de dimensién finita.
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Demostracion. Asumiendo que M es un Dx-moédulo coherente se puede achicar g de manera
tal que M tenga una resolucién libre acotada sobre Dx cuyos diferenciales estan dados a partir
de matrices con coeficientes sobre Dy (Bg,). Entonces, se tiene que Solx (M) estd representado
por

00¢ —>...5 03 —0.

El morfismo de restriccién j : Ox (Bg,) = Ox (B¢) resulta un operador lineal compacto entre
los dos espacios. Por el teorema 7.2.7 y las hipétesis de la proposiciéon, resulta que el morfismo
inducido Ox(Bg,)* — Ox (B:)*® es un cuasi-isomorfismo para cada 0 < € < &g y, por lo tanto,
por el resultado de anélisis funcional previamente mencionado, sus respectivas homologias son
espacios vectoriales de dimensién finita; es decir, el stalk en el origen de Sxt%x (M,Ox) es un

espacio vectorial de dimensién finita para todo p > 0. O

Teorema 7.2.9. Sea M € D}, (Dx). Entonces Solx (M) es un complejo de haces construible
y toda estratificacion de Whitney {Xa} tal que Ch(M) C UT%_(X) es una estratificacion regular
con respecto a Solx (M).

Demostracién. Para empezar se puede ver que, para cada triangulo exacto en Dé’ (Cx) si dos de
sus vértices son construibles, entonces el tercero también lo es. Por tal razén, se puede considerar
sin pérdida de generalidad el caso en el que M es un complejo de un sélo grado. Se considera
una estratificacién de Whitney {X,} tal que Ch(M) C UT% X. Para empezar, hay que ver

que los haces Emt%x (M, Ox) | x, son localmente constates para cada p, a.

Se toma X, uno de los estratos y zg € X,; tomando coordenadas locales consideramos la

familia Q;(z) = {y € B, : |ty — (1 — t)z| < eot}.
Existe un g9 > 0 de manera tal que
N;;Q'.(m)(X) NUTx,X* =0;z€ XoN B, paracada 0 <t < 1.

Dado que ;(z) = Be, para cualquicr z € X, N Bg, de la inclusion Ch(M) C UTx,X™ y el

teorema 7.2.7 se deduce que los morfismos
RI (Be,, Solx (M)) = RI (4(z), Solx (M))

son isomorfismos para cada z € X, N B, y cada t > 0. Tomando ¢ arbitrariamente chico, se

tiene que los haces restringidos Sxt%x (M, Ox)|Xqa N Be, son constantes para cada p.

Para finalizar el teorema falta ver que los haces Ezt%x (M, Ox) tienen stalks de dimensién

finita. Sea g € X y se toma un sistema de coordenadas locales centrado en zg; el teorema

de Bertini-Sard se aplica a Ch(M) y la funcién p(z) = |z — zo|?. Esto 1ltimo muestra que el




76 CAPITULO 7. COMPLEJOS DE SOLUCION HOLONOMOS

gérmen del Dx-mddulo coherente M satisface las hipétesis de la proposicién 7.2.8, con lo que

se tiene el resultado. O

Para terminar el trabajo se mencionara la correspondendecia de Riemann-Hilbert. Como
vimos anteriormente, tenemos dos categorias D?, (Dx) y D% (Cx) para una variedad compleja
X y un funtor

DRy : Db, (Dx) — D% (Cx).

Teorema 7.2.10. Sea X una variedad compleja. Entonces se tiene una equivalencia de cate-
gorias

Dz, % D¢ (Cx)

dado por el funtor de De Rham.

Consideremos ahora el problema niimero 21 de Hilbert que fue expuesto en el Capitulo 3.
Sea P un operador diferencial y sea X = C — S con S un conjunto finito y supongamos que
P es regular en cada s € S; es decir que P € Mod,, (Dx). Entonces, se puede construir
una representacién de 7 (X, z) (monodromia) por un procedimiento andlogo presentado en el
Capitulo 3. Concretamente, el problema ntimero 21 de Hilbert pregunta si se puede ir en el
sentido inverso del que se acaba de hacer; por el teorema formulado recién se puede responder
afirmativamente la pregunta y, més ain, se puede generalizar tal situacién a n variables en

dimensién n.
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