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Introduccion

En el articulo [15] del anio 1975, Kenneth Brown hace referencia por primera vez al poset
de p-subgrupos no triviales de un grupo G, que denotamos S,(G). Al complejo asociado
al poset Sp(G) se lo denomina a menudo “complejo de Brown” y lo denotamos K(S,(G)).
Recordemos que en general, a todo poset X podemos asignarle el complejo simplicial
K(X) cuyos simplices son las cadenas finitas no vacias de X. De esta manera, pasando a
la realizacién geométrica del complejo K(X), tiene sentido hablar de grupos de homotopia
y de homologia del poset X. En [15], Brown demuestra entre otras cosas que la carac-
terfstica de Euler de K(S,(G)) es congruente a 1 médulo |G/, es decir, x(|K(S,(G))|) =1
mod (|G|p), donde G es un grupo finito y |G|, es la potencia més grande de p que divide
al orden de G'. En 1978 D. Quillen [28] estudia con mds profundidad el tipo homotépico
del complejo K(S,(G)) para G un grupo finito comparandolo con un nuevo poset, al que
denota A,(G) y que consiste de los p-subgrupo elementales abelianos G. Recordemos que
un p-grupo es elemental abeliano si es abeliano y de exponente p. Equivalentemente, si es
isomorfo a ZZ para algin n > 1. A su complejo asociado se lo conoce como “Complejo de
Quillen”. Utilizando una versién para posets de su reconocido teorema A, Quillen prueba
que K(S,(G)) y K(Ap(G)) son homotdpicamente equivalentes. También observa que si G
posee un p-subgrupo normal no trivial entonces K(S,(G)) es contractil, y luego conjetura
que vale la reciproca. Es decir, si K(S,(G)) es contractil entonces G posee un p-subgrupo
normal no trivial. Quillen demuestra algunos casos de la conjetura en su articulo, como
por ejemplo el caso en que G es un grupo soluble. Hasta el momento, la conjetura sigue
abierta, pero se hicieron importantes avances sobre ella. El estudio del tipo homotépico de
estos dos complejos ha despertado mucho interés entre la comunidad matematica. Uno de
los trabajos mds importantes es el Aschbacher y Smith [3] donde logran reducir la conje-
tura a ciertos casos particulares, habiéndola demostrado para la “mayoria” de los grupos.
Sus trabajos se basan esencialmente en la Clasificacién de grupos finitos simples. Esto de
alguna manera nos dice que en el fondo hay una estrecha relacién entre la estructura del
grupo y la estructura de los posets A, (G) y S,(G), pareciendo casi ineludible la posibilidad
de evadir argumentos que involucren teoremas fuertes sobre clasificacién de grupos finitos.
También, en [3], Aschbacher utiliza los teoremas de clasificacion de grupos para describir
los grupos, médulo cierta conjetura, cuyos S,(G) es simplemente conexo. También se uti-
lizaron otros tipos de argumentos para avanzar sobre este tema. Por ejemplo, en el trabajo
de Hawkes e Isaacs (ver [19]), utilizan argumentos mds combinatorios para ver que si G
es un grupo soluble con p-Sylows abelianos, entonces G' posee un p-subgrupo normal no
trivial si y solo si x(Sp(G)) = 0.

En 1984 R.E. Stong investiga la conjetura de Quillen y la relacién entre los posets
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Ap(G) v Sp(G) desde un enfoque totalmente novedoso, analizando a ambos posets como
espacios finitos. Un poset finito puede ser visto como un espacio topoldgico finito en el
cual los abiertos son los “downsets” del poset. En la década del 60, Stong ([31]) y McCord
([25]) investigaron la topologfa de los espacios finitos comparéndola con la topologia de los
complejos simpliciales asociados a los posets correspondientes. Lo que demuestra McCord
es que un poset X visto como espacio finito es débilmente equivalente a su complejo aso-
ciado K(X). Esto resalta la diferencia que existe entre una equivalencia homotdpica entre
complejos simpliciales y una equivalencia homotdpica entre espacios finitos: mientras que
para los complejos simpliciales una cquivalencia homotépica es lo mismo que una equiv-
alencia débil (teorema de Whitehead), para espacios finitos no lo es (no vale el teorema
de Whitehead). De esta manera, tener un complejo simplicial C(X) contrdctil, en un
principio solo nos dice que el poset X es homotdpicamente trivial. Aplicando esto a los
posets de Sp(G) y A,(G), Stong demuestra que la existencia de un p-subgrupo normal no
trivial es equivalente a que el poset S,(G) sea contréctil, y que por lo tanto la conjetura de
Quillen se puede estudiar desde otro punto vista: si K(S,(G)) es contréctil, entonces S, (G)
es contrdctil. O de manera equivalente, si S,(G) es homotépicamente trivial, entonces es
contraictil.

Este enfoque de Stong dio lugar a muchas nuevas preguntas relacionadas sobre el tipo
homotédpico del poset. Por ejemplo, Stong muestra que el poset A,(G) que introdujo
Quillen no es homotdpico a Sp(G). Sin embargo, observa que si Ap(G) es contréctil
entonces Sp(G) es contréctil, y una de las cosas que se pregunta es si valdra la reciproca.

En [6], Jonathan Barmak retoma el enfoque de Stong sobre el estudio del tipo ho-
motdpico de los posets Sp(G) y Ap(G) y muestra, por ejemplo, que en realidad tienen
el mismo tipo homotdpico simple como espacios finitos. Esto le permitié reformular la
conjetura de diversas formas, mostrando que la existencia de un p-subgrupo normal no
trivial en G es equivalente, por ejemplo, a que el poset S,(G) sea G-colapsable.

A partir de todo esto y de la pregunta de Stong sobre si la contractibilidad de S,(G)
implica la del poset A, (G), nosotros en este trabajo investigamos un poco mds a fondo qué
significa la contractibilidad del poset A,(G) y cudndo es homotdpicamente equivalente a
S5,(G). Respondemos a la pregunta de Stong mostrando que existe un grupo G para el
cual §,(G) es contractil y A,(G) no, por lo que el estudio de este dltimo poset parece
requerir de mas teoria. Una de las cosas que observamos inmediatamente es que todos los
contraejemplos que encontramos para los cuales S,(G) y A,(G) no son homotipicamente
equivalentes son para el primo p = 2. Todavia no sabemos si hay contraejemplos para
primos impares. Para buscar y analizar ejemplos utilizamos los programas SageMath y
GAP. Vimos por ejemplo que el grupo de orden mds chico para el cual Sp(G) es contréctil
v A,(G) no es de orden 576 = 29 x 32, Ademds pudimos probar que para grupos de orden
p* * g, ambos posets son homotdpicamente equivalentes, lo cual nos permite descartar
una gran cantidad de casos a la hora de buscar contraejemplos y probar, junto con otros
resultados, que el orden mds chico para el cual existe un grupo G con S,(G) y Ay(G)
no homotépicamente equivalentes es 72, mientras que el que habfa exhibido Stong era Sj
de orden 120. Si uno quisiera buscar un contraejemplo para la contractibilidad con otro
primo, por ejemplo, para p = 3, uno piensa que como minimo tal primo esté con potencia
6, ya que cuando analizamos para el primo 2 el primer contraejemplo que encontramos
fue con potencia sexta. En tal caso, el orden mds chico que deberfamos chequear es
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22 % 35 = 4 % 729 = 2916, y este no estd en la tabla de grupos chicos GAP, por lo cual
no tenemos una manera directa de buscar un contraejemplo. De hecho, tanto para 2
como para 3 probamos con potencias cuartas y quintas, y no encontramos contracjemplos
respecto de la contractibilidad. Queda abierta entonces la pregunta de si los posets S,(G)
y A,(G) son homotdpicos para primos impares, y si no fuese asi si la contractibilidad de
Sp(G) implica la de Ay(G).

En el estudio de la contractibilidad del poset A, (G), introdujimos la nocién de con-
tractibilidad en n pasos, la cual solo tiene sentido cuando estamos trabajando con posets,
o equivalentemente, espacios finitos Ty. Un poset X es contractil en n pasos si existen
n + 1 morfismos de posets fo, fi,..., fn : X = X y un elemento distinguido zy € X de
manera que fo =idy, fr, =cteg, v fo < fi > fo<...obien fo > fi < fa > .... Enel
caso del poset A, (G), la contractibilidad en 0, 1, 2 y 3 pasos se puede describir en términos
de cierto subgrupo de G. Hasta el momento, no pudimos encontrar una caracterizacion
general para la contractibilidad de A, (G) en n pasos en términos de un subgrupo en par-
ticular sin necesidad de pasar por el poset A,(G). Sin embargo, cuando probamos en
SageMath, luego de introducir algunas restricciones coherentes para los grupos, vimos que
hay muy pocos grupos G para los que Ay,(G) es contréctil en mds de dos pasos. Esto nos
hace preguntar qué tan exdticos son tales grupos, si hay alguna relacion entre todos ellos
y en cuantos pasos son contractiles, o si no lo son. De esta manera, pudimos restringir
significativamente la bisqueda de grupos G para los que S,(G) es contréctil y Ap(G) no
es contractil en menos de tres pasos, con el primo p = 2. Una vez que obtuvimos una
lista mucho més pequenia (de tan solo 28 grupos), con otro programa hecho en SageMath
analizamos si el poset A,(G) era contrictil o no. Esto nos llevd a la conclusion de que el
primer grupo para el cual A,(G) no es contréictil y S,(G) si, es el grupo de orden 576 e
id 8654 de la tabla de SmallGroups de GAP. Ademas nos dio que es el tinico grupo de tal
orden con esa propiedad.

En el capitulo 1, damos los resultados tedricos bédsicos que necesitaremos a lo largo de
este trabajo. En el capitulo 2, introducimos los posets S,(G) y A,(G), estudiamos algu-
nas propiedades homotdpicas basicas y demostramos la conjetura de Quillen para el caso
soluble, traduciendo todo al lenguaje de espacios finitos y en algunos casos haciendo de-
mostraciones alternativas a las que se encuentran en la literatura. Describimos brevemente
otros casos de la conjetura y el trabajo de Aschbacher-Smith sobre la misma. También
probamos de manera alternativa que los espacios topoldgicos |K(Sy(GQ))| v [K(AL(G))]
tienen el mismo tipo homotépico G-equivariante y damos distintos enfoques sobre la con-
jetura de P. Webb (actualmente probada) que afirma que |[K(S,(G))|/G es contractil.
Finalmente en el capitulo 3 describimos la nocién de contractibilidad en pasos y traba-
jando con reticulos reducidos atémicos y coatomicos, logrando describir explicitamente la
cantidad de pasos necesarios para la contractibilidad de este tipo de posets. En particular,
esto se aplica al poset A,(G). Ademads incluimos varios resultados parciales que nos per-
miten decidir cudndo los posets A, (G) y S,(G) son homotépicos. Por ejemplo, describimos
explicitamente cudndo A,(G) C Sp(G) es un retracto, qué quiere decir la contractibilidad
de Ap(G) en a lo sumo 3 pasos, si el grupo es de orden p®g entonces ambos posets son ho-
motdépicamente equivalentes. Por tltimo, cerramos ese capitulo con un andlisis del grupo
diedral y algunos ejemplos que desaffan nuestra intuicion.




Lista de simbolos

Sean G, H dos grupos finitos y 7 C N un conjunto finito de niimeros primos.

1

G°P
H<LG
H<G
1< H
HAG
H char G
Z?L

1G]
ord(g)
9. 1]

gh

HY
gH
Hg
G/H
|G : H|
Gx H
GxH
(S)
XY
|G|z
Gy
my(G)
p(B)
Z(G)

elemento neutro o grupo trivial

grupo opuesto a G

H subgrupo de G

H subgrupo propio de G

H grupo no trivial

H subgrupo normal de G

H subgrupo caracteristico de G

grupo ciclico de orden n

orden del grupo GG

orden del elemento g

es el elemento ghg=th™!

es el elemento h=!gh

es el subgrupo g~ 'Hyg

coclase a izquierda

coclase a derecha

conjunto de coclases. grupo cociente si H < G
indice de H en G, el cardinal del conjunto G/H
producto directo de G'y H

producto semidirecto de G' por H

subgrupo generado por los elementos de S

para X,Y C G, es el conjunto {zy:z € X,y € Y}
mayor divisor de |G| que es potencia y producto de los primos de 7
es |G|r para m = {p}

la potencia de p mas grande que divide a |G|

si B es un p-toro finito, es la dimensién de B como Fj,-espacio vectorial
el centro de G: {z € G : zg = ga para todo g € G}
el conmutador de Gy H: ([g,h]: g € G,h € H)

el derivado de G, el subgrupo [G, G]

el centralizador de h en G: {g € G : [g,h] = 1}

el centralizador de H en G: {9 € G : [¢9,H| = 1}
el normalizador de H en G: {g € G : H9 = H}

11
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Q1 (H) subgrupo de H generado por los elementos @ € H tales que P =1
Sylp(G) conjunto de p-subgrupos de Sylow de G
np cantidad de p-Sylows de &G
0:(G) m-subgrupo normal més grande de ¢
Ker(f) nicleo del morfismo de grupos f
Im(f) imagen del morfismo de grupos f
€ automorfismo de G' que es conjugar por g
End(G) endomorfismos del grupo G
Aut(G) automorfismos del grupo ¢
Inn(G) automorfismos interiores del grupo G
CGSF Clasificacion de grupos simple finitos
Sn grupo simétrico en n letras
Ay, grupo alterno de n letras
F(G) subgrupo de Fitting de G
F*(G) subgrupo de Fitting generalizado de G

Supongamos que G actia a derecha en un conjunto X.

Sym(X)
mg
X9

grupo de funciones biyectivas de X con la composicion
notacién para la accién a derecha (2, g) — a9

el conjunto de elementos de la forma 29, conz € X y g€ G
es el conjunto de puntos fijos de la acciéon de G en X

es la dérbita por la accion de G del elemento z € X

es el estabilizador por la accién de G del elemento z € X

Sean X, Z dos G-posets, sea Y C X y sean z,y € Y.

abierto mas chico en Y que contiene a x
clausura de {z} en Y

es UY —x
es UY
T

es FY —zx
5 Y
es F;

complejo simplicial asociado al poset X
poset de caras del complejo simplicial K
el elemento y cubre a x

altura del poset X

altura del elemento z, o sea h(z) = h(U,)
colapso fuerte de X a Y

colapso fuerte equivariante de X a 'V

colapso elemental de X a Y
colapso de X a Y

12
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X%V colapso elemental equivariante de X a Y
XY colapso equivariante de X a Y
XN Z X se deforma a Z, mismo tipo homotdpico simple
XA 2 X se G-deforma a Z, mismo tipo homotépico simple equivariante
X~Z mismo tipo homotdpico
X~Z mismo tipo homotdpico débil (mismos grupos de homotopia)
w
X equivalencia débil candnica py : |[K(X)| — X, definida por
175'% (27 tix;) = mingaz;
X2z equivalencia débil
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria basica de grupos finitos

En este trabajo asumimos que todos los grupos que utilizamos son finitos. La mayoria
de las definiciones y proposiciones que nombramos pueden encontrarse en cualquier libro
béasico de algebra que incluya teoria de grupos. Para una demostracién y entendimiento
mas profundo de los teoremas mas avanzados que aparecen hacia el final de esta seccién
recomendamos el excelente libro de I. Martin Isaacs [24]. El lector que posea un minimo
de conocimiento sobre teoria de grupos finitos puede saltearse esta seccién tranquilamente.
La mayoria de las notaciones que damos sobre grupos pueden consultarse en la Lista de
Simbolos.

Sea G un grupo finito. Para referirnos a un subgrupo H de G, notamos H < G. Al
subgrupo trivial lo notamos como 1 o {1}, y para decir que H es un grupo no trivial
escribimos 1 < H. En general, para decir que H es un subgrupo propio de G notamos
H < G. Si X C G es un subconjunto, el subgrupo generado por X lo notamos (X). El
grupo opuesto de G lo denotamos GP.

Si X,Y C G son dos subconjuntos, entonces XY = {zy : ¢ € X,y € Y}. Este
conjunto no es necesariamente un subgrupo de G. En el caso de que X,Y < G son
subgrupos, entonces XY < G si y solo si XY =V X.

El orden del grupo G es la cantidad de elementos que posee y lo notamos |G|. El orden
de un elemento g € G es el orden del subgrupo ciclico (g). Lo notamos |g| = ord(g) y tiene
la siguiente propiedad: si g" = 1, entonces ord(g) | n. Si p es un primo, el nimero |G|, es
la potencia de p mds grande que divide a G. Esto es, si |G| = p®m con p y m coprimos,

entonces |G|, = p®. También escribimos m = |G|y. Mds en general, si {p1....,pn} es
un conjunto de primos tales que |G| = p{*...p4", y © C {p1,...,pn} es un subconjunto,
entonces
i
Gl = H B
P ET
y
v
iipi @

Notamos 7" = {p1,...,pn} — 7 al complemento de 7. Un 7-grupo es un grupo G tal que

15
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|G|z = |G|. Asi, un p-grupo es un grupo G cuyo orden es una potencia de p. El grupo
trivial es considerado un 7-grupo. De la misma manera se tiene la nocién de m-subgrupo.
También podemos escribir 7(G) para denotar al conjunto de primos p que dividen al orden
de G. De esta manera, G' es un 7-grupo si y solo si 7(G) C 7.

De los teoremas de Sylow (ver teorema 1.1.11), si p es un primo que divide al orden
de G, entonces existen subgrupos de orden |G|, que llamamos p-Sylows, y son todos
conjugados. Ademas, si nj, denota a la cantidad de p-Sylows, entonces p | np—1yn, | |G|,
Los teoremas de Sylow también nos dicen que todo p-subgrupo de G estd contenido en
algin p-Sylow. Es inmediato ver que los p-Sylows son los p-subgrupos maximales de G.
Notamos por Syl,(G) al conjunto de p-subgrupos de Sylow de G. Si p no divide al orden
de G, entonces Syl (G) = {1}. Escribiremos m,(G) para denotar el mayor entero o tal
que p* | |G|. Es decir, my(G) = log,(|G|,).

Si H < G es un subgrupo, el conjunto de coclases a derecha de H en G es

G/H ={Hg:g€ G}

donde Hg = {hg : h € H}. De manera andloga tenemos las coclases a izquierda. Recorde-
mos que dos coclases son iguales o disjuntas y que G es unién disjunta de estas. El indice
de H en G es el cardinal del conjunto de coclases G/H y lo notamos |G : H|. Del teo-
rema de Lagrange, tenemos que |G| = |H||G : H|. Ademds, si K < H < G, entonces
|G : K| =|G: H||H : K|. En particular, si g € G entonces ord(g) | |G].

Si g € G, notamos por ¢ : G — G al morfismo de grupos dado por

eg(h) = ghg_1

También escribimos h9 = Cg—l(h) = ¢ 'hg. Si X C G es un subconjunto, entonces
=1 5 .
X9=cp1(X)={9 29: v € X}
Tenemos un morfismo candnico
O : G — Aut(G)
g = ¢y

El micleo de este morfismo son los g € G tales que ¢, = idg. Esto es, los g € G tales
que ghg~! = h para todo h € G. Este subgrupo es el centro de G y lo notamos Z(G).
Un grupo G es abeliano si Z(G) = G. La imagen de este morfismo ® es Inn(G), el
conjunto de antomorfismos interiores. Esto es, el conjunto de automorfismos dados por
la conjugacién por un elemento de G. De los teoremas de isomorfismos 1.1.6 se tiene que
Inn(G) ~ G/Z(G).

Supongamos que G actia a derecha en un conjunto X, y tomemos elementos g € G
y € X, entonces denotamos z¢ a la accién de g en z. Si Y € X es un subconjunto,
entonces Y9 = {y? : y € Y}. Si 2 € X, la érbita de « por la accién de G es el conjunto
O, = ¢(z,G) y el estabilizador de 2 en G es el subgrupo de G

Ge={pel@:ia? =n}
El conjunto de puntos fijos de la accién es

X¢={zreX:29=2zparatodo g€ G}

16
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Si H < @G es un subgrupo, podemos considerar la accién de I en X que es la restriccion de
la accion de GG. De manera andloga, si Y C X es un subconjunto invariante por la accién de
G, podemos restringir la accion de G a Y. Recordemos que Y es invariante, o G-invariante,
si Y9 =Y para todo g € G. Recordemos que si z € X, entonces |0 = |G : G|, y en
particular |G| = |Gz||Og|.

La accion regular de G es la accion de G sobre s{ mismo que esta dada por multiplicar.
Esto es, la accién que proviene de la funcion G' x G — G dada por (g, h) — gh.

La accion de G sobre si mismo por conjugacién (a derecha) estd dada por la funcién
c:GxG = G, clg,h)=g" =h"lgh. Sige G, entonces la érbita de g por esta accién
es la clase de conjugacion de g en G. Si restringimos la accion a un subgrupo H < G, la
érbita es la clase de conjugacién de g en H. La notamos Cly(g). Dos elementos de G que
estdn en la misma clase de conjugacién se dicen conjugados. El estabilizador de g € G
es el subgrupo {h € G : g" = g}, es decir, es el centralizador de g en G, que notamos
Cq(g). Més en general, si L(G) denota el reticulado de subgrupos de G, entonces G actiia
en L(G) por conjugacién. Si H € L(G), la érbita de H es la clase de conjugaciéon de H
y es el conjunto Clg(H) = {HY : g € G}. Dos subgrupos que estan en la misma clase de
conjugacién decimos que son conjugados. Un subgrupo normal de G es un H < G tal que
Clg(H) = {H}, y lo denotamos H < G. Es decir, si para todo g € G, H9 = H. Por otro
lado, el estabilizador de H es el subgrupo {g € G : H9 = H} = Ng(H), que llamamos el
normalizador de H en G. Asi, H es normal en G si y solo si Ng(H) = G. Si K < G es
un subgrupo, entonces podemos considerar Ng(H) = Ng(H) N K, que es simplemente el
estabilizador de H con la accién restringida a K. Cuando H < K, tiene sentido entonces
decir que H es normal en K. Recordemos que ser normal no es una propiedad transitiva.
El nicleo de cualquier morfismo de grupos es un subgrupo normal del dominio. Ademds,
si H < G entonces G/ H posee una estructura de grupo y lo llamamos grupo cociente. Hay
un morfismo de grupos canénico ¢ : G — G/H tal que q(g) =g = Hg. Al grupo cociente
G/H a veces lo notaremos G. Del teorema de correspondencia (ver teorema 1.1.7), existe
una biyeccién entre los subgrupos de G que contienen a H y los subgrupos de G. Més
ain, si H < K < G se corresponde con K < G, entonces K < G siysolosi K 4G,y
[G: K] =[G :K].

Sea X un conjunto. Notamos por Sym(X) al grupo de funciones biyectivas de X con
la operacién de la composicién. Si G actia a derecha en un conjunto X, tenemos un
morfismo de grupos ¢ : G — Sym(X)? dado por g — ¢(g), donde ¢(g)(z) = z9. Cuando
la accién es a izquierda, no necesitamos tomar el opuesto de Sym(X). El nicleo de la
accién de G en X es el nucleo de este morfismo, y cuando éste es trivial, decimos que la
accion es fiel. Decimos que la accidn es transitiva si para todo z,y € X, existe g € G tal
que z9 = y.

Por ejemplo, la accién regular es fiel y transitiva.

Para la accién de G por conjugacién (a derecha), el morfismo es @ : G — Aut(G)P,
g+ cg-1, y el niicleo es el centro de G.

Si H < G, podemos considerar el conjunto G/H = {Hz : x € G} de las coclases a

derecha. Entonces G acttia en este conjunto por multiplicacién a derecha. El estabilizador
—1 ,

de Hz es el conjunto {g € G : Hrg = Haz} = {g € G : g* € H} = H*. El nicleo de
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esta accidn es lo que se llama el core de H:

coreq(H) = ﬂ rHz™!
zelG

Este es el subgrupo normal de G méds grande contenido en H.

Definicién 1.1.1. Para 7 un conjunto de primos, el subgrupo O, (G) es el m-subgrupo
normal méas grande de G. A menudo lo llamamos 7-core de G. De la misma manera se
define el 7'-core. Cuando m = {p}, el p-core de G es cl grupo Op(G) = O, (G).

Observacion 1.1.2. El p-core de G coincide con la interseccién de todos los p-Sylows de
G. Para ver esto, notemos que un p-subgrupo normal de G debe estar contenido en la
interseccion de todos los p-Sylows, ya que si K < G es un p-grupo y P < G es un p-Sylow
con K < P, entonces K < PY para todo g € G. Por otro lado, la interseccién de todos los
p-Sylows coreg(P), con P € Syl,(G), es normal en G, y asf

coreg(P) < O)(G) < coreg(P)

Para dos clementos k, h € G, el conmutador de h y k es el elemento [k, h] = khk='h~1.
Si K, H < G son dos subgrupos, el conmutador de Ky H es el grupo

[K,H) = {[k,h]: k€ K,he H})

El conmutador de G es el grupo |G, G], que también se llama derivado de G y se nota G'.
El grupo G es perfecto si G' = G.

Si Gy y G4 son dos grupos, el producto directo (externo) lo notamos G x Gy. Si G es
un grupo y H, K son dos subgrupos, decimos que G es el producto directo interno de H y
K si ambos son normales en G, HNK =1y HK = . Notar que si H, K < @, entonces
HNK =1 siy solo si todo elemento de H conmuta con todo elemento de K.

En general, si H, K < Gy K < Ng(H), entonces HK < G. Si ademds HNK =1
vy HK = G, decimos que G es el producto semidirecto interno de H por K. Notar que
en tal caso H < G. Por otro lado, si G y Gy son dos grupos junto con un morfismo
a : Gy — Aut(Gy), entonces podemos formar el producto semidirecto externo de Gy por
G2, que notamos por G X Gp. Se puede chequear que todo producto (semi)directo interno
proviene de un externo y viceversa.

Definicién 1.1.3. Un subgrupo H < G se dice que es caracteristico en G, y notamos
H char G, si para cada automorfismo ¢ : G — G se tiene que p(H) = H.

Ejemplo 1.1.4. Los subgrupos Z(G), G', O(G), 1, G son caracteristicos en G.

Observacién 1.1.5. Es fécil chequear que la propiedad de ser caracteristico es transitiva
y que todo subgrupo caracteristico es normal. Ademds si HcharG y K < H entonces

K <G@G.
A continuacién, enunciamos algunos resultados bésicos de la teoria de grupos.

Teorema 1.1.6. (Teoremas de isomorfismo)
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1. Si f: G — H es un morfismo de grupos, entonces G/Ker(f) ~ Im(f)

2. Si K < H <G y ambos subgrupos son normales en G, entonces K es normal en H

y (G/H)/(H/K)~G/H
3. SiHK<GyK<Ng(H), entonces HK <G y K/(KNH)~ HK/H.

Teorema 1.1.7. (Teorema de correspondencia) Sea G un grupo y sea N un subgrupo
normal de G. Notemos por q : G — G = G/N al morfismo cociente. Entonces se tiene
una biyeccion de conjuntos

{H<G:N<H}& {H<LG}

que estd dada H — q(H) = H/N con inversa H — q~'(H). Si N < H, K < G, se tienen
las siguientes:

e H <K siy solo siH<K
e H <K siy solo si HIK
e Si H < K, entonces |K : H| = |K : H|
e Si H<K, entonces K/H ~ K/H
Proposiciéon 1.1.8. Sea GG un grupo finito. Se tienen las siguientes:
1. Si z € G entonces | Clg(z)| = |G : Cg(z)|
2. Si H < G entonces |Clg(H)| = |G : Ng(H)|

Teorema 1.1.9. (Ecuacion de clases) Si G actia sobre un conjunto finito X, entonces
eziste un subconjunto {x1,...,zs} de X tales que |Oy;| > 1 para todo i, las drbitas de
éstos son todas distintas y

x| =X+ Z |0, = |XC| + Z |G : Ga|
i=1 i=1
En particular, cuando X = G y la accion es la conjugacion,
G = 12(6)] + 316 + Cala)
i=1
con (G : Cg(x;)) = 2 para todo i.

, entonces G tiene un elemento de orden p.

Proposicién 1.1.10. (Cauchy) Si p| |G

Teorema 1.1.11. (Sylow) Sea G un grupo finito y sea p un primo que divide al orden de
G. Notemos n, a la cantidad de p-subgrupos de Sylows de G. Entonces:

(E) Ezisten p-subgrupos de Sylow, es decir, n, > 0.
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(C) Dos p-subgrupos de Sylow son conjugados en G.

(S) Todo p-subgrupo de G estd contenido en algin p-Sylow.

(D) Sin, >1y ST son dos p-Sylows distintos tales que |S NT| es maximal, entonces
np(G) =1 mod |S : SNT|. En particular, n, =1 mod p. Mds ain, n, = |G :
N¢(P)| para P < G un p-Sylow. También se tiene que ny | |G|y

Corolario 1.1.12. De la parte (D) del teorema anterior, n, = 1 si y solo si hay un p-Sylow
normal.

Proposicién 1.1.13. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo Gy
sea @ < Ng(P) un p-subgrupo. Entonces ) < P.

Las siguientes proposiciones nos seran de gran utilidad en este trabajo, y como no
siempre se demuestran en los cursos bésicos de dlgebra, incluimos sus demostraciones.

Proposiciéon 1.1.14. Sea P un p-grupo y sea 1 < N < P un subgrupo normal. Entonces
NN Z(P) > 1. En particular Z(P) > 1 y si N es normal minimal entonces N < Z(P).

Demostracion. Como N es normal en P, podemos considerar la accién por conjugacién
de P sobre N. Asi, el conjunto de puntos fijos de la acciéon es

NP ={ne N :n? =n para todo g € P} = Cy(P) = NN Z(P)

Del teorema de la ecuacion de clases 1.1.9, tenemos que

IN|= NP+ (P: Py,)

i=1

para ciertos elementos z; € N con (P : P,,;) > 1. Como N y P son p-grupos no triviales,
se tiene que p | [N|y p| (P : P,,) para todo i. Tomando resto médulo p en esta ecuacion
de clases, deducimos que [N N Z(P)| = IN"| =0 mod p. En consecuencia, N N Z(P) es
un p-grupo no trivial.

Si N = P, tenemos que Z(P) = NNZ(P) > 1. Por otro lado, si N es normal minimal
en P, entonces N N Z(P) es un subgrupo no trivial y normal en P. Por minimalidad de

N debe ser que N = NN Z(P) < Z(P). O

Lema 1.1.15. Sea N 94 G y sea H < G tal que N < H. Notemos G = G/N. Entonces
Ne(H) = Ng(H).

Demostracion. La demostracién se basa puramente en el teorema de correspondencia.
Como N < H < Ng(H), tomando cociente tenemos que H < Ng(H). Si H < K, por el

teorema de correspondencia, existe K < G que contiene a H y tal que K = K’. Luego
H <K yast K < Ng(H). Por lo tanto K’ = K < Ng(H). Esto prueba que Ng(H) es el
subgrupo mds grande en el que H es normal, y entonces Ng(H) = Ng(H). g

Proposicién 1.1.16. Sea G' un p-grupo. Si H < G es un subgrupo propio, entonces
H < Ng(H).
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Demostracion. Por induccién en |G|. Si |G| = p no hay nada que decir. Supongamos
que |G| > p y sea H < G un subgrupo propio. Si H = 1 ya estamos, por lo que
podemos suponer que 1 < H. Sea Z = Z(G), que es no trivial. Supongamos por el
absurdo que H = Ng(H). Entonces Z(G) < Ng(H) = H. Consideremos G = G/Z(G).
Sea H = H/Z(G). Como Z(G) < H < G, vale que H < G. Por hipétesis inductiva,

H < Ng(H). Del lema anterior, Ng(H) = Ng(H), y del teorema de correspondencia,
H < Ng(H), lo cual es una contradiccion. d

Proposicién 1.1.17. Sea G un grupo de orden p?, con p primo. Entonces G ~ Ly 0
G2Zy®Zy.

Recordamos ahora algunos conceptos y resultados relacionados con solubilidad de gru-
pos.

Definicion 1.1.18. Si G es un grupo, una serie es una sucesiéon de subgrupos H, <
H,_1 <...< Hy. La serie se dice normal si H; < Hy para todo i, y se dice subnormal si
H;y1 < H; para todo i < n. Los factores de una serie subnormal son los grupos H;/H;41.

Definicién 1.1.19. La serie derivada de un grupo G es la serie H; = G®, donde GV = &
y G"*1 = (GM)Y'. Por convencién, Hy = G := G.

Definicién 1.1.20. Un grupo finito G se dice soluble si cumple alguna (y por lo tanto,
todas) de las siguientes condiciones equivalentes:

1. Existe una serie normal que empieza en 1y termina en G cuyos factores son abelianos.

2. Existe una serie subnormal que empieza en 1 y termina en G cuyos factores son
ciclicos.

3. Su serie derivada termina en el grupo trivial
4. Existe una serie de subgrupos caracteristicos cuyos factores son abelianos.

Definicién 1.1.21. Un grupo G se dice m-separable si posee una serie normal cuyos
factores sucesivos son w-grupos o 7’-grupos.

Un grupo G se dice m-soluble si posee una serie normal cuyos factores sucesivos son
m-grupos solubles o 7/-grupos.

Proposicion 1.1.22. Todo cociente y todo subgrupo de un grupo soluble es soluble. Si
H < G entonces G es soluble si y solo si H y G/H son solubles.

Proposicién 1.1.23. Si G es un p-grupo y p® | |G| entonces G posee un subgrupo normal
de orden p®. En particular, todo p-grupo es soluble.

La proposicién anterior nos dice que en particular un grupo p-separable es un grupo
p-soluble.

Finalizamos esta seccién enunciando algunos resultados sobre grupos finitos que nece-
sitaremos en los préoximos capitulos. Las demostraciones pueden encontrarse en [24].

Teorema 1.1.24. (Burnside) Todo grupo de orden p*qP, con p,q primos, es soluble.
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Definicién 1.1.25. Un m-subgrupo de Hall de G en un w-subgrupo cuyo indice en G es
coprimo con su orden. Es decir, esun H < G tal que |H|, = |H|y |G : H|» = |G : H|.

Teorema 1.1.26. (Schur-Zassenhaus) Sea G un grupo finito y sea N un mw-subgrupo de
Hall que es normal en G. Entonces existe un 7'-subgrupo H < G tal que NH = G. Es
decir, G ~ N x G/N. Un tal H se llama un complemento de N. Mds ain, todos los
complementos de N son conjugados.

Proposicion 1.1.27. Un grupo soluble es w-separable para todo 7w conjunto de primos.
En particular, un grupo soluble es p-soluble para todo p primo.

Teorema 1.1.28. (Hall-Higman Lemma 1.2.3) Si G es un grupo m-separable y O,/ (G) = 1
entonces Or(G) D Cq(Ox(Q)).

En particular el teorema anterior vale para grupos solubles y p-solubles.
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1.2 Espacios topolégicos finitos

En esta seccion haremos un breve repaso de la teoria de espacios topoldgicos finitos, que
comenzo a desarrollarse con los trabajos de Alexandroff ([1]), McCord ([25]) y Stong ([31])
y luego, mds recientemente, se profundizé con los trabajos de Barmak y Minian ([8], [10],
[6], [7]). En general no daremos las demostraciones de los resultados que enunciemos, y
para ello referimos al lector el libro [6] de Jonathan Barmak, el cual vamos a seguir en
esta seccion.

Un espacio topoldgico finito (o espacio finito para abreviar) es un espacio topoldgico
X con finitos puntos. Dado un punto x € X, consideramos el conjunto U, que es la
interseccién de todos los abiertos que contienen a x. Como X es finito, hay una cantidad
finita de tales abiertos y por lo tanto U, es un abierto. Es facil ver que estos abiertos
forman una base para la topologia de X y que si U C X es un abierto entonces

U= |J U

€U

Con esto, obtenemos una relacion

y € Uy siysolosi U, C U,

lo cual nos permite definir un preorden en X
y<zsilU, CU,

Reciprocamente, si uno tiene un preorden < en un conjunto X, podemos asignarle la
topologia generada por la base que consiste de los conjuntos U, = {y € X : y < 2} para
r € X. BEs inmediato chequear que esto efectivamente es una base para una topologia
y que tal construccién es inversa a la que realizamos anteriormente. Esto nos da una
equivalencia entre espacios finitos y predrdenes en conjuntos finitos.

Dado un espacio finito X, la relacion U, = U, nos dice, en términos del preorden que
le asignamos, que < y e y < x. El espacio finito X serd Tp si y solo si U, = Uy implica
x = y. En términos de la correspondencia significa que X es un poset. A lo largo de este
trabajo no vamos a hacer distincion entre posets y espacios finitos Tp.

Dado un clemento z de un espacio finito X', podemos considerar F, el cerrado mas chico
que contiene a x, es decir, la clausura de {z}. Es facil ver que en términos del preorden que
le asignamos esto significa que F, = {y € X : y > z}. Cuando sea necesario notaremos
EX vy UX para referirnos a los conjuntos F, y U, del espacio X. Si consideramos X, cl
poset finito cuyo conjunto subyacente es X y con el preorden opuesto. Asi, UX” = FX y
FX? =UX. Notamos Uy =U, —zy Fp = Fp — .

Un elemento minimal de un poset X es un 2 € X tal que y < x implica que y = 2. Un
minimo para X es un z € X tal que para todo y € X se tiene que z < . Andlogamente se
tiene la nocién de elemento maximal y de mdximo. Un poset finito siempre tiene elementos
minimales y maximales, aunque no siempre tiene maximo o minimo. Si x € X, decimos
que y € X cubre a z si cada vez que z < z < y entonces z = x 0 bien z = y. En tal caso
notamos = < y. Esto es equivalente a decir que F, N U, = {z,y}.
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Una cadena en un poset X es un subconjunto ¢ C X que estd totalmente ordenado,
mientras que una anticadena es un subconjunto a C X en la que dos elementos distintos
no son comparable. La altura de un poset X es el nimero

c

h(X) = sup {

—1:¢C X cadena}

y si x € X definimos su altura como h(z) := h(U,).

Si A C X es un subespacio, entonces para todo x € A vale que U2 = ANU, y
F_f = AN F,. Esto nos dice que la topologia de subespacio de A se corresponde con el
preorden de X restringido a A. Si X e Y son espacios finitos y consideramos la topologia
producto en X x Y, entonces U, ) = Uy x Uy para cada z € X e y € Y. Es decir, el
orden en X X Y es el orden coordenada a coordenada.

Una funcién f: X — Y entre espacios finitos es continua si y solo si preserva el orden:
x < y implica que f(z) < f(y). En general a las funciones continuas entre espacios finitos
Ty las llamaremos morfismos de posets o simplemente morfismos.

Es inmediato verificar que f : X — Y es continua si y solo si f? : X? — Y°P  |a
funcién que toma los mismos valores que f pero vista con la topologia opuesta, es continua.

Conexién y funciones homotdpicas en espacios finitos

Si X es un espacio finito, entonces dos elementos x,y € X estdn arcoconectados si y solo
si existen puntos zg,x1,...,z, € X de manera que xg = x, x, = y y para todo i se los
puntos x; y x;+1 son comparables. Ademads, para cada z € X, el abierto U, es conexo,
por lo que X es localmente arcoconexo. Luego un espacio finito X es conexo si y solo si
es arcoconexo, si y solo si el preorden que le asignamos es conexo.

Si X e Y son dos espacios finitos y consideramos el espacio YX de las funciones
continuas de X a Y con la topologia compacto abierta, entonces el preorden de Y con
esta topologia se corresponde con el orden f < g si f(z) < g(x) para todo z € X, donde
fi9: X — Y son continuas.

Una funcién H : [0,1] x X — Y es continua si y solo si H : [0,1] — Y es continua,
donde H(t) = (x — H(t,z)) (ver discusién debajo de [6, Proposition 1.2.5] para mds
detalles). De esta manera, dos funciones f,g: X — Y son homotdpicas si y solo si estdn
arcoconectadas en Y. Esto equivale a decir que existen funciones continuas fo. f1,..., fn :
X = Y tales que fo = f, fa =9y fi, fi+1 son comparables para todo . En particular, si
f < g entonces f ~ g.

Si A C X es un subespacio, entonces dos funciones f,g : X — Y son homotépicas
relativas a A si y solo si estdn arcoconectadas en XY via funciones que restringidas a A
valen lo mismo. En tal caso notamos f ~ g rel A.

En conclusién, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. (/6, Corollary 1.2.6]) Si f,g: X — Y son dos funciones continuas entre
dos espacios finitos entonces f ~ g si y solo si existen fo, fi,...,fn : X = Y continuas
tales que fo = f, fn = 9 y fi, fix1 son comparables para todo i. Mds ain, si A C X
entonces [ =~ g rel A si existen f; como antes y que ademds fi|a = f|a para todo i.

En particular, f ~ g si y solo si f ~ ¢g°’. De esta manera, dos espacios finitos tienen
el mismo tipo homotdpico si y solo si sus opuestos tienen el mismo tipo homotdpico.
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Por tltimo, destacamos que para estudiar espacios finitos basta con considerar solo
los que son Tp, ya que si X es un espacio finito entonces existe un subespacio Xy de X
que es un retracto por deformacién fuerte. Para una construccién del mismo véase [6,
Proposition 1.3.1, Remark 1.3.2]. En este trabajo consideraremos siempre espacios finitos
To.

Beat Points y espacios minimales

Una de las ideas de Stong para estudiar el tipo homotdpico de espacios finitos Ty fue la de
ver qué sucedfa cuando se realizaban movimientos dentro del poset, los cuales consistian
en sacar o agregar puntos. Mads precisamente, si z € X es un punto que verifica cierta
propiedad, entonces ;qué relacién homotdpica existe entre X — 2z y X7 Esto es lo que da
origen a la nocién de beat point.

Definicion 1.2.2. Un punto x en un espacio finito 7y X se dice que es un up beat point
si Fy posee un minimo. Decimos que 2 es un down beat point si UT posee un maximo.
Si sucede alguna de estas dos decimos que x es un beat point. Cuando X no tiene beat
points se dice que es un espacio minimal.

Observacién 1.2.3. Un 2 € X es un down beat point si y solo si existe un unico y tal
que y < x. Andlogamente, x es un up beat point si y solo si existe un tnico y tal que
z <y

Notemos que z € X es un beat point si y solo si es un beat point de XP.

Proposicién 1.2.4. Si x € X es un beat point en un poset X, entonces X —x < X es
un retracto por deformacion fuerte.

Demostracién. Supongamos que o ¢s un up beat point y sea y el minimo de F,,. Entonces
la funcién r : X — X — 2 definida como r(x) = y y la identidad en el resto es el retracto
que buscamos. O

Definicién 1.2.5. Un core de un espacio finito Ty es un retracto por deformacién fuerte
que es un espacio minimal.

Con este método de sacar puntos, podemos ir reduciendo el estudio del tipo homotépico
del poset X a uno mas chico, hasta llegar a uno minimal, es decir, a un core. Lo sorpren-
dente de este método es que no importa en qué orden se vayan extrayendo los beat points,
los espacios minimales a los que llegamos son siempre homeomorfos. O sea, todo espacio
finito Ty posee un tnico core, médulo homeomorfismos.

Para ver esto, necesitamos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.6. Si X es un espacio minimal y f : X — X es homotdpica a la
identidad. entonces f = idx.

Demostracion. De teorema 1.2.1, aplicando un argumento inductivo y tomando posets
opuestos, basta analizar el caso f < idx. Si z € X es minimal, entonces flz) €
implica que f(z) = 2. Supongamos entonces que x no es minimal y que ya sabemos
que fIO.I = idp, . Veamos que f(z) = x. Sino fuese asi, entonces f(z) < x, por lo que
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y = f(z) € Up. Ademés, si z € U,, entonces z = f(z) < f(z) = y. Es decir, 2 es un down
beat point, en contradiccién con nuestra hipdtesis de que X era un espacio minimal. Por
lo tanto f(z) = x. O

Corolario 1.2.7. (Teorema de Clasificacién) Una equivalencia homotépica entre espacios
minimales es un homeomorfismo. Por lo tanto, todos los posibles cores de un espacio finito
son homeomorfos.

Demostracion. Sea f: X — Y una equivalencia homotdpica con inversa g : Y — X entre
espacios finitos 7. Entonces gf : X — X y fg: Y — Y son dos funciones homotdpicas a
la identidad idy e idy respectivamente. Por la proposicion anterior, debe ser que gf = idx
y fg=idy.

Si Xgy X1 son dos cores de X, entonces Xg ~ X ~ X, y como son espacios minimales,
de lo anterior deducimos que son homeomorfos. O

Observacidn 1.2.8. Del teorema de clasificacion, un espacio finito es contractil si y solo si
su core posee un solo punto. Es decir, si existe un punto que es un retracto por deformacion
fuerte. Sin embargo, no es verdad que todo punto sea un retracto por deformacion fuerte
en tal caso (ver [6, Example 2.2.6]), y en general esta propiedad es falsa en espacios no
finitos.

La teoria de McCord y equivalencias débiles

Recordemos que una equivalencia débil es una funcion continua entre dos espacios topoldgicos
que induce una biyeccion en todos los grupos de homotopia. En general, una equivalencia
débil no es una equivalencia homotdpica, y que dos espacios tengan los mismos grupos de
homotopia no implican que exista una equivalencia débil entre ellos. Sin embargo, lo que
s vale es que para todo espacio topoldgico X existe un CW complejo y una equivalencia
débil del CW a X, y toda equivalencia débil entre CW complejos es una equivalencia
homotdpica (teorema de Whitehead).

El teorema de McCord es una herramienta fundamental en la teoria de espacios finitos.
A todo espacio finito Ty X podemos asignarle un complejo simplicial K£(X) cuyos simplices
son las cadenas no vacias de elementos de X. Utilizando ¢l teorema de McCord veremos
que existe una equivalencia débil entre |[IC(X)| y X. Esto nos dice que todo espacio finito
tiene el mismo tipo homotdépico débil que un complejo simplicial.

Definiciéon 1.2.9. Si X es un espacio topoldgico y U es un cubrimiento por abiertos de
X, decimos que U es una base como cubrimiento si U verifica las condiciones para servir
de base a una topologia (no necesariamente la que ya tiene X). Esto es, sisi U,V € U y
2z € X entonces existe W e U tal quex e W CcUNV.

En el caso de un espacio finito X, los abiertos bdsicos {U, },ex forma una base como
cubrimiento, y es la que usaremos en general para espacios finitos.

Teorema 1.2.10. (McCord) Supongamos que X e Y son dos espacios topoldgicos, que
f X =Y es una funcion continua y que existe U una base como cubrimiento de Y de
manera que f|-1(yy : S7YU) = U es una equivalencia débil para todo U € U. Entonces
f es una equivalencia débil.
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El teorema de McCord estd muy relacionado con el Teorema A de Quillen. La de-
mostracién original de McCord se encuentra en [25, Theorem 6]. Para ver la relacién
entre el teorema de McCord y el Teorema A de Quillen, ver [7].

Observaciéon 1.2.11. Si X e Y son dos espacios finitos Ty y f : X — Y es una funcién
continua entre ellos, entonces K(f) : K(X) — K(Y) definida por K(f)(z) = f(z) es un
morfismo simplicial. De hecho, K(X) = K(XP) y K(f) = K(fP).

Sea X un espacio finito . Si a € |[K(x)|, entonces existe una cadena g < 21 < ... <
Ty de elementos de X y escalares tg,...,t, > 0 tales que o = > 1 (tiziy Dooti = 1.
Definimos entonces Supp(a) = {zq,...,2,} y px () = min(Supp(«)) = z¢. El siguiente
teorema nos dice que la funcién py : |[K(X)| — X es una equivalencia débil. Aqui solo
comentaremos la idea general de la demostracion. Los detalles pueden verse en [6, Theorem
1.4.6).

Teorema 1.2.12. La funcion px : |[K(X)| = X es una equivalencia débil.

Demostracion. (Idea) Tenemos que ver que py es una funcién continua y que es una
equivalencia débil. Lo primero que notamos, es que para ver que es continua basta con
probar que ' (U;) es abierto en [K(X)| para todo 2 € X. Por otro lado, la idea para
ver que es una equivalencia débil es utilizar el teorema de McCord.

Si L = K(X — U,), entonces L es el subcomplejo de K(X) que consiste de las cadenas
de elementos de X que no son menores o iguales a z. Es decir, el subcomplejo pleno de
K(X) generado por los vértices que no estdn en U,. Notar que podria suceder que L = ().
De esta manera, es facil chequear que

pt (Uy) = |K(X)] — | L]

En particular esto nos dice que px es continua.
Para aplicar el teorema de McCord, debemos chequear que

/«"X‘“)_(I(Uw) ‘ //)_(I(UuL) - Uy

es una equivalencia débil. Como U, es contractil, es suficiente con ver que u}l(Um) =
\K(X)| — |L| es contrdctil. De hecho, lo que se puede probar es que [K(Uy)| es un retracto
por deformacién fuerte de |[K(X)| —|L|, y |[K(Uy)| es contractil por ser un cono. O

Observacién 1.2.13. Si f: X — Y es una funcién continua entre espacios finitos T,
entonces fux = uy|K(f)|. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

) 224 1))

l/tx lu
/

X——Y
En particular, f es una equivalencia débil si y solo si |K(f)| es una equivalencia débil, si
y solo si es una equivalencia homotdpica.
De esto mismo, como |[K(X)| = |K(XP)| v |[K(f)| = |K(f)|, es decir, desde el
complejo simplicial no distinguimos entre un poset y su opuesto, se sigue que f: X =Y
es una cquivalencia débil si y solo si f% es una cquivalencia débil.
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Si K es un complejo simplicial finito, podemos asociarle el poset de caras de K que
es el poset X'(K) cuyos elementos son los simplices de K ordenados por la inclusién. Si
f: K = L es un morfismo entre complejos simpliciales, podemos asignarle un morfismo
entre los posets de caras X(f) : X(K) — X (L) definida por X(f)(¢) = f(o). Que f sea
un morfismo simplicial nos asegura que X (f) sea un morfismo de posets bien definido.

Recordemos que K, la subdivisién baricéntrica de K, es el complejo simplicial cuyos
vértices son los simplices de K y cuyos simplices son las cadenas no vacias de simplices de
K. Con la notacién de lo anterior, vemos que K' = K(X(K)), y que si f: K — L es un
morfismo simplicial entonces K(X(f)) : K’ — L' es el morfismo inducido en la subdivisién
baricéntrica.

Sea hk : |K'| = |K
baricentro de o, y definamos pg : |K| — X(K) como pug = [J.X(K)h;(l. Como pyky es
una equivalencia débil y hx es un homeomorfismo, resulta que pux es una equivalencia
débil. Ademads, para todo morfismo simplicial f : K — L entre complejos finitos, se tiene
un diagrama conmutativo salvo homotopia

el homeomorfismo hy (o) = b(c), donde b(o) = >, ., ;;—{I—v es el

] s

J,“K l#L
X(f)

Z(K) =25 X(L)

Para una demostracién precisa de este hecho ver [6, Proposition 1.4.13]. En particular,
\f| - |K| = |L| es una equivalencia homotépica si y solo si X(f) : X(K) — X(L) es una
equivalencia débil.

Del teorema de McCord y de estas observaciones, se puede deducir el famoso Quillen’s
Fiber Theorem, que puede ser enunciado de la siguiente manera:

Teorema 1.2.14. (McCord, Quillen) Sea f: X — Y un morfismo entre posets tal que
I7HUy,) es homotdpicamente trivial para todo y € Y. Entonces f es una equivalencia
débil. Lo mismo vale si suponemos que f~1(F,) es homotdpicamente trivial para todo
yevy.

Demostracion. Que |[K(f~'(U,))| sea contréctil es equivalente a decir que f~(U,) es ho-
motdpicamente trivial, y por lo tanto del teorema de McCord obtenemos que f: X — Y
es una equivalencia débil. Luego |[K(f)| es una equivalencia homotdpica.

Para el otro caso podemos tomar los posets opuestos y proceder de la misma manera.

O

El teorema anterior se puede encontrar también en [28, Proposition 1.6], donde Quillen
refiere a [27, Theorem A] y al final de [27, Section 7] para una demostracién.

Por 1iltimo, veamos la relacién que existe entre equivalencias homotdpicas entre posets
y morfismos contiguos entre complejos simpliciales.

Recordemos que si f,g : K — L son dos morfismos simpliciales, decimos que son
elementalmente contiguos si f(o) U g(o) es un simplex de L para todo simplex o de
K. En general, f y g se dicen contiguos si existe una serie de morfismos simpliciales
fo, f1,..., fn : K = L de manera que f; y fiy1 son contiguos para todo i.
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Un hecho estandar de topologia algebraica es que dos morfismos contiguos entre com-
plejos simpliciales inducen funciones homotodpicas en la realizaciones geométricas.

Si f,g: X — Y son dos funciones continuas entre espacios finitos tales que f < g
entonces K(f) y K(g) son elementalmente contiguos. En particular, si f ~ g entonces
K(f) vy K(g) son contiguos.

Analogamente, si ¢,1¢ : K — L son dos morfismos simpliciales contiguos entonces
X(p), X () : X(K) — X (L) son homotdpicas

Algunas construcciones especiales

En esta seccién veremos algunas construcciones a partir de espacios finitos que nos resul-
taran de gran utilidad a lo largo de nuestro trabajo. Todas ellas se pueden encontrar en

el libro de Barmak [6].

Colapsos fuertes y colapsos

Definicion 1.2.15. Si X es un poset y x € X es un beat point, decimos que hay un
colapso fuerte elemental de X a X — z y notamos X \N X — z. Decimos que X colapsa
fuertemente a un subespacio Y si existe una serie de colapsos fuertes elementales que
empiezan en X y terminan en Y. Notamos X N\ Y.

Observaciéon 1.2.16. De la definicién se deduce que X colapsa fuertemente a un subespa-
cio Y siy solo si Y se obtiene de X removiendo beat points. En particular, Y C X es un
retracto por deformacion fuerte. Lo sorprendente es que estos movimientos caracterizan
completamente los retractos por deformacion fuertes.

Proposicion 1.2.17. Si X es un poset, entonces Y C X es un retracto por deformacién
fuerte si y solo si X \\ Y.

Demostracion. Ver [6, Section 2.2, “Minimal Pairs”]. O

La condicion de beat point es bastante fuerte, puesto que un z € X es un beat point
si y solo si F, posee un minimo o UJ posee un maximo. Uno podria requerir algo un poco
mas débil, como por ejemplo, que F, o U, sea contrdctil. Bsto da la nocién de weak point
y describe lo que se llama tipo homotdpico simple en espacios finitos, teorfa desarrollada
por Barmak y Minian en (8].

Definicién 1.2.18. Sea X un poset. Decimos que € X es un up weak point si F}, es
contractil. Decimos que x es un down weak point si U, es contrdctil. Si alguna de estas
dos sucede, decimos que x es un weak point.

Definicién 1.2.19. Decimos que un poset X colapsa clementalmente a X —xz, con z € X
cuando z € X es un weak point. Notamos X \° X — 2. Si Y C X decimos que X colapsa
aY,ynotamos X \ Y siY se obtiene de X a partir de ir sacando weak points. Decimos
que Y se expande a X, y notamos Y 2 X, si X\ Y. Un weak core de X esunY C X
tal que X \ Y ¢ Y no tiene weak points.
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Observacién 1.2.20. En los colapsos fuertes, cuando llegdbamos a un espacio que no
tiene mds beat points deciamos que era un core de nuestro poset y probamos que estos
cran todos homeomorfos entre si, es decir, que no importaba cdmo iba eligiendo los beat
points para ir sacando, siempre llegaba al mismo espacio. En el caso de los colapsos esto
no es necesariamente cierto. De hecho existen espacios finitos que colapsan a distintos
subespacios que no son homotdpicos. Véase [6] para tales contracjemplos.

Definicién 1.2.21. Si X e Y son dos posets, decimos que X e Y tienen el mismo tipo
homotdpico simple si existe una serie de espacios finitos X = X, X1,..., X, = Y de
manera que para todo i se tiene que X; N X;11 o bien X;11 \ X;. Es decir, si puedo
llegar de X a Y a partir de colapsos y expansiones. Notamos X A Y.

El siguiente lema nos permitird ver que los colapsos preservan el tipo homotdpico débil.
Es decir, que dos espacios que tienen el mismo tipo homotdpico simple, en particular tienen
el mismo tipo homotdpico débil.

Lema 1.2.22. Si 2 € X es un weak point, entonces la inclusiéon 7 : X — 2z — X es una
equivalencia débil.

Demostracion. Pasando por los opuestos podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x es un down weak point. Apliquemos el Quillen’s Fiber Theorem 1.2.14. Si y € X
entonces i~}(U,) = U, —x tiene como méximo a y siy # x y si y = z entonces Uy —z = U,
es contractil. d

Del lema anterior se deduce de que si X\ Y entonces la inclusién Y < X es una
equivalencia débil. Por lo tanto, si X ~ Y, pasando por los complejos asociados, vemos
que X e Y tienen el mismo tipo homotdpico débil.

Lo interesante de la homotopia simple de espacios finitos es que describe la cldsica
homotopia simple entre complejos simpliciales (ver [6, Theorem 4.2.11] y [8])

El join de espacios finitos

Cuando trabajamos con espacios topolégicos en general, tenemos la idea del join entre
dos espacios X e Y el cual es el espacio que une a cada punto de X con uno de Y via
un segmento. Si repetimos esta construccién para espacios finitos perdemos la finitud.
Por lo tanto, a continuacién daremos una definicién de join en espacios finitos que verifica
propiedades anilogas a la del join usual.

Definicién 1.2.23. Si X ¢ Y son dos espacios finitos Tj, el join no-Hausdorff es ¢l espacio
finito X * Y cuyo conjunto subyacente es X [[Y que mantiene el orden en X y el orden
deY yqueademdsz<ysize XeyeVY.

Bésicamente, el join de espacios finitos Ty a nivel del diagrama de Hasse lo que hace
es poner un diagrama arriba del otro, o sea, poner todo minimal de Y por encima de todo
maximal de X.

Definicién 1.2.24. Si X es un poset y z € X, el star de z en X es el subespacio
Cy = Uy UF, y el link de 2 en X es el subespacio Lk(z) = U, * F,.
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La siguiente proposicion es de gran utilidad para estudiar la contractibilidad del join
de espacios finitos.

Proposicién 1.2.25. Si X ¢ Y son dos espacios finitos Ty entonces X * Y es contractil si
y solo si X oY es contréctil.

Demostracion. Ver [6, Proposition 2.7.3]. O

Definicién 1.2.26. Si K y L son complejos simpliciales (disjuntos), el join de estos dos es
el complejo K * L cuyos simplices son de la forma o U7 con 0 € K y 7 € L, posiblemente
alguno de los dos vacio (no ambos). Es decir, '

KxL=KULU{oUT:0€ K,T€ L}
A partir de las definiciones, es inmediato verificar lo siguiente:

Proposicién 1.2.27. Si X e Y son espacios finitos, entonces K(X *Y) = K(X) = L(Y).
Si K, L son complejos simpliciales finitos entonces X' (K * L) = X(K) x X(L)

Corolario 1.2.28. Si z es un elemento de un poset x y K = K(X), entonces Lk (z) =
K(Lk(z)) v Stie(x) = K(Ca)

El cilindro no-Hausdorff

La nocién de cilindro no-Hausdorff fue introducida por Barmak y Minian en [8] y es una
herramienta muy 1til a la hora de demostrar teoremas con espacios finitos.

Definicién 1.2.29. Si f : X — Y es un morfismo de posets, definimos el cilindro no-
Hausdorff de f como el espacio finito By con conjunto subyacente X [TY y cuyo orden es
z<ysif(z) <yparaz € X ey e Y, manteniendo el ordenen X y en Y.

Veamos que esta construccién tiene propiedades andlogas a las del cilindro clasico que
conocemos de topologia.

Proposicién 1.2.30. Si f : X — Y es un morfismo de posets, entonces ¥ C By es un
retracto por deformacién fuerte y f es una equivalencia homotdpica si y solo si la inclusion
i : X < By es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Seani: X < Byy j:Y < By las inclusiones y sea 7 : By — Y la funcién
dada por r(z) = f(z) si € X. Entonces 7 es un morfismo de posets que es la identidad
sobre Yy que ademds ri = f, jr <idp, y rj = idy. Luego Y C By es un retracto por
deformacién fuerte y f es una equivalencia homotopica si y solosii: X < By loes. U

Reticulos reducidos

Si X es un poset, decimos que x,y € X poseen un supremo si F, N Fy posee un minimo
(y en particular es no vacfo). En tal caso, notamos z Vy = sup{z,y} = min F,, N F,,. De
manera analoga, decimos que existe el infimo entre x e y si U, N Uy posee un maximo, y
en tal caso notamos z A y = inf{z,y} = max U, N U,.
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Definicién 1.2.31. Un reticulo (reticulado, red o lattice) es un poset X tal que para todo
par de elementos x,y € X existen x Vy ez Ay.

En particular, todo reticulo posee un maximo y un minimo: si # € X es un elemento
maximal, entonces para todo y € X se debe tener que x < z Ay, y de la maximalidad
x =x Ay >y. Andlogamente se hace el minimo. Por lo tanto, desde el punto de vista
homotépico, los reticulos no son muy interesantes puesto que son siempre contréctiles.

Lo que si podemos hacer es estudiar aquellos posets que provienen de un reticulo al
que le sacamos el méximo y el minimo. Esto es, los posets X tales que {x} % X % {*} es
un reticulo. La siguiente definicién fue introducida por Barmak en [6].

Definicién 1.2.32. Un reticulo reducido es un poset X tal que {*}* X % {x} es un reticulo.
Se pueden chequear las siguientes equivalencias.

Proposiciéon 1.2.33. En un poset X son equivalentes:
1. X es un reticulo reducido

2. Para todo par de elementos x,y € X acotados superiormente, existe el supremo
xVyeX

3. Para todo par de elementos x,y € X acotados inferiormente, existe el infimo x Ay €
X

4. Todo conjunto acotado inferiormente posee un infimo y todo conjunto acotado su-
periormente posee un supremo.

Proposiciéon 1.2.34. Si X es un reticulado reducido e Y € X es un retracto por defor-
macion fuerte, entonces Y es un reticulado reducido.

Demostracion. Por induccién, basta ver el caso Y = X — 2 con 2 € X un beat point.
Tomando el poset opuesto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que z es un down
beat point. Sean y,z € Y acotados superiormente en Y. Entonces existe w =y V z € X
el supremo por ser X un reticulo reducido. Si w # 2 ya estamos. En caso contrario,
2 =1yV 2z Como x es un down beat point, existe un tinico 2’ < . Luego y, z <  implica
que y,z <z’ y por lo tanto x = y V z < 2/, una contradiccidn. O

Para un poset X, consideramos los conjuntos M (X) = {z € X : maximal} y m(X) =
{z € X : minimal}.

Definicién 1.2.35. Si X es un reticulo reducido, definimos los subposcts
i(X) = {inf(A) : A C M(X) acotado inferiormente}
s(X) = {sup(A4) : A € m(X) acotado superiormente}

Sea X un poset y sea € X. Definimos M (2) como el subconjunto de maximales de X
que estan por encima de 2, es decir, M (x) = M (F,). Andlogamente, definimos m(z) como
el subconjunto de minimales de X que estan por debajo de z, es decir m(z) = m(U,).

La siguiente proposicién fue demostrada por Stong en [32].
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Proposicién 1.2.36. (Stong) Si X es un reticulo reducido, entonces i(X), s(X) C X son
retractos por deformacién fuertes.

Demostracion. Sir iz € X = inf(M(z)) € i(X) y rs : 2 € X = sup(m(z)) € s(X) y
i (X)) = X, is : 5(X) — X son las inclusiones, entonces

rigi = idixy  tirg > idx
Pely = id..(X) 1575 < idy
O

Observacién 1.2.37. Si X es un reticulo reducido, entonces i(i(X)) = i(X). De la misma
manera, $(5(X)) = §(X). Por lo tanto, tenemos dos sucesiones

X 5 i(X) D s(i(X)) D i(s(i(X)) O ...

X 5 5(X) 2 i(s(X)) D s(i(s(X))) > ...

que en algiin momento se estancan por finitud. Al (n + 1)-ésimo término de la primera
sucesién lo notamos X,,. Andlogamente, notamos X™ al (n + 1)-ésimo término de la
segunda sucesion.

Proposicién 1.2.38. Sea X un reticulo reducido. Son equivalentes:
1. X es un espacio minimal
2. X =i(X) =s(X)

Demostracion. Si X es un espacio minimal, como i(X) y s(X) son retractos por defor-
macion fuertes de X, debe ser que X =1i(X) = s(X).

Supongamos entonces que X = i(X) = s(X) y veamos que X es minimal. Si no fuese
asi, existe un beat point z € X. Supongamos que x es un down beat point. Entonces

existe un tnico y < z. Como z € s(X), existen minimales x1,...,2, € X tales que
r = sup{z1,...,2,}. Pero entonces z; < z implica que z; < y para todo i, y de esta
manera z = sup{z1,...,z,} <y, una contradiccién. Anédlogamente se hace el caso en que
2 es un up beat point. O

Observacién 1.2.39. De la observacion y proposicion anterior deducimos que el subposet
donde se estancan las sucesiones X, y X" son cores de X.

Definicién 1.2.40. Un reticulo reducido X se dice atémico si todo elemento de X es el
supremo de un conjunto de minimales. Equivalentemente, X = s(X)

Decimos que X es coatémico si X es atémico. Esto es, si todo elemento de X es el
fnfimo de un conjunto de maximales. Equivalentemente, X = i(X).

Con estos nombres podemos reescribir la proposicién 1.2.38 de la siguiente manera:

Proposicién 1.2.41. Un reticulo reducido es un espacio minimal si y solo si es atémico
y coatomico.
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Existe otra caracterizacién para los puntos de i(X) y §(X). La demostracién de la
siguiente proposicion es simple y la evitaremos.

Proposicién 1.2.42. Para un reticulo reducido X se tiene que i(X) = {z € X : z =
inf(M(2))} y andlogamente s(X) = {z € X : 2 = sup(m(a))}.

También podemos describir ¢c6mo se obtiene i(X) a partir de X en término de beat
points.

Si tenemos una serie de inclusiones del estilo A C Y € X con X, Y reticulos reducidos
y A un subeonjunto acotado superiormente o inferiormente en Y, entonces infy(A) y
supy (A) denotan el infimo y el supremo de A respectivamente visto dentro del poset Y.

Proposicién 1.2.43. Sea X un reticulo reducido. Entonces i(X) se obtiene de X re-
moviendo up beat points. Andlogamente, s(X) se obtiene de X removiendo down beat
points. Ademds, si y ¢ i(X) entonces i(X — y) = i(X). Andlogamente, si y ¢ s(X)
entonces s(X —y) = s(X).

Demostracion. Siy € X —i(X), utilizando la proposicién 1.2.42 no es dificil verificar que
(X —y) =iX). )

Si y un elemento maximal del poset X — i(X) entonces inf(M(y)) = min(F,). Luego
y es un up beat point de X.

Asi, vimos que si elegimos y € X — i(X) entonces i(X) = (X —y). Si ademés lo
elegimos maximal, entonces y es un up beat point de X. Como X — y es un reticulo
reducido con menos puntos, inductivamente podemos llegar de X —y a i(X —y) = i(X)
removiendo up beat points.

El caso de s(X) se obtiene tomando el poset opuesto y notando que i(X?) =s(X). O

Proposicién 1.2.44. Todo reticulo reducido atémico no posee down beat points, y todo
coatémico no posee up beat points.

Demostracion. Sea X un reticulo reducido atémico. Sea z € X. Como X = 5(X), vale
que z = sup(m(z)). Si x es un down beat point, entonces existe un inico y < 2. De esta
manera, para todo z € m(z) vale que z < y, y en consecuencia ¢ = sup(m(z)) < y. Esto
es absurdo.

El caso de coatémico es andlogo. O
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1.3 (G-posets y tipos homotdépicos equivariantes

En esta seccién analizaremos brevemente los G-espacios y en particular los G-posets. Estos
son espacios topoldgicos con una accién continua de un grupo finito G. En general vamos
a seguir [6, Chapter 8]. Las ideas originales de estos resultados pueden encontrarse en [32].

Sea GG un grupo finito. Un G-espacio es un espacio topoldgico X junto con una accién
(a derecha) del grupo G de manera que si g € G entonces la funciéon z € X +— z9 € X es
continua. Una funcién continua f : X — Y entre dos G-espacios X e Y se dice equivariante
o G-equivariante si f(x9) = f(x)Y para todo g € G y para todox € X. Si fo,f1: X =Y
son dos funciones equivariantes, una homotopia G-equivariante o G-homotopia entre fg y
f1 es una funcién continua H : X x I — Y tal que H(—,0) = fo, H(—,1) = f; y para
cada t € I, la funcién H(—,t) es G-equivariante. En tal caso decimos que fo y fi son
G-homotdpicas y notamos fo ~¢ f1.

Un subespacio A de un G-espacio X se dice G-invariante, o invariante, si cada vez que
a€ Ay ge G, entonces a? € A. Es decir, si A es cerrado para la accion de G.

Si fo, f1: X — X, decimos que fy ~¢ fi rel A, para un subespacio invariante A C X
si existe una G-homotopia H : X x I — X entre fy y fi1 que induce la identidad en los
elementos de A.

Un subespacio invariante A es un retracto por deformacion fuerte equivariante si existe
una funcién G-equivariante r : X — A tal que ri =idg e ir ~¢ idy rel A, dondei: A - X
es la inclusion.

Una funcién G-equivariante f : X — Y entre dos G-espacios es una G-equivalencia si
existe otra funcién G-equivariante g : Y — X de manera que gf ~¢g idx v fg ~¢ idy. En
tal caso decimos que f es una G-equivalencia y que los espacios X e Y son G-equivalentes,
y notamos X ~¢ Y. También decimos que X e Y tienen el mismo tipo homotdpico
G-equivariante.

Un G-poset es un poset X que es un G-espacio cuando lo vemos como espacio finito.
Esto equivale a decir que G actia en el conjunto X y que la accién preserva el orden:
cada vez que x < iy y g € (G, se tiene que 29 < y9. Una funcién G-equivariante entre dos
G-posets es equivalente a tener un morfismo de posets que preserve la accién. También lo
llamaremos G-morfismo o G-mapa.

Se pueden chequear las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3.1. Sean f,g: X — Y dos G-morfismos entre dos G-posets, y sea A C X
un subespacio G-invariante. Entonces f ~g g rel A si y solo si existen G-morfismos
fo, fis-+ oy fu: X = Y tales que fo = f, fi =g, y para cada i vale que fi|la = idag y fi,
Jit1 son comparables.

Proposicién 1.8.2. Si f: X - Y y g: Y — Z son G-equivalencias entre G-espacios,

entonces fg es una G-equivalencia.

Recordemos que si X es un G-conjunto y x € X, entonces O, = {29 : g € G} es la
érbita de z por la accién de Gy que X es el subconjunto de los puntos fijos de la accién.
A continuacién damos algunos resultados bédsicos sobre G-posets.

Lema 1.3.3. Consideremos un poset X, un elemento z € X ysea f : X — X un
automorfismo. Si z y f(z) son comparables, entonces f(x) = x. Mds atin, si f1, fo : X —
X son dos automorfismos con fi(x) y fa(z) comparables, entonces fi(z) = fa(x).
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Demostracion. Tomando f = flffl, basta con probar la primera parte del lema. Supong-
amos que x < f(z), ya que en caso contrario repetimos la demostracién pero con F1,
Como f preserva el orden,

z < f(z) < f(f(@) < F(F(f(2) < ... < f(2)

Por finitud, para algin n > 1 tendremos que f*(z) = f**1(x). Como f™ es un automor-
fismo, deducimos que x = f(z). a

Lema 1.3.4. Sea X un G-poset. Entonces existe un core de X que es G-invariante y es
un retracto por deformacion fuerte equivariante de X.

Demostracion. Si X no es minimal, entonces existe 2 € X que es un beat point. Supong-
amos por ejemplo que es un down beat point y sea y € X el punto cubierto por .
Definimos r : X — X — O, como r(z9) = y9. Debemos ver que r estd bien definido
y es continuo. Notemos que el mapa z € X — 29 € X es un automorfismo de X con
inversa z z”kl, para todo g € G. Si y¢ = 2" para alguna eleccién de h, g € G, entonces
y' =z, porlo que y < z =y, y del lema anterior y = y9"" . Asi, y" = y9 = 2,
contradiciendo que actuar por h es un automorfismo. Esto prueba que r estd bien definida.
Ademas es claro que preserva el orden y que si i : X — O, — X es la inclusion, entonces
ir < idyx. Como ri = idx_p,, se tiene que ir ~¢ idx rel X — O, por la proposicién
1.3.1. O

Definicién 1.3.5. Un G-core de un G-poset es un core del poset que es G-invariante.
Del lema anterior, todo G-poset posee un G-core.
Proposicién 1.3.6. Todo G-poset contractil posee un punto fijo.

Demostracion. Si X es un G-poset contrictil, entonces existe un G-core. Como todos
los cores son isomorfos y X es contractil, este core equivariante debe consistir de un solo
punto, y tal punto tiene que ser un punto fijo de la accién. O

Proposicién 1.3.7. Sean X e Y dos G-posets y sea [ : X — Y un G-morfismo. Si f es
una equivalencia homotdpica, entonces es una G-equivalencia.

Demostracion. De la proposiciéon anterior, existen X, y Y. dos G-cores de X e Y re-
spectivamente. Sean iy : X, — X, iy : Y, = Y las inclusiones y rx : X — X,
ry : Y — Y, los retracto por deformacién fuerte equivariantes. Entonces ry fiy : X, — Y,
es un G-morfismo que es una equivalencia homotépica. Como son espacios minimales,
es un isomorfismo y es G-equivariante. En particular, es una G-equivalencia. Luego
[ =iy(ry fix)ry es composicién de G-equivalencias y de la proposicién 1.3.2, resulta una
GG-equivalencia. O

Observacién 1.3.8. Notar que en la proposicién anterior pedimos que f fuese un G-
morfismo. En general, si X e Y son dos G-posets homotdpicamente equivalentes, puede

que no sean G-equivalentes. Ver por ejemplo [6, Remark 8.1.7].
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Definicién 1.3.9. Sea X un G-poset. Si 2 € X es un beat point, decimos que hay
G-colapso elemental fuerte de X a X — 0, y notamos X \<¢ X — 0,. Decimos que X
G-colapsa fuertemente a un subespacio Y si existe una serie de G-colapsos elementales

fuertes que comienzan en X y terminan en Y. En este caso notamos X \¥ Y.

Proposicion 1.3.10. Sea X un G-poset y sea Y C X un subespacio G-equivariante. Son
equivalentes:

1. X2 Y
2. Y C X un retracto por deformacién fuerte equivariante.
3. Y C X es un retracto por deformacién fuerte.

Demostracion. De la demostracién del lema 1.3.4, todo G-colapso elemental fuerte induce
un retracto por deformacién fuerte equivariante. Luego si X \Y Y, componiendo los
colapsos clementales intermedios, llegamos a que Y es un retracto por deformacion fuerte
equivariante de X.

La tercera claramente es implicada por la segunda, por lo que solo resta probar que
si Y C X es un retracto por deformacion fuerte entonces X \N¥ Y. Siz € X —Y es un
beat point, entonces O, NY = () pues Y es G-invariante, por lo que X \¢* X — O, e
Y € X — O,. Por induccién, X — O, N¥ Y, y por lo tanto X \¥ Y. a

Ahora veremos la nocién de tipo homotdpico simple equivariante para posets.

Definicién 1.3.11. Sea X un G-poset. Siz € X es un weak point, entonces 29 es un weak
point para todo g € G. Decimos entonces que hay un G-colapso elemental de X a X — O,
y lo notamos X ¥* X — O,. Observemos que X — O, es G-invariante. Decimos que X
G-colapsa a un subespacio Y si existe una serie de G-colapsos elementales que comienzan
en X y terminan en Y. Lo denotamos X \' Y, y en tal caso Y resulta G-invariante.
Decimos que X es G-colapsable si X G-colapsa a un punto. De manera analoga se definen
G-expansiones elementales y G-expansiones. Decimos que X e Y son dos G-posets con
el mismo tipo homotdépico simple equivariante, y notamos X /¢ Y, si existe una serie de
G-colapsos y G-expansiones que comienzan en X y terminan en Y.

Observacién 1.3.12. Todo G-colapso fuerte es un G-colapso, y todo G-colapso es un
colapso (en el sentido cldsico de la definicion para posets). De la proposicién 1.3.10, X
colapsa fuertemente a un subespacio G-invariante Y si y solo si Y € X es un retracto
por deformacién fuerte, si y solo si X G-colapsa fuertemente a Y. En particular, X es
contrdctil si y solo si es fuertemente colapsable, si y solo si es G-fuertemente colapsable.
Sin embargo, esto no vale en general para G-colapsos (ver [6, Example 8.3.3|)

Proposicién 1.3.13. Sea X un G-poset tal que X NY' Y para un subespacio invariante
Y. Entonces X/G N Y/G y X¢\\ Y. En particular, si X es contréctil entonces X/G

y X% 1o son.

37



Capitulo 1. Preliminares Kevin Piterman

Demostracion. Basta ver el caso en que Y = X — O,, con z € X un beat point. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que z es un down beat point y sea y € X el punto
que estd cubierto por . Asi, en el cociente, 7 < T, y si Z < T entonces existe g € G tal
que 27 < z, por lo que Z = 29 < y9 = 7. En consecuencia, T es un down beat point de
X /G y tenemos un colapso fuerte de X/G aV/G = X/G — .

Si x no queda fijo por G, entonces Y¢ = X% y no hay mds nada que decir. En caso
contrario, € X¢ y afirmo que y € X©. Si g € G, entonces y9 < 29 = z implica que
y9 < 1, y por el lema 1.3.3 deducimos que y9 = y. Luego z cubre a y en X% y por lo
tanto X colapsa fuertemente a X¢ — 2 = Y©.

La tiltima parte sale de considerar Y = {x}. d

De lo anterior, podemos deducir algo un poco mas general para los G-colapsos, pero
solo para el poset de los puntos fijos. Para el cociente en general no sera cierto.

Proposicién 1.3.14. Si un G-poset X G-colapsa a un subespacio Y, entonces X colapsa
a YC. En particular, si X es G-colapsable entonces X es colapsable.

Demostracion. Solo basta ver el caso en que Y = X — O, con z € X un weak point. Por
definicion, su link C’\ es contractil. Si z no es un punto fijo, entonces X¢ = Y& y listo.
Supongdmoa entonces que 2z € X es un punto fijo. Entonces C es G-invariante y asi

C’;\’ = (C’f )¢. Este 1iltimo es contractil por la proposicién anterior, de lo que resulta que
z € XY es un weak point. Por lo tanto X6\ X¢ — ¢ = (X —2)¢ =YC, O

Para el cociente no vale en general que si X \ Y entonces X/G\ Y/G. Para un
contraejemplo ver [6, Example 8.3.16].
De todo lo anterior, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.15. Si X e Y son dos G-posets con el mismo tipo homotdépico simple
equivariante, entonces X e Y tienen el mismo tipo homotdpico simple.



Capitulo 2

Los posets de p-subgrupos de un
grupo

Dado un grupo finito G y un primo p, el poset de p-subgrupos de G consiste de todos los
p-subgrupos no triviales de G. Lo notaremos S,(G). Si p divide al orden de G, de los
teoremas de Sylow, S,(G) es no vacio y sus elementos maximales son los p-Sylows. En
caso contrario serd vacio y no tiene mucho interés. El complejo K(S,(G)) fue estudiado
por primera por Brown en [15], donde prueba, entre otras cosas, que la caracteristica de
Euler del complejo asociado al poset es congruente a 1 mddulo el orden de los p-Sylows.
Es por eso que en la literatura del tema muchas veces se lo denomina complejo de Brown.

Mis adelante, Quillen en [28] trabaja con el complejo de Brown y describe algunas
de sus propiedades. Demuestra que K(S,(G)) es homotdpicamente equivalente a otro
complejo simplicial, que a menudo se lo llama complejo de Quillen, que es K(A,(G)), donde
Ap(G) es el poset de los p-subgrupos elementales abelianos de G. Luego observa que si G
tiene un p-subgrupo normal no trivial, entonces K(S,(G)) es contractil, y conjetura que
vale la reciproca. Esto dio lugar a la denominada conjetura de Quillen sobre el poset de
los p-subgrupos. Hasta el momento, la conjetura sigue abierta. En [28], Quillen demuestra
algunos casos particulares de la conjetura. Por ejemplo, si A, (G) es un poset de altura a lo
sumo 1, entonces la conjetura es cierta. También prueba el caso que G es un grupo soluble
y analiza algunos casos de grupos de tipo de Lie. Actualmente, el trabajo de Aschbacher
y Smith [3] es el que més avanzé sobre la conjetura de Quillen, demostrando que es valida
para p > 5y G sin componentes unitarias U,(q) con g impar y ¢ = —1 mod p.

En este capitulo estudiaremos el tipo homotdpico de S,(G) desde el punto de vista de
la teorfa de espacios finitos. Si bien hay propiedades homotdpicas que se pueden estudiar
en K(S,(G)), obtendremos resultados mds fuerte que los que dio Quillen en [28] si vemos
a dicho poset como un espacio finito con la accién de . Ademds, veremos qué otros
posets de p-subgrupos se pueden formar a partir de G y cémo se relacionan con S,(G)
desde el punto de vista homotdpico. Comenzamos en la seccién 2.1 con las definiciones y
resultados basicos sobre los posets S,(G) y Ap(G). junto con un andlisis de la conjetura
de Quillen y los avances al respecto. En la seccién 2.2 veremos la relaciéon que existe entre
Sp(G1 x Ga) y Sp(G1) * Sp(G2), para G, G2 grupos finitos, probando que en general no
son homotdpicos como espacios finitos. En la seccién 2.3 estudiamos la conexién y simple
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conexién de S,(G). Para la conexién, Quillen demostrd que es equivalente a la existencia
de cierto subgrupo en G. Sin embargo, la simple conexién es mucho mds compleja de
abordar. Una descripcién casi completa se debe a Aschbacher en [5], donde caracteriza
los grupos con S,(G) simplemente conexo médulo una conjetura que esta probada en casi
todos los casos. En la seccién 2.4 veremos qué otras construcciones podemos considerar
en lo que respecta a posets y complejos de p-subgrupos. En esta seccién veremos una
demostracién alternativa a la que dieron Thévenaz y Webb en [35] de que |[K(S,(G))| y
IK(Ap(G))| son G-equivalentes, utilizando el concepto de G-colapsos simpliciales. En la
seccién 2.5 probamos el resultado de Brown sobre la caracteristica de Euler de S,(G).
Finalmente, en la seccién 2.6 analizamos los espacios de érbitas que surgen naturalmente
de tener un G-poset X y lo relaciones con una conjetura de P. Webb.

2.1 La conjetura de Quillen

Recordemos que Sp(G) denota al poset de p-subgrupos no triviales de un grupo G. A
continuacién definimos el ya mencionado poset A,(G).

Definiciéon 2.1.1. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Un p-subgrupo no trivial de
G se dice que es p-clemental abeliano (o un p-toro) si es abeliano y de exponente p. El
poset de los p-toros de G se nota A, (G).

Observacién 2.1.2. Un p-toro es un grupo isomorfo a Z, para algin n > 1.

En la literatura, al poset A,(G) se lo denomina “poset de Quillen” y a K(Ay(G))
“complejo de Quillen”.

Uno de los primeros resultado en el articulo [28] es que la inclusién de K(A,(G)) en
K(Sp(G)) induce una equivalencia homotépica. A nivel de espacios finitos a priori solo
significa que la inclusién de Ap(G) en S,(G) es una equivalencia débil. Maés adelante
veremos que en realidad hay una relacién mas fuerte entre estos dos posets.

Proposicién 2.1.3. (Quillen) La inclusion i : A,(G) = Sp(G) es una equivalencia débil
entre espacios finitos. En particular, K(A,(G)) v K(Sp(G)) son homotdpicamente equiv-
alentes.

Demostracion. La demostracién consiste en utilizar el Quillen’s Fiber Theorem (ver [28,
Proposition 1.6]) que acd lo enunciamos en el teorema 1.2.14.
Si B € §,(G), entonces

i"H(Up) = {A € A4,(G) : A< B} = Ay(B)

La proposicién siguiente muestra que A,(B) es contractil. Luego i es una equivalencia
débil. O

Proposicién 2.1.4. Si P es un p-grupo no trivial, entonces A,(P) es contractil.

Demostracion. Como P es un p-grupo, su centro es no trivial (ver proposicién 1.1.14) y por
lo tanto este tiltimo tiene elementos de orden p (teorema de Cauchy 1.1.10). Consideremos
N = Qi(Z(P)). Como Z(P) es abeliano, N resulta un subgrupo abeliano no trivial de
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Z(P) generado por elementos de orden p. Esto nos dice que N tiene exponente p, y por
lo tanto N € A,(P).

Por otro lado, si A < P es elemental abeliano, el producto AN es un p-subgrupo
elemental abeliano de P. Luego tenemos un morfismo f : Ay(P) = A,(P) dado por
f(A) = AN, que estd bien definido y tal que id 4,(py < f > cten. En consecuencia, Ap(P)
es contractil. O

Observemos que el grupo G actia en los p-subgrupos y en particular en los p-toros
por conjugacién. Esto define una G-accién en los posets A,(G) y Sp(G). En general,
entenderemos por poset de p-subgrupos de G a un subposet G-invariante de S,(G), como
es el caso de A, (G). De esta manera, podemos preguntarnos si por ejemplo dos posets de
p-subgrupos son G-equivalentes o tienen el mismo tipo homotépico simple equivariante.

La siguiente proposicién estd motivada por lo que dice Barmak en [6, Corollary 8.4.1],
aunque el resultado tal como lo enunciamos es mas fuerte.

Proposicién 2.1.5. El poset S,(G) G-colapsa al poset A,(G). En particular, estos posets
poseen el mismo tipo homotdpico simple equivariante.

Demostracion. Para ello debemos ver que podemos obtener Ay(G) de Sp(G) extrayendo

6rbitas de weak points. Sea Ay € Sp(G) — A,(G) de orden minimal. Entonces Uﬁﬁ(G) =
Ap(Ap) pues lo elegimos minimal. De la proposicion 2.1.4, este poset es contractil, y asi
el elemento Ay es un weak point. Luego S,(G) X" S,(G) — O4,. Notemos que ningin
elemento de Oy4, es un p-toro, ya que son todos isomorfos a Ag. Sea S = S,(G) — Oy, .
Es claro que A,(G) C Sp. Si la inclusién es estricta tomamos Ay € S1 — Ap(G) de orden
minimo. De esta manera, si B € S7 y B < Ay, entonces B es un p-toro ya que A; era
de orden minimal. Reciprocamente, si B < A; es un p-toro, como Ay no era un p-toro,
el subgrupo B no podria estar en la érbita de Ag, por lo que B € S;. Esto nos dice
que Uji = Ay(A1), el cual es contrdctil. Luego S1X° S1 — Oy, = So y Ap(G) C Ss.
Podemos continuar este proceso inductivamente y, por finitud, para algun n tendremos
que S, = Ap(G). Luego S,(G) Y A,(G). O

Lo siguiente que remarca Quillen en su articulo [28], es que si G posee un p-subgrupo
normal no trivial, entonces K(S,(G)) es contractil. En realidad, vale algo mucho mds
fuerte: el poset S,(G) resulta contréctil. Esta observacién fue hecha por Stong en [32].

Proposicién 2.1.6. (Stong) Si G posee un p-subgrupo normal no trivial, entonces S,(G)
es contréctil.

Demostracion. Sea N < G un p-subgrupo normal no trivial. Entonces si A es un p-
subgrupo no trivial, tenemos que AN es un p-subgrupo no trivial. Luego la funcién
[ 8p(G) = S,(G) definida por f(A) = AN es un morfismo de posets que verifica que
ids, () < f > cten. En consecuencia, S,(G) es contrdctil. O

Como la interseccion de todos los p-Sylows, que notamos O,(G), es el p-subgrupo
normal més grande en G, la hipdtesis de la proposicién anterior es equivalente a decir
que O,(G) > 1. Por otro lado, los p-subgrupos normales no triviales son exactamente los
puntos fijos del poset S,(G), y todos ellos deben estar incluidos en Op(G) por maximalidad.
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Es decir, G tiene un p-subgrupo normal no trivial si y solo si O,(G) > 1, si y solo si Sp(G)%
es no vacfo.

Reciprocamente, si S,(G) es contractil, de la proposicién 1.8.13, S,(G)€ es contréctil,
y en particular no vacio. En definitiva, vale lo siguiente.

Teorema 2.1.7. (Stong) El poset S,(G) es contrdctil si y solo si Op(G) > 1.

La demostracién que dimos de este teorema fue hecha por Stong en [32].

Stong muestra en [32] que en general los posets A, (G) y Sp(G) no son homotépicamente
equivalentes. Esto lo veremos mas adelante en la seccién 3.7 del capitulo 3. Sin embargo,
prueba que la contractibilidad del poset A,(G) implica la del S,(G).

Proposicién 2.1.8. (Stong) Si A,(G) es contrictil, entonces S,(G) es contréctil.

Demostracién. Como A,(G) es contrictil, por la proposicién 1.3.13, A,(G)% es contrdctil
y en particular no vacio. Luego existe un p-subgrupo normal no trivial, es decir, O,(G) >
1. ; d

En realidad, lo que utilizamos en el teorema anterior es el hecho de que .A,,(G)G es
no vacio. Como S,(G) G-colapsa a A,(G), de la proposicién 1.3.14, tenemos que Sp(G)¢
colapsa a A,(G)Y. En particular, Sp(G)% es no vacfo si y solo si A,(G) es no vacio, y
esto equivale a decir que S,(G) es contractil. También hay un argumento algebraico para
esta ultima equivalencia: si SP(G)G es no vacio y tomamos N < G un p-subgrupo normal
no trivial, podemos definir A = Q,(Z(N)) < N, que es un p-subgrupo no trivial (por la
proposicién 1.1.14 y el teorema de Cauchy 1.1.10) y es normal en G (pues es caracteristico
en N y éste es normal en G). Como A € A,(G), tenemos que A € A,(G)Y. Como
Ap(G)E C 8,(G)E, concluimos que A,(G)C es no vacio si y solo si Sp(G)¢ es no vacio.

Con esto tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.9. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Son equivalentes:
1. §p(G) es contractil
2. G posee un p-subgrupo normal no trivial
3. Op(G) >1
4. 8,(G)€ es no vacio
5. Ap(G) es no vacio

Observacién 2.1.10. Otra cosa que observamos es que tanto S,(G) como Ay(G) son
reticulos reducidos. Esto es porque si dos elementos estdn acotados inferiormente, entonces
existe el infimo y es la interseccion. Mas precisamente, si A, B € S,(G) o A, B € A,(G),
el infimo (si estdn acotados inferiormente) estd dado por AA B = AN By el supremo (si
estan acotados superiormente) por AV B = (A, B).

Ademids, A,(G) es un reticulo reducido atémico: todo elemento A € A,(G) es el
supremo de los minimales que estdn por debajo de éste, es decir, A =sup{H < A: |H| =
p} (ver proposicién 1.2.42).
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La formulacién original de la conjetura de Quillen no utiliza la topologia de los posets
sino de los complejos simpliciales asociados. Por lo visto anteriormente, en términos de
espacios finitos la conjetura de Quillen se puede reformular de la siguiente manera.

Conjetura 2.1.11. (Quillen) Si S,(G) es homotdpicamente trivial, entonces es contractil.

Esto es falso para espacios finitos en general. Ver [6, Example 4.2.1, “The Wallet”].
De las equivalencias de la proposicion 2.1.9 y razonando por la contrarreciproca, pode-
mos reescribir la conjetura de la siguiente manera:

Conjetura 2.1.12. Si O,(G) = 1 entonces S,(G) no es homotGpicamente trivial.

En lo que sigue, comentaremos, sin mucho detalle, algunos casos particulares que se
saben de la conjetura de Quillen 2.1.11. En general, en vista de 2.1.12, para probar algin
caso de la conjetura se argumenta por la contrarreciproca suponiendo que O,(G) =1y
viendo luego que alguna homologfa de S,(G) es no trivial. Esto a priori es més fuerte
que la conjetura en si, ya que estamos viendo que si S,(G) no es contractil entonces no es
homolégicamente trivial.

En su articulo [28], Quillen demuestra primero que la conjetura vale si el poset A,(G)
tiene altura a lo sumo 1. Nosotros daremos una demostracion alternativa utilizando la
teoria de espacios finitos.

Proposicién 2.1.13. (Quillen) Si A,(G) tiene altura a lo sumo 1, entonces S,(G) verifica
la conjetura.

Demostracion. Como Ay,(G) contréctil implica Sp(G) contrdetil, basta con probar que si
Ap(G) tiene altura a lo sumo 1 y es homotépicamente trivial, entonces es contréactil. El
resultado vale en general para un espacios finito X de altura a lo sumo 1. Supongamos
entonces que X es un espacio finito de altura a lo sumo 1 y homotdpicamente trivial. En
tal caso, el espacio finito X al no tener ciclos y ser conexo, debe ser un arbol, y por lo
tanto es contractil. O

Si bien la conjetura de Quillen no esta probada, en lo que sigue comentaremos algunos
casos en los que si esta probada.

El caso soluble

Quillen prueba en [28] que la conjetura es cierta para los grupos solubles. Daremos a
continuacion una demostracién de este hecho, que sigue en general las ideas originales de
Quillen, pero simplificando algunos de los pasos con demostraciones alternativas.

Para probar la conjetura para un grupo soluble G, suponemos que Op(G) = 1 y vemos
que la homologfa del poset A,(G) es no nula. Siguiendo a Quillen, lo que haremos es ver
que si A € A,(G) es un p-toro maximal de rango s, entonces H,_1(Ay(G)) # 0.

Para ello vamos a necesitar utilizar [28, Theorem 9.1], junto con algunas definiciones
previas.

Definicién 2.1.14. Un poset X se dice n-esférico, o esférico cuando el n esta implicito,
si tiene dimension n y es (n — 1)-conexo.
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Teorema 2.1.15. (28, Theorem 9.1]) Sea f : X — Y un morfismo de posets tal que Y
es n-esférico, F;’ es (n — h(y) — 1)-esférico y f~1(U,) es h(y)-esférico para todo y € Y.
Entonces X es n-esférico. Mds aun, existe una filtracién candnica

0=Fy,1CF,C...C F.1 = H,(X)

e isomorfismos i
F_l/FO ~ Hn(Y)

Fo/Far1 = @ ]:]nqul(ﬁ‘;/) @ Hq(f—l(Uy))

y:h(y)=q

para 0 < g < n.

Observemos que de la condicién de esfericidad de los posets involucrados, todas las
homologias que aparecen son grupos abelianos libres (posiblemente triviales), y por lo
tanto hay un isomorfismo (no canénico)

]:In(X) = -gn(Y) 53] EB ﬁn—h(y)—q(ﬁ;}/) X ﬁh(y)(f_l(Uy)) (2'1)
yey

Para demostrar este teorema, Quillen utiliza cierta sucesién espectral y téenicas que
recurren a sistemas locales. Aqui daremos una demostracién alternativa de este teorema
utilizando teorfa de espacios finitos, pero sin exhibir la filtracién: simplemente vemos el
isomorfismo 2.1, que es todo lo que necesitaremos

Daremos algunos resultados previos siguiendo las ideas de Barmak en [7].

Definiciéon 2.1.16. Un espacio topoldgico X se dice n-conexo, con n > —1 si para cada
x € X, los grupo 7;(X, z) son triviales para todo 0 <7 < n.

Observacidén 2.1.17. Por convencién, —1-conexo quiere decir que el espacio es no vacio.
Por Hurewicz, si n > 1, un espacio X es n-conexo si y solo si es simplemente conexo y

H;(X) =0 para todo 0 < i < n.

Definicién 2.1.18. Un par topoldgico (X, A) es n-conexo si m;(X,A) = 0 para todo
0<71<n.

Definicién 2.1.19. Una funcién continua entre espacios topoldgicos f : X — Y se dice
que es una n-equivalencia, con n > 0, si para todo x € X, el morfismo inducido f, :
mi(X,z) = m(Y, f(z)) es un isomorfismo para 0 < i < n y un epimorfismo para i = n.

Observacién 2.1.20. Notar que (X, A) es n-conexo si y solo si la inclusién i : A < X es
una n-equivalencia.

Observacién 2.1.21. Podriamos definir de manera andloga una n-equivalencia homolégica,
y llamar n-equivalencia homotdpica a la dada en la definicién. Notar que por el teorema
de Hurewicz para pares topoldgicos, una f : X — Y es una n-equivalencia si y solo si el
par (My, X) es n-conexo (donde Mjy es el cilindro de f). Lo mismo vale para el cilindro
no-Hausdorff en espacios finitos.
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Lema 2.1.22. Sean n y m dos enteros no negativos. Consideremos un poset finito X y
un elemento z € X tal que U, es (n — 1)-conexo y F, es (m — 1)-conexo. Entonces la
inclusion X — z < X es una (n + m + 1)-equivalencia.

Demostracion. Pasando por los complejos simpliciales asociados a cada espacio finito que
aparece, podemos utilizar los teoremas clasicos de topologia algebraica.
El link de =z,

es (n+m+1—1) = (n+m)-conexo por [26, Lemma 2.3]. Asi, el par (St(z), Lk(z)) resulta
(n 4+ m + 1)-conexo por la sucesion exacta larga de los grupos de homotopfa.

Suponiendo sin pérdida de generalidad que X es conexo, el par (X — x,Lk(z)) es 0-
conexo. Es decir, Lk(xz) interseca a todo componente de X — z. Para ver esto, tomemos
y € X —x y veamos que estd conectado con algin vértice de Lk(z). Como y estd conectado
con x en X, existen puntos xg,x1,....x, € X tales que z¢g = y,z, = 2, &; # xjy1 y son
comprables para todo i, y x; # @ si i # n. En particular, z,,—; € Lk(z) e y estd conectado
con r,_1 en X — .

Aplicando escisién homotépica con X = St(z) U (X — z) y St(z) N (X — z) = Lk(x),
como (St(z),Lk(x)) es (n + m + 1)-conexo y (X — z,Lk(z)) es 0-conexo, la inclusion
i: (St(z),Lk(z)) = (X, X — ) es una (n +m + 1)-equivalencia (ver [18, Theorem 4.23]).
Por lo tanto X —z < X es una (n + m + 1)-equivalencia. a

Teorema 2.1.23. Si f : X — Y es un morfismo de posets de manera que para cierto
n > 0, se tiene que F,UY es (n — h(y) — 1)-esférico y f~1(Uy) es h(y)-esférico para cada
y €Y, entonces f es una n-equivalencia.

Demostracion. Sea B(f) el cilindro no-Hausdorff de f. Seani: X < B(f)yj:Y < B(f)
las inclusiones. Sabemos que j ¢s una equivalencia homotdpica entre posets (ver (8], [6])
vy que 1 ~ jf. Luego para ver que f es una n-equivalencia, basta con probar que i lo es.
Sea {y1,...,yn} una extensién lineal de Y. Es decir, si y; < y; entonces i < j. Para
cada 0 < r < m, consideremos el poset X, = X U{ypt+1,Yr42. -, Ym}. Asl, Xo=B(f) vy
Xm = X. Veamos que la inclusion X, 11 < X, es una n-equivalencia para todo r. Para
ello notemos que

Uﬂ‘f' ={ee X :a<y}=f"1(Uy)
FXr={ae X, ra>p}=FY

Del lema anterior, la inclusién X,y < X, es una (n—h(y)—1+h(y)+1 = n)-equivalencia.
Componiendo todas las inclusiones, deducimos que i : X — B(f) es una n-equivalencia.
O

Observacién 2.1.24. De las hipdtesis del teorema se deduce que tanto Y como X son
posets de dimension n y que todos sus clementos maximales tienen la misma altura.

Ahora veamos cémo probar el isomorfismo 2.1 utilizando la teoria de espacios finitos.

Teorema 2.1.25. En las condiciones del teorema 2.1.15, se tiene un isomorfismo (no
candnico)

Hn(X) o ﬁn(?/) @ ﬂn—h(y)—l(ﬁ;» ® Hh(y)(.f—l(Uy))

yey
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Demostracion. Siguiendo la notacién de la demostracién del teorema 2.1.23, tomemos un
y = yr. Observemos que

Fy* f71(Uy) = Lkx,_, (y)

Su dimensién es
dimLky, ,(y) = dim ﬁy +dim fTN(U)+1=n—-h(y) -1+ h(y)+1=n

y de [26] tenemos una férmula para la homologia del join

Hn(Ler—l(y)) = Hn(ﬁ‘y * f_l(Uy))
= Y H(B)QH;(FU))+ Y, Tor(Hi(E,), Hu(f~(Uy))

i+j=n—1 i+j=n—2

= Hn—h(y)—l(EJ) ® ﬁh(y)(f_l(Uy))

La 1ltima igualdad proviene de la hipdtesis de esfericidad de ﬁ‘y y de f~1(U,). Esta
condicién también nos dice que Lky, ,(y) es (n—1)-conexo (ver [26]), es decir, es esférico.

Por otro lado, notemos que dim X; = n 4+ 1 para i < m. Esto es porque una cadena
maximal en X; es de la forma

o< <. <ar <P <yl <. <y

donde y* es un elemento maximal de Y y z, es maximal en f_l(Uyn). Como este poset
tienen dimensién h(y°), concluimos que » = h(y°). Por otro lado, 4° < y* < ... < ¢y* es
una cadena maximal en F;ﬁ, que tiene dimensién n — h(y®), por lo que k = n — h(y").
Luego esta cadena tiene longitud r +k+1=n+ 1.
Escribamos L, = Lky,_, (y,). Utilizando Mayer-Vietoris para X,_; = X, UStx,_,(y)
y observando que
L, =Lkx,_,(y) = X, NStx,_, (y)

obtenemos una sucesion exacta larga

0— Hn—i—l (Xr) ® I:In+1(5txr_1(y)) =¥ Hn.+l(Xr—1) = ]{n(Lr) =

— f{n(XT) o ﬁn(stx,ﬂ_l(y)) — gn(X,«_l) — ]:In_l(L,») —
— j:In__l(Xr) &5, ﬁn_l(StXr_l(y)) — Hn—l(Xr—l) — ...

donde el primer cero es porque dim L, = n. Como este link es (n — 1)-conexo y el star
Stx,_, (y) es contrdetil, la cola de la sucesién nos queda

0— f[n-é—l(Xr) =¥ ]_:’n+1(X7-—]) =7 I;rn(Lr) = fJn(Xr) 4 Hn(Xr—l) -0

Luego para todo r existen inclusiones H, (X)) C Hy1(Xp_1). Tomando r = 1y
componiendo estas inclusiones, tenemos que

Hp1(X:) C Hpy1(Xo) = Hos1t(B(f)) = Hp1 (V) =0

46



Kevin Piterman Cupitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo

para todo 0 <4 < r. Esto nos da una sucesion exacta corta (SEC):

0— Hy(L,) = Hy(X,) = Ho(X,—1) = 0
Para r = 1 tenemos la sucesién
0= Hy(Lg) = Ba(X)) » Hy(Y) =0

donde usamos que Xg = B(f) ~ Y. Como las puntas son libres, deducimos que H,,(X1)
es libre y que la SEC se parte. Suponiendo que f]n_(X,._l) es libre, como fIn(L,') es libre
por ser L, de dimensién n, vemos que ﬁn(Xr) es libre. Por lo tanto, todas las SEC se
parten

H (X)) = Hy (L) ® Hy (Xp-1)

e inductivamente llegamos a que

Hy(X) = Ho(Y) @D Hn(Ly) =~ Ho(y) P Huonyy-1(Fy ) @ Hyy (£ (Uy))

yey

O

En la demostracién del caso soluble, Quillen se reduce a un producto semidirecto LA,
donde L es un p’-grupo soluble y A es un p-toro que actia fielmente en L. Como veremos
a continuacion, que la accién sea fiel es equivalente a que Opy(LA) = 1. Recordemos que
un p’-grupo es un grupo cuyo orden es coprimo con p.

Lema 2.1.26. Si A es un p-grupo y L es un p/-grupo de manera que A actiia por auto-
morfismos en L, entonces Cy(L) = Op(LA).

Demostracion. Probemos las dos contenciones. Como C4(L) es un p-subgrupo normal en
A y esta contenido en el normalizador de L, concluimos que es un p-subgrupo normal de
LA. Luego C4(L) < Oy(LA).

Reciprocamente, veamos que O),(LA) < Cy(L). Como A es un p-Sylow de LA, tenemos
que O,(LA) < A. Ademas, O,(LA) y L son dos subgrupos normales de LA de dérdenes
coprimos. En particular, su interseccion es trivial, y esto nos dice que Op(LA) < Cra(L).
Intersecando a ambos lados con A, deducimos que

Op(LA) = Op(LA)NA < Cpa(L)NA = Ca(L)

Nuestro objetivo ahora es probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.27. Supongamos que L es un p'-grupo soluble y que A es un p-toro de rango
5 > 0 que actiia por automorfismos en L. Si la accidn es fiel, entonces Hy_1(Ap(LA)) # 0.

Observacién 2.1.28. En el caso s = 0 del teorema anterior tendriamos que A es el grupo
trivial, y asi Ap(LA) =0y H_1(Ay(LA)) = Z. Luego podemos suponer que s > 0.
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Antes de probar este teorema, veamos cémo reducir la prueba de la conjetura de Quillen
2.1.11 para un grupo soluble G al caso de un grupo de la forma LA como indica el teorema
2.1.27. Seguimos las ideas de [28, Theorem 12.1].

Teorema 2.1.29. Sea G un grupo soluble y p un primo. Si Op(G) =1 y A es un p-toro
mazimal de rango s, entonces Hy_1(A,(G)) # 0. En particulat, lo conjetura vale para
grupos solubles.

Demostracion. En el caso de que p no divida al orden de G razonamos de la misma manera
que en la observacion 2.1.28. Luego podemos suponer que p divide al orden de G.

Sea A un p-toro maximal de rango s > 0. Sea L = Oy(G). Como L es normal en G,
A actia por conjugacién en L. Aplicando el lema de Hall-Higman (ver teorema 1.1.28),
tenemos que Cg(L) < L. Luego Cu(L) = ANCqg(L) < AN L =1 puesto que son grupos
de 6rdenes coprimos. Esto nos dice que la accion de A en L es fiel, y por lo tanto el
subgrupo LA < G estd en las condiciones del teorema 2.1.27. Luego H,_1 (Ap(LA)) # 0.

Para concluir con la demostracién, veamos que Hy 1 (Ay(LA)) € Hs 1(Ay(G)). Sean
X =A,(G), Y = A,(LA) y Z el subposet de A,(G) de los p-toros que estdn contenidos
en algiin p-toro que no esta en A,(LA). Mds precisamente, si

I={H € Ay(G) : maximal y H ¢ Ap(LA)}

entonces

zZ =] An(H)

Hel

En particular, tanto Y como Z son abiertos. Veamos que si B € Y N Z entonces B tiene
rango < s. Sea C un p-toro maximal que contiene a B y que no estd en Y. Entonces
B < C. Como A es un p-Sylow, existe 2 € LA tal que 27 Bz < A. Si fuese 2 ' Bz = A,
tendrfamos que B es maximal, lo cual contradice B < C. Luego z7 !Bz < A y asf
rp(B) < s. Esto nos dice que Y N Z tiene dimensién < s — 1. Utilizando Mayer-Vietoris
para este cubrimiento, tenemos una sucesion exacta

He a(YNZ) = He ((Y)® He_1(Z) = He_1(X)

y como I~{S_1(Y N Z) = 0, deducimos que ﬁs_l(Y) C ﬁs_l(X), y en particular es no
trivial. .

Observacién 2.1.30. Otro argumento para probar que H,_ 1(Ap(LA)) C H,_ (A (@))

puede encontrarse en [30] y es el siguiente. Como tenemos una inclusion Ap(LA) C Ap(G),
basta ver que un ciclo no trivial z en Hy_;(A,(LA)) es no trivial en H,_ (A »(G)). Por
dimensién, z es la suma de cadenas de la forma Ay < A; < ... < A,, donde Ay es

conjugado de A en LA. Si fuese un borde, es decir, trivial en Hy_1(A,(G)), la cadena
anterior Ay < A; < ... < Ay tendrfa que provenir de quitarle un elemento a otra cadena
mds grande. Pero de la maximalidad de A y como dim Ay = s, se tiene que dim A; = i
para todo i y no existe un B € A,(G) tal que A, < B.

Antes de probar el caso LA, necesitamos una definicién.
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Definiciéon 2.1.31. Un poset finito X de dimensién n se dice que es Cohen-Macaulay
(CM) si se satisfacen las siguientes condiciones:

e X cs n-esférico

o U,y F, son (h(z) — 1)-esférico y (n — h(x) — 1)-esférico respectivamente para todo
zreX

e [N U, es (h(z) — h(a') — 2)-esférico para todo 2/ < z € X

Proposicién 2.1.32. Sea [ : X — Y un morfismo de posets estrictamente creciente.
Supongamos que Y es CM de dimension n y que para cada y € Y, los posets f _I(Uyy )
v F;/ son CM de dimensién h(y) v (n — h(y) — 1) respectivamente. Entonces X CM de
dimensioén n.

La demostracion de esta proposicion es bastante bdsica y utiliza repetidas veces el
teorema 2.1.15, por lo que la omitiremos. El lector puede consultar [28, Corollary 9.7]
para los detalles.

Por 1ltimo, veamos un lema algebraico que nos sera de gran utilidad en la demostracion
del teorema 2.1.27

Lema 2.1.33. Si A es un p-toro y L es un p’-grupo con una A-accién, entonces C'4(L) =
{x € Z(LA) : zP = 1} = Q1 (Z(LA)).

Demostracion. Veamos las dos inclusiones. Siz € Z(LA) y 2P = 1, por ser A un p-Sylow
de LA, existe un y € LA tal que 2 € A. Como z es central, x = 2% € A. Ademds
conmuta con todos los elementos de L, por lo que z € C'4(L).

Reciprocamente, si x € C4(L) entonces 2’ = 1 y conmuta con todo elemento de L.
Como ademéas conmuta con todo elemento de A, concluimos que x € Z(LA). O

Demostracion del Teorema 2.1.27. Siguiendo a Quillen, demostraremos que A,(LA) es un
poset Cohen-Macaulay, independientemente si la accién es fiel o no. La idea de pasar por
esta propiedad, es que podemos aplicar el teorema 2.1.15 a un cierto morfismo para deducir
que Hy 1(Ay(LA)) #0.

Como L es un p’-grupo soluble, existe una cadena de subgrupos caracteristicos
L=lioliD . ...0lpy=1 (2.2)

de manera que los cocientes sucesivos son abelianos. Procedemos a probar por induccién en
el orden de LA (asumiendo ¢l caso L abeliano) que A, (LA) es CM de dimension n = s—1,
y que si ademés la accién es fiel, entonces Hy_1(A,(LA)) # 0.

Supongamos que L es un p’-grupo soluble no abeliano. De la descomposicién 2.2, existe
H un subgrupo propio no trivial caracteristico en L. De esta manera, H es A-invariante.
Es fécil chequear que la aplicacion

o: LA/H — (L/H)A (2.3)

la —la
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es un isomorfismo. Como (L/H) es un p’-grupo soluble de orden menor al de L, podemos
aplicar la hipdtesis inductiva.

Ahora notemos que la proyeccién al cociente 7 : LA — LA/H ~ (L/H)A induce un
morfismo de posets 7 : A,(LA) = A,(LA/H). Més atin, si B € A,(LA), entonces

n(B)=B/H=HB/H~B/HNB~DB

puesto que H y B son grupos de 6rdenes coprimos. Esto nos dice que 7 preserva la altura
de los elementos del poset y en particular es estrictamente creciente.

Veamos que Ap(LA) es CM. La idea es usar la proposicién 2.1.32. De la hipdtesis
inductiva, el poset Y = A,(LA/H) es CM de dimensién n. Basta ver que 771 (U}) es CM
de dimensién h(B). Observemos que

7 N UE) = {C € Ap(LA) : 7C < B} = Ay(7~(B))
Tenemos una sucesion exacta corta
s HasrY{B)sB=1

y sabemos que H es un p’-grupo soluble y B es un p-toro. Podemos aplicar el teorema
de Schur—Zassenhaus 1.1.26 para deducir que 7~ !(B) = HC donde C' es un complemento
de H. Més ain, B = 7~ }(B)/H ~ C. Aplicando la hipétesis inductiva a este grupo,
deducimos que 771 (UY) = Ap(r~1(B)) CM de dimensién h(B). Por lo tanto Ay(LA) s
CM de dimension n.

Asumiendo que la accién de A en L es fiel, es decir, que C4(L) = 1, veamos que
Ho_1(Ap(LA)) # 0. Del lema 2.1.33, C(L) = Q1 (Z(LA)) son los clementos centrales de
orden 1 o p.

Sea B =O(Z(LA/H) y sea m = h(B). Veamos que

a) M (Z(x~Y(B))) = Cp(n~1(B)) = 1, es decir, la accién de B en H es ficl,

b) f{n—m—l(ﬁ‘;p(LA/H)) 7é 0

_ Una vez probado esto, por hipdtesis inductiva en 7~ Y(B) y por a) tendremos que
H,, (Ap(m=1(B))) # 0. Del teorema 2.1.15, usando b), deducimos que Hn(Ap(LA)) # 0.

a) Escribamos 771(B) = HC con C ~ 7 Y(B)/H = B = Q1(Z(LA/H)). Del lema
2.1.33, 0 (Z(7~Y(B))) = Cc(H) < C. Sea b € Cc:(H). Entonces b € Qi (Z(LA/H)) ~
C4(L/H), donde cl iso ¢s a > @. Luego b = @ para cierto a € A. Existe h € H tal que
b = ha. Entonces a = h™'b € HC y en particular, [a,b] = 1 por ser b central. Como
h? = (ba~')P = 1, vemos que h = 1. Esto prueba que (Z(7~1(B)) < A.

Veamos ahora que O (Z(7~1(B))) < C4(L). Seanl € Ly b € O (Z(r"Y(B))) y
probemos que [b,1] = 1. Como b € Q1(Z(LA/H))

b, =51 =1

por lo que existe h € H tal que h = [b,]] = blb-'1"'. Sea ¢ = Ib-'1"!. Entonces
¢ =b"th = hb~1 por ser b central. Como ¢ es un conjugado de b1,

1= = {1h)P =h?

yasi h = 1.
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b) Como B es un subgrupo caracteristico de LA/H, en particular es normal y se tiene un
isomorfismo entre posets

FpeEAH) _ (0 e AJ(LAJH): B < C} = A(LA/H)/B)
como consecuencia del teorema de correspondencia. Del isomorfismo 2.3,
(LA/H)/B =~ ((L/H)A)/Ca(L/H) = (L/H)(A/Ca(L/H)) = L'A’

donde L' = L/H es un p/-grupo con una accién fiel de A’ = A/C4(L/H). Notar que
|A'| = |A|/|Ca(L/H)| = p"t1 /pmtt = p»~™. Por hipétesis inductiva,

gn—m—l(ﬁ‘]?p(LA/H)) _ Hn—m—l(-Ap(L/A/)) 40

Para el caso de L abeliano los argumentos son puramente algebraicos y repiten las
ideas expuestas. El lector puede seguir esta parte de la demostracién en [28, Theorem
11.2]. 0

Otros casos demostrados por Quillen y el caso p-soluble

Quillen en [28] demuestra otros casos de su conjetura 2.1.11 ademds del caso soluble. Entre
ellos estd el ya mencionado caso en que A,(G) tiene altura a lo sumo 1 (ver proposicién
2.1.13). Los otros dos casos que prueba tienen que ver con grupos simples y requieren
otras herramientas que no veremos aqui.

De la clasificacién de grupos finitos simples, un grupo simple no abeliano puede ser un
grupo alterno A, (n > 5), un grupo de tipo de Lie o uno de los 26 grupos esporadicos.

Teorema 2.1.34. ([28, Theorem 3.1]) Si G es un grupo de tipo de Lie en (la misma)
caracteristica p, entonces vale la conjetura 2.1.11.

Precisamente, lo que dice [28, Theorem 3.1] es que el complejo simplicial K(A,(G)) es
homotdpicamente equivalente al building T' asociado a tal grupo (en el sentido de Tits,
ver [34]). En consecuencia, K(A,(G)) tiene el mismo tipo homotdpico que un wedge de
esferas de dimensién [ — 1, donde [ es cierto invariante del building 7'

En general, el complejo simplicial 7' tiene dimensién mas chica que K(Ap(G)), y por
lo tanto, a diferencia del caso soluble, en general no sucede que la homologia de grado
r, con 7 = h(A,(G)) sea no trivial. Los grupos G que verifica que H,(Ap(G)) # 0 con
r = h(Ap(G)) se dicen que satisfacen la Quillen Dimension Property para p, y se abrevia
(D), (definicién introducida por Aschbacher y Smith). Por ejemplo, en el caso de G
soluble vimos que G satisface (QD),. Es claro que (D), implica la conjetura, pero no
todos los grupos que satisfacen la conjetura verifican (QD),. Un ejemplo de esto son los
grupos como en el teorema anterior.

El otro caso que demuestra Quillen es cuando G = GLy(g) con ¢ = 1 mod p. De
hecho, la validez de la conjetura para estos grupos estd implicita en la demostracion del
siguiente teorema.

Teorema 2.1.35. (/28, Theorem 12.4]) Ap(GLyn(q)) es Cohen-Macaulay de dimension
=L
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El entendimiento de las demostraciones de estos dos teoremas requiere de un desarrollo
bésico sobre buildings y de grupos de tipo de Lie, lo cual escapa a los objetivos de este
trabajo. El lector puede consultar los articulos [28] y [34] para obtener definiciones mas
precisas y ver las demostraciones correspondientes.

Por otro lado, en [28, Problem 12.3], Quillen propone ver que el teorema 2.1.27 es vélido
si suponemos solamente que L es un p’-grupo con una accién fiel de A. De esta manera,
la demostracién del teorema 2.1.29 sigue siendo vilida si restringimos nuestras hipdtesis
a (G p-soluble, ya que se basa principalmente en la aplicacién del lema de Hall-Higman
(ver teorema 1.1.28) que vale para grupos p-solubles. Sin embargo, la demostracién del
caso LA para L un p’-grupo con la accién fiel de un p-toro A, no es tan simple. Las
demostraciones que hemos encontrado al respecto (ver [30] o [16]) utilizan en un momento
la CGSF para descartar casos.

La demostracién del caso p-soluble que presenta Smith en [30] se puede resumir de
la siguiente manera. Via la reduccién que propone Quillen, basta con probar el teorema
2.1.27 cuando L es solo un p’-grupo. Es decir, si 4 es un p-toro que actia fielmente en L
por automorfismos, entonces Hy_1(A,(LA)) # 0, donde s > 0 es el rango de A. De esta
mancra, tomamos L que sea un p’-grupo minimal respecto a tener una A-accion fiel. Via
argumentos basicos de teorfa de grupos, se puede deducir que L = F*(L), donde F*(L)
es el subgrupo de Fitting generalizado de L. A partir de esto, la idea es construirse un
subgrupo Ly < L que sea soluble y tal que A actia en Ly de manera fiel. Por minimalidad
de L, debe ser que Ly = L y asi se puede aplicar lo que ya estd demostrado en el teorema
2.1.27. La construccién de tal subgrupo Ly se obtiene a partir del producto del subgrupo de
Fitting F'(L) con otros subgrupos T; que verifican determinadas condiciones. Para probar
que tal subgrupo Lg posee una A-accion fiel, Smith utiliza la clasificacién de grupos simples
finitos.

Smith en [30] presenta una demostracién distinta del caso LA con L soluble. Se toma
nuevamente un L que sea minimal respecto a tener una A-accién fiel y a partir de esto,
realizando una serie de reducciones, se construye un producto central de s-subgrupos que
representan O-esferas. El producto central de grupos se traduce en el join de los complejos
asociados. Como un join de s O-esferas pasa a ser una s — l-esfera dentro de K(A,(LA)),
obtenemos un elemento no trivial de H'S_l(AP(LA)).

Estos argumentos que aparecen en [30] son debidos a Alperin, aunque no estan publi-
cados oficialmente.

Por otro lado, la demostracién de Diaz Ramos en [16] del caso p-soluble, si bien utiliza
la CGSF para descartar casos, se basa en las siguientes reducciones. Al igual que Alperin,
se reduce al caso LA con L un p'-grupo con una A-accién fiel. Via [16, Theorem 5.6], se
reduce al caso en que K = B x S es el producto directo de un p’-grupo abeliano B por un
p’-grupo S que es el producto directo de grupos simples no abelianos. Luego utilizando (16,
Theorem 5.3] y la CGSF, deduce [16, Theorem 5.2]. A partir de este resultado demuestra
el caso LA con L un p’-grupo viendo que cierto subgrupo de la homologia de grado s — 1,
d~onde |A| = p®, con coeficientes en un grupo ciclico Z,4, es no trivial. Concluye asi que
HS—I(AP(LA)) # 0.

Por 1ltimo, remarcamos que tanto la demostracién de Alperin como la de Diaz Ramos
del caso p-soluble, se basan en probar (QD), para un grupo G es p-soluble con O,(G) = 1.

Otra demostracién del caso p-soluble se puede encontrar en el articulo de Aschbacher



Kewvin Piterman Cuapitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo

y Smith [3].

El resultado mas general de la conjetura

A partir del articulo [28], ha habido grandes avances sobre la conjetura 2.1.11. Adema4s de
los casos demostrados por Quillen y el caso p-soluble, en este apartado veremos qué otros
resultados se obtuvieron.

En [19], Hawkes e Isaacs demostraron la siguiente equivalencia, con técnicas algebraicas
y combinatorias.

Teorema 2.1.36. (Hawkes-Isaacs, [19, Theorem A]) Si G es p-soluble con p-Sylows
abelianos, entonces O,(G) > 1 si y solo si x(Sp(G)) = 1.

Si Op(G) > 1 entonces la caracteristica de Euler es 1 porque el poset S,(G) es
contrictil. Luego hay que ver que si Oy(G) = 1 entonces x(S,(G)) # 1. Lo primero
que hacen Hawkes e Isaacs es reducirse al caso LA con L un p’-grupo y A abeliano.
Supongamos que O,(G) = 1y sea L = Oy(G). Si G = G/Ly A = LA/L, entonces
(9,,(5) < A por ser A un p-Sylow de G. Ahora, G es p-soluble y Op (5) = 1, por lo

que del lema de Hall-Higman (ver teorema 1.1.28) tenemos que Cx(O,(G)). Como A es
abeliano, en particular centraliza a O,(G) y por lo tanto tiene que ser que O,(G) = A.
Esto nos dice que A es normal en G, y asi LA es normal en G. Como A es un p-Sylow,
obtenemos que S,(LA) = S,(G). Ademds, de la condicion O,(G) = 1 se sigue que
Op(LA) = 1. De hecho, lo que se puede hacer es suponer que A es elemental abeliano, ya
que Sp(LA) = Ap(LA) = §p(LQ1(A)) y Op(L(A)) = 1. A partir de esto, trabajando
con la funciéon de Mobius de un poset, Hawkes e Isaacs demuestran que la caracteristica
de Euler es no trivial.

En [30], Smith presenta una demostracién diferente de este teorema, recurriendo nue-
vamente a un argumento de Alperin que consiste en la reduccién a un caso minimal y
luego al caso soluble. Como lo que hay que probar aqui es que la caracteristica de Euler
es no trivial, no sirve con ver solamente que se satisface (QD),. Una vez reducido al caso
LA, donde L es un p’-grupo, A es (elemental) abeliano y LA es p-soluble con O,(LA) = 1,
lo que hace Alperin es construirse un subgrupo Ly < L que sea soluble, A-invariante y
tal que x(Sp(LA)) = x(Sp(LoA)). De esta manera, del teorema 2.1.27, como Ap(LgA) es
Cohen-Macaulay, su caracteristica de Euler es no trivial.

Por otro lado, lo que Smith remarca en [30], es que, como ya vimos, al fin y al cabo
si Op(G) = 1 entonces G satisface (QD),, a excepcién del caso de grupos de tipo de
Lie en caracteristica p. En particular, el caso de G = GLp(q) con ¢ = 1 mod p en [28,
Theorem 12.4] que demuestra Quillen también satisface (QD),. Esta nocién de (QD),
fue introducida por Aschbacher y Smith en [3] y sirvié de motivacién para el andlisis de
la conjetura en casos mds generales. Lo que proponen en su andlisis de la conjetura, es
verificar si las componentes del subgrupo generalizado de Fitting F*(G) verifican (QD),, y
en tal caso utilizar argumento inductivos. Cuando hay componentes que no lo verifican, se
deben recurrir a otros métodos no-inductivos. De esta manera, parte del gran trabajo de
Aschbacher y Smith es probar para qué grupos simples se satisface (QD), y para cuéles no.
En realidad, lo que consideran son grupos casi simples G: el subgrupo F*(G) es simple.
Luego analizan el caso minimal G = LA con L = F*(G) simple y A < Out(L) p-elemental
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abeliano. Bajo estas hipdtesis, los grupos LA que no se sabe si satisfacen (QD), pueden
encontrarse en [3, Theorem 3.1] o [30, Theorem 8.2.15]. La demostracién de este teorema
involucra un profundo estudio de los grupos simples y por lo tanto la utilizacion de la
CGSF.

Lo que Smith remarca en [30], es que la mayoria de los grupos de la lista de excepciones
de grupos LA que no se sabe si satisfacen (QD),, no causan problemas en el sentido que
se puede demostrar la conjetura para tales grupos. Sin embargo, hay una clase de grupos
en particular que parece evadir todo tipo de andlisis y que es por ello que todavia no han
podido probar la conjetura en el caso general. Estos son los grupos unitarios Uy, (g) en
caracteristica ¢ con ¢ = —1 mod p y con n > ¢(q — 1). Para Aschbacher y Smith, tales
grupos deberian satisfacer (QD),.

Conjetura 2.1.37. ([3, Conjecture 4.1]) Supongamos que p es impar y que si p = 3,
excluimos los casos ¢ = 2, 8. Entonces (D), deberia satisfacerse en LA con L = Uy,(q) y
A p-clemental abeliano.

En [3, 4.4(b)], se demuestra la conjetura anterior para el caso ¢(qg — 1) > n.
A continuacién, citamos el teorema principal del articulo de Aschbacher y Smith [3].

Teorema 2.1.38. (Aschbacher-Smith, [3, Main Theorem]) Sea G un grupo finito y sea
p > 5 un primo tal que si G contiene componentes unitarias Uy(q) con ¢ = —1 mod p
y q es impar, entonces vale (QD), para todas las p-extensiones de Un(g”) conm < n y
e € 7. Entonces G satisface la conjetura de Quillen 2.1.11 para p.

Una p-extensién de un grupo simple L es un producto semidirecto LB con B < Out(L)
un p-toro.

Para finalizar esta seccién, remarcamos que hay maés casos probados de la conjetura,
incluso en [3]. Por cjemplo, [2, Theorem 3] afirma que si F*(G) es simple, entonces G
satisface la conjetura de Quillen 2.1.11.

2.2 La relacién entre S,(G1 x Ga) y S,(G1) * S,(G2)

Un caso interesante que comenta Quillen en [28] es cuando G es el producto directo
de dos grupos. Lo que él afirma es que si G =~ G x Ga, entonces K(S,(G1 x G3)) es
homotdpicamente equivalente a K(S,(G1) * Sp(G2)). Nosotros en este apartado veremos
que este resultado no vale si los vemos como espacios finitos: en general S,(G1 x Ga) no es
homotépicamente equivalente a S,(G1) * Sp(G2), donde consideramos el join de espacios
finitos (ver definicién 1.2.23).

Si X es un poset, notamos por CT X al poset X * {+} que mantiene el orden entre
los elementos de X y le agrega el elemento + en rol de méximo. Andlogamente definimos
C~X={-}*X.

Proposicién 2.2.1. Si X e Y son dos posets, entonces CTX x C7Y —{(+,—-)} =~ X Y
Demostracion. Sea Z = CTX x C7Y — {(+,—)} ysea W = X Y. Tenemos una funcién

g: Z — W dada por
y siy#-—
9(z,y) = { *

r siy=-—
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Es facil chequear que g es un morfismo de posets. Por otro lado, tenemos una funcién

f: W — Z dada por
f(w) (z,-) siw=zeX
w) —
(+,y) siw=yeyY

Es inmediato ver que f es morfismo de posets. Veamos que [y g son inversas homotdpicas
una de otra:

glz,—) w=zeX z w=zeX
gf(w) = = =W
9(+y) w=yeyY y w=yeX

fy) m#—:{(Jr,y) y#—:{(+,?/) YE S )

fo(z,y) =
fle) y=- (,-) y=— (@) y=-
Por lo tanto gf =idw y fg > idz,porloque W =CtX xCY —{(+,-)}y Z =X Y
son homotdpicamente equivalentes. O

Observacién 2.2.2. Notemos que si X e Y son G-posets, entonces los morfismos de la
demostraciéon anterior f y g son G-inversas, donde la accién de G en los elementos +
y — la asumimos trivial. Es decir, los espacios C*X x C7Y — {(+,—)} y X * Y son
G-equivalentes.

Para los posets de p-subgrupos tenemos ademads otra equivalencia en relacion al pro-
ducto directo de grupos. Para un grupo finito G y un primo p, cuando hablemos del
poset C~S,(G) podemos pensar que cl elemento que agregamos — es el grupo trivial.
Andlogamente, en el poset CTS,(G), el elemento + lo podemos pensar como todo el
grupo G.

Proposiciéon 2.2.3. Para dos grupos finitos Gy y Gy, sea G = (1 X Gi9. Entonces el poset
Sp(G1 x G3) es G-equivalente al poset C~S,(G1) x C~Sp(G2) — {(—, —)}

Demostracion. Por un lado podemos definir
[ 8p(G1 x G2) — C78y(G1) x C5p(Ga) — {(—, )}
H+——pi(H) X p2(H)
donde p; : G1 x G2 — G es la proyeccién canénica. Identificamos al subgrupo trivial de

G; con el elemento — € C~5,(G}). Es fécil chequear que f es un morfismo de posets bien
definido. Por otro lado, tenemos

g1 C™8,(G1)xC™8y(G) — {(=, )} — 5,(G1 x Ca)
H1 X Ho + H] x Ho

Es claro que g también es un morfismo de posets bien definido. Luego
9f(H) =pi1(H) x p2(H) > H
fg(Hl X HQ) =p1(H1 X ]{2) X pQ(H] X ]‘12) = H] X Hg

Ademds, tanto f como g son morfismos G-equivariantes. Luego los posets C~S,(G1) X
C=8p(Ga) — {(—,—)} ¥y S,(G1 x G3) son G-equivalentes. O
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En vista de las proposiciones anteriores, parece haber cierta relacién homotdpica entre
los posets Sp(G1 x G2) y Sp(G1) * Sp(G2). Pero si queremos pasar por los conos de
los posets, nos encontramos con ciertas dificultades. De hecho, en general no vale que
C~X x C7Y —{(—,—-)} sea homotdpicamente equivalente a C*X x C~Y — {(+,—)}.

Ejemplo 2.2.4. Tomemos X un espacio discreto de n puntos e Y un espacio discreto de
m puntos, con 1 < n < m. Entonces X *Y 2 Y x X. Para ver esto, primero notemos que
ambos espacios son minimales. Si z € X, como m > 2, hay al menos dos elementos 1, y2
de Y que lo cubren en X * Y, donde = es minimal, y estos mismos dos estan cubiertos
por z en Y * X, donde x es maximal. Luego = no es beat point en X * Y ni en Y % X.
De manera andloga, como n > 2, los elementos de Y no son beat points ni en X % Y ni
en Y x X. Luego ambos espacios X * Y e Y x X son minimales. Como X %Y tiene n
maximales y Y * X tiene m maximales, con n < m, concluimos que no son homeomorfos,
y por lo tanto no son homotdpicamente equivalentes.

El ejemplo anterior se extiende ficilmente a los casos de los S,(G), puesto que podemos
conseguir grupos G para los que S,(G) sea discreto con méds de un punto.

Ejemplo 2.2.5. Para G =Sy y p =3, S3(S4) es discreto con 4 puntos. Esto es porque:
1. |@=2"%3

2. La cantidad de 3-Sylows es 4 pues 2 y 8 no son congruentes a 1 médulo 3 y hay al
menos 4 elementos distintos de orden 3: {(1,2,3).(1,3,2),(1,2.4), (1,4,2)}

3. Los 3-Sylows son isomorfos a Zs.

De manera andloga se puede probar que S3(S;) es discreto con 10 puntos. Luego del
ejemplo anterior, S3(S4) * S3(S5) % S3(S5) * S3(S4)

Este 1ltimo ejemplo prueba que en general S,(G1) * Sp(G2) y Sp(G2) * Sp(G1) no son
homotépicamente equivalentes.

Retomando a los conos, queremos analizar la conexién entre Sp(G1 X G2) y Sp(Gh) *
5,(G2). El ejemplo anterior muestra que no son homotdpicamente equivalentes en general,
ya que Sp(G1 x Go) = S,(Go x G1). Para dejar en claro esto 1iltimo, veamos qué sucede
con los diferentes espacios que podemos armarnos tomando el producto de dos conos y
sacando sus vértices como hicimos en las dos proposiciones anteriores.

Ejemplo 2.2.6. Supongamos que X es un espacio discreto de n puntos y que Y es un
espacio discreto de m puntos, con 1 < n < m. Cambiemos un poco la notacién y notemos
por x e y a los puntos que agregamos a los espacios X e Y respectivamente cuando le
tomamos algiin cono. Supongamos que X = {a1,...,a,} y que Y = {b1,.... by }.

1. Caso C~X x C7Y — {(z,y)}: afirmo que es un espacio minimal con mn elementos
maximales y m + n minimales. En efecto, si (a4, b;5) < (ap,bj), entonces a; = ay y
bj = bjr por ser X e Y discretos. Ademds, un elemento maximal no puede ser de la
forma (x,b) o (a,y) por ser z < a para todo a € X e y < b para todo b € Y. Esto
mismo nos dice que el poset tiene altura 1y que debajo de cada (a4, bj) solo pueden
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estar los elementos (x,b;) e (@i, y). Asi, hay un total de mn maximales y ninguno es
(down) beat point. Esto mismo que dijimos prueba que los minimales son todos de
la forma (x,b;) e (ai,y), por lo que hay un total de m + n minimales. Para cada i,
sobre (a;,y) tenemos a los maximales (a;, by) para todo k = 1,...,m, los cuales son
mas de 1 pues m > 1. El mismo razonamiento aplica a los minimales (z,b;). Por lo
tanto, los minimales no son (up) beat points.

2. Caso C~X x CTY —{(x,y)}: es homotdpicamente equivalente al espacio Y * X por
la proposicion 2.2.1. En particular, su core tiene n maximales, m minimales, altura
1 y todo maximal cubre a todo minimal.

3. Caso CTX x CY —{(z,y)}: es homotdpicamente equivalente al espacio X * Y por
la proposicién 2.2.1. En particular, su core tiene m maximales, n minimales, altura
1 y todo maximal cubre a todo minimal.

4. Caso CtX x CtY — {(z,y)}: es el poset opuesto a C~X x C~Y — {(z,y)}:
(C™X x C7Y = {(&, ) ) = C*X x C*Y — {(2,y))}

Esto se verifica facilmente observando que (C~X) = CtX si X es discreto. En
particular, tenemos m + n maximales, mn minimales y es un espacio minimal de
altura 1.

Aplicando lo que vimos en el ejemplo 2.2.4, deducimos que los espacios de los casos
2 y 3 no son homotdpicamente equivalentes. Ademads, como n < m, se tiene que mn >
m*x2=m+m >m-+n,yasi 1 y4no pueden ser homotdpicamente equivalentes: son
espacios minimales con distinta cantidad de elementos maximales. Continuando con este
tipo de razonamientos, podemos deducir que dos espacios distintos de los anteriores no
son homotdpicamente equivalentes.

Si tomamos X = S3(Sy4) e Y = S3(S5) tenemos estos mismos contraejemplos para los
posets de la forma S,(G).

Lo que si vale en general, es lo siguiente:

Proposicién 2.2.7. El poset S,(G1 x G2) es contréctil si y solo si S,(G1) * Sp(Ga) es
contractil.

Demostracion. Notemos por inc; : G; — G X Ga a la inclusién canénica inc;(g) = (g,1)
o (l,g)sii=101i=2respectivamente.

Si $,(G1) * Sp(Ga) es contractil, entonces para algin i, Sp(G;) es contractil (ver
proposicién 1.2.25). Luego existe H < G un p-subgrupo normal no trivial. Es inmediato
verificar que inc;(H) es un p-subgrupo normal no trivial de S,(G1 % Ga).

Reciprocamente, si S,(G1 x G3) es contractil, existe H < G; x Gz un p-subgrupo
normal no trivial. Luego pi(H) < G o bien po(H) < G2 es un p-subgrupo no trivial,
Como H < Gy x G, si g € Gj, entonces p;(H)? = p;(H™#(9)) = p;(H). De esta manera,
pi(H) < Gy, y como para algin i es no trivial, concluimos que para algin i, Sy(G;) es
contrdctil. Por lo tanto el join Sp(G1) * Sp(Ga) es contractil. O
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Hasta acd hemos visto que en general S,(G1 x G2) no es homotdpicamente equivalente
a Sp(G1)*Sp(G2), pero que si alguno de los dos es contréctil, entonces el otro lo es. Quillen
lo que prueba en [28] es que sus complejos simpliciales asociados son homotipicamente
equivalentes, lo que en términos de posets se traduce en decir que tienen el mismo tipo
homotépico débil.

Proposiciéon 2.2.8. Los posets Sp(G1 x G2) y Sp(G1) * Sp(Ga) tienen el mismo tipo
homotdpico débil. Es decir, tienen los mismos grupos de homotopfia.

Demostracién. En vista de las proposiciones 2.2.3 y 2.2.1, basta ver que para dos posets X
e Y, los espacios CTX x C~Y — {(+,—-)} y C~ X x C7Y — {(—, —)} tienen el mismo tipo
homotdpico débil. Esto es consecuencia de la proposicion que viene a continuacion, la cual
muestra que las realizaciones geométricas de sus complejos asociados son homeomorfas.
Por lo tanto ambos posets poseen los mismos grupos de homotopfia. O

Proposicion 2.2.9. Si X e Y son dos posets, entonces las realizaciones geométricas de
los complejos K(CTX x C7Y —{(+,—)}) y K(C~ X xC7Y —{(—, —)}) son homeomorfas.
En particular, CT X xC~Y —{(+, =)} y C~ X xC~Y —{(—, —)} tienen los mismos grupos
de homotopfa.

Demostracion. En [6, Proposition 2.7.5], Barmak afirma que la funcién f: [K(X xY)| —
[K(X)| x |K(Y)| definida por

k

f(z 331,% ZT Lzazfﬂ/t

i=0

para (zg.y) < (z1,11) < ... < (Zp.yx), es un homeomorfismo para cualesquiera X
e Y espacios finitos Ty. Recordemos que si 2 € X, entonces K(X — z) = IC(X ) — .
Utilicemos este homeomorfismo para ver entonces que |[K(CtX x C7Y) — {(+,-)} v
IK(C~X x C7Y) — {(—,—)}| son homeomorfos. En abuso de notacién, vamos a notar
siempre f a este homeomorfismo, aunque vayamos cambiando los espacios. Observemos
que

IK(CTX x CY)| = [K(CTX)| x |[K(CY)|
= |K(C™X)| x |K(CTY)|

= |K(C~X x C~Y)|
donde el homeomorfismo es (3, ti(zi, i) — 71, tidi, > tivi) ¥
) {m, six; #+
T = .
— siz;=+4

Uno puede chequear que esta composicién se restringe a un homeomorfismo entre los
espacios [K(CTX xC7Y) —{(+. )} y [K(C- X xC~Y)—{(—, =)}/ Los detalles quedan
a cargo del lector.

Para una explicita descripcién de la inversa de f referimos al lector a la demostracién
de [6, Proposition 2.7.5]. O
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Si X e Y son dos posets y alguno de los dos es homotdpicamente trivial, entonces su
join X *Y lo es. Una forma inmediata de ver esto es pasando por los complejos simpliciales
asociados y recordando que |[K(X *Y)| = |[K(X)] % [K(Y)], y este es el join cldsico. Siendo
alguno de los dos contractil, el join de los espacios es contrdctil (ver [26]). Sin embargo,
en general no vale que si X %Y es homotdpicamente trivial entonces alguno de los espacios
lo es. Para un contraejemplo de esto, ver el comentario que hace Barmak luego de [6,
Proposition 6.2.12].

Curiosamente, para los posets S,(G) deberfa ser cierto al menos si la conjetura de
Quillen fuese cierta. Esto plantea una gran restriccion al nivel de los grupos de homologia
que deberfan tener los posets S, (G).

Proposicién 2.2.10. Si la conjetura de Quillen 2.1.11 es cierta y Sp(G1) * Sp(Ga) es
homotdpicamente trivial, entonces S,(G1) 0 Sp(G2) es homotdpicamente trivial.

Demostracion. Si Sy(G1) * Sp(G2) es homotdépicamente trivial, de la proposicién 2.2.8
Sp(G1 x Gg) es homotdpicamente trivial. Si vale la conjetura de Quillen 2.1.11, esto
implica que G1 x G posee un p-subgrupo normal no trivial (ver proposicién 2.1.9), y de
la proposicién 2.2.7 resulta que alguno de los dos, S,(G1) 0 Sp(Ge), es contractil, y en
particular homotopicamente trivial. O

Observacion 2.2.11. Todos los resultados anteriores se pueden expresar en términos de
Ap(G). Es decir, A,(G1 x Go) y Ap(G1) *Ap(G2) tienen los mismos grupos de homotopia,
no son homotépicos en general (el mismo contraejemplo que dimos sirve) y si vale la
conjetura y Ap(G1) * Ap(G2) es homotdpicamente trivial, entonces A,(G1) o Ap(G2) lo
es.

2.3 Conexién y simple conexién de S,(G)

En esta seccién nos dedicaremos a estudiar la conexion del poset S,(G) y veremos los
resultados de Aschbacher sobre la simple conexién del mismo.

La desconexién del poset Sp(G) es equivalente a la existencia de un subgrupo de G
con cierta propiedad. Esto fue hecho originalmente en [28], donde Quillen deduce esta
propiedad de una serie de equivalencias que aqui no daremos. En cambio, haremos una
demostraciéon un poco mas directa aunque siguiendo sus mismas ideas de fondo.

Definicién 2.3.1. Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G, un
subgrupo M < G se dice fuertemente p-embebido si satisface las siguientes condiciones:

L M<Gypl|M|
2. Para todo g € G — M, M N M9 es un p'-grupo

El siguiente lema de cardcter algebraico nos serd util para entender un poco qué significa
tener un subgrupo fuertemente p-embebido.

Lema 2.3.2. Si M < G es fuertemente p-embebido, entonces [M|, = |G|,. Es decir, todo
p-Sylow de M es un p-Sylow de G. Mads atn, la cantidad de p-Sylows es estrictamente
menor. O sea, Syl,(M) ¢ Syl,(G)
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Demostracién. Supongamos que @ € Syl,(M) no es un p-Sylow de G. Entonces existe
P € Syl (G) tal que Q@ < P. Como @ < Np(Q) < P y este es un p-grupo, se tiene que
Np(Q) £ M. Sea z € Np(Q) — M. Entonces Q = QNQ* C M N M?* es un p’-grupo, lo
cual es una contradiccion.

Supongamos que Syl,(M) = Syl,(G). Dados P, Q € Syl,(M) y « € G, existen m,m’ €
M tal que P™ = Q y P™ = Q®. De esta manera,

1

P Qm_l _ CQJXr_lm_1 _ Pm’m_lm—

por lo que m'z~'m~! € Ng(P). Notemos que de la condicién 2. de la definicién y de
que P es un p-grupo, deducimos que Ng(P) C M,y ast m’a " 'm~! € M. En particular,
xr € M. Como z € GG era arbitrario, M = G, lo cual es absurdo. O

Observacién 2.3.3. Una componente conexa de S,(G) es una clase de equivalencia de
la relacion A ~ B si existen Ay, ..., A, € §p(G) tales que A = Ay, B = B, y A;, Ai41 son
comparables para todo i. Por otro lado, si A < B son dos p-subgrupos y g € G entonces
A9 < BY9. Esto nos permite definir una accién de G en estas clases de equivalencia, es
decir, en mo(Sp(G)). Ademés, como todo p-subgrupo estd contenido en un p-Sylow, tales
clases de equivalencia estdn representadas por p-Sylows. Por esto mismo, la accién de G
en my(Sp(G)) es transitiva.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de Quillen que describe la
conexién del poset Sp(G).

Teorema 2.3.4. (Quillen) Fl poset S,,(G) es disconexo si y solo si G tiene un subgrupo
fuertemente p-embebido.

Demostracion. Supongamos que Sp(G) es disconexo. Consideremos la accién de G en
70(Sp(G)) y sea M el estabilizador de alguna de estas componentes conexas. Sea P €
Syl,(G) un representante de dicha componente, que la notamos [P]. Como la accién es
transitiva, la érbita de [P] es mo(Sp(G)), y al ser disconexo, tiene mds de un elemento.
Luego M < G. Veamos ahora que M es un subgrupo fuertemente p-embebido:

1. p’ I]\fl pues P C Ng(P) (& G[p] =M

2. Sea x € G — M y veamos que M N M?® es un p'-grupo. Sea K < M N M un p-
grupo. Como z ¢ M = G|p|, las componentes [P] y [P*] son distintas. Sea @ = P?.
Como K C M, M¥* es un p-grupo, existen m; € M y mg € M* tal que K C P™ y
K C (P7)™ = Q™. Observemos que my € M = G{p), por lo que P™ ¢ [P] y

Gl = Gips = Gipy = M*

Luego Q™ € [Q] y K € P™ N Q™2. Esto tltimo a nivel componentes conexas se
traduce en

Ke[PMN[@™]=[PIN[Q]=0

Esto es absurdo a no ser que K = 1.
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Reciprocamente, veamos que si existe M < G fuertemente p-embebido, entonces S,(G)
es disconexo. Sea P € Syl,(M) y sea {Py,...,P,} el conjunto de todos los p-Sylows
que estdn en la misma componente de P. Es fdcil verificar que entonces para todo 1,
existe j # i tal que ;N P; > 1. Supongamos que S,(G) es conexo. Del lema previo,
Syl,(M) € Syl,(G), por lo que existen P,Q € Syl (G) tales que Q < M, P ¢ My
Pn@ > 1. Por otro lado, @Q = PY para un cierto y € G y

yNo(Q)={z€G:Q=QY “}={eG:Q=P"}={xcG:P =PV '} =Ng(Py

Como P ¢ My Ng(Q) < M, debe ser que y ¢ M. Seaz € PNQ < M. Luego zy €
N¢(P)y = yNg(Q) C yM, por lo que 2 € M N MY ' Entonces 1 < PNQ < MNMY ",
y asi la interseccion M N M v~ contiene un p-subgrupo no trivial. O sea, p divide al orden
de la interseccién. Ahora, y~ € G — M y de la propiedad 2., M N MY es un p/-grupo.
Esto ultimo es absurdo. g

Observacidn 2.3.5. Si A,(G) tiene altura 0, entonces es discreto, y por lo tanto es conexo
si y solo si es un punto. Es decir, es contréctil, o equivalentemente, Op(G) # 1.

Los grupos que poseen un subgrupo fuertemente p-embebido estdn completamente
caracterizados. La descripcién del caso p = 2 fue dada por Bender en [11] y sirvié para la
Clasificacién de Grupos Simples Finitos, y ésta ultima dio lugar a la caracterizacion para
primos p > 2. Esta se puede encontrar en los trabajos de Gorenstein-Lyons en [17] y de
Aschbacher en [5]. En este tltimo articulo, en la [5, Proposition 6.2 aparece la clasificacién
de los grupos G donde su S,(G) es conexo.

Sabemos que para estudiar los grupos de homotopia de S,(G) podemos hacerlo desde
el poset Ay(G). Cuando Ap(G) tiene altura 0, la simple conexién es equivalente a que
sea contractil. Es decir, que Op(G) # 1. En el caso de altura 1, el complejo simplicial
asociado es un grafo, y por lo tanto es simplemente conexo si y solo si es un arbol.
De nuevo, esto equivale a que sea contractil, y como acd vale la conjetura, equivale a
que Op(G) # 1 (ver proposicion 2.1.13). Por lo tanto, si A,(G) tiene altura 0 o 1, la
simple conexién es equivalente a que O,(G) # 1. Reciprocamente, si Op(G) # 1 entonces
Ap(G) es homotépicamente trivial y en particular simplemente conexo. En conclusién,
para estudiar la simple conexién de A,(G) podemos suponer que Ay(G) es conexo y que
0,(G) = 1. Por el razonamiento anterior, este poset tendrd altura por lo menos 2.

En [5], Aschbacher da condiciones necesarias y suficientes en los grupos para que A,(G)
sea simplemente conexo, mdédulo una conjetura que estd probada en la gran mayoria de
los casos.

Teorema 2.3.6. ([5, Theorem 2]) Sea G un grupo finito y sea p un primo que divide
al orden del grupo. Supongamos que Ay(G) es simplemente conexo y que Op(G) = 1.
Entonces

1. Ap(Q) tiene altura al menos 2
2. Para cada minimal B € Ay(G), su link Lk(B) = Fp = Ay(G)>p es conezo.

Aschbacher muestra que estas condiciones son casi suficientes para la mayoria de los
grupos. Primero establece una conjetura
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Conjetura 2.3.7. Supongamos que G = F*(G)A donde A es un p-subgrupo elemental
abeliano de dimensién > 3 y que F*(G) es el producto directo de los A-conjugados de un
p’-grupo simple K. Entonces Ap(G) es simplemente conexo.

En [30], Smith menciona que la conjetura estd probada salvo para ciertos grupos es-
porddicos K. En [5, Theorem 3|, Aschbacher trata todos los casos excepto cuando K es
esporddico o de tipo de Lie de rango 1. Este ultimo caso fue cubierto casi por completo
por Segev en [29]. La CGSF estd detrds de todos estos trabajos.

Teorema 2.3.8. ([5, Theorem 1]) Asumamos la conjetura 2.8.7. Si A,(G)sp es conexo
para todo B minimal, entonces Ap(G) es simplemente conexo o bien se tienen alguno de
estos dos casos para H = G /Oy (G):

1. F*(H) es el producto directo de dos grupos simples donde cada uno contiene un
subgrupo fuertemente p-embebido.

2. F*(H) es un grupo simple.

La formulaciéon original es un tanto diferente. La presentada aqui es la que da Smith
en [30].

Para demostrar estas cosas, Aschbacher en su articulo [5] trabaja con el complejo de
cliques Cp(G), el cual veremos con un poco mas de detalle en la siguiente seccién. Este
complejo se construye de la siguiente forma. Consideramos el grafo cuyos vértices son
los minimales de A,(G) y donde dos vértices A, B estdn conectados por una arista si y
solo si AB es un p-subgrupo elemental abeliano, o equivalentemente [A, B] = 1. Luego le
tomamos el complejo de cliques a este grafo: los simplices son los conjuntos {A41,..., A4,}
de minimales de A,(G) que estdn conectados dos a dos en el grafo anterior. O sea, que
[4;,A;] =1 para todo 1, j.

La demostracién que hace Aschbacher de estos dos teoremas requiere bastante teorfa
de grupos y de la CGSF.

Por tltimo, no estd demds nombrar a Rached Ksontini, que en sus articulos [22] y
(23] estudia el grupo fundamental de S,(G) cuando G es un grupo simétrico. De hecho,
caracteriza completamente a los grupos simétricos para los cuales su S,(G) es simplemente
conexo.

Teorema 2.3.9. (Ksontini) El espacio A,(S,) es simplemente conexo si y solo si valen
algunas de las siguientes:

1.p=2yn=40n>7
2. pesimpar y3p+2<n<p’>on>p*+p

Més atin, Ksontini calcula el grupo fundamental de A, (S,) en todos los casos excepto
cuandop > 5yn=3po3p+1,0bien p=3yn=10. Sus demostraciones son de cardcter
mas combinatorio y utilizan resultados bésicos de la teorfa de grupos finitos, sin necesidad
de acudir a la clasificacién de grupos simples. Para probar estos resultados, utiliza otros
posets que surgen de estudiar p-toros de S,: el poset Dy(n) de todas las particiones de
{1,...,n} cuyas partes tienen cardinal 1 o p, y el subposet Jp(n) de A,(S,) que consiste
de los p-toros generados por p-ciclos.
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2.4 Otros posets de p-subgrupos

En las secciones anteriores vimos que para estudiar el tipo homotépico débil del poset
Sp(G) a veces era conveniente utilizar otros posets de p-subgrupos o complejos simpliciales
que tengan el mismo tipo homotdpico débil. Por ejemplo, uno de ellos es el poset de Quillen
A, (G) de los p-subgrupos elementales abelianos. En esta seccion analizaremos la conexién
entre algunos de los distintos posets y complejos simpliciales que aparecen en la literatura
de los complejos de subgrupos.

El complejo de Bouc y su idea de “sacar puntos”

Una de las herramientas que tenemos para describir los tipos homotdpicos de espacios
finitos es via la extraccién de puntos que cumplen ciertas condiciones (beat points, weak
points). Bouc en [12] describe un método de extraccién de puntos de un poset X. Los
puntos que extraemos son aquellos z tales que F, es homotépicamente trivial. Cuando
los extraemos de “abajo hacia arriba” nos permite utilizar un argumento inductivo y los
subposets que vamos obteniendo tienen el mismo tipo homotépico débil. En ese momento
Bouc no enuncié sus resultados con el lenguaje de espacios finitos, y cuando hablaba de
contractibilidad de un poset, sélo queria decir que era homotdpicamente trivial ya que
estaba pensando en su complejo asociado. A continuacion describimos sus ideas pero con
el lenguaje de espacios finitos.

Definicién 2.4.1. Sea X un poset. Definimos los subposets
Xun=ipeX: U, 10 es contréictil}
X"={zeX: F, no es contractil}

Es decir, Xy es el conjunto de los no down weak points y X** el de los no up weak
points. Para Bouc, los subposets anteriores estaban definidos en términos de que Um 0
F, no sean homotdpicamente trivial. Con nuestra definicién podremos llegar a resultados
mas fuertes. Igualmente veremos qué sucede en los dos casos.

Proposicién 2.4.2. Si X** C Y C X, entonces X \ Y. Andlogamente, si X,, CY C X,
entonces X \ Y. Mads aun, si X es un G-poset e Y es G-invariante, entonces X \' Y

Demostracion. Supongamos que X** C Y ¢ X. Siz € X — Y, entonces z ¢ X**, por
lo que F, es contractil. Luego z es un up weak point y X \' X — a2 O Y. Tomemos
o € X — Y minimal y colapsemos X \' X —xg = Xo C Y. Ahora, si z € Xy - Y,
entonces g ¢ Fx va que a g € X — Y lo elegimos minimal. De esta manera, FX0 = FX
es contréactil. Esto nos dice que X3* € Y C Xy. Como Xj tiene menos puntos que X,
podemos argumentar de manera inductiva y concluir que X \ Y.

Para ver que X G-colapsa a Y cuando se trata de G-posets, observemos que el hecho
de retirar primero los weak points minimales nos permite retirar la 6rbita entera sin que
haya inconvenientes y asi seguir la demostracion de la misma manera. O

63



Capitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo Kevin Piterman

El resultado de Bouc es un tanto diferente. Ll trabaja con los subposets
Xi={reX: U, no es homotépicamente trivial}

X*'={seX: F, no es homotdpicamente trivial}

En particular, X, C X,. y X* C X*.
Hay diferentes versiones de la siguiente proposicién que pueden encontrarse en [21] y
(12].

Proposiciéon 2.4.3. (Kratzer-Thévenaz/Bouc) Si X* € Y C X, entonces la inclusién
Y C X es una equivalencia débil. Andlogamente se tiene el resultado para X, C Y C X.

La siguiente definicién puede encontrarse en [9] o [6] y nos servird para darle un enfoque
distinto a la proposicién anterior.

Definicién 2.4.4. Si X es un espacio finito 7p, un punto 2 € X es un y-point si C, es
homotdpicamente trivial.

En particular, si z ¢ X, o x ¢ X*, entonces Uz 0 Fx es homotdpicamente trivial, y
por lo tanto Cp = U, * I, es homotdpicamente trivial.

Proposicién 2.4.5. Si 2 € X es un v-point, entonces la inclusién X — 2z — X es una
equivalencia débil.

Demostracion. Ver [9, Proposition 3.10] o [6, Proposition 6.2.2]. O

La demostracién de la proposicion 2.4.3 es andloga a la de la proposicién 2.4.2 pero
utilizando el resultado de proposicién 2.4.5.

Observacién 2.4.6. El teorema [6, Theorem 6.2.8] dice que si € X es un y-point,
entonces X — 2~ X. Por lo tanto, en las hipdtesis de la proposicién 2.4.3 podemos
concluir que la inclusion Y < X es una equivalencia simple.

Como aplicacién de lo que probamos, veamos otra demostracion de que S,(G) colapsa
a Ap(G), la cual estd relacionada con las ideas de Bouc de ir sacando puntos y aparece en
el libro de Smith [30].

Definicién 2.4.7. Sea G un grupo finito. La interseccién de todos los subgrupos maxi-
males de G es el subgrupo de Frattini de G y se lo nota ®(G).

Lema 2.4.8. Sea P un p-grupo. Entonces:

1. El cociente P/®(P) es el p-toro més grande como cociente de P, por lo que ®(P) < P
es un subgrupo propio.

2. Si Q < P entonces ®(P)Q < P.
3. P es elemental abeliano si y solo si ®(P) = 1.

Demostracion. Ver [24], [4] o en general cualquier libro con teorfa de grupos finitos que
incluya p-grupos. O
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Proposicién 2.4.9. Sea P un p-grupo.

1

2.

P)

Si P no es clemental abeliano, entonces Uﬁ” P) s contractil.

. . ~ Sy (P ‘ -
Si P es elemental abeliano, entonces Up" ®) e un espacio minimal y no es ho-
motdpicamente trivial.

Demostracion. 1. Por el item 2. del lema anterior, si Q) € ﬁﬁp(P) entonces ¢(P)Q €

ﬁﬁ”(P), y asi

Q< (P)Q 2 2(P)

Luego Ug”(P) es contractil.

n

. Si P es elemental abeliano, entonces P ~ @ | Z, es un Zy-espacio vectorial de

dimensién n > 1. Luego Uﬁ”(m = T(P) es el poset de subespacios propios 1o
triviales de P. Si bien este poset es Cohen-Macaulay de dimensién n — 2 (ver [28,
Section 8] para una demostracién sencilla), vamos a argumentar de otra manera para
probar que no es homotdpicamente trivial.

Sin =1, entonces resulta vacio y en particular no es homotépicamente trivial. Para
n = 2 es discreto y no es homotdpicamente trivial puesto que P ~ Z, @ Zj, tiene
més de un subespacio de dimensién 1. Supongamos que n > 2 y sea {vy,...,Un}
una base de P. Se puede chequear que ¢l elemento

) (-1) > Se(/)I{W(f,1) C...c W(f,n—1)}

i=1 f:{l,...,n—1}—){1,“.,2,.‘.,71} biyectiva

es un elemento no trivial del grupo de homologia H,_o(T(P)), donde W (f,j) =
<vf(l), . j)> y el signo de [ quiere decir el signo respecto de la inica permutacion
creciente i : {1,...,n —1} = {1,...,4,...,n}.

Vemos ahora que T'(P) es un subespacio minimal. De hecho esto vale para el poset
de subespacios propios no triviales de cualquier espacio vectorial V de dimensién
finita n. Si n = 1 o 2, no hay mucho que decir. Supongamos que n > 3 y sea
1 < W < V un subespacio propio no trivial. Si W no es minimal, entonces W posee
una base B = {v1,...,v,} con 2 <r <n—1. Luego W) = (B —v1) y Wa = (B — v2)
son subespacios distintos de codimension 1 en W, por lo que W no es down beat

point. Si W no es maximal, entonces existe una base {vi,..., v, Upg1,..., 05} de
V tal que {vi,...,v,} es base de W y r +2 < n. Luego W1 = (v1,...,Vr,Vpq1) ¥
Wy = (v1,...,0p, Upy2) son dos subespacios distintos y propios de V que contienen a

W y tales que W tiene codimension 1 en estos subespacios. Luego W no es up beat
point. Finalmente como n > 2, todo punto que es maximal no es minimal, y todo
aquel que es minimal no es maximal, por lo que tanto maximales como minimales
no son beat points de lo anterior. Un subespacio que no sea ni maximal ni minimal

tampoco es beat point.
d

De todo esto podemos deducir de manera alternativa que S,(G) G-colapsa a Ay (G).
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Corolario 2.4.10. El poset S,(G) G-colapsa al poset A,(G). Més atin,
Ap(G) = Sp(G)+ = 5p(G)x

Demostracion. Si P € Sy(G) — Ap(G), entonces Uﬁ”(G) = Uﬁ”(}))
proposicién anterior. Por lo tanto Sp(G).«x C Ap(G), y de la proposicién 2.4.2 deducimos

es contractil por la

que Sp(G) ' Ay(G). De hecho, de la proposicién anterior, si P es elemental abeliano
entonces Uﬁ”(P no es homotépicamente trivial, por lo que P € §,(G).. Luego A,(G) C
Sp(G)« C 8p(G)ux, y por lo tanto son todas igualdades. O

Observacién 2.4.11. Sea Ab,(G) el poset de p-subgrupos abelianos no triviales de G.

Entonces Ay(G) C Aby(G) C Sp(G). De la proposicion 2.4.2 vemos que S,(G) ¥ Ab,(G).
Ademds, la funcién r : Aby(G) = Ay(G) dada por r(A) = Q1(A) nos da un retracto por
deformacién fuerte A,(G) C Aby(G).

Asf como a partir de S,(G) obtuvimos el poset A,(G) = Sp(G)x = Sp(G)sx, podemos
proceder de manera andloga y analizar qué subposet de S,(G ) contiene a S,(G)*. Ese es
el motivo de la definicién del poset de Boue.

Definicién 2.4.12. Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G,
definimos el poset

By(G) = {B € 5,(G) : 0p(Ne(B)) = B}

Un subgrupo B < G tal que O,(Ng(B)) = B se dice p-radical. Este poset se lo conoce
como el poset de los subgrupos p-radicales no triviales de G. También se lo llama poset
de Bouc.

Utilizando el método de Bouc podemos demostrar la siguiente proposicion.
Proposicién 2.4.13. (Bouc) La inclusién B, (G) < S,(G) es una equivalencia débil.
Para ello necesitamos unos lemas previos.
Lema 2.4.14. Si P < G es un p-subgrupo no trivial, entonces
5(G)sp = I = I ) = 5, (N (P)/P)

ng(NG(P)) oy FS]’( (G)

Demostracion. Sea i :
~Sp(Na(P))
Fp?P

la inclusién candnica, y sea r F il

la funcién r(Q) = Ng(P) = Ne(P) N Q. Veamos que 7 estd bien definida. Sl

@ > P, por ser p-grupos, P < Ng(P) = Ng(P) N Q (ver proposicién 1.1.16). Es claro

que 7 es un morfismo de posets y que ri = id FSH(NG(P) € ir < idﬁ,s,,(c). Esto nos prueba
Fp P

bp ]\‘(,UJ))

que ng((;) ~ ﬁ’,‘f”(NG(P)). Finalmente, Fp = Sp(Ng(P)/P) por el teorema de

correspondencia 1.1.7. O
Lema 2.4.15. Si P € §,(G) — B,(G), entonces I:ﬂ}g”(G) es contractil.
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Demostracion. Como P < Op(Ng(P)) < Ng(P), se tiene que
579 ~ 8,(Ng(P)/P) ~ *
pues O,(Ng(P))/P < Ng(P)/P es un p-subgrupo normal no trivial. a

Demostracidn de la proposicion 2.4.13. Si P € S,(G) — B,(G), entonces P ¢ S,(G)** por
el lema anterior. Esto nos dice que Sp(G)* C Sp(G)** C By(G). El resultado se sigue
entonces de la proposicién 2.4.3. O

En realidad, en términos de la proposicién 2.4.2, hemos probado algo més fuerte.
Proposicién 2.4.16. El poset S,(G) G-colapsa al poset B,(G).

Observacién 2.4.17. En definitiva, vimos que
Sp(G)N Ap(G) v S(G) N By(G)

(GG-equivalencias homotdpicas

En lo que sigue, nuestro objetivo serd probar que las realizaciones geométricas de los
complejos asociados a los posets S,(G), Ap(G) y Bp(G) son G-equivalentes.

El siguiente teorema es de gran utilidad a la hora de probar G-equivalencias ho-
motdpicas entre G-CW complejos.

Teorema 2.4.18. (/14, Chap. 1I, Corollary 5.5]) Si f : X — Y es una funcién G-
equivariante y celular entre dos CW-complejos, entonces [ induce una G-equivalencia
homotédpica X ~g Y si y solo si para todo H < G, la funcidn flg : X* — Y induce
una equivalencia homotdpica X" ~ YH

Teorema 2.4.19. (Quillen, Bouc, Thévenaz, Webb) Los espacios |K(Sy(G))|, [K(Ay(G))|
y |K(B,(G))| son todos G-equivalentes.

Una demostracién del teorema anterior puede encontrarse en [35, Theorem 2] y utiliza
una version modificada del Quillen’s Fiber Theorem y del teorema de Bredon.

Sin embargo, podemos argumentar de otra manera analizando los G-colapsos entre
complejos simpliciales. Para ello, necesitamos algunas definiciones previas.

Recordemos que un G-complejo es un complejo simplicial K junto con la accién de un
grupo G en sus vértices que es simplicial. Esto es, si {vg,...,v,} es un simplex de K,
entonces {vg,..., v} es un simplex de K.

Si K es un G-complejo, un par {o,7} se dice G-colapsable si 7 es una cara libre de o
y G, = G,. En tal caso decimos que hay un G-colapso elemental de K al subcomplejo
K — G({o,7}) y notamos K ¥* K — G({o,7}). Un G-colapso de K a un subcomplcjo
invariante L es una serie de G-colapsos elementales que comienza en K y termina en L.
Notamos K\ L. También decimos que L se G-expande a K. Es claro que L tiene
que ser G-invariante. Por ultimo, dos G-complejos K y L se dicen que tienen el mismo
tipo homotdpico simple equivariante si existen G-complejos K = Ko, K1,...,K,, = L de
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manera que para todo i, K; se G-expande o G-colapsa a K;r;. En tal caso notamos
KA L.

Si K = K(X) es el complejo asociado a un G-poset X, entonces K es un G-complejo
y si X\ Y entonces K(X) N\ K(Y) (ver [6, Theorem 8.3.11]).

Teorema 2.4.20. Si K es un G-complejo que G-colapsa a un subcomplejo invariante L,
entonces |L| es un G-retracto por deformacién fuerte de |K|.

Demostracion. Basta ver el caso en que L = K — G({o,7}) se obtiene de K via un G-
colapso elemental. Tenemos que definir entonces una G-homotopia H : I x |K| — |K| que
sea relativa al subespacio |L| y tal que H(0,—) =idx y H(1,|K|) C |L|. Como tiene que
mantenerse la identidad sobre |L|, lo que debemos hacer es colapsar |o| hacia su borde sin
7, es decir, hacia |0 — 7|, y repetir esto'mismo para cada ¢’ en la érbita de o. La condicién
G, = G, nos garantiza que si 79 # 7, entonces o7 # 0.

Para ello, proyectemos los puntos del interior de o y los que estdn en 7 hacia el borde
de o, como muestra la siguiente figura.

vV

Figure 2.1: Retracto para el colapso de una cara libre

Supongamos que ¢ = {v,v1,...,v,} con 7 = {vy,...,v,}. De esta manera, si 09 = o,
entonces v9 =vy 79 =T,

Sea w = —v + 2b;, donde by = Y7, %'u.i es el baricentro de 7. Si 2 € |o|, queremos
encontrar H (z), el punto correspondiente a proyectar 2 hacia el borde de o en la direccién
de w. Escribamos & = tqv+3_; , t;v;. Entonces z se va a proyectar a la cara (posiblemente
un vértice) opuesta al v; cuyo t; sca minimo. Por cjemplo, si todos los t; son minimos
entonces x estd en el segmento que une b, con v y por lo tanto lo vamos a proyectar a
v. De esta manera, para cada x buscamos un ¢ > 1 de manera que tx + (1 — t)w esté en
o — 7).

Sca i tal que t; = min{ty,....t,}. Entonces queremos que la coordenada i-ésima de
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te + (1 — t)w sea nula:

n
1
te+ (1—tw fov+Ztv7 1—t)(—ru+2zﬁuj)

= (tto+t — v+ Z <ttj + @) vj

=

Como buscamos anular la coordenada i-ésima, debemos plantear

2(1 -t
tti—%—(——l:()
n

Despejando t obtenemos que
1

-5

t =

Veamos que tiene sentido, es decir, que ¢ > 1. Para ello tenemos que verificar que 0 <
1 —5t; < 1. La desigualdad < 1 es clara porque ¢; > 0. Por otro lado, como #; es minimo,
vale que 1 > Z?:l t; > nt;, y ast §t; < % < 1.

Ahora, la funcién x — t(z) = 7y s continua dentro de |o|. Por lo tanto,

1
T 2
13 min{ty,....t;

si © = tov + ), t;vj, entonces la funcién

H(z) = (t(z)(1 + to) —1U+Z< Ltz —{—t(rx)tj)vj

es continua dentro de |o|. Notemos que si z € |6 — 7| estd en el borde de o pero no en el
interior de 7, entonces para algin i vale que t; = 0, y as{ t(z) =1y H(z) = x. Ademds,
H(z) € |L| porque la coordenada i es nula.

Definimos la homotopia H : I x |K| — |K| de la siguiente manera:

H(t,m):{“ s%m€|L| ’

tr+ (1 —t)H(z) siz € |o|? para algin g € G

donde convenimos que H (z) estd definida de manera andloga en cada simplex de la érbita
de o. Entonces H es continua porque lo es restringida a cada simplex de K y de lo
que vimos antes, se restringe a la identidad en |L|. Ademds, H(1,z) = H(z) € |L| si
x € |o]9 para algin g. Basta ver entonces que H es G-equivariante. Si z € |L|, no
hay nada que decir, asique podemos suponer que = ¢ |L|. Sea g € G. Supongamos que
z €0 = {wwy,...,w,}y que 7 = {wy...,w,}, donde 7 = 7 para algin h € G
ywh =wv. Siad € |0’ con 0" = {u,ui,...,u,}, donde u es el vértice opuesto a la
cara libre 7 = {u1,...,u,} que estd en la misma drbita de 7, tiene que ser que w9 = u
y 79 = {wy,...,w,}9 = {ug,...,un} = 7" puesto que {o’,7'} es un par G-colapsable.
Ademaés, esto mismo nos dice que t(29) = t(z) puesto que ambos valores que solo dependen
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de las coordenadas de z y 29 en 7 y 7" respectivamente, y 79 = 7. De todo esto,
obtenemos

H(t,29) = ta9 + (1 — t)H (z9)
2(1 — t(29))

n

=txd+ (1-1) | (t(x )(1+7‘0)—111)9+Z(
g=1

-+ f(mg)tA,j) wf

=t2? + (1-1) [ t(z) + (1 +2) — 1) w+Z<

= Hit, 2)?

Por lo tanto, H es una G-homotopia relativa a [L| entre idg y la funcién H(1,-) :
|K| — | K| que se correstringe a |L|, y en consecuencia |L| < |K| es un G-retracto por
deformacidn fuerte. O

Inmediatamente de este teorema deducimos que los G-colapsos entre complejos inducen
G-equivalencias homotdpicas en las realizaciones geométricas.

Corolario 2.4.21. Si K /¢ L entonces |K| y |L| tienen el mismo tipo homotépico G-
equivariante, es decir, |K| ~¢ |L|.

Como todo G-colapso entre G-posets induce un G-colapso en los complejos asociados,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.22. Si X e Y son dos G-posets tales que X \ Y, entonces K(X )\ KL(Y)
y en particular [K(X)| ~¢ |K(Y)]. De esta manera, si X /' entonces K(X) /< K(Y) y
ast |[K(X)| =¢ [K(Y)].

Corolario 2.4.23. Los espacios |K(S,(G))|, IK(A(GQ))|, [K(Aby(@))| v |K(B,(G))| son
todos G-equivalentes.

Demostracion. Se deduce de que Sp(G) N A,(G) y S,(G) N By(G). O

Un complejo que es de gran utilidad, es el complejo R,(G) que consiste de los simplices
{Ph < P < ... < P} € K(S5,(G)) tales que P; < P, para todo i. Este complejo fue
introducido por G. R. Robinson en su reformulacion de la conjetura de Alperin (ver [20],
[37]). Tal complejo aparece también en el articulo de P. Symonds [33] en su demostracién
de la conjetura de P. Webb 2.6.1.

En el articulo [35], Thévenaz y Webb demuestran que los G-espacios |K(S,(G)),
IK(Ap(G))|, |K(Bp(G))| y |Rp(G)| son todos G-equivalentes. Para ello, utilizan el teo-
rema de Bredon y una variante del Quillen’s Fiber Theorem:

Teorema 2.4.24. ([/35, Theorem 1]) Si ¢ : X =Y es un G-morfismo de posets tales que
IK(¢~1(U,))| es Gy-contrdctil para todo y € Y entonces ¢ induce una G-equivalencia en
las realizaciones de los complejos asociados. Se obtiene el mismo resultado tomando las
preimdgenes de los F),.

70



Kevin Piterman Cuapitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo

Este es el teorema principal del articulo [35] y su demostracién utiliza el teorema 2.4.18.
A continuacién de [35, Theorem 1], Thévenaz y Webb enuncian el siguiente teorema, cuya
demostracion se basa en la utilizaciéon del teorema anterior.

Teorema 2.4.25. (/35, Theorem 2])

1. §i X C 8§y(G) es un subposet tal que X O A,(G) 0 X D Sp(G), entonces la inclusion
X = §,(G) es una G-equivalencia.

2. Bl complejo Rp(G) es G-equivalente a K(S,(G)).
En particular, K(Ap(G)) ~a K(B,(G)) ~a K(5p(G)) ~c Rp(G).

Observacién 2.4.26. Siguiendo a Barmak en [6], un morfismo entre posets ¢ : X — Y se
dice distinguido si ¢~*(U,) es contréctil para todo y € Y. En [6, Theorem 4.4.4], Barmak
demuestra que la existencia de un morfismo distinguido ¢ : X — Y implica que X A Y.
Luego observa en [6, Proposition 8.3.21] que si ademds ¢ es G-invariante entonces X /¢ Y.
Del corolario 2.4.22 deducimos que |K(X)| ~¢ |[K(Y)].

Lo que acabamos de demostrar es mds débil que el teorema 2.4.24 ya que partimos de
una hipdtesis mas fuerte que es la contractibilidad de qﬁ_l(Uy) para todo y: esto implica
que es Gy-contractil y, pasando a los complejos y sus realizaciones, que IK(¢~H(Uy))| es
G-contréctil para todo y € Y.

Si bien nosotros no vamos a demostrar ¢l tcorema 2.4.24, utilizando la observacién
anterior veremos una demostracién del teorema 2.4.25 sin pasar por el teorema de Bredon.
La primera parte del teorema ya la hemos demostrado, ya que si X D By(G) o X D A,(G)
entonces S,p(G) W X (va que Sp(G)*™ C By(G)*™ y Sp(G)ex C Ap(G) y ast estamos en las
Lipdtesis de la proposicion 2.4.2) para aplicar el corolario 2.4.22.

Para la segunda parte, siguiendo la demostracion de Thévenaz y Webb, veremos que
existe un G-morfismo distinguido ¢ : X(R,(G)) — Aby(G)°. Una vez conseguido tal
morfismo, aplicando la observaciéon 2.4.26 tendremos que

Sp(G)PN Ab,(G) /S X(Rp(G))
y por lo tanto S,(G)? A X(R,(G)). Utilizando el corolario 2.4.22 deducimos que
IK(Sp(G))] = [K(Sp(G))| =c [Rp(G)'| =c [Rp(G)

Demostracion. (Parte 2. del teorema 2.4.25) De lo discutido anteriormente, basta ver
la existencia de tal G-morfismo distinguido ¢. Definimos la funcién ¢ : X(R,(G)) —
Ab,(G)°P como ¢(Py < ... < P,) =(ie; Z(F;). Claramente ¢ preserva el orden, pero hay
que ver que tal interseccién es no trivial. Es facil chequear que, gracias a la normalidad
de todos los P; en Py, se tiene la igualdad (., Z(P;) = Py N Z(P,). Por lo tanto, de
la proposicién 1.1.14 se deduce que Py N Z(P,) es un grupo abeliano no trivial. Por otro
lado, si A € Aby(G) entonces un elemento (Py < P; < ... < Pp) € X(Rp(Q)) verifica que
d(Py<...< P)=PNZ(P,) <? Asiysolosi hNZ(P,) > A,siysolosi A< P
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y A< Z(P,), es decir, A < Py y P, < Cg(A). De esta manera, A < P, y tenemos una
cadena de desigualdades

(Ph<P...<B)<(ASP<P<...<PB)2z(A4)

dentro de q‘)_l(U:‘b”(G)”W)

. En consecuencia, ¢ es un G-morfismo distinguido. (]

Los posets S,(G) y A,(G) como reticulos reducidos

En esta seccién analizamos los diferentes posets y complejos simpliciales que pueden apare-
cer cuando vemos a los posets S,(G) v A,(G) como reticulos reducidos (ver observacion
2.1.10).

Recordemos que si X es un reticulo reducido, entonces i(X) es el poset que consiste
de los infimos de los subconjuntos A C M(X), siempre y cuando A esté acotado infe-
riormente. Andlogamente, s(X) es el conjunto de los supremos sup(A) con A C m(X)
acotado superiormente.

Observacién 2.4.27. En el poset de los p-subgrupos no triviales S,(G), el subposet
i(Sp(G)) consiste de las intersecciones no triviales de los p-Sylows. En consecuencia,
S,(G) es contréctil si y solo si la interseccién de todos los p-Sylows es no trivial, lo cual
para el poset i(Sp(G)) se traduce en tener un minimo.

Por otro lado, el poset i(.A,(G)) consiste de las intersecciones no triviales de los p-toros
maximales. En la seccién 3.1 del capitulo 3 veremos que i(A,(G)) tiene un minimo si y
solo si Ap(G) es contractil en dos pasos, lo cual es mds fuerte que ser contrdctil (a secas).

Veamos algunos complejos simpliciales que aparecen con este tipo de construcciones.

Si X es un reticulo reducido, podemos considerar £(X) el complejo simplicial cuyos
vértices son los elementos maximales de X y con simplices los conjuntos de elementos maxi-
males acotados inferiormente. De manera analoga definimos £ (X) = £L(X°P) en términos
de elementos minimales. Asf, podemos considerar el morfismo ! : X’ — X(L£(X)) dado
porl(z) = {m € X : 2 < m}. Es ficil ver que [ estd hien definido y que efectivamente es un
morfismo de posets. Ademads, tenemos un morfismo para el otro lado k : X(L(X)) — X°P
dado por k(o) = inf(o), el cual también se puede chequear que estd bien definido y es
un morfismo. Entonces kl(z) = inf(A,) > x y lz(o) > o, por lo cual XP y X(L(X))
son homotdpicamente equivalentes. En particular, X y X(L(X)) = X(L?(X)) son
homotdpicamente equivalentes.

En términos del poset Sy(G), el complejo £(S,(G)) es un simplex si y solo si el conjunto
de todos los p-Sylows es un simplex, si y solo si la interseccién de todos los p-Sylows es no
trivial, si y solo si Sp(G) es contractil.

Proposicién 2.4.28. S,(G) es contractil si y solo si £(S,(G)) es un simplex.

En cambio, para cl poset A,(G) se tiene que £(Ay(G)) es un simplex si y solo si la
interseccién de todos los maximales de A,(G) es no trivial.

Proposicién 2.4.29. i(A,(G)) tiene un minimo si y solo si £L(A,(G)) es un simplex.

72



Kevin Piterman Cuapitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo

Por otro lado, veamos qué sucede cuando trabajamos con LP(X) para X = Sy(G)
0o A,(G). En ambos casos LP(X) es un complejo simplicial cuyos vértices son los p-
subgrupos minimales, cs decir, los subgrupos de orden p. Si Aj,..., A, son grupos de
orden p, entonces {Ai1,..., A,} es un simplex de £(X) si y solo si (A;,...,4,) es un p-
subgrupo si X = §,(G) o es un p-toro si X = A,(G). En consecuencia, LP(S,(G)) es
un simplex si y solo si Q1(G) es un p-grupo, si y solo si todo elemento de orden p estd
contenido en O,(G). Del teorema de Cauchy, esto tltimo implica que O,(G) > 1 es no
trivial, y en particular S,(G) es contractil. En cambio para A,(G) se tiene que L (A,(G))
es un simplex si y solo si ©(G) es un p-toro, si y solo si todo par de elementos de orden
p conmutan, si y solo si Ap(G) posee un tinico elemento maximal, es decir, un méximo.

Proposicién 2.4.30. L£(S,(G)) es un simplex si y solo si Q;(G) es un p-grupo. En
cambio, L(A,(G)) es un simplex si y solo si A,(G) posee un méximo.

Una propiedad interesante del complejo £(S,(G)) es que es vertex-homogeneous. Esto
quiere decir que para cualquier par de vértices del complejo simplicial, existe un isomor-
fismo simplicial que envia un vértice en el otro. En este caso, tal propiedad se desprende
de los teoremas de Sylow, dado que los vértices de L(S,(G)) son los p-Sylows, dos p-Sylows
son conjugados por un elemento de GG y la conjugacién induce un isomorfismo simplicial
en este complejo.

Consideremos ahora G el grafo cuyos vértices son el conjunto de grupos de orden p
de G y con una arista entre dos grupos A, B si [4, B] = 1. Esto equivale a decir que
(AB) = AB es un p-toro de rango 2. Tal grafo se lo denomina commuting graph de G
en p. Ahora consideremos Cp(G) el complejo de cliques del grafo G, también denominado
commuting complez de G en p. Esto es, tenemos un simplex o = {4;,..., A,} si para
cada i, j se tiene que [4;, A;] = 1. Esto es equivalente a que (Aj, ..., A;) sea un p-toro. Si
analizamos su espacio finito asociado Y = X(C,(G)), vemos que los puntos de Y son los
conjuntos o = {Aj,..., A, } cuyo grupo generado es un p-toro. Si elegimos un generador
z; para cada A;, podemos identificar al simplex o con el conjunto {z1,...,2,}, y por lo
tanto lo que tenemos es un conjunto de generadores de un p-toro. En definitiva, este poset
Y es el poset de los conjuntos de generadores no triviales, médulo la relacion z ~ y si
(x) = (y), de los p-toros de G. Veamos que es G-homotépicamente equivalente al poset
Ap(G). Sea f : Y — A,(G) la funcién f({Ai,...,A.}) = (41,...,4,). Es claro que f
estd bien definida y es un G-morfismo. Reciprocamente, tenemos g : Ay(G) — Y dada
por g(A) = {(z) : = € A,z # 1}, que estd bien definida y es un G-morfismo de posets.
Luego fg(A) = Ay gf(c) > 0. De hecho, como fg = id4,(g), vemos que Ap(G) C Y es
un G-retracto por deformacién fuerte.

Proposicién 2.4.31. Para el complejo de cliques Cp(G) vale que Ap(G) C X(Cp(G)) es
un G-retracto por deformacién fuerte. Es decir, X(Cy(G)) N¥ A,(G).

En particular, esta proposicién nos dice que X'(Cy,(G)) V' A,(G) ya que todo G-colapso
fuerte es un G-colapso. Asf, deducimos que K(X(Cp(Q))) ' K(A,(G)) y por lo tanto

IK(Ap(G))] ~a [K(X(Cp(G)))] =

C],(G)'I =c

Cp(G)]
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El complejo de cliques que describimos recién es utilizado por Aschbacher en [5] para
analizar la simple conexién del poset de p-subgrupos, lo cual hemos comentado en la
seccidn 2.3 del presente capitulo.

Para finalizar esta seccién, hacemos un sumario de todo lo que probamos:

Sp(G) = {H < G : p-subgrupo no trivial}
Abp(G) = {H € §,(G) : abeliano}
Ap(G) = {H € S,(G) : p-toro}
B,(G) = {H € S§,(G) : p-radical}
Rp(G)={{Py < P <...P,} € K(5,(G)) : P, 4 P, para todo i}
Cp(G) = Complejo de Cliques de G = {(A4, B) : A,B € m(A,(Q)). [A, B] =1}
Teorema 2.4.32. Valen las siguientes:

1. §,(G) N B,(G)
2. Sp(GYN Ab,(G)
3. Aby(G)NY A,(G)
4 X(CHG)NE 4,(C)

5. X(Rp(G)) /S Aby(G)%P

y del corolario 2.4.22 tenemos que |K(S,(G))|, |K(Aby(G))|, IK(Ay(G))|, |K(Bp(G))|.
R,(G)| y |Cp(G)| son todos G-equivalentes.

2.5 Caracteristica de Euler y posets de puntos fijos

En [15] K. Brown considera por primera vez el poset S,(G), en donde prueba una gen-
eralizacién del teorema de Sylow. Concretamente, Brown muestra que x(S,(G)) = 1
mod |G|,. En [28] y en [6] se pueden encontrar demostraciones alternativas de este resul-
tado. Aqui daremos una exposicion breve del resultado.

Teorema 2.5.1. (Brown) Si G es un grupo finito y p es un primo, entonces x(Sy(G)) =1
mod p.

Observacién 2.5.2. Si p no divide al orden de G, entonces Sp(G) = 0 es vacio. En
consecuencia, su caracteristica de Euler es —1. Por otro lado, |G|, = 1, y asi =1 =1
mod 1 es trivialmente cierto. Luego se puede suponer que p divide al orden de G.

Vamos a seguir la demostraciéon de Barmak en [6].

Primero necesitamos el siguiente lema sobre cierto poset de puntos fijos. Recordemos
que si H < G es un subgrupo y X es un G-conjunto entonces podemos restringir la accién
y decir que X es un H-conjunto. Si X = S,(G), entonces H actiia en X por conjugacion.
El siguiente lema se deduce de la demostracién de Quillen de [28, Proposition 4.1].
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Lema 2.5.3. Si H < G es un p-subgrupo no trivial, entonces el poset S,(G) es contractil.

Demostracion. Como H es un p-grupo y H < Ng(H), se tiene que H € S,(G)". Luego
si A € §,(G)H, el conjunto AH es un p-subgrupo no trivial de G puesto que H normaliza
Ay ambos son p-grupos. De esta manera, A < AH > H y por lo tanto Sy(G) es
contractil. O

Recordemos que si X es un espacio finito, la subdivisién baricéntrica de X es el espacio
finito X’ = X (K(X)).

Ahora fijemos un p-Sylow P de G y consideremos la accién por conjugacién de P en
Sp(G). Sie={Hy < Hi <...< H,} es una cadena de p-subgrupos no triviales, el
estabilizador de ¢ por la accién de P es el conjunto

n
Pu={geP:d? =¢}={ge P: H] = H; para tode i} = ﬂNp(Hi)
i=0
Consideremos el subposet Y = {¢ € S,(G)' : P. > 1} y veamos que es homotdépicamente
trivial.
Proposicion 2.5.4. El poset Y es homotdpicamente trivial.

Demostracion. Tomemos la funcién f:Y — S§,(P)° dada por f(c) = P.. Por definicién
de Y, esta funcién f estd bien definida. Ademés, f es continua, ya que si ¢ < ¢’ son dos
elementos de Y, entonces

Py = () Np(H) < (| Np(H) =P
Hed Hee
Veamos que [ es una equivalencia débil aplicando el Quillen’s Fiber Theorem 1.2.14. Si
H € S§,(P)°" entonces
fUUy)={ceY:H<P}={ceY:H< Np(K) para todo K € c} = (S,(G)7)

Del lema anterior, S,(G)" es contractil, y por lo tanto su subdivisién (Sp(G)¥)" es ho-

motdpicamente trivial (més adn, es contrdctil. Ver [10, Corollary 4.18])

Luego f es una equivalencia débil, y como S,(P)% es contractil (P es un minimo de
este poset), concluimos que Y es homotdpicamente trivial. O
Proposicién 2.5.5. x(S,(G)".Y) =0 mod (|P|)

Demostracion. Sea C; el conjunto de las cadenas de longitud i de S,(G)" que no son
cadenas en Y. Luego x(Sp(G),Y) = 3 ;50(—1)'@i, donde
a; = #C; = #{co < ... < ¢; : existe j tal que P, =1}

Entonces P actia sobre C; y de la ecuacién de clases (ver teorema 1.1.9) tenemos que

o =#C;=|C|+) 0,
k=1

Si ¢ € C; entonces hay algtiin elemento H € ¢ para el cual P actia trivialmente dado que
¢ no es una cadena en Y. Asi, CI' =@y P. =1 para todo ¢ € Cj. Esto nos dice que todas
las érbitas tienen |P| elementos, y por lo tanto a; = Y ;4 |P| = r|P|. O
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De esto obtenemos inmediatamente el resultado de Brown.

Corolario 2.5.6. (Brown) Si G es un grupo finito y p es un primo entonces x(S,(G)) =1
mod (|P])

Demostracidn. Basta observar que x(S,(G)) = x(Sp(G)) = x(Sp(G),Y) + x(Y) 1
mod (|P|) dado que Y es homotdpicamente trivial. O

Para cerrar esta seccion veamos algunos resultados mas sobre los posets de puntos
fijos.

Proposicién 2.5.7. (Cf. [36, Theorem 1, (a)]) Si H < G es un subgrupo tal que O,(H) >
1 entonces Sp(G) ~ +. En particular, si H € S,(G) entonces Sp(G)" es contractil.

Demostracion. Siguiendo la misma idea de la demostracién del lema 2.5.3, tenemos que

X < XOu(H) > Oy(H) en S,(G)H. O
Proposicién 2.5.8. ([28, Remark 4.4]) Si P € S,(G) entonces A,(G)" es contréctil.

Demostracion. Sea Z = Q1(Z(P)). Entonces P actia trivialmente sobre Z, por lo que
Z € A,(G)P. Por otro lado, si X € A,(G)" entonces

X2Cx(P)={zeX:29=zparatodog€ P} < Cx(P)Z > Z

Las asignaciones X — Cx (P)y X — Cx(P)Z preservan el orden. Ademads estas cadenas
de desigualdades estdn bien definidas dentro de A,(G)F. Por lo tanto A,(G)” es contractil.
O

2.6 Espacios de orbitas y una conjetura de P. Webb

Si X es un G-espacio, el espacio de 6rbitas es el espacio topolégico X/G = X/ ~, donde
~ es la relacién o ~ y si x¥ = y para algin g € G, y la topologia es la cociente. Es
decir, X/G = {O, : x € X} es el conjunto de 6rbitas. Vamos a notar 7 : X — X/G a
la funcién cociente y T = () a los elementos del espacio de érbitas. Nuestro interés en
esta seccion es interpretar el espacio de drbitas de los posets de p-subgrupos y el de sus
complejos simpliciales asociados.

Si K es un G-complejo podemos considerar el complejo de érbitas K /G cuyos vértices
son las orbitas por la accién de G de los vértices de K, que notamos v* = O, si v es un
vértice de K, y cuyos simplices son los conjuntos de drbitas de vértices {vp*, ..., v,*} tales
que existen w; € v;* de manera que {wy,...,w,} es un simplex de K. Notar que es para
alguna eleccién de w;, lo cual no significa que cualquier conjunto de representantes de las
orbitas v} = O,, vayan a formar un simplex en K. El simplex {wy,...,w,} € K se dice
que estd por encima del simplex {wg,...,w;} € K/G.

Recordemos que K’ es la primera subdivisién baricéntrica de K. Esto es, el complejo
simplicial cuyos vértices son los simplices de K y cuyos simplices son las cadenas de
simplices de K ordenados por la inclusién. En términos de los funtores entre espacios finitos
y complejos simpliciales, se tiene que K’ = K(X(K)). Si K es un G-complejo, entonces
tenemos una accién inducida en los simplices o = {vg,...,v,} € K = 09 = {0],... 00} €
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K para g € G. Esto nos dice que K’ es una G-complejo. Ademds, la realizacién geométrica
. in o g 24 Y — 009 -
de K, que notamos por |K|, es un G-espacio con la accién (), tjv;)? =Y, tiv!. Esto nos
permite ver que el homeomorfismo canénico |K'| — | K| que manda cada vértice de K', es
o ’ g i - 1 . . .
decir un simplex o = {vg,...,vs} de K, a su baricentro ), —5v;, es G-equivariante.

En [37] y [38], Peter Webb considera el espacio topoldgico |K(S,(G))|/G y demuestra
que es aciclico médulo p. Con esto en mente, establece la siguiente conjetura

Conjetura 2.6.1. (P. Webb) El espacio de drbitas |K(S,(G))|/G es contréctil.

Afios més tarde, Peter Symonds demuestra tal conjetura en [33]. Para ello consid-
era el complejo de Robinson Rp(G) que describimos en la seccién 2.4 de este capitulo.
Recordemos que tal complejo consiste de los simplices {Py < Pi < ... < P} € K(S,(G))
donde P; es normal en P, para todo i y que resultaba G-homotépico a K(S,(G)) (ver teo-
rema 2.4.32). La demostracién de Symonds de la conjetura de Webb es bastante directa:
primero demuestra que es simplemente conexo y luego que sus grupos de homologia son
triviales.

Veremos aqui qué relacion hay entre los distintos espacios de érbitas que surgen de
considerar un G-poset X y la conexién con la conjetura de Webb. Si bien no demostramos
su conjetura, podremos reenunciarla utilizando diferentes espacios finitos.

Las siguientes definiciones y resultados del libro de Bredon [13, Chapter III] nos serén
de bastante utilidad para entender la diferencia entre los distintos espacios de drbitas que
aparezcar.

Definicion 2.6.2. Para un G-complejo K podemos considerar las siguientes propiedades:

(A) Sio esun simplex de Ky g € G, entonces g fija a cada vértice de o N o9.

(B) Si go,...,9n € G y tanto (vg,...,vs) como (vJ’,...,v0"

entonces existe g € G tal que v = vf para todo .

) forman simplices de K,

En la definicién anterior, el elemento (vg,...,v,) es un simplex de K cuando vemos el
) 0 ) p
conjunto {vp, ....v,}. En particular no estamos suponiendo que los v; sean todos distintos.

Observacién 2.6.3. La propiedad (A) es equivalente a esta otra:

(A’) Siwvesun vértice de Ky g € GG es tal que vy v9 estdn en un mismo simplex, entonces
v =Y.

Probemos esto:
e Supongamos que vale (A) y sean v € Ky g € G tales que v y v9 estdn en un mismo
simplex. Entonces o = {v,v7} es un simplex de K. Como vale (A), se tiene que g

fija a los vértices de 0 No? D {v}. Es decir, v9 = v. Luego (A) implica (A’).

e Supongamos que vale (A’) y sean o € K un simplex y g € G. Tomemos v € o0 Na7.
Entonces v,v? € o9 estdn en un mismo simplex. De la validez de (A’) deducimos
que v =9 y asi g fija cada vértice de o N 9. Luego (A’) implica (A).
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Observacién 2.6.4. M4s atn, podemos ver que la propiedad (B) implica la propiedad
(A), o equivalente, la propiedad (A’). En efecto, si v,v9 estdn en un mismo simplex,
entonces (v,v) y (v,29) son simplices de K. Por (B), existe h € G tal que v = " y
v =",y asi v = 9.

Si K es un G-complejo y H < G es un subgrupo, podemos restringir la acciéon a H y
ver entonces a K como un H-complejo.

Definicién 2.6.5. Un G-complejo K se dice regular si K satisface la propiedad (B) para
cada subgrupo H < G.

La siguiente proposicién nos dice que la condiciéon de regularidad se puede obtener
pasando a la segunda subdivision baricéntrica de un G-complejo K, y que por lo tanto no
es una condicién muy restrictiva a la hora de estudiar la topologia de |K|.

Proposicién 2.6.6. Para cualquier G-complejo K se tiene que K’ satisface la propiedad
(A). Si K satisface la propiedad (A), entonces K’ satisface la propiedad (B).

Demostracion. Ver [13, Proposition 1.1] O

De esta manera, pasando por la segunda subdivisién baricéntrica podemos suponer
que todo G-complejo es regular a la hora de estudiar sus propiedades topoldgicas.

Si K es un G-complejo regular y (vo,...,v,) y (wo....,wy) son simplices por encima
del simplex (vg,...,v}) de K/G, con w; = vf, entonces existen g; € G tales que v = w;.
Por regularidad, existe g € G tal que w; = v{" = v{ para todo i. Luego {vo,...,v,}? =
{wo, ..., w,}. Es decir, los simplices que estdn arriba de {v{,...,v}} forman una drbita

de la accién de G inducida en los simplices de K. Notemos ¢ : K — K/G al morfismo
simplicial g(v) = v*. Cuando K es regular tenemos que ¢ '(c*) ={r € K : q(7) = 0} =
Oy

En general, ¢ induce una funcién continua |¢| : |[K| — |K/G|, que es sobreyectiva y
cociente (pues |K| es compacto y |K/G| es Ty). Por otro lado, tenemos la funcién cociente
7 |K| = |K|/G. Como |g| es G-equivariante, tenemos una funcién continua inducida
v : |K|/G — |K/G| que es sobreyectiva. Cuando K es un G-complejo regular, esta ¢
resulta ser inyectiva. Como |K /G| tiene la topologia cociente, deducimos que en tal caso
o(>°; tivi) = 3, tiv} es un homeomorfismo. Tenemos asi la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.7. Si K es un G-complejo regular, entonces ¢ : |K|/G — |K/G| definida
por p(>;tivi) = >, tiv} es un homeomorfismo. En general, si K no es necesariamente
regular, ¢ es una funcién continua y sobreyectiva.

Por 1ltimo, notemos que si K es un G-complejo que verifica (A), entonces |K¢| =
| K |G, donde KC es el subcomplejo pleno de K generado por los vértices que quedan
fijos por la accién de G. La inclusién |[K¢| € |K|¢ es ficil de ver. Por otro lado, si
x € |K|%, entonces z = oo tivi, con >t =1y t; > 0 para todo i. Si g € G, entonces
{vo,...,vn} = Supp(x) = Supp(x?) = {v{,...,vn} es un simplex de K. En particular, v;
y v{ estdn en un mismo simplex para todo i. Por (A’), que es equivalente a (A), debe ser
que v; = Uf para todo 1.
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Notemos A : |K'| — | K| al homeomorfismo definido en los vértices como

n

h{#g; 5« ;s }) = z

i=0

1
n+1

Vi

Es facil chequear que h es G-equivariante y que por lo tanto tenemos un homeomorfismo
inducido en los cocientes h : |K'|/G — |K|/G.

Recordemos que si X es un espacio finito Ty y K = K(X) es su complejo asociado,
entonces la funcién px : |K| — X definida por px (3 tizi) = min;{z;} es una equiva-
lencia débil, es decir, induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia. Ademas, pix
es G-equivariante ya que al formar una cadena los x;, se tiene que min;{z?} = (min;{z;})?
para ¢ € G. Luego uy induce una funcién continua ax : |K|/G — X/G dada por
Bix (X tis) = ming{z;}.

Antes de proseguir, veamos algunas proposiciones que nos seran de gran utilidad.

Proposicién 2.6.8. Si X es G-poset, entonces K(X) es un G-complejo que verifica la
propiedad (A).

Demostracion. Claramente K(X) es un G-complejo. Si x,29 € Vg = X son dos vértices
que estdn en un mismo simplex, entonces {z,z%} es un simplex de K(X). Como los
simplices de este complejo son las cadenas finitas de X, deducimos que < 29 o bien que
29 < z. Del lema 1.3.3 concluimos que x = 29. Por lo tanto K(X) verifica (A’), que es
equivalente a (A). O

El complejo K(X/G) tiene como vértices a las érbitas de los puntos de X, y como
simplices las cadenas de érbitas. Recordemos que para un G-poset, una drbita O estd
contenida en una érbita O’ si para algin representante 2 € O y otro representante y € O’
vale que © < y. Por otro lado, los vértices del complejo K(X)/G son las érbitas de
los puntos de X y los simplices son los conjuntos de érbitas {Op,...,Op} de manera
que existen representantes x; € O; para los que {xg,.... =y} es un simplex de K(X).
Reenumerando las érbitas, podemos suponer que 29 < 1 < ... < Zp. De esta manera, las
6rbitas verifican que Oy < O < ... < O, y asi los simplices de K(X)/G son las cadenas
de 6rbitas de X. En conseccuencia, estos dos complejos son iguales.

Proposicién 2.6.9. Si X es un G-posct, entonces K(X)/G = K(X/G). Més atin, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

K(X)|/6 22— x/G

J(WKZ(X) ﬁ)]\llxm

IK(X)/G| == |K(X/G)
En particular, si ¢y es un homeomorfismo, fix es una equivalencia débil.

Demostracién. Solo basta ver que el diagrama conmuta. Notemos ¢ = ¢xx) vy K =
K(X). Sizg <1 <...< @y es una cadena en X, o equivalentemente un simplex de K,
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o (55) e ) o 55

Sea X un G-poset y notemos K = K(X) a su complejo asociado. Al provenir de un
G-poset, el G-complejo K verifica la propiedad (A). Luego K’ es un G-complejo regular.
De todo lo demostrado anteriormente, tenemos un homeomorfismo

entonces

a

K1/G 155 1K) )6 25 1K

De las proposiciones 2.6.7, 2.6.8 y 2.6.9, tenemos el siguiente diagrama donde todos
los cuadrados conmutan.

XX k| —2 k| = X (2.5)
X6 k)6 —E— |K|j6 —E s X/G
,,I#x'/c ) EPK’ lw\ ﬁﬂ rX/G
o |K(X'/G)|=—=I|K'/G] |K/G| =—=|K(X/G)|
’——'I h
(X/GY ——2 K ((X/G))| = IK(X/GY|

w

La funcién o : X'/G — (X/G)’ estd definida como

a(o<Z1<...<Zp)=Tp<T1<...<Tp

Es facil verificar que o es un morfismo de posets. Por otro lado, si g < 77 < ... < T,
es un elemento de (X/G)’, entonces existen g; € G tales que z;_; < z para 0 < i < n.
De esta manera, si y9 = xg € y; = a:g'g' k- para i > 0, entonces yp < Y1 < ... < Yn ¥
Yo<y1 <...<yp =70 <7 <...<7T, Estoprueba que a es un morfismo sobreyectivo.
Sin embargo, la inyectividad puede fallar.

Lema 2.6.10. El morfismo « es inyectivo si y solo si £(X) tiene la propiedad (B).

Demostracion. Sean c =290 < 21 < ... < Tp, y ¢ = yg < y1 < ... < yYm dos cadenas de
X. Si a(e) = a(d), entonces por longltud tiene que ser n = m y ademds T; = J; para
todo i, por lo que existen gl € G tales que y; = 1; para todo i. Luego ¢ = ¢ siy solo si
existe g € G tal que ¢? = ¢/, si y solo si para todo L8 =y = 7: . Esto es exactamente
la propiedad (B) para (X ) O

80



Kevin Piterman Cupitulo 2. Los posets de p-subgrupos de un grupo

Veamos qué significa esta propiedad (B) cuando X = S,(G) es el poset de p-subgrupos
y K = K(S,(G)). Si (Ho, Hu,...,Hy) son p-subgrupos que forman un simplex de K,
entonces sin pérdida de generalidad los puedo suponer ordenados Hy < Hy < ... < H,.
Supongamos que existen g; € G tales que (H§’, H{',..., Hy") forman un simplex de K.
Como conjugar preservar el orden, tiene que ser que Hgo < H{* < ... < Hj". Buscamos
un g € G tal que H} = HY* para todo i. Es decir, un g tal que H; = Hf‘q"' 1. Esto significa
que gg,;1 € Ng(H;), o equivalentemente, que g € Ng(H,)g;. Por lo tanto, un tal g existe
si y solo si la interseccién de las coclases (), Na(H;)gi es no vacia.

Sin embargo, hay grupos que no verifican esta propiedad (B) como lo muestra cl
siguiente ejemplo que encontramos en el libro de Smith [30].

Ejemplo 2.6.11. Seca G =S4 y notemos X = So(G) al poset de 2-subgrupos no triviales
y K a su complejo asociado. Entonces un 2-Sylow de G es D = ((13),(1234)) ~ Ds.
Luego los elementos (13)(24) y (12)(34) estdn en D y son conjugados por (23) € G.
De esta mancra, tenemos dos grupos distintos H; = ((13)(24)) y Hy = ((12),(34)) que
determinan el mismo punto en X/G.

Consideremos ahora las aristas {H; C D} y {H2 C D}. Afirmo que estdn en diferentes
orbitas: si {H; C D} = {Hy C D}, entonces g € Ng(D), por lo que ¢, : D = D es
un isomorfismo. En particular, ¢,(Z(D)) = Z(D). Es decir, g normaliza a Z(D). Sin
embargo, se puede probar que Z(D) = Hy, por lo que H{ = H;y # Hy, en contradiccién
con nuestra hipdtesis.

Observacién 2.6.12. Cuando X = S,(G), el espacio de dérbitas Sp(G)/G es contractil.
Esto es porque tiene un maximo que es la 6rbita de un p-Sylow.

La conjetura de P. Webb 2.6.1 afirma que |K|/G es contrdctil cuando K = K(S,(G)).
En vista del diagrama 2.5 y de la observacién anterior, como |K|/G es un CW-complejo,
tenemos las siguientes equivalencias:

Lema 2.6.13. Las siguientes son equivalentes para K = K(X), donde X es un G-poset
tal que X/G es homotdpicamente trivial.

1. |K|/G es contréctil

2. |K'/G| es contractil

3. X'/G es homotdpicamente trivial

4. fix es una equivalencia débil

5. El morfismo a : X'/G — (X/G)' es una equivalencia débil

Esto nos da diferentes enfoques a la hora de querer probar la conjetura de P. Webb
si elegimos un poset de p-subgrupos X que sea débilmente equivalente a S,(G) y tal que
X/G sea homotdpicamente trivial.

En general, si X/G es contrdctil no implica que |K(X)[/G lo sea, como el siguiente
cjemplo lo muestra.
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Ejemplo 2.6.14. Sea X el modelo minimal de S'. Esto es, el poset cuyo diagrama de
Hasse es

My Mz
. .
X
* .

my mz

Figure 2.2: Modelo minimal de S*

Consideremos la accién de Zs sobre X que permuta mp con mg y My con M. Entonces
X/7Zs es el poset lineal de dos puntos. En particular es contréctil.

Por otro lado, [K(X)| es S y la accién de Zy que tenfamos en X acé se corresponde
con la accién antipodal.

My
x/\ mz < My
NN

me < My
A ",
ml \>rﬂz
S
"z < Mz
my < Mz A{

M:z

Figure 2.3: Accién antipodal en |[K(X)|, con g generador de Zs

Por lo tanto, el espacio de 6rbitas |K(X)|/Za cs la recta proyectiva P'(R), la cual es
homeomorfa a S'. Luego |K(X)|/Zs no es homotdpicamente trivial.

Uno podria preguntarse entonces bajo qué hipdtesis vale la conjetura de P. Webb.
Sabemos que S,(G) es un reticulo reducido (ver observacién 2.1.10), cosa que el modelo
minimal de S no lo es. Esto podria ser entonces una obstruccién. Tampoco sabemos si
vale la reciproca, es decir, si |K(X)|/G es contractil entonces X/G es homotépicamente
trivial. Queda también abierta la pregunta de si A,(G)/G es homotépicamente trivial en
general.

Observacién 2.6.15. Vimos que el poset de caras del complejo de Robinson Rp,(G) tiene
el mismo tipo homotépico simple equivariante que Ab,(G)P (ver teorema 2.4.32). Si
tomamos X = X(Rp(G)) y K = K(X) = Ry(G)' en el diagrama 2.5, tendremos que
|K|/G =, |K/G| por ser K regular y por lo tanto para probar la conjetura de Webb
2.6.1 basta ver que X'(R,(G))/G es un espacio finito homotdépicamente trivial.
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Tipo homotépico del poset A,(G)

En el articulo [32], Stong muestra con un ejemplo que en general los posets Ay (G) y Sp(G)
no son homotdpicamente equivalentes. Para ello considera el grupo G'= S5 con el primo
p = 2 y analiza las estructuras de ambos poscts.

Por otro lado, prucba que la contractibilidad del poset S,(G) es equivalente a la ex-
istencia de un p-subgrupo normal no trivial. De esto deduce que la contractibilidad del
poset Ap(G) implica la del S,(G). Sin embargo, deja abierta la pregunta de si vale la
reciproca. En la seccién 3.7 de este capitulo damos un contraejemplo de esto dltimo. Es
decir, la existencia de un p-subgrupo normal no trivial no implica que Ap(G) sea un poset
contractil.

Uno podria preguntarse qué condiciones debe cumplir el grupo G para que el poset
Ay (G) sea contractil. Esta pregunta parece requerir de mucha teorfa de grupos y hasta el
momento no hemos encontrado una respuesta general definitiva en términos de subgrupos
de G.

En la seccion 3.1 de este capitulo analizamos el concepto de contractibilidad en pasos
y logramos describirlo complemente en reticulos reducidos atémicos. Con estos conceptos,
podemos describir de manera combinatoria la contractibilidad de A, (G). En las secciones
siguientes damos algunos resultados parciales sobre cuando los posets A,(G) y Sp(G) son
homotdépicamente equivalentes. Analizamos el caso de G = D,, un grupo diedral y vemos
que para p # 2, los posets Ap(G) y Sp(G) no son muy interesantes ya que poseen un orden
lineal, mientras que si p = 2 son homotdpicamente equivalentes pero en general pueden no
ser contréctiles. Probamos también que los grupos de orden p®q, con p, ¢ primos distintos,
verifican que Sp(G) ~ A,(G). Finalmente cerramos el capitulo con una serie de ejemplos
y contraejemplos que desafian nuestra intuicién y nos ayudan a entender un poco mas por
qué los posets Ay (G) y Sp(G) no son homotdpicos en general.

3.1 Contractibilidad en pasos

En esta seccidn, introducimos la nocién de contractibilidad en pasos de un poset. Un poset
X sera contractil en n pasos si existe una cadena de n desigualdades entre la identidad y
una funcién constante. Es decir, si en el 1-esqueleto del complejo K(X¥) la funcién iden-

tidad est4 a una distancia de a lo sumo n de una funcién constante. La contractibilidad en
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pasos nos permitird diferenciar entre distintos tipos de espacios contractiles. Por ejemplo,
probamos que cuando consideramos reticulos reducidos atémicos, podemos decir exacta-
mente la cantidad de pasos en que es contractil mirando los subposets que se obticnen al
tomar las intersecciones de maximales o los supremos de minimales de manera alternada
y sucesiva.

La idea de contractibilidad en pasos se podria decir que tiene su origen en el articulo de
Quillen [28]. Lo que nosotros denominamos contractibilidad en dos pasos es lo que Quillen
denomina cénicamente contréctil. De esta manera, prueba que si O,(G) > 1 entonces
S5p(G) es cénicamente contractil y en particular homotdpicamente trivial. Mds adelante,
Smith en [30] hace referencia a la contractibilidad en uno, dos (lo que Quillen llamé
cénicamente contractil) o méds pasos. Nosotros damos una definicién formal y trabajamos
con esto para obtener una visién mds general de lo que significa en lattices reducidas.

Definicién 3.1.1. Sean X e Y dos posets. Dos morfismos f.g: X — Y son homotdpicos
en n pasos, y notamos f ~, g, si existen fo, f1,....fn: X > Y talesque fo=f, fn=y9
v fi, fi+1 son comparables para todo i.

Los espacios X ¢ Y son homotdépicamente equivalentes en n pasos, y notamos X ~, Y
siexisten f: X - Y yg:Y — X tales que gf ~,, idx y fg >, idy.

Decimos que X es contractil en n pasos si X o, *.

Observacién 3.1.2. De la definicién es inmediato ver que X es contractil en 0 pasos si y
solo si es punto, y es contractil en 1 paso si y solo si posee un maximo o un minimo. Esto
mismo nos dice que la contractibilidad en pasos no es un invariante homotdpico. Es decir,
si X ~Y y X ~, % entonces esto no implica que Y ~,, *. Lo unico que podemos decir es
que si X ~,, Y entonces Y ~,.,, *. Por lo tanto, este invariante nos permite distinguir
entre distintos tipos de espacios contractiles.

En lo que sigue nos dedicaremos a estudiar la contractibilidad en pasos de reticulos
reducidos atémicos o coatémicos.

Observacion 3.1.3. Si X es un reticulo reducido atémico que tiene un minimo, entonces
X = {x} es solo punto, ya que todo elemento de X debe ser el supremo de los minimales
que estan por debajo de éste.

Esta observacién nos conduce a la siguiente proposicién cuya demostracién es inmedi-
ata.

Proposicion 3.1.4. Sea X un reticulo reducido. Si X es atémico, entonces X ~q1 = siy
solo si X posee un maximo. Andlogamente, si X es coatémico, entonces X ~q * si y solo
si X posee un minimo.

Proposicién 3.1.5. Si X es un reticulo reducido, entonces X ~1 i(X) y X ~; s(X).
Demostracion. Sea i : i(X) — X la inclusién y sea 7 : X — i(X) el retracto dado por
r(z) = inf(M(z)). Entonces ri = idix) ¢ ir > idx. Es decir, ir ~ idx.

Para s(X) es andlogo. a
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En general, ; Qué significa ser contractil en n pasos? Supongamos que X es un reticulo

reducido atémico contrictil en n pasos. Luego existen morfismos fo, fi,...,fn: X — X
y un elemento zo € X tales que fo = idx. fn = ctey, y pasa alguna de las siguientes
desigualdades:
idy = fo< fi> f2< ... 2 fa-1 < cteg, = fu sin es par (3.1)
dx=fo< fi>fa<... < fa1 2 ctey, = fn sin es impar (3.2)
dx=fo>fi <fa>...< fa1 > ctegy, = fr, sines par (3.3)
dy=fo>fi<fo>...> fno1 < ctegy, = fy sin es impar (3.4)

A continuacién veremos cémo ir cambiando estas cadenas de desigualdades entre la
identidad y la funcién constante de manera que se mantengan la cantidad de pasos y que
los morfismos por los que cambiemos los anteriores sean de alguna manera conocidos.

Para dos morfismos f, g : X — X, notamos fAg a la funcién wedge o infimo (fAg)(z) =
f(z) A g(z). Esta funcién resulta un morfismo bien definido en X siempre y cuando
{f(z),g(z)} esté acotado inferiormente para todo x € X. Si fi_1 > fi < fir1, podemos
intercambiar f; por fi—1 A fit1 ya que {fi—1(z), fi+1(z)} estd acotado inferiormente por
fi(z) para todo z € X. Con esto obtenemos otra homotopia entre fy y f, con la misma
cantidad de pasos de manera que los morfismos que estdn en medio de las desigualdades
fi—1 > fi < fi+1 resultan ser el infimo (o wedge) de los dos de la punta.

Con esta idea en mente, si f,g : X — X son dos morfismos, podemos considerar la
funcién supremo fVg: X — X dada por (fVg)(x) = f(z) Vg(x), que estd bien definida
siempre y cuando {f(z),g(x)} esté acotado superiormente en X. Luego, si fi_1 < f; >
fit+1, podemos intercambiar f; por f;—1 V fi+1 para obtener otra homotopia entre foy fn
con la misma cantidad de pasos.

Ahora observemos lo siguiente. Supongamos que estamos en el caso (3.3) o (3.4) de las
desigualdades donde fo > f1 < fo > .... Seaz € X y sea y € m(x) un elemento minimal
por debajo de x. Entonces y > fi(y) implica que y = f1(y) < fa(y) por ser un clemento
minimal. Como f; es morfismo de posets,

y < fa(y) £ fa(x)

Como y € m(z) era arbitrario y X es atémico, deducimos que z = sup(m(z)) < fa(z).
Con esto, podemos intercambiar nuestra cadena original por esta otra

fich=2fB5. .

Asi, redujimos la cantidad de pasos de la homotopia y caimos en el caso (3.1) o (3.2) de
las desigualdades anteriores.
El siguiente teorema resume lo que acabamos de ver.

Teorema 3.1.6. Sea X un reticulo reducido atémico. Siidx =~ g, entonces existe n > 0
y morfismos de posets fo,..., fn: X — X tales que

dxy=fo<fizfo<...2 fac1 < fan=g, sin esimpar, o
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dy=fo<fh>2fo...<fu12fa=g, sin espar

Mds aiin, podemos suponer que for = for—1 A fort1 para cada 1 < k <n/2 y que forr1 =
for V for+a para todo 0 < k < n/2

La demostracion se desprende de lo que ya comentamos.

Observaciéon 3.1.7. Invirtiendo las desigualdades, se pueden obtener resultados analogos
en el caso de reticulos reducidos coatémicos.

La siguiente proposicién nos dice que de alguna mancra sabemos quién es ¢l morfismo
/1 de una cadena de desigualdades del estilo idy < f1 > fo < ...

Proposicién 3.1.8. Si X es un reticulo reducido atémico y idx < f, entonces f(z) <
inf(M(x)) para todo z € X.

Demostracion. Siy € M(x), entonces f(z) < f(y) =y por ser y maximal. Asi, f(z) <y
para todo y € M (z) implica que f(z) < inf(M(x)). a

Recordemos que para un reticulo reducido tenemos las siguientes dos sucesiones
X DiX)os(i(X)) di(s(i(X)) D...

X 5 s(X) Di(s(X)) D s(i(s(X))) D ...

Al (n + 1)-ésimo espacio de la primera sucesion lo notamos X, y al (n + 1)-ésimo espacio
de la segunda sucesion lo notamos X,.

Con estas herramientas podemos probar el siguiente teorema que nos da un método
para calcular la contractibilidad en pasos de reticulos reducidos atémicos o coatémicos.

Teorema 3.1.9. Sea X un reticulo reducido atémico. Son equivalentes:
1. X wog %
2. {(X) ~p—1 *
3. X; ~p—i* para todo i > 0
g Xy =%

con la convencion de que Y ~p, x para m negativo es lo mismo que Y ~qg *. Andlogamente,
51 X es coatomico entonces son equivalentes:

1. X ~p %
2. 5(X) ~p—1 ¥
3. X' ~p_i * para todo i > 0

4. Xt=m=
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Demostracion. El caso n = 0 es tautoldgico, asique podemos suponer que n > 1.

Veamos que 1) implica 2). Supongamos que X es atémico y contractil en n pasos. Por
el teorema 3.1.6, existen morfismos fo,..., f, : X — X tales que fo = idyx, fn = cteg,, se
verifican las desigualdades

dx=fo<fizfa<fz2>...

Y fai = f2i—1 A fai+1 para todo 4. Sea i :i(X) — X la inclusién y sea 7 : X — i(X) la
retraccién r(z) = inf(M(z)). Para cada i > 1, tomemos fi—; = rfii. Como i y r son
morfismos de posets, vale que

Ahora, de la proposicién 3.1.8 tenemos que f; < ir, y asi
fo=rfii < riri = idx)
Por lo tanto conseguimos una sucesion
idxy=fo>fi<h>fi<..

que termina en la funcién constante f,_1 = rfni = cte, ) y fi : i(X) — i(X) para todo
i. Es decir, i(X) es contractil en n — 1 pasos.

Veamos que 2) implica 1). Si i(X) ~,—1 #*, de la proposicién 3.1.5 y de la observacién
3.1.2 obtenemos que X ~, *.

Si X es coatémico, entonces X ~,, x si y solo si X ~,, * si y solo si i(XP) ~p_1 *,
si y solo si §(X) ~,—1 *. Esto prueba la equivalencia de 1) y 2) para X coatémico.

Claramente 3) implica 2) y 4) tanto para X atémico como coatémico.

Veamos que 2) implica 3) para X atémico. Lo hacemos por induccién en i. Sii = 0,1
ya estamos. Supongamos que i > 2. Entonces X;_j ~y,—;r1 * por hipdtesis inductiva.
Como 1) y 2) son equivalentes tanto para X atémico como para X coatémico, y X; 1 es
atémico o coatémico por ser i > 2, vale que X; = X;_141 ~n—i *. Para X coatémico es
exactamente el mismo argumento.

Por tltimo, veamos que 4) implica 1). De la proposicion 3.1.5 tenemos que X; ~1 X;_4
para todo i. Como X, = *, es decir, X,, ~y *, de la observacién 3.1.2 deducimos que
X,—1 ~1 %, X, _9 ~g * y asi sucesivamente hasta que X = Xy ~,, *. Lo mismo vale para
la sucesién X' del caso coatémico. d

Este teorema resuelve el problema a encontrar la cantidad de pasos en que un reticulo
reducido atémico o coatémico es contrdctil. De hecho, lo que tenemos que hacer es ir
calculando los posets i y s alternadamente hasta llegar a tener un punto. Si por ejemplo
X es atémico, entonces X ~, * si y solo si al aplicar alternadamente i y luego s n veces
llegamos a un punto.

Del tercer item de las equivalencias podemos deducir el siguiente corolario que enun-
ciamos sélo para atémico pero que se puede traducir facilmente al caso de coatdmico.

Corolario 3.1.10. Sea X un reticulo reducido atémico. Entonces X ~jp * si y solo si
Xp—1 posee un maximo si n es impar o un minimo si n ¢s par.
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Demostracion. Del teorema anterior, X ~,, * si y solo si X,,—1 ~1 *. Como X = X es
atémico, se tiene que Xo;41 es coatomico y Xy; es atémico para todo ¢ > 0. Por lo tanto,
si n es par, X,,—1 es coatémico y si n es impar, X,,_1 es atémico. De la proposicién 3.1.4
deducimos que X,,—1 ~1 * si y solo si posee un maximo si n es impar o si posee un minimo
si n es par. O

Sea X un reticulo reducido atémico. Para cada n > 0, sea M, el conjunto definido por

A/[” _ ﬂl(Xn) . Si. n es }??ll"
]\[(){n) 1 sl n es impar

Es decir, M, es el conjunto de minimales de X, si n es par y es el de los maximales si
n es impar.

Corolario 3.1.11. Un reticulo reducido atémico X es contrdctil en n pasos si y solo si
|Mg| = 1.

Demostracion. El poset X es contractil en n pasos si y solo si X, consiste de un solo
punto. Como X, es atomico para n par y coatémico para n impar, esto equivale a decir
que X,, posee un solo minimal cuando n es par o un solo maximal cuando n impar. O sea,
que |M,| =1. O

Utilizando estos resultados podemos describir la contractibilidad de A,(G) ya que es
un reticulo reducido atémico. Sin embargo, tal descripcién involucra el céleulo del poset
Ap(G) y no es directo como en el caso de §,(G).

Observacién 3.1.12. De la observacién 3.1.2, el poset A,(G) es contréctil en 0 pasos
si es solo un punto, lo cual equivale a decir que G posee un tinico subgrupo de orden p;
es contrdctil en 1 paso si Ap(G) posee méximo o minimo. Notemos que si A,(G) tiene
un minimo, entonces es solo un punto, ya que dos puntos distintos nos dan al menos dos
subgrupos distintos de orden p. Por otro lado, A,(G) tiene un maximo si y solo si todo par
de elementos de orden p conmutan. Equivalente, O, (G) = (z € G : 2P = 1) es un grupo
abeliano, y por lo tanto es el méximo de A,(G).

El siguiente teorema describe en general qué quiere decir la contractibilidad de Ay (G)
en término de subgrupos de G.

Para n par, definimos H,, como el subgrupo generado por M, y para n impar sea H,
la interseccién de los subgrupos de M,,. Es decir,

I’In‘ = <]\/[71> . Si. n es Il)ﬂr
(M, : si n es impar

Teorema 3.1.13. El poset Ay(G) es contrdctil en n pasos si y solo sin =0 y Ay(G) =
{*}, obienn>1y Hy,_1 > 1 sin es par o H,_, es abeliano si n es impar.

Demostracion. El caso n = 0 ya lo discutimos en la observacién 3.1.2. Podemos asumir
entonces que n > 1. Supongamos que A,(G) es contrdctil en n pasos.
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e Caso n par: del corolario 3.1.10, Ap,(G),—1 posee un minimo. Como M, es el
conjunto de maximales de A,(G)n—1, si A € A,(G) es el minimo de A,(G)n—1,
entonces A < B para todo B € M,,_1. En particular, A es un subgrupo no trivial
que estd contenido en la interseccién de los subgrupos de M, ;. Luego la interseccién
H,_1 =\ M,—1 es un p-toro.

e Caso n impar: del corolario 3.1.10, A,(G),—1 posee un maximo. Como M, es
el conjunto de minimales de Ap(G),—1, si A € A,(G) es el maximo de A,(G)n—1,
entonces A > B para todo B € M,,_1. Luego Hy,—1 = (M;,—1) < A es un subgrupo
abeliano.

Reciprocamente, supongamos que H,, 1 > 1 si n es par o bien H,,_; es abeliano si n
es impar. En el primer caso, H,_1 es una cota inferior, dentro de A,(G), para M, . En
el segundo caso, si H,—1 es abeliano, como esta generado por p-toros, debe ser que H,,_1
es un p-toro y en particular M,_; esta acotado superiormente en A,(G).

Ahora, Ap(G) es contractil en n pasos si y solo si A,(G),—1 posee un minimo si n
es par, o un maximo si n es impar (por el corolario 3.1.10). Como A,(G),—1 es atémico
para n par y coatémico para n impar, esto es lo mismo que decir que M,,_1 es acotado
superiormente en el primer caso e inferiormente en el segundo (dentro del poset Ay (G)n—1).
Lo que sabemos es que M, es acotado superiormente si n es par e inferiormente si n
es impar dentro de A,(G). El siguiente lema, cuya demostracion dejamos a cargo del
lector, nos dice que en tal caso también lo es dentro de A,(G)p—1, lo cual concluye la
demostracién del teorema. O

Lema 3.1.14. Sea X un reticulo reducido y sean > 0. Si A C X,, entonces A es acotado
superior o inferiormente en X,, si y solo si lo es en X. Lo mismo vale para la sucesién X",

Inmediatamente del teorema anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.15. El poset A,(G) es contréctil en dos pasos si y solo si la interseccién
de todos los maximales de Ay,(G) es no trivial.

Consideremos L = L(Ap(G)), el complejo simplicial cuyos vértices son los p-toros
maximales y cuyos simplices son los conjuntos de maximales {Ag, ..., A, } con interseccion
Ni— Ai no trivial. De lo anterior deducimos que A, (G) es contréctil en dos pasos si y solo
si L es un simplex.

Corolario 3.1.16. El poset Ay(G) es contractil en dos paso si y solo si L es un simplex.

También podemos deducir qué quiere decir la contractibilidad en tres pasos de Ay(G)
en término de subgrupos.

Proposicién 3.1.17. El poset Ay,(G) es contractil en tres pasos si y solo si existe un
elemento N € A,(G) que interseca de manera no trivial a toda interseccién no trivial de
p-toros maximales .

Demostracion. En vista del teorema 3.1.13, el poset A, (G) es contréctil en tres pasos si
y solo si Hy = (M>) es abeliano. Como Ms son los minimales de s(i(Ap)). que son los
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mismos que los minimales de i(A,(G)), deducimos que Hy es abeliano. Luego Hy = N
interseca de manera no trivial a toda interseccién no trivial de p-toros maximales.
Reciprocamente, si tenemos un tal N podemos definir

f(A) = ﬂ{B € A,(G) : A < By B maximal}
y tenemos que f(A) NN > 1 por hipdtesis. Asi
A< f(A)z f(A)NN <N
Luego A,(G) es contréctil en tres pasos. d

Todavia no tenemos una caracterizacién precisa de qué significa que A,(G) sea contréctil
en términos del grupo G sin necesidad de calcular el poset A, (G).

Por 1ltimo, dejemos en claro el siguiente resultado que ya ha aparecido en las secciones
previas.

Corolario 3.1.18. Si G es un p-grupo, entonces A, (G) es contractil en dos pasos.

Demostracion. Ya vimos que N = Q1 (Z(G)) > 1 es un p-subgrupo elemental abeliano y
que AN € Ap(G) para todo A € Ay(G). Luego A < AN > N, y asi Ay(G) es contréctil
en dos pasos. Para mas detalles ver la proposicion 2.1.3. O

3.2 Casos para los que A,(G) ~ S,(G)

En [32], Stong comenta que cuando Q(P) es abeliano para todo p-Sylow P, entonces
Ap(G) y Sp(G) son homotépicamente equivalentes. En esta seccién veremos algunos casos
mds para los que Sp(G) y Ap(G) son posets homotépicamente equivalentes y que si los
p-toros maximales de A,(G) son todos conjugados, entonces S,(G) es contractil si y solo
si A,(G) lo es. Sin embargo, daremos un contraejemplo que muestra que si los p-toros
maximales son todos conjugados pero S,(G) no es contréctil, entonces los espacios Sy(G)
y A,(G) no son homotépicos.
Comenzamos enunciando un resultado de Stong que aparece en [32].

Proposicién 3.2.1. (Stong) Si G es un grupo finito, p es un primo que divide al orden de G
y los p-Sylows son abelianos, entonces A,(G) y Sp(G) son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Por las hipdtesis, todo p-subgrupo es abeliano. Sea f : Sp(G) = A,(G)
el morfismo que a cada p-grupo H le asigna el subgrupo Q;(H). Como H es abeliano,
Q1(H) es un p-subgrupo elemental abeliano y asi f es un morfismo de posets bien definido.
Notemos por i : A,(G) = Sp(G) a la inclusion candnica. De esta manera, if < ids, (@) ¥
fi= idAp(G)-

Observacién 3.2.2. Notar que de la demostracién anterior se deduce algo més fuerte:
Ay(G) C §p(G) es un retracto por deformacion fuerte.

Corolario 3.2.3. Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G tal
que my(G) < 2, entonces A,(G) C Sp(G) es un retracto por deformacion fuerte.
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Demostracion. Como m,(G) < 2, todo p-Sylow tiene orden p o p?, y en consecuencia es
abeliano (ver proposicién 1.1.17). O

De hecho, Stong observa que el resultado de la proposicién anterior se puede generalizar
un poco mas pidiendo que cualesquiera dos elementos de orden p en un mismo p-Sylow,
conmuten. Es decir, si Q;(P) es abeliano para todo P € Syl,(G).

Tratando de generalizar un poco més esta idea, observamos lo siguiente. Si cualesquiera
dos elementos de orden p en un mismo p-Sylow P conmutan, entonces A,(P) posee un
tnico p-toro maximal. Esto es porque Q1(P) = (z € P : 2P = 1) es un subgrupo abeliano
de P, no trivial y de exponente p. Como todo elemento de orden p estd contenido en Q;(P)
y los p-toros maximales estan generados por este tipo de elementos, se sigue que Q1 (P) debe
ser el tinico p-toro maximal de A, (P). En particular, este p-toro maximal es caracteristico
en P y por lo tanto todos los p-toros maximales de A,(G) son conjugados. Podrfamos
preguntarnos entonces qué sucede si todos los p-toros maximales son conjugados. jSera
que A, (G) y Sp(G) son homotdépicamente equivalentes?

Proposicién 3.2.4. Supongamos que S,(G) es contréactil y que todos los p-toros maxi-
males son conjugados. Entonces Ay,(G) es contréctil en dos pasos.

Demostracion. Sea N = Q1 (Z(O0,(G))). Como O,(G) > 1, N € A,(G). Este subgrupo es
caracteristico en O,(G) y por lo tanto lo es en G (ver observacién 1.1.5). En particular, N
es normal en G. Ahora, N estd contenido en algin maximal de Ay(G) y éstos son todos
conjugados, por lo que N estd contenido en la intersecciéon de todos los maximales de
Ap(G). En consecuencia, este poset es contractil en dos pasos por el corolario 3.1.15. O

Ejemplo 3.2.5. Sca G = GL(2,F3) el grupo con id [48, 29] en la tabla de SmallGroups
de GAP. Notemos que 48 = 2% % 3. Con el primo p = 2, ambos posets S,(G) y Ay(G)
resultan contractiles. La cantidad de 2-Sylows es 3, estos son isomorfos a ) Dyg, el grupo
quasidiedral, la cantidad de 2-toros maximales es 6 y son todos conjugados. Este cjemplo
no esta en las condiciones que decia Stong y atn asi los posets son homotdpicamente
equivalentes. De hecho son contractiles.

Ejemplo 3.2.6. Sea G = Zy x D15 ¢l grupo con id [48, 36] en la tabla de SmallGroups de
GAP. Con el primo p = 2, ambos posets S,(G) y Ap(G) resultan contréctiles. La cantidad
de 2-Sylows es 3, estos son isomorfos a Zo x Dy, la cantidad de 2-toros maximales es 6 y
no son todos conjugados. Este ejemplo no verifica que todos los 2-toros maximales sean
conjugados, y aun asi ambos posets son contractiles.

Si Sp(G) no es contréctil, aunque los p-toros maximales sean todos conjugados, puede
no valer que ambos posets sean homotdpicamente equivalentes, que es lo que muestra el
ejemplo a continuacion.

Ejemplo 3.2.7. Sea G = ((Z3g x Z3) x Zsg) x Zs el grupo con id [144, 182] en la tabla de
SmallGroups de GAP. El orden es 144 = 2% 32, Con el primo p = 2, los cores de S,(G)
y Ap(G) tienen 21 y 39 elementos respectivamente, por lo que no son homotépicamente
equivalentes. La cantidad de 2-Sylows es 9 y la de 2-toros maximales es 18, los cuales son
todos conjugados. Més aun, cada 2-Sylow contiene exactamente dos maximales y estos
son conjugados dentro del mismo Sylow. Notemos que del teorema de Burnside 1.1.24, el
grupo G es soluble.
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Por otro lado, la observacién de Stong de pedir que dos elementos de orden p en un
mismo p-Sylow conmuten caracteriza totalmente los casos para los que Ay(G) C S,(G) es
un retracto por deformacién fuerte.

Teorema 3.2.8. Si G es un grupo finito y p es un primo, entonces son equivalentes:
1. Ay(G) C Sp(G) es un retracto por deformacion fuerte
2. Ap(G) C 5,(G) es un retracto
3. Para B € §,(G), 1 (B) es abeliano
4. Si P € Syl,(G) entonces Q1 (P) es abeliano

Demostracion. Que 1) implica 2) es claro. 3) si y solo si 4) también es claro ya que si
B < P entonces Q(B) < Q1(P). 3) implica 1) se deduce de la observacién de Stong.
Luego lo tinico que debemos ver es que si 7 : S,(G) — Ap(G) es un retracto y P € Syl (G)
entonces 1 (P) es abeliano. Si 2 € P es de orden p, entonces (z) € Ap(G) y asi

z € (z) =r((z)) < r(P)

O sea, z € r(P). Como Q4 (P) estd generado por los elementos de orden p de P, deducimos
que O (P) < r(P) € A,(G). En particular, Q;(P) es abeliano. O

De la demostracion se deduce c6mo deben comportarse todos los retractos.

Corolario 3.2.9. Sir: S(G) = Ap(G) es un retracto, entonces r(B) > €y (B) para todo
B € 8,(G).

También podemos deducir cémo se comporta la contractibilidad de A,(G) cuando es
un retracto de S,(G).

Corolario 3.2.10. Si A,(G) C S,(G) es un retracto y S,(G) es contréctil, entonces A, (G)
es contractil en dos pasos.

Demostracién. Las hipétesis implican que O,(G) > 1y que existe un retracto r : S,(G) —
Ap(G). Sea N = r(Op(G)). Si A € Ay(G) es un maximal, entonces AO,(G) € Sy(G)
y N = r(0p(G)) < r(AO0y(G)) > r(A) = A. De la maximalidad de A concluimos que
A = r(A0y(G)). Luego N < A para todo A € Ay(G) maximal. Del corolario 3.1.15,
Ap G) r~o %k, O

Ejemplo 3.2.11. Hay muchisimas propiedades de grupos que seguramente nos permitan
decidir si A,(G) y Sp(G) son homotdpicamente equivalentes, contractiles o no. Un caso
bastante particular es el de los grupos nilpotente. Un grupo G se dice nilpotente si es el
producto directo de sus Sylows. Esto equivale a que todo p-Sylow sea normal (ver por
ejemplo [24]). Luego los posets A,(G) y S,(G) son contréctiles para todo p primo que
divida al orden de G.

Recordemos que todo grupo nilpotente es soluble. Sin embargo, los grupos solubles
en general no verifican que A,(G) =~ S,(G) ni mucho menos que alguno de los dos sea
contractil, como de hecho muestra el ejemplo 3.2.7.
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Cuando la altura del poset A,(G) es baja, se pueden decir algunas cosas mds como
muestran las siguientes proposiciones.

Proposicién 3.2.12. Si A,(G) cs un poset de altura 0, entonces es homotdépicamente
equivalente a S,(G). En particular, S,(G) tiene el tipo homotdpico de un espacio discreto.

Demostracion. Si P € Syl,(G), entonces Ap(P) es contractil (ver corolario 3.1.18), y
en particular es conexo. Como A,(FP) C A,(G) y éste es discreto, debe ser que Ap(P)
consiste de un solo punto. Entonces Q,(P) ~ Z, es abeliano. Del teorema 3.2.8, la
inclusién Ay (G) C Sp(G) es un retracto por deformacion fuerte. O

Proposicién 3.2.13. Si A,(G) tiene altura a lo sumo 1, entonces S,(G) es contractil si
y solo si A,(G) es contractil.

Demostracion. Yasabemos que A, (G) contréctil implica que S,(G) sea contréctil. Reciprocamente,
si Sp(G) es contréctil, entonces A,(G) es homotdépicamente trivial. Como A,(G) es un
poset de altura a lo sumo 1, entonces por la proposicién 2.1.13 es contractil. O

Corolario 3.2.14. Si m,(G) =3 y S,(G) es contréctil, entonces A,(G) es contréctil.

Demostracion. El poset Ap,(G) tiene altura 0, 1 o 2. En los primeros dos casos, la con-
tractibilidad de S,(G) es equivalente a la de A, (G) por la proposicién anterior. Sila altura
es 2, entonces S,(G) = Ap(G) pues un p-toro maximal de Ay,(G) de rango 3 debe ser un
p-Sylow de G, ya que por hipdtesis m,(G) = 3. O

3.3 El subgrupo de Fitting y una equivalencia para la con-
tractibilidad de §,(G)

En esta seccidén veremos otra manera de saber si el grupo G' posee un p-subgrupo normal
no trivial, o lo que es equivalente, que S,(G) sea contréctil.

Definicion 3.3.1. Si G es un grupo finito, el subgrupo de Fitting es el subgrupo normal
nilpotente més grande de G, y se nota F(G).

Observacién 3.3.2. El centro de G, Z(G) es un grupo abeliano, y en particular es
nilpotente. Como es normal, se tiene que Z(G) < F(G).

Proposicién 3.3.3. El subgrupo F(G) es nilpotente y es el producto directo de los sub-
grupos Op(G) para p | |G| primos. En particular, G posee un p-subgrupo normal no trivial
sl y solo sip | |F(G)].

Demostracion. Ver [24]. O

Observacién 3.3.4. La proposicién anterior nos dice que para ver si S,(G) es contractil,
basta con analizar el orden del subgrupo de Fitting.

Proposicién 3.3.5. Para un grupo finito G se tiene que F(G/Z(G)) = F(G)/Z(G)

Demostracion. Ver [24]. O
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Sea p un primo que divide al orden de . Entonces G tiene un p-subgrupo normal
no trivial si y solo si p | |[F(G)|. Sean Zy =1, Go = G, y paran > 1, Z, < G tal que
Zn|Zn-1 = Z(G)Zp-1) con Zy_1 < Zy (es decir, 1 = Zy 4 Z7 < Zy <4 ... es la serie

central ascendente de G) y G,, = G/Z,. Notar que
Gn=G/Zn = (G/Zn1)/(Zn)Zn-1) = Gn1/Z(Gn-1)
Z(Gn) = Z(G/Zn) = Zn+1/2n
De la proposicién anterior,
F(Gn) = F(Gn-1/2(Gn-1)) = F(Gn-1)/Z(Gn-1)
Por lo tanto, |F(G)| = |Z(G)||F(G) : Z(G)| y

[F(Gn)l = |Z(Gn)||F(Gn) : Z(Gh)
= |Zns1: Zn||F(Gn)/Z(Gy)
= |Zn+1|/1Zn[| F(Gn1)]
y asf vemos que |F(Gy)||Zn| = | Zn+1||F(Gn+1)| para todo n > 0.

Sea m > 1 tal que Z,, = Z,,+1. Entonces Z(G,,) = 1y si m’ > m, inductivamente se
llega a que Z,, = Z,,. Luego

F(Gm—}-l) = F(Gm)/Z(Gm) = F(Gm)

e inductivamente F'(G,,) = F(Gy,) para todo m’ > m.
De la férmula anterior para el orden de F(G),), deducimos que

|F(G)| = 211/ Z0||F(G1)]

= |21||22|/1Z:1||F(G2)|
|Z2||Z3| /| Za|| F(G3)|

Il

= |Zm—1HZm|/iZm—l||F(Gm)‘
= |Zm||F(Gm)|

donde m es el minimo tal que Z,, = Z,,4+1. Asi, Z(Gp,) = Z,,L+1/Z,,L = [,

Lema 3.3.6. Con la notacién anterior, |F(G)| = |Z,,||F(Gy)| con Gy, = G/Z,, tal que
Z{Gm) = L

De este lema obtenemos mds equivalencias para probar la contractibilidad de S,(G).
Proposicién 3.3.7. Sea G un grupo finito y sca
1=2y<Z(G)=21<Zy<...< 7Zy

la cadena central ascendente de G donde m = min{i > 0 : Z; = Z;;1}. Entonces son
equivalentes:
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1.

Sp(G) ~ *

2. 0,(G)> 1

3.

p|IF(G)]

4. 2| |2m| 02| |[F(Gm)l; con G =Gf2nm y Z(Gwm) = 1

En particular, esta proposicion nos dice que si sabemos que p t Z,,, para saber si el
poset Sp(G) es contrictil basta con estudiar el poset S,(G)y), el cual corresponde a un
grupo sin centro.

3.4 Una reduccién para el poset A4,(G)

A la hora de estudiar el poset A,(G), notamos que solo necesitamos conocer los elementos
de orden p de G y cémo conmutan entre si. Esto nos dice que si queremos estudiar el tipo
homotdépico y/o contractibilidad del poset A,(G), solo necesitamos conocer el subgrupo
21(@). La siguiente proposicién deja en claro esto.

Proposicién 3.4.1. Sea G un grupo finito y consideremos H = (z € G : 2P = 1) = Q1 (G).
Entonces valen las siguientes:

1. HcharG

2. {zeH:x2l=1}={zel:2% =1}

3. Ay(H) = A,(G). En particular, que A,(G) sea contractil en n pasos solo depende
de H.

4. §,(H) C 8,(G) es un retracto por deformacién fuerte equivariante. En particular,
Sp(H) = # 81 y golo si Sp(G) = #,

5. Op(H) < Op(G).

Demostracion. 1. Todo automorfismo de G manda elementos de orden p en elementos
de orden p, y por lo tanto manda los generadores de H en los generadores de H.

2. La inclusién C) es clara. Si 2 € G tiene orden p, entonces z € Q1 (G) = H.

3. Tomemos A € Ap(G) y veamos que A < H. Como A es un p-grupo eclemen-
tal abeliano, podemos escribirlo como A = (z1,...,,) donde a? = 1. Asi, 2; €
Q1(G) = H para todo i, por lo que A = (z;: 1 <i<n) < H.

4. Como H es caracteristico en G, tenemos una accién por conjugacion de G en los

subgrupos de H. Luego si i : §,(H) — S,(G) es la inclusion, entonces i es G-
equivariante. Sea r : Sp(G) — Sp(H) la funcién r(B) = BN H. Veamos que
r estd bien definida. Si B € S,(G), entonces existe x € B de orden p. Luego
r€ BNHyasil < BNH < B,H es un p-subgrupo no trivial de H. Es claro
que 7 es un morfismo de posets G-equivariante y que ri = idg,(y) € ir < idg,(c). En
consecuencia, Sy(H) C Sp(G) es un retracto por deformacién fuerte equivariante.
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5. Del primer {tem tenemos que H charG. Como también Op,(H)char H, se sigue
que O,(H)charG. Asi, O,(H) resulta un p-subgrupo normal en G y por lo tanto
Op(H) < 0,(G).

O

Esta proposicién nos dice que si queremos estudiar el poset Ay,(G) podemos suponer
que G = (x € G : 2P = 1) estd generado por elementos de orden p.

Definiciéon 3.4.2. Si GG es un grupo y p es un primo, decimos que G es p-generado si
G =0 (G).

Observacion 3.4.3. Si p no divide al orden de G, entonces cs p-generado si y solo si
G =1 por el teorema de Cauchy 1.1.10.
Si G es abeliano, entonces es p-generado si y solo si es p-elemental abeliano.

Con esto en mente, analicemos un poco la contractibilidad de Ay, (G).

Proposiciéon 3.4.4. Supongamos que G es un grupo p-generado no trivial. Entonces vale
lo siguiente:

1. Ap(G) es contrdctil en 0 pasos si y solo si G ~ Z,

2. A,(G) es contractil en 1 paso si y solo si G es p-elemental abeliano, o equivalente-
mente, G es abeliano.

3. Ap(G) es contrdctil en 2 pasos si y solo si p | |Z(G)|

Demostracion. 1. De la observacién 3.1.12, A,(G) es contréictil en 0 pasos si y solo si
posee un unico subgrupo de orden p. Entonces GG posee exactamente p— 1 elementos
de orden p, y todos conmutan entre si. Es decir, {z € G : 2P = 1} posee p elementos
y forma un subgrupo de G. Luego G = Q,(G) ~ Z,. La reciproca es inmediata.

2. De la observacién 3.1.12, A,(G) es contrictil en 1 paso si y solo si posee un maximo
o un minimo. En cualquier caso equivale a decir que posee un tinico p-toro maximal.
Esto implica que si A es tal p-toro maximal, entonces todo elemento de orden p
estd en A. En particular, Q;(G) C A y asi, G = A es p-elemental abeliano. Por la
observacién anterior, esto equivale a decir que G es abeliano. La reciproca es clara.

3. Del corolario 3.1.15, Ap(G) es contractil en 2 pasos si y solo si la interseccién de
todos los p-toros maximales de A, (G) es no trivial. Esto equivale a decir que existe
un elemento x € G de orden p que estd en todos los p-toros maximales. Para que
suceda esto, es necesario y suficiente que tal 2 conmute con todo clemento de orden
p de G, ya que los p-toros maximales estan generados por elementos de orden p. Es
decir, tal z existe si y solo si Q1(G) € Cg(z). Como G es p-generado, esto equivale
a decir que G = Cg(z), o sea, que 2 € Z(G). Lucgo la interseccién de todos los
p-toros maximales es no trivial si y solo existe 2 de orden p en Z(G), si y solo si,
por el teorema de Cauchy 1.1.10, p | |Z(G)|.

O
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Corolario 3.4.5. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Entonces A,(G) es contréctil
en dos pasos si y solo si p | |Ca(Q(G))].

Demostracion. De la proposicion anterior, A,(G) es contractil en dos pasos si y solo
si p | [Z2((G))] = [(G) N Ca(u(G))]. Luego p | [Ca(u(G))] si Ap(G) ~a x.
Reciprocamente, si p | |Cq(21(G))|, entonces por el teorema de Cauchy, existe 2 € G de
orden p tal que 2 € Ce(01(G)). En particular, z € O (G) y asi x € 1 (G)NCq(1(G)) =
Z(u(@)), por lo que p | |Z((G))]. O

3.5 El grupo diedral D,

En esta seccién haremos un andlisis de los posets S,(G) y Ap(G) cuando G = D,, es un
grupo diedral, con n > 1. Recordemos que D,, esta presentado como

(s,t | 82,17, stst)
Estos grupos poseen las siguientes propiedades:

e Los grupos diedrales quedan caracterizados por ser los grupos no triviales que estan
generados por dos elementos que al cuadrado son 1. Es decir, D, = (s,st) y si
H = (a,b) # 1 con a*> = 1 = b2, entonces H ~ D,, para un cierto n > 1. En
particular, los diedrales son 2-generados.

e D, es abeliano si y solosin =10 2.

e Todo subgrupo de un diedral es un diedral o es ciclico. Mds aiin, todo subgrupo es
exactamente uno de los siguientes:

1. (t%) con d | n y de indice 2d.
2. (t?t's) cond|ny0<i<d-1deindice d.

En particular, no hay repetidos en la lista anterior.
e Todo cociente de un diedral es un diedral.

Con estas propiedades, analicemos las estructuras de A, (D) y Sp(Dy) para p un primo
que divide 2n = |Dy|.

Supongamos que p es un primo impar. Consideremos H = (t). Entonces H es ciclico
de orden n y es normal en D,. Como p cs impar, se tiene que p | n y asi, Syl,(Dn) =
Syl,(H) = {P} por ser ciclico. De esta manera, P < H es ciclico y es el tinico p-Sylow de
G. Luego el poset S,(Dy) es totalmente ordenado de la forma Zy, < Z,,» < ... < Zpy =P
y Ap(Dy) = {Zy} consiste de un solo punto. En particular, ambos poscts son contractiles
y homotdépicamente equivalentes.

Veamos ahora el caso de p = 2. Tenemos dos situaciones. Si n es impar, entonces
ma(Dy) = 2 y sus 2-Sylows son isomorfos a Zp. Calculemos la cantidad de 2-Sylows
que hay. Todo 2-Sylow debe ser un conjugado del grupo {1,s}, y como s es el generador,
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concluimos que todo 2-Sylow es de la forma {1, gsg~'}, con g € D,,. Ahora, todo elemento
de D,, se puede escribir de forma tinica como t's’ donde i =0,...,n—1y j=0,1. Luego

(t's?)s(t's)) ™ = t'slss It = tlst T = titis = t%s

Por lo tanto, los 2-Sylows son de la forma {1,t%s} con i = 0,...,n — 1. Supongamos que
0<i4,j<n-—1yquet*s=1%s Entonces t*7) = 1y por lo tanto n | 2(i — j). Como n
es impar, deducimos que n | i — j, y como —(n —1) <i—j < (n—1), debe ser que i = j.
Por lo tanto, la cantidad de 2-Sylows es n y A2(Dy) = Sa(D,) es el espacio discretos de
n puntos.

Ahora veamos el caso en que n es par. Notemos primero lo siguiente. Si A € Ay(D,,),
al ser un subgrupo de un diedral, debe ser ciclico o diedral. En el primer caso debe ser
que A ~ Zy. En el segundo caso, como A es abeliano y es un diedral, tiene que ser
A~ Dy ~Zs0 A=~ Dy~ Zy& Zy. Porlo tanto, el poset As(D,) tiene altura a lo sumo
1. De la proposicién 3.2.13, el poset Ao (D,,) es contractil si y solo si Sy(D,,) es contréctil,
si y solo si Dy, posee un 2-subgrupo normal no trivial.

Veamos qué estructura tienen los 2-Sylows en este caso. Como n es par, un 2-Sylow
no puede ser ciclico de la forma (t?) con d | n, ya que su indice serfa 2d, contradiciendo la
maximalidad. Luego un 2-Sylow es de la forma P = (td, tisycond|ny0<i<d-1,de -
indice d. Supongamos que n = 2¥m, con m impar y k > 0. Entonces d = m. Sea r = t™ y
sea s’ = t's. Como |t| = 2¥m, el orden de 7 es || = 2%, Ademds s'% = t'st's = 't 'ss = 1
y 8 # 1. Con esta notacién, P = (r,s') con |r| = 28 y |s/| = 2. Afirmo que P ~ Da.
Como tienen el mismo orden, basta ver que s'rs’ = r~!. En efecto,

SlrS/ — t'lStNLtlS — St—ltnltfs — Sth — t—TI'L — 7‘—1

Ya tenemos caracterizados todos los 2-Sylows. Como la lista de subgrupos del diedral
no contiene repetidos, tenemos un 2-Sylow para cada 0 < i < m — 1. Es decir, la cantidad
de 2-Sylows es m = n/2¥ = | D, |y

Tomemos un 2-Sylow P = (r,s') con |r| = 2¥ y |§'| = 2. Si k = 1, entonces P ~
Dy >~ Zy & Zsy. En este caso, Ay(D,) = Sa(D,,). Supongamos entonces que k > 1 y sea
A= (rd, s con d = 2¥72, Este grupo tiene indice 2¥=2 en P y es ciclico o diedral. Luego
A >~ 7y @® Zy. En cualquier caso, Aa(D,,) tiene altura exactamente 1.

Por tltimo, calculemos la interseccién de todos los 2-Sylows cuando n es par. Como
antes, escribamos n = 2¥m con m impar y k > 0. Buscamos entonces un 2-subgrupo
normal maximal. Sea N = (t™). Este grupo ciclico tiene orden 2* y es normal en D,,.
Ademds, como los 2-Sylows tienen orden 21, se sigue que o bien hay un tnico 2-Sylow,
y en tal caso m = 1, o bien hay al menos dos distintos y N es el 2-subgrupo normal mds
grande.

En resumen, hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. El grupo diedral D,, = <t, s|tn, s2. 3tst>, conn > 1, cumple lo siguiente:

1. Para p primo impar, los p-Sylows son normales y ciclicos de la forma (t"/p}, por
lo que Sp(D,,) posee un orden lineal. A,(D,,) consiste de un solo un punto y ambos
posets son contractiles. En particular, son homotdpicamente equivalentes.
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2. Para p=2, sin=2"m conm impar y k >0, la cantidad de 2-Sylows es m y son
isomorfos a Dok.

3. Sin=2m con m impar y k > 0, entonces
{1,8} 225 m=1,k=10
Dy=Dyx m=1k>0

("™ ~Zor m#1,k>0
1 MLk =0

02(D71) =

Aa(Dy,) tiene altura O sin es impar y altura 1 si n es par.
A2(Dy) = Sa(Dy,) si y solo sin = 2%m, con m impar y k =0, 1.

Sin es impar, So(Dy) es el espacio discreto de n puntos.

T

Aa(D,,) es contrdctil si y solo si Sa(Dy) es contrdctil, siy solo sin es par o 1

De lo anterior, se deduce facilmente que Az(D,,) y Sa(Dy,) son homotépicamente equiv-
alentes: si n es par ambos son contractiles por el {tem 6, y si n es impar los posets son
iguales por el item 5.

Corolario 3.5.2. Para los grupos diedrales D,,, los posets A,(D,) y Sp(Dy) son ho-
motépicamente equivalentes para todo p primo. Méds ain, S,(D,,) es contréctil si y solo si
pes impar o p =2y nes par o 1, y en tal caso vale que:

e Sipesimparop=2yn=1entonces A,(D,) ~q *
e Sip=2ynes par entonces Ap(Dy) ~a *

Demostracidn. Si p es impar, entonces A,(D,) = {x} consiste de un solo punto y es
contrdctil en 0 pasos. Si p = 2, entonces n es par o es 1. Si n = 1, entonces D,, = Zy y
Aa(Z3) = {*} es contrictil en 0 pasos. Si n es par entonces t*/2 € Z(D,) es un elemento
central de orden 2. De la proposicién 3.4.4, As(D,,) es contractil en dos pasos. O

La clave en este ejemplo para poder decir que Ap(Dy) es contractil si y solo si S,(D»,)
es contrdctil para cualquier primo p que divide a |D,,|, es que tenfamos una caracterizacion
precisa de los subgrupos. Esto 1iltimo puede probarse con herramientas bésicas de algebra.

El contraejemplo dado por Stong para probar que en general Ay,(G) y S,(G) no son
homotépicamente equivalentes también se basa en la descripcién de los 2-subgrupos (que
resultan ser subgrupos de diedrales) del grupo G que considera.

Para grupos generales, no podemos hacer esto siempre, y caracterizar los subgrupos
para poder decidir sobre el tipo homotdpico de los posets de subgrupos no parece ser
la manera mas efectiva. Sin embargo, los trabajos de M. Aschbacher y S. Smith sobre
la conjetura (ver por ejemplo [3]), se basan principalmente en la clasificacion de grupos
simples finitos. Mediante una serie de reducciones logran llegar a determinados grupos
simples de los cuales si conocen su estructura. Por lo tanto, en el fondo, parece que esta
complicacién es ineludible. Destacamos que el articulo [3] de Aschbacher y Smith es el
trabajo que mas avanzé sobre la conjetura original de Quillen.
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3.6 Grupos de orden p“q

Un caso curioso que surge de buscar contraejemplos de érdenes bajos para los que S,(G) y
Ap(G) no son homotépicamente equivalentes, es cuando el orden del grupo es de la forma
p%q, donde p y g son primos distintos. En esta seccién nos dedicaremos a analizar qué
sucede con el tipo homotdpico de estos dos posets cuando el orden del grupo es de esta
forma.

Sea G'un grupo finito de orden p®q donde p y ¢ son primos distintos. La cantidad n,
de p-Sylows de G verifica que p | n, — 1y np | g. Luego np, =1 0 q. Si n, = 1, entonces G
posee un tnico p-Sylow P y los posets A,(G) = Ap(P), Sp(G) = S,(P) son contractiles.
Supongamos entonces que ny, = g. Si la interseccion de cualesquiera dos p-Sylows distintos
es trivial y {P,..., P} = Syl,,(G), entonces

Si existen dos p-Sylows distintos con interseccién no trivial, siguiendo las ideas de la
demostracion de [24, Theorem 1.36], si tomamos D = P;N P}, con i # j de orden maximal,
entonces D = O,(G). Ademds, si Py P’ son dos p-Sylows distintos cualesquiera, entonces
D = 0,(G) <N_,P < PnP,ycomo D lo tomamos de orden maximal, vale que
D = PN P'. Por hipétesis, O,(G) > 1, y por lo tanto S,(G) es contractil.

En definitiva, para grupos |G| = p“q se tiene que S,(G) es homotdpicamente equiva-
lente a un espacio discreto.

Veamos que S,(G) ~ Ap(G). Del andlisis anterior, basta ver el caso en que O,(G) =
PN P >1 es la interseccién no trivial de dos p-Sylows distintos. Sea H = Q;(G). De la
proposicién 3.4.1, A,(G) = Ap(H) y Op(H) > 1. Notemos que |H| = pP¢', con 1 < <
y 0 <i < 1. Sila cantidad de p-Sylows en H es 1, entonces A,(G) = A,(H) es contractil
en dos pasos (ver corolario 3.1.18). En caso contrario, el orden de H tiene que ser p’g
y la cantidad de p-Sylows debe ser exactamente g. Luego H es un grupo de orden p?g,
con Op(H) > 1y con més de un p-Sylow. Esto nos permite suponer que G' = Q1 (G) es
p-generado.

Supongamos que A,(G) no es contréctil, con Oy(G) > 1y G = Q1 (G).

Fijemos @ < G un g-subgrupo de Sylow de G. Entonces @ =~ Z, es ciclico de orden q.

Recordemos que los p-Sylows no son normales en G ya que estamos suponiendo que
np=gq>1.

Como estamos suponiendo que A,(G) no es contrdctil, en particular no es contrdctil
en dos pasos. De la proposicién 3.4.4, deducimos que pt|Z(G)|. Luego |Z(G)| =1 o q.

Veamos que @ no puede ser normal en G. En caso contrario, G = PQ es ¢l producto
semidirecto de @ por P. Como Op(G) > 1, tomemos 1 < N < G un p-subgrupo normal
minimal. Afirmo que N < Z(G):

e Q <Cg(N): pues Q y N tienen 6rdenes coprimos y ambos son normales.

e N < P es un subgrupo normal minimal: como N es normal en G, estd contenido en
todo p-Sylow, y asf N < P. Veamos que es normal minimal en P. Si1 < L< Ny
L es normal en P, veamos que L es normal en G. Si g € G, entonces g = g1g2 con
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g1 € Py gy € Q. Luego L9 = L9192 = (L91)92 = L92 por ser g1 € P = Np(L). Como
Q < Cq(N) < Cg(L) € Ng(L), concluimos que L9 = L. Luego L 4 PQ = G. De
la minimalidad de N debe ser que L = N.

e De la proposicion 1.1.14, N < Z(P), o equivalente, P < Cg(N).

e N < Z(G): como Q,P < Cq(N), su producto G = PQ < Cg(N). Es decir, todo
elemento de N conmuta con todo elemento de G. Luego N < Z(G).

Esto dltimo es absurdo ya que 1 < N < Z(G) es un p-grupo y asumimos que p { |Z(G)|.

Por lo tanto @ no es normal en G, y asi O,y(G) = 1. Estamos en las hipdtesis del lema
de Hall-Higman (ver teorema 1.1.28), y entonces Op,(G) D Cq(O,(G)). Es decir, Op(G)
es auto-centralizante.

Sea P = {(i=; 4i : Ai € Ap(G) maximales con [);_; A; > 1}. Sea r: Ap(G) = P el
morfismo definido por

r(A) = ﬂ{B € A,(G) : B maximal tal que A < B}

Recordemos que r(A) > A para todo A € Ay(G). Veamos que para cada A € P, el
subgrupo A N Op,(G) es no trivial. Si A € P, entonces existen maximales Ay,..., As €
Ap(G) tales que A = (;_; A;. Si existen dos indices 1 < 7,5 < s, no necesariamente
distintos, tales que A; C Py y A; C P», donde Py y P son dos p-Sylows distintos, entonces
A= Ar S AiNA; £ PLN P = Op(G). Luego ANO,(G) = A > 1. Queda por ver
entonces el caso en que existe un p-Sylow P tal que 4; < P para todo i. En tal situacién,
como A es interseccién de algunos maximales de A, (P), si llamamos B a la interseccién
de todos los maximales de Ap,(P) entonces B > 1 (ver corolario 3.1.18) y B < A. Esto
nos dice que es necesario y suficiente ver que BN Oy(G) > 1. Ahora, si g € Z(P) es un
elemento de orden p, entonces g conmuta con todo elemento de P. Como Opy(G) < P, en
particular g conmuta con todo elemento de O,(G), es decir, g € Cg(O,(G)). Por lo que
vimos antes, O,(G) se auto-centraliza, o sea, Cq(Op(G)) < Op(G), y asi g € Oy(G). Esto
nos dice que todo elemento de orden p de Z(P) estd contenido en O,(G). Por ltimo,
como P es un p-grupo, se tiene que

1 < Qi (Z(P)) < BN O,y(G)

ya que Q1(Z(P)) estd contenido en todos los maximales de A,(P) (ver demostracién de
la proposicién 2.1.3).

Hemos probado entonces que si A es una interseccién no trivial de maximales de Ay (G)
entonces AN O,(G) > 1. En particular, AN O,(G) € Ap(Oy(G)). Consideremos ahora
la funcién f : Ap(G) = Ap(Oy(G)) definida por f(A) = r(A) N Op(G). Por lo que
demostramos recién, f estd bien definida. Ademds, como r es un morfismo de posets, esta
funcién f es un morfismo de posets. Sea i : A,(O0,(G)) < Ap(G) la inclusién. Entonces

ir(A) = r(A) N 0,(G) < 1(A) > A
ri(A) = r(A) N O,(G) > AN O,H(G) = A
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Luego r es una equivalencia homotépica. Como A,(O,(G)) es contréctil al ser O,(G) un
p-grupo no trivial, concluimos que A,(G) es contractil. Esto es absurdo.

En conclusién, vimos que A,(G) y Sp(G) son homotdpicamente equivalentes y que son
homotdpicos a espacios discretos.

Teorema 3.6.1. Sea G un grupo de orden p®q, donde p y q son primos distintos. Entonces
1. La cantidad de p-Sylows es 1 o q.
2. Los posets Sp(G) y Ap(G) son homotépicamente equivalentes.

3. Bl poset Sp(G) es contrdctil siy solo si G posee un unico p-Sylow o bien existen dos
p-Sylows distintos que se intersecan de manera no trivial.

4. Si G posee un unico q-Sylow @Q, entonces G ~ Q) x P, con P un p-Sylow de G 3, o
bien Sp(G) no es contrdctil, o Ap(G) es contrdctil en dos pasos.

5. Si la cantidad de p-Sylows es q y Sy(G) no es contrdctil, entonces p® | ¢ — 1. Mas
aiin, Sp(G) es homotdpico a un poset discreto y la cantidad de g-Sylows es 1.

Demostracion. Lo tnico que falta demostrar es el iltimo item, ya que el resto se deduce
del razonamiento anterior.

Vimos que S,,(G) no es contractil si y solo si la cantidad de p-Sylows es ¢ y dos distintos
se intersecan de manera trivial. En tal caso, S,(G) = [[{_; S,(P;) es la unién disjunta de
posets contractiles, por lo que S,(G) es homotépico a un espacio discreto. Ademds, como
la cantidad de p-Sylows es g y dos de ellos se intersecan de manera trivial, la cantidad de
elementos no triviales de p-torsién de G es (p® — 1)g = p®q — g, lo cual nos deja lugar a
solo ¢ elementos més que no sean de p-torsion en G. Como hay al menos un ¢-Sylow, este
me aporta g elementos, y por cantidad, no puede haber mas elementos. Por lo tanto hay
exactamente un ¢-Sylow en G. Es decir, si S,(G) no es contractil, entonces G posee un
unico g-Sylow.

De [24, Theorem 1.16], tenemos que n, = 1 mod |S : SN T, donde S,T son dos
p-Sylows distintos tales que |[S N T| es maximal. Como estamos suponiendo que dos p-
Sylows distintos se intersecan siempre de manera trivial, si S # T son dos p-Sylows,
entonces |[S: SNT| = |S:1] =|S| = p*. Luego g =n, =1 | p* Es decir, p* | ¢ — 1.
Esto nos dice que si queremos encontrar un grupo de orden p®g con S,(G) no contréctil,
debemos pedir al menos que p™ | g — 1. O

La proposicién a continuacién nos asegura la existencia de grupos G de orden p®q para
los cuales S,(G) no es contractil. Del teorema anterior, una condicién necesaria es que p*
divida a ¢ — 1. Veamos que esto también es suficiente.

Proposiciéon 3.6.2. Consideremos el nimero n = p®q, donde p y ¢ son primos distintos
y p* divide a ¢ — 1. Entonces existe un tinico producto semidirecto, salvo isomorfismos,
G = Zg X Zpe tal que Sp(G) no es contréctil.

Demostracion. Supongamos que G = Z; X Zpa es un producto semidirecto con Sy(G)
no contrdctil. Veamos que la accién de Zye en Z, debe ser fiel. Como los p-Sylows son
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abelianos, si g € Zpe actia trivialmente en Z,, entonces g conmuta con todo elemento
de Zyo y con todo elemento de Z,. En particular, g € Z(G) < Cg(u(G)). Del teorema
anterior, A,(G) no es contréctil, y del corolario 3.4.5 debe ser que g = 1. Asf, Cz . (Zq) =
1. Esto nos dice que la accién es fiel. Ahora, la accién estd representada por un morfismo
de grupos ¢ : Zpa — Aut(Z,) ~ Zy, donde el isomorfismo con el grupo de unidades consiste
en enviar un automorfismo ¢ a ¢(b), con b un generador del grupo ciclico Z;. Como la
accién es fiel, el morfismo ¢ debe ser un monomorfismo. Ademds, Aut(Z,) ~ Z,—; es
ciclico de orden ¢ — 1, por lo que posee un tnico subgrupo de orden p®. De esta manera
se puede probar que todos los productos semidirectos de Z, por Zy« que provienen de una
accién fiel son isomorfos, lo cual nos da exactamente 1 grupo, salvo isomorfismo, con esta
propiedad.

Finalmente, veamos que efectivamente dos p-Sylows distintos de G se intersecan triv-
ialmente. Sea A = Z,e y sea B = Z,. Supongamos que A = (a) y que B = (b). Basta
ver que A®N A =1 ya que todo p-Sylow distinto de A4 es de la forma A, y cambiando b
por una potencia b* con 0 < i < g nos da otro generador de B. Si z € A’ N A, entonces
z=>b"1a")b=al, con 0 <i,j< p® Sin pérdida de generalidad supongamos que j > i.
Entonces b~la'ba™" = /=" € A. Como B cs normal en G, o/~ = b~ (a*ba™") € B. Es
decir, o/~ € ANB. Como ANB = 1 por ser de érdenes coprimos, deducimos que a/~* = 1,
y asi j = i. Entonces (ai)b = a'. Esto nos dice que @' conmuta con b, y como b es un
generador de B, a* conmuta con todo elemento de B. En consecuencia, como la accién de
A en B es fiel, debe ser que a* = 1, y por lo tanto z = 1. O

Ejemplo 3.6.3. El grupo G = Zj7 % Zj¢ con id [272,50] en la tabla de SmallGroups de
GAP cs cl tinico grupo de orden 272 = 24 % 17 = 16 * 17 tal que Sp(G) no cs contréctil.

Observacion 3.6.4. Veamos un poco qué sucede cuando g — 1 = p®. Esta condicién nos
dice que p < gy que p es par y ¢ es impar. Luego los ejemplos ¢—1 = p®, como el anterior,
tienen que ser de la forma 2%(2% + 1), con 2% + 1 un niimero primo. Esto estd relacionado
con los denominados primos de Fermat, que son niimeros primos de la forma 22° + 1. De
hecho, se puede demostrar que si 2% + 1, con a > 0, es un nimero primo, entonces «a es
una potencia de 2.

Veamos un ejemplo de |G| = p®q donde S,(G) no es contractil y p no es par.

Ejemplo 3.6.5. El grupo G = Zjgg % Zo7 con id [2943,16] en la tabla de SmallGroups de
GAP, es el tinico grupo de orden 2943 = 3% x 109 = 27 % (108 + 1) = 27 * (4 % 27 + 1) tal
que S3(G) no es contractil.

Observacion 3.6.6. En la demostraciéon del teorema 3.6.1 en un momento supusimos
que el grupo G era p-generado y que A,(G) no era contractil en dos pasos. Es decir, que
pt |Z(G)|. Uno podria preguntarse si esto en realidad sucede. A continuacion damos
varios ejemplos de grupos de dérdenes p®q donde G = Q1(G) y A,(G) es contractil en mas
de dos pasos.

Ejemplo 3.6.7. El grupo G = Sy de orden 24 = 23 x 3, con id [24,12] en la tabla de
SmallGroups de GAP con el primo p = 2 posee A,(G) contréactil en mas de dos pasos y
de altura 1. Como G es un grupo simétrico, estd generado por transposiciones. Es decir,
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G es 2-generado. De hecho, el poset A3(Sy) se puede describir explicitamente y ver que el
subgrupo N = {(12)(34),(13)(24),(14)(23),1} nos da la contractibilidad en tres pasos
segun la proposicion 3.1.17. Esto es porque el poset de las intersecciones no triviales de
los maximales de A2(S4) es

((12),(34)) ((12)(34),(13)(24)) ((13),(24)) ((14),(23))

T TN

((12)(34)) ((13)(24))  ((14)(23))

3.7 Algunos contraejemplos

Ejemplo 3.7.1. El grupo G = S31Z, de orden 72 = 2% % 32, con id [72, 40] en la tabla de
SmallGroups de GAP con el primo p = 2, es el primer grupo tal que Sp(G) y A,(G) no
son homotépicos. Se tiene que |core(Sy(G))| = 21 y |core(Ay(G))| = 39. Este grupo es el
producto wreath de S3 con Zs, donde Zs actiia sobre si mismo con la accién regular. En
otras palabras, G = (Sz x S3) % Zg donde la accién de Zy es permutar las coordenadas.
Los p-Sylows son de orden 8 y uno de ellos es de la forma

({((12)) x ((12))) % Zg ~ (Za R Z3) x Zg ~ Dy

Es facil ver que la cantidad de 2-Sylows es 9, y que la cantidad de 2-toros maximales es
18. Ademds, estos no son todos conjugados entre si.

El siguiente grupo tal que 8,(G) % A,(G) es S, que es el contraejemplo que dio Stong.
En este caso, para p = 2, se tiene que |core(Sp(G))| = 30 y |core(Ay(G))| = 45.

Veamos cémo aplicar la teoria desarrollada en las secciones anteriores para demostrar
de forma analitica que no existe un grupo de orden menor a 72 tal que su A,(G) y S,(G)
no sean homotdépicamente equivalentes.

Proposicion 3.7.2. Si G es un grupo de orden 1 < n < 72 y p es un primo, entonces
Ap(G) y Sp(G) son homotépicamente equivalentes.

Demostracion. Basicamente lo que tenemos que hacer es descartar casos. Sea 1 < n < 72
y sea G un grupo de orden n. Tenemos que ver que A,(G) y Sp(G) son homotdpicamente
equivalentes, para p un primo. Si p no divide a n, ambos posets resultan vacios y no
hay nada més que decir. Supongamos que n = p*m, con p y m coprimos y « > 1. Si
a =10 2, los p-Sylows tienen orden p o p?>. En ambos casos resultan abelianos, y por
lo tanto de la proposicién 3.2.1, los posets son homotdpicamente equivalentes. Si v > 3,
entonces 23 % 32 = 72 > n = p® «m > 2% % m implica que 1 < m < 9. Es decir,
m € {1,2,3,4,5,6,7,8}. Si m = 1 entonces n = p es un p-grupo y no hay més nada
que decir. Si m es primo, como p y m son coprimos, del caso p®g deducimos que A,(G)
y Sp(G) son homotdpicamente equivalentes. Resta ver entonces los casos m = 4,6, 8. Si
m =4 u 8§, como p es coprimo con m, debe ser que p > 3, y asi

n=p*m > me > 33m =27m > 27 x4 = 108 > 72

Esto es absurdo, asique m no es ni 4 ni 8. Andlogamente m no puede ser 6. O
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Sabemos que la contractibilidad de A,(G) implica la de Sp(G). Esto lo prueba Stong
en [32]. Luego se pregunta si valdréd la vuelta. A continuacién, damos un contraejemplo
de la reciproca que encontramos con el programa SageMath.

Ejemplo 3.7.3. Sca G el subgrupo de Sg generado por las permutaciones (1283)(47) y
(163785)(24). El orden de este subgrupo es 576 = 649 = 20x 32, Utilizando SageMath,
obtuvimos las siguientes propiedades:

e Su id en la tabla de SmallGroups de GAP es [576, 8654] y es isomorfo a
((Ag x Ay) X Zy) X Zy
e La cantidad de 2-Sylows es 9 y O2(G) es un subgrupo de orden 16, por lo que S2(G)
es contractil.
e s un grupo 2-generado.

o El poset Ay (G) posee 297 elementos maximales. El orden de la interseccién de todos
los 2-toros maximales es 1, contiene un 2-toro maximal que es normal en G pero su
core tiene 100 elementos, por lo cual no es contréctil.

e Siendo |G| = pq® para p, ¢ primos distintos, del teorema de Burnside, G es un grupo
soluble.

e El grupo G no es un subgrupo de Sy pues 26 no divide a 7! = 24 x 32 % 5 % 7.

e Todo subgrupo de S7 verifica la reciproca (usando SageMath). Luego Sg es el grupo
simétrico mds chico que contiene un contraejemplo.

e Todo subgrupo propio de G verifica la reciproca.
e No es nilpotente (ver ejemplo 3.2.11)

o F(G) = ((4,5)(6,7),(4,7)(5,6),(1.2)(3,8),(1,3)(2,8)) es de orden 16. Es decir,
F(G) = O9(G), por lo que Oy (G) = 1. Como G es soluble, Cq(F(G)) < F(G), es
decir, el subgrupo de Fitting se auto-centraliza (ver [24]). En este caso, O2(G) se
auto-centraliza.

e Del item anterior deducimos que Z(G) = 1 pues Z(G) < F(G) debe ser un 2'-grupo.
e Presentacién finita de G
(a, b |a*, 08, a?ba b a " 2bab™?, a” a2, a7 b(aba)?ba 7,
b(ba~ )2 2ab " a ™, b(ab™1)? (ab)?a " ba ™)
Es curioso el método que utilizamos en un principio para encontrar dicho contraejem-
plo. Con SageMath, hicimos un programa que recorria de manera aleatoria subgrupos de
Ss vy se preguntaba si para el primo p = 2, tal subgrupo verificaba que Sy(G) y A,(G)

fuesen contractiles. Para ello hicimos un programa que repetia los siguientes pasos una
cantidad arbitraria de veces:
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1. Tomamos de manera aleatoria dos o tres elementos de Sg de 6rdenes menores a 50.
2. Consideramos el subgrupo G generado por estos elementos.
3. Si el orden de G es mayor a 1000 o no es par, volvemos al paso 1.

4. Nos preguntamos si Sp(G) es contréctil buscando un p-subgrupo normal no trivial.
De no ser asi, volvemos al paso 1.

5. Calculamos todos los subgrupos de Gy luego filtramos esta lista para quedarnos con
los que son p-elementales abelianos.

6. Construimos el poset A, (G) y luego le calculamos su core. Si da no trivial, mostramos
en pantalla los datos del grupo: generadores y orden.

7. Volvemos al paso 1.

Luego de unos dias de correr este programa, dimos con el contraejemplo.

Mads adelante, quisimos probar que este grupo era efectivamente el de orden mads chico
que cumplia que Sp(G) fuese contréctil y A,(G) no. Sin embargo, calcular los posets
Ay (G) de todos los grupos de érdenes mads chicos requerfa de varios dias, ya que calcular
el poset A,(G) en SageMath es algo que en general lleva mucho tiempo de procesamiento.
Con la teoria que fuimos desarrollando, pudimos ir limitando la cantidad de grupos.

Primero nos preguntamos qué primos debemos analizar. Como estamos estudiando
contractibilidad, si my,(G) < 3 entonces del corolario 3.2.14 vemos que Ay, (G) es contréictil
si y solo si S§p(G) es contrdctil. Es decir, debemos ver potencias de primos que sean al
menos 4. Como 5* = 625 > 576, esto nos reduce a probar solamente los primos 2 y 3.

Una vez que tenemos la lista de los primos que debemos analizar, filtramos los 6rdenes.
Creamos una lista L con los érdenes o tales que 1 < 0 < 576, 21 | 0 0 bien 3* | 0, y tal que
o no es una potencia de 2 o de 3. Ademds, filtramos los drdenes de la forma p®q por el
teorema 3.6.1.

Con esta lista, mediante un for recorremos uno por uno los érdenes o de L. Para cada
o, seteamos la variable x con la cantidad de grupos de orden o, salvo isomorfismos, que
tiene GAP en su base de datos. Luego recorremos la lista de niimeros entre 1 y 2 via
un iterador que llamamos id. Ahora accedemos al G grupo de id [o,id] de la tabla de
SmallGroups de GAP y para cada primo p € {2, 3}, nos preguntamos las siguientes cosas
(en el orden en que aparecen) sobre el grupo, descartdndolo inmediatamente y pasando al
siguiente grupo o primo cuando no cumple alguna:

L. Q@) > 17

2. Los p-Sylows son no-normales?

3. Los p-Sylows son no-abelianos? (ver proposicién 3.2.1)
4. Vale que G' = Q;(G)? (ver proposicién 3.4.1)

5. Vale que p1|Z(G)|? (ver proposicién 3.4.4)
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La mayoria de las instrucciones para aplicar estos filtros ya estdn programadas en GAP
y por lo tanto poseen una gran velocidad de ejecucion. Si el grupo G falla en la condicién
i-¢sima de la tabla anterior, automaticamente se lo descarta y se pasa al siguiente primo
o grupo segun corresponda. Si no, nos guardamos el id y el orden del grupo.

De esta manera, para p = 2 obtuvimos tan solo 28 grupos de orden a lo sumo 576
que verificaban estas condiciones. Para el primo p = 3, habia tan solo 1. Por lo tanto,
solo tenfamos que analizar la contractibilidad del poset A,(G) para 29 grupos. Esto la
computadora lo puede procesar en unas pocas horas. Finalmente pudimos probar que
cfectivamente el grupo que dimos al principio era el de orden méds bajo y el tnico entre
los de orden 576 que servia de contraejemplo.
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