
• • • • • • • , . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • , . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • 

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales 

Departamento de Matemática 

Tesis d e Licenciatura 

El tipo homotópico de los posets de p-subgrupos 

Kevin Iván Piterman 

D irector: Gabriel Minian 

Fecha de Presentación: Junio de 2016 

93311 

... .J .. .1 .., • 
, ' -. . 

,, 
", ", 



. ,. 
' .. 
. . . 

. ' . 

2 

]( evin P'iterman 

• -1 

• : • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Agradecimientos 

A Gabriel, por todo su apoyo y dedicación. Por todos sus consejos y correcciones. Aprendí 
muchísimo junto a él y espero aprender mucho más . ¡Muchas gracia.'i Gabriel! 

A Jonathan y Leandro , por leer este trabajo en tan poco t iempo. 
A mis viejos, quienes me brindan toda su ayuda y apoyo para que pueda estudiar en 

esta facultad . 
A Vanesa, mi hermana y amiga ele toda la vida . 
A mis compañeros de la facu, que me ayudaron con muchísimos ejercicios y me hicieron 

ver las cosas desde otro punto de vista . 
A mis amigos de Mendoza, por mostrarme otras formas de vida . 
A mis hermosas sobrinas del alma Freya y Fríela, por estar . 
Al profe Lucas , por iniciarme en el hermoso deporte de la natación y por todos sus 

consejos . 
A los chicos del club, por esos pequeños momentos y sufrimientos compartidos. Por 

su apoyo todos estos años . 
A la UBA y a todos aquellos que hacen posible que pueda estudiar en esta gran facultad . 

3 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Contenidos 

Introducción 

List a de s ímbolos 

1 Preliminares 
1.1 Teoría básica de grupos finitos . .. ... . 
1.2 Espacios topológicos finitos . . .. ... . . 
1.3 C-posets y tipos homotópicos equivariantes 

2 Los posets d e p-subgrupos d e un grupo 
2. 1 La conjetura de Qui llen .......... ... . 
2.2 La relación entre Sp( G1 x C2 ) y Sp( G1 ) * Sp( G2 ) 
2.3 Conexión y simple conexión ele Sp(G) . .. . . 
2.4 Otros posets de p-subgrupos . . . . . . . . . . . . 
2.5 Característica de Euler y posets de puntos fijos . 
2.6 Espacios de órbitas y una conj et ura ele P. Webb . 

7 

11 

15 
15 
23 
35 

39 
40 
54 
59 
63 
74 
76 

3 Tipo homotópico d el poset Ap( G) 83 
3.1 Contractibilielael en pasos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 
3. 2 Casos para los que Ap(G)-:::: Sp(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 
3.3 El subgrupo ele Fitt ing y una equivalencia para la cont ractibilidad ele Sp( G) 93 
3.4 Una reducci.ón para el poset Ap(G) 
3.5 El grupo <l iedral Dn . . 
3.6 Grupos de orden pª q . . 
3.7 Algunos contraejemplos 

Bibliografía 

5 

95 
97 

. 100 

. 104 

109 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Introducción 

En el ar tículo [15] del año 1975 , Kenneth Brown hace referencia por primera vez al poset 
de p-subgrupos no triviales de un grupo G, que denotamos Sp(G) . Al complejo asociado 
al poset Sp(G) se lo denomina a menudo "complejo <le Brown" y lo denotamos K,(Sp(G)) . 
Recordemos que en general, a todo poset X podemos asignarle el complejo simplicial 
K(X) cuyos símplices son las cadenas finitas no vacías de X. De esta manera, pasando a 
la realización geométrica del complejo K(X) , t iene sent ido hablar de grupos de homotopía 
y ele homología del poset X. En [15], Brown demuestra entre otras cosas que la carac­
teríst ica de Euler de K,(Sp(G)) es congruente a 1 módulo IGlp, es decir, x(IK(Sp(G))i) = 1 
mod (IGlv) , donde G es un grupo fini to y IGIP es la potencia más grande de p que divide 
al orden de G. En 1978 D. Quillen [28] estudia con más profundidad el t ipo homotópico 
del complejo K(Sp(G)) para G un grupo finito comparándolo con un nuevo poset, al que 
denota Av( G) y que consiste ele los p-subgrupo elementales abelianos G. Recordemos que 
un p-grupo es elemental abeliano si es abeliano y ele exponente p. Equivalentemente, si es 
isomorfo a z; para algún n 2 l. A 8U complejo a::>ociado se lo conoce como "Complejo ele 
Quillen" . Utilizando una versión para posets ele su reconocido teorema A, Quillen prueba 
que K(Sp(G) ) y JC(Ap(G)) 80n homotópicamente equivalentes . También observa que si G 
posee un p-subgrupo normal no trivial entonces K(Sp(G)) es contráctil, y luego conjetura 
que vale la recíproca. Es decir , si K(Sp(G)) es contráctil entonces G posee un p-subgrupo 
normal no trivial. Quillen demuestra algunos casos de la conj etura en su a,rtículo, como 
por ejemplo el caso en que G es un grupo soluble. Hasta el momento, la conj etura sigue 
abierta, pero se hicieron importantes avances sobre ella. El estudio del t ipo homotópico ele 
estos dos complejos ha despertado mucho interé8 entre la comunidad matemática. Uno de 
los trabajos más importantes es el Aschbacher y Smith [3] donde logran reducir la conje­
tura a ciertos casos par ticulares, habiéndola demostrado para la "mayoría" de los grupos . 
Sus trabajos se basan esencialmente en la Clasifi cación de grupos fini tos simples. Esto de 
alguna manera nos dice que en el fondo hay una estrecha relación entre la estructura del 
grupo y la estructura de los posets Ap( G) y Sp( G) , pareciendo casi ineludible la posibilidad 
de evadir argumentos que involucren teorema8 fu ertes sobre clasificación de grupos finitos . 
También , en [3], Aschbacher utiliza los teoremas de clasificación de grupos para describir 
los grupos , módulo cierta conjetura, cuyos Sp(G) es simplemente conexo. También se uti­
lizaron otros tipos de argumentos para avanzar 8obre este tema. Por ejemplo , en el trabajo 
de I-Iawkes e Isaacs (ver [19]), utilizan argumentos más combinatorios para ver que si G 
es un grupo soluble con p-Sylows abelianos, entonces G posee un p-subgrupo normal no 
trivial si y solo si x(Sp(G)) = O . 

En 1984 R.E. Stong investiga la conjetura de Quillen y la relación entre los posets 
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Ap( G) y Sp( G) desde un enfoque totalmente novedoso, analizando a ambos posets como 
espacios fini tos. Un poset finito puede ser visto como un espacio topológico fin ito en el 
cual los abiertos son los "downsets" del poset. En la década del 60 , Stong ([31]) y McCorcl 
([25]) investigaron la topología de los espacios finitos comparándola con la topología ele los 
complejos simpliciales asociados a los posets conespondientes . Lo que demuestra McCorcl 
es que un poset X visto como espacio finito es débilmente equivalente a su complejo aso­
ciado JC (X). Esto resalta la diferencia que existe entre una equivalencia homotópica entre 
complejos simpliciales y una equivalencia homotópica entre espacios fini tos: mientras que 
para los complejos simpliciales una equivalencia homotópica es lo mismo que una equiv­
alencia débil (teorema de vVhiteheacl) , para espacios finitos no lo es (no vale el teorema 
ele vVhitehead). De esta manera, t ener un complejo simplicial K(X) contráctil, en un 
principio solo nos dice que el poset X es homotópicamente t rivi al. Aplicando esto a los 
posets de Sp( G) y Ap( G), Stoug demuestra que la existencia ele un p-subgrupo normal no 
trivial es equivalente a que el poset Sp( G) sea contráctil , y que por lo tanto la conjet ura de 
Quillen se puede estudiar desde otro punto vista: si K(Sp(G)) es contráctil, entonces Sp(G) 
es contráctil. O ele manera equivalente, si Sp( G) es homotópicamente t rivial, entonces es 
contráctil. 

Este enfoque de Stong dio lugar a muchas nuevas preguntas relacionadas sobre el tipo 
homotópico del poset. Por ejemplo , Stong muestra que el poset Ap(G) que introduj o 
Quillen no es homotópico a Sp(G). Sin embargo, observa que si Ap(G) es contráctil 
entonces Sp ( G) es contráctil , y una de las cosas que se pregunta es si valdrá la recíproca. 

En [6], Jonathan Barmak retoma el enfoque de Stong sobre el estudio del t ipo ho­
motópico de los posets Sp( G) y Ap( G) y muestra , por ejemplo, que en realidad t ienen 
el mismo tipo homotópico simple como espacios fin itos. Esto le permitió reformular la 
conjetura de diversas formas , mostrando que la existencia de un p-subgrupo normal no 
trivial en G es equivalente, por ejemplo , a que el poset Sp ( G) sea G-colapsable. 

A par tir de todo esto y de la pregunta de Stong sobre si la contractibilidad de Sp( G) 
implica la del poset Ap ( G), nosotros en este trabajo investigamos un poco más a fondo qué 
significa la contractibilidad del poset Ap( G) y cuáu<lo es homotópicarnente equivalente a 
Sp( G). Respondemos a la pregunta ele Stong mostrando que existe un grupo G para el 
cual Sp( G) es contráctil y Ap( G) no, por lo que el estudio de este último poset parece 
requerir de más teoría. Una de las cosas que observamos inmediatamente es que todos los 
contraejemplos que encontramos para los cuales Sp( G) y Ap( G) no son homotópicamente 
equivalentes son para el primo p = 2. Tocl ;:¡,vía no s¡c¡,bemos si hay contraejemplos para 
primos impares. Para buscar y anali '.6ar ejemplos ut ifüamos los programas Sagel\!Iath y 
GAP. Vimos por ejemplo que el grupo ele orden más chico para el cual Sp( G) es contráctil 
y Ap(G) no es de orden 576 = 26 * 32

. Además pudimos prohar que para grupos de orden 
pª * q, ambos posets son homotópicamente equivalentes, lo cual nos permite descartar 
un a gran cantidad de casos a la hora de buscar contraejemplos y probar, junto con otros 
resultados, que el orden más chico para el cual existe un grupo G con Sp( G) y Ap( G) 
no homotópicamente equivalentes es 72 , mientras que el que había exhibido Stong era § 5 
d e orden 120. Si uno quisiera buscar un contraejemplo para la contractibilidad con otro 
primo, por ejemplo, para p = 3, uno piensa que como mínimo tal primo esté con potencia 
6, ya que cuando analizamos para el primo 2 el primer contraejemplo que encontramos 
fue con potencia sexta. En tal caso, el orden más chico que deberíamos chequear es 
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22 * 36 = 4 * 729 = 2916, y este no está en la tabla ele grupos chicos GAP, por lo cual 
no tenemos una manera directa ele buscar un contraejemplo. De hecho, tanto para 2 
como para 3 probamos con potencias cuartas y quintas, y no encontramos contraejemplos 
respecto ele la contractibiliclacl. Queda abierta entonces la pregunta ele si los posets Sp ( G) 
y Ap( G) son homotópicos para primos impares, y si no fuese así si la contractibiliclad ele 
Sp(G) implica la de Ap(G) . 

En el estudio ele la contractibilidacl del poset Ap( G), introdujimos la noción de con­
tractibilidad en n pasos , la cual solo tiene sentido cuando estamos trabajando con posets, 
o equivalentemente, espacios finitos To. Un poset X es contráctil en n pasos si existen 
n + 1 morfismos ele posets fo, h , .. . , fn : X --+ X y un elemento distinguido xo E X de 
manera que fo = idx, fn = ctex0 y fo :S h 2: h :S ... o bien fo 2: h :S h 2: . ... En el 
caso del poset Ap(G), la contractibilidacl en O, 1, 2 y 3 pasos se puede describir en términos 
de cierto subgrupo ele G. Hasta el ruomento, 110 pudimos e11contrar una caracteri;-;ación 
general para la contractibiliclacl ele Ap( G) en n pasos en términos ele un subgrupo en par­
t icular sin necesidad <le pasar por el poset Ap( G). Sin embargo, cuando probamos en 
SageMath, luego de introducir algunas restricciones coherentes para los grupos, vimos que 
hay muy pocos grupos G para los que A¡; ( G) es cont ráctil en más de dos pasos . Esto nos 
hace preguntar qué tan exóticos son tales grupos, si hay alguna relación entre todos ellos 
y en cuántos pasos son contráctiles, o si no lo son . De esta manera, pudimos restringir 
significativamente la búsqueda de grupos G para los que Sp(G) es contráctil y Ap(G) no 
es contráctil en menos ele tres pasos, con el primo p = 2. Una vez que obtuvimos una 
lista mucho más pequeña (de tan solo 28 grupos), con otro programa hecho en SageMath 
analizamos si el poset Ap( G) era contráctil o no. Esto nos llevó a la conclusión de que el 
primer grupo para el cual Ap ( G) no es contráctil y Sp ( G) sí, es el grupo de orden 5 76 e 
id 8654 de la tabla de SmallGroups de GAP. Además nos dio que es el único grupo de tal 
orden con esa propiedad . 

En el capítulo 1, damos los resultados teóricos básicos que necesitaremos a lo largo de 
este trabajo. En el capítulo 2, introducimos los posets Sp( G) y Ap( G), estudiamos algu­
nas propiedades homotópicas básicas y demostramos la conjetura ele Quillen para el caso 
soluble, traduciendo todo al lenguaje ele espacios finitos y en algunos casos haciendo de­
mostraciones alternativas a las que se encuentran en la literatura . Describimos brevemente 
otros casos ele la conjetura y el trabajo ele Aschbachcr-Smith sobre la misma. También 
probamos de manera alternativa que los espacios topológicos IJC(Sp(G))I y IJC(Ap(G))I 
tienen el mismo tipo homotópico G-equivariante y damos distintos enfoques sobre la con­
jetura de P. Webb (actualmente probada) que afirma que IJC(Sp(G))l/G e::; contrácti l. 
Finalmente en el capítulo 3 describirnos la noción ele coutractibiliclad en pasos y traba­
jando con retículos reducidos atómicos y coatómicos, logrando describir explícitamente la 
cantidad de pasos necesarios para la contract ibilidad de este tipo de posets. En particular , 
esto se aplica al poset Ap( G). Además incluimos varios resultados parciales que nos per­
miten decidir cuándo los posets Ap( G) y Sp( G) son homotópicos. Por ejemplo , describimos 
explícitamente cuá.ndo Ap( G) e Sp( G) es un retracto, r¡né qniere decir la contractibili<la<l 
de Ap( G) en a lo sumo 3 pasos , si el grupo es de orden p°'q entonces ambos posets son ho­
motópicamente equivalentes. Por último , cerramos ese capítulo con un análisis del grupo 
cliedral y algunos ejemplos que desafían nue::;tra intuición . 
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Sean G , H dos grupos finitos y 71 e N un conjunto finito de números primos . 
1 elemento neutro o grupo trivial 
GºP grupo opuesto a G 
H :::=; G H subgrupo de G 
H < G H subgrupo propio de G 
1 < H H grupo no t rivial 
H :::) G H subgrnpo normal de G 
H char G H subgrupo característico de G 
Zn grupo cíclico de orden n 
IGI orden del grupo G 
ord(g) orden del elemento g 
[g, h] es el elemento ghg- 1h- 1 

gh es el elemento h-1 g h 
H 9 es el subgrupo g-1 H g 
gH coclase a izquierda 
H g coclase a derecha 
G / H conjunto de coclases, grupo cociente si H :::) G 
IG: HI índice de H en G, el cardinal del conjunto G / H 
G x H producto directo de G y H 
G ;,q H producto semidirecto de G por H 
(S) subgrupo generado por los elementos ele S 
XY para X, Y e G, es el conjunto { xy : x E X , y E Y} 
IGl7l' mayor divisor de IGI que es potencia y producto de los primos de 71 

IGIP es IGf7l' para 71 = {p} 
mp(G) la potencia de p más grande que divide a IGI 
rp(B) si B es un p-toro finito, es la dimensión de B como lFp-espacio vectorial 
Z ( G) el centro de G: { x E G : ;¡;g = gx para todo g E G} 
[G, H] 1 conmutador de G y H : ([g, h] : g E G, h E H ) 
G' el derivado de G, el subgrupo [G, G] 
Cc(h) el centralizador de h eu G: {g E G: [g, h] = 1} 
Cc(H ) el centralizador de H en G: {g E G : [g , H ] = 1} 
Nc(H ) el normalizador de H en G: {g E G : H9 = H} 
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01(H) 
Sylp(G) 
np 

07r(G) 
Ker(f) 
Im(f) 
Cg 

End(G) 
Aut(G) 
Inn(G) 
CGSF 
§n 

An 
F(G) 
F *(G) 

]( ev'in Piterman 

subgrupo de H generado por los elementos x E H tales que xP = 1 
conjunto de p-subgrupos de Sylow de G 
cantidad de p-Sylows ele G 
n-subgrupo normal más grande de G 
núcleo del morfismo de grupos f 
imagen del morfismo de grupos f 
a utomorfismo de G que es conjugar por g 
endomorfismos del grupo G 
automorfismos del grupo G 
automorfismos interiores del grup o G 
Clasificación de grupos simple finitos 
grnpo simétrico en n letras 
grupo alterno de n letras 
subgrupo de Fitting de G 
subgrupo de Fitting generalizado de G 

Supongamos que G actúa a derecha en un conjunto X, 

Sym(X) 
.r.9 

X'I 

xª 
Ox 
Gx 

grupo ele funciones biyectivas ele X con la composición 
notación para la acción a <ler cha (x, g) H x9 

el conjunto ele elementos d la forma x 9 , con x E X y g E G 
es el conjunto ele puntos fijos de la acción de G en X 
es la órbita por la acción de G del elemento x E X 
es el estabilizador por la acción ele G del elemento x E X 

Sean X , Z dos G-posets, sea Y e X y sean x , '.IJ E Y. 

Uy 
X 

F[ 
' y ux 

Y<x 
'y 
Fx 

Y>x 
K(X) 
X(K) 
X-< y 
h(X) 
h(x) 
X '\.'\. y 

X '\."ff y 
X '\: y 
X '\. y 

abierto más chico en Y que contiene a x 
clausura ele { x} en Y 
es Uy - X 

X 

es üY 
X 

es F.r -x 
es ftY 

X 

complejo simplicial asociado al po et X 
poset de caras del complejo simplicial ]( 
el elemento y cubre ax 
altura del poset X 
altura del elemento x, o sea h(x) = h(Ux) 
colapso fuerte de X a Y 

colapso fuerte equivariante de X a Y 

colapso elemental de X a Y 
colapso de X a Y 
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X~" y 

X ",ª y 

X A Z 

X l'f Z 
X:::= Z 

X"' Z 
w 

µx 

X-t Z 
~ 
w 

colapso elemental equivariante de X a Y 

colapso cquivariantc de X a Y 

X se deforma a Z , mismo t ipo homotópico simple 

Contenidos 

X se G-deforma a Z , mismo tipo homotópico simple equivariante 
mismo t ipo homotópico 
mismo t ipo homotópico débil (mismos grupo8 de homotopía) 

equivalencia débil canónica µx : IK(X )I -1 X , definida por 
µx o:::::i t iXi) = mini Xi 

equivalencia débil 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Teoría básica de grupos finitos 

En este t rabajo asumimos que todos los grupos que utilizamos son fini tos. La mayoría 
de las defini ciones y proposiciones qne nombramos pneden encontrarse en cualqnier libro 
básico de álgebra que incluya teoría de grupos. Para una demostración y entendimiento 
más profundo de los t eoremas más avanzados que aparecen hacia el final de esta sección 
recomendamos el excelente libro de I. l\!Iar tin Isaacs [24]. El lector que posea un mínimo 
de conocimiento sobre teoría de grupos finitos puede saltearse esta sección tranquilamente . 
La mayoría de las notaciones que damos sobre grupos pueden consultarse en la Lista de 
Símbolos . 

Sea G un grupo fini to. P ara referirnos a un subgrupo H de G , not amos H ::; G. Al 
su bgrupo trivial lo notamos como 1 o { 1} , y para decir que H es un grupo no trivial 
escribimos 1 < H. En general, para decir que H es un subgrupo propio de G notamos 
H < G . Si X e Ges un subconjunto , el subgrupo generado por X lo no tamos (X ). El 
grupo opuesto de G lo denotamos GºP . 

Si X , Y e G son dos subconjuntos , entonces XY = {x y : x E X , y E Y} . Este 
conjunto no es necesariamente un subgrupo de G. En el caso de que X , Y :S G son 
subgrupos, entonces XY :S G 8i y solo 8i XY = Y X. 

El orden del grupo G es la cantidad de elementos que posee y lo notamos IGI . El orden 
de un elemento g E G es el orden del su bgrupo cíclico (g) . Lo notamos lg l = ord(g) y t iene 
la siguiente propiedad: si gn = 1, entonces nrd(g) 1 n . Si p es un primo, el número IGIP es 
la potencia de p más grande que divide a G . Esto es, si IGI = ¡Pm con p y m coprimos, 
entonces IGlp = pª . También escribimos m = IGlp'· Más en general, si {p1 , . . . ,pn} es 
un conjunto de primos tales que IGI = pf1 

. . . p~", y n e {P1 , ... ,Pn} es un subconjunto, 
entonces 

1c 17f = rr prj 
·i:p.;E 7r 

y 

IG l7f 1 = II pfi 
·i:p;~1T 

Notamos n' = {p1 , ... ,pn } - n al complemento den. Un n-grupo es un grupo G tal que 
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IGl7T = IGI. Así, un p-grupo es un grupo G cuyo orden es una potencia de p. El grupo 
trivial es considerado un n-grupo. De la misma manera se t iene la noción de n-subgrupo. 
También podemos escribir n( G) para denotar al conjunto de primos p que dividen al orden 
de C. De esta manera, Ges un n-grupo si y solo si n(G) en. 

De los teoremas de Sylow (ver teorema 1.1.11) , si p es un primo que divide al orden 
de e, entonces existen subgrupos de orden IGlp, que llamarnos p-Sylows, y son todos 
conjugados . Además, si np denota a la cantidad de p-Sylows, entonces p 1 np-1 y np l IGlp'. 
Los teoremas de Sylow también nos dicen que todo p-subgrupo de G está contenido en 
algún p-Sylow. Es inmediato ver que los p-Sylows son los p-subgrupos maximales de C. 
Notamos por Sylp(G) al conjunto de p-subgrupos de Sylow de G. Si p no divide al orden 
de G, entonces Sylp( G) = {l}. Escribir mos mp( G) para denotar el mayor entero o: tal 
que p°' l IGI . Es decir , mp(G) = logp(IG lp) · 

Si H ~ G es un subgrupo, el conj unto de coclases a derecha de H en G es 

G j H = { H g : g E G} 

donde H g = {hg: h E H}. De manera análoga tenemos las coclases a izquierda. Recorde­
mos que dos coclases son iguales o disjuntas y que G es unión disjunta de estas. El índice 
de H en Ges el cardinal del conjunto de coclases G/H y lo notamos IG: HI. Del teo­
rema de Lagrange, tenemos que IG I = IH llG : H I. Además, si K ~ H ~ G, entonces 
IG: K I = IG: H ll H: K I. En particul ar , si g E G entonces orcl(g) l IGI. 

Si g E G, notamos por c9 : G -t G al modismo de grupos dado por 

c9 (h) = ghg-l 

También e cribimos h9 = Cg-1 (h) = [J- 1hg. Si X e Ges un subconjunto , entonces 

X 9 = c
9

-1 (X) = {g- 1xg : x E X} 

Tenemos un morfismo canónico 
<I> : G -t Aut(G) 

g H Cg 

El núcleo de este morfismo son los [] E G tales que r..9 = idc. Esto es, los g E G tale 
que ghg- 1 = h para to cio h E G. Este subgrupo es el centro de G y lo notamos Z (G) . 

n grupo G es abeliano si Z(G) = G. La imagen de este morfismo <I> es Inn(G) , el 
conjunto de antomorfisrnos interiores. Esto es, el conjunto de automorfismos dR.dos por 
la conjugación por un elemento de C . De los teoremas de isomorfismos 1.1.6 se tiene que 
Inn(G) ~ G/ Z(G). 

Supongamos que G actúa a derecha en un conj unto X, y tomemos elementos g E G 
y x E X , entonces denotamos x.!i a la acción de g en x. Si Y e X es un subconjunto , 
entonces yg = {y9 : y E Y}. Si x E X , la órbita de x por la acción de G es el conjunto 
Ox = cp(x, G) y el estabilizador de .'.r: en G es el subgrupo de G 

G.-c = {g E G : x.9 = x} 

El conjunto de puntos fijos de la acción es 

xª = {X E X : xq = X para todo g E G} 
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Si H ::; G es un subgrupo , podemos considerar la acción ele H en X que es la restricción ele 
la acción de G. De manera análoga, si Y e X es un subconjunto invariante por la acción de 
G, podemos restringir la acción de G a Y. Recordemos que Y es invariante, o G-inva.ria.nte, 
si yg = Y para todo g E G. Recordemos que si .:r: E X , entonces IOxl = IG : Gxl, y en 
particular IGI = IGxll Oxl· 

La acción regular ele G es la acción de G sobre sí mismo que está dada por multiplicar. 
Esto es , la acción que proviene de la función G x G---+ G dada por (g, h) H gh . 

La acción <le G sobre sí mismo por conjugación (a derecha) está dada por la función 
e: G x G---+ G, c(g, h) = gh = h- 1gh. Si g E G, entonces la órbita ele g por esta acción 
es la clase ele conjugación ele g en G. Si restringimos la acción a un subgrupo H ::; G, la 
órbita es la clase ele conjugación de g en H . La notamos ClH (g) . Dos elementos ele G que 
están en la misma clase ele conjugación se dicen conjugados. El estabilizador de g E G 
es el su bgrupo { h E G : gh = g}, es decir , es el centralizador ele g en G, que notamos 
Ca(g). Más en general, si L(G) denota el reticulaclo de subgrupos de G, entonces G actúa 
en L(G) por conjugación. Si H E L(G) , la órbita de H es la clase de conjugación ele H 
y es el conjunto Clc(H) = {J-I9: g E G}. Dos subgrupos que están en la misma clase de 
conjugación decimos que son conjugados. Un subgrupo normal de Ges un H ::; G tal que 
Cla ( H ) = { H} , y lo denotamos H :si G. Es decir, si para todo g E G, J-I9 = H . Por otro 
lado , el estabilizador ele H es el subgrupo {g E G: J-I9 = H} = Nc(H), que llamamos el 
normalizador ele H en G. Así, H es normal en G si y solo si Na(H) = G. Si }( ::; G es 
un subgrupo , entonces podemos considerar NK(H) = Nc(H) n K, que es simplemente el 
estabilizador de H con la acción restringida a }(. Cuando H ::; }(, t iene sentido entonces 
decir que H es normal en K . Recordemos que ser normal no es una propiedad transitiva . 
El núcleo de cualquier morfismo de grupos es un subgrupo normal del dominio. Además, 
si H :si G entonces G / H posee una estructura de grupo y lo llamamos grupo cociente. Hay 
un morfismo de grupos canónico q: G---+ G/ H tal que q(g) = g = Hg. Al grupo cociente 
G J H a veces lo notaremos G. Del teorema de correspondencia (ver teorema l. l. 7) , existe 
una biyección entre los subgrupos de G que contienen a J-I y los subgrupos de G. Más 
aún, si H ::; }( ::; G se corresponde con J( ::; G, entonces J( :si G si y solo si }( :si G, y 
[ G : K] = [ G : K] . 

Sea X un conjunto. Notamos por Sym(X) al grupo de funciones biyectivas de X con 
la operación de la composición. Si G actúa a derecha en un conjunto X , tenemos un 
morfismo de grupos cp : G---+ Sym(X )ºP da.do por g H cp(g), donde <p(g)(x) = x9. Cuando 
la acción es a izquierda, no necesitamos tomar el opuesto ele Sym(X). El núcleo ele la 
acción de G en X es el núcleo de este morfismo, y cuando éste es trivial, decimos que la 
acción es fiel. Decimos que la acción es transitiva si para todo x, y E X, existe g E G tal 
que x9 = y . 

Por ejemplo, la acción regular es .fiel y transitiva. 

Para la acción de G por conjugación (a derecha) , el morfismo es ~ : G---+ Aut(G)ºP , 
g H c

9
-1, y el núcleo es el centro de G . 

Si H ::; G, podemos considerar el conjunto G / H = { H x : x E G} de las coclases a 
derecha. Entonces G actúa en este conjunto por multiplicación a derecha. El estabilizador 
de H x es el conjunto {g E G: H :rg = H x } = {g E G : gx- i E H} = H x. El núcleo de 

17 



Capítulo 1. Preliminares 

est a acción es lo que se llama el core de H: 

corec(H ) = n x H x - 1 

xE G 

Este es el subgrupo normal de G más grande contenido en H. 

K evin P'iterman 

D efinición 1.1.1. Para 7í un conjunto de primos , el subgrupo 0 7r(C) es el 7í-subgrupo 
normal más grande de C. A menudo lo llamamos 7í-core de C . De la misma manera se 
define el 7í

1 -core. Cuando 7í = {p} , el p-core de G es el grupo Op ( G) = O {p} ( G). 

Observación 1.1.2 . El p-core de G coincide con la intersección de todos los p-Sylows de 
C . Para ver esto, notemos que un p-subgrupo normal de G debe estar contenido en la 
intersección de todos los p-Sylows, ya que si K :::! G es un p-grupo y P ::::; G es un p-Sylow 
con K ::::; P , entonces K ::::; P.9 para todo g E C. Por otro lado, la intersección de todos los 
p-Sylows corec (P) , con P E Sylp(C) , es normal en C, y así 

corec(P) ::::; Op(G) ::::; corec(P) 

Para dos elementos k , h E C , el conmutador ele h y k es el elemento [k , h] = khk- 1 h-1 . 

Si K , H ::::; G son dos subgrupos, el conmutador de K y H es el grupo 

[K, H ] = ({[k, h]: k E K ,h E H}) 

El conmutador de G es el grupo [C, C], que también se llama derivado ele G y se nota C'. 
El grupo G es perfecto si C' =C. 

Si C1 y C2 son dos grupos, el producto directo (externo) lo notamos el X C2 . Si e es 
un grupo y H , K son dos subgrupos, decimos que G es el producto directo interno de H y 
I< si ambos son normales en C , H n J< = 1 y H K =C. Notar que si H , K :::! G, entonces 
H n ]( = 1 si y solo si todo elemento ele H conmuta con todo elemento de K. 

En general, si H , K ::::; G y ]( ::::; N c(H ), entonces H K ::::; C. Si además H n K = 1 
y HK = G, decimos que Ges el producto semidirecto interno ele H por K. Notar que 
en tal caso H '.'::! C. Por otro lado, si C1 y C2 son dos grupos j unto con un morfismo 
a: C2 -t Aut(C1), entonces podemos formar el producto semidirecto externo de C1 por 
C2 , que notamos por C1 ><l C2. Se puede chequear que todo producto (semi)directo interno 
proviene de un externo y viceversa. 

D efinición 1.1.3. Un subgrupo H ::::; G se dice que es característico en C , y notamos 
H char C, si para cada automorfismo ip : G -t G se tiene que ip (H) = H . 

Ejemplo 1.1.4 . Los subgrupos Z(G) , G' , 0 1r(G) , 1, G son característicos en C. 

Observación 1.1.5. Es fácil chequear que la propiedad de ser característico es transitiva 
y que todo subgrupo característico es normal. Además si H char G y K :::! H entonces 
]{ :::!c . 

A continuación , enunciamos algunos resultados básicos ele la teoría de grupos. 

Teorem a 1.1.6 . (Teoremas de isomorfismo) 
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1. Si f : G ---+ H es un morfismo de grupos, entonces G / K er(j) :::::'. Im(j) 

2. Si K :::; H:::; G y ambos subgrupos son normales en G , entonces K es normal en H 
y (G/H)/(H/ K) :::::'. G/H 

3. Si H , K :::; G y K :::; Nc(H), entonces HI< :::; G y K / (K n H) :::::'. HK/ H . 

Teorem a l. l. 7. (Teorema de correspondencia) Sea G un grupo y sea N un subgrupo 
normal de G. N atemos por q : G ---+ G = G / N al morfismo cociente. Entonces se tiene 
una biyección de conjuntos 

{H :::; G: N:::; H} H {H:::; G} 

r¡1te está dado. H H q(H ) = H /N con inversa H H r¡ - 1(H ). Si N :::; H , K :::; G , se tienen 
las siguientes: 

• H :::; ]( si y solo si H :::; ]( 

• H '.'::l ]( si y solo si H '.'::l K 

• Si H :::; K , entonces IK: H I = IK : HI 

• Si H '.'::J K , entonces K / H :::::'. K / H 

Proposición 1.1.8. Sea G un grupo finito. Se tienen las siguientes: 

l. Si x E G entonces 1 Clc(x)I = IG : Cc(x)I 

2. Si H :::; G entonces 1 Clc(H )I = IG: Nc(H)I 

Teorem a 1.1.9. (Ecuación de clases) Si G actúa so bre un conjunto finito X , entonces 
existe un subconjunto {x1,. . ., x 5 } de X tales que IOxJ > 1 para todo i, las órbitas de 
éstos son todas distintas y 

.. s 

IX I = IX ª I + L IOxJ = IX ªI + L IG : Gxi l 
i= l i=l 

En particular, cuando X = G y la acción es la conjugación, 

.. 
IGI = IZ(G) I + L IG: Cc(x.¡) I 

i=l 

con (G: Cc(xi)) ?: 2 para todo i . 

Proposición 1.1.10. (Cauchy) Si p l IGI, entonces G tiene un elemento de orden p . 

Teorema 1.1.11. (Sylow) Sea G un grupo finito y sea p un primo que divide al orden de 
G. Notemos np a la cantidad de p-subgrupos de Sylows de G . Entonces: 

(E) Existen p-subgrupos de Sylow, es decir, np > O . 
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(C) Dos p-subgrupos de Sylow son conjugados en G. 

(S) Todo p-subgrupo de G está contenido en algún p-Sylow. 

(D) Si np > 1 y S , T son dos p-Sylows distintos tales que 1 S n TI es maximal, entonces 
np(G) = 1 mod IS : S n TI. En particular, np = 1 mod p. Más aún, np = IG : 
Nc (P )I para P :S G un p-Sylow. También se tiene que n 11 l IGIP' 

Corolario 1.1.12. De la parte (D) del teorema anterior , np = 1 si y solo si hay un p-Sylow 
normal. 

Proposición 1.1.13. Supongamos que P es un p-subgrupo ele Sylow de un grupo G y 
sea Q S:: Nc (P) un p-subgrupo. Entonces Q S:: P . 

Las siguientes proposicioues nos seráu de gran ut ilidad en este t rabajo, y como no 
siempre se demuestran en los cursos básicos de álgebra, incluimos sus demostraciones . 

Proposición 1.1.14 . Sea P un p-grupo y sea 1 < N ~ P un subgrupo normal. Entonces 
N n Z (P ) > l. En par ticular Z (P ) > 1 y si N es normal mínima! entonces N:::; Z( P ). 

Demostración. Como N s normal en P, podemos considerar la acción por conj ugación 
de P sobre N . Así, el conjunto de puntos fijos de la acción es 

NP = {n EN : n9 = n para todo g E P} = CN( P ) = N n Z (P ) 

Del teorema de la ecuación de clases 1.1.9, tenemos qne 

,. 
INI = INPI + ¿ (P: Px;.) 

i.=l 

para ciertos elementos Xi E N con (P : Px;) > l. Como N y P son p-grupos no triviales, 
se t iene que p l INI y p 1 (P : PvJ para todo i . Torn ando resto módulo p en est a ecuación 
<le clases, <lec.lucimos que IN n Z (P )I = INPI = O mod p. En consecuencia, N n Z (P ) es 
un p-grupo no trivial. 

Si N = P , tenernos que Z (P ) = N n Z( P ) > l. Por otro lado, si N es normal mínima! 
n P , entonces N n Z(P ) es un subgrupo no t rivial y normal en P. Por minimalidad de 

N debe ser que N = N n Z(P ) :::; Z (P ). O 

Lema 1.1.15. Sea N ~ G y sea H :S G tal que N:::; H. Notemos G = G/N . Entonces 
Nc( H ) = Na(H ). 

Demostración. La demostración se basa puramente en el t eorema de correspondencia . 
Como N :S H ~ Nc (H ), tomando cociente tenemos que H ~ Nc( H ). Si H ~ ]{', por el 
teorema de correspondencia, existe ]( :S G que contiene a H y tal que ]{ = ]{' . Luego 
H ~ ]{ y así K S:: Nc(H ). Por lo tanto K ' = K S:: Nc( H ). Esto prueba que Nc( H ) es el 
subgrupo más grande en el que H es normal, y ento nces Nc (H ) = Na (H ). O 

Proposición 1.1.16. Sea G un p-grupo. Si H < G es un subgrupo propio, entonces 
H < Nc (H ). 
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Demostración. Por inducción en IGI. Si IGI = p no hay nada que decir. Supongamos 
que IGI > p y sea H < G un subgrupo propio. Si H = 1 ya estamos, por lo que 
podemos suponer que 1 < H. Sea Z = Z(G) , que es no trivial. Supongamos por el 
absurdo que H = Nc(H). Entonces Z(G) ~ Nc(H) = H. Consideremos G = G/ Z(G). 
Sea H = H /Z(G). Como Z(G) ~ H < G, vale que H < G. Por hipótesis inductiva, 
H < Nc;(H). Del lema anterior , NG( H ) = Nc;(H), y del teorema de correspondencia, 
H < Nc(H) , lo cual es una contradicción. O 

Proposición 1.1.1 7. Sea G un grupo ele orden p 2 , con p primo. Entonces G ':::::'. ZP2 o 
G ':::::'. Zp EB Zp . 

Recordamos ahora algunos conceptos y resultados relacionados con solubilidad de gru­
pos . 

D efinición 1.1.18 . Si G es un grupo, una serie es una sucesión de subgrupos Hn ~ 
Hn-l ~ ... ~ Ha . La serie se dice normal si Hi :SI Ha para todo i, y se dice subnormal si 
Hi+l :SI Hi para todo i < n. Los factores de una serie subnorm al son los grupos Hi/ Hi+l · 

D efinición 1.1.19 . La serie derivada de un grupo G e la serie Hi = Q (i), donde Q(l) = G' 
y c n+i = (G(n))'. P or convención , Ha= G(a ) := G . 

D efinición 1.1.20 . Un grupo finito G se dice soluble si cumple alguna (y por lo tanto, 
todas) de las siguientes condiciones equivalentes: 

l. Existe una serie normal que empieza en 1 y termina en G cuyos factores son abelianos . 

2. Existe nna serie subnormal que empieza en 1 y termina en G cuyos factores son 
cíclicos . 

3. Su serie derivada termina en el grupo trivial 

4. Existe una serie de subgrupos característicos cuyos factores son abelianos . 

D efinición 1.1.21. Un grupo G se dice ?T-separable si posee una serie normal cuyos 
factores sucesivos son ?T-grupos o ?T 1-grupos. 

Un grupo G se dice ?T-soluble si posee una serie normal cuyos factores sucesivos son 
?T-grupos solubles o ?T1-grupos . 

Propos ición 1.1.22. Todo cociente y todo subgrupo de un grupo soluble es soluble. Si 
H :SI G entonces Ges soluble si y solo si H y G / H son solubles . 

Proposición 1.1.23. Si Ges un p-gr upo y p°' l IGI entonces G posee un subgrupo normal 
ele orden pª . En particular, todo p-grupo es soluble . 

La proposición anterior nos dice que en particular un grupo p-separable es un grupo 
p-soluble . 

Finalizamos esta sección enunciando algunos resultados sobre grupos fini tos que nece­
sitaremos en los próximos capítulos. Las demostraciones pueden encontrarse eu [24] . 

Teorem a 1.1.24 . (Burnside) Todo grupo de orden pª qf3 , con p, q primos, es soluble . 
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Definición 1.1.25. Un 7!"-subgrupo de Hall de G en un 7r-subgrupo cuyo índice en G es 
coprimo con su orden. Es decir , es un H::::; G tal que IHl7f = IHI y IG : H¡,,,., = IG: HI. 

Teorema 1.1.26. (Sclwr- Zassenha'Us) Sea G un grupo finito y sea N un 7!"-subgr'Upo de 
Hall que es normal en G. Entonces existe 'Un 7r1 -subgrupo H ::::; G tal que N H = G . Es 
decir, G ~ N ><1 G / N. Un tal H se llama un complemento de N. Más aún, todos los 
complementos de N son conjugados. 

Proposición 1.1.27. Un grupo soluble es 7!"-separable para to<lo 7r conjunto de primos. 
En particular , un grupo soluble es p-soluble para todo p primo. 

Teorema 1.1.28. (Hall-Higman Lemma 1. 2.3) Si G es un grupo 7r-separnble y 01f1(G) = 1 
entonces 0 1f(G)::) Cc(01f(G)). 

En particular el teorema anterior vale para grupos solubles y p-solubles . 
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1.2 Espacios topológicos finitos 

En esta sección haremos un breve repaso de la teoría de espacios topológicos finitos, que 
comenzó a desarrollarse con los trabajos de Alexandroff ([1]) , McCord ([25]) y Stong ([31]) 
y luego , más recientemente, se profundizó con los trabajos de Barmak y Minian ([8], [10], 
[ 6], [7]) . En general no daremos las demostraciones de los resultados que enunciemos, y 
para ello referimos al lector el libro [6] de Jonathan Barmak, el cual vamos a seguir en 
esta sección . 

Un espacio topológico finito (o espacio finito para abreviar) es un espacio topológico 
X con finitos puntos . Dado un punto x E X , consideramos el conj unto Ux que es la 
intersección de todos los abiertos que contienen a x . Como X es finito , hay una cantidad 
finita de tales abiertos y por lo tanto U-r; es un abierto. Es fácil ver que estos abiertos 
forman una base para la topología de X y que si U e X es un abierto entonces 

U= LJ Ux 
xEU 

Con esto, obtenemos un a relación 

y E U,: si y solo si Uv e U.'C 

lo cual nos permite definir un preorden en X 

y ::; x si U..v e U x 

Recíprocamente, si uno t iene un preorden ::; en un conjunto X , podemos asignarle la 
topología generada por la base que consiste de los conjuntos Ux = {y E X : y ::; x} para 
x E X. Es inmediato chequear que esto efectivamente es una base para una topología 
y que tal construcción es inversa a la que realizamos anteriormente. Esto nos da una 
equivalencia entre espacios finitos y preórdenes en conjuntos finitos . 

Dado un espacio finito X , la relación Ux = Uy nos dice, en términos del preorden que 
le asignamos, que x ::; y e y ::; x. El espacio finito X será To si y solo si Ux = Uy implica 
x = y. En términos de la correspondencia significa que X es un poset. A lo largo de este 
trabajo no vamos a hacer distinción entre posets y espacios fi nitos To . 

Dado un elemento x ele un espacio finito X, podemos considerar Fx el cerrado más chico 
que contiene a x, es decir, la clausura ele { x}. Es fácil ver que en términos del preorde11 que 
le asignamos esto significa que Fx = {y E X : y ;:::: x}. Cuando sea necesario notaremos 
F~Y y U{ para referirnos a los conjuntos Fi: y Ux del espacio X . Si consideramos XºP , el 

; XºP X poset finito cuyo conjunto subyacente es X y con el preorclen opuesto. As1 , Ux = Fx y 
XºP X ' ' Fx = Ux . Notamos Ux = Ux - X y F.-r; = Fx - x . 

Un elemento minimal de un poset X es un x E X tal que y ::; x implica que y = x. Un 
mínimo para X es un x E X tal que para todo y E X se tiene que x ::; y . Análogamente se 
t iene la noción de elemento maximal y de máximo. Un poset finito siempre t iene elementos 
minimales y maximales, aunque no siempre t iene máximo o mínimo. Si x E X , decimos 
que y E X cubre ax si cada vez que x ::; z ::; y entonces z = x o bien z =y. En tal caso 
notamos x-< y. Esto es equivalente a deci r que Fx n Uy = {x, y} . 
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Una cadena en un poset X es un subconjunto e e X que está totalmente ordenado, 
mientras que una anticadena es un subconj unto a e X en la que dos elementos distintos 
no son comparable. La altura de un posct X es el número 

h(X) = sup {lcl - 1 : e e X cadena} 

y si x E X definimos su alt ura como h(x) := h(Ux)· 
Si A e X es un subespacio, entonces para todo x E A vale que u: = A n Ux y 

F.,¿ = A n Fx. Esto nos dice que la topología de subcspacio de A se corresponde con el 
preorden de X restringido a A. Si X e Y son espacios finitos y consideramos la topología 
producto en X x Y , entonces U(x,y) = Ux x Uy para cada x E X e y E Y. Es decir , el 
orden en X x Y es el orden coordenada a coordenada. 

Una función f : X ---+ Y entre espacios finitos es continua si y solo si preserva el orden: 
x:::; y implica que f( x) :::; f(y). En general a las funciones continuas entre espacios finitos 
To las llamaremos morf1smos de poscts o simplemente morfismos. 

Es inmediato verificar que f : X ---+ Y es continua si y solo si .f°P : X ºP ---+ YºP, la 
función que toma los mismos valores que f pero vista con la topología opuesta, es continua. 

Conexión y funciones homotópicas en espacios finitos 

Si X es un espacio finito, entonces dos elementos x, y E X están arcoconectados si y solo 
si existen puntos xo, X 1 , .. . , Xn E X de manera que xo = x, Xn = y y para todo i se los 
puntos X i y x.;+1 son comparables. Además, para cada x E X , el abierto U," es conexo , 
por lo que X es localmente arcoconexo. Luego un espacio fini to X es conexo si y solo si 
es arcoconexo , si y solo si el preorden que le asignamos es conexo. 

Si X e Y son dos espacios fi nitos y consi<lernmos el espacio y x de lM funciones 
continuas de X a Y con la topología compacto abierta, entonces el preorden de Y x con 
esta topología se corresponde con el orden f:::; g si f(x) :::; g(x) para todo x E X , donde 
f , g : X ---+ Y son continuas. 

Una función H : [O, l] x X ---+ Y es continua si y solo si rl : [O, l ] ---+ y x es continua, 
donde ÍI (t ) = (x i-+ H(t , x)) (ver discusión debajo de [6, Proposition 1.2.5] para más 
detalles). De esta manera, dos funciones f , g : X ---+ Y son homotópicas si y solo si est án 
arcoconectadas en Y X. Esto equivale a decir que exi ten funciones continuas fo , Ji , ... , fn : 
X---+ Y tales que fo = f , fn = g y Í i , Íi+1 son comparables para todo 1:. En particular , si 
f :S g entonces f '.:::::'. g. 

Si A e X es un subespacio, entone s dos funciones f, g : X ---+ Y son homotópicas 
relativas a A si y solo si están arcoconectadas en XY vía funciones que restringidas a A 
valen lo mismo. En tal caso notamos f:::::: g re] A. 

En conclusión , tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 1.2.1. ((6, Corollary 1. 2.6}) Si J ,g: X ---+ Y son dos funciones cont'inuas entre 
dos espacios finitos entonces f :::::: g si y solo si existen fo , Ji , ... , fn : X ---+ Y continuas 
tales que fo = f , fn = g y Ji, Íi+i son comparables para todo i . Más aún, si A e X 
entonces f:::::: g rel A si existen Íi corno antes y que además fi lA = f lA para todo i . 

En particular, f:::::: g si y solo si fDP:::::: gºP. De esta manera, dos espacios finitos t ienen 
el mismo tipo homotópico si y solo si sus opuestos t ienen el mismo t ipo homotópico. 
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Por último, destacamos que para estudiar espacios finitos basta con considerar solo 
los que son To , ya que si X es un espacio finito entonces existe un subespacio Xo ele X 
que es un retracto por deformación fu ert e. Para una construcción del mismo véase [6 , 
Proposit ion 1.3.1 , Remark 1.3.2]. En este trabajo consideraremos siempre espacios finitos 
Ta . 

Beat Points y espacios minimales 

Una de las ideas ele Stong para estudiar el t ipo homotópico de espacios finitos To fu e la de 
ver qué sucedía cuando se realizaban mov'irnientos dentro del poset , los cuales consistían 
en sacar o agregar puntos . Más precisamente, si x E X es un punto que verifica cierta 
propiedad, entonces ¿qné relación homotópica existe entre X - x y X? Esto es lo que da 
origen a la noción de beat point . 

Definición 1.2 .2. Un punto x en un espacio fini to To X se dice que es un up beat point 
si Í'.x posee un mínimo. Decimos que x es un clown beat point si Ü1, posee un máximo. 
Si sucede alguna de estas dos decimos que x es un beat point. Cuando X no tiene beat 
points se dice que es un espacio minimal. 

Observación 1.2 .3. Un x E X es un clown beat point si y solo si existe un único y tal 
que y -< x . Análogamente, x es un up beat point si y solo si existe un único y tal que 
X-< y . 

Notemos que x E X es un beat point si y solo si es un beat point de XºP . 

Proposición 1.2.4. Si x E X es un beat point en un poset X , entonces X - x Y X es 
un retracto por deformación fuerte . 

Demostración. Supongamos que x es un up beat point y sea y el mínimo de Fx. Entonces 
la fuucióu r : X ---t X - x definida como r(x) = y y la ident idad en el resto es el retracto 
que buscamos. D 

Definición 1.2.5 . Un core de un espacio fin ito To es un retracto por deformación fuerte 
que es un espacio minimal. 

Con este método de sacar puntos, podemos ir reduciendo el est udio del tipo homotópico 
del poset X a uno más chico, hasta llegar a nno minimal, es <lecir , a nn core. Lo sorpren­
dente de este método es que no importa en qué orden se vayan extrayendo los beat points, 
los espacios minimales a los que llegamos son siempre homeomorfos . O sea, todo espacio 
finito To posee un único core, módulo homeomorfismos . 

Para ver esto, necesitamos la siguiente proposición . 

Proposición 1.2.6. Si X es un espacio rninirnal y f X ---t X es homotópica a la 
identidad , entonces f = idx . 

Demostración. De teorema 1. 2. 1, aplicando un argumento inductivo y tomando posets 
opuestos, basta analizar el caso f :S idx. Si x E X es minimal, entonces f (x) :S x 
implica que f( x) = x . Supongamos entonces que x no es minimal y que ya sabemos 
que f lux = idúx. Veamos que f( x) = x. Si no fu ese as í, entonces J(x) < x, por lo que 
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y= f(x) E Üx . Además, si z E Üx, entonces z = f(z) ::; f(x) =y. Es decir , x es un clown 
beat point , en contradicción con nuestra hipótesis de que X era un espacio mínima!. Por 
lo tanto f( x) = x. O 

Corolario 1.2 .7. (Teorema de Clasificación) na eqnivalencia homotópica entre espacios 
minimales es un homeomorfismo. Por lo tanto , todos los posibles cores de un espacio finito 
son homeomorfos. 

Demostración. Sea f : X -t Y una equivalencia homotópica con inversa g : Y -t X entre 
espacios finitos To . Entonces gf: X -t X y f g: Y -t Y son dos funciones homotópicas a 
la identidad idx e idy respectivamente. Por la proposición anterior, debe ser que gf = idx 
y fg = idy. 

Si Xo y X 1 son dos cores de X , entonces Xo e:::: X e:::: X1 , y como son espacios minimales , 
de lo anterior deducimos que son homeomorfos. O 

Observación 1.2.8 . Del teorema de clasificación, un espacio finito es contráctil si y solo si 
su core posee un solo punto. Es decir , si existe un punto que es un retracto por deformación 
fuerte. Sin embargo, no es verdad que todo punto sea un retracto por deformación fuerte 
en tal caso (ver [6, Example 2.2.6]) , y en general esta propiedad es falsa en espacios no 
finitos. 

La teoría de McCord y equivalencias débiles 

Recordemo que una equivalencia débil es una función continua entre dos espacios topológicos 
que induce una biyección en todos los grupos de homotopía. En general, una equivalencia 
débil no es una equivalencia homotópica, y que dos espacios tengan los mismos grupos de 
homotopía no implican que exista una equivalencia débil entre ell os. Sin embargo, lo que 
sí vale es que para todo espacio topológico X existe un CW complejo y una equivalencia 
débil del CW a X , y toda equivalencia débil entre CW complejos es una equivalencia 
homotópica (teorema de Whitehead). 

El teorema de McCord es una herramienta fundamental en la teoría de espacios finitos. 
A todo espacio finito To X podemos asignarle un complejo simplicial K(X) cuyos símplices 
son las cadenas no vacías de elementos de X. Utilizando el teorema de McCorcl veremos 
que existe una equivalencia débil entre IK(X) 1 y X. Esto nos dice que todo espacio finito 
tiene el mismo tipo homotópico débil que un complejo simplicial. 

D efinición 1.2 .9 . Si X es un espacio topológico y U es un cubrimiento por abiertos de 
X, decimos que U es una base como cubrimiento si U verifica las condiciones para servir 
de base a una topología (no necesariamente la que ya t iene X). Esto es, si i U, V E U y 
X E X entonces existe w E u tal que X E w e u n V. 

En el caso de un espacio finito X , los abiertos básicos {Ux}xEX forma una base como 
cubrimiento, y es la que usaremos en general para espacios fi nitos. 

Te orem a 1.2.10. (McCord) Supongamos que X e Y son dos espacios topológicos, que 
f : X -t Y es una función continua y que existe U una base como wbrimiento de Y de 
manera que fl¡ - 1(u) : ¡- 1(U) -t U es una equivalencia débil para todo U E U . Entonces 
f es una equivalencia débil. 
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El teorema de McCord está muy relacionado con el Teorema A de Quillen. La de­
mostración original de l\!IcCord se encuentra en [25 , Theorem 6] . Para ver la relación 
entre el teorema de McCord y el Teorema A de Quillen, ver [7] . 

Observación 1.2.11. Si X e Y son dos espacios finitos To y f : X -1 Y es una función 
continua entre ellos , entonces K(f ) : K (X ) -1 K(Y) definida por K(f)(x) = f (x) es un 
morfismo simplicia l. De hecho , K(X) = K (X ºP) y K(f ) = K(fºP) . 

Sea X un espacio finito To. Si a E JK(x)J , entonces existe una cadena x0 < x1 < .. . < 
Xn ele elementos de X y escalares to , .. . , tn > O tales que a = ¿;,~0 t ixi y ¿;,~0 t i = l. 
Definimos entonces Supp (a) = {.1:0, ... , :r:n} y J.lx(a) = min(Supp(a)) = :i:0. El siguiente 
teorema nos dice que la función µx : JK(X) J -1 X es una equivalencia débil. Aquí solo 
comentaremos la idea general de la demostración. Los detalles pueden verse en [6, Theorem 
1.4.6] . 

Teorema 1.2.12. La función µx : JK(X )J -1 X es una equivalencia débil . 

Demostración. (Idea) Tenemos que ver que µx es una función continua y que es una 
equivalencia débil. Lo primero que notamos, es que para ver que es continua basta con 
probar que µ·;/(Ux) es abierto en JK(X)J para todo x E X. Por otro lado, la idea para 
ver que es una equivalencia déhil es ntilizar el t eorema de McCorcl . 

Si L = K(X - Ux) , entonces L es el subcomplejo de K (X) que consiste de las cadenas 
de elementos de X que no son menores o iguales a x . Es decir , el subcomplejo pleno de 
K (X) generado por los vértices que no están en Ui;· Notar que podría suceder que L = 0 . 
De esta manera, es fácil chequear que 

En particular esto nos dice que µx es continua . 
Para aplicar el teorema de McCord, debernos chequear que 

- 1 
µx Jµx 1 W.) : Ji·x (Ux) -* Ux 

es una equivalencia débil. Como Ux es contráctil, es suficiente con ver que µ·;,/(Ux) 
JK(X) J - JLJ es cont ráct il. De hecho , lo que se puede probar es que JK(Ux)I es un retracto 
por deformación fu erte de JK(X)[ - JLJ, y JK(Ux)[ es contráctil por ser un cono. O 

Observación 1.2.13 . Si f : X -1 Y es una función continua entre espacios fini tos To, 
entonces f µx = µyJK(f)J. Es decir , el siguiente diagrama conmuta 

En particular, f es una equivalencia débil si y solo si JK (f) J es una equivalencia débil, si 
y solo si es una equivalencia homotópica. 

De esto mismo, como JK(X )J = JK(XºP) J y JK(f)J = JK(fºP) J, es decir , desde el 
complejo simplicial no clistinguimo entre un poset y su opuesto, se sigue que f : X -* Y 
es una equivalencia déb il si y solo si fDP es una equivalencia débil. 
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Si ]( es un complejo simplicial finito, podemos asociarle el poset de caras de ]( que 
es el poset X(K) cuyos elementos son los símplices de ]( ordenados por la inclusión. Si 
f : K ---+ L es un morfismo entre complejos simpliciales, podemos asignarle un morfismo 
entre los posets de caras X(f) : X (K) ---+ X (L) definida por X (f)(O') = f(O' ). Que f sea 
un morfismo simplicial nos asegura que X(f) sea un modismo de posets bien definido. 

Recordemos que IC , la subdivisión baricéntrica de K , es el complejo simplicial cuyos 
vértices son los símplices de K y cuyos símplices son las cadenas no vacías de símplices de 
K. Con la notación de lo anterior, vemos que K' = K(X(K)) , y que si f : K ---+ L es un 
morfismo simplicial entonces K(X(f )) : K'---+ L' es el morfismo inducido en la subdivisión 
baricéntrica. 

Sea hK : JK' I ---+ JKI el homeomorfismo hJ<(O') = b(O'), donde b(O') = L vEa ~ª v es el 

baricentro de O' , y definamos µK : JKI ---+ X (K ) como µI< = µx(J<) li¡/, Como µ X( I<) es 
una equivalencia débil y hK es un homeomorfismo , resulta que µI< es una equivalencia 
débil. Además , para todo morfismo simplicial f : K ---+ L entre complejos finitos, se t iene 
un diagrama conmutativo salvo homotopía 

P ara una demostración precisa ele este hecho ver [6, Proposition 1.4.1 3] . En part icular , 
lf l : JKI ---+ IL I es una equivalencia homotópica si y solo si X(f) : X (K ) ---+ X(L) es una 
equivalencia débil. 

Del teorema ele McCorcl y ele estas ohservaciones , se puede deducir el famoso Quillen 's 
Fiber Theorem, que puede ser enunciado de la siguiente manera: 

Teorema 1.2.14. (McCord, Quillen) S ea f : X ---+ Y un rnorfisrno entre posets tal que 
¡-1 

( Uy) es hornotópicarnente trivial para todo y E Y. Entonces f es una equivalencia 
débil. Lo rnisrno vale si suponernos que ¡ - 1 ( F.v) es hornotópicarnente trivial para todo 
y E Y . 

Demostración. Que JK:(f- 1(Uy) ) I sea contráctil es equivalente a decir que ¡-1 (Uy) es ho­
rnotópicamente trivial, y por lo tanto del teorema de McCorcl obtenemos que f : X ---+ Y 
es una equivalencia débil. Luego JK:(f ) 1 es una equivalencia homotópica. 

P ara el otro caso podemos tomar los posets op uestos y proceder de la misma manera. 

o 
El teorema anterior se puede encontrar también en [28 , Proposition 1.6], donde Quillen 

refiere a [27 , Theorem A] y al final ele [27, Section 7] para una demostración. 
Por último, veamos la relación que existe entre equivalencias homotópicas entre posets 

y morfismos contiguos ent re complejo& simpliciales. 
Recordemos que si f , g : K ---+ L son dos morfismos simpliciales, decimos que son 

elementalmente contiguos si f (O' ) U g( O') es un símplex de L para tocio símplex O' ele 
K . En general , f y g se dicen cont iguos si existe una serie de morfismos simpliciales 
fo, Ji ,··. , Ín: K ---+ L de manera que Í i y Í i+ l son contiguos para todo i. 
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Un hecho estándar de topología algebraica es que dos morfismos contiguos entre com­
plejos simpliciales inducen funciones homotópicas en la realizaciones geométricas . 

Si f, g : X -+ Y son dos funciones continuas entre espacios fini tos tales que f :S g 
entonces JC(.f) y JC (g) son elementalmente cont iguos. En particular, si f ~ g entonces 
JC(f) y JC(g) son contiguos. 

Análogamente, si cp, 'l/J : K -+ L son dos morfismos simplicialcs cont iguos entonces 
X(cp), X ('¡/J) : X( K )-+ X(L) son hornotópicas . 

Algunas construcciones especiales 

En esta sección veremo algunas construcciones a partir de espacios finitos que nos resul­
tarán de gran ntilidad a lo l<trgo de nuestro trabajo. Todas ellas se pueden encontrar en 
el libro de Barmak [6] . 

Colapsos fuertes y colapsos 

Definición 1.2.15. Si X es un poset y x E X es un beat point, decimos que hay un 

colapso fuerte elemental de X a X - x y notamos X'\.~ X - x. Decimos que X colapsa 
fuertemente a un subcspacio Y si existe una serie de colapsos fuertes elementales que 
empiezan en X y terminan en Y . Notarno X '\.'\. Y . 

Observación 1.2.16. De la definición se deduce que X colapsa fuertemente a un subespa­
cio Y si y solo si Y se obtiene de X removiendo beat points. En particular , Y e X es un 
retracto por deformación fuer te. Lo sorprendente es que estos movimientos caracterizan 
completamente los retractos por deformación fuertes . 

Proposición 1.2.17. Si X es un poset , entonces Y e X es un retracto por deformación 
fuerte si y solo si X '\.'\. Y . 

Demostración. Ver [6, Section 2.2, "Minimal Pairs"]. o 

La condición de beat point es bastante fuerte, pue to que un x E X es un beat point 
si y solo si Íx posee un mínimo o Üx posee un máu'<.imo . Uno podría requerir algo un poco 
más débil , como por ejemplo, que Íx o Ú.x sea contráctil. Esto da la noción de weak point 
y describe lo que se llama tipo homotópico simple en espacios finitos , teoría desarrollada 
por Barmak y Minian en [8] . 

Definición 1.2.18. Sea X un poset. D cimas que x E X es un up weak point si Íx es 
contráctil. Decimos que ,r, es un clown weak point si Ú:~ es contráctil. Si alguna de estas 
dos sucede, decimos que x es un weak point . 

Definición 1.2 .19. Decimos que un poset X colapsa elementalmente a X - x, con x E X 
cuando x E X es un weak point . rotamos X \.e X - x. Si Y C X decimos que X colapsa 
a Y , y notamos X'\. Y si Y se obtiene de X a part ir de ir sacando weak points . Decimos 
que Y se expande a X, y notamos Y/' X , si X',, Y . Un weak core de X es un Y e X 
tal que X',, Y e Y no tiene weak points . 
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Observación 1.2.20. En los colapsos fuertes, cuando llegábamos a un espacio que no 
t iene más beat p oints decíamos que era un core de nuestro poset y probamos que est os 
eran todos homeomorfos entre sí, es decir , que no import aba cómo iba eligiendo los beat 
points para ir sacando, siempre llegaba al mismo espacio. En el caso de los colapsos esto 
no es necesariamente cierto. De hecho existen espacios finitos que colapsan a distintos 
subespacios que no son homotópicos . Véase [6] para tales cont raejemplos . 

D efinición 1.2 .21. Si X e Y son dos posets, decimos que X e Y t ienen el mismo t ipo 
homotópico simple si exist e una serie de espacios finitos X = Xo , X1 , ... , X n = Y de 
manera que para todo i se t iene que X i"> X°.;+1 o bien X i+l "> X.¡. Es decir , si puedo 
llegar de X a Y a part ir de colapsos y expansiones. Notamos X A Y . 

El siguiente lema nos permit irá ver que los colapsos preservan el tipo homotópico débil. 
Es decir , que dos espacios que t ienen el mismo t ipo homotópico simple, en part icular t ienen 
el mismo tipo homotópico débil. 

Lem a 1.2.22. Si x E X es un weak point , entonces la inclusión i : X - x Y X es una 
equivalencia débil. 

Demostración. P asando por los opuestos podemos suponer sin pérdida de generalidad 
que x es un dovvn weak point . Apliquemos el Quill en 's Fiber Theorem 1.2.14 . Si y E X 
entonces i - 1 (U,'IJ) = Uy - x tiene como m áximo a y si y -1- x y si y = :r; entonces Uy - x = Úx 
es cont ráctil. O 

Del lema anterior se deduce ele que si X "> Y entonces la inclusión Y Y X es una 
equivalencia débil. Por lo tanto , si X A Y , pasando por los complejos asociados , vemos 
que X e Y t ienen el mismo tipo homotópico débil. 

Lo interesante de la homotopía simple ele espacios fin itos es que describe la clásica 
homotopía simple entre complejos simpliciales (ver [6, Theorem 4. 2.11] y [8]) 

El join de espacios finitos 

Cuando trabajamos con espacios t op ológicos en general, tenemos la idea del join entre 
dos espacios X e Y el cual es el espacio que une a cada punt o ele X con uno de Y vía 
un segmento . Si repetimos esta construcción para espacios fin itos perdemos la fini tud . 
Por lo t anto, a cont inuación daremos una definición ele join en espacios finitos que verifica 
propiedades análogas a la del join usual. 

D efinición 1.2 .23. Si X e Y son dos espacios fini tos To , el join no-Hausdorff es el espacio 
fi nit o X * Y cuyo conjunto subyacente es X U Y que mantiene el orden en X y el orden 
de Y y que además x < y si x E X e y E Y . 

Básicamente, el join de espacios fini tos To a nivel del diagrama de I-Iasse lo que hace 
es poner un diagrama arriba del otro , o sea , poner todo minimal ele Y por encima ele todo 
maximal de X. 

D e finición 1.2.24. Si X es un poset y x E X , el star ele x en X es el subespacio 
Cx = Ux U F.'); y el link de x en X es el subespacio Lk(x ) = Úx * Fx. 
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La siguiente proposición es de gran utilidad para estudiar la contractibilidad del join 
de espacios finitos . 

Proposición 1.2.25. Si X e Y son dos espacios finitos To entonces X* Y es contráctil si 
y solo si X o Y es co11tráctil. 

Demostración. Ver [6 , Proposition 2.7.3]. o 

D efinición 1.2.26. Si K y L son complejos simpliciales (disjuntos), el join de estos dos es 
el complejo K * L cuyos símplices son de la forma a U T con a E K y T E L, posiblemente 
alguno de los dos vacío (no ambos) . Es decir , · 

K * L = K U L U {a U T : a E K , T E L} 

A partir ele las definiciones , es inmediato verificar lo siguiente: 

Proposición 1.2.27. Si X e Y son espacios finitos, entonces K(X *Y)= K(X) * K(Y) . 
Si K, L son complejos simpliciales finitos entonces X(K * L ) = X(K) * X(L) 

Corolario 1.2 .28. Si x es un elemento ele un poset x y K = K(X), entonces LkJ<(x) = 

K(Lk(x)) y Str<(x) = K(Cx) 

El cilindro no-Hausdorff 

La noción de cilindro no-Hausdorff fue introducida por Barmak y Minian en [8] y es una 
herramienta muy útil a la hora de demostrar teoremas con espacios finitos . 

D efinición 1.2.29. Si f : X ---+ Y es 1m morfismo de posets, definimos el cilindro no­
Hausdorff de f como el espacio finito E1 con conjunto subyacente X U Y y cuyo orden es 
x :S y si f(x) :S y parn x E X e y E Y, manteniendo el orden en X y en Y . 

Veamos que esta construcción t iene propiedades análogas a las del cilindro clásico que 
conocemos de topología . 

Proposición 1.2.30. Si f : X ---+ Y es un morfismo de posets, entonces Y e E¡ es un 
retracto por deformación fuerte y f es una equivalencia homotópica si y solo si la inclusión 
i : X Y Bf es una equivalencia homotópica . 

Demostración. Sean i : X Y E I y j : Y Y B.r las inclusiones y sea r : E¡ ---+ Y la fu11ción 
dada por r ( x) = f ( x) si x E X. Entonces r es un morfismo de posets que es la identidad 
sobre Y y que además ri = f, jr :S id 131 y rj = id y. Luego Y e B.r es un retracto por 
deformación fuerte y .f es una equivalencia homotópica si y solo si i : X Y E¡ lo es . O 

R etículos r educidos 

Si X es un poset, decimos que x, y E X poseen un supremo si Fx n Fy posee un mínimo 
(y en particular es no vacío). En tal caso, notarnos x V y = sup{ x , y} = rnin Fx n Fy. De 
manera análoga, decimos que existe el ínfimo entre x e y si Ux n Uy posee un máximo, y 
en tal caso notarnos x /\y= inf{x, y} = max Ux n Uy · 
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D efinición 1.2.31. Un retículo (reticulado, red o lattice) es un poset X tal que para todo 
par de elementos x, y E X existen x V y ex /\ y . 

En particular, todo retículo posee 1111 máximo y nn mínimo: si :i; E X es un elemento 
maximal , entonces para todo y E X se debe tener que x ::::; x /\ y , y de la maximalidacl 
x = x /\ y 2: y. Análogamente se hace el mínimo. Por lo tanto , desde el punto ele vista 
homotópico , los retículos no son muy interesantes puesto que son siempre contráctiles . 

Lo que sí podemos hacer es estudiar aquellos posets que provienen de un retículo al 
que le sacamos el máximo y el mínimo. Esto es, los posets X tales que { *} * X * { *} es 
un retículo. La siguiente definición fue introducida por Barmak en [6]. 

D efinición 1.2.32. Un retículo reducido es un poset X tal que {*}*X * { *} es un retículo. 

Se pueden chequear las siguientes equivalencias. 

Proposición 1.2.33 . En un poset X son equivalentes: 

l. X es un retículo reducido 

2. Para todo par de elementos x, y E X acotados superiormente, existe el supremo 
xV y EX 

3. Para todo par ele elementos x , y E X acotados inferiormente , existe el ínfimo x /\ y E 
X 

4. Todo conjunto acotado inferiormente posee un ínfimo y todo conjunto acotado su­
periormente posee un supremo. 

Proposición 1.2 .34. Si X es un reticulado reducido e Y e X es un retracto por defor­
mación fuerte , entonces Y es nn reticnlado reducido. 

Demostración. Por inducción, basta ver el caso Y = X - x con x E X un beat point. 
Tomando el poset opuesto, podemos suponer sin pérd ida de generalidad que :.i: es un clown 
beat point . Sean y , z E Y acotados superiormente en Y. Entonces existe w =y V z E X 
el supremo por ser X un retículo reducido. Si w -:f x ya estamos. En caso contrario , 
x =y V z . Como .1: es un down heat point, existe un único .1;' --< x . Luego y , z ::; x implica 
que y , z ::::; x ' y por lo tanto x =y V z::::; x', una contradicción. O 

Para un poset X , consideramos los conjuntos M( X ) = {.1: E X : maximal} y m(X) = 
{x E X: minimal}. 

D efinición 1.2 .35. Si X es un retículo reducido , definimos los subposets 

i(X) = {inf(A): A e M(X) acotado inferiormente} 

s(X) = {sup(A) : A e m(X ) acotado superiormente} 

Sea X un poset y sea x E X. Definimos M (x) como el subconjunto de ma..ximales de X 
que están por encima ele x, es decir, M(x) = M(Fx)· Análogamente, definimos m(x) como 
el subconjunto de minimales de X que están por debajo de x, es decir m(x) = m(Ux)· 

La siguiente proposición fu e demostrada por Stong en [3 2]. 
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Prop osición 1.2.36. (Stong) Si X es un retículo reducido, entonces i(X), n(X ) e X son 
retractos por deformación fuertes . 

Demostración. Si í ¡ : .T E X H inf(M(x)) E i(X) y r 5 : x E X H sup(ni(x)) E .s(X) y 
i¡: i(X) Y X , ·is : .s(X) Y X son las inclusiones, entonces 

T'¡Í¡ = id i(X) i¡r¡ 2': id x 

o 

Observación 1.2.37. Si X es un retículo reducido , entonces i(i(X)) = i(X). De la misma 
manera, .s (n(X )) = .s (X ). Por lo tanto , tenemos dos sucesiones 

X:) i(X) :) .s (i(X )) :) i(n( i(X ))) :) .. . 

X:) .s(X) :) i(.s (X )) :) .s( i(n(X))) :) .. . 

que en algún momento se estancan por finitud. Al ( n + 1 )-ésimo término de la primera 
sucesión lo notamos X 11 . Análogamente, notamos X 11 al (n + 1)-ésimo término de la 
segunda sucesión . 

Proposición 1.2.38 . Sea X un retículo reducido . Son equivalentes: 

1. X es un espacio mínima! 

2. X = i(X ) = .s (X) 

Demostración. Si X es un espacio minimal, como i(X) y .s(X) son retractos por defor­
mación fuertes de X , debe ser que X = i(X) = .s (X) . 

Supongamos entonces que X = i(X) = .s (X) y veamos que X es minimal. Si no fuese 
así, existe un beat point x E X. Supongamos que x es un clown beat point. Entonces 
existe un único y -< x . Como x E .s (X) , existen minimales x1, ... , Xn E X tales que 
x = sup{ x1, .. . , Xn}. Pero entonces x.; :::; x implica que x.; :::; y para todo i, y de esta 
manera x = sup{x1, . .. , x11 } :::; y, una contradicción. Análogamente se hace el caso en que 
x es un up beat point. O 

Observación 1.2.39 . De la observación y proposición anterior deducimos que el subposet 
donde se estancan las sucesiones X 11 y X 11 son cores de X . 

D efin ición 1.2 .40. Un retículo reducido X se dice atómico si todo elemento de X es el 
supremo ele un conjunto ele minimales. Equivalentemente, X = .s(X) 

Decimos que X es coatómico si XºP es atómico. Esto es , si todo elemento ele X es el 
ínfimo de un conjunto de maximales. Equivalentemente, X= i(X ) . 

Con estos nombres podemos reescribir la proposición 1.2.38 ele la siguiente manera: 

Prop osición 1.2.41. Un retículo reducido es un espacio minimal si y solo si es atómico 
y coatómico . 
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Existe otra caracterización para los puntos de i( X ) y .5 (X ) . La demost ración de la 
siguiente proposición es simple y la evitaremos. 

Proposición 1.2.42. Para un retículo reducido X se ti ene que i(X) 
inf(M(x ))} y análogamente .s (X) = {x E X: x = sup (m (x))}. 

{x E X: x = 

También podemos describir cómo se obt iene i(X ) a partir de X en t érmino de beat 
points. 

Si tenemos una serie de inclusiones del est ilo A e Y e X con X , Y retículos reducidos 
y A un subconjunto acotado superiormente o inferiormente en Y , entonces infy (A ) y 
supy(A) denotan el ínfimo y el supremo de A resp ectivamente visto dentro del poset Y. 

Proposición 1.2.43. Sea X un retículo reducido. Entonces i(X) se obt iene de X re­
moviendo up beat points. Análogamente , s (X ) se obtiene ele X removiendo clown beat 
points. Además , si y ~ i(X) ent onces i(X - y ) = i(X). Análogamente, si y ~ s (X ) 
entonces .n(X - y) = .s (X) . 

Demostración. Si y E X - i(X), utili zando la proposición 1.2.42 no es difícil ver ificar que 
i(X - y)= i(X ). 

Si y un element o ma..ximal del poset X - i(X ) entonces inf(M (y)) = min(Fy) · Luego 
y es un up beat point de X. 

Así, vimos que si elegimos y E X - i(X) entonces i(X) = i(X - y ). Si además lo 
elegimos maximal, entonces y es un up beat point de X. Como X - y es un retículo 
reducido con menos puntos, inductivamente podemos llegar el e X - y a i(X - y) = i(X ) 
removiendo up beat point s. 

El caso de s (X) se obtiene tomando el poset opuesto y notando que i(X ºP) = .s (X ) . D 

Proposición 1.2 .44. Todo retículo reducido atómico no posee clown beat points , y todo 
coatómico no posee up beat points. 

Dem ostración. Sea X un retículo reducido atómico. Sea x E X . Como X = s (X ), vale 
que .r. = sup(m(x)) . Si .x es un clown beat point, entonces existe un único y -< x . De esta 
manera, para todo z E m(x ) vale que z ::::; y , y en consecuencia x = sup(m (x) ) ::::; y. Est o 
es absurdo. 

El caso de coatómico es análogo. D 
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1.3 G-posets y tipos homotópicos equivariantes 

En esta sección analizaremos brevemente los G-espacios y en par ticular los G-posets . Estos 
son espacios topológicos con una acción continua de un grupo finito G. En general vamos 
a seguir [6, Chapter 8] . Las ideas originales de estos resultados pueden encont rarse en [32] . 

Sea G un grupo finito. Un G-espacio es un espacio topológico X junto con una acción 
(a derecha) del grupo G de manera que si g E G entonces la función x E X H x9 E X es 
continua. Una función continua f : X---+ Y entre dos G-espacios X e Y se dice equivariante 
o G-equivariante si f( x9) = f (x)9 para todo g E G y para todo x E X . Si fo, Ji : X ---+ Y 
son dos funciones equivariantes, una homotopía C-equivariante o G-homotopía entre fo y 
Ji es una función continua H : X x J ---+ Y tal que H(-, O) = fo, H (- , 1) = Ji y para 
cada t E I , la función H(- , t) es G-equivariante. En tal caso decimos que fo y Ji son 
G-homotópicas y notarnos fo c:::.c Ji. 

Un subespacio A de un G-espacio X se dice G-invariante, o invariante, si cada vez que 
a E A y g E G, entonces a9 E A. Es decir , si A es cerrado para la acción ele G . 

Si fo , Ji : X---+ X, decimos que fo c:::.c Ji rel A , para un subespacio invariante A e X 
si existe una G-homotopía H : X x J ---+ X ent re fo y Ji que induce la ident idad en los 
elementos de A. 

Un subespacio invariante A es un retracto por deformación fuerte equivariante si existe 
una función G-equivariante r : X ---+ A tal que ri = id A e ir c:::.c idx rel A , donde i : A ---+ X 
es la inclusión. 

Una función G-equivariante f : X ---+ Y ent re dos G-espacios es una G-equivalencia si 
existe otra función G-equivariante g : Y ---+ X de manera que g f c:::.c idx y f g c:::.a idy. En 
tal caso decimos que fes una G-equivalencia y que los espacios X e Y son G-equivalentes, 
y notamos X c:::.c Y . También decimos que X e Y t ienen el mismo tipo homotópico 
G-equivariante . 

Un G-poset es un poset X que es un G-espacio cuando lo vernos corno espacio finito . 
Esto equivale a decir que G actúa en el conjunto X y que la acción preserva el orden: 
cada vez que x <y y g E G, se tiene que xg < y9 . Una función G-equivariante entre dos 
G-posets es equivalente a tener un morfismo de posets que preserve la acción. También lo 
llamaremos G-morfismo o G-mapa . 

Se pueden chequear las siguientes proposiciones . 

Proposición 1.3 .1. Sean f , g : X ---+ Y dos G-rnorfismos entre dos C-posets, y sea A e X 
un subespacio G-invariante. Entonces f c:::.c g rel A si y solo si existen G-rnorfisrnos 
fo, Ji , ... , f n : X ---+Y tales que fo = f , Ji = g, y para cada i vale que fi lA = id A y f;, 
Íi+1 son comparables . 

Proposición 1.3 .2 . Si f : X ---+ Y y g : Y ---+ Z son G-equivalencias entre G-espacios, 
entonces f g es una e -equivalencia . 

Recordemos que si X es un G-conjunto y x E X , entonces Ox = {x9 : g E G} es la 
órbita de x por la acción ele G y que X G es el subconjunto de los p untos fij os de la acción . 

A continuación clamm; algunos resul tados básicos sobre C-posets . 

Lema 1.3.3 . Consideremos un poset X, un elemento x E X y sea f : X ---+ X un 
automorfismo. Si x y f(x) son comparables, entonces f( x) = x. Más aún , si fi ,h : X---+ 
X son dos automorfisrnos con fi( x) y h(x ) comparables, entonces fi(x) = h (x) . 
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Demostración. Tomando f = fif2 1
, basta con probar la primera parte del lema. Supong­

amos que x ::; f ( x), ya que en caso cont rario repetimos la demostración pero con ¡ - 1 . 

Como f preserva el orden , 

. T '.S f( x) '.S f(.f( x)) '.S f(.f(j(.x))) '.S · · · '.S r ·(x) 

Por finitud , para algún n 2: 1 tendremos que ¡n(x) = ¡n·+1 (x). Como ¡n es un automor­
fismo, deducimos que x = .f(x). D 

Lema 1.3.4. Sea X un G-poset. Entonces existe un core de X que es G-invariante y es 
un retracto por deformación fuerte equivariante de X. 

Demostración. Si X no es minimal, entonces existe x E X que es un beat point . Supong­
amos por ejemplo que es un down beat poi11t y sea y E X el punto cubierto por x . 
Definimos r : X ---t X - Ox como r(x 9) = y9 . Debernos ver que r está bien definido 
y es continuo. Notemos que el mapa z E X r-+ z9 E X es un automorfismo de X con 
inversa z r-+ zY-

1
, para todo g E G. Si yY = x h para alguna elección de h, g E G, entonces 

y91i,- i = x , por lo que y::; x = ygh _,, y del lema anterior y= y91i, - i . Así, yh = y9 = xh , 

contradiciendo que actuar por h es un automorfismo. Esto prueba que r está bien definida. 
Además es claro que preserva el orden y que si ·i, : X - O~, -7 X es la inclusión , e11tonces 
ir ::; idx. Como ri = idx-ox, se t iene que ir '::::'.e idx rel X - Ox por la proposición 
1.3 .1. D 

D efinición 1.3 .5 . Un G-core de un G-poset es un core del poset que es G-invariante. 

Del lema anterior , todo G-poset posee un G-core. 

Proposición 1.3.6. Todo G-poset cont ráctil posee un punto fijo. 

Demostración. Si X es un G-poset contráctil , entonces existe un G-core. Como todos 
los cores son isomorfos y X es contráctil , este core equivariante <lebe consistir <le un solo 
punto, y tal punto tiene que ser un punto fij o de la acción. D 

Proposición 1.3. 7. Sean X e Y dos G-posets y sea f : X -7 Y un G-morfismo. Si f es 
una equivalencia homotópica, entonces es una G-equivalencia. 

Demostra.ción. De la proposición anterior , existen Xc y Ye dos G-cores de X e Y re­
spectivamente. Sean ix : X ,, -7 X , ·i y : Y,, ---t Y las inclusiones y rx : X -7 X ,, , 
ry : Y -7 Ye los retracto por deformación fuerte equivariantes. Entonces ry f'ix : X e -7 Ye 
es un G-morfismo que es una equivalencia homotópica. Como son espacios minimales , 
es un isomorfismo y es G-equivariante . En particular, es una G-equivalencia. Luego 
f = iy(ry fix )rx es composición de G-equivalencias y de la proposición 1.3.2, resulta un a 
G-equivalencia . D 

Observación 1.3 .8 . Notar que en la proposición anterior pedimos que f fuese un G­
morfismo. En general, si X e Y son dos G-posets homotópicamente equivalentes, puede 
que no sean G-equivalentes. Ver por ejemplo [6, Remark 8.1. 7]. 
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D efinición 1.3.9. Sea X un G-poset . Si x E X es un beat point , decimos que hay 

G-colapso elemental fuerte de X a X - Ox y notamos X '\,'v,: X - Ox. Decimos que X 
G-colapsa fuertemente a un subespacio Y si existe una serie de G-colapsos elementales 

fuer tes que comienzan en X y terminan en Y. En este caso notarnos X '\,'f Y . 

Proposición 1.3.10. Sea X un G-poset y sea Y e X un subespacio G-equivariante. Son 
equivalentes: 

l. X '\,'f y 

2. Y e X un retracto por deformación fuerte equivariante . 

3. Y C X es un retracto por deformación fuerte . 

Demostración. De la demostración del lema 1.3.4, todo G-colapso elemental fuerte induce 

un retracto por deformación fuerte equivariante . Luego si X '\,'f Y , componiendo los 
colapsos elementales intermedios , llegamos a que Y es un retracto por deformación fuerte 
equivariante de X . 

La tercera claramente es implicada por la segunda, por lo que solo resta probar que 

si Y e X es un retracto por deformación fuerte entonces X'\,'{} Y. Si x E X - Y es un 

beat point, entonces Ox n Y = 0 pues Y es G-invariante, por lo que X '\,'{!,," X - Ox e 

Y e X - 0 3: . Por inducción, X - 0.7; '\,'fj Y , y por lo tanto X '\,'f Y. O 

Ahora veremos la noción de t ipo homotópico simple equivariante para posets . 

D efinición 1.3.11. Sea X un G-poset. Si x E X es un weak point, entonces x9 es un weak 
point para todo g E G. Decimos entonces que hay un G-colapso elemental ele X a X - Ox 

y lo notamos X 'f' X - Ox. Observemos que X - Ox es G-invariante. Decimos que X 
G-colapsa a un subespacio Y si existe una serie de G-colapsos elementales que comienzan 

en X y terminan en Y. Lo denotamos X~: Y , y en tal caso Y resulta G-invariante. 
Decimos que X es G-colapsable si X G-colapsa a un punto. De manera análoga se definen 
G-expansiones elementales y G-expansione . Decimos que X e Y son dos G-posets con 

el mismo tipo homotópico simple equivariante, y notamos X l'f Y , si existe una serie de 
G-colapsos y G-expansiones que comienzan en X y t erminan en Y . 

Obser vación 1.3 .12. Todo G-colapso fuerte es un G-colapso , y todo G-colapso es un 
colapso (en el sentido clásico de la definición para posets) . De la proposición 1.3.10, X 
colapsa fuertemente a un subespacio G-invariante Y si y solo si Y e X es un retracto 
por deformación fuerte, si y solo si X G-colapsa fuertemente a Y. En particular , X es 
contráctil si y solo si es fuertemente colapsable, si y solo si es G-fuertemente colapsable . 
Sin embargo, esto no vale en general para G-colapsos (ver [6, Example .3.3]) 

Proposición 1.3 .13. Sea X un G-poset tal que .X '\.'f Y para un subespacio invariante 
Y . Entonces X / G '\,'\, Y/ G y .xG '\,'\, y G. En particular , si X es contráctil entonces X / G 
y XG lo son . 
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Demostración. Basta ver el caso en que Y = X - Ox, con x E X un beat point. Sin 
pérdida de generalidad , supongamos que x es un down beat point y sea y E X el punto 
que está cubierto por x. Así, en el cociente, y < x, y si z ::; x entonces existe g E G tal 
que zD ::; x, por lo que z = z9 ::; y9 = y. En consecuencia, x es un down beat point de 
X / G y tenemos un colapso fuerte de X / G a Y/G = X /G - x. 

Si x no queda fijo por G, entonces y e = xe y no hay más nada que decir. En caso 
contrario, X E xe y afirmo que y E xe. Si g E G, entonces y9 ::; x9 = X implica que 
y9 ::; y , y por el lema 1.3.3 deducimos que y9 = y . Luego X cubre a y en x e y por lo 
tanto X e colapsa fu ertemente a X e - X = y e . 

La últ ima parte sale de considerar Y = { *} . O 

De lo anterior , podemos deducir algo un poco más general para los O-colapsos , pero 
solo para el poset de los puntos fij os. P arn el cociente en general no será cierto. 

Proposición 1.3.14. Si un G-poset X G-colapsa a un subespacio Y , entonces x e colapsa 
a ye . En particular , si X es G-colapsable entonces x e es colapsable. 

Demostración. Solo basta ver el caso en que Y = X - Oc con x E X un weak point . Por 
definición , su link e; es contráctil. Si X no es un punto fijo, entonces xe = y e y listo . 
Supongamos entonces que X E xe es un punto fijo . Entonces e; es O-invariante y así 

e;ª = (C?j-)e. Este último es contráctil por la proposición anterior, de lo que resulta que 
X E x e es un weak point . Por lo tanto x e \, xe - X= (X - x)e =ye, o 

Para el cociente no vale en general que si X\,ª Y entonces X / G\, Y/ G. Para un 
contraejemplo ver [6 , Example 8.3.16]. 

De todo lo anterior, obtenemos el siguiente corolario. 

Corolario 1.3.15. Si X e Y son dos G-posets con el mismo t ipo homotópico simple 
equivariante, entonces x e e ye tienen el mismo tipo homotópico simple. 
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Capítulo 2 

Los posets de p-subgrupos de un 
grupo 

Dado un grupo fini to G y un primo p, el poset de p-subgrupos de G consiste de todos los 
p-subgrupos no triviales de G. Lo notaremos Sp(G). Si p divide al orden de G, de los 
teoremas de Sylow, Sp(G) es no vacío y sus elementos maximales son los p-Sylows. En 
caso contrario será vacío y no tiene mucho interés . El complejo K(Sp(G)) fue estudiado 
por primera por Brown en [15], donde prueba, entre otras cosas, que la característica de 
Euler del complejo asociado al poset es congruente a 1 módulo el orden de los p-Sylows . 
Es por eso que en la literatura del tema muchas veces se lo denomina complejo de Brown . 

fas adelante, Quillen en [28] trabaja con el complejo de Brown y describe algunas 
ele sus propiedades. Demuestra que K(Sµ(G)) es homotópicamente equivalente a otro 
complejo simplicial, que a menudo se lo llama complejo de Quillen, que es K(Ap(G)) , donde 
Aµ( G) es el poset de los p-subgrupos elementales abelianos ele G. Luego observa que si G 
tiene un p-subgrupo normal no trivial , entonces K(Sp(G)) es cont ráctil , y conj etura que 
vale la recíproca. Esto dio lugar a la denominada conj etura de Quillen sobre el poset de 
los p-subgrupos. Hasta el momento, la conj etura sigue abierta. En [28] , Quillen demuestra 
algunos casos particulares de la conjetura. Por ejemplo , si Aµ( G) es un poset de altura a lo 
sumo 1, entonces la conjetura es cierta. También prueba el caso que Ges un grupo soluble 
y analiza algunos casos de grupos de t ipo de Lie. Actualmente, el trabajo de Aschbacher 
y Smith [3] es el que más avanzó sobre la conjetura de Quillen, demostrando que es válida 
para p > 5 y G sin componentes unitarias Un(q) con q impar y q = - 1 mod p . 

En este capítulo estudiaremos el t ipo homotópico de Sp( G) desde el punto de vista de 
la teoría de espacios finitos. Si bien hay propiedades homotópicas que se pueden estudiar 
en K(Sp(G)) , obtendremos resultados más fu erte que los que dio Quillen en [28] si vemos 
a dicho poset como un espacio finito con la acción de G. Además, veremos qué otros 
posets de p-subgrupos se pueden formar a partir ele G y cómo se relacionan con Sp( G) 
desde el punto de vista homotópico . Comenzamos en la sección 2.1 con las definiciones y 
resultados básicos sobre los posets Sp(G) y Ap(G), junto con un análisis ele la conjetura 
de Quillen y los avances al respecto. En la ección 2.2 veremos la relación que existe ent re 
Sp(G1 x G2) y Sp(G1) * Sp(G2), para G1 , G2 grupos fini tos , probando que en general no 
son homotópicos como espacios finitos. En la sección 2.3 est udiamos la conexión y simple 
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conexión de Sp( G). Para la conexión, Quillen demostró que es equivalente a la existencia 
de cierto subgrupo en G. Sin embargo , la simple conexión es mucho más compleja de 
abordar. Una descripción casi completa se debe a Aschbacher en [5], donde caracteriza 
los grupos con Sp( G) simplemente conexo módulo una conjetura que está probada en casi 
todos los casos. En la sección 2.4 veremos qué otras construcciones podemos considerar 
en lo que respecta a posets y complejos de p-subgrupos. En est a sección veremos una 
demostración alternativa a la que dieron Thévenaz y Webb en [35] de que JJC(Sp( G)) 1 y 
IJC(Ap(G)) I son G-equivalentes, ut ilizando el concepto de G-colapsos simpliciales. En la 
sección 2.5 probamos el resultado ele Brown sobre la característica de Eulcr ele Sp( G). 
Finalmente, en la sección 2.6 analizamos los espacios de órbitas que surgen naturalmente 
de tener un G-poset X y lo relaciones con una conjetura de P. Webb. 

2.1 La conjetura de Quillen 

Recordemos que Sp( G) denota al poset de p-subgrupos no triviales de un grupo G. A 
continuación definimos el ya mencionado pos et A 11 ( G) . 

Definición 2 .1.1. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Un p-subgrupo no trivial de 
G se dice que es p-elemental abcliano (o un p-toro) si es abeliano y de exponente p. El 
poset de los p-toros de G se nota A71 ( G). 

Observación 2.1.2 . Un p-toro es un grupo isomorfo a Z~ para algún n 2 l. 

En la literatura, al poset Ap(G) se lo denomina "poset ele Quillen" y a JC(Ap(G)) 
"complejo de Quillen" . 

Uno de los primeros resultado en el artículo [28] es que la inclusión de JC(Ap( G)) en 
JC(Sp(G)) induce una equivalencil1. homotópica. A nivel de espacios finitos a priori solo 
significa que la inclusión de Ap( G) en Sp( G) es una equivalencia débil. Más adelante 
veremos que en realidad hay una relación más fuerte entre estos dos posets . 

Proposición 2.1.3. (Quillen) La inclusión i : Ap(G) -+ Sp(G) es una equivalencia débil 
entre espacios finitos. En particular , JC( Ap(G)) y JC(S11 (G)) son homotópicamente equiv­
alentes . 

Demostración. La demostración consiste en utilizar el Quillen's Fiber Theorem (ver [28, 
P roposition 1.6]) que acá lo enunciamos en el teorema 1.2.14. 

Si BE Sp(G) , entonces 

La proposición siguiente muestra que Ap(B) es contráctil. Luego i es unl1. equivalencia 
débil. D 

Proposición 2.1.4. Si P es un p-grupo no trivial, entonces Ap(P ) es contráctil. 

Demostración. Como Pes un p-grupo, su centro es no trivial (ver proposición 1.1.14) y por 
lo tanto este último t iene elementos de orden p (teorema de Cauchy 1.1.10). Consideremos 
N = D1(Z(P)). Como Z(P) es abeliano , N resulta un subgrupo abeliano no trivial de 
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Z(P) generado por elementos ele orden p. Esto nos dice que N tiene exponente p , y por 
lo tanto NE Ap(P) . 

Por otro lado, si A :::; P es elemental abeli ano , el producto AN es un p-subgrupo 
elemental abeliano ele P. Luego tenemos un morfismo f : Ap(P) --+ Ap(P) dado por 
f(A) = AN, que está bien definido y tal que idA p(P):::; f;::: cteN. En consecuencia, Ap(P ) 
es contráctil. D 

Observemos que el grupo G actúa en los p-subgrupos y en particular en los p-toros 
por conjugación. Esto define una G-acción en los posets Ap( G) y Sp( G). En general, 
entenderemos por poset de p-subgrupos ele G a un subposet G-invariante ele Sp ( G), como 
es el caso de Ap ( G). De esta manera, podemos preguntarnos si por ejemplo dos posets de 
p-subgrupos son G-equivalcntes o t ienen el mismo tipo homotópico simple equivariante . 

La siguiente proposición está motivada por lo que dice Barmak en [6 , Corollary 8.4.1], 
aunque el resultado tal como lo enunciamos es más fuerte . 

Proposición 2.1.5. El poset Sp(G) G-colapsa al poset Ap(G). En particular , estos posets 
poseen el mismo tipo homotópico simple equi variante . 

Demostración. Para ello debemos ver que podemos obtener Ap(G) de Sp(G) extrayendo 

órbitas ele weak points. Sea A0 E Sp( G) - Ap( G) ele orden minimal. Entonces ü~:(G) = 
Ap(Ao) pues lo elegimos minimal. De la proposición 2.1.4, este poset es contráctil , y así 

el elemento Ao es un weak point. Luego Sp(G) "!¿• Sp(G) - OAo· Notemos que ningún 
elemento de OA0 es un p-toro, ya que son todos isomorfos a Ao. Sea S1 = Sp(G) - OAw 
Es claro que Aµ( G) C S1 . Si la inclusión es estricta tomarnos A1 E S1 - Ap( G) de orden 
mínimo. De esta rnanera, si B E S1 y B < A1, entonces B es un p-toro ya que A1 era 
ele orden minimal. Recíprocamente, si B < A1 es un p-toro, como Ao no era un p-toro, 
el subgrupo B no podría estar en la órbita <le Ao , por lo que B E S1. Esto nos <lice 

que üi; = Ap(A1) , el cual es contráct il. Luego S1 'fJ• S1 - O Ai = S2 y Ap(G) e 52 . 
Podernos continuar este proceso inductivamente y, por finit ud , para algún n tendremos 

que Sn = Ap(G) . Luego Sp(G) "-..ª Ap(G). D 

Lo siguiente que remarca Quillen en su artículo [28], es que si G posee un p-subgrupo 
normal no trivial, entonces K (Sp(G)) es contráctil. En realidad, vale algo mucho más 
fuerte: el poset Sp( G) resulta contráctil. Esta observación fue hecha por Stong en [32] . 

Proposición 2 .1.6 . (Stong) Si G posee un p-subgrupo normal no trivial, entonces Sp(G) 
es contráctil. 

Demostración. Sea N ~ G un p-subgrupo normal no trivial. Entonces si A es un p­
subgrupo no trivial, tenemos que AJV es un p-subgrupo no trivial. Luego la función 
f : Sp(G) --+ Sp(G) definida por f(A) = AN es un morfismo ele posets que verifica que 
id sp(G):::; f ;::: cteN . En consecuencia, Sp(G) es contráctil. D 

Como la intersección de todos los p-Sylows , que notamos Op(G) , es el p-subgrupo 
normal más grande en G, la hipótesis ele la proposición anterior es equivalente a decir 
que Op( G) > l. Por otro lado, los p-subgrupos normales no triviales son exactamente los 
puntos fijos del poset Sp(G) , y todos el los deben estar incluidos en Op(G) por maximaliclad . 
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Es decir , G tiene un p-subgrupo normal no trivial si y solo si Op( G) > 1, si y solo si Sp( G)º 
es no vacío . 

Recíprocamente, si Sp(G) es contráct il , de la proposición 1.3.13, Sp(G)º es contráctil , 
y en particular no vacío. En defini t iva , vale lo siguiente. 

Teorema 2.1.7. (Stong) El poset Sp(G) es contráctil si y solo si Oµ(G) > l. 

La demostración que dimos de este teorema fue hecha por Stong en [32]. 
Stong muestra en [32] que en general los posets Ap(G) y Sp (G) no son homotópicamente 

equivalentes . Esto lo veremos más adel1tnte en la sección 3. 7 del capítulo 3. Sin embargo, 
prueba que la contractibilidad del poset Ap( G) implica la del Sp( G). 

Proposición 2.1.8. (Stong) Si Ap(G) es contráctil, entonces Sµ(G) es contráctil. 

Demostración. Como Ap( G) es cont ráctil , por la proposición 1. 3. 13, Ap( G)º es contráctil 
y en particular no vacío. Luego existe un p-subgrupo normal no t rivial, es decir , Op( G) > 
l. o 

En realidad, lo que ut ilizamos en el teorema anterior es el hecho de que Ap( G)º es 
no vacío. Como Sµ(G) G-colapsa a Ap(G), de la proposición 1.3. 14, tenemos que Sµ(G)º 
colapsa a Ap( G)º . En partic11l1tr , Sp( G)º es no vacío si y solo si Ap( G)º es no vacío , y 
esto equivale a decir que Sp( G) es cont ráctil. También hay un argumento algebraico para 
esta úl t ima equivalencia: si Sp(G) º es no vacío y tomamos N :S G un p-subgrupo normal 
no t rivial , podemos definir A = 0 1 (Z(N)) :S N , que es un p-suhgrupo no trivi1tl (por la 
proposición 1.1.14 y el teorema de Cauchy 1.1.10) y es normal en G (pues es característico 
en N y éste es normal en G) . Como A E Ap(G) , tenemos que A E Ap(G)º. Como 
Ap(G)º e Sp(G)º, concluimos que Ap(G)º es no vacío si y solo si Sp(G)º es no vacío. 

Con esto tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 2.1.9. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Son equivalentes: 

l. Sp(G) es contráctil 

2. G posee un p-subgrupo normal no trivial 

3. Op(G) > 1 

4. Sp(G) º es no vacío 

5. Ap(G)º es no vacío 

Observación 2 .1.10. Otra cosa que observamos es que t anto Sp(G) como Ap(G) son 
retículos reducidos. Esto es porque si dos elementos están acotados inferiormente, entonces 
existe el ínfimo y es la intersección. Más precisamente, si A, B E Sp(G) o A, B E Ap(G) , 
el ínfimo (si están acotados infcriormente) está dado por A/\ B = A n B y el supremo (si 
están acotados sup eriormente) p or A V B = (A , B ) . 

Además , Ap(G) es un retículo reducido atómico: todo elemento A E Ap(G) es el 
supremo de los minimales que están por debajo de éste, es decir , A = sup{H :S A : IH I = 

p} (ver proposición 1.2.42). 
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La formulación original de la conj etura de Quillen no ut iliza la topología de los posets 
sino de los complejos simpliciales asociados. Por lo visto anteriormente, en t érminos de 
espacios finitos la conjetura de Quillen se puede reformular de la siguiente manera . 

Conjetura 2.1.11. (Qnillen) Si Sp(G) es homotópicamente trivial, entonces es contráctil. 

Esto es falso para espacios finitos eu general. Ver [6, Exarnple 4.2.1 , "The Wallet"] . 
De las equivalencias de la proposición 2.1.9 y razonando por la contrarrecíproca, pode­

mos reescribir la conjetura de la siguiente manera: 

Conjetura 2.1.12. Si Op(G) = 1 entonces Sp(G) no es homotópicarnente trivial. 

En lo que sigue, comentaremos, sin mucho detalle, algunos casos particulares que se 
saben de la conjetura de Quillen 2.1.11 . En general , en vista de 2.1.12, para probar algún 
caso de la conj etura se argumenta por la contrarrecíproca suponiendo que Op ( G) = 1 y 
viendo luego que alguna homología de Sp( G) es no t rivial. Esto a priori es más fuerte 
que la conj etura en sí, ya que estamos viendo que si Sp( G) no es contráctil entonces no es 
homológicamente trivial. 

En su artículo [28], Quillen demuestra primero que la conjetura vale si el poset .Ap(G) 
t iene alt ura a lo sumo l. Nosotros daremos una demostración alternativa utilizando la 
teoría de espacios finitos . 

Proposición 2.1.13. (Quillen) Si .Ap(G) t iene alt ura a lo sumo 1, entonces Sp(G) verifica 
la conj etura . 

Demostración. Como .Ap( G) contráctil implica Sp( G) contráctil , basta con probar que si 
.Ap( G) tiene altura a lo sumo 1 y es homotópicamente t rivial, entonces es contráctil. El 
result ado vale en general para un espacios fini to X de altura a lo sumo l. Supongamos 
entonces que X es un espacio fi nito de altura a lo sumo 1 y homotópicamente trivial. En 
tal caso, el espacio finito X al no tener ciclos y ser conexo, debe ser un árbol , y por lo 
tanto es cont ráctil. O 

Si bien la conj etura de Quillen no est á probada, en lo que sigue comentaremos algunos 
casos en los que sí est á probada . 

El caso soluble 

Quillen prueba en [28] que la conj etura es cierta para los grupos solubles. Daremos a 
continuación una demostración de este hecho, que sigue en general las ideas originales de 
Quillen , pero simplificando algunos de los pasos con demostraciones alt ernativas . 

P ara probar la conj etura para un grupo soluble G, suponemos que Op(G) = 1 y vemos 
que la homología del poset ~J(G) es no nula . Sigui endo a Quillen , lo que haremos es ver 
que si A E .Ap(G) es un p-toro maximal de rangos , entonces Hs-1(.Ap(G)) -=/= O . 

Para ello vamos a necesitar utilizar [28, Theorem 9. 1], junto con algunas definiciones 
previas . 

D efinición 2.1.14. Un poset X se dicen-esférico, o esférico cuando el n está implícito, 
si tiene dimensión n y es ( n - 1 )-conexo . 
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Teorema 2 .1.15 . (/28, Theorem 9.1}) Sea f : X -t Y tm morfismo de posets tal que Y 
es n -esf érico, PJ es (n - h(y) - 1)-esférico y ¡- 1 (Uy) es h(y) -esférico para todo y E Y. 
Entonces X es n -esf érico. Más aún, existe una filtración canónica 

e isomorfismos 

para O ::; q ::; n. 

o= Fn+l e Fn e ... e F- 1 = Hn(X) 

F_if Fo~ Hn(Y) 

Fq / Fq+l ~ EB f:¡n- r¡- 1(F~/ ) © f:Jq(f - 1(Uy)) 
y:h(y)=q 

Observemos que de la condición ele esfericidad de los posets involucrados , todas las 
homologías que aparecen son grupos abelianos libres (posiblemente t rivi ales) , y por lo 
tanto hay un isomorfismo (no canónico) 

Hn(X) ~ Hn(Y) Efl EB Hn- h(y)-q(F{) © Hh(y)(f-1(Uy)) (2.1) 
y EY 

Para demostrar este teorema, Quillen utiliza cierta sucesión espectral y técnicas que 
recurren a sistemas locales. Aquí daremos una demostración alternativa de este teorema 
utilizando teoría de espacios finitos , pero sin exhibir la filtración : simplemente vemos el 
isomorfismo 2.1, que es todo lo que necesitaremos 

Daremos algunos resultados previos siguiendo las ideas de Barmak en [7]. 

D e finic ión 2.1.16 . Un espacio topológico X se dice n-conexo , con n 2 - 1 si para cada 
x E X , los grupo n.¡(X, x ) son triviales para todo O::; i::; n. 

Observación 2 .1.1 7. Por convención , - 1-conexo quiere decir que el espacio es no vacío. 
Por Hurewicz, si n 2 1, un espacio X es n-conexo si y solo si es simplemente conexo y 
Hi(X ) =O para todo O::; ·i::; n. 

D efin ición 2.1.18 . Un par topológico (X , A) es n-conexo si ni(X A) 
O ::; i ::; n. 

O para todo 

D efinición 2 .1.19. Una función continua entre espacios topológicos f : X -t Y se dice 
que es una n-equivalencia, con n 2 O, si para todo .1: E X , el morfismo inducido f * 
n.¡(X , x) -t 1ri(Y , f(x)) es un isomorfismo para O::; i < n y un epimorfismo para i = n. 

Observación 2 .1.20. Notar que (X, A) es n-conexo si y solo si la inclusión i : A Y X es 
una n-equivalencia. 

Observación 2 .1.21. Podríamos definir de manera análoga unan-equivalencia homológica, 
y llamar n-equivalencia homotópica a la dacia en la definición. Notar que por el teorema 
de Hurewicz para pares topológicos, una f : X -t Y es una n-equivalencia si y solo si el 
par (Mf, X) es n-conexo (donde M¡ es el cilindro ele J). Lo mismo vale para el cilindro 
no-Hausdorff en espacios finitos. 
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Lema 2. 1. 22. Sean n y m dos enteros no negativos. Consideremos un poset finito X y 
un elemento x E X tal que Üx es (n - 1)-conexo y f -r; es (m - 1)-conexo. Entonces la 
inclusión X - x Y X es una (n + m + 1)-equivalencia . 

Demostración. Pasando por los complejos simpliciales asociados a cada espacio finito que 
aparece, podemos utilizar los teoremas clásicos de topología algebraica . 

El link de x, 
Lk(x) = Ü-r; * Fx 

es (n+m+ l - 1) = (n + m) -conexo por [26 , Lemma 2.3]. Así, el par (St(x ) , Lk(x) ) resulta 
(n + m + 1)-conexo por la sucesión exacta larga ele los grnpos de homotopía . 

Suponiendo sin pérdida de generalidad que X es conexo, el par (X - x, Lk(x)) es 0-
conexo . Es decir , Lk(x) interseca a todo componente de X - x. Para ver esto, tomemos 
y E X -x y veamos que e:;tá conectado con algún vértice de Lk(x). Como y está conectado 
con x en X , existen puntos xo, x i, . . . , Xn E X tales que xo =y, Xn = x, Xi # Xi.+1 y son 
comprables para todo 'i , y Xi# x si 'Í # n . En particular , Xn- l E Lk(x) e y está conectado 
con Xn-1 en X - x . 

Aplicando escisión homotópica con X= St(x) U (X - x) y St(x) n (X - x) = Lk(x), 
como (St(x), Lk(x)) es (n + m + 1)-conexo y (X - x, Lk(x)) es O-conexo, la inclusión 
i : (St(x), Lk(x)) '--7 (X, X - x) es una (n + m, + 1)-equivalencia (ver [18, Theorem 4.23]) . 
Por lo tanto X - x Y X es una (n + m + 1)-equivalencia. O 

Teorema 2.1.23. Si f : X ---+ Y es un morfismo de posets de manera que para cierto 
n 2: O, se tiene que fr?; es (n - h(y ) - l )-esférico y ¡- 1(Uy) es h(y)-esférico para cada 
y E Y, entonces f es unan-equivalencia . 

Demostración. Sea B(f) el cilindro no-Hausdorff de f. Sean i : X Y B(J) y j : Y Y B(f) 
las inclusiones . Sabemos que j es una equivalencia homotópica entre poscts (ver [8], [6]) 
y que i ~ .J f. Luego para ver que f es una n-equivalencia, basta con probar que i lo es . 
Sea {y1 , .. . , ym} una extensión lineal de Y. Es decir, si Yi::::; Yj entonces 'Í::::; j. Para 
cada O ::::; r ::::; m , consideremos el poset X r =X U {Yr+1, Yr+2: ... , Ym}· Así, Xo = B(f ) y 
X m = X. Veamos que la inclusión X r+l Y X ,. es unan-equivalencia para todo r . Para 
ello notemos que 

u;• ={a E X r : a< Yr} = ¡- 1(Uy) 
· x . ·y 

Fy,.' = {a E Xr : a > Yr} = Fy .. 

Del lema anterior , la inclusión X r+ l '--7 X,. es una (n-h (y)- l + h(y) + 1 = n)-cquivalencia . 
Componiendo todas las inclusiones, deducimos que i : X '--7 B(f) es una n-equivalencia . 

o 

Observación 2.1.24 . De las hipótesis del teorema se deduce que tanto Y como X son 
posets de dimensión n y que todos sus elementos maximales tienen la misma altura . 

Ahora veamos cómo probar el isomorfismo 2.1 utilizando la teoría de espacios finitos . 

Teorema 2 .1.25 . En las condiciones del teorema 2.1 .15, se tiene un isomorfismo (no 
canónico) 

Íin(X ) ~ Íin(Y) EB Íin-h(y)-i(F:) 0 fh (y) (f- 1 (Uy)) 
y E Y 
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Demostración. Siguiendo la notación de la demostración del teorema 2.1.23, tomemos un 
y = Yr. Observemos que 

- . -1 Fy * j (Uy) = Lkx,._ 1 (y ) 

811 dimensi ón es 

dim Lkx,._1 (y )= dim Fy + clim ¡-1 (Uy )+ 1 = n - h(y) - 1 + h(y)+ 1 = n 

y de [26] tenemos una fórmula para la homología del join 

- - - - 1 
Hn(Lkx ,._ 1 (y))= Hn(Fy * f (Uy)) 

L iii(F,1) 0 iI.1u-1 (Uy)) + L Tor(Hi(F11 ), iih.(f - 1 (Uy) ) 
i+j=n-1 i+j=n-2 

La última igualdad proviene ele la hipótesis de esfericidad de Fy y ele ¡- 1 (Uy) · Esta 
condición también nos dice que Lkx,._1 (y) es ( n - 1 )-conexo (ver [26]), es decir , es esférico . 

Por otro lado, notemos que clim X i = n + 1 para i < m . Esto es porque una cadena 
maximal en X.i es de la forma 

donde yk es un elemento maximal de Y y Xr es maximal en ¡- 1 (U yo). Como este poset 
t ienen dimensión h(yº) , concluimos que r = h(yº) . Por otro lado, :1;° < y1 < .. . < yk es 
una cadena maximal en FJi , que tiene dimensión n - h(yº) , por lo que k = n - h(yº). 
Luego esta cadena tiene longitud r + k + 1 = n + 1. 

Escribamos Lr = Lkx,._ 1 (Yr) · Utilizando Mayer-Vietoris para X r-1 = X r U Stx,._ 1 (y) 
y observando que 

L,. = Lkx,._1 (y) = X r n Stx,._ 1 (y) 

obtenemos una sucesión exacta larga 

--+ Íin(Xr) EB Hn(Stx,._ 1 (y))--+ Hn(X r-1) --+ Hn-1 (L,. ) --+ 

--+ Hn-1(X1. ) EB Íin-1(Stx,._ 1 (y))--+ Hn-1(Xr_ i) --+ .. . 

donde el primer cero es porque dim Lr = n . Como este link es (n - 1)-conexo y el star 
Stx,._1 (y ) es contráctil, la cola ele la sucesión nos queda 

Luego para todo T existen inclusiones Hn+1(X r) e Hn+1(Xr-1 ). Tomando r = 1 y 
componiendo estas inclusiones , tenemos que 
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para todo O S: i S: r . Esto nos da una sucesión exacta corta (SEC) : 

Para r = 1 tenemos la sucesión 

donde usamos que Xo = B(f) ~Y. Como las puntas son libres, deducimos que ÍI,,(X1) 
es libre y que la SEC se parte. Suponiendo que iin(X,._1) es libre, como Íin(Lr) es libre 
por ser L ,. de dimensión n, vemos que Íin (X r) es libre. Por lo tanto, todas las SEC se 
parten 

e inductivamente llegamos a que 

r yE Y 

D 

En la demostración del caso soluble, Quillen se reduce a un producto semidirecto LA, 
donde Les un p1-grupo soluble y A es un p-toro que actúa fielmente en L. Como veremos 
a continuación, que la acción sea fi el es equivalente a que Op(LA) = l. Recordemos que 
un p1 -grupo es un grupo cuyo orden es coprimo con p . 

Lema 2 .1.26. Si A es un p-grupo y L es un p'-grupo de manera que A actúa por auto­
morfismos en L , entonces CA(L) = Op(LA) . 

Demostración. Probemos las dos contenciones. Como CA(L) es un p-subgrupo normal en 
A y está contenido en el normalizador ele L , concluimos que es un p-subgrupo normal de 
LA. Luego CA(L) S: Op(LA) . 

Recíprocamente, veamos que Op(LA) S: CA (L). Corno A es un p-Sylow de LA, tenernos 
que Op (LA) S: A. Además , Op(LA) y L son dos subgrupos normales de LA de órdenes 
coprimos. En particular , su intersección es trivial , y esto nos dice que Op(LA) S: CLA(L) . 
Intersecando a ambos lados con A , deducimos qne 

D 

Nuestro objetivo ahora es probar el siguiente resultado . 

Te orema 2.1.27. Supongamos que L es un p1 -grupo soluble y que A es un p-toro de rango 
s 2': O que actúa por automorfismos en L. Si la acción es fi el, entonces Íis - 1 ( A p (LA)) =I O . 

Observación 2.1.28 . En el casos= O del teorema anterior tendríamos que A es el grupo 
trivial , y así A p(LA) = 0 y Íf_1(Ap(LA)) = Z. Luego podernos suponer que s > O . 
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Antes de probar este teorema, veamos cómo reducir la prueba de la conjetura de Quillen 
2. 1. 11 para un grupo soluble Gal caso de un grupo de la forma LA como indica el teorema 
2.1.2 7. Seguimos las ideas de [28, Theorem 12 .1]. 

Teorema 2.1.29. Sea G 'Un grnpo soluble y p un primo. Si Op(G) = 1 y A es un p -toro 

maximal de rango s, entonces Í!~-1(Ap(G)) #- O. En part iC'Ulat, lo, conjetura vale para 
grupos solubles. 

DemostraC'ión. En el caso de que p no divida al orden de G razonamos de la misma manera 
que en la observación 2. 1.28. Luego podemos suponer que p divide al orden de G . 

Sea A un p-toro maximal de rangos > O. Sea L = Op1(G). Como Les normal en G, 
A actúa por conjugación en L . Aplicando el lema ele Hall-Higman (ver teorema 1.1.28), 
tenemos que Cc( L) :S L. Luego CA( L ) =A n Cc( L ) :S A n L = 1 puesto que son grupos 
ele órdenes coprimos. Esto nos dice que la acción de A en L es fiel , y por lo tanto el 
subgrupo LA :S G está en las condi ciones del teorema 2.1.27. Luego Íls-J (A p(LA)) #- O. 

P ara concluir con la demostración , veamos que 1Ís- 1(A p(LA)) e Íls- 1(A p(G)). Sean 
X= A p(G) , Y= A p(LA) y Z el subposet de.A p(G) ele los p-toros que están contenidos 
en algún p-toro que no está en A p(LA ). l\/Iás precisamente , si 

1 ={H E Ap(G): ma..,ximal y H ~ A p(LA)} 

entonces 

Z = LJ A p(H ) 
H E! 

En par ticular , tanto Y como Z son abier tos. Veamos que si B E Y n Z entonces B tiene 
rango < s. Sea C un p-toro maximal que contiene a B y que no está en Y . Entonces 
B < C. Como A es un p-Sylow, existe x E LA tal que x-1 B x :S A. Si fuese x- 1 Bx = A , 
tendríamos que B es maximal, lo cual contradice B < C . Luego x- 1 B x < A y así 
rp(B) < s. Esto nos dice que Y n Z t iene dimensión < s - l. Utilizando Mayer-Vietoris 
para este cubrimiento, tenemos una sucesión exacta 

y como Íls- 1(Y n Z) = O, deducimos que Hs-1 (Y) C Íis-1(X) , y en particular es no 
trivial. O 

Observación 2.1.30. Otro argumento para probar que Íis-1(A p(LA)) e Íis_ 1(A p(G)) 
puede encontrarse en [30] y es el siguiente. Como tenemos una inclusión A p(LA) e A p(G), 
basta ver que un ciclo no trivial zen IÍs-1(Ap(LA )) es no trivial en Íls-i(Ap(G)). Por 
dimensión, z es la suma ele cadenas ele la forma Ao < A1 < ... < As , donde As es 
conjugado ele A en LA. Si fuese un borde, es decir , trivial en Íis_ 1(A ,i(G)), la cadena 
anterior Ao < Al < .. . < As tendría que provenir de quitarle un elemento a otra cadena 
más grande. Pero de la maximalidacl de A y como dim As = s, se t iene que dim Ai = i 
para todo i y no existe un BE A p(G) tal que As< B. 

Antes de probar el caso LA, necesitamos una definición . 
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D efinición 2 .1.31. Un poset finito X de dimensión n se dice que es Cohen-Macaulay 
(CM) si se satisfacen las siguientes condiciones: 

• X es n-csférico 

• Üx y Í'.r- son (h(x) - 1)-esférico y (n - h(x) - 1)-esférico respectivarnente para todo 
X E X 

• Fx' n Ú:u es (h( .1;) - h(x') - 2)-esférico para todo .1;
1 < .r, E X 

Proposición 2 .1.32 . Sea f : X -7 Y un morfismo de posets estrictamente creciente . 
Supongamos que Y es CM de dimensión n y que para cada y E Y , los posets ¡- 1 (U~') 

y fr{ son CM de dimensión h(y) y (n - h(y) - 1) respectivamente. Entonces X CM de 
dimensión n . 

La demostración de esta proposición es bastante básica y utiliza repetidas veces el 
teorema 2.1.15 , por lo que la omitiremos. El lector puede consultar [28 , Corollary 9.7] 
para los detalles . 

Por último, veamos un lema algebraico que nos será de gran utilidad en la demostración 
del teorema 2.1.27 

Lem a 2 .1.33 . Si A es un p- toro y L es uu p'-grupo cou una A-acción, entonces CA(L) = 
{x E Z (LA ): xP = l} = D1(Z(LA)) . 

Demostración. Veamos las dos inclusiones. Si x E Z (LA) y xP = 1, por ser A un p-Sylow 
de LA, existe un y E LA tal que xY E A. Como x es central , x = xY E A. Además 
conmuta con todos los elementos de L , por lo que x E CA(L) . 

Recíprocamente, si x E CA( L ) entonces xP = 1 y conmuta con todo elemento de L. 
Como además conmuta con todo elemento de A, concluimos que x E Z(LA) . O 

Demostración del Teorema 2.1. 27. Siguiendo a Quillen , demostraremos que Ap(LA) es un 
poset Cohen-Macaulay, independientemente si la acción es fiel o no. La idea ele pasar por 
esta propiedad, es que podemos aplicar el teorema 2.1.15 a un cierto morfismo para deducir 
que Hs- 1(Ap(LA) ) =/=O . 

Como L es un p'-grupo soluble, existe una cadena de subgrupos característicos 

L = Lo ::::> L1 ::::> ... ::::> L,. = 1 (2 .2) 

de manera que los cocientes sucesivos son abelianos. Procedemos a probar por inducción en 
el orden de LA (asumiendo el caso L abcliano) que A p(LA) es Cl\11 de dimensión n = s- 1, 
y que si adernás la acción es fiel, entonces IÍs- 1(Ap(LA)) =/= O . 

Supongamos que Les un p'-grupo soluble no abeliano . De la descomposición 2.2, existe 
H un subgrupo propio no t rivial característico en L. De esta manera, H es A-invariante . 
Es fácil chequear que la aplicación 

'P: LA/ H -7 (L / H) A 

la f-------t Ia 
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es un isomorfismo. Como (L/ H ) es un p1-grupo soluble de orden menor al de L, podemos 
aplicar la hipótesis inductiva. 

Ahora notemos que la proyección al cociente 7f : LA --+ LA/ H ~ (L/ H)A induce un 
morfismo de posets 7f: Ap(LA)--+ Ap(LA/ H ). Más aún , si E E Ap(LA) , entonces 

7r(B) = B / H = HB / H ~ B / H n B ~E 

puesto que H y E son grupos de órdenes coprimos. Esto nos dice que 7f preserva la altura 
de los elementos del poset y en particular es estrictamente creciente. 

Veamos que A p(LA) es CM. La idea es usar la proposición 2.1.32. De la hipótesis 
inductiva, el poset Y= Ap(LA/ H) es CM de dimensión n. Basta ver que 1f-

1(Uj{) es CM 
de dimensión h(B ). Observemos que 

7r- 1(Uj{) ={CE A p(LA): 7rC :S E}= A p(7r- 1 (B )) 

Tenemos una sucesión exacta corta 

1 --+ H --+ 7r - 1(B) --+ E --+ 1 

y sabemos que H es un p'-grupo soluble y B es un p-toro. Podemos apli car el teorema 
ele Schur- Zassenhaus 1.1.26 para deducir que 7r-1(B) = H C donde Ces un complemento 
de H. Más aún , E = 7f-

1(B) / H ~ C . Aplicando la hipótesis inductiva a este grupo , 
deducimos que 1f-

1(Uj;) = A p(7r- 1(B)) CM de dimensión h(B ). Por lo tanto A p( LA) es 
CM ele dimensión n. 

Asumiendo que la acción de A en L es fiel, es decir , que CA (L) = 1, veamos que 
Hs-1(A p(LA))-::/= O. Del lema 2.1.33 , CA(L) = 01(Z(LA)) son los elementos centrales ele 
orden 1 o p. 

Sea B = 0 1 (Z( LA/ H) y sea m = h(B). Veamos que 

a) 01(Z(7r-1(B ))) = Cn(7r-1(B )) = 1, es decir , la acción de B en H es fiel. 

b) Hn-m-1 (F;p(LA/I-1))-::/= O 

Una vez probado esto, por hipótesis inductiva en 7f-l (E) y por a) tendremos que 
Hm(Ap(7r-1(B) ))-::/= O. Del teorema 2.1.15 , usando b) , deducimos que Hn(A p(L A))-::/= O. 

a) Escribamos 1f-
1(B) = HC con C ~ 1f-

1 (B)/H = B = 0 1 (Z(LA/ H )) . Del lema 
2.1.33 , 01(Z(7r-1(B))) = Cc(H) :S C. Sea b E Cc(H). Entonces b E 0 1(Z( LA/ H )) ~ 
Cr1 (L / H ), donde el iso es arla. Luego b = a para cierto a E A. Existe h E H tal que 
b = ha. Entonces a = h-1b E H C y en particular , [a, b] = 1 por ser b central. Como 
hP = (ba- 1)P = 1, vemos que h = l. Esto prueba que fh(Z(7r- 1 (B )):::; A. 

Veamos ahora que 01(Z(7r-1(B ))) :::; CA(L ). Sean l E L y b E 0 1(Z(7r-1(B ))) y 
probemos que [b, l] = l. Como b E 0 1(Z(LA/H )), 

[b, Z] = [b, IJ = I 

por lo que existe h E H tal que h = [b , l] = blb- 1z-1 . Sea e = lb- 11- 1. Entonces 
e= b- 1h = hb- 1 por ser b central. Como e es un conjugado de b-1, 

y así h =l. 
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b) Como E es un subgrupo característico de LA/ H, en particular es normal y se tiene un 
isomorfismo entre posets 

F:µ(LA / H) ={CE Ap(LA/H): E< C} = Ap((LA/H) / B) 

como consecuencia del teorema de correspondencia. Del isomorfismo 2.3, 

(LA/ H )/ B '.::::'. ((L / H )A) / CA(L/ H ) ~ (L / H )(A/CA(L/ H)) = L'A' 

donde L' = L/ H es un p'-grupo con una acción fiel de A'= A / CA(L/H ). Notar que 
IA' I = IA l/ ICA(L/ H )I = pn+l / pm 1 = pn- m Por hipótesis inductiva, 

Hn-m-1(F:µ(LA/ H)) = Hn-m-1(A p(L'A')) =/= Ü 

Para el caso de L abeliano los argumentos son puramente algebraicos y repiten las 
ideas expuestas. El lector puede seguir esta parte de la demostración en [28 , Theorem 
11.2]. D 

Otros casos demostrados por Quillen y el caso p-soluble 

Qui11en en [28] demuestra otros casos de su conjetura 2.1. 11 además del caso soluble. Entre 
ellos está el ya mencionado caso en que Ap(G) tiene altura a lo sumo 1 (ver proposición 
2.1.13). Los otros dos casos que prueba tienen que ver con grupos simples y requieren 
otras herramientas que no veremos aquí . 

De la clasificación de grupos finitos simples, un grupo simple no abeliano puede ser un 
grupo alterno An ( n ~ 5), un grupo de tipo de Lie o uno de los 26 grupos esporádicos . 

Teorema 2.1.34. (/28, Theorem 3.1)) Si G es un grupo de tipo de Lie en (la misma) 
característica p , entonces vale la conjetura 2.1.11 . 

Precisamente, lo que dice [28, Theorem 3.1] es que el complejo simplicial K(Ap(G)) es 
homotópicamente equivalente al huilding T asociado a tal grupo (en el sentido de Tits, 
ver [34]). En consecuencia, K(Ap(G)) t iene el mismo t ipo homotópico que un wedge de 
esferas de dimensión l - 1, donde l es cierto invariante del building T. 

En general, el complejo simplicial T tiene dimensión más chica que K( A p(G)), y por 
lo tanto, a diferencia del caso soluble, en general no sucede que la homología de grado 
r , con r = h(Ap(G)) sea no trivial. Los grupos G que verifica que Hr(A p(G)) =/= O con 
r = h( A p ( G)) se dicen que satisfacen la Quillen Dimension Property para p, y se abrevia 
(QD)v (definición introducida por Aschbacher y Smith). Por ejemplo , en el caso de G 
soluble vimos que G satisface (QD)p· Es claro que (QD)p implica la conjetura, pero no 
todos los grupos que satisfacen la conjetura verifican (QD)v · Un ejemplo de esto son los 
grupos como en el teorema anterior. 

El otro caso que demuestra Quillen es cuando G = GLn(q) con q = 1 mod p. De 
hecho, la validez de la conjetura para estos grupos está implícita en la demostración del 
siguiente teorema . 

Teorema 2.1. 35 . (/28, Theorem 12.4)) Av(GLn(q)) es Cohen-Macaulay de dimensión 
n - l. 
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El entendimiento de las demostraciones de estos dos teoremas requiere de un desarrollo 
básico sobre buildings y de grupos de tipo de Lie, lo cual escapa a los objetivos de este 
t rabajo. El lector puede consultar los artículos [28] y [34] para obtener definiciones más 
precisas y ver las demostraciones correspondiente . . 

Por otro lado , en [28 , Problem 12.3], Quillen propone ver que el teorema 2.1.27 es válido 
si suponemos solamente que L es un p' -grupo con una acción fiel de A. De esta manera, 
la demostración del teorema 2.1.29 sigue siendo válida si restringimos nuestras hipótesis 
a G p-soluble, ya que se basa principalmente en la aplicación del lema de Hall-Higman 
(ver teorema 1.1.28) que vale para grupos p-solubles . Sin embargo , la demostración del 
caso LA para L un p1-grupo con la acción fiel ele un p-toro A, no es tan simple. Las 
demostraciones que hemos encontrado al respecto (ver [30] o [16]) utilizan eu un momento 
la CGSF para descartar casos. 

La demostración del caso p-soluble que presenta Smith en [30] se puede resumir de 
la siguiente manera. Vía la reducción que propone Quillen, basta con probar el teorema 
2.1.27 cuando L es solo un p'-grupo . Es decir , si A es un p-toro que actúa fielmente en L 
por automorfismos, entonces Hs-1 (Aµ(LA)) # O, donde s 2'. O es el rango de A. De esta 
manera, tomamos L que sea un p' -grupo minimal respecto a tener una A-acción fiel. Vía 
argumentos básicos de teoría de grupos, se puede deducir que L = F*(L ), donde F *( L ) 
es el subgrupo de Fitting generalizado de L. A partir de esto, la idea es construirse un 
subgrupo Lo :::; L que sea soluble y tal qne A act(rn en Lo ele manera fi el. Por minimaliclacl 
de L , debe ser que Lo = L y así se puede aplicar lo que ya está demostrado en el teorema 
2.1.27. La construcción de tal subgrupo Lo se obtiene a partir del producto del subgrupo de 
Fitting F(L) con otros subgrupos T; que verifican determinadas condiciones. P ara probar 
que tal subgrupo Lo posee una A-acción fiel, Smith utiliza la clasificación ele grupos simples 
finito . 

Smith en [30] presenta una demostración distinta del caso LA con L soluble. Se toma 
nuevamente nn L qne sea minimal respecto a ten r nna A-acción fiel y a part ir de esto , 
realizando una serie ele reducciones , se construye un producto central de s-subgrupos que 
representan O-esferas. El producto central de gr 1pos se traduce en el join de los complejos 
asociados. Como un join des O-esferas pasa a ser unas - 1-esfera dentro de K(Ap(LA)), 
obtenemos un elemento no trivial de Hs-1(Aµ( LA) ). 

Estos argumentos que aparecen en [30] son debidos a Alperin , aunque no están publi­
cados oficialmente. 

Por otro lado, la demostración de Díaz Ramos en [16] del caso p-soluble, si bien ut iliza 
la CGSF para descartar casos, se basa en las siguientes reducciones. Al igual que Alperin , 
se reduce al caso LA con L un p'-grupo con una A-acción fiel. Vía [16 , Theorem 5.6], se 
reduce al caso en que K = B x Ses el producto directo de un p1-grupo abeli ano B por un 
p'-grupo S que es el producto directo ele grupos simples no abelianos. Luego utilizando [16, 
Theorem 5.3] y la CGSF, deduce [16 , Theor m 5.2]. A partir de este resultado demuest ra 
el caso LA con L un p'-grupo viendo que cierto ubgrupo ele la homología de grado s - 1, 
donde IAI = P8

, con coeficientes en un grupo cíclico Zr1, es no trivial. Concluye así que 
Hs- 1(Ap(LA)) =f- O. 

Por último, remarcamos que tanto la demostración de Alperin como la de Díaz Ramos 
del caso p-solubl e, se basan en probar (QD)p para un grupo Ges p-solub le con Oµ(G) =l. 

Ot ra demostración del caso p-soluble se puede encontrar en el artícu lo de Aschbacher 
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y Smith [3] . 

E l resultado más general de la conjetura 

A partir del artículo [28], ha habido graneles avances sobre la conjetura 2.1.11. Además ele 
los casos demostrados por Quillen y el caso p-soluble, en este apartado veremos qué otros 
resultados se obtuvieron . 

En [19], Hawkes e Isaacs demostraron la siguiente equivalencia, con técnicas algebraicas 
y combinatorias . 

Teorema 2.1.36. (Hawkes-Isaacs, {19, Theorem Aj) Si G es p-soluble con p-Sylows 
abelianos, entonces Oµ(G) > 1 si y solo si x(Sp (G)) = l. 

Si Oµ ( G) > 1 entonces la característica ele Euler es 1 porque el pos et Sµ ( G) es 
contráctil. Luego hay que ver que si Oµ(G) = 1 entonces x(Sµ(G)) i- l. Lo primero 
que hacen Hawkes e Isaacs es reducirse al caso LA con L un p'-grupo y A abeliano . 
Supongamos que OJJ( G) = 1 y sea L = 0 1y1 ( G). Si G = G / L y A = LA/ L , entonces 
Oµ(G) :::; A por ser A un p-Sylow de G. Ahora, G es p-soluble y Oµ'(G) = 1, por lo 
que del lema de Hall-Higman (ver teorema 1.1.28) tenemos que Ca(Op(G)). Como A es 
abeliano , en particular centraliza a Oµ(G) y por lo tanto tiene que ser que Oµ(G) =A . 
Esto nos dice que A es normal en G, y así LA es normal en G. Como A es un p-Sylow, 
obtenemos que Sp(LA) = S¡i(G). Además, ele la condición Op(G) = 1 se sigue que 
Oµ(LA) = l. De hecho, lo que se puede hacer es suponer que A es elemental abeliano , ya 
que Sµ (LA) ;:::j Aµ(LA) = Sµ(LD1(A)) y Oµ(LD1(A)) = l. A partir ele esto, trabajando 

w 
con la función de Mi:ibius de un poset , Hawkes e Isaacs demuestran que la característica 
de Euler es no trivial. 

En [30], Smith presenta una demostración diferente de este teorema, recurriendo nue­
vamente a un argumento de Alperin que consiste en la reducción a un caso minimal y 
luego al caso soluble. Como lo que hay que probar aquí es que la característica de Eulcr 
es no trivial, no sirve con ver solamente que se satisface (QD)p · Una vez reducido al caso 
LA, donde Les un p'-grupo, A es (elemental) abeliano y LA es p-soluble con Oµ (LA) = 1, 
lo que hace Alperin es construirse un subgrupo Lo :::; L que sea soluble, A-invariante y 
tal que x(Sp(LA)) = x(Sp(LoA )). De esta manera, del teorema 2.1.27, como A¡i(L0A ) es 
Cohen-:tviacaulay, su característica de Euler es no trivial. 

Por otro lado, lo que Smith remarca en [30], es que, como ya vimos, al fin y al cabo 
si Op(G) = 1 entonces G satisface (QD)p, a excepción del caso de grupos de t ipo de 
Lie en característica p. En particular , el caso de G = GLn(q) con q = 1 mod p en [28, 
Theorem 12.4] que demuestra Quillen también satisface (QD )p· Esta noción de (QD)p 
fue introducida por Aschbacher y Smith en [3] y sirvió de motivación para el análisis de 
la conj etura en casos más generales. Lo que proponen en su análisis de la conjetura, es 
verificar si las componentes del subgrupo generalizado de Fitting F* ( G) verifican ( QD)p, y 
en tal caso utilizar argumento induct ivos. Cuando hay componentes que no lo verifican , se 
deben recurrir a otros métodos no-inductivos. De esta manera, parte del gran trabajo de 
Aschbacher y Smith es probar para qué grupos simples se satisface ( QD)p y para cuáles no . 
En reali dad, lo que consideran son grupos casi simples G: el subgrupo F* ( G) es simple . 
Luego analizan el caso minimal G = LA con L = F * ( G) simple y A :::; Out(L) p-clemental 
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abeliano. Bajo est as hipótesis, los grupos LA que no se sabe si satisfacen (QD)p pueden 
encontrarse en [3, Theorem 3.1] o [30, Theorem 8.2. 15] . La demostración de este teorema 
involucra un profundo estudio de los grupos simples y por lo t anto la ut ilización de la 
CGSF. 

Lo que Smith rema.rea. en [30], es que la mayoría de los grupos de la lista. de excepciones 
de grupos LA que no se sabe si satisfacen (QD)p , no causan problemas en el sentido que 
se puede demostrar la conj etura para tales grupos. Sin embargo, hay una clase de grupos 
en particular que parece evadir todo tipo de análisis y que es por ello que todavía no han 
podido probar la. conj etura en el caso general. Estos son los grupos unitarios Un( q) en 
característica. q con q = -1 mod p y con n 2 q( q - 1) . Para. Aschbacher y Smit h , tales 
grupos deberían satisfacer ( QD)p· 

Conjetura 2.1.37. ([3, Conj ecture 4.1]) Supongamos que p es impar y que si p = 3, 
excluimos los casos q = 2, 8. Entonces (QD)p debería satisfacerse en LA con L = Un(q) y 
A p-clemental abeli a.no. 

En [3, 4.4(b)], se demuestra la conjetura anterior para el caso q(q - 1) > n. 
A continuación , citamos el teorema principal del artículo de Aschbacher y Smith [3]. 

Teorema 2.1.38. (Aschbacher-Smith, (3, Main Theorem}) S ea G un grupo .finito y sea 
p > 5 un primo tal que si G contiene componentes unitarias Un( q) con q = - 1 mod p 
y q es impar, entonces vale (QD )p para todas las p -extensiones de Um(qPe) con m::; n y 
e E Z. Entonces G satisf ace la conjefora de Quillen 2.1 .11 para p. 

Una p-extensión de un grupo simple Les un producto semi directo LB con B ::; Out(L) 
un p-toro. 

Para fin alizar esta sección, remarcamos que hay más casos probados de la conjetura, 
incluso en [3]. Por ejemplo, [2, Theorem 3] afirma que si F * ( G) es simple, entonces G 
satisface la conj etura. de Quillen 2.1. 11. 

Un caso interesante que comenta. Quillen en [28] es cuando G es el producto directo 
de dos grupos. Lo que él a.firm a. es que si G :::: G1 x G2, entonces JC (Sp(G1 x G2)) es 
homotópicamente equivalente a JC (Sp(G1) * Sp(G2)). Nosotros en este apartado veremos 
que este resultado no vale si los vemos como espacios finitos : en general Sp( G1 x G2 ) no es 
homotópicamente equivalente a Sµ( G1 ) * Sµ( G2) , donde consideramos el join de espacios 
finitos (ver definición l. 2. 23) . 

Si X es un poset, notamos por e+ X a.l poset X * { +} que mant iene el orden entre 
los elementos de X y le agrega el elemento + en rol de máximo. Análoga.mente definimos 
c-x = {- } * X. 

Proposición 2.2.1. Si X e Y son dos posets , entonces e+ X x e-y - { ( +, - )} :::: X * Y 

Demostración. Sea z = e+ X X e-y - { ( +, - ) } y sea 11V = X * y . Tenemos una fu nción 
y : Z -+ W dada. por 

{
y si y# -

g(x, y)= .'" 
v si y= -
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Es fácil chequear que g es un morfismo de posets. Por otro lado, tenemos una función 
f : W --+ Z dada por 

f(w) = { (x , -) si w = x E X 
( +, y) si w = y E Y 

Es inmediato ver que f es morfismo de posets. Veamos que J y g son inversas homotópicas 
una de otra: 

{
g(x , - ) w = x E X { x w = x E X 

gf(w) = = = w 
g(+, y) w =yEY y w=yEX 

.fg(x , y) = { f(y) x-¡. - = { (+,y) y -¡. - = { (+ , y) y-¡. - 2 (x,y) 
f( x) y = - (x , -) y= - (x, y) y= -

Por lo tanto g.f = idw y fg 2 id z , por lo que 1V = c+x X e- y - {(+,-)}y z =X* y 
son homotópicamente equivalentes. O 

Obser vación 2.2.2. Notemos que si X e Y son e -posets, entonces los morfismos de la 
demostración anterior f y g son e -inversas , donde la acción de e en los elementos + 
y - la asumimos trivial. Es decir , los espacios e + X X e - y - { ( +, - )} y X * y son 
e -equivalentes . 

Para los posets de p-subgrupos tenemos además otra equivalencia en relación al pro­
ducto directo de grupos. Para un grupo finito e y un primo p , cuando hablemos del 
poset e-Sp( e) podemos pensar que el elemento que agregamos - es el grupo trivial. 
Análogamente, en el poset e + Sp (e), el elemento + lo podemos pensar como todo el 
grupo e . 
Proposición 2.2.3. Para dos grupos finitos e1 y e2 , sea e= e1 x e2. Entonces el poset 
Sp(e1 X e2) es e -equivalente al poset c - s p(e1) X c - s p(e2)- {(-,- )} . 

Demostración. Por un lado podemos defin ir 

f: Sp(e1 x e2) ~ c - sp(e1 ) x c - s p(e2)-{(- , -)} 

H P1(H) Xp2(H) 

donde Pi : e1 x e2 --+ ei es la proyección canónica. Identificamos al subgrupo trivial de 
ei con el elemento - E e- Sp( e i). Es fácil chequear que f es un morfismo de posets bien 
definido . Por otro lado, tenemos 

Es claro que g también es un morfisrno de posets bien definido. Luego 

gf(H) = P1 (H) x P2(H ) 2 H 

fg(H1 X H2) = P1(H1 X I·h) X P2(H1 X I·h) = H1 X H2 

Además, tanto f como g son rnorfismos e -equivariantes. Luego los posets e-Sp(e1) X 
c - sp(e2) - {(-,- )} y Sp(e1 X e2) son e -equivalentes. o 
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En vista ele las proposiciones anteriores, parece haber cierta relación homotópica entre 
los posets Sp(G1 x G2) y Sp(G1) * Sp(G2). Pero si queremos pasar por los conos ele 
los posets , nos encontramos con ciertas dificultades. De hecho, en general no vale que 
e- X X e-y - {(- , -)} sea homotópicamente equivalente a e+ X X e-y - {( +, -)}. 

Ejemplo 2.2.4. Tomemos X un espacio discreto ele n puntos e Y un espacio discreto ele 
m puntos , con 1 < n < m. Entonces X * Y '/'- Y * X. Para ver esto, primero notemos que 
ambos espacios son minimales. Si x E X , como m > 2, hay al menos dos elementos Y1 , Y2 
de Y que lo cubren en X *Y , donde .r, es mínima!, y estos mismos dos están cubiertos 
por x en Y * X, donde x es maximal. Luego x no es beat point en X * Y ni en Y * X . 
De manera análoga, como n 2 2, los elementos de Y no son beat points ni en X * Y ni 
en Y* X. Lnego ambos espacios X * Y e Y * X son minimales. Como X * Y t iene n 
maximales y Y * X t iene m maximales, con n < m, concluimos que no son homeomorfos, 
y por lo tanto no son homotópicamente equivalentes. 

El ejemplo anterior se extiende fácilmente a los casos de los Sp(G), puesto que podemos 
conseguir grupos G para los que Sp(G) sea discreto con más de un punto. 

Ej emplo 2.2.5. Para G = §4 y p = 3, S3(§4) es discreto con 4 puntos . Esto es porque: 

2. La cantidad de 3-Sylows es 4 pues 2 y 8 no son congruentes a 1 módulo 3 y hay al 
menos 4 elementos distintos de orden 3: { (1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 2, 4), (1, 4, 2)} 

3. Los 3-Sylows son isomorfos a Z3 . 

De manera análoga se puede probar que S3(§5) es discreto con 10 puntos. Luego del 
ejemplo anterior , S3(§4) * S3(§5) '/'- S3(§5) * S3(§4) 

Este últ imo ejemplo prueba que en general Sp(G1) * Sp(G2) y Sp(G2) * Sp(G1) no son 
homotópicamente equivalentes. 

Retomando a los conos, queremos analizar la conexión entre Sp(G1 x G2 ) y Sp(G1) * 
Sp (G2) . El ejemplo anterior muestra que no son homotópicamente equivalentes en general, 
ya que Sp(G1 x G2) = Sp(G2 x G1). Para dejar en claro esto último, veamos qué sucede 
con los diferentes espacios que podemos armarnos tomando el producto de dos conos y 
sacando sus vértices como hicimos en las dos proposiciones anteriores. 

Ej emplo 2 .2.6. Supongamos que X es un espacio discreto de n puntos y que Y es un 
espacio discreto de m puntos , con 1 < n < m . Cambiemos un poco la notación y notemos 
por x e y a los puntos que agregamos a los espacios X e Y respectivamente cuando le 
tomamos algún cono. Supongamos que X = {a1 , .. . , an} y que Y = {b1, . .. , b71i} . 

l. Caso e- X X e- y - { (X ' y)}: afirmo que es un espacio mini mal con mn elementos 
maximales y m + n minimales. En efecto , si ( ai , bj ) :S ( a;1, bj'), entonces ai = a.¡1 y 

bj = bj' por ser X e Y discretos. Además, un elemento maximal no puede ser de la 
forma (x , b) o (a, y) por ser x < a para todo a E X e y < b para todo b E Y. Esto 
mismo nos dice que el poset tiene altura 1 y que debajo de .cada ( ai, bj) solo pueden 
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estar los elementos (x, b.i) e (a.;, y). Así, hay un total de mn maximales y ninguno es 
(down) beat point. Esto mismo que dijimos prueba que los minimales son todos de 
la forma (x, bj) e (ai, y), por lo que hay un total de m + n minimales. Para cada i, 
sobre (ai, y) tenemos a los maximales (ai , bk) para todo k = 1, . .. , m, los cuales son 
más de 1 pues m > l. El mismo razonamiento aplica a los minimales (x , bj ). Por lo 
tanto, los minimales no son (up) beat points . 

2. Caso e-X X c+y - { (x , y)}: es homotópicamente equivalente al espacio y* X por 
la proposición 2.2.1. En particular, su core tienen maximales, m minimales, altura 
1 y todo maximal cubre a todo minimal. 

3. Caso e+ X X C'- Y - {(x, y)}: es homotópicamente equivalente al espacio X* y por 
la proposición 2.2.1. En par ticular , su core tiene m maximales, n minimales, altura 
1 y todo maximal cubre a todo minimal. 

4. Caso e+ X X c+y - {(x, y)}: es el poset opuesto a e- X X e-y - {( x, y)}: 

(e- x x e-y - {( x, y)} )ºP =e+ x x c+y - { (x , y)} 

Esto se verifica fácilmente observando que (e- X) ºP = e+ X si X es discreto. En 
particular , tenemos m + n maximales, mn minimales y es un espacio mínima! de 
altura l. 

Aplicando lo que vimos en el ej emplo 2.2 .4, deducimos que los espacios de los casos 
2 y 3 no son homotópicamente equivalentes. Además, como n < m , se t iene que mn 2". 
m * 2 = m + m > m + n , y así 1 y 4 no pueden ser homotópicamente equivalentes: son 
espacios minimales con distinta cantidad de elementos maximales. Continuando con este 
t ipo de razonamientos, podemos deducir que dos espacios distintos de los anteriores no 
son homotópicamente equivalentes . 

Si tomamos X = S3(§4) e Y = S3(§5) tenemos estos mismos contraejemplos para los 
posets de la forma Sp(G) . 

Lo que sí vale en general, es lo siguiente: 

Proposición 2.2.7. El poset Sµ(G1 x G2) es contráctil si y solo si Sp(G1) * Sµ(G2) es 
contráctil. 

Demostración. oternos por inci : Gi ~ G1 x G2 a la inclusión canónica inci(g) = (g , 1) 
o (1, g) si i = 1 o i = 2 respectivamente . 

Si Sp(G1) * Sµ(G2) es contráctil , entonces para algún i, Sp (Gi) es cont ráctil (ver 
proposición 1.2.25). Luego existe H ::::; Gi un p-subgrupo normal no trivial. Es inmediato 
verificar que inci(H ) es un p-subgrupo normal no trivial de Sµ(G1 x G2) . 

Recíprocamente, si Sµ(G1 x G2) es contráctil , existe H :S G1 x G2 un p- ubgrupo 
normal no t rivial. Luego p1 (H ) ::::; G1 o bien P2( H ) :S G2 es un p-subgrupo no trivial. 
Como H::::) G1 x G2 , si g E G;, entonces p.;(H)9 = p;(Hinc;(g)) = Pi(H ). De esta manera, 
p.;(H ) ::::) Gi, y como para algún i es no trivial , concluimos que para algún ·i , Sp(Gi ) es 
contrácti l. Por lo tanto el join Sµ(G1) * Sµ(G2) es contráctil. O 
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Hasta acá hemos visto que en general Sp(G1 x G2 ) no es homotópicamente equivalente 
a Sp(Gi) * Sv(G2), pero que si alguno de los dos es contráctil , entonces el otro lo es. Quillen 
lo que prueba en [28] es que sus complejo impliciales asociados son homotópicamente 
equivalentes , lo que en términos de posets e traduce en decir que t ienen el mismo tipo 
homotópico débil. 

Proposición 2.2.8. Los posets Sp(G1 x G2) y Sp(Gi) * Sp(G2) tienen el mismo t ipo 
homotópico débil. Es decir , t ienen los mismos grupos de homotopía. 

Demostración. En vista de las proposiciones 2.2.3 y 2.2.1, basta ver que para dos posets X 
e Y , los espacios e+ X X e- y - {(+ ,-)}y e-X X e-y - {(- , - )}tienen el mismo t ipo 
homotópico débil. Esto es consecuencia de la proposición que viene a continuación , la cual 
muestra que las realizaciones geométricas de sus complejos asociados son homeomorfas. 
Por lo tanto ambos posets poseen los mismos grupos de homotopía. D 

Proposición 2.2.9. Si X e Y son dos posets , entonces las realizaciones geométricas de 
los complejos 1qc+ X X e-y-{(+,-)}) y ;qc-X X e - y - { (-,-)}) son homeomorfas. 
En particular, e+ X X e-y - {( + , - )}y e-X X e - y-{(- , - )} t ienen los mismo grupos 
de homotopía. 

Demostración. En [6 , Proposition 2. 7. 5], Barmak afirma que la función f : f JC(X x Y ) f -7 

fJC(X) f x fJC (Y) f definida por 

k k k 

f (L ti(Xi, Yi)) = (L ti Xi, ¿ tiYi) 
i=O i=O ·i=O 

para (xo , Yo) < (xi, yi) < . .. < (xk , Yk), es un horneomorfismo para cualesquiera X 
e Y espacios fi ni tos To. Recordemos que si x E X , entonces JC (X - x) = JC(X) - x. 
u t ilicemos este homeomorfismo para ver entonces que 1 }( (e+ X X e - Y ) - { ( +) - ) } 1 y 
f JC ( e- X X e-Y ) - { ( - ' - ) } 1 son homeomorfos. En abuso de notación , vamos a notar 
siempre f a este horneornorfismo, aunque vayamos cambiando los espacios. Observemos 
que 

fJC(c+ x x c-Y)J = ¡,qc+ X)f x ¡qc- Y) f 
= ¡qc- X)J x ¡qc- Y) f 
= ¡qc-X X c-Y)f 

donde el homeomorfismo es o::::i ti(Xi, Yi)) f--7 1-1 (L ; kEi, L i tiYi) y 

i; = {X; s~ ~ ·i ~ + 
- SI .?; .1 - + 

Uno puede chequear que esta composición se restringe a un homeomorfismo entre los 
espacios IJC(c+ X X e - Y ) - { ( +, - )}I y IJC(c- X X e-y) - {(-, - )}l . Los detalles quedan 
a cargo del lector. 

Para una explícita descripción de la inversa de f referimos al lector a la demostración 
de [6, Proposition 2.7.5] . D 
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Si X e Y son dos posets y alguno de los dos es homotópicamente trivial, entonces su 
join X* Y lo es. Una forma inmediata de ver esto es pasando por los complejos simpliciales 
asociados y recordando que IK(X * Y) I = IK(X)I * IK(Y)I , y este es el join clásico. Siendo 
alguno de los dos contráctil, el join de los espacios es contráctil (ver [26]) . Sin embargo, 
en general no vale que si X * Y es homotópicamente trivial entonces alguno de los espacios 
lo es. Para un contraejemplo de esto, ver el comentario que hace Barmak luego de [6, 
Proposition 6.2.12] . 

Curiosamente, para los posets Sp( G) debería ser cierto al menos si la conjetura de 
Quillen fuese cierta. Esto plantea una gran restricción al nivel de los grupos de homología 
que deberían tener los posets Sp(G) . 

Proposición 2 .2.10 . Si la conjetura de Quillen 2.1.11 es cierta y Sp(G1) * Sp(G2) es 
homotópicamente trivial, entonces Sp(G1) o Sp(G2) es homotópicamente t rivial. 

Demostración. Si Sp(G1) * Sp(G2 ) es homotópicamente trivial, de la proposición 2.2.8 
Sp(G1 x G2) es homotópicamente trivial. Si vale la conjetura de Quillen 2. 1. 11 , esto 
implica que G1 x G2 posee un p-subgrupo normal no trivial (ver proposición 2.1.9), y de 
la proposición 2.2 .7 resulta que alguno de los dos , Sp(G1) o Sp(G2) , es contráctil , y en 
particular homotópicamente trivial. D 

Observación 2.2.11. Todos los resultados anteriores se pueden expresar en términos de 
Ap(G). Es decir , A¡;(G1 x G2) y A1)(G1) * Ap(G2) t ienen los mismos grupos de homotopía, 
no son homotópicos en general (el mismo contraejemplo que dimos sirve) y si vale la 
conjetura y Ap(G1) * Ap(G2) es homotópicamente trivial, entonces Ap(G1) o Ap(G2) lo 
es . 

2 .3 Conexión y simple conexión d e Sp(G) 

En esta sección nos dedicaremos a estudiar la conexión del poset S¡;( G) y veremos los 
resultados de Aschbacher sobre la simple conexión del mismo . 

La desconexión del poset Sp( G) es equivalente a la existencia de un subgrupo de G 
con cierta propiedad. Esto fue hecho originalmente en [28], donde Quillen ded uce esta 
propiedad de una serie de equivalencias que aquí no daremos. En cambio, haremos una 
demostración un poco más dir eta aunque siguiendo sus mismas ideas de fondo . 

D efinición 2 .3.1. Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G, un 
subgrupo M :'S G se dice fuertemente p-embebido si satisface las siguientes condiciones: 

l. M < G y p l IMI 

2. Para todo g E G - NI, 111 n lllf.9 es un p' -grupo 

El siguiente lema de carácter algebraico nos será útil para entender un poco qué significa 
tener un subgrupo fuertemente p-embebido . 

Lema 2.3.2 . Si M :'S Ges fuertemente p-embebido , entonces IM IP = IGlp· Es decir, todo 
p-Sylow de J\1 es un p-Sylow de G. Más aún, la cantidad de p-Sylows es estrictamente 
menor . O sea, Sylp(M) s;;; Sylp(G) 
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D emostración. Supongamos que Q E Sylp(M) no es un p-Sylow de G. Ent onces existe 
P E Sylp(G) tal que Q < P. Como Q < Np( Q) :S P y este es un p-grupo, se tiene que 
Np(Q) i M. Sea X E Np(Q) - M. Entonces Q = Q n QX e M n J\IJX es un p1-grupo , lo 
cual es una contradicción. 

Supongamos que Sylp(M) = Syll'(G). Dados P Q E Sylp(M) y x E G , existen m, m' E 

}/[ tal que pm = Q y p m' = Q x . De esta manera, 

por lo que m'x-1m-1 E Nc(P). Notemos que de la condición 2. de la definición y de 
que P es un p-grupo , deducimos que Nc(P ) C M , y así m'x- 1m - 1 E NI. En particular , 
:r: E NI. Como .i: E G era arhitrario , J./I = G, lo cnal es ahsnrdo . O 

Observa ción 2.3.3. Una componente conexa de Sp(G) es una clase de equivalencia ele 
la relación A"" B si existen Ao , .. . , An E Sp( G) tales que A= Ao , B = Bn y Ai , Ai+l son 
comparables para tocio i. Por otro lado , si A < B son dos p-subgrupos y g E G entonces 
A9 < B9. Esto nos permite definir una acción de G en est;:1.s cl ases ele equivalencia, es 
decir, en ?To(Sp(G)). Además, como todo p-subgrupo está contenido en un p-Sylow, tales 
clases ele equivalencia están representadas por p-Sylows. Por esto mismo, la acción ele G 
en ?To(Sp(G)) es transitiva. 

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema el e Quillen que describe la 
conexión del poset Sp( G) . 

Teor em a 2.3 .4. (Quillen) El poset Sp(G) es disconexo si y solo si G tiene un subgrupo 
fuertemente p-embebido. 

D emostración. Supongamos que Sp( G) es disconcxo. Consideremos la acción de G en 
?To(Sp(G) ) y sea M el estabilizador de alguna de estas componentes conexas. Sea P E 
Sylp(G) un representante de dicha componente , que la notamos [P]. Como la acción es 
transitiva, la órbita de [P] es ?To(Sp(G)) , y al ser clisconexo , t iene más ele un elemento. 
Luego J\1 < G. Veamos ahora que NI es un subgrupo fuertemente p-embebido: 

l. p l IM I pues P e Nc(P) e G¡P] = M 

2. Sea x E G - M y veamos que JYI n NF" es un p'-grupo. Sea K :::; M n M x un p­
grupo. Como x ~ M = G¡pj, las componentes [P] y [Px] son distintas. Sea Q = p x. 
Como K e M, M x es un p-grupo, existen rn1 E M y m 2 E J¡;¡x tal que K e p mi y 
K e (Pxr 2 = Qm2 . Observemos que m 1 E M = G¡p

1
, por lo que pmi E [P] y 

Luego Qm2 E [Q] y K e p mi n qrn2 . Esto últ imo a nivel componentes conexas se 
traduce en 

K E [Pm1
] n [Qm2

] = [P] n [Q] = 0 

Esto es absurdo a no ser que K = 1. 
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Recíprocamente, veamos que si existe IV! < G fuertemente p-embebido, entonces Sp( G) 
es disconexo. Sea P E Sylp(M) y sea {P1, . . . , Pn} el conjunto de todos los p-Sylows 
que están en la misma componente de P. Es fác il verificar que entonces para todo i, 
existe j # i tal que Pin Pj > l. Supongamos que Sp(G) es conexo. Del lema previo , 
Sylp(M) <;; Sylp(G), por lo que existen P, Q E Syll'(G) tales que Q :::; M , P <t M y 
P n Q > l. Por otro lado, Q = PY para un cierto y E G y 

- 1 - 1 
yNc(Q) = {x E G : Q = QY x} = {x E G : Q = P x} = {x E G: P = pxy } = Nc(P)y 

Como P e/.. M y Nc(Q) :::; M , debe ser que y r/:. M . Sea x E P n Q :::; M . Luego xy E 
Nc(P)y = yNc(Q) e :vM, por lo que X E M n MY-

1
. Entonces 1 < p n Q:::; M n M Y- l) 

y así la intersección NI n NJY _, contiene un p-subgrupo no trivial. O sea, p divide al orden 
de la intersección. Ahora, y-1 E G - IV! y de la propiedad 2., NI n NJY -

1 
es un p'-grupo . 

Esto último es absurdo. D 

Observación 2.3.5. Si Ap(G) t iene alt ura O, entonces es discreto, y por lo t anto es conexo 
si y solo si es un punto . Es decir , es contrácti l, o equivalentemente, Op(G) #l. 

Los grupos que poseen un subgrupo fuertemente p-embebido están completamente 
caracterizados. La descripción del caso p = 2 fue dada por Bender en [11] y sirvió para la 
Clasificación de Grupos Simples Finitos , y ésta úl tima dio lugar a la caracterización para 
primos p > 2. Esta se puede encontrar en los trabajos de Gorenstein-Lyons en [17] y de 
Aschbacher en [5] . En este último artículo, en la [5, Proposition 6.2] aparece la clasificación 
de los grupos G donde su Sp( G) es conexo . 

Sabemos que para estudiar los grupos de homotopía de Sp(G) podemos hacerlo desde 
el poset Ap(G) . Cuando Ap(G) tiene altura O, la simple conexión es equivalente a que 
sea contráctil. Es decir , que Op(G) # l. En el caso de altura 1, el complejo simplicial 
asociado es un grafo , y por lo tanto es simplemente conexo si y solo si es un árbol. 
De nuevo , esto equivale a que sea contráctil, y como acá vale la conjetura, equivale a 
que Op(G) # 1 (ver proposición 2. 1.13). Por lo tanto, si Ap(G) tiene altura O o 1, la 
simple conexión es equivalente a que Op(G) # l. Recíprocamente, si Op(G) # 1 entonces 
Ap(G) es homotópicamente t rivial y en particular simplemente conexo. En conclusión, 
para estudiar la simple conexión de Ap(G) podemos suponer que Ap(G) es conexo y que 
Op( G) = l. Por el razonamiento anterior , este poset tendrá altura por lo menos 2 . 

En [5], Aschbacher da condiciones necesarias y suficientes en los grupos para que Ap( G) 
sea simplemente conexo, módulo una conj etura que está probada en la gran mayoría de 
los caso:::;. 

Teorema 2.3 .6. ((5, Theorem 2}) Sea G un grupo finito y sea p un primo que divide 
al orden del grupo. Supongamos que Ap( G) es s'irnplemente conexo y que Op( G) = l. 
Entonces 

1. Ap ( G) tien e altura al menos 2 

2. Para cada minimal B E A p(G), su link Lk(B ) = FB = Ap(G)>B es conexo . 

Aschbacher muestra que estas condiciones son casi sufic ientes para la mayoría de los 
grupos. Primero establece una conjetura 
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Conjetura 2.3 .7. Supongamos que G = F *(G)A donde A es un p-subgrupo elemental 
abeliano de dimensión 2 3 y que F * ( G) es el producto directo de los A-conjugados de un 
p'-grupo simple K. Entonces Ap(G) es simplemente conexo. 

En [30], Smith menciona que la conjetura está probada salvo para ciertos grupos es­
porádicos K. En [5, Theorem 3], Aschbacher trata todos lot> casos excepto cuando }( es 
esporádico o de t ipo de Lie de rango l. Este último caso fue cubierto casi por completo 
por Segev en [29]. La CGSF está detrás de todos estos trabajos. 

Teorema 2 .3.8. ((5, Theorem 1}) Asumamos la conjetura 2.3. 7. Si Ap( GhB es cone:ro 
para todo E minimal, entonces Ap(G) es simplem ente conexo o bien se tienen alguno de 
estos dos casos para H = G / OP' ( G): 

1. F * ( H) es el producto directo de dos grupos simples donde cada uno contiene un 
szibgrupo fu ertemente p- em bebido. 

2. F*(H) es 1m grupo simple. 

La formulación original es un tanto di ferente. La presentada aquí es la que da Smith 
en [30]. 

Para demostrar estas cosas, Aschbacher en sn artícnlo [5] trabaja con el complejo de 
diques Cp( G), el cual veremos con un poco más de detalle en la siguiente sección. Este 
complejo se construye de la siguiente forma. Consideramos el grafo cuyos vértices son 
los minimales de Ap(G) y donde dos vértices A , E están conectados por una arista si y 
solo si AB es un p-subgrupo elemental abeliano , o equivalentemente [A, E] = l. Luego le 
tomamos el complejo de diques a este grafo: los símplices son los conjuntos { A1 , ... , An} 
de minimales de Ap(G) que están conectados dos a dos en el grafo anterior. O sea, que 
[Ai ,Aj] = 1 para todo i,j. 

La demostración que hace Aschbacher de estos dos teoremas requiere bastante teoría 
de grupos y de la CGSF. 

Por último , no está demás nombrar a Rached Ksontini, que en sus art ículos [22] y 
[23] estudia el grupo fundamental de Sp (G) cuando Ges un grupo simétrico. De hecho, 
caracteriza completamente a los grupos simétricos para los cuales su Sp ( G) es simplemente 
conexo. 

Teorema 2. 3.9. (Ksontini) El espacio Ap(§n) es simplemente conexo si y solo si valen 
algunas de las siguientes: 

1.p=2yn = 4on2 7 

2. p es impar y 3p + 2 ::; n < p 2 o n ;::: p 2 + p 

Más aún , Ksontini calcula el grupo fundamental de Ap(§n) en todos los casos excepto 
cuando p 2 5 y n = 3p o 3p+ 1, o bien p = 3 y n = 10. Sus demostraciones son de carácter 
más combinatorio y utilizan resultados básicos de la teoría de grupos finitos , sin necesidad 
de acudir a la clasificación de grupos simples. Para probar estos resultados , utiliza otros 
posets que surgen de estudiar p-toros ele §n : el poset Dp(n) de todas las particiones de 
{1 , ... ,n} cuyas partes t ienen cardinal 1 o p, y el subposet Jp(n) de Ap(§n) que consiste 
de los p-toros generados por p-cidos. 
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2.4 Otros poset s d e p-subgrupos 

En las secciones anteriores vimos que para estudiar el tipo homotópico débil del poset 
Sp( G) a veces era conveniente utilizar otros posets de p-subgrupos o complejos simpliciales 
que tengan el mismo tipo homotópico débil. Por ejemplo, uno de ellos es el poset de Quillen 
Ap(G) de los p-subgrupos elementales abelianos. En esta sección analizaremos la conexión 
entre algunos de lo:; distintos posets y complejos simpliciales que aparecen en la literatura 
de los complejos de subgrupos . 

El complejo d e B o u c y su idea d e "sacar puntos" 

Una ele las herramientas que tenemos para describir los t ipos homotópicos de espacios 
finitos es vía la extracción de punto:; que cumplen ciertas condiciones (beat points, weak 
points) . Bouc en [12] describe un método de extracción de puntos de un poset X . Los 
puntos que extraemos son aquellos x tales que Fx es homotópicamente trivial. Cuando 
los extraemos de "abajo hacia arriba" nos permi te utilizar un argumento inductivo y los 
subposets que vamos obteniendo tienen el mi mo t ipo homotópico <lébil. En ese momento 
Bouc no enunció sus resultados con el lenguaje de espacios finitos, y cuando hablaba de 
contractibiliclad de un poset , sólo quería decir que era homotópicamente trivial ya que 
estaba pensando en su complejo asociado. A continuació11 describimos sus ideas pero con 
el lenguaje de espacios finitos . 

D efinición 2 .4.1. Sea X un poset. Definimos los subposets 

X**= {x E X: Üx no es contráctil} 

X** = { :i; E X : Íx no es cont ráctil} 

Es decir, X** es el conjunto de los no down weak points y X** el de los no up weak 
points. Para Bouc, los sulJposets anteriores estaban definidos en términos <le que Ü.x o 
Fx no sean homotópicamente trivial. Con nuestra defin ición podremos llegar a resultados 
más fuertes. Igualmente veremos qué sucede en los dos casos . 

P roposición 2 .4. 2. Si X** e Y e X , entonces X'\. Y . Análogamente, si X** e Y e X , 

entonces X"\. Y . Más aún, si X es un G-poset e Y es G-invariante, entonces X "\.ª Y . 

Demostración. Supongamos que X** e y e X. Si X E X - Y, entonces X ~ X **, por 
lo que Fx es contráctil. Luego x es un up weak point y X~ X - x ::::i Y. Tomemos 
x0 E X - Y minimal y colapsemos X '\.e X - xo = X o e Y . Ahora, si x E X o - Y , 
entonces xo ~ Fx ya que a xo E X - Y lo elegimos rninimal. De esta manera, Í'.{ 0 = F[ 
es contráctil. Esto nos dice qne X 0* C Y e X o. Como Xo tiene menos puntos que X , 
podemos argumentar de manera inductiva y concluir que X"\. Y. 

Para ver que X G-colapsa a Y cuando se trata de G-posets, observemos que el hecho 
ele retirar primero los weak points minimales nos permite retirar la órbita entera sin que 
haya inconvenientes y así seguir Ja demostración de la misma manera. O 
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El resultado de Bouc es un tanto diferente. Él trabaja con los subposets 

X*= {x E X: Üx no es homotópicamente trivial} 

X *= {x E X : Í'x no es homotópicamente trivial} 

En particular, X * e X** y X * e X **. 
Hay diferentes versiones de la siguiente proposición que pueden encontrarse en [21] y 

[12]. 

Proposición 2.4.3. (Kratzer-Thévenaz/ Bouc) Si X* e Y e X , entonces la inclusión 
Y e X es una equivalencia débil. Análogamente se t iene el resultado para X * e Y e X. 

La siguiente definición puede encontrarse en [9] o [6] y nos servirá para darle un enfoque 
distinto a la proposición anterior. 

D efinición 2.4.4. Si X es un espacio finito To, un p unto x E X es un -y-point si Cx es 
homotópicamente t rivial. 

En particular, si x f: X * o x €/: X* , entonces Üx o Í'.T, es homotópicamente trivial, y 
por lo tanto Cx = Üx * Í'.T, es homotópicamentc t rivial. 

Proposición 2.4.5. Si x E X es un -y-point , entonces la inclusión X - x Y X es una 
equivalencia débil. 

Demostración. Ver [9, P roposit ion 3.10] o [6, Proposition 6.2.2]. o 
La demostración de la proposición 2.4 .3 es análoga a la de la proposición 2.4.2 pero 

utilizando el resultado de proposición 2.4.5. 

Observación 2.4.6. El teorema [6, Theorem 6.2 .8] dice que si x E X es un -y-point, 
entonces X - x A X. Por lo t anto, en las hipótesis de la proposición 2.4.3 podemos 
concluir que la inclusión Y Y X es una equivalencia. simple. 

Como aplicación de lo que probamos, veamos otra demostración de que Sp( G) colapsa 
a Ap(G) , la cual está relaciona.da con las ideas de Bouc de ir sacando puntos y a.parece en 
el libro de Smith [30] . 

D efinición 2.4. 7. Sea G un grupo finito. La intersección de todos los subgrupos ma.xi­
ma.les de G es el subgrupo de Fra.ttini de G y se lo nota <I>( G). 

Lema 2.4.8. Sea P un p-grupo. Entonces : 

l. El cociente P/<I>(P) es el p-toro más grande corno cociente de P, por lo que <I>(P) < P 
es un subgrupo propio. 

2. Si Q < P entonces iJ>(P)Q < P. 

3. P es elemental abeliano si y solo si <I> (P) = l. 

Demostración. Ver [24], [4] o en general cualquier libro con teoría de grupos finitos que 
incluya p-grupos. O 
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Proposición 2.4.9. Sea P un p-grupo . 

l. Si P no es elemental abeliano , entonces üff,1,(P) es contráctil. 

2. Si P es elemental abeliano , entonces Ü~p(P) es un espacio minimal y no es ho­
motópicamente trivial. 

Demostración. l. Por el ítem 2. del lema anterior, si Q E üff,v(P) entonces <Ii(P)Q E 
ü5v(P) y así p ) 

Q:::; <Ii(P)Q 2 <Ii(P) 

Luego üff,,,(P) es contráctil. 

2. Si P es elemental abeliano , entonces P -::: EB;.~ 1 Zp es un Zp-espacio vectorial de 

dimensión n 2 l. Luego üff,p(P) = T(P) es el poset de subespacios propios 110 

triviales de P. Si bien este poset es Cohen-Macaulay de dimensión n - 2 (ver [28 , 
Section 8] para una demostración sencilla) , vamos a argumentar de otra manera para 
probar que no es homotópicamente t rivial. 

Sin= 1, entonces resulta vacío y en particular no es homotópicamente trivial. Para 
n = 2 es discreto y no es homotópicamente trivial puesto que P -::: Zp E6 Zp tiene 
más de un subespaeio de dimensión l. Supongamos que n 2 2 y sea { v1, ... , vn} 
una base de P. Se puede chequear que el elemento 

n 

Sg(f){W(f , 1) e ... e W(f, n - 1)} 
i=l J:{l, .. ,n-1}--t{l, ... ,i, .. ,n} biyectiva 

es un elemento no trivial del grupo de homología Hn- 2(T(P)), donde W(f, j) = 
( v¡(i), .. . , v f(j)) y el signo ele f quiere decir el signo respecto de la única permutación 
creciente i: {1 , .. . ,n- 1} -t {1 , . .. ,i, ... ,n} . 

Vemos ahora que T(P) es un subespaeio rninimal. De hecho esto vale para el poset 
de subespacios propios no t riviales de cualquier espacio vectorial V de dimensión 
finita n. Si n = 1 o 2, no hay mucho que decir. Supongamos que n 2 3 y sea 
1 < W < V un subespacio propio no trivial. Si W no es minimal, entonces H! posee 
una base B = { v1, ... , v,.} con 2 :::; r :::; n - l. Luego W1 = ( B - vi) y W2 = ( B - v2) 
son subespacios distintos ele codirnensión 1 en vV , por Jo que H! no es clown beat 
point. Si W no es maximal , entonces existe una base { V1, ... , v,. , v1.+1, ... , vn} de 
V tal que {v1, . . . ,v,.} es base ele W y r+2:::; n. Luego W1 = (v1,. .. ,vr,Vr+1) y 
H12 = (v1, . .. , v,., v1.+2) son dos subespacios distintos y propios de V que contienen a 
W y tales que l.11 tiene codimensión 1 en estos subespacios. Luego W no es up beat 
point . Finalmente como n 2 2, todo punto que es maximal no es minimal, y todo 
aquel que es minimal no es maximal, por lo que tanto maximalcs como minimales 
no son beat points de lo anterior. Un subespacio que no sea ni maximal ni minimal 
tampoco es beat point . 

o 

De todo esto podemos deducir de manera alternativa que Sp(G) G-colapsa a Ap(G) . 
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Corolario 2.4.10. El poset Sp(G) G-colapsa al poset A p(G) . Más aún, 

Demostración. Si P E Sp(G) - A p(G), entonces Ü~p(G) = Ü~1·(P) es contráctil por la 
proposición anterior . Por lo tanto Sµ( G)** e Aµ( G) , y ele la proposición 2. 4.2 deducimos 

que Sp(G ) "-.,,ª A p(G) . De hecho, de la proposición anterior , si P es elemental abeliano 

entonces ü~v(P) no es homotópicamente t rivial , por lo que P E Sp( Gk Luego Ap(G) e 
Sp(G)* e Sp(G) **, y por lo tanto son todas igualdades. D 

Observación 2.4.11. Sea Abµ( G) el poset de p- ubgrupos abelianos no triviales de G. 

Entonces Aµ( G) e Abp(G) e Sµ( G). De la proposición 2.4.2 vemos que Sµ( G) "-.,,ª Abp(G). 
Además, la función r : Abp( G) --t Aµ( G) dada por r(A) = D1 (A) nos da un retracto por 
deformación fuerte Ap(G) e Abµ( G). 

Así como a partir de Sµ(G) obtuvimos el poset A p(G) = Sp(G)* = Sp(G)**, podemos 
proceder ele manera análoga y analizar qué subposet de Sp( G) contiene a Sp( G)* . Ese es 
el motivo de la defini ción del poset de Bouc. 

Definición 2.4.12. Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G, 
defi nimos el poset 

Bp(G) ={BE Sp(G) : Oµ( Nc( B )) = B} 

Un subgrupo B ::::; G tal que Oµ(Nc( B )) = B e dice p-radical. Este poset se lo conoce 
como el po et de lo subgrupos p-radicales no triviales de G. También se lo llama poset 
de Bouc. 

Utilizando el método de Bouc podemos demostrar la siguiente proposición. 

Proposición 2.4.13. (Bouc) La inclusión Bp(G) Y Sp(G) es una equivalencia débil. 

Para ello necesitamos unos lemas previos. 

Lema 2.4.14. Si P :S G es un p-subgrupo no t rivial, entonces 

Demostración. Sea ·i : F~,,(Nc(P)) Y P;p(G) la inclusión canónica, y sea r : P; 1,(G) --t 

P ;p(Nc(P)) la función r (Q ) = NQ(P ) = Nc( P ) n Q. Veamos que r está bien definida. Si 
Q > P , por ser p-grupos, P < NQ(P ) = Nc( P ) n Q (ver proposición 1.1.16). Es claro 
que r es un morfismo de posets y que ri = id · Sv (Nc(P) ) e ir ::::; id · Sp(G) . Esto nos prueba 

Fp Fp 
' S (G) ' S (N (P )) · s (N (P)) 

que F pP '.:::::' Fpv e . Finalmente, FPP e · = Sµ( Nc (P )/P ) por el teorema de 
correspondencia l. l. 7. D 

Lema 2.4.15. Si P E Sµ( G) - Bµ(G) , entonces F~p(G) es contráctil. 
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Demostración. Como P < Op(Nc(P)) ::'.:) Nc (P) , se tiene que 

pues Op(Nc(P)) / P ::'.:) Nc(P)/ Pes un p-subgrupo normal no trivial. o 

Demostración de la proposición 2.4.13. Si P E Sp(G) - Bp(G) , entonces P rj: Sp(G)** por 
el lema anterior. Esto nos dice que Sp(G)* e Sp(G)** e Bp(G). El resultado se sigue 
entonces ele la proposición 2.4.3. O 

En realidad, en términos ele la proposición 2.4.2 , hemos probado algo más fuerte . 

Proposición 2.4.16. El poset Sp(G) G-colapsa al poset Bp(G) . 

Observación 2.4.17. En definitiva, vimos que 

G-equivalencias homotópicas 

En lo que sigue, nuestro objetivo será probar que las realizaciones geométricas de los 
complejos asociados a los posets Sp(G) , A p(G) y Bp(G) son G-equivalentes. 

El siguiente teorema es de gran ut ilidad a la hora de probar G-equivalencias ho­
rnotópicas ent re G-CW complejos . 

Teorema 2.4.18. ((14 , Chap. JI, Corollary 5.5)) Si f : X -+ Y es ·una función G­
equivariante y celular entre dos CW-complejos, entonces f induce una G-equivalencia 
homotópica X -:::::.a y si y solo si para todo H ~ G, la función f lH : xH -+ yH induce 
1ma equivalencia, homntópica X H -:::::. Y H . 

Teorema 2.4.19. (Quillen, Bouc, Thévenaz, Webb) Los espacios IJC(Sp(G)) I, IJC(Ap(G))I 
y IJC(Bp(G) )I son todos G- equivalentes . 

Una demostración del teorema anterior puede encontrarse en [35 , Theorem 2] y utiliza 
una versión modificada del Quillen 's Fiber Theorem y del teorema de Bredon. 

Sin embargo, podemos argumentar de otra manera analizando los G-colapsos entre 
complejos simpliciales. Para ello, necesitamos algunas definiciones previas . 

Recordemos que un G-cornplejo es un complejo simplicial K junto con la acción ele un 
grupo Gen sus vértices que es simplicial. Esto es , si {vo, ... ,vn} es un símplex ele K , 
entonces { vg , ... , vf,} es un símplex ele K . 

Si J( es un G-complejo, un par { cr, T} se dice G-colapsable si T es una cara libre ele cr 
y G.,. = G(!. En tal caso decimos que hay un G-colapso elemental ele K al subcomplejo 

K - G({cr, T}) y notamos K c e K - G({cr, T}). Un G-colapso ele Ka un subcomplcjo 
invariante L es una serie ele G-colapsos elementales que comienza en K y termina en L. 

Notamos K '\.ª L. También decimos que L se G-expande a K . Es claro que L tiene 
que ser G-invariante. Por últ imo, dos G-complejos K y L se dicen que tienen el mismo 
tipo homotópico simple equivariante si existen G-complejos K = Ko , K1 , . . . , K n = L de 
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manera que para todo i, K i se G-expande o G-colapsa a JC+i· En tal caso notamos 

}(~ L. 

Si}(= JC(X) es el complejo asociado a un G-poset X , entonces]{ es un G-complejo 

y si X\,ª Y entonces JC(X) \,ª JC(Y) (ver [6, Theorem 8.3 .11]). 

Teorem a 2.4.20. Si K es un G-complejo que G- colapsa a un subcomplejo invariante L , 
entonces 1L1 es un G -retracto por dej ormación fuerte de 1}(1-

Demostración. Basta ver el caso en que L = ]{ - G ( {a , T}) se obtiene de ]{ vía un G­
colapso elemental. Tenemos que definir entonces una G-homotopía H : 1 x II<I ~ II<I que 
sea relativa al subespacio ILI y tal que H (O, -) = id K y H(l, II<I) C ILI. Como tiene que 
mantenerse la identidad sobre ILI , lo que debemos hacer es colapsar ial hacia su borde sin 
r , es decir , hacia ID- - rl , y repet ir esto•mismo para cada a' en la órbita de a. La condición 
G,, = G7 nos garantiza que si r9 =f. r, entonces a 7 =f. a. 

Para ello, proyectemos los p mtos clel interior ele rr y los que están en T hacia el borde 
de a , como muestra la siguiente figura . 

w 

V 

Figure 2.1: Retracto para el colapso de una cara libre 

Supongamos que a= { v, v1, . .. , vn } con T = {vi, ... , vn}· De esta manera, si a9 =a, 
entonces v9 = v y r 9 = r. 

Sea w = -v + 2b7 , donde b7 = ¿~~ 1 ~vi es el baricentro de T . Si x E la[, queremos 
encontrar H ( x), el punto correspondiente a proyectar x hacia el borde de a en la dirección 
de w . Escribamos x = tov + I:~1::, 1 tivi. Entonces x se va a proyectar a la cara (posiblemente 
un vért ice) opuesta al Vi cuyo t i sea mínimo. Por ejemplo, si todos los ti son mínimos 
entonces x está en el segmento que une b7 con v y por lo tanto lo vamos a proyectar a 
v . De esta manera, para cada x buscamos un t 2: 1 de manera que tx + (1 - t)w esté en 
ID- - 7 1· 

Sea i tal que ti = min { tl, . .. , tn} . Entonces queremos que la coordenada i-ésima ele 
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tx + (1 - t)w sea nula: 

n n 1 
tx + (1- t)w = t(tov + ¿ tjvj) + (1 - t)(-v + 2 L-:;;, v.i ) 

j=l j=l 

n ( 2(1 t)) 
= (tto + t - l )v + t; ttj + n- v.i 

Como buscamos anular la coordenada i-ésima, debemos plantear 

Despejando t obtenemos que 

2(1 - t) 
tti + = o 

n 

1 
t= ---

1 - ~ti 

Veamos que tiene sentido, es decir , que t 2 l. Para ello tenemos que verificar que O < 
1 - ~ti ::; l. La desigualdad ::; 1 es clara porque t i 2 O. Por otro lado, como ti es mínimo, 
vale que 1 2 L,"J=1 tj 2 nti, y así ~ti ::; ~ < l. 

Ahora, la función x H t(x) = 1_!.l . 
1{t t ·} es continua dentro de JuJ. Por lo tanto, 

2 lTi lll l¡ ··· ; J 

si x = tov + L,j=1 tjvj, entonces la función 

n (2(1 t(x)) ) 
H(x) = (t(x)(l +to) - l)v + t; ~. + t(x)tj v.i 

es continua dentro de JuJ. Notemos que si x E Jer - TI está en el borde de u pero no en el 
interior de T , entonces para algü n i vale que ti= O, y a..'-lí t(x) = 1 y H( ."G ) = x . Además, 
H (x) E ILI porque la coordenada i es nula . 

Definimos la homotopía H : 1 x IKI -* IKI ele la siguiente manera: 

H t X = ( ) 
{ 

x si X E 1L1 
' tx + (1 - t) H (x) si x E lu lg para algún g E G 

donde convenimos que H(x) está definida ele manera análoga en cada símplex de la órbit a 
de u. Entonces H es continua porque lo es restringida a cada símplex ele K y de lo 
que vimos antes , se rest ringe a la identidad en ILI. Además, H(l , x ) = H(x) E ILJ si 
x E lu lg para algún g. Basta ver entonces que H es G-equivariante. Si x E ILI , no 
hay nada que decir , asique podemos suponer que x rf. ILJ. Sea g E C. Supongamos que 
x E u'= {w,w1, ... ,wn} y que T

1 = {w1 , .. . ,wn} , donde T
1
h = T para algún h E G 

y wh = v . Si x9 E lu" I con u11 = {u , u1 , ... , un}, donde u es el vértice opuesto a la 
cara libre T 11 = { u1 , ... , un} que está en la misma órbita de T , tiene que ser que w9 = u 
y T

1
g = { w1 , .. . , wn}9 = { u1 , . . . , un} = T

11 puesto que {u' , T 1
} es un par G-colapsable . 

Además , esto mismo nos dice que t(x9) = t(x) puesto que ambos valores que solo dependen 
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de las coordenadas de x y x9 en r' y r" respectivamente, y r'9 
obtenemos 

r". De todo esto, 

H (t, x9) = tx9 + (1 - t)H(x9) 

_ .9 ( ) ( ( ( 9)( ) ) 9 ~ (2(1 - t(x9)) ( 9) ·) , 9) - t.x + 1 - t t .r, 1 + t0 - 1 w + ki n + t x t1 wj 

= tx' + (! - t ) ( t(x) +(!+ to) - l)w + ~ (2(! -;.t(x)) + t(x )tj ) Wj ) ' 

= H (t , x).IJ 

Por lo tanto , H es una G-hornotopía relativa a IL I entre id ¡K¡ y la función H (l , - ) : 
IK I --t IKI que se correstrii1ge a ILI, y en consecuencia ILI '---+ IK I es un G-retracto por 
deformación fuerte . D 

Inmediatamente de este teorema deducimos que los G-colapsos entre complejos inducen 
G-equivalencias homotópicas en las realizaciones geométricas. 

Corolario 2.4.21. Si ]( X L ent onces IK I y IL I t ienen el mismo t ipo homotópico G­
equivariante, es decir , IK I -::::.e ILJ . 

Como todo G-colapso entre G-posets induce un G-colapso en los complejos asociados, 
tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 2.4.22 . Si X e Y son dos G-posets tales que X "-..ª Y , entonces K(X ) "-..ª K(Y) 

y en particular IK(X)I "" G IK(Y)I. De esta manera, si X X entonces K(X ) X K(Y ) y 
así IK(X)l -::::.c IK(Y) I. 

Corolario 2.4.23. Los espacios IK(Sp(G))I, IK (Ap(G))I, IK( Abp(G)) I y IK(Bp(G))I son 
t odos G-equivalentes. 

Demostración. Se deduce de que S~(G) "-..ª A p(G) y Sp(G) "-..ª Bp(G). D 

Un complejo que es de gran utilidad , es el complejo Rp( G) que consiste de los símplices 
{Po < P1 < .. . < Pn} E K(Sp(G )) tales que Pi '.Sl Pn para todo i . Este complejo fue 
introducido por G. R. Robinson en su reformulación de la conjetura de Alperin (ver [20], 
[37]). Tal complejo aparece también en el artículo de P. Symonds [33] en su demostración 
de la conj etura de P. Webb 2.6.1. 

En el artículo [35], Thévenaz y Webb demuestran que los G-espacios IK(Sp(G))I, 
IK (.Ap(G)) I, IK(Bp(G)) I y IR p(G)I son tocios G-equivalentes. Para ello, ut ilizan el teo­
rema ele Bredon y una variante del Quillen 's Fiber Theorem: 

Teorema 2. 4 .24. ((35, Theorem 1}) Si </> : X --t Y es un G-morfismo de posets tales que 
IK( rji- 1 (Uy))I es G"-contráctil para todo y E Y entonces rji induce una G-equivalencia en 
las realizaciones de los complejos asociados. Se obtiene el mismo resultado tomando las 
preimágenes de los Fy. 
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Este es el teorema principal del artículo [35] y su demostración utiliza el teorema 2.4. 18 . 
A continuación de [35, Theorem 1], T hévenaz y Webb enuncian el siguiente teorema, cuya 
demostración se basa en la utilización del teorema anterior. 

Teorem a 2.4 .25 . ((35, Theorem 2}) 

1. Si X e Sp ( G) es un subposet tal que X :J Ap ( G) o X :J Sp ( G), entonces la inclusión 
X Y Sµ(G) es una G-equivalencia . 

2. El complejo Rp(G) es G-equivalente a K(Sp(G)) . 

Obser va ción 2.4.26. Siguiendo a Barmak en [6], un morfismo entre posets </;: X -t Y se 
dice distinguido si </J-1 (Uy) es contráctil para todo y E Y. En [6, T heorem 4.4.4], Barmak 

demuestra que la existencia de un morfismo distinguido </; : X -t Y implica que X A Y . 

Luego observa en [6, Proposition 8.3.21] que si además</; es G-invariante entonces X /f Y . 
Del corolario 2.4.22 deducimos que IK:(X)I ::::.e IK:(Y)j . 

Lo que acabamos de demostrar es más débil que el teorema 2.4.24 ya que partimos de 
una hipótesis más fnerte que es la contractibilidad de </;-1 (U11 ) para todo y: esto implica 
que es G11-contráctil y, pasando a los complejos y sus reali~aciones, que IK:(</;- 1 (U11 )) 1 es 
Gy-contráctil para todo y E Y . 

Si bien nosotros no vamos a demostrar el teorema 2.4.24, uti lizando la observación 
anterior veremos una demostración del teorema 2.4.25 sin pasar por el teorema de Bre<lon . 
La primera parte del teorema ya la hemos demostrado , ya que si X :J 13p(G) o X :J Ap(G) 

entonces Sp( G) '\.ª X (ya que Sp( G)** e 13p( G)** y Sµ( G)** e Ap( G) y así estamos en las 
hipótesis de la proposición 2.4.2) para aplicar el corolario 2.4.22 . 

Para la segunda parte, siguiendo la demostración de Thévenaz y Webb, veremos que 
existe un G-morfismo distinguido </; : X(Rp(G)) -t Abp(G)ºP. Una vez conseguido tal 
morfismo , aplicando la observación 2.4.26 tendremos que 

y por lo tanto Sp(G)ºP /f X (Rp(G)) . Utilizando el corolario 2.4.22 deducimos que 

Demostración. (Parte 2. del teorema 2.4.25) De lo discutido anteriormente, basta ver 
Ja existencia de tal G-morfismo distinguido </J . Definimos la función </; : X( R p(G)) -t 

Abp(G)ºP como </; (Po < . .. < Pn) = íl7~ 1 Z(P;). Claramente <P preserva el orden, pero hay 
que ver que tal intersección es no trivial. Es fácil chequear que, gracias a la normalidad 
de todos los Pi en Pn, se t iene la igualdad íl~~1 Z(Pi) = Po n Z(Pn) · Por lo tanto, de 
la proposición 1.1.14 se deduce que Po n Z(Pn) es un grupo abeliano no trivial. Por otro 
lado, si A E A bp(G) entonces un elemento (Po< P1 < . .. < Pn) E X(R p(G)) verifica que 
</;(Po < . . . < Pn) = Po n Z(Pn) -SºP A si y solo si Po n Z(Pn) 2 A , si y solo si A 'S Po 
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y A :::; Z(Pn), es decir, A :::; Po y Pn :::; Cc(A) . De esta manera, A ~ Pn y tenemos una 
cadena de desigualdades 

(Po < P1 . .. < Pn) :::; (A:::; Po< P1 < . .. < Pn) 2 (A) 

.Ab (G)"P . . . . 
dentro de cjJ- 1 (UA P ) . En consecuencia, cjJ es un G-morfismo d1st111gu1do . o 

Los posets Sp( G) y A p( G) como retículos r educidos 

En esta sección analizamos los diferentes poset y complejos simpli ciales que pueden apare­
cer cuando vemos a los posets Sp( G) y A p( G) como retículos reducidos (ver observación 
2.1. 10). 

Recordemos que si X es un retículo reducido, entonces i(X) es el poset que consiste 
de los ínfimos ele los subconjuntos A e }vf (X), siempre y cuando A esté acotado infe­
riormente. Análogamente, .s(X) es el conjunto de los supremos sup (A) con A e m(X) 
acotado superiormente. 

Observación 2.4.27. En el poset de los p-subgrupos no triviales Sp(G), el subposet 
i(Sµ( G)) consiste ele las intersecciones no triviales de los p-Sylows. En consecuencia, 
Sp( G) es contráctil si y solo si la intersección de todos los p-Sylows es no trivial, lo cual 
para el poset i(Sp(G)) se traduce en tener un mínimo. 

Por otro lado , el poset i(Ap( G)) consiste de las intersecciones no t riviales ele los p-toros 
maximales. En la sección 3.1 del capítulo 3 veremos que ·i(Ap(G)) t iene un mínimo si y 
solo si Ap( G) es contráctil en dos pasos, lo cual es más fuerte que ser contráctil (a secas) . 

Veamos algunos complejos simpliciales que aparecen con este t ipo ele construcciones. 
Si X es un retículo reducido , podemos considerar l (X) el complejo simplicial cuyos 

vértices son los elementos maximales ele X y con símplices los conjuntos ele elementos maxi­
males acotados inferiormente. De manera análoga definimos L ºP(X) = l (XºP) en t érminos 
de elementos minimales. Así, podemos considerar el morfismo l : X "P -t X (l (X)) dado 
por l ( x) = { m E X : .T. :::; m}. Es fácil ver que l está hien definido y que efectivamente es un 
morfismo de posets. Además, tenemos un morfismo para el otro lado k : X (L (X )) -t X ºP 
dado por k(a) = inf(a) , el cual también se puede chequear que está bien definido y es 
un morfismo. Entonces kl(x) = inf(Ax) 2 x y lx(a) 2 a, por lo cual X ºP y X (l (X )) 
son homot ópicamente equivalentes. En particular , X y X(L(XºP )) = X (í,ºP(X )) son 
homotópicamente equivalentes. 

En términos del poset Sµ(G), el complejo l (Sp(G)) es un símplex si y solo si el conjunto 
de todos los p-Sylows es un símplex, si y solo si la intersección ele todos los p-Sylows es no 
tr ivial, si y solo si Sp ( G) es contráctil. 

Proposición 2.4.28. Sp(G) es cont ráctil si y solo si l (Sp(G)) es un símplex. 

En cambio , para el poset Ap(G) se tiene que l (Aµ(G)) es un símplex si y solo si la 
intersección de todos los maximales de Ap ( G) es 110 t ri vial. 

Proposición 2.4.29 . i(Ap(G)) tiene un mínimo si y solo si l (Ap(G)) es un símplex. 
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Por otro lado, veamos qué sucede cuando trabajamos con .CºP(X) para X = Sp(e) 
o Ap(e). En ambos casos .CºP(X) es un complejo simplicial cuyos vértices son los p­
subgrupos minimales , es decir , los subgrupos de orden p. Si A1 , ... ,A,. son grupos de 
orden p , entonces { Ai , ... , A,.} es un símplex de .C (X) si y solo si (A1, .. . , A,.) es un p­
subgrupo si X = Sp(e) o es un p-toro i X = Ap(e). En consecuencia, .CºP(Sp(e)) es 
un símplex si y solo si .01 (e) es un p-grupo, si y solo si todo elemento de orden p está 
contenido en Op(e). Del teorema de Cauchy, esto último implica que Op(e) > 1 es no 
trivial, y en particular Sp(e) es contráctil. En cambio para Ap(e) se tiene que .CºP(Ap(e)) 
es un símplex si y solo si D1 (e) es un p-toro , si y solo si todo par de elementos ele orden 
p conmutan, si y solo si Ap( e) posee un único elernento ma,-ximal , es decir , un má,-ximo . 

Proposición 2.4.30 . .C(Sp(e)ºP) es 1m símplex si y solo si D1(e) es un p-grupo. En 
cambio, .C(Ap(e)ºP) es un símplex si y solo si Ap(e) posee un máximo . 

Una propiedad interesante del complejo .C(Sp( e)) es que es vertex-homogeneous. Esto 
quiere decir que para cualquier par ele vértices del complejo simplicial, existe un isomor­
fismo simplicial que envía un vértice en el otro. En este caso , tal propiedad se desprende 
ele los teoremas ele Sylow, dado que los vértices de .C (Sp (e)) son los p-Sylows, dos p-Sylows 
son conjugados por un elemento de e y la conjugación induce un isomorfismo simplicial 
en este complejo . 

Consideremos ahora Q el grafo cuyos vértices son el conjunto de grupos de orden p 
de e y con una arista entre dos grupos A , B si [A, B] = l. Esto equivale a decir que 
(AB) = AB es un p-toro de rango 2. Tal grafo se lo denomina commuting graph de e 
en p. Ahora consideremos Cp(e) el complejo ele cliques del grafo Q, también denominado 
commuting complex de e en p. Esto es, tenernos un símplex cr = {A1 , ... , Ar} si para 
cada i, j se tiene que [Ai, Aj] = l. Esto es equivalente a que (Ai, . . . , A,. ) sea un p-toro. Si 
analizamos sn espacio finito asociado Y = X(Cp(e)) , vemos qne los puntos de Y son los 
conjuntos cr = { A1 , . . . , A,.} cuyo grupo generado es un p-toro. Si elegirnos un generador 
Xi para cada A i, podemos identificar al símplex cr con el conjunto { x1, ... , Xr}, y por lo 
tanto lo que tenemos es un conjunto de generadores de un JJ-toro. En definitiva, este poset 
Y es el poset de los conjuntos de generadores no triviales, módulo la relación x "' y si 
(x) = (y), de los p-toros de e. Veamos que es e -homotópicamente equivalente al poset 
Ap(e). Sea f : Y ---+ Ap(e) la función f( {A1 , ... , Ar}) = (A1 , . .. , Ar)· Es claro que f 
está bien definida y es un e -morfismo. Recíprocamente, tenemos g : A 11 ( e) ---+ Y dada 
por g(A) = {(x) : x E Ax#- l} , que está bien definida y es un e -morfismo de posets . 
Luego fg(A) =A y gf(cr) 2: cr. De hecho , como f g = idA p(G)> vemos que Ap(e) e Y es 
un e -retracto por deformación fuerte . 

Proposición 2 .4 .31. Para el comple.i o ele cliques Cµ(e) vale que A,.,(e) e X(C,.,(e)) es 

un e-retracto por deformación fuerte. Es decir , X(Cp(e)) '\,~ Ap(e) . 

En par ticular, esta proposición nos dice que X( Cp( e) ) '\,e Aµ( e) ya que todo e -colapso 

fuerte es un e -colapso. Así, deducimos que JC(X(Cp(e))) '\,e JC(Ap(e)) y por lo tanto 
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El complejo ele diques que describimos recién es ut ilizado por Aschbacher en [5] para 
analizar la simple conexión del poset ele p-subgrupos, lo cual hemos comentado en la 
sección 2.3 del presente capítulo. 

Para finalizar esta sección , hacemos un sumario ele to cio lo que probamos: 

Sp(G) = {H :::; G: p-subgrupo no trivial} 

Abp( G) = { H E Sp( G) : abeliano} 

Ar(G) = {H E Sp(G) : p-toro} 

Bp(G ) = {H E Sp(G) : p-radi cal} 

R r (G) = {{Po < P1 < ... Pn} E JC( Sp(G)) : Pi'.'::! Pn para todo ·i} 

Cp (G) = Complejo de Cliques de g = {(A , B): A, B E m (Ap(G)), [A, B] = 1} 

Teorema 2.4.32. Valen las siguientes: 

1. Sp( G) '\.ª Bp( G) 

2. Sr(G )'\.ª Abp(G) 

3. A bp(G) '\.'f! A p(G) 

4. X (Cp(G)) '\."f Ap(G) 

5. X( R p(G)) /f Abp(G)ºP 

y del corolario 2.4 .22 tenemos que IJC (Sp(G))I , IJC( A bp(G))I , IJC(Ap(G) )I, IJC( Bp(G)) I, 
IR p(G)I y ICp(G)I son todos G-eq1J.ivalentes . 

2.5 Característica de Euler y posets de puntos fijos 

En [15] K. Brown considera por primera vez el poset Sp(G) , en donde prueba una gen­
eralización del teorema de Sylow. Concretamente, Brown muestra que x ( SJJ ( G)) = 1 
mod IGlp· En [28] y en [6] se pueden encontrar demostraciones alternativas de este resul­
tado. Aquí daremos una exposición breve del resnltarlo . 

Teorema 2.5.1. (Brown) Si G es 1J.n grupo finit o y p es un primo, entonces x (Sp(G)) = 1 
mod p. 

Observación 2.5.2. Si p no divide al orden de G, entonces Sp(G) = 0 es vacío . En 
consecuencia, su característica de Euler es - l. Por otro lado, 1 Glp = 1, y así - 1 = 1 
mod 1 es t rivialmente cierto . Luego se puede suponer que p divide al orden ele G. 

Vamos a seguir la demostración de Barmak en [6]. 
P rimero necesitamos el siguiente lema sobre cierto poset de puntos fij os. Recordemos 

que si H :::; Ges un subgrupo y X es un G-conj unto entonces podemos restringir la acción 
y decir que X es un E-conjunto. Si X = S p(G ), entonces H actúa en X por conjugación . 
El siguiente lema se deduce de la demost ración de Quillcn ele [28 , Proposit ion 4. 1]. 
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Lema 2.5.3. Si H :S Ges unp-subgrupo no trivial, entonces el poset Sp(G)J-J es contráctil. 

Demostración. Como H es un p-grupo y H :S Nc(H), se tiene que HE Sp(G)H. Luego 
si A E Sp(G)l-I , el conjunto AH es un p-subgrupo no trivial de G puesto que H normaliza 
A y ambos son p-grupos. De esta manera, A :S AH ;:=: H y por lo tanto Sp(G)H es 
contráctil. D 

Recordemos que si X es un espacio finito , la subdivisión baricéntrica de X es el espacio 
finito X'= X(K(X) ) . 

Ahora fijemos un ·p-Sylow P de G y consideremos la acción por conj ugación de P en 
Sp(G)'. Si e = {Ho < H 1 < .. . < H,,} es una cadena de p-subgrupos no triviales , el 
estabilizador de c por la acción de P es el conjunto 

n 

PI-I = {g E P: cq =e}= {g E P : Hf = Hi para todo i} = n Np(Hi) 
i=O 

Consideremos el subposet Y = {e E Sp( G)' : Pr. > 1} y veamos que es hornotópicamente 
trivial. 

Proposición 2.5 .4. El poset Y es homotópicamente trivial. 

Demostración. Tomemos la función f : Y -+ Sp(P )ºJJ dada por f (e) = Pe. Por definición 
de Y, esta función f está bien definida . Además , f es continua, ya que si c :S e' son dos 
elementos de Y, entonces 

Pe'= íl Np(H) :S íl Np(H) =Pe 
HEc' 1-JEe 

Veamos que f es una equivalencia débil aplicando el Quillen's Fiber Theorem 1.2.14. Si 
H E Sp(P )ºP entonces 

¡-1(UH) = {c E Y : H :S Pe}= {c E Y: H :S Np(K) para todo K E c} = (Sp(G) H)' 

Del lema anterior , Sp(G)I-I es contráctil, y por lo tanto su subdivisión (Sp(G)H)' es ho­
motópicamente trivial (más aún, es contráctil. Ver [10, Corollary 4.18]) 

Luego f es una equivalencia débil , y como Sp(P )ºP es contráctil (P es un mínimo de 
este poset), concluimos que Y es homotópicamente trivial. D 

Proposición 2. 5 .5. x(Sp (G) ' , Y)= O mod (!PI) 

Demostración. Sea C.; el conjunto de las cadenas de longitud i de Sp( G)' que no son 
cadenas en Y. Luego x(Sp(G)' , Y)= ¿ i?:O(- l )';ai, donde 

ai =#C.;= # {ca< . .. < Ci : existe j t al que Pe1 = 1} 

Entonces P actúa sobre Ci y de la ecuación de clases (ver teorema 1.1.9) tenemos que 
r 

ai = #Ci = 1cr1 + ¿ oc,. 
k= l 

Si c E Ci entonces hay algún elemento H E e para el cual P actúa trivialmente dado que 
c no es una cadena en Y . Así, C{' = 0 y Pe= 1 para tocio c E Ci· Esto nos dice que tocias 
las órbitas tienen IPI elementos, y por lo tanto ai = ¿~=l IPI = rlPI· D 

75 



Capítulo 2. Los posets de p-subg'f"upos de un grupo K evin Pitemian 

De esto obtenemos inmediatamente el resultado de Brown. 

Corolario 2. 5 .6. (Brown) Si Ges un grupo finito y pes un primo entonces x(Sp(G) ) = 1 
mod (JPI) 

Demostración. Basta observar que x(Sp(G)) = x(Sp(G)') = x(Sp(G) , Y )+ x(Y ) = 1 
mod (J P I) dado que Y es homotópicamente trivial. O 

Para cerrar esta sección veamos algunos resultados más sobre los posets de puntos 
fijos. 

Prop osición 2. 5 . 7 . (Cf. [36 , Theorem 1, (a)]) Si H ::::; Ges un subgrnpo tal que Op(H ) > 
1 entonces Sp(G)J-1 '.:::= *· En particular , i H E Sp(G) entonces Sp(G)H es contráctil. 

Demostración. Siguiendo la misma idea de la demostración del lema 2.5.3 , tenemos que 
X ::::; XOp(H) 2 Op(H ) en Sp(G)H. O 

Propos ición 2. 5 .8 . ([28 , Remark 4.4]) Si P E Sp(G) entonces Ap(G)P es contráctil. 

Demostración. Sea Z = .01 ( Z ( P )) . Entonces P actúa trivialmente sobre Z , por lo que 
Z E Ap(G)P. Por ot ro lado, si X E Ap(G)P entonces 

X 2 Cx( P ) = {x E X: x9 = x para todo g E P } ::::; Cx( P )Z 2 Z 

Las asignaciones X H Cx(P) y X H Cx(P)Z preservan el orden. Además estas cadenas 
de desigualdades están bien definidas dentro de Ap( G)P . Por lo tanto Ar( G)P es contráctil. 

o 

2.6 Espacios de órbitas y una conjetura de P. W ebb 

Si X es un G-espacio, el espacio de órbitas es el espacio topológico X /G = X / "' , donde 
"' es la relación x "' y si xD = y para algün g E G, y la topología es la cociente . Es 
decir , X / G = {Ox : x E X} es el conjunto de órbitas. Vamos a notar Ti : X ~ X / G a 
la función cociente y x = Ti(x) a los elementos del espacio de órbitas. uestro interés en 
esta sección es interpretar el espacio de órbitas de los posets de p-subgrupos y el de sus 
complejos simpliciales asociados. 

Si ]( es un G-complejo podemos considerar el complejo de órbiüts }( / G cuyos vértices 
son las órbitas por la acción de G de los vértices de K , que notamos v* = Ov si v es un 
vért ice de K , y cuyos símplices son los conjuntos de órbitas de vértices {va*, ... , Vr *} tales 
que existen Wi E v.¡* de manera que { ·wo, . .. , w.,.} es un símplex ele K. Notar que es para 
alguna elección de Wi, lo cual no significa que cualquier conjunto de representantes de las 
órbitas v; = Ov; vayan a formar un símplex en J<. El símplex {wo, ... , wr} E K se dice 
que está por encima del símplex {w0, ... ,w:} E K / G. 

Recordemos que K' es la primera subdivisión baricént rica de K . Esto es, el complejo 
simplicial cuyos vértices son los símplices de K y cuyos símplices son las cadenas de 
símplices de K ordenados por la inclusión. En términos de los funtores entre espacios finitos 
y complejos simpliciales, se tiene que K' = K:(X(K)). Si K es un G-complejo, entonces 
tenemos una acción inducida en los símpli ces cr ={va, ... ,vn} E }( H crD = {vg , ... ,vK} E 
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J( para g E G. Esto nos dice que K' es una G-complejo. Además, la realización geométrica 
ele I< , que notamos por IK I, es un G-espacio con la acción (L i tivi)9 = L ·i tivf. Esto nos 
permi te ver que el homeomorfismo canónico II<' I -t II< I que manda cada vértice de K' , es 
decir un símplex () = { vo, .. . , Vn } de ]{ , a su baric ntro L i n.!. 1 Vi, es G-equivariante . 

En [37] y [38], Peter Webb considera el espacio topológico IK(Sp(G)) l/G y demuestra 
que es acíclico módulo p. Con esto en mente, establece la siguiente conj etura 

Conjetura 2.6.1. (P. Webb) El espacio de órbitas IK(Sv(G)) l/G es contráctil. 

Años más tarde, Peter Symonds demuestra tal conjetura en [33]. Para ello consid­
era el complejo de Robinson 'Rp( G) que describimos en la sección 2.4 de este capítulo . 
Recordemos que tal complejo consiste de los símplices {Po < P1 < . . . < P,.} E JC(Sp(G)) 
donde Pi es normal en P,. para todo i y que resultaba G-homotópico a JC (Sp(G)) (ver teo­
rema 2.4.32). La demostración de Symonds de la conjetura de Webb es bastante directa: 
primero demuestra que es simplemente conexo y luego que sus grupos de homología son 
triviales . 

Veremos aquí qué relación hay entre los distintos espacios de órbitas que surgen de 
considerar un G-poset X y la conexión con la conj etura de Webb. Si bien no demostramos 
sn conj etnra, podremos reennnciarla n tili zanclo diferentes espaciofi finitos . 

Las siguientes definiciones y resultados del libro de Bredon [13, Chapter III] nos serán 
de bastante utilidad para entender la diferencia entre los distintos espacios ele órbita.':i que 
aparezcan . 

Definición 2.6.2. Para un G-complejo ](ponemos considerar las siguientes propiedades: 

(A) Si() es un símplex de]( y g E G, entonces g fija a cada vértice de () n ()9 . 

(B) Si go, .. . , gn E G y tanto (vo, ... ,vn) como (vgº, . . . ,vK") forman símplices de K , 
entonces existe g E G tal que vt = vf para todo ·i . 

En la definición anterior , el elemento ( vo, . .. , v11 ) es un símplex de ]{ cuando vemos el 
conjunto { v0 , .. . , vn }· En particular no estamos suponiendo que los Vi sean todos distintos . 

Observación 2.6.3. La propiedad (A) es equivalente a esta otra: 

(A') Si ves un vértice de ]{ y g E Ges tal que v y v9 están en un mismo símplex, entonces 
V = v9 . 

Probemos esto: 

• Supongamos que vale (A) y sean v E ]{y g E G tales que v y v9 están en un mismo 
símplex. Entonces () = { v, v9} es un símplex de K . Como vale (A) , se tiene que g 
fija a los vértices de() n (jg :J { v }. Es decir , v.CJ =v . Luego (A) implica (A') . 

• Supongamos que vale (A') y sean() E ]{ un. ímplex y g E G. Tomemos v E () n ()9 . 

Entonces v, v.9 E () 9 están en un mismo símplex. De la validez de (A') deducimos 
que v = v9 y así g fija cada vértice de() n ()9 . Luego (A') implica (A) . 
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Observación 2.6.4. Más aún, podemos ver que la propiedad (B) implica la propiedad 
(A) , o equivalente, la propiedad (A'). En efecto, si v, v·9 están en un mismo símplex, 
entonces ( v, v) y ( v, v9) son símplices ele ](. Por (B) , existe h E e tal que v = vh y 
vD = vh, y así v = vD . 

Si ]( es un e -complejo y H :::::; e es un subgrupo , podemos restringir la acción a H y 
ver entonces a ]( como un E-complejo. 

D efinición 2.6 .5. Un e -complejo K se dice regular si K satisface la propiedad (B) para 
cada subgrupo H ::; e. 

La siguiente proposición nos dice que la condición ele regul aridad se puede obtener 
pasando a la segunda subdivisión baricéntrica ele un e-complejo](, y que por lo tanto no 
es una condición muy restrictiva a la hora de estudiar la topología de II< I. 

Proposición 2.6.6. Para cualquier e -complejo ]( se tiene que J<' satisface la propiedad 
(A) . Si K satisface la propiedad (A), entonces K ' satisface la propiedad (B). 

Demostración. Ver [13, Proposit ion 1.1] D 

De esta manera, pasando por la segunda subdivisión baricéntrica podemos suponer 
que todo G-complejo es regular a la hora ele estudiar sus propiedades topológicas . 

Si K es un e -complejo regular y (va, ... , vn) y (wa , ... , wn) son símplices por encima 
del símplex (v0, . .. , v~) ele K /e, con wi = vi,, entonces existen g.i E e t ales que vf; = Wi . 
Por regularidad , existe g E e tal que wi = vfi = vf. para todo i. Luego {va, .. . , 'Un} 9 = 

{ wa , ... , wn}· Es decir , los símpli ces que están arriba de { v0, . .. , v~} forman una órbita 
de la acción de e inducida en los símplices de K. Notemos q : K ---+ K/e al modismo 
simplicial q(v) = v* . Cuando ]( es regular tenemos que q- 1(ü*) ={TE ](: q(T) = ü} = 

ºª' En general, q induce una función continua lql : IKI ---+ IK/e¡, que es sobreyectiva y 
cociente (pues IKI es compacto y IK /e¡ es T2). Por otro lado, tenemos la función cociente 
7f : IK I ---+ II< l/e. Como lql es e -equivariante, tenemos una función continua inducida 
'P : IK l/e ---+ IK / e ¡ que es sobreyectiva. Cuando K es un e-complejo regular , esta 'P 
resulta ser inyectiva. Como IK /e¡ t iene la topología cociente, deducimos que en tal caso 
'P( L i tivi) = L ·i tivi es un homeomorfismo. Tenemos así la siguiente proposición. 

Proposición 2.6.7. Si K es un e -complejo regular , entonces 'P: IKl / e---+ IK / GI definida 
por 'P( L i ti'V·i) = L i t.ivi es un homeomorfismo. En general, si K no es necesariamente 
regular , 'Pes una función cont inua y sobreyectiva. 

Por último, notemos que si K es un e -complejo que verifi ca (A) , entonces IK ªI 
IKIª , donde Kª es el subcomplejo pleno de K generado por los vértices que quedan 
fijos por la acción de e. La inclusión IKªI e IK Iª es fácil de ver. Por otro lado , si 
x E IK Iª , entonces x = I::~a tivi, con ¿ ;_t i = 1 y ti > O para todo i. Si g E G, entonces 
{'va, ... , vn } = Supp(x) = Supp(x9 ) = {vg, ... , v~. } es un símplex de K. En particular, v.i 
y vf están en un mismo símplex para todo i. Por (A '), que es equivalente a (A) , debe ser 

g t el . que v.i = vi para o o z. 
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Notemos h: IK' I --1 IK I al homeomorfismo definido en los vértices como 

n 1 
h({vo , ... ,vn}) = ¿ --vi 

. n+l 
1.=0 

Es fácil chequear que hes G-equivariante y que por lo tanto tenemos un homeomorfismo 
inducido en los cocientes li: IK' l/G--+ IK l/G . 

Recordemos que si X es un espacio finito To y J( = K(X) es su complejo asociado, 
entonces la función µx : IK I --+ X definida por µx (L~=O t ixi) = mini {xi} es una equiva­
lencia débil , es decir , induce isomorfismos en todos los grupos de homotopfa. Además, µ,x 
es G-equivariante ya que al formar una cadena los Xi, se tiene que mini{ xn = (mini{ xi} )-9 
para g E G. Luego µx induce una función continua P,x : IK l/G --+ X/G dada por 
ílx( L i t .ixi ) = mini{.7:i} · 

Antes ele proseguir , veamos algunas proposiciones que nos serán de gran utilidad . 

Proposición 2.6.8. Si X es G-poset, entonces K(X) es un G-complejo que verifica la 
propiedad (A) . 

Demostración. Claramente K(X) es un G-complejo. Si x, x9 E VI< = X son dos vértices 
que están en un mismo símplex, entonces { x, x9 } es un símplex de JC(X) . Como los 
símplices de este complejo son las cadenas finitas de X , deducimos que .'E ~ x9 o bien que 
x9 ~ x. Del lema 1.3 .3 concluimos que x = x9 . Por lo tanto K(X) verifica (A '), que es 
equivalente a (A) . O 

El complejo JC(X/ G) tiene como vértices a las órbitas de los puntos de X , y como 
símplices las cadenas de órbitas. Recordemos que para un G-poset, una órbita O está 
contenida en una órbita O' si para algún representante x E O y otro representante y E O' 
vale que x ~ y. Por otro lado , los vértices del complejo JC(X) / G son las órbitas de 
los puntos ele X y los símplices son los conjuntos ele órbitas { Oo , ... , On} de manera 
que existen representantes Xi E o i para los que { xo , . . , 'Xn } es un símplcx de K(X ) . 
Reenumerando las órbitas , podemos suponer que xo < x i < . .. < Xn· De esta manera, las 
órbitas verifican que Oo < 01 < ... < On y así los símplices de JC (X) / G son las cadenas 
de órbitas de X. En consecuencia, estos dos complejos son iguales . 

Proposición 2.6 .9. Si X es un G-poset, entonces JC(X) / G = JC(X/G) . Más aún, se tiene 
el siguiente diagrama conmutativo 

IJC(X)l/G l~X X/G 

1 'PIC(X ) ~ rl~X/G 
IJC(X) / GI = IJC(X/ G) I 

En particular , si 'P I< es un homeomorfismo, P,x es una equivalencia débil. 

Demostración. Solo basta ver que el diagrama conmuta. Notemos cp = 'PK.(X) y K = 
JC (X). Si xo < x1 < ... < Xn es una cadena en X , o equivalentemente un símplex de K , 
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entonces 

o 

Sea X un G-poset y notemos K = JC(X) a su complejo asociado. Al provenir ele un 
G-poset , el G-complejo }(verifica la propiedad (A). Luego K' es un G-complejo regular. 
De tocio lo demostrado anteriormente, tenemos un homeomorfismo 

IK l/ G ~ IK' l/G ~ JI<' /GI 

De las proposiciones 2.6 . 7, 2.6 .8 y 2.6.9 , tenemos el siguiente diagrama donde todos 
los cuadrados conmutan. 

X' µx' JK' J ---_,, 

)~ µ~, IKt--. 
h. 

JKI 
µx 

X (2.5) 
- ""' 

lr. lr. 
w 

h P,x 
- JK J/G X / G 

;;;jµxi ¡c w =l 'P I<' 1 :P I< ;;; r µx¡c 

a JJC (X'/ G)J = JK' / GJ IK / GI [JC(X/G) J 

=lh 
[JC((X/G)') I = [JC(X/G)'I (X/G)' f----µ_(_A~_c_J ' __ 

w 

La función a: X' / G --7 (X /G) ' está definida como 

a(xo < X1 < . . . < X n) = xo < x 1 < .. . < Xn 

Es fácil verificar que a es un morfismo de posets. Por otro lado , si .'.l:o < x 1 < ... < Xn 

es un elemento de (X/ G)' , entonces existen gi E G tales que Xi-1 < xfi para O < i :S n . 
De esta manera, si Yo = xo e y¡ = xfiYi- i .. ·

91 para i > O, entonces Yo < Y1 < . . . < Yn y 
Yo < Y1 < .. . < Yn = xo < .1:1 < . . . < x.,, . Esto prueba que a es un modismo sobreyectivo. 
Sin embargo , la inyectivida.d puede fallar. 

Lema 2.6.10. El morfismo a es inyectivo si y solo si JC(X) tiene la propiedad (B) . 

Demostración. Sean e = xo < x 1 < ... < Xn y e' = Yo < YI < . .. < Ym dos cadenas de 
X. Si a(c) = a(d) , entonces por longitud t iene que ser n = m y además Xi = Yi para 
todo i, por lo que existen Qi E G tales que y.¡ = x;t para todo i. Luego e = C! si y solo si 
existe g E G tal que c.9 = e' , si y solo si para todo i, x 9' = Yi = x 9 . Esto es exactamente 

¡, i 

la propiedad (B) para JC (X) . O 
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Veamos qué significa esta propiedad (B) cuando X = Sp(G) es el poset de p-subgrupos 
y K = JC(Sp(G)). Si (Ho, H1 , ... , Hn) son p-subgrupos que forman un símplex de K, 
entonces sin pérdida de generalidad los puedo suponer ordenados Ho :::; H1 :::; ... :::; H11 • 

Supongamos que existen gi E G tales que (H3º, H'{1 , . .. , H;i") forman un símplex de K . 
Como conj ugar preservar el orden, tiene que ser que H8º :::; Hf1 

:::; ... :::; Hfi". Buscamos 
- 1 

un g E G tal que Hf = H¡; para todo i. Es decir , un g tal que H; = Hf 9
i . Esto significa 

que gg.¿1 E Nc(Hi), o equivalentemente, que g E Nc(Hi)gi· Por lo tanto, un tal g existe 
si y solo si la intersección de las coclases íl :~o Nc(Hi)gi es no vacía . 

Sin embargo, hay grupos que no verifican esta propiedad (B) como lo muestra el 
siguiente ejemplo que encontramos en el libro de Srnith [30] . 

Ejemplo 2.6.11. Sea G = § 4 y notemos X= S2(G) al poset de 2-subgrupos no triviales 
y Ka su complejo asociado. Entonces uu 2-Sylow de Ges D = ((13) ,(1234)) '.:::' D 8 . 

Luego los elementos (13)(24) y (12)(34) están en D y son conjugados por (23) E G . 
De esta manera, tenemos dos grupos distintos H1 = ((13)(2 4)) y H2 = ((12), (3 4)) que 
determinan el mismo punto en X/ G . 

Consideremos ahora las aristas {H1 e D} y {H2 e D}. Afirmo que están en diferentes 
órbitas : si {H1 e D}9 = {H2 e D}, entonces g E Nc( D ), por lo que r,9 : D -t D es 
un isomorfismo. En particular, c9 (Z(D)) = Z(D). Es decir, g normaliza a Z(D). Sin 
embargo , se puede probar que Z(D) = H 1, por lo que H f = H1 =/= H2, en contradicción 
con nue::;tra hipótesi::; . 

Observación 2.6.12. Cuando X= S71 (G) , el espacio ele órbitas Sp(G)/G es contráctil. 
Esto es porque tiene un máximo que es la órbita ele un p-Sylow . 

La conjetura de P. Webb 2.6.l afirma que IKl/G es contráctil cuando]{= JC(Sp(G)) . 
En vista del diagrama 2.5 y de la observación anterior , como IKl/G es un CW-complejo, 
tenemos las siguientes equivalencias: 

Lema 2 .6.13. Las siguientes son equivalentes para K = JC(X), donde X es un G-poset 
tal que X / G es homotópicamente trivial. 

l. IKl/G es contráctil 

2. IK' /GI es contráctil 

3. X' / Ges homotópicamente trivial 

4. P,x e::; una equivalencia débil 

5. El morfismo a : X' /G -t (X/G)' es una equivalencia débil 

Esto nos da diferentes enfoques a la hora de querer probar la conjetura ele P. VJ'ebb 
si elegimos un poset ele p-subgrupos X que sea débilmente equivalente a Sp( G) y tal que 
X / G sea homotópicamente trivial. 

En general, si X/G es contráctil no implica que IJC(X)l/G lo sea, como el siguiente 
ejemplo lo muestra . 
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Ejemplo 2.6.14. Sea X el modelo minimal ele § 1 . Esto es, el poset cuyo diagrama ele 
Hasse es 

M, M, 

i><i • • m 1 mi. 

Figure 2.2: Modelo mínima] de § 1 

Consideremos la acción de Z2 sobre X que permuta m1 con m2 y M1 con M2. Entonces 
X / Z2 es el poset lineal de dos puntos. En particular es contráctil. 

Por otro lado, IJC(X) I es § 1 y la acción de Z2 que teníamos en X acá se corresponde 
con la acción antipodal. 

Figure 2.3: Acción antipodal en IK(X)I , con g generador ele Z2 

Por lo tanto, el espacio de órbitas IK(X)l/Z2 es la recta proyectiva JID1 (JR), la cual es 
110meomorfa a § 1 . Luego IK (X ) l/Z2 no es homotópicamente trivial. 

Uno podría preguntarse entonces bajo qué hipótesis vale la conjetura de P. Webb. 
Sabemos que Sp( G) es un retículo rech1cido (ver observación 2.1.10) , cosa que el modelo 
minimal de § 1 no lo es. Esto podría ser entonces una obstrucción. Tampoco sabemos si 
vale la recíproca, es decir , si IK(X)l/G es cont ráctil entonces X/G es homotópicamente 
trivial. Queda también abierta la pregnnta de si Ap ( G) / G es homotópicamente trivial en 
general. 

Observación 2.6.15 . Vimos que el poset de caras del complejo de Robinson Rp(G) t iene 
el mismo tipo homotópico simple equivariante que Abp(G)ºP (ver teorema 2.4.32). Si 
tomamos X = X(Rp(G)) y ]( = K(X) = Rp(G)' en el diagrama 2.5, tendremos que 
IKl/G ='PK IK/GI por ser ]( regular y por lo tanto para probar la conjetura ele Webb 
2.6.l basta ver que X(Rp(G))/G es un e pacio finito homotópicamente trivial. 
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Capítulo 3 

Tipo homotópico del poset Ap( G) 

En el artículo [32], Stong muestra con un ejemplo que en general los posets Ap(G) y Sp(G) 
no son homotópicamente equivalentes. Para ello considera el grupo G = §5 con el primo 
p = 2 y analiza las estructuras de ambos posets . 

Por otro lado, prueba que la contractibilidad del poset Sp( G) es equivalente a la ex­
istencia de uu p-subgrupo normal no trivial. De esto deduce que la coutractibilidad del 
poset Ap(G) implica la del Sp(G). Sin embargo, deja abierta la pregunta de si vale la 
recíproca. En la sección 3. 7 de este capítulo damos un contraejemplo de esto último. Es 
decir, la existencia de un p-subgrupo normal no t rivial no implica que Ap( G) sea un poset 
contráctil. 

Uno podría preguntarse qué condiciones debe cumplir el grupo G para que el poset 
Ap( G) sea contráctil. Esta pregunta parece requerir de mucha teoría de grupos y hasta el 
momento no hemos encontrado una respuesta general definitiva en términos de subgrupos 
de G . 

En la sección 3.1 de este capítulo analizamos el concepto de contraetibilidad en pasos 
y logramos describirlo complemente en retículos reducidos atómicos. Con estos conceptos, 
podemos describir de manera combinatoria la contractibilidad de Ap(G). En las secciones 
siguientes ciamos algunos resultados parciales sobre cuándo los posets Ap( G) y Sp( G) son 
homotópicamente equivalentes. Analizamos el caso ele G = Dn un grupo clieclral y vemos 
que para p i=- 2, los posets Ap( G) y Sp( G) no son muy interesantes ya que poseen un orden 
lineal, mientras que si p = 2 son homotópicamente equivalentes pero en general pueden no 
ser contráct iles . Probarnos también que lo: grupos ele orden p°' r¡ , con p, q primos distintos , 
verifican que Sp(G) ~ Ap(G). Finalmente cerramos el capítulo con una serie de ejemplos 
y contraejemplos que desafían nuestra intuición y nos ayudan a entender un poco más por 
qué los posets Ap( G) y Sp( G) no son homotópicos en general. 

3.1 Contractibilidad en pasos 

En esta sección, introducimos la noción de contractibilidacl en pasos de un poset. Un poset 
X será contráctil en n pasos si existe una cadena de n desigualdades entre la identidad y 
una función constante. Es decir , si en el 1-esqueleto del complejo K(Xx) la función iden­
tidad está a una distancia de a lo sumo n de una función constante. La contractibilidad en 
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pasos nos permit irá diferenciar entre distintos tipos de espacios contráctiles. Por ejemplo , 
probamos que cuando consideramos retículos reducidos atómicos, podemos decir exacta­
mente la cantidad de pasos en que es contráctil mirando los subposets que se obtienen al 
tomar las intersecciones de maximales o lo upremos de minimales de manera alternada 
y sucesiva. 

La idea de contractibilidad en pasos se podría decir que t iene su origen en el artículo de 
Quillen [28]. Lo que nosotros denominamos contractibilidad en dos pasos es lo que Quillen 
denomina cónicamente contráctil. De esta manera, prueba que si Op(G) > 1 entonces 
Sp( G) es cónicamente contráctil y en part icular homotópicamente trivial. Más adelante, 
Smith en [30] hace referencia a la contractibiliclad en uno, dos (lo que Quillen llamó 
cónicamente contráctil) o más pasos. Nosotros damos una definición formal y trabajamos 
con esto para obtener una visión más general de lo que significa en lattices reducidas. 

Definición 3 .1.1. Sean X e Y dos posets . Dos morfismos f, g : X~ Y son homotópicos 
en n pasos, y notamos f '.:::'.n g , si existen fo , Ji , ... , fn : X ~ Y tales que fo= f , fn = g 
y J.;, h+i son comparables para todo i. 

Los espacios X e Y son homotópicamentc equivalentes en n pasos, y notamos X c:::n Y 
si existen f : X ~ Y y g: Y~ X tales que gf c:::n idx y f g c:::n id y . 

Decimos que X es contráctil en n pasos si X '.:::'.n *· 

Observación 3.1.2. De la definición es inmediato ver que X es contráctil en O pasos si y 
solo si es punto, y es cont ráctil en 1 paso si y solo si posee un máximo o un mínimo. Esto 
mismo nos dice que la contract ibilidad en pasos no es un invariante homotópico. Es decir, 
si X e::: Y y X ""n * entonces esto no implica que Y ""n *· Lo único que podemos decir es 
que si X "'m Y entonces Y ""n+m. *· Por lo tanto, este invariante nos permite distinguir 
entre distintos tipos de espacios contráctiles. 

En lo que sigue nos dedicaremos a estudiar la contractibilidad en paso de retículos 
reducid os atómi cos o coatómi cos. 

Observación 3 .1.3. Si X es un retículo reducido atómico que tiene un mínimo, entonces 
X = { *} es solo punto , ya que todo elemento de X debe ser el supremo de los minimales 
que están por debajo de éste. 

Esta observación nos conduce a la siguiente proposición cuya demostración es inmedi­
ata. 

Proposición 3.1.4. Sea X un retículo re<luci<lo. Si X es atómico, entonces X ""l *si y 
solo si X posee un máximo. Análogamente, si X es coatómico , entonces X "'l * si y solo 
si X posee un mínimo. 

Proposición 3.1.5. Si X es un retículo reducido , entonces X ""l i(X ) y X ""l .s (X ). 

Demostración. Sea i : i(X ) Y X la inclusión y sea r : X ~ i(X) el retracto dado por 
r(x) = inf (.M(x)). Entonces ri = id i(X) e ir;:: idx. Es decir, ir "'l idx . 

Para .s(X) es análogo. O 
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En general, ¿Qué significa ser contráctil en n pasos? Supongamos que X es un retículo 
reducido atómico contráctil en n pasos . Luego existen morfismos fo , Ji, .. . , f n : X ---+ X 
y un elemento xo E X tales que fo = idx, fn = ctcx0 y pasa alguna de las siguientes 
desigualdades: 

idx = fo :S Ji 2 h :S ... 2 f n-l :S cte'"º = f n si n es par 

idx = fo :S Ji 2 h :S ... :S f n- l 2 ctex0 = fn si n es impar 

idx = fo 2 Ji :S h 2 . .. :S f n- l 2 ctex0 = fn sin es par 

idx = fo 2 Ji :S h 2 ... 2 fn - l :S ctex0 = fn si n es impar 

(3.1) 
(3 .2) 
(3.3) 
(3.4) 

A continuación veremos cómo ir cambiando estas cadenas ele desigualdades entre la 
ident idad y la función constante de manera que se mantengan la cantidad de pasos y que 
los morfismos por los que cambiemos los anteriores sean de alguna manera conocidos. 

Para dos morfismos f , g : X ---+ X, notamos f Ag a la función wedge o ínfimo (f Ag) (x) = 
f( x) A g(x) . Esta función resulta un modismo bien definido en X siempre y cuando 
{f(x),g(x)} esté acotado inferiormente para todo x E X. Si Í i- l 2 Íi :S f i+l, podemos 
intercambiar f i por f i-1 A Íi+1 ya que {fi- 1(x) , Íi+1 (x)} está acotado inferiormente por 
fi(x) para todo x E X. Con esto obtenemos otra homotopía entre fo y fn con la misma 
cantidad de pasos de manera que los morfismos que están en medio de las desigualdades 
f i-1 2 f i :S fi+l resultan ser el ínfimo (o wedge) de los dos de la punta . 

Con esta idea en mente, si f , g : X ---+ X son dos morfismos , podemos considerar la 
función supremo f V g : X ---+ X dada por (f V g) ( x) = f ( x) V g ( x), que está bien definida 
siempre y cuando {f(x) , g(x)} esté acotado superiormente en X. Luego, si Íi -1 :S f.¡ 2 
fi+ 1, podemos intercambiar fi por Íi- 1 V f i+l para obtener otra homotopía entre fo y fn 
con la misma cantidad de pasos . 

Ahora observemos lo siguieute. Supongamos que estamos en el caso (3.3) o (3.4) de las 
desigualdades donde fo 2 Ji :S h 2 . ... Sea x E X y sea y E m(x) un elemento minimal 
por debajo de x . Entonces y 2 fi(y ) implica que y= fi(y ) :S h(y) por ser un elemento 
minimal. Como h es morfismo de posets , 

Y :S h(y) :S h(x) 

Como y E m(x) era arbitrario y X es atómico , deducimos que x = sup(m (x)) :S h(x) . 
Con esto, podemos intercambiar nuestra cadena original por esta otra 

fo :S h 2 h :S · · · 

Así, redujimos la cant idad de pasos ele la homotopía y caímos en el caso (3 .1) o (3. 2) ele 
las desigualdades anteriores . 

El siguiente teorema resume lo que acabamos de ver . 

Teorema 3. 1. 6. Sea X un retículo reducido atómico. Si idx '.::'. g, entonces existen 2 O 
y morfismos de posets fo , .. . , f n : X ---+ X tales que 

idx = fo :S Ít 2 h :S . . . 2 f n-1 :S fn = g , sin es impar, o 

85 



Capítulo 3. Tipo homotópico del poset Ap( G ) ]{ evin Piterman 

idx = fo ::::; Ji 2=: h ::::; . .. ::::; fn-1 2=: fn = g , si n es par 

Más aún, podemos s·uponer qz¿e Í2k = Í2k-l /\ Í2k+1 para cada 1 ::::; k < n / 2 y que Í2k+1 = 
Í2k V Í2k+2 para todo O ::::; k < n / 2 

La demos tración se desprende de lo que ya comentamos. 

Obser vación 3.1.7. Invirtiendo las desigualdades, se pueden obtener resultados análogos 
en el caso de retículos reducidos coatómicos. 

La siguiente proposición nos dice que el e alguna manera sabemos quién es el morfismo 
fi de una cadena de desigualdades del estilo idx ::::; Ji 2=: h ::::; .... 

Proposición 3.1.8 . Si X es un retículo reducido atómico y idx ::::; f , entonces f (x) < 
inf(.M(x)) para todo x E X. 

Demostración. Si y E M( x ), entonces f( x) ::::; f(y ) = y por ser y maximal. Así, f (x) ::::; y 
para todo y E M( x) implica que f( x ) ::::; inf (.M(x)) . O 

Recordemos que para un retículo reducido tenemos las siguientes dos sucesiones 

X :) i(X) :) .s (i(X )) :) i(s( i(X))) :) ... 

X ::J s(X) ::J i(s (X )) ::J s (i(.s(X))) ::J . . . 

Al (n + 1)-ésimo espacio de la primera sucesión lo notamos X n y al (n + 1)-ésimo espacio 
ele la segunda sucesión lo notamos X 11 • 

Con estas herramientas podemos probar el siguiente teorema que nos da un método 
para calcular la contractibiliclad en pasos de retículos reducidos atómicos o coatómicos. 

Teorem a 3.1.9. S ea X un retículo reducido atómico. Son eqilivalentes: 

1. X "'n * 

2. i(X ) "'n-1 * 

3. x i "'n-i * para todo ·i ::::=: o 

4. X n = * 

con la convención de que Y "'m *para m negativo es lo mismo que Y "'"'O*· Análogamente, 
si X es coatómico entonces son equivalentes: 

1. X "'n * 

2 . .s(X) "'"'n- 1 * 

3. x i "'"'n-i * para todo ·i ::::=: o 

4. x n = * 
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Demostración. El caso n = O es tautológico , asique podemos suponer que n 2 l. 
Veamos que 1) implica 2). Supongamos que X es atómico y cont ráctil en n pasos . Por 

el teorema 3. 1.6, existen morflsmos fo , .. . , f n : X --7 X tales que f o= idx, f n = ctex0 , se 
verifican las desigualdades 

idx = fo ~ Ji 2 h ~ h 2 .. . 

y h i = Í2i-1 /\ Í?oi+l para todo i. Sea 'i : i (X) '---+ X la inclusión y sea r : X --7 i (X ) la 
ret racción r(x) = inf (M(x)). P ara cada i 2 1, tomemos h-1 = rfii . Como i y r son 
morfismos de posets , vale que - - -

fo 2 fi ~ h 2 · ·· 

Ahora, de la proposición 3. 1.8 tenemos que Ji ~ ir , y así 

f o = r fi i ~ riri = id i(X ) 

Por lo tanto conseguimos una sucesión 

que termina en la función constante f n-l = rfn.i = cter(xu) y h : i (X ) --7 i (X ) para todo 
i . Es decir , i (X ) es cont ráctil en n - 1 pasos . 

Veamos que 2) implica 1). Si i(X) "'n- l *, de la proposición 3.1.5 y de la observación 
3.1.2 obtenemos que X "'n *· 

Si X es coatómico , entonces X "'n * si y solo si X ºP "'n * si y solo si i(XºP) "'n-1 *, 
si y solo si s (X ) "'n- 1 *· Esto prueba la ec¡nivalencia de 1) y 2) para X coatómico . 

Claramente 3) implica 2) y 4) tanto para X atómico como coatómico . 
Veamos que 2) implica 3) para X atómico . Lo hacemos por inducción en i . Si i =O, 1 

ya estamos . Supongamos que i 2 2. Entonces X.i - 1 "'n-·i+ l * por hipótesis inductiva. 
Como 1) y 2) son equivalentes tanto para X atómico como para X coatómico , y X i - 1 es 
atómico o coatómico por ser i 2 2, vale que X i = X.i- l+l "'n- i *· Para X coatómico es 
exactament e el mismo argumento . 

Por últi mo, veamos que 4) implica 1). De la proposición 3. 1.5 t enemos que X i "'l X i - 1 

para todo i . Como X n = *, es decir , X n "'O *, ele la observación 3. 1.2 deducimos que 
X n- l "' l *, Xn-2 "'2 * y así sucesivamente hasta qne X = Xo "'n *· Lo mismo vale para 
la sucesión xi del caso coatómico. o 

Este teorema resuelve el problema a e11co11trar la cantidad de pasos en que un retículo 
reducido atómico o coatómico es cont ráctil. De hecho, lo que tenemos que hacer es ir 
calculando Jos posets i y .5 alternadamente hasta llegar a tener un punto. Si por ejemplo 
X es atómico, entonces X "'n * si y solo si al aplicar alternadamente i y luego .5 n veces 
llegamos a un punto . 

Del tercer item de las equivalencias podemos deducir el siguiente corolario que enun­
ciamos sólo para atómico pero que se puede t raducir fácilmeute al caso de coatómico . 

Corolario 3.1.10. Sea X un retículo reducido atómico. Entonces X "'n * si y solo si 
X n -l posee un máximo si n es impar o un mínimo si n es par . 
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Demostración. Del teorema anterior , X "'n * si y solo si Xn-l "'l *· Como X = Xo es 
atómico, se t iene que X2i+l es coatómico y X2i es atómico para todo i 2 O. Por lo tanto, 
si n es par, X n-1 es coatómico y si n es impar, Xn-l es atómico. De la proposición 3.1.4 
deducimos que Xn-l "'l *si y solo si posee un máximo si n es impar o si posee un mínimo 
si n es par . O 

Sea X un retículo reducido atómico. Para cada n 2 O, sea Mn el conj unto definido por 

{
m(Xn) : si n es par 

Nln = 
M(Xn) : sin es impar 

Es decir , Nln es el conjunto de minimales de Xn sin es par y es el de los rnaximales si 
n es impar . 

Corola rio 3.1.11. Un retículo reducido atómico X es cont ráctil en n pasos si y solo si 
IMnl =l. 

Demostración. El poset X es contráctil en n pasos si y solo si X n consiste de un solo 
punto . Como X n es atómico paran par y coatómico paran impar, esto equivale a decir 
que X n posee un solo minimal cuando n es par o un solo maximal cuando n impar. O sea, 
que IMnJ = l. O 

Utilizando estos resultados podemos describir la contractibilidad de Ap( G) ya que es 
un retículo reducido atómico . Sin embargo, tal descripción involucra el cálculo del poset 
Ap(G) y no es directo como en el caso de Sp(G). 

Observación 3 .1.12 . De la observación 3.1. 2, el poset A µ(G) es contráctil en O pasos 
si es solo un punto, lo cual equivale a decir que G posee un único subgrupo de orden p; 
es cont rácti l en 1 paso si Aµ(G) posee máximo o mínimo. otemos que si Aµ(G) tiene 
un mínirno , entonces es solo un punto , ya que dos puntos distintos nos dan al menos dos 
subgrupos distintos de orden p. Por otro lado, Ap( G) t iene un máximo si y solo si todo par 
de elementos ele orden p conmutan . Equivalente, D1 (G) = (:r: E G: xP = 1) es un grupo 
abeliano, y por lo tanto es el má.,'Cimo de Ap ( G). 

El siguiente teorema describe en general qué quiere decir la contractibilidad de Ap( G) 
en término ele subgrupos de G. 

Paran par, defi nimos Hn como el subgrupo generado por lvln , y paran impar sea Hn 
la intersección ele los subgrupos de J./111 • Es decir, 

{
(M11 ): si n es par 

I-I = 
n íl lVIn : si n es impar 

Teorem a 3.1.13. El poset Ap(G) es contráctil en n pasos si y solo sin= O y Aµ(G) = 
{ *} , o bien n 2 1 y Hn-1 > 1 si n es par o Hn- 1 es abeliano si n es impar. 

Demostración. El caso n = O ya lo discutimos en la observación 3.1. 2. Podemos asumir 
entonces que n 2 l. Supongamos que Ap(G) es contráctil en n pasos. 
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• Caso n par: del corolario 3.1.10, Ap(G) n-1 posee un mmuno. Como Nln- 1 es el 
conjunto de maximales de Ap(G)n-1 , si A E Ap(G) es el mínimo de Ap(G)n- 1, 
entonces A ~ B para todo B E Mn-1 · En particular , A es un subgrupo no trivial 
que está contenido en la intersección de lo subgrupos de Nln - 1 · Luego la intersección 
Hn- 1 = íl Nln- 1 es un p-toro . 

• Caso n impar: del corolario 3.1.10 , Aµ(G) n-1 posee un max1mo. Como Mn- 1 e:; 
el conj unto de minimales de Ap(G)n- 1, si A E A p(G) es el máximo de A¡,(G)n- 1, 
entonces A 2 B para todo B E Nln-1· Luego Hn-l = \Nin-1 ) ~ A es un subgrupo 
abeliano . 

Recíprocamente, supongamos que Hn-l > 1 si n es par o bien Hn- 1 es abeliano si n 
es impar. En el primer caso, Hn- l es una cota inferior , dent ro de Ap(G) , para Mn- 1· En 
el segundo caso, si Hn-l es abeliano, como está generado por p-toros, debe ser que Hn- l 
e:; un p-toro y en particular Mn- 1 está acotado superiormente en Ap( G) . 

Ahora, Ap( G) es contráctil en n pasos si y solo si Ap( G)n-l posee un mínimo si n 
es par, o un máximo sin es impas (por el corolario 3.1.10). Como Ap(G)n-l es atómico 
para n par y coatómico para n impar , esto es lo mismo que decir que Mn- 1 es acotado 
superiormente en el primer caso e inferiormente en el segundo (dentro del poset A p(G)n-1) . 
Lo que sabemos es que Mn-l es acotado superiormente si n es par e inferiormente si n 
es impar dentro de A p ( G). El siguiente lema, cuya demostración dej amos a cargo del 
lector , nos dice que en tal caso también lo es <lentro de A p(G)n-1, lo cual concluye la 
demostración del teorema. O 

Lema 3.1.14. Sea X un retículo reducido y sean 2 O. Si A e Xn entonces A es acotado 
superior o inferiormente en X n si y solo si lo es en X. Lo mismo vale para la sucesión X 11 

• 

Inmediatamente del teorema anterior obtenemos el signiente corolario . 

Corolario 3.1.15 . El poset Ap(G) es contráctil en dos pasos si y solo si la intersección 
de todos los maximales de Ap(G) es no triv ial. 

Consideremos L = .C (Ap(G)) , el complejo simplicial cuyos vértices son los p-toros 
maximales y cuyos símplices son los conjuntos de maximales {Ao , ... , An} con intersección 
íl~o Ai no trivial. De lo anterior deducimos que A p(G) es contrác til en dos pasos si y solo 
si L es un símplex . 

Corolario 3 .1.16 . El poset A p(G) e:; contráctil en dos paso si y solo si L es un símplex . 

También podemos deducir qué quiere decir la contractibilidad en tres pasos de A p( G) 
en término de subgrupos . 

P rop osición 3 .1. 17. El poset A p(G) es contráctil en tres pasos si y solo si existe un 
elemento N E Ap( G) que interseca de manera no trivial a toda intersección no trivial de 
p-toros ma."<imales . 

Demostración. En vista del teorema 3.1.13 , el poset Ap(G) es contráctil en tres pasos si 
y solo si H 2 = \M2 ) es abcliano. Como Nh son los minimales de .s( i(Av)) , que son los 
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mismos que los minimales de i(.Ap(G)), deducimos que H.2 es abeliano. Luego 1-h = N 
interseca de manera no t rivial a toda intersección no t rivial de p-toros maximales. 

Recíprocamente, si tenemos un tal N podemos definir 

f (A ) = íl{B E .Ap(G): A~ B y B maximal} 

y tenemos que f (A) n N > 1 por hipótesis. Así 

A ~ f(A) 2 f(A) n N ~ N 

Luego .A.71 ( G) es contráctil en t res pasos. o 

Todavía no tenemos una caracterización precisa de qué significa que .Ap ( G) sea contráctil 
en términos del grupo G sin necesidad de calcular el poset .Ap ( G). 

Por último, dejemos en claro el siguiente resultado que ya ha aparecido en las secciones 
· previas. 

Corolario 3 .1.18. Si G es un p-grupo, entonces .Ap(G) es contráctil en dos pasos . 

Demostración. Ya vimos que N = 0 1 (Z( G) ) > 1 es un p-subgrupo elemental abeliano y 
que AN E .Ap(G) para todo A E .Ap(G). Luego A~ AN 2 N, y así .Ap(G) es contráctil 
en dos pasos . Para más detalles ver la proposición 2.1.3. O 

3.2 Casos para los que Áp( G) rv Sp( G) 

En [32], Stong comenta que cuando 01(P) es abeliano para todo p-Sylow P , entonces 
Ap( G) y Sp( G) son homot ópicamente equivalentes . En es ta sección veremos algunos casos 
más para los que Sp( G) y .Ap( G) son posets homotópicamente equivalentes y que si los 
p-toros maximales de Ap( G) son todos conjugados, entonces Sp( G) es contráctil si y solo 
si .Ap( G) lo es . Sin embargo, daremos un contraejemplo que muestra que si los p-toros 
maximales son todos conjugados pero Sp ( G) no es contráctil, entonces los espacios Sp ( G) 
y Ap( G) no son homotópicos. 

Comenzamos enunciando un resultado de Stong que aparece en [32]. 

Proposición 3 .2.1. (S tong) Si G es un grupo finito, p es un primo que divide al orden de G 
y los p-Sylows son abelianos , entonces .Ap( G) y Sp( G) son homotópicamente equivalentes. 

Demostración. Por las hipótesis, todo p-subgrupo es abeliano. Sea f : Sp( G) -t .Ap( G) 
el morfismo que a cada p-grupo H. le asigna el subgrupo 0 1(H.). Como H. es abeliano, 
01 (H ) es un p-subgrupo elemental abeliano y así f es un morfismo de posets bien definido. 
Notemos por i : .Ap(G) -t Sp(G) a la inclusión canónica. De esta manera, i f ~ id57,(G) y 

fi= idAµ(G)· 0 

Observación 3.2 .2 . Notar que <le la demostración anterior se deduce algo más fuerte: 
.Ap ( G) e S1, ( G) es un retracto por deformación fuerte. 

Corolario 3.2.3. Si G es un grupo fi nito y p es un primo que divide al orden de G tal 
que mp(G) ~ 2, entonces Ap(G) C Sp(G) es un retracto por deformación fuerte. 
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Demostración. Como mp( G) ~ 2, todo p-Sylow tiene orden p o p2 , y en consecuencia es 
abeliano (ver proposición 1.1.17). D 

De hecho, Stong observa que el resultado de la proposición anterior se puede generalizar 
un poco más pidiendo que cualesquiera dos elementos de orden p en un mismo p-Sylow, 
conmuten. Es decir , si D1(P) es abelia,no para todo P E Sylp(C) . 

Tratando de generalizar un poco mélli esta idea, observamos lo siguiente. Si cualesquiera 
dos elementos de orden p en un mismo p-Sylow P conmutan, entonces Av(P) posee un 
único p-toro maximal. Esto es porque D1 (P) = (x E P : xP = 1) es un subgrupo abeliano 
de P, no trivial y de exponente p. Como todo elemento de orden p está contenido en 0 1 (P) 
y los p-toros maximales están generados por este t ipo de elementos, se sigue que 0 1 (P) debe 
ser el único p-toro maximal de Ap(P). En particular , este p- toro maximal es característico 
en P y por lo tanto todos los p-toros maximales de Ap(G) son conj ugados. Podríamos 
preguntarnos entonces qué sucede si todos los p-toros maximales son conjugados. ¿Será 
que Ap( G) y Sp( G) son homotópicamcntc equivalentes? 

P roposición 3.2.4. Supongamos que Sp( G) es contráctil y que todos los p-toros maxi­
males son conjugados . Entonces Ap( G) es contráctil en dos pasos . 

Demostración. Sea N = D1(Z(Op(C))) . Como Op(G) > 1, NE Ap(G). Este subgrupo es 
característico en Op(G) y por lo tanto lo es en G (ver observación 1.1.5). En particular , N 
es normal en C. Ahora, N está contenido en algún maximal de Ap(G) y éstos son todos 
conjugados, por lo que N está contenido en la intersección de todos los maximalcs de 
Ap(G) . En consecuencia, este posetes contráctil en dos pasos por el corolario 3.1.15. D 

Ejemplo 3 .2.5. Sea G = GL(2 , F3) el grupo con id [48, 29] en la tabla de SmallGroups 
de GAP. Notemos que 48 = 24 * 3. Cou el primo p = 2, ambos posets Sp(G) y Ap(G) 
resultan contráctiles. La cantidad de 2-Sylows es 3, estos son isomorfos a QD16 , el grupo 
quasidicclral , la cantidad ele 2-toros maximalcs es 6 y son todos conjugados. Este ejemplo 
no está en las co11dicio11es que decía Stoug y aún así los posets son homotópicamente 
equivalentes . De hecho son contráctiles . 

Ejemplo 3.2.6. Sea G = Z2 x D12 el grupo con id [48, 36] en la tabla de Small Groups de 
GAP. Con el primo p = 2, ambos posets Sp( G) y Ap( G) resultan contráctiles. La cantidad 
de 2-Sylows es 3, estos son isomorfos a Z2 x D4 , la cantidad de 2-toros maximales es 6 y 
no son todos conjugados. Este ejemplo no verifica que todos los 2-toros maximales sean 
conjugados, y aún así ambos posets son contráctiles . 

Si Sv( G) no es contráctil , aunque los p-toros maximales sean todos conj ugados, puede 
no valer que ambos posets sean homotópicamente equivalentes, que es lo que muestra el 
ejemplo a continuación . 

Ejemplo 3.2.7. Sea G = ((Z3 x Z3) ><1 Zil) ><1 Z2 el grupo con id [144, 182] en la tabla de 
SmallGroups de GAP. El orden es 144 = 2'1 * 32 . Con el primo p = 2, los cores de Sp( G) 
y Ap( G) t ienen 21 y 39 elementos respectivamente, por lo que no son homotópicamente 
equivalentes. La cantidad de 2-Sylows es 9 y la de 2-toros maximales es 18, los cuales son 
todos conjugados . Más aún, cada 2-Sylow contiene exactamente dos maximales y estos 
son conjugados dentro del mismo Sylow. Notemos que del teorema de Burnside 1.1.24, el 
grupo G es soluble . 
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Por otro lado , la observación de Stong de pedir que dos elementos de orden p en un 
mismo p-Sylow conmuten caracteriza totalmente los casos para los que A p(G) e Sp(G) es 
un retracto por deformación fuerte. 

Teor em a 3.2.8. Si G es un grnpo finito y p es 'Un primo, entonces son equivalentes: 

1. A p(G) C Sp(G) es un retracto por deformación fuerte 

2. A p(G) e Sp(G) es un retracto 

3. Para B E Sp(G), 0 1 (B) es abeliano 

4. Si P E Sylp( G) entonces 0 1 (P ) es abeliano 

Demostración. Que 1) implica 2) es claro. 3) si y solo si 4) también es claro ya que si 
B :::; P entonces 0 1(B ) :::; 0 1(P). 3) implica 1) se deduce de la observación de Stong. 
Luego lo único que debernos ver es que si r : Sp( G) --+ A p( G) es un retracto y P E Sylp( G) 
entonces 01 (P ) es abeliano. Si x E P es de orden p , entonces {x) E A,,( G) y así 

x E {x) = r({x)) :::; r(P ) 

O sea, x E r(P). Como 0 1(P) está generado por los elementos de orden p de P , deducimos 
que 01(P) :S r(P) E A p(G). En particular, 0 1(P) es abeliano. O 

De la demostración se deduce cómo deben comportarse todos los retractos. 

Corolario 3 .2.9. Sir: Sp (G)--+ A p(G) es un retracto, entonces r(B) 2: D1 (B) para todo 
B E Sp(G). 

También podemos deducir cómo se comporta la contractibilidad de A p( G) cuando es 
un retracto de Sp(G). 

Corolario 3.2.10. Si A p(G) e Sp(G) es un retracto y Sp(G) es contráctil , entonces A p(G) 
es contráctil en dos pasos. 

Demostración. La.e; hipótesis implican que Op(G) > 1 y que existe un retracto r : Sp(G) --+ 
Ap(G). Sea N = r(Op(G)) . Si A E A p(G) es un maximal, entonces AOp(G) E Sp(G) 
y N = r(Op(G) ) :::; r(AOp(G)) 2: r(A) = A. De la maximalidad de A concluirnos que 
A = r(AOp(G) ). Lnego N :::; A para todo A E A p(G) ma."Ximal. Del corolario 3.1.15, 
A1)(G) "'2 *· O 

Ejemplo 3.2.11. Hay muchísimas propiedades de grupos que seguramente nos permitan 
decidir si A p( G) y Sp( G) son homotópicamente equivalentes , contráctiles o no. Un caso 
bastante particular es el de los grupos nilpotente. Un grupo G se dice nilpotente si es el 
producto directo de sus Sylows. Esto equivale a que todo p-Sylow sea normal (ver por 
ejemplo [24]). Luego los posets Ap( G) y S¡i( G) son contráctiles para todo p primo que 
divida al orden de G. 

Recordemos que todo grupo nilpotente es soluble. Sin embargo , los grupos solubles 
en general no verifican que A p(G) ~ Sp(G) ni mucho menos que alguno de los dos sea 
contráctil, como ele hecho muestra el ejemplo 3.2.7. 
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Cuando la altura del poset Ap( G) es baja, se pueden decir algunas cosas más como 
muestran las siguientes proposiciones . 

Proposición 3 .2.12. Si Ar( G) es un poset de altura O, entonces es homotópicamente 
equivalente a Sµ(G). En particular, Sp(G) t iene el tipo homotópico de un espacio discreto . 

Demostración. Si P E Sylp(G), entonces Ap(P) es contráctil (ver corolario 3.1.1 8), y 
en particular es conexo. Como Aµ(P) e Ap(G) y éste es discreto, debe ser que Ap(P) 
consiste de un solo punto . Entonces D1 (P) '.:':::'. Zp es abeliano . Del teorema 3.2.8 , la 
inclusión Ap( G) e Sp( G) es un retracto por deformación fuerte. O 

Proposición 3.2.13. Si Ap(G) tiene altura a lo sumo 1, entonces Sp(G) es contráctil si 
y solo si Ap( G) es contráctil. 

Demostración. Ya sabemos que Ap( G) contráctil implica que Sp( G) sea contráctil. Recíprocamente , 
si Sp( G) es contráctil, entonces Ap( G) es hornotópicamente trivial. Como Ap( G) es un 
poset de altura a lo sumo 1, entonces por la proposición 2.1. 13 es contráctil. O 

Corolario 3 .2 .14. Si mp(G) = 3 y Sp(G) es contráctil, entonces Ap(G) es contráctil. 

Demostración. El poset Ap( G ) ti ne alt ura O, 1 o 2. En los primeros dos casos , la con­
tractibilidad de Sµ( G) es equivalente a la de Ap( G) por la proposición anterior. Si la altura 
es 2, entonces Sp(G) = Ap(G) pues un p-toro maximal de Ap(G) de rango 3 debe ser un 
p-Sylow de G, ya que por hipótesis m 71 ( G) = 3. O 

3.3 E l subgrupo de Fitting y una equivalencia para la con­
tractibilidad de Sv( G) 

En esta sección veremos otra manera de saber si el grupo G posee un p-subgrupo normal 
no trivial , o lo que es equivalente, que Sp(G) sea contráctil. 

D efinición 3.3 .1. Si Ges un grupo finito , el subgrupo de Fitting es el subgrupo normal 
nilpotente más grande de G, y se nota F(G) . 

Observación 3.3.2. El centro de G, Z(G) es un grupo abeliano , y en part icular es 
nilpotente. Como es normal, se tiene que Z(G) ~ F(G) . 

Proposición 3.3 .3. El subgrupo F( G) es ni] potente y es el producto directo de los sub­
grupos Or(G) para p l IG I primos. En particular , G posee un p-subgrupo normal no trivial 
si y solo si p l IF(G) I . 

Demostración. Ver [24] . o 

Observación 3 .3.4. La proposición anterior nos dice que para ver si Sp( G) es con tráctil , 
basta con analizar el orden del subgrupo de Fitt ing . 

Proposición 3.3.5. Para un grupo fi.11ito G se t iene que F(G/Z(G)) = F(G) / Z(G) 

Demostración. Ver [24]. 
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Sea p un primo que divide al orden de G. Entonces G t iene un p-subgrupo normal 
no trivial si y solo si p 1 IF(G) j. Sean Zo = 1, Go = G, y paran ;:=: 1, Zn ~ G tal que 
Zn/ Zn-1 = Z(G/ Zn- d con Zn- l :::; Zn (es decir , 1 = Zo ~ Z1 ~ Z2 ~ ... es la serie 
central ascendente de G) y G11 = G / Zn. Notar que 

Gn = G/ Zn '.::::: (G/ Zn- 1)/ (Zn/Zn-1) = Gn- i/Z (Gn-l) 

Z(Gn) = Z (G/ Zn) = Zn+i/Zn 

De la proposición anter ior , 

F(Gn) = F (Gn-i/Z(Gn- 1)) = F(Gn- 1)/ Z(Gn_ i) 

Por lo tanto , jF(G) I = IZ(G) llF(G): Z(G )I y 

IF(Gn)I = IZ (Gn) llF (Gn) : Z(Gn)I 

= IZn+l : ZnllF (Gn)/ Z (Gn)I 

= IZn+1l/ IZnl lF(Gn+i) I 

y así vemos que IF (Gn)llZn l = IZn+1ll F (Gn+d l para todo n 2 O. 
Se;:¡, m 2 1 tal que Zrn = Zm+l · Entonces Z ( Grn) = 1 y si m' 2 m , incluctivf1mente se 

llega a que Zrn' = Zm. Luego 

F(Gm+1) = F (Grn )/Z (Grn ) = F(Grn ) 

e inductivamente F( Grn' ) = F( Gm) para to cio rn' 2 m . 
De la fó rmula anterior para el orden ele F( GnJ deducimos que 

IF(G) I = IZ1l/I Zo llF(G1)I 

= IZ1llZ2l/ IZ1llF (G2)I 

= IZ2ll Z3l/I Z2ll F(G3)I 

= IZrn-1llZrn l/IZrn-1llF(Grn)I 

= IZrn llF (Grn) I 

donde m es el mínimo t al que Z.m = Zrn+l · Así, Z(Gm) = Zm+i/Zm = l. 

Lema 3 .3.6. Con la notación anterior , IF (G)I = IZmllF (Gm)I con Gm = G/ Zm t al que 
Z (Gm) = l. 

De este lema obtenemos más equivalencias para probar la contractibiliclacl el e Sp(G) . 

Proposición 3.3. 7 . Sea G un grupo finito y sea 

la cadena central ascendente ele G donde m = min { i 2 O : Zi = Zi+ 1}. Entonces son 
equivalentes: 
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l. Sp(G) '.:::'. * 

2. Op(G) > 1 

3. p l IF(G)I 

4. P l IZml O P / /F(Gm)/, con Gm = G/ Zm y Z(Gm) = 1 

En particular , esta proposición nos dice que si sabemos que p f Zm., para saber si el 
poset Sp( G) es contráctil basta con estudiar el poset Sp( Gm), el cual corresponde a un 
grupo sin centro . 

3.4 Una reducción para el poset Ap(G) 

A la hora de estudiar el pos et Ap ( G), notamos que solo necesitamos conocer los elementos 
de orden p de G y cómo conmutan entre sí. Esto nos dice que si queremos estudiar el tipo 
homotópico y/o contractibilidad del posct Aµ(G), solo necesitamos conocer el subgrupo 
S11 (G). La siguiente proposición deja en claro esto . 

Proposición 3.4.1. Sea G im grupo finito y comlicleremos H = (.r, E G: :;;P = 1) = S11 (G) . 
Ent onces valen las siguientes : 

l . H cha.re 

2. { x E H : xP = 1} = { x E G : xP = 1} 

3. Ap(H ) = Ap(G). En particular , que Ap(G) sea contráctil en n pasos solo depende 
de H . 

4. Sp(H) C Sp(G) es un retracto por deformación fuerte equivariante. En particular , 
Sp(H ) '.:::'.*si y solo si Sp(G) '.:::'. *· 

Demostración. l. Todo automorfismo de G manda elementos de orden p en elementos 
ele orden p , y por lo tanto manda los generadores ele H en los generadores ele H . 

2. La inclusión e) es clara. Si x E G tiene orden p , entonces x E S11(G) = H . 

3. Tomemos A E Ap(G) y veamos que A :S H. Como A es un p-grupo elemen­
tal abeliano, podemos escribirlo como A = (x1, . . . , xn) donde xf = 1. Así, Xi E 

S11(G) = H para tocio i , por lo que A= (x.; : 1 :S ·i :S n) :S H . 

4. Como H es característico en G , tenemos una acción por conjugación ele G en los 
subgrupos de H. Luego si i : Sp(H ) Y Sp(G) es la inclusión , entonces i es G­
equivariante. Sea r : Sp(G) -t Sp(H ) la función r(B ) = E n H . Veamos que 
r está bien definid a . Si E E Sp(G), entonces existe x E E de orden p. Luego 
x E E n H y así 1 < E n H :S E , H es un p-subgrupo no trivial ele H. Es claro 
que res un morfismo de posets G-equivariante y que ri = ids,,(H) e ir :S ids,,(G)· En 
consecuencia , Sp(H ) e Sp( G) es un retracto por deformación fu erte equivariante . 
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5. Del primer ítem tenemos que H char G. Como también Op ( H ) char H , se sigue 
que Op(H) char G. Así, Op(H) resulta un p-subgrupo normal en G y por lo tanto 
Op(H) s; Op(G). 

o 

Esta proposición nos dice que si queremos estudiar el poset Aµ( G) podemos suponer 
que G = (x E G : xP = 1) está generado por elementos de orden p. 

D efinición 3.4.2 . Si G es un grupo y p es un primo, decimos que G es p-generado si 
G = D1(G) . 

Observación 3.4.3. Si p no divide al orden de G, entonces es p-generado si y solo si 
G = 1 por el teorema de Cauchy 1.1.10. 

Si G es abeliano , entonces es p-generado si y solo si es p-elemental abeliano. 

Con esto en mente, analicemos un poco la contracti bilidad de Ap ( G). 

Proposición 3 .4.4. Supongamos que G es un grnpo p-genera<lo no trivial. Entonces vale 
lo siguiente: 

l. Ap( G) es contráctil en O pasos si y olo si G '.:::'. Zp 

2. Ap( G) es contráctil en 1 paso si y solo si G es p-elemental abeliano, o equivalente­
mente, G es abeliano. 

3. Ap(G) es contráctil en 2 pasos si y solo si p l IZ(G)I 

Demostración. l. De la observación 3.1.12 , Ap(G) es contráctil en O pasos si y solo si 
posee un único subgrupo de orden p. Entonces G posee exactamente p - 1 elementos 
de orden p, y todos c01111mtan entre sí. Es decir , { x E G : xP = 1} posee p elementos 
y forma un subgrupo de G. Luego G = D1 (G) '.:::'. Zp. La recíproca es inmediata. 

2. De la observación 3.1.12, Ap(G) es contráctil en 1 paso si y solo si posee un máximo 
o un mínimo. En cualquier caso equivale a decir que posee un único p-toro maximal. 
Esto implica que si A es tal p-toro maximal, entonces todo elemento de orden p 
está en A. En particular, D1 ( G) C A y así, G = A es p-elemental abeliano. Por la 
observación anterior, esto equivale a decir que G es abeliano. La recíproca es clara. 

3. Del corolario 3.1.15 , Ap(G) es contráctil en 2 pasos si y solo si la intersección de 
todos los p-toros maximales de Ap( G) es no trivial. Esto equivale a decir que existe 
un elemento .x E G de orden JJ que está en todos los p-toros maximales. Para que 
suceda esto, es necesario y suficiente que tal x conmute con todo elemento de orden 
p de G, ya que los p-toros maximales están generados por elementos de orden p. Es 
decir , tal x existe si y solo si D1 ( G) e Cc(x). Como G es p-generaclo, esto equivale 
a decir que G = Cc(x), o sea, que x E Z(G). Luego la intersección de todos los 
p-toros ma.'Cimales es no trivial si y solo existe x ele orden p en Z ( G), si y solo si , 
por el teorema de Cauchy 1.1.10 , p 1 IZ(G)I. 

o 
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C or olario 3.4 .5. Sea G un grupo finito y sea p un primo. Entonces A p(G) es contráctil 
en dos pasos si y solo si p l ICo(D1(G)) J . 

Demostración. De la proposición anterior , A p(G) es contráctil en dos pasos si y solo 
si p 1 JZ(D1(G)) I = ID1(G) n Cc(D1(G))J . Luego p 1 ICc(D1(G) )/ si A p(G) ""'2 *· 
Recíprocamente, si p l ICc(D1(G))J , entonces por el teorema de Cauchy, existe x E G de 
orden p tal que .r, E Co(D1 ( G)) . En part icnl ar , .'C E f21 ( G) y así x E D1 ( G) n Co(D1 ( G)) = 

Z (D1(G) ), por lo que p l /Z (D1(G))/. O 

3.5 El grupo diedral Dn 

En esta sección haremos un análisis de los posets Sp( G) y A p( G) cuando G = Dn es un 
grupo diedral, con n 2: l. Recordemos que Dn está presentado como 

(s , t 1 s2
, t1t, stst) 

Estos grupos poseen las siguientes propiedades: 

• Los grupos diedrales quedan caracterizados por ser los grupos no triviales que están 
generados por dos elementos que al cuadrado sou l. Es decir, Dn = (s, st) y si 
H = (a , b) :/= 1 con a2 = 1 = b2

, entonces H ~ Dn para un cierto n > l. En 
part icular , lo · diedrales son 2-generados . 

• Dn es abeliano si y solo si n = 1 o 2 . 

• Todo subgrupo ele un cli eclral es 1111 dieclral o es cíclico. Más aún, tocio snbgrupo es 
exactamente uno de los siguientes : 

l. (td) con d / n y de índice 2d . 

2. (td , tis) con d / n y O :Si :S d - 1 de índice d . 

En particular , no hay repetidos en la lista anterior. 

• Todo cociente de un diedral es un diedral. 

Con estas propiedades, analicemos las estructuras de Ap(Dn) y Sp (Dn) para p un primo 
que divide 2n = IDnl · 

Supongamos que pes un primo impar. Consideremos H = (t) . Entonces H es cíclico 
de orden n y es normal en Dn. Como p es impar , se tiene que p 1 n y así, Sylp(Dn) = 

Sylp(H) = {P} por ser cíclico. De esta manera, P :S H es cíclico y es el único p-Sylow de 
G. Luego el poset Sp(Dn) es totalmente ordenado de la forma Zp :S ZP2 :S .. . :S Zp .. = P 
y A p(Dn) = {Zp} consiste de un solo punto. En par ticular , ambos posets son contráctiles 
y homotópicarnente equivalentes. 

Veamos ahora el caso de p = 2. Tenernos dos situaciones. Si n es impar, entonces 
m2(Dn) = 2 y sus 2-Sylows son isomorfos a Z2 . Calculemos la cantidad de 2-Sylows 
que hay. Todo 2-Sylow debe ser un conjugado del grupo {1 , s }, y como s es el generador, 
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concluimos que todo 2-Sylow es de la forma {l , gsg - 1 }, con g E Dn. Ahora, todo elemento 
de Dn se puede escribir de forma única como tisj donde i =O, . .. , n - 1 y j =O, l. Luego 

Por lo tanto, los 2-Sylows son de la forma {l , t 2is} con i = O, ... , n - l. Supongamos que 
O ::::; i , j ::::; n - 1 y que t 2i s = t 2J s. Entonces t2(i-j) = 1 y por lo tanto n 1 2(i - j). Como n 
es impar, deducimos que n 1 i - j, y como -(n - 1) ::::; i - j::::; (n - 1), debe ser que i = _j. 
Por lo tanto, la cantidad de 2-Sylows es n y A2(Dn) = S2(Dn) es el espacio discretos de 
n puntos . 

Ahora veamos el ca o en que n es par. atemos primero lo siguiente . Si A E A2(Dn), 
al ser nn subgrupo <le un diedral , debe ser cíclico o diedrFl.l. En el primer caso <lebe ser 
que A ~ Z2 . En el segundo caso , como A es abeliano y es un diedral, tiene que ser 
A~ Di ~ Z2 o A ~ D2 ~ Z2 ffi Z2. Por lo tanto , el poset A2(Dn) tiene altura a lo sumo 
l. De la proposición 3.2.13, el poset A2(Dn) es contráctil si y solo si S2(Dn) es contráctil , 
si y solo si Dn posee un 2-subgrupo normal no trivial. 

Veamos qué estructura t ienen los 2-Sylows en este caso . Como n es par, un 2-Sylow 
no puede ser cíclico de la forma (td) con d 1 n, ya que su índice sería 2d, contradiciendo la 
maximalidad. Luego un 2-Sylow es de la forma P = (t'1, t i s) con d 1 n y O::::; i ::::; d-1 , de 
índice d. Supongamos que n = 2km, con m. impar y k > O. Entonces d = m. Sea r = tm y 
seas' = t i s . Como !t i = 2km, el orden de r es i1· i = 2k. Además s'2 = {istis = tir iss = 1 
y s' =f. l. Con esta notación, P = (r, s' ) con lrl = 2k y ls' I = 2. Afirmo que P ~ D2k . 

Como tienen el mismo orden, basta ver que s'rs' = r - 1 . En efecto , 

Ya tenemos caracterizados todos los 2-Sylows. Como la lista de subgrupos del diedral 
no contiene repetidos , tenemos un 2-Sylow para cada O ::::; i ::::; m - l. Es decir , la cantidad 
de 2-Sylows es m = n / 2k = IDnb' · 

Tomemos un 2-Sylow P = (r, s') con lr l = 2k y ls' I = 2. Si k = 1, entonces P ~ 
D2 ~ Z2 ffi Z2. En este caso, A 2(Dn) = S2(Dn)· Supongamos entonces que k > 1 y sea 
A= (rd , s' ) con d = 2k- 2. Este grupo tiene índice 2k-2 en P y es cícl ico o diedral. Luego 
A~ Z2 ffi Z2 . En cualquier caso, A 2(Dn) t iene altura exactamente l. 

Por últ imo, calculemos la intersección de to<los los 2-Sylows cuando n es par. Como 
antes , escribamos n = 21.~m con m impar y k > O. Buscamos entonces un 2-subgrupo 
normal maximal. Sea N = (tm). Este grupo cícl ico t iene orden 2k y es normal en Dn. 
Además, como los 2-Sylows tienen orden 2k+l, se sigue que o bien hay un único 2-Sylow, 
y en tal caso m = 1, o bien hay al menos dos distintos y N es el 2-subgrupo normal más 
grand e. 

En resumen, hemos probado el siguiente teorema: 

Teorema 3.5 .1. El grupo diedral Dn = (t, s itn, s2 , stst ) , con n 2:: 1, cumple lo siguiente: 

1. Para p primo impar, los p-Sylows son normales y cíchcos de la forma (tn!JJ), por 
lo que Sp(Dn) posee un orden lineal, A p(Dn) consiste de un solo un punto y ambos 
posets son contráctiles. En particular, son homotópicamente equivalentes. 
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2. Para p = 2, sin = 2km con m impar y k 2: O, la cantidad de 2-Sylows es m y son 
isomorfos a D 2k . 

3. Sin= 2km con m impar y k 2: O, entonces 

{ 1, s} '.::::'. íZ2 

D.,,, = D2k 

(tm') '.::::'. ÍZ2k 

1 

m = l , k = O 

m = 1,k > O 

mi- 1, k > O 

mi- 1, k =O 

4. A2 (Dn) tiene altura O si n es impar y altura 1 si n es par . 

5. A2(D11,) = S2(Dn) si y solo sin= 2km, con m impar y k =O, l. 

6. Sin e::; ·impar, S2(Dn) es el espacio d'iscreto de n puntos . 

7. A 2(Dn) es contráctil si y solo si S2(Dn) es contráctil, si y solo sin es par o 1 

De lo anterior, se deduce fácilmente que A2(Dn) y S2(Dn) son homotópicamente equiv­
alentes: si n es par ambos son contráctiles por el ítem 6, y si n es impar los posets son 
iguales por el ítem 5 . 

Corolario 3 .5.2. Para los grupos diedrales Dn , los posets A p(Dn) y Sp(Dn) son ho­
motópicamente equivalentes para todo p primo. Más aún , Sp(Dn) es cont ráctil si y solo si 
pes impar o p = 2 y n es par o 1, y en tal caso vale que: 

• Si pes impar o p = 2 y n = 1 entonces Ap(Dn) "'O * 

• Si p = 2 y n es par entonces Ap(D11 ) "'2 * 
Demostración. Si p s impar, entonces Aµ (Dn) = { *} consiste de un solo punto y es 
contráctil en O pasos. Si p = 2, entonces n es par o es l. Si n = 1, entonces Dn = íZ2 y 
A2 (Z2) = { *} es contráctil en O pasos. Si n es par entonces t"l2 E Z(Dn) es un elemento 
central de orden 2. De la proposición 3.4.4, A 2(Dn) es contráctil en dos pasos. O 

La clave en este ejemplo para poder decir que Ap(Dn) es contráctil si y solo si Sp(Dn) 
es contráctil para cualquier primo p que divide a IDnl , es que teníamos una caracterización 
precisa de los subgrupos. Esto último puede probarse con herramientas básicas de álgebra. 

El contraejemplo dado por Stong para probar que en general .Ai,(G) y Sp(G) no son 
homotópicamente equivalentes también se basa en la descripción de los 2-su bgrupos (que 
resultan ser subgrupos de dieclrales) del grupo G que considera . 

Para grupos generales, no podemos hacer esto siempre, y caracterizar los subgrupos 
para poder decidir sobre el tipo homotópico de los posets de subgrupos no parece ser 
la manera más efectiva. Sin embargo , lo· trabajos de M. Aschbacher y S. Smith sobre 
la conjetura (ver por ejemplo [3]) , se basan principalmente en la clasificación de grupos 
simples finitos. Mediante una serie de reducciones logran llegar a determinados grupos 
simples de los cuale sí conocen su estructura. Por lo tanto , en el fondo , parece que esta 
complicación es ineludible. Dest acamos que el artículo [3] de Aschbacher y Smith es el 
trabajo que más avanzó sobre la conj etura original de Quillen . 
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3.6 Grupos de orden pª q 

Un caso curioso que surge de huscar contraejemplos ele órdenes bajos para los que Sp ( G) y 
Ap(G) no son homotópicamente equivalentes , es cuando el orden del grupo es de la forma 
pª q, donde p y q son primos distintos. En esta sección nos dedicaremos a anali zar qué 
sucede con el tipo homotópico de estos dos poset. cuando el orden del grupo es de esta 
forma. 

Sea G un grupo finito ele orden pªq dond e p y q son primos distintos. La cantidad np 

d p-Sylows ele G verifica que p 1 np - 1 y np 1 q. Luego np = 1 o q. Si np = 1, entonces G 
posee un único p-Sylow P y los posets Ap(G) = Ap(P) , Sp(G) = Sp (P ) son cont ráctiles. 
Supongamos enton ces que np = q. Si la intersección ele cualesqui era dos p-Sylow distintos 
es t rivial y {P1 , . . . , Pq} = Sylp(C ), entonces 

q q 1) 

Sp(G) = 11 Sp(Pi)~ 11 *~ 11 Ap(P¡) = Ap(G) 
i= l i=l i= l 

Si existen dos p-Sylows distintos con intersección no trivial , siguiendo las ideas ele la 
demostración de [24 , Theorem 1.36], si tomarnos D = P; n P7, con i ~ j ele orden maximal, 
entonces D = Op(G). Además , si P y P' son dos p-Sylows distintos cualesquiera, entonces 
D = Op(G) S ílf= 1 Pi S P n P' , y como D lo tomamos de orden maximal, vale que 
D = P n P' . Por hipótesis , Op(G) > 1, y por lo tanto Sp(G) es contráctil. 

En definit iva, para grupos IC I = pet q se tiene que Sp( G) es homotópicamente equiva­
lente a un espacio discreto. 

Veamos que Sp(G) ~ Ap(G). Del análisis anterior, basta ver el caso en qlle Oµ(G) = 
P n P' > 1 es la intersección no trivial ele do p-Sylows distintos . Sea H = 0 1 (C ). De la 
proposición 3.4.1 , Ap(G) = Ap(H ) y Op(H ) > l. Notemos que IH I = pf3qi , con 1 S (3 S a 
y O S i S l. Si la cantirl.acl ele p-Sylows en H es 1, entonces Ap( G) = Ap(H ) es contráctil 
en dos pasos (ver corolario 3.1.18). En caso contrario , el orden ele H t iene que ser pf3 q 
y la cantidad de p-Sylows debe ser exactamente q. Luego H es un grupo ele orden pf3 q, 
con Op(H) > 1 y con más de un p-Sylow. Esto nos permite suponer que G = 0 1 (C) es 
p-generado. 

Supongamos que Ap(G) no es contráctil, con Op(G) > 1 yG=01 (C). 
Fijemos Q S G un q-subgrupo de Sylow ele G. Entonces Q ~ 'l..9 es cíclico de orden q. 
Recordemos que los p-Sylows no son normales en G ya que estamos suponiendo que 

np=q> l. 

Como estamos suponiendo que Ap( G) no es contráctil , en particular no es contráctil 
en dos pasos . De la proposición 3.4.4, deducimos que p f IZ(C)I . Luego IZ (C)I = 1 o q. 

Veamos que Q no puede ser normal en C. En caso contrario, G = PQ es el producto 
semidirecto de Q por P. Como Op(G) > 1, tom mos 1 < NS G un p-subgrupo normal 
minimal. Afirmo que NS Z(C): 

• Q S Cc(N): pues Q y N t ienen órdenes coprimos y ambos son normales. 

• N S P es un subgrupo normal minimal: como N es normal en G , está contenido en 
todo p-Sylow, y así N ~P. Veamos que s normal mínima! en P. Si 1 < L s N y 
L es normal en P , veamos que L es normal en C. Si g E C , entonces g = g1g2 con 
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91 E P y g2 E Q. Luego L9 = L9192 = (L9 1 )92 = L92 por ser 91 E P = Np(L). Como 
Q :::; Cc(N) :::; Cc(L) :::; Nc(L ), concluimos que L92 = L . Luego L :::) PQ = C. De 
la minimalidad de N debe ser que L = N . 

• De la proposición 1.1.14, N:::; Z(P) , o equivalente, P :::; Cc(N) . 

• N :::; Z(G): como Q, P :::; Cc(N), su producto G = PQ :::; Cc(N). Es decir, todo 
elemento de N conmuta con todo elemento de C . Luego N:::; Z(G) . 

Esto último es absurdo ya que 1 < N :::; Z ( G) es un p-grupo y asumimos que p f 1 Z ( G) I · 
Por lo tanto Q no es normal en G, y así Op1(G) = l. Estamos en las hipótesis del lema 

de Hall-Higman (ver teorema 1.1. 28) , y entonces Op(G) ~ Cc(Op(G)). Es decir , Op(G) 
es a uto-centralizaute . 

Sea P = {ílf= 1 Ai: Ai E Ap(G) rnaxitnales con ílf= 1 Ai > l}. Sea r: Ap(G) ~ P el 
rnorfismo definido por 

r(A) = íl{B E Ap(G) : B maximal tal que A:::; B} 

Recordemos que r(A) 2 A para todo A E Ap(G). Veamos que para cada A E P , el 
subgrupo A n Op( G) es 110 t rivial. Si A E P , entonces existen ma,'<imales A1 , . .. , A .. E 

Ap(G) tales que A = ílt=1 Ai. Si existen dos índices 1 :::; i,j :::; s, no necesariamente 
distintos , tales que A e P1 y Aj e P2, donde P 1 y P2 son dos p-Sylows distintos , entonces 
A= ílkAk:::; Ai n A1:::; P1 n P2 = Op(G). Luego A n Op(G) =A> l. Queda por ver 
entonces el caso en que existe un p-Sylow P tal que Ai :::; P para todo i. En tal situación, 
como A es intersección de algunos maximales de Ap(P), si llamamos B a la intersección 
de todos los maximales de Ap(P) entonces B > 1 (ver corolario 3.1.18) y B :::; A. Esto 
nos dice que es necesario y suficiente ver que B n Op ( G) > l. Ahora, si 9 E Z ( P) es un 
elemento de orden p, entonces 9 conmuta con todo element o de P. Como Op( G) :::; P , en 
particular 9 conmuta con todo elemento de Op(G), es decir , 9 E Cc(Op(G)). Por lo que 
vimos antes, Op(G) se ¡:¡.uto-centraliza, o sea, Cc(Op(G)) :::; Op(G), y así 9 E Op(G). Esto 
nos dice que todo elemento de orden p ele Z(P) está contenido en Op ( G). Por último , 
como P es un p-grupo , se t iene que 

ya que D1 ( Z ( P) ) está contenido en todos los maximales de Ap ( P) (ver demostración de 
la proposición 2.1.3) . 

Hemos probado entonces que si A es una intersección no t rivial de maximales de Ap( G) 
entonces A n Op(G) > l. En particular , A n Op(G) E Ap(Op (G)). Consideremos ahora 
la función j : Ap(G) ~ Ap(Op(G)) defin ida por j(A ) = r(A) n Op(G). Por lo que 
demostramos recién, f está bien definida. Además, como r es un morfismo de posets, esta 
función f es un morfismo de posets. Sea i : Ap( Op( G)) Y Ap( G) la inclusión . Entonces 

ir(A) = r(A) n Op(G) .S r(A) 2 A 

ri(A) = r (A ) n Op(G) 2 A n Op(G) =A 
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Luego res una equivalencia homotópica. Como Ap(Op(G) ) es contráctil al ser Op(G) un 
p-grupo no trivial, concluimos que Ap(G) es cont ráctil. Esto es absurdo . 

En conclusión , vimos que Ap(G) y SP(G) son homotópicamente equivalentes y que son 
homotópicos a espacios discretos . 

T eore ma 3 .6 .1. Sea G un grupo de orden pªq, donde p y q son prim os distintos. Entonces 

1. La cantidad de p-Sylows es 1 o q. 

2. Los posets Sp( G) y Ap( G) son homotópicamente equivalentes . 

3. El poset Sp( G) es contráctil si y solo s·i G posee ·un único p-Sulow o b·ien ex·isten dos 
p -Sylows d·isiin tos que se intersecan de m anera no trivial. 

4. Si G posee nn único r¡- S ylnw Q, entonces G ~ Q ~ P , con P un p-Sylow de G y, o 
bien Sp( G) no es con tráctil, o Ap( G) es contráctil en dos pasos. 

5. Si la cantidad de p-Sylows es q y Sp( G) n o es contráctil, entonces pª 1 q - l. Más 
aún, Sp( G) es homotópico a un pos et discreto y la cantidad de q-Sylows es l. 

Demostración. Lo único que falta demostrar e el últ imo ítem , ya que el resto se deduce 
del razonamiento anterior . 

Vimos que Sp( G) no es cont ráctil si y solo si la cant idad de p-Sylows es q y dos dist int os 
se int ersecan de manera trivi al. En t al caso , Sp(G) = U{=1 Sp(P;) es la unión disj unta ele 
posets cont ráctiles, por lo que Sp( G) es homotópico a un espacio discreto. Además, como 
la cant idad de p-Sylows es q y dos ele ellos se int ersecan de m anera trivial, la cant idad de 
elementos no triviales de p-torsión ele G es (pa:. - l )q = pª q - q, lo cual nos dej a lugar a 
solo q elementos más que no sean ele p-torsión en G. Como hay al menos un q-Sylow, este 
me aporta q elementos , y por cantidad , no puede haber más elementos. P or lo tanto hay 
exactamente un q-Sylow en G. Es decir , si Sp(G) no es cont ráctil , entonces G posee un 
único q-Sylow. 

De [24, T heorem 1.16], tenemos que n p = 1 mod IS : S n TI, donde S , T son dos 
p-Sylows distintos tales que IS n TI es ma..ximal. Como estamos suponiendo que dos p­
Sylows distintos se intersecan siempre de manera t r ivial , si S # T son dos p-Sylows , 
entonces IS : S n TI = IS : l l = ISI = pª . Luego q = nP = 1 1 JP . Es decir , pª 1 q - l. 
Esto nos dice que si queremos encontrar un grupo de orden p°' q con Sp( G) no cont ráctil, 
deb emos pedir al menos que pª 1 q - l. O 

La proposición a cont inuación nos asegura la existencia de grupos G de orden pª q para 
los cuales Sp( G) no es cont ráctil. Del teorema anterior , una condición necesaria es que pª 
divida a q - l. Veamos que esto también es sufi ciente. 

P ropos ición 3 .6 .2 . Consideremos el número n = p°'q, donde p y q son primos distintos 
y pª divide a q - l. Entonces existe un único producto semidirecto, salvo isomorfismos, 
G = Zq ~ Zpo. tal que Sp( G) no es cont ráctil. 

D emostración. Supongamos que G = Zq ~ Z p"' es un product o semidirecto con Sp( G) 
no contráctil. Veamos que la acción de Zp"' en Zq debe ser fi el. Como los p-Sylows son 
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abelianos , si g E 'llp<> actúa trivialmente en Zq, entonces g conmuta con todo elemento 
de Zpª y con todo elemento de Zq. En particular , g E Z(G) :S Cc(D1 (G)). Del teorema 
anterior, Ap(G) no es contráctil, y del corolario 3.4.5 debe ser que g =l. Así, CzPª (Zq) = 
l. Esto nos dice que la acción es fiel. Ahora, la acción está representada por un morfismo 
de grupos 'P : Zpª -t Aut(Zq) ~ Z~ , donde el isomorfismo con el grupo de unidades consiste 
en enviar un automorfismo e/> a cf>(b), con b un generador del grupo cíclico Zq. Como la 
acción es fiel, el morfismo 'P debe ser un monomorfismo. Además, Aut(Zq) ~ Zq- l es 
cíclico de orden q - 1, por lo que posee un único subgrupo de orden p°' . De esta manera 
se puede probar que todos los productos scmidirectos de Zq por Zpª que provienen de una 
acción fiel son isomorfos, lo cual nos da exactamente 1 grupo, salvo isomorfismo, con esta 
propiedad . 

Finalmente, veamos que efectivamente dos p-Sylows dis t intos de G se intersecan triv­
ialmente . Sea A = Z1p y sea B = 'llq . Supongamos que A = (a) y que B = (b). Basta 
ver que Ab n A= 1 ya que todo p-Sylow distinto de A es de la forma Ab;, y cambiando b 
por una potencia bi con O < i < q nos da otro generador de B. Si x E Ab n A , entonces 
x = b- 1 (ai)b = aJ, con O :S i , j < p°' . Sin pérdida de generalidad supongamos que j 2:: i . 
Entonces b- laiba-i = aJ-i E A. Como B es normal en G, aJ-i = b- 1 (aiba-i) E B. Es 
decir, aJ -i E A n B. Como A n B = 1 por ser ele órdenes coprimos , deducimos que aj-i = 1, 
y así j = ·i. Entonces (ai )b = ai . Esto nos dice que ai conmuta con b, y como bes un 
generador de B , ai conmuta con todo elemento de B . En consecuencia, como la acción de 
A en B es fiel, debe ser que ai = 1, y por lo tanto x = l. O 

Ejemplo 3.6.3. El grupo G = 'l-17 Xl 'l-15 con id [272,50] en la tabla de SmallGroups de 
GAP es el único grupo de orden 272 = 24 * 17 = 16 * 17 tal que S2(G) no es contráctil. 

Observación 3. 6 .4 . Veamos un poco qué sucede cuando q - 1 = p°'. Esta condición nos 
dice que p < q y que p es par y q es impar. Luego los ejemplos q- l = p°', como el anterior, 
tienen que ser de la forma 2°'( 2°' + 1) , con 2°' + 1 un número primo. Esto está relacionado 
con los denominados primos de Fermat , que son números primos de la forma 22ª + l. De 
hecho , se puede demostrar que si 2°' + 1, con et > O, es un número primo, entonces et es 
una potencia de 2 . 

Veamos un ejemplo de IGI = pª q donde S;n(G) no es contráctil y p no es par . 

Ejem p lo 3.6.5. El grupo G = Z109 Xl Z27 con id [2943,16] en la tabla de SmallGroups de 
GAP, es el único grupo de orden 2943 = 33 * 109 = 27 * (108 + 1) = 27 * (4 * 27 + 1) tal 
que S 3 ( G) no es contráctil. 

Obser vación 3.6 .6 . En la demostración del teorema 3.6.l en un momento supusimos 
que el grupo G era p-generado y que Ap( G) no era contráctil en dos pasos. Es decir, que 
p f IZ(G) I. Uno podría preguntarse si esto en realidad sucede. A continuación damos 
varios ejemplos de grupos de órdenes pª q donde G = D1(G) y Ap(G) es contráctil en más 
ele dos pasos . 

Ej emplo 3.6. 7. El grupo G = § 4 de orden 24 = 23 * 3, con id [24,12] en la tabla de 
SmallGroups de GAP con el primo p = 2 posee A p(G) contráctil en más de dos pasos y 
de altura l. Como G es un grupo simétrico , está generado por transposiciones. Es decir, 
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G es 2-generado. De hecho, el poset A2 (§4) se puede describir explícitamente y ver que el 
subgrupo N = {(12)(3 4) , (1 3)(24),(14)(23), 1} nos da la contractibilidad en tres pasos 
según la proposición 3.1.17. Esto es porque el poset de las intersecciones no triviales ele 
los maximales de A2 (§4) es 

((1 2) , (3 4)) ((1 2)(3 4) , (13)(2 4)) (( 1 3) , (2 4) ) ((1 4) , (2 3) ) 

l~~I 
((12)(3 4)) ((1 3)(2 4) ) ((14)(2 3)) 

3. 7 Algunos contraejemplos 

Ejemplo 3. 7 . l. El grupo G = §3 1 Z2 ele orden 72 = 23 * 32, con id [72 , 40] en la tabla ele 
SmallGroups de GAP con el prirno p = 2, es el primer grupo tal que Sp( G) y Ap( G) no 
son homotópicos. Se t iene que !core(Sp(G)) I = 21 y lcore( A p(G)) I = 39 . Este grupo es el 
producto wreath el e §3 con Z2 , donde Z2 actúa sobre sí mismo con la acción regular . En 
otra.s palabras, G = (§3 x §3) ><i Z2 donde la acción ele Z2 es permutar las coordenada.s. 
Los p-Sylows son de orden 8 y uno de ellos es de la forma 

Es fácil ver que la cant idad de 2-Sylow:; es 9, y que la cant idad de 2-toros maximales es 
18. Además, estos no son todos conjugados entre sí. 

El siguiente grupo tal que Sp(G) i: A p(G) es § 5 , que es el contraejemplo que dio Stong. 
En este caso, para p = 2, se tiene que lcore(Sp(G))I = 30 y lcore( A p(G))I = '15. 

Veamos cómo aplicar la teoría desarrollada en las secciones anteriores para demostrar 
de forma analít ica que no existe un grupo de orden menor a 72 tal que su A p(G) y Sp(G) 
no sean homotópicamente equivalentes. 

P ropos ición 3 . 7. 2. Si G es un grupo de orden 1 :S n < 72 y p es un primo, entonces 
A p(G) y Sp(G) son homotópicamente equivalentes. 

Demostración. Básicamente lo que tenemos que hacer es descartar casos. Sea 1 :::; n < 72 
y sea G un grupo de orden n . Tenernos que ver que Ap( G) y Sp( G) son homotópicamente 
equivalentes , para p un primo. Si p no divide a n, ambos posets resultan vacíos y no 
hay nada más que decir. Supongamos que n = p°' m , con p y m coprimos y a 2 l. Si 
a = 1 o 2, los p-Sylows t ienen orden p o p2 . En arnbos casos resultan abelianos, y por 
lo tanto de la proposición 3.2.1, los posets son homotópicamente equivalentes. Si a 2 3, 
entonces 23 * 32 = 72 > n = p°' * m 2 23 * rn. implica que 1 :S m < 9. Es decir , 
m E {l , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Si m = 1 entonces n = pü es un p-grupo y no hay más nada 
que decir. Si m es primo, como p y m son coprimos, del caso p°'q deducimos que Ap(G) 
y Sp( G) son homotópirnmente eqniv::tlentes. Resta ver entonces los casos m = 4, 6, 8. Si 
m = 4 u 8, como pes coprimo con m , debe ser que p 2 3, y así 

n = p'-' m 2 p3m 2 33m = 27m 2 27 * 4 = 108 > 72 

Esto es absurdo, a.sique m no es ni 4 ni 8. Análogamente m no puede ser 6. o 
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Sabernos que la contractibilidad de Ap( G) implica la de Sp( G). Esto lo prueba Stong 
en [32]. Luego se pregunta si valdrá la vuelta. A continuación , damos un contraejemplo 
de la recíproca que encontramos con el programa SageMath . 

Ejem plo 3 .7. 3 . Sea Gel snbgrupo ele §3 generado por las permutaciones (1283)(4 7) y 
(16 3 7 8 5) (2 4) . El orden ele este subgrupo es 576 = 64 * 9 = 26 * 32. Utilizando SageMath, 
obtuvimos las siguientes propiedades: 

• Su id en la tabla de SmallGroups de GAP es [576 , 865L1] y es isomorfo a 

• La cantidad de 2-Sylows es 9 y 02(G) es un subgrupo ele orden 16, por lo que S2(G) 
es contráctil. 

• Es un grupo 2-generado . 

• El poset A2 ( G) posee 297 elementos maximales. El orden ele la intersección de todos 
los 2-toros maxirnales es 1, contiene un 2-toro maximal que es normal en G pero su 
core t iene 100 elementos, por lo cual no es contráctil. 

• Siendo IGI = pªqb parap, q primos distintos, del teorema de Burnsicle, Ges un grupo 
soluble . 

• El grupo G no es un subgrupo de §7 pues 26 no divide a 7! = 24 * 32 * 5 * 7 . 

• Todo subgrupo ele § 7 verifica la recíproca (usando SageMath). Luego §3 es el grupo 
simétrico más chico que contiene un contraejemplo . 

• Todo snbgrupo propio de G verifica la recíproca . 

• No es nilpotente (ver ejemplo 3.2.11) 

• F(G) = ((4, 5)(6 , 7), (4, 7)(5, 6), (1 , 2)(3, 8), (1 , 3)(2, 8)) es ele orden 16. Es decir, 
F(G) = 0 2(G) , por lo que 0 21(G) = l. Como Ges soluble, Cc(F(G)) ::::; F (G), es 
decir , el subgrupo ele Fitt ing se auto-centraliza (ver [24]). En este caso, 0 2(G) se 
auto-centraliza . 

• Del ítem anterior deducimos que Z(G) = 1 pues Z(G)::::; F(G) debe ser un 2'-grupo . 

• Presentación finita de G: 

( 1. 1 4 t.6 21. -lb-1 -2b b- l - lb -2 b3 - lb- 2 -lb( b )2b - 1 a, u a , u , a ua a a , a a a , a a a a , 

b( ba-1 ) 2b- 2 ab- 1 a- 1 , b( ab-1 ) 2 ( ab )2 a-1 ba- 1) 

Es curioso el método que utilizamos en un principio para encontrar dicho contraejem­
plo. Con SageMath, hicimos un programa que recorría de manera aleatoria subgrupos de 
§ 8 y se preguntaba si para el primo p = 2, tal subgrupo verificaba que Sp( G) y Ap( G) 
fuesen contráctiles . Para ello hicimos un programa que repetía los siguientes pasos una 
cantidad arbitraria ele veces: 
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l. Tomamos de manera aleatoria dos o tres elementos de §g de órdenes menores a 50 . 

2. Consideramos el subgrupo G generado por estos elementos. 

3. Si el orden de G es mayor a 1000 o no es par , volvemos al paso l. 

4. os preguntamos si Sp( G) es contráct il buscando un p-subgrupo normal no trivial. 
De no ser así, volvemos al paso l. 

5. Calculamos todos los subgrupos de G y luego filtramos esta lista para quedarnos con 
los que son p-elementales abelianos. 

6. Construimos el poset Ap( G) y luego le calculamos su core. Si da no t rivial , mostramos 
en pantalla los elatos del grupo: generadores y orden . 

7. Volvemos al paso l. 

Luego de unos días ele correr este programa, dimos con el contraejemplo. 
Más adelante , quisimos probar que este grupo era efectivamente el de orden más chico 

que cumplía que Sp( G) fuese contráctil y Ap( G) no. Sin embargo , calcular los posets 
Ap( G) de todos los grupos de órdenes más chicos requería ele varios días , ya que calcular 
el poset Ap(G) en SageMath es algo que en general lleva mucho tiempo de procesamiento. 
Con la teoría que fuimos desarrollando, pudimos ir limitando la cantidad de grupos. 

Primero nos preguntamos qué primos debemos anafümr. Como estamos estudiando 
contractibilidad , si mp(G) :::; 3 entonces del corolario 3.2.14 vemos que Ap(G) es cont ráctil 
si y solo si Sp(G) es contráct il. Es deci r, debemos ver potencias de primos que sean al 
menos 4. Como 54 = 625 > 576, esto nos reduce a probar solamente los primos 2 y 3. 

Una vez que tenemos la lista de los primos que debemos analizar , fil t ramos los órdenes. 
Creamos una lista L con los órdenes o tales que 1 :::; o :::; 576, 2'1 

1 o o bien 34 
1 o, y tal que 

o no es una potencia de 2 o de 3. Además , filtramos los órdenes de la forma pªq por el 
t eorema 3.6.1. 

Con esta lista, mediante un far recorremos uno por uno los órdenes o de L. Para cada 
o, seteamos la variable x con la cantidad ele grupos de orden o, salvo isomorfismos, que 
tiene GAP en su base de datos. Luego recorremos la lista de números entre 1 y x vía 
un iterador que llamamos id. Ahora accedemos al G grupo de id [o, id] ele la tabla de 
SmallGroups de GAP y para cada primo p E {2, 3} , nos preguntamos las siguientes cosas 
(en el orden en que aparecen) sobre el grupo, descartándolo inmediatamente y pasando al 
siguiente grupo o primo cuando no cumple alguna: 

l. Op(G) > l ? 

2. Los p-Sylows son no-normales? 

3. Los p-Sylows son no-abelianos? (ver proposición 3.2.1) 

4. Vale que G = 01 (G)? (ver proposición 3.4.1) 

5. Vale que p f IZ(G)j? (ver proposición 3.4.4) 
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La mayoría de las instrucciones para aplicar estos filtros ya están programadas en GAP 
y por lo tanto poseen una gran velocidad de ejecución. Si el grupo G falla en la condición 
í-ésima de la tabla anterior , automáticamente se lo descarta y se pasa al siguiente primo 
o grupo según corresponda. Si no , nos guardamos el id y el orden del grupo . 

De esta manera, para p = 2 obtuvimos tan solo 28 grupos ele orden a lo sumo 576 
que verificaban estas condiciones . Para el primo p = 3, había tan solo l. Por lo tanto , 
solo teníamos que analizar la contractibilidad del poset Ap( G) para 29 grupos. Esto la 
computadora lo puede procesar en unas pocas horas . Finalmente pudimos probar que 
efectivamente el grupo que dimos al principio era el de orden más bajo y el único entre 
los de orden 576 que servía de contraejemplo . 
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