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Introduccion

Gale Shapley 1962

La mayoria de los matematicos, en algiin momento o en otro, pro-
bablemente se hayan encontrado a si mismos intentando refutar la
nocion de que hay personas con “cabeza para los numeros” o que
saben “un monton de formulas”. En esos momentos seria conve-
niente tener a mano un ejemplo no necesariamente se preocupan
por cuestiones numeéricas o geométricas. Para estos casos nosotros
recomendamos el enunciado y la demostracion de nuestro teore-
ma 1.3.2. El mismo no esta argumentado a través de simbolos
matematicos sino en Inglés basico; no hay nada turbio ni tecni-
sismos. No es necesario conocimiento del calculo matematico. De
hecho, lo inico necesario es saber contar. Aun asi, cualquier ma-
tematico reconocera inmediatamente los argumentos de manera
matematica, mientras que los mismos seran dificiles de seguir pa-
ra cualquier persona sin entrenamiento matemaético, pero no por

la poca familiaridad de los conceptos utilizados.

Entonces, para revivir la vieja pregunta una vez mas, jque es
la matematica?. La respuesta, aparentemente, es que cualquier
argumento que pueda ser seguido con suficiente precision es ma-
tematico, y la razon por la que tus amigos y los nuestros no
puedan entender la matematica no es porque no tengan cabeza
para los numeros, sino porque no son capacez de lograr la con-
centracion suficiente que se requiere para seguir una secuencia de

inferencias. Esta observacion difcilmente sea noticia para aque-
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llos que se dedican a ensenar matematica, pero quizas no sea
facilmente aceptada por gente fuera de la profesion. Para ellos lo

precedente puede servir como ejemplo util.

Gale y Shapley, final de su paper [GS62] y buen punto de partida para mi
tesis.

El problema de encontrar matchings estables uno podria pensar que esta
presente en muchas instancias de la vida o del quehacer administrativo, asig-
nar partes de trabajos entre un grupo de estudiantes secundarios en el que
cada uno prefiere un tema frente a otro, armar parejas en una reunion social
con personas solteras, de relaciones abiertas o con pocos tapujos, de forma
que nadie pase la noche pensando “estoy seguro que la/el rubia/o me preferia
a mi”, pero no fue hasta mediado de los 50’ que tomo una relevancia mayor,
cuando se empezo a buscar una forma sencilla, rapida, justa y estable de asig-
nar residentes a hospitales, los estudiantes de medicina se recibian y debian
ir a hacer la practica a algun hospital de EEUU, claramente cada uno tenia
una preferencia de hospitales, ya sea por cercania, especializacion, prestigio,
etc. Y cada hospital queria tener los mejores, nuevos, profesionales en sus
filas, por lo que conseguian informacion de la carrera de los jovenes que se
estaban por recibir y realizaban su propia lista de prioridades. Ambas par-
tes, residentes y hospitales, enviaban esta informacion a un ente centralizado
y este debia retornarles luego una asignacion razonable de forma que nadie
tenga incentivo a no respetarla y buscar por su propia cuenta mejorarla.

Ideas sobre este problema y algunos mas que fueron surgiendo a raiz de
buscar aplicaciones en casos mas generales o extrafios le valieron a Alvin
Roth y Lloyd Shapley el Premio Nobel de Economia en el ano 2012.

Variantes de este problema, interesantes a nivel tanto practico como mate-
matico, existen diversas, dos de ellas me parecen destacable.

Al momento de medir la eficacia de la asignacion de residentes en hospitales
se encontraron que cerca del 10% no aceptaba el lugar al cual habia sido
enviado y al buscar el motivo fue recurrente ver que esto sucedia porque
durante la carrera se habian formado parejas de medicos que luego la asigna-

cion rompia o ubicaba en hospitales muy lejanos, lo que llevaba a que alguno
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rompiera con lo ofrecido. Al considerar este factor, el algoritmo tambien em-
pezd6 a recibir la informacion de parejas que querian estar juntas, retornando

indices de eficacia superiores al 98 %.

La otra variante que quiero mencionar es la de programacion de transplantes
simultaneos de rinon. Por motivos de seguridad los transplantes de rinon
se deben hacer de forma simultanea, para que ninguno de los donantes se
arrepienta y corte con la cadena. Luego, teniendo una lista de todos los
donantes y cualidades de su organo a donar la idea es encontrar una cadena
lo mas larga posible de transplantes para satisfacer a la mayor cantidad de
beneficiados posibles con un organo compatible.

En el capitulo 1 de esta tesis daremos los lineamientos basicos de lo que es
un matching y probaremos los resultados mas importantes dados por Gale
y Shapley en su trabajo [GS62]. En el segundo capitulo repasaremos una
variante clasica conocida como el “problema del companero de habitacion”
donde se busca armar parejas dentro de un mismo conjunto y daremos un
algoritmo propuesto por Irving en [Irv85] que nos permitira encontrar un
matching en el caso de existir. Ya en el tercer capitulo hablaremos de un
proceso azaroso para alcanzar un matching estable que retomaremos en el
cuarto capitulo para realizar varias simulaciones que nos permitiran hablar
sobre la estabilidad de la unicidad de matching segun las listas y darnos una

idea de como es el espacio de matching estables.
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Capitulo 1

Gale-Shapley

En este capitulo explicaremos qué es un matching, y describiremos el trabajo
presentado por Gale y Shapley [GS62] que introdujo el problema de armarlos,
en particular, como armar parejas de hombres y mujeres de forma que no se
generen futuras rupturas de ellas. También daremos la soluciéon que dieron al
problema via un algoritmo iterativo muy sencillo en base a “listas de espera”
y comentaremos que de esta forma podemos llegar a mas de una asignacion

en equilibrio que representan las mejores situaciones para cada género.

1.1. Definiciones y conceptos basicos

Consideremos los conjuntos de agentes M = {my,....m,} y H = {hq, ..., h,}
a quienes llamaremos “mujeres” y “hombres” (que llamaremos género), cada
uno con un orden de preferencias completo y transitivo sobre los agentes del
otro conjunto y un agente extra que consideraremos que es el agente mismo.

El orden de preferencias de una mujer m, por ejemplo, puede ser represen-
tado por una lista ordenada P(m): si la mujer m prefiere a h; frente a h;,
entonces h; aparecera antes que h; en P(m). Por ejemplo, P(m) sera repre-

sentada por
P(7n) = (h27 h’5a h37 m, hl) h47 hﬁ)

indicando que su primer opcién es hs, la segunda hs, como tercer opcién hs,

1
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su cuarta opcién sera permanecer soltero, etc. Para los propdsitos de esta
tesis sera suficiente describir solo a aquellos agentes que son preferidos antes
que quedar soltero, por lo que las lista antes descriptas seran resumidas de

la siguiente manera:
P(m) = (hg,h5,h3).

Notaremos Iy >, I, si el agente p prefiere a [y frente a 5.

Sea P = {P(m4),---,P(m,),P(h1),---,P(hy)} el conjunto de listas de
preferencias de todos los agentes. Una instancia del problema del matrimonio
sera dada por la terna (M, H, P).

Definicién 1.1.1. Decimos que una funcion uno a uno p: MUH — MUH

es un matching st para cada m € M y para cada h € H se cumplen:

o u(m) = h < u(h) = m, esta condicién se suele notar por comodidad,
1(p(p)) = p para todo agente p € M U H, es decir, es una involucion
de orden 2.

e Sip(m) ¢ H entonces u(m) = m. Andlogamente, si ju(h) ¢ M entonces
p(h) = h.

Si p(m) = h diremos que m estd emparejada con h y si u(m) = m diremos

que esta soltera.

Definicién 1.1.2. Para un matching p dado diremos que una mujer m y un
hombre h bloquean a p si no estan emparejados (pu(m) # h) y entre ellos se
prefieren frente a las parejas actuales, es decir, m prefiere a h frente u(m) y

h prefiere a m frente a p(h).

Definiciéon 1.1.3. Diremos que un agente p se bloquea a si mismo en un

matching . si p prefiere estar soltero frente a pu(p)

Definicién 1.1.4. Diremos que un matching ;v es individualmente racional

st mangun agente se bloquea a si mismo.

Definiciéon 1.1.5. Un matching individualmente racional p se dird estable

si no contiene parejas que se bloqueen.



1.2. ALGORITMO DE ACEPTACION DIFERIDA 3
1.2. Algoritmo de aceptacién diferida

Gale y Shapley en su trabajo [GS62] consideraron el siguiente algoritmo para
una instancia (M, H, P) al cual llamaron “Algoritmo de Aceptacién Diferida”
(AAD de ahora en adelante).

(i) Inicialmente cada mujer no estd emparejada con nadie.

(ii) Cada hombre se propone como pareja a la mujer mejor ubicada en su

lista.

(iii) Cada mujer evalia sus propuestas, incluyendo al hombre con el que
podria estar provisoriamente emparejada, y se queda con el mejor ubi-
cado en su lista, quedandose provisoriamente con ¢l y rechazando al

resto.

(iv) Cada hombre rechazado se ofrece a la siguiente mujer preferida de su

lista.

(v) Repetir el paso (ii) y (iii) hasta que ningin hombre sea rechazado o

que los hombres libres hayan agotado su lista.

Observacion 1.2.1. El algoritmo antes descripto tiene a los hombres como
los agentes que proponen formar parejas, de la misma forma se puede ejecutar

el algoritmo con las mujeres como el conjunto de agentes que propone.

Veamos un ejemplo sencillo de cémo seria la ejecucion de este algoritmo.

Supongamos que tenemos un conjunto de agentes femeninos
{Lisa, Marge, Jessica},
y otro de agentes masculinos
{Homero, Nelson, Bart, Milhouse},

con las siguientes listas de preferencias:
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P(Lisa) = (Nelson, Bart)

P(Marge) = (Homero, Bart, Nelson)
P(Jessica) = (Bart, Homero, Nelson)
P(Homero) = (Lisa, Marge, Jessica)
P(Nelson) = (Marge, Lisa)

P(Bart) = (Jessica, Marge)
P(Milhouse) = (Lisa, Marge, Jessica)

Luego la sucesion de propuestas seria la siguiente

Lisa Marge Jessica libres
Homero | Nelson Bart 0
Milhouse
] Nelson Bart Homero
Milhouse
0 Nelson Bart 0
Homero
Milhouse
0 Homero | Bart Nelson
Milhouse
Nelson Homero | Bart 0
Milhouse
Nelson Homero | Bart Milhouse

Como el unico agente libre que queda ya agoté su lista, el algoritmo termi-
na con las parejas (Marge, Homero), (Lisa, Nelson), (Jessica, Bart) y el

agente Milhouse soltero.

1.3. Estabilidad

El siguiente resultado demuestra que este algoritmo se detiene, y se consigue

asi un matching estable.

Teorema 1.3.1 (Gale y Shapley). El Algoritmo de Aceptacion Diferida cons-

truye un matching estable.
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Demostracion. Primero veamos que el algoritmo termina. Esto sucede porque
en cada iteracién del algoritmo al menos un hombre baja un nivel en su lista
de preferencia y en el peor de los casos esto sucede np = |M| x |H| veces,

con p el numero de hombres y n el de mujeres.

Ahora veamos que efectivamente el matching alcanzado es estable. Observe-
mos que una vez que una mujer esta tentativamente emparejada, solo cambia
de pareja si se le propone una opcioén mejor, es decir, de una iteracién a otra
solo puede mejorar su situacién o se queda igual, pero nunca empeora. Su-
pongamos que el matching obtenido por AAD no es estable, es decir, existen
m € My h € H con m# u(h) tal que m prefiere a h frente a u(m) y ham
contra pu(h). Como las propuestas se realizan en el orden dado por P(h), h
se propuso a m antes que a pu(h) y si m no lo acepto, esto solo pudo pasar si
m en ese momento estaba con un candidato mejor, pero por la observacion
no pudo haber terminado emparejada con un candidato peor que h, lo cual

es un absurdo. Entonces el matching obtenido es estable. O

Con este resultado Gale y Shapley probaron el siguiente enunciado.

Teorema 1.3.2. Dada una instancia (M, H, P) del problema del matrimo-

nio, el conjunto de matchings estables es no vacio.

Demostracion. La demostracién no es mas que aplicar AAD a la instancia.
O

1.4. Normalidad

Teniendo en cuenta que el algoritmo puede ser corrido tanto con las mujeres
como género que propone como con los hombres proponiendo, nos podriamos
preguntar si ambos alcanzan el mismo matching. En esta seccién avanzaremos
en ese sentido para demostrar que ambos son, en general, distintos. Mas
aln, de alguna forma son los “casos extremos” en el conjunto de matchings

estables.

Definicién 1.4.1. Decimos que un agente p es alcanzable por otro agenie

del género contrario, I, si existe un matching estable p tal que p(l) = p
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Teorema 1.4.2. Sea pu el matching estable obtenido por AAD con los hom-

bres proponiéndose. Entonces,

(i) Para cada hombre h, u(h) es la mujer alcanzable mejor ubicada en
P(h).

(ii) Para cada mujer m, u(m) es el hombre alcanzable peor ubicado en
P(m).

Demostracion. Probaremos (7) por el absurdo. Supongamos que ;2 no empa-
reja a cada hombre con su mejor opcién alcanzable. Consideremos el primer
momento durante la ejecuciéon del algoritmo donde un hombre h es recha-
zado por su mejor opcién alcanzable m y supongamos que lo rechaza para
quedarse con h' que es preferido por ella frente a h. Como este es el primer
momento en el que un hombre es rechazado por su mejor opcion alcanzable
sabemos que h’ prefiere a m tanto o mas que a su mejor opciéon alcanzable.
Ademas, como m es la mejor opcion alcanzable de h, existe otro matching
estable i’ en el que ellos estan emparejados. En p', h' estd emparejado con
una mujer distinta a m. Esto resulta una contradiccion: A’ prefiere a m tanto
0 mas que a su mejor opciéon alcanzable, en particular, que a p/(R'), y m
prefiere a A’ frente a h, con lo cual i’ no es estable.

También probaremos (i) por el absurdo. Supongamos que en p la mujer m
queda emparejada con h, que es una mejor opcion que su peor alcanzable }/.
Entonces existe otro matching estable g’ en el que A’ y m son una pareja y
h con una mujer distinta de m. Entonces en el matching p/, m prefiere estar
con h antes que con su pareja h’'. Ademads, por la parte (), en u, h esté con su
mejor opcién alcanzable m. Luego, h prefiere a m frente a y/(h) y m prefiere

a h contra p/(m) = b/, y entonces u' no es estable. O

Corolario 1.4.3 (Peor es nada). Si para un agente, AAD con hombres pro-
poniendo y AAD con mujeres proponiendo le asignan la misma persona, en-

tonces era la unica persona alcanzable.
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1.5. Estructura de reticulado

Se puede probar la existencia de un matching estable usando el teorema del
punto fijo de Tarski [Tar55]. Para esto sera 1itil relajar un poco la nocién de

matching.

Definicién 1.5.1. Una asignacion de mujeres a hombres tal que cada hombre
este asignado a lo sumo una muger, pero una mujer puede estar asignada a
mas de un hombre serd llamada semimatching masculino. Andlogamente se

define un semimatching femenino

Por ejemplo, asignarle a cada hombre su primer opcién es un semimatching

masculino.

Definiciéon 1.5.2. Un par de semimatchings masculinos y femeninos se lla-

mara semimatching

Un ejemplo de semimatching seria asignar a cada hombre su primer opcién
y a cada mujer la tltima de su lista. Al igual que con matchings a la mujer
asignada al hombre h por el semimatching u la denotaremos por p(h). Si p

no asigna ninguna mujer al hombre h también serd notado por u(h) = h.
Ahora definiremos un orden parcial sobre el conjunto de semimatchings.

Notaremos p > v si
(i) p(h) >p v(h) o u(h) = v(h) para todo h € H y
(i) p(m) <, v(m) o p(m) = v(m) para todo m € M.

Es decir, 1 > v si todos los hombres se ven favorecidos por p frente a la de

v y todas las mujeres se ven perjudicadas.

Definicién 1.5.3. Dados dos semimatchings p y v definimos el supremo

A= puVv como
= Mh) = pu(h) sipu(h) =4 v(h), si no, A(h) =v(h),

= A(m) = p(m) si p(m) <, v(m), st no, A\(m) = v(m),
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y el infimo N = p A v como

» N(h) = u(h) si u(h) <, v(h), si no, N'(h) = v(h),

= N(m) = p(m) si p(m) <m v(m), si no, X'(m) = v(m).

Con estas definiciones se puede probar sin mayor dificultad que el conjunto
de semimatchings forma un reticulado. Recordemos que un reticulado es una
conjunto con un orden parcial tal que todo par de elementos tiene un supremo

y un infimo en el conjunto.

Definicion 1.5.4. Sea p un semimatching, definimos una funcién no decre-
ciente f del conjunto de semimatchings en si mismo dando f(u) el siguiente

semimatching:

(i) f(p)(h) es la mujer preferida por h dentro del conjunto

{m : h > p(m),h = p(m)},

o sea, todas las mujeres que prefieren estar con h que con quien estdn
actualmente y todas aquellas que ya estdn asignadas a h. Si este con-

Junto es vacio, entonces f(u)(h) = h.

(ii) f(u)(m) es el hombre preferido por m dentro del conjunto
{h:m =p p(h),m = p(h)},
andlogo al anterior. Si este conjunto es vacio, entonces f(u)(m) = m.

Es claro que f envia un semimatching a otro semimatching.

Recordemos el siguiente teorema de Knaster y Tarski [KT28] sobre la exis-

tencia de puntos fijos en reticulados.

Teorema 1.5.5. Sea (A, >) un reticulado completo y f una funcion no de-
creciente de A en A. Luego el conjunto P = {z € A|f(z) = z} es no vacio,

es decir, existe un punto fijo.
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Teorema 1.5.6. Existe un semimatching p tal que f(u) = p y ese u es

estable.

Demostracion. Usaremos el teorema del punto fijo de Tarski [Tar55]. Alcanza
con ver que f es no decreciente. Supongamos que p > vy sea h € H. De
la definicién de > entre semimatchings, las mujeres estan peor sobre g que
sobre v. Asi

{m:h>nv(m)} C{m: h>, p(m)}

entonces f(u)(h) =n f(v)(h) o f(r)(h) = f(v)(h). Un argumento similar
aplica para cada m € M. Luego, f es no decreciente.

Entonces, como las condiciones del teorema de Tarski se cumplen, se sigue
que existe un semimatching u tal que f(u) = p.

Veamos que ese semimatching es efectivamente un matching estable.

Por la definiciéon de semimatching tenemos que para todo h € H, u(h)
es univaluado, asi como para todo m € M. Para ver que es un matching,
debemos ver que no ocurre que exista un par hy, hy € H tal que p(hy) = mx,
y p(mx*) = he. Supondremos que si, y llegaremos a un absurdo.

Como f(u) = p se sigue que mx es la mejor opcién de hy dentro de
{m : hy = p(m), by = p(m)},

y hs es la mejor opcion de mx* en
{h : mx =p, p(m),m= = p(h)}.

De esto extraemos que hy >, hg. Sin embargo, hy = pu(mx*) = f(u){(mx),
que es el hombre preferido de mx* dentro de {h : mx > u(h),m* = u(h)}.
Como hy y hs son miembros de este conjunto, llegamos a una contradiccion.
Luego es un matching, u(u(p)) = p para todos los agentes p.

Para probar que nuestro matching p es estable vamos a suponer que no.
Entonces deben existir m € M y h € H tal que u(h) # my m >, u(h) y
h >=m p(m), es decir, se prefieren mutuamente frente a lo que les fue asignado

por p. Llamemos ' = p(m) y m’ = p(h). Ahora b’ = pu(m) = f(p)(m) que
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es la mejor opcién de m dentro de {h : m >, pu(m),m = p(h)}. Pero este

conjunto contiene a h, que es preferida por m frente a h’, llegando a una

contradiccion. Luego, es estable. O



Capitulo 2
Roommate

En el capitulo anterior dimos las primeras definiciones necesarias para enun-
ciar el problema del matrimonio, consideramos dos conjuntos a los cuales
llamamos “mujeres” y “hombres” a los que intentamos juntar en parejas
estables, pero a estos términos les subyace la idea de que las parejas son he-
terosexuales o, mas en general, que pertenecen a conjuntos distintos. Luego
uno se podria preguntar qué se puede decir, si es que se puede decir algo, si
uno quisiera considerar parejas homosexuales, es decir, formar parejas dentro
de un mismo conjunto.

Esta variante ya fue introducida por Gale y Shapley en [GS62] como el “pro-
blema del compaiiero de habitacién” (Roommate problem, en inglés) quienes
dieron un ejemplo sencillo de que no existe un matching estable cuando uno
considera esta variante del problema original del matrimonio. Luego Knuth
[Knu76] mostré un ejemplo en el que existen miltiples matchings estables, y
por ultimo, Robert Irving [Irv85] exhibi6 un algoritmo eficiente estructurado
en dos etapas para hallarlo en el caso de existir, y que reporta la no existencia
si no lo hay.

En este capitulo repasaremos estos ejemplos de no existencia o multiplicidad
de matchings para terminar viendo el algoritmo que nos permite obtener un
matching. Sefialemos que existen otras variantes interesantes de los problemas
de matrimonios estables y de companeros de habitacion, ver por ejemplo

[MIT*02].

11
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2.1. Definicién, existencia y unicidad

Debemos reformular el concepto de matching para esta variante.

Definicién 2.1.1. Sea A un conjunto de cardinal par, para cada a € A
tenemos una lista P(a) ordenada de los elementos de A, que denotard las
preferencias de a. En este conterto llamaremos matching a una funcion pu :

A — A biyectiva tal que, para todo a € A, p(p(a)) = a.

La idea de matching estable sigue siendo la misma, que no existan dos
agentes no emparejados que simultaneamente se prefieran frente a la actual
pareja.

Notemos que en esta variante pedimos que las listas de preferencias sean
completas y que la cantidad de agentes sea par, para que, a diferencia del
matching clasico, todos terminen con un companero.

Dicho esto podemos mostrar un ejemplo en el que, a diferencia de los mat-

chings entre dos conjuntos distintos, no existe un matching estable.

Teorema 2.1.2. Dada una instancia (A, P) del problema del compariero de

cuarto, el conjunto de matchings estables para esa instancia podria ser vacio.

Demostracion. Consideremos «, 3, v y 7 agentes con listas de preferencias

Pla) = (B,v,7), P(B)=(v,a,7), P(y)=(a,B,7)

y P(7) cualquier orden de los otros tres agentes.

En este caso, si p es un matching sobre estos agentes, u(m) preferird estar
con aquel agente que lo tenga como primer preferencia y este, claramente, lo
preferird. Luego, como todo agente que tenga como companero a 7 genera

una inestabilidad, no existe el matching buscado. O

Una vez visto que una instancia del problema podria no tener una solucién
estable, veamos ahora el ejemplo dado por Knuth en el que pueden formarse

tres matchings estables distintos.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos ocho agentes numerados con las siquientes

listas de preferencias
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P(1) =(2,5,4,6,7,8,3) P(2)=(3,6,1,7,8,5,4)
P(3)=(4,7,2,8,5,6,1) P(4)=(1,8,3,5,6,7,2)
P(5) = (6,1,8,2,3,4,7) P(6)=(7,2,5,3,4,1,8)
P(7)=(8,3,6,4,1,2,5) P(8)=(5,4,7,1,2,3,6)

En esta situacion podemos formar tres matchings estables distintos
{(1,2),(3,4),(5,8),(6,7)}

{(1,4),(2,3),(5,6),(7,8)}
{(17 5)7 (2’ 6)’ (3’ 7)7 (4’ 8)}

Luego de ver que en instancias del problema del companero de habitacién
puede no existir un equilibrio, o pueden haber varios, en principio no com-
parables como en el de matrimonio, Irving [Irv85] propuso un algoritmo que
resuelve este problema, en el sentido de hallar un matching en el caso que

exista y que cuando no se pueda encontrar responda de forma negativa.

Dicho algoritmo esta diagramado en dos etapas consecutivas, luego de la
primera podremos desechar los casos en los que no existe equilibrio por la
presencia de un agente poco apreciado por el resto, como en el caso del
ejemplo que citamos. Luego, de la segunda podremos responder de forma

positiva dando el equilibrio, o negativa indicando la no existencia.

2.2. Primera Etapa

La primer etapa tiene el espiritu del algoritmo de aceptacion diferida, es una
secuencia de proposiciones ordenadas, pero a diferencia del AAD las propues-
tas no se realizan todas al mismo tiempo, sino una a la vez y siguiendo un
esquema, particular, ademas de eso no es simétrico: un agente puede aceptar
la propuesta de otro y proponerse a un tercer agente, consiguiendo al final
un semi-matching.

Las propuestas se dan de acuerdo a las siguientes reglas:

(a) Si z recibe una propuesta de y, entonces
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e Lo rechaza si ya tiene una propuesta mejor, es decir, si tiene una

propuesta vigente de alguien mejor ubicado en su lista.

e Lo conserva y lo considera como su propuesta vigente si es mejor
que su propuesta vigente, rechazando la anterior, o si no tenia

propuesta.

(b) Un individuo z se propone u ofrece a otros siguiendo el orden de su
lista de preferencias, deteniéndose cuando su propuesta es aceptada, y

continuando si eventualmente es rechazado en el futuro.

Como los agentes realizan sus propuestas una a la vez, generando una cadena
de propuestas y rechazos, termina eventualmente en n? pasos pues en cada

uno algiin agente es obligado a bajar un nivel su preferencia.

Al terminar podemos estar en cualquiera de las siguientes situaciones:
1. Cada agente tiene una propuesta.
2. Uno o mas agentes fueron rechazados por todos.

Veamos dos ejemplos de como seria la ejecucién de este algoritmo.

Ejemplo 2.2.1. Retomando el ejemplo dado por Gale y Shapley. Sean «, 3,

v y 7 agentes con listas de preferencias

Pla) = (B,7,7), P(B) = (v, a,m), P(7) = (a, B, )

y fijemos P(n) = («, B,7). Luego la ejecucion seria

propuesta CONSEeCUEncLas estado

« se propone a B B conserva a « {B:a}

B se propone a vy v conserva a f3 {B:a,v:p}

v se propone a o a conserva a y {a:v,B:a,v: 8}
T Se propone a o « rechaza a {a:7,B8:a,v: B}
w se propone a [ B rechaza a {a:7,8:a,v:8}
T Se propone a -y ~ rechaza a w {a:v,B:a,7v:6}
m agota su lista | la secuencia termina | {a: 7y, B : a,y: f}




2.2. PRIMERA ETAPA 15

Notemos que 7 fue rechazado por todos, més adelante, en 2.2.5, veremos
que esto indica que no existe un matching estable.

Ahora veamos un ejemplo donde esto no sucede, es decir, la secuencia ter-

mina con todos los agentes con alguna propuesta.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos un problema con 6 agentes {1, ...,6} con las

sitguientes listas de preferencias

P(1) = (4,6,2,5,3) P(2) = (6,3,5,1,4)
P(3) = (4,5,1,6,2) P(4)=(2,6,5,1,3)
P(5) = (4,2,3,6,1) P(6) = (5,1,4,2,3)

La ejecucion de la primera etapa seria la siguiente

propuesta CONSECUENCLAS estado

1 se propone a J 4 conserva a 1 {4:1}

2 se propone a 6 6 conserva a 2 {4:1,6:2}

3 se propone a 4 4 rechaza a 3 {4:1,6:2}

3 se propone a 5 5 conserva a 3 {4:1,5:3,6:2,}

4 se propone a 2 2 conserva a 4 {2:4:4:1,5:3,6:2}

5 se propone a 4 | 4 conserva a § y rechaza a 1| {2:4,4:5,5:3,6:2}
1 se propone a 6 | 6 conserva a 1 y rechaza a 2| {2:4,4:5,5:3,6:1}

2 se propone a 3 3 conserva a 2 12:4,8:2.4:5,5:8,6:1}
6 se propone a 5 5 rechaza a 6 {2:4,3:2,4:5,5:8,6:1}
6 se propone a 1 1 acepta a 6 {1:6,2:4,3:2,4:5,5:8,6:1}

Notemos que lo que consequimos no es un matching, sino un semimatching,
pues si bien 2 acepto la propuesta de 4, 4 acepto la de 5. Sélo 1 y 6 estan

emparejados mutuamente.

El siguiente lema nos permitira reducir las listas de cada agente para conti-

nuar a una segunda etapa.

Lema 2.2.3. Si y rechazo a = en la secuencia de propuestas de la primer

etapa, entonces T e y no pueden ser pareja en un matching estable.
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Demostracion. Supongamos que, de todos los rechazos que involucran a dos
agentes que son companeros en algiin matching estable, el rechazo de = por y
es, cronologicamente, el primero. Llamemos M a un matching estable donde
Z e y son compaferos, queremos ver que esto nos lleva a un absurdo.
Notemos que si y rechazé a = fue porque tenia, o recibié despues, una pro-
puesta mejor de otro agente, z. Pero si y prefiere a z por sobre z, luego,
por la estabilidad del matching M, z debe preferir a su companero en M,
llamémoslo w, frente a y.

Ahora bien, antes de que z se haya propuesto a y debié proponerse a w y
fue rechazado, pero este rechazo sucedié antes de que y rechace a z, contra-

diciendo la suposicion. O
Veamos tres colorarios titiles del lema.

Corolario 2.2.4. §i, en cualquier etapa del proceso de propuestas, x se pro-

pone a Yy, entonces en un matching estable:

= T no puede tener mejor companero que .
= Yy no puede tener peor companero que .

Demostracion. Si x lleg6 a proponerse a y entonces antes se propuso a todos
los agentes mejor ubicados que y y fue rechazado, entonces, por el lema
anterior, no puede estar con ninguno de ellos en un matching estable.

Si y es companero de z en un matching e y prefiere a = antes que a z,
entonces, por lo recién dicho, como z prefiere a y frente a su actual companero,

el matching no seria estable. O

Corolario 2.2.5. Si la primer etapa del algoritmo termina con un agente

rechazado por todos, entonces no existe matching estable.

Demostracion. Por 2.2.3 la persona rechazada no tiene posible pareja. [

Corolario 2.2.6. Si la primer etapa del algoritmo termina con cada agente
portando una propuesta, entonces la lista de preferencia de y, quien tiene

una propuesta de x, puede ser reducida borrando de ella:
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(i) A todos aquellos frente a los cuales y prefiere a x.

(ii) A todos aquellos que tengan una propuesta de una persona que prefieran

frente a y, incluyendo a aquellos que rechazaron a vy.

En las listas de preferencia resultantes,
(i1i) y es el primero en la lista de x y = el ultimo en la de y.

(iv) En general, b aparece en la lista de a si y solo si a aparece en la de b.

Demostracion. (i) y (iz) se siguen directamente del corolario 2.2.4,(iii) se

deduce de (i) y (iv) es una generalizacion de (%) O

Ejemplo 2.2.7. Siguiendo con el ejemplo 2.2.2 demos una idea de como se

terminan reduciendo las listas de cada agente:

= [ tiene una propuesta de 6, luego todas las opciones peores que €l, como
2,5 y 3, se borran. Como /j tiene una propuesta de 5 que es mejor que
1, también lo borro de la lista de 1 quedando P(1) = (6)

= 2 tiene una propuesta de 4, que es su ultima opcion, por lo que no
se puede borrar nada peor, pero tanto 6 como 1 tienen una propuesta

mejor que 2, luego los borro de P(2) = (3,5,4)

y ast obtenemos las listas reducidas

P(1) = (6) P(2) = (3,5,4)
P{3) =(5,2) P(4) = (2, 5)
P(5) = (4,2,3) P(6) = (1)

Ahora podemos enunciar el siguiente lema que nos ayudard a detectar un

matching

Lema 2.2.8. Si las listas reducidas de cada agente contienen solo un ele-

mento, entonces determinan un matching estable.

Demostracion. Por 2.2.6, si z es el tnico elemento en la lista reducida de
y, y es el unico en la de z, entonces esta pareja sera estable, pues cualquier
opcion mejor para x que y fue borrada al reducir su lista ya que tienen una

propuesta mejor. (]
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2.3. Segunda Etapa

La segunda etapa del algoritmo propuesto por Irving viene a tratar los casos
en los que, como en el ejemplo 2.2.7, tenemos listas reducidas por el Corolario
2.2.6 con mas de un elemento.

Esta segunda etapa involucra la reduccion de las listas de preferencias de
forma iterativa hasta llegar a alguna de dos condiciones de termino: o un
agente se quedd sin opciones para proponerse, caso en el cual no existira el
matching estable, o la lista de cada agente queda reducida a un solo elemento,

situacion en la cual tendremos nuestro matching buscado.

Definicién 2.3.1. Diremos que un conjunto de listas de preferencia estd re-

ducido si

= paso por la reduccion de la primer etapa, y

= paso por 0 o mas reducciones de la sequnda etapa.

La idea de esta segunda etapa es el reconocimiento de una secuencia ciclica

ai, ..., a, de agentes distintos tal que:

= Para:=1,...,7 — 1 la segunda persona en la lista reducida de a; es la
primera persona en la de a;;1. A la primera persona en la lista de a; 4,

la llamaremos b; 1.

= La segunda persona en la lista reducida de a, es la primera persona en

la lista de a;. A esta persona la llamaremos b;.

Como b; es el primero en la lista de a;, esto nos indica que b; tiene una
propuesta aceptada de a; por el Corolario 2.2.6.

Un ciclo con esas caracteristicas sera llamado ciclo “todo o nada” relativo a
las listas de preferencias reducidas actuales y nos permitira reducir las listas
aun mas.

Observemos que cuando un agente tiene una sola opcién en su lista redu-
cida, quiere decir que acepté una propuesta de ese agente, y que a la vez

se propuso a ese agente quien también lo acepté a él. Podriamos entonces
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eliminarlos del problema a ambos, ya que forman una pareja estable: el otro
es simultdneamente lo mejor y lo peor que puede conseguir cada uno, por el
Lema 2.2.8.

Es, en lineas generales, facil hallar un ciclo “todo o nada”. Debemos to-
mar como p; un agente cuya lista de preferencia reducida tenga dos o més
elementos, y generar las secuencias

¢; = segunda persona en la lista reducida de p;;
pis1 = ultima persona en la lista reducida de ¢; (asi resulta g; el primero en
la lista de p; 41 por el Corolario 2.2.6).

Continuamos hasta que la secuencia p cicle. Esto sucedera porque hay finitos
agentes y en algin momento regresaremos a alguno elegido antes, que no
necesariamente coincidira con el que iniciamos la bisqueda del ciclo.
Llamemos

a; =DPsti-1 (1=1,2, 2l
donde p, es el primer elemento en la secuencia p que se repite. Nos referiremos
a P1, P2, .- Ps—1 como la cola del ciclo.

Para ver como funciona esta idea retomemos el ejemplo que venimos anali-

zando

Ejemplo 2.3.2. En nuestro ejemplo 2.2.7 de tamano 6, podemos tomar py =

2, lo que nos daria

G1=95 pp=3
=2 p3=4
Q3:5 p4=3

entonces, como py = 3 es el primero en repetirse, s = 2 y obtuvimos un ciclo
“odo o nada” de longitud 2 con a; = pay1-1 = 3, az =4 con cola de longitud
A

La reducciéon de la segunda etapa, aplicada a un conjunto de listas reducidas
y para un ciclo “todo o nada” particular ay, ..., a, involucra forzar a cada b;,
1 < i < r, a rechazar la propuesta que mantiene de a;, de este modo forzando

a cada a; a proponerse a b;;(modulo r), el segundo agente en su lista.
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Como resultado, asi como hicimos al reducir las listas en el Corolario 2.2.6,
los sucesores de a; en la lista reducida de b;,; pueden ser eliminados y b;,
de la lista de ellos. Esto es porque si a; no logra mejor companero que b;yq,
entonces, para la estabilidad, b;;; no tendra un companero peor que a; por
el Corolario 2.2.6.

La importancia principal de las listas reducidas es el siguiente: si la instancia
original del problema admitia un matching estable, cada agente es companero
de alguien en su lista reducida. Diremos que dicho matching esta contenido
en las listas reducidas. Este resultado crucial es consecuencia del siguiente

Lema:

Lema 2.3.3. Sea a4, ...,a, un ciclo “todo o nada” relativo a un conjunto de
1y ooy Uop
listas de preferencias reducidas, y denotemos como b; a la primer persona en

la lista reducida de a; (1 <i <r). Entonces

(i) en cualquier matching estable contenido en esas listas reducidas, o a;
estd emparejado con b; para todos los valores de i, o esto no sucede para

ningun i;

(ii) si hay algun matching estable en el que a; y b; estan emparejados, en-

tonces hay otro en el que no lo estan.

Demostracion. (i) Consideremos los subindices modulo r, supongamos que,
para algun 7 fijo, a; y b; son companeros en un matching estable particular
que esta contenido en las listas reducidas.

Como a; es el altimo en la lista reducida de b; y b; es el segundo en la de
a;—1 , podemos afirmar que a;_; esta presente en la lista de b;, se sigue que
b; prefiere a a;_, frente a a;.

Entonces, para la estabilidad, a;_; debe tener como companero a alguien que
prefiera frente a b;, y la tinica persona que cumple eso en la lista reducida es
b;_1. Repitiendo este argumento mostramos que a; y b; deben ser companeros
para todos los valores de 1.

(#7) Para ver esto, llamemos A = {ay,...,a,}, y B = {by,...,b.}. Tenemos
dos posibilidades, que AN B # 0 6 AN B = {. Veamos que ocurre en cada

Caso.
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Si AN B # 0, existen j, k tales que a; = bx. En ese caso, es imposible para
todos los a; conseguir como companero a su primer preferencia dentro de las
que le quedan, ya que by es el mejor ubicado para ai, pero a; = b deberia
estar con su mejor ubicado, b;, lo cual implica que a; = b;. Pero en ese caso
a; y ai estan con el dltimo y el primero de sus listas, lo que dice que su lista
contenia un solo miembro y no podrian ser parte del ciclo.

Entonces, el caso AN B # () implica que ninguno de los a; y b; pueden ser
companeros, porque el punto (i) implicaria que todos deben serlo, y el punto
(17) s6lo puede darse cuando AN B = {).

Partiendo entonces de ANB = (), supongamos que M es un matching estable
contenido en las listas reducidas en el cual a; y b; son companeros para todo
1 < i < r. Generemos un nuevo matching Mx, el matching en el que cada
a; es comparero de b; .1, y cualquier persona fuera de A U B tiene el mismo
companero que en el matching M. Afirmamos que M es estable.

En Mx, cada miembro de B obtiene un companero mejor desde su punto
de vista, ya que en M le asignan el ultimo de su lista reducida, que es lo
peor que se puede conseguir en algin matching estable. Los que no estan en
AU B no cambian, y a los agentes del conjunto A les va peor en M* que en
M (pues estaban con lo mejor que podian conseguir).

Entonces, cualquier inestabilidad en Mx* no presente en M debe involucrar
a algiin a;. Supongamos que a; prefiere a £ méas que a b;; (su companero

asignado por Mx). Entonces hay que considerar tres casos:

(i) a; y = eran compaifieros en M ,es decir, z = b;. En este caso, x prefiere

a su nuevo companero a;_; frente a a;.

(ii) a; también prefiere a z frente a b;, luego = no esta en la lista reducida

de a;.

(ili) a; prefiere a b; frente a z, en cuyo caso z estd entre b; y by en la lista
original de a;, pero estd ausente en la lista reducida actual de a;, y esto
se tiene que deber a que tiene una propuesta de un agente mejor que

;.

La demostracion estd terminada. O
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De este lema surgen los siguientes dos corolarios importantes:

Corolario 2.3.4. Si la instancia inicial admite un matching estable, entonces

hay un matching estable contenido en cualquier conjunto de listas reducidas.

Corolario 2.3.5. Si una o mas listas de un conjunto de listas reducidas son

vacias, entonces el problema original no admite un matching estable.

Nuestro lema final, que no es mas que una extension del Lema 2.2.8, justifica

las circunstancias en las que el algoritmo arriba a una conclusién positiva.

Lema 2.3.6. Si en un conjunto de listas de preferencias reducidas cada lista

contiene solo una persona, entonces las listas dan pie a un matching estable.

Demostracion. Que la lista muestra un matching es una consecuencia inme-

diata del punto (iv) en el Corolario 2.2.6.

Supongamos que y prefiere a x frente a la tnica persona que queda en su
lista reducida. Entonces, exactamente igual que en la prueba del segundo
caso del Lema 2.3.3 (ii) podemos demostrar que z prefiere a la inica persona
en su lista reducida frente a y. Entonces no hay ninguna inestabilidad en el

matching que generan las listas. O

Ejemplo 2.3.7. Siguiendo con nuestro ejemplo de longitud 6, la reduccion
de la seqgunda etapa fuerza a 5 a rechazar a 3, y a 2 a rechazar a 4, causando
que 3 se proponga a 2 y 4 a 5. Luego quedan todas las listas reducidas a una

sola persona y obtenemos el matching estable (1,6);(2,3);(4,5)

En definitiva, la idea del algoritmo es, una vez reducidas las listas por la
primera etapa, iterar sobre las listas mientras alguna tenga longitud mayor
a 1, y ninguna sea vacia, calculando un ciclo “todo o nada”, y ejecutando
con este una nueva reduccién. Asi hasta salir del ciclo, ya sea porque todas
tienen longitud 1, donde habriamos llegado a un matching estable o porque

una lista quedé vacia indicando que no hay matching estable.



Capitulo 3
Aleatorios

Hasta ahora el camino para llegar a un matching estable fue usar el Algorit-
mo de Aceptacion Diferida, pero su aplicacién en mercados concretos implica
la existencia de un ente centralizado que recopile las listas de los agentes y
corra el algoritmo, esto resulta muchas veces dificil de llevar a cabo, porque
en generar no existe un ente con esas caracteristicas, o también porque este
ente, por el Teorema 1.4.2, debe escoger a que lado favorecer y a cual perjudi-
car, situacién que puede acarrear problemas con los involucrados en muchos
Casos.

Esto hace que surja la pregunta de si existe un método no centralizado y
sin preferencia de género para alcanzar un matching estable y si es posible
llegar a cualquier matching estable por esta via.

En este capitulo veremos la demostracién dada por Roth y Vander Vate
[RV90] que prueba que arrancando de un matching cualquiera y seleccionan-
do para emparejar a un pareja al azar que bloquee al matching, se converge
a un equilibrio estable con probabilidad 1. Esto da una demostracién prueba
distinta a la dada por Gale y Shapley en [GS62] de que el conjunto de mat-
ching estables es no vacio. Esto en particular resolvié una pregunta abierta
de Knuth [Knu76] que mostré que un proceso de este estilo podria ciclar.
Ademads de eso, probaron que arrancando desde un estado en el que todos
los agentes estdn solteros se puede alcanzar cualquier matching estable con

probabilidad positiva.

23
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3.1. Definiciones

Definicién 3.1.1. Sim € M y h € H bloquean a p, diremos que el nuevo

matching v se obtiene satisfaciendo a (m,h) si:
= v(m) = h.

x v(u(m)) = p(m) y v(u(h)) = p(h), es decir, las parejas de m y h en p

no estan emparejadas a nadie en v.

= Vm' € M/ m' # p(h), p(m') = v(m’'), o sea, el resto de las mugeres

siguen emparejadas con la misma persona en v que en ji.

= VI € H/ K # u(m), p(h') = v(h'), andlogo a lo anterior sobre los

hombres que no son h.

Dada esta definicion podemos exhibir el ejemplo dado por Knuth de una
sucesion de matchings, obtenidos uno a partir del anterior satisfaciendo una

pareja que bloqueaba, que cicla.
Sea M = {ml,mg,mg}, H = {h], h,Q, h3} y

P(hy) = (mg,my,m3) P(hy) = (mq,m3,ms) P(hs) = (mq, ma, m3)
P(m]) = (hl, h3, h2) P(mz) = (h3, hl, hz) P(m3) = (hl, h3, hg)

las preferencias de cada agente.

Consideremos el matching inestable py = [(mq, h1), (ma, ha), (M3, hs)], se
puede ver que (mg, hq) lo bloquea, pues en la lista de my, hy ocupa el segundo
lugar, en cambio py(m2) = hs es el tercero, y en las preferencias de h; la mujer
My es su mejor opcioén, por lo que la prefiere frente a cualquiera, en particular,
frente a py (hy) = my.

Cuando satisfacemos esta pareja obtenemos un nuevo matching

M2 = [(mla m1)7 (m‘Za hl)v (m3’ h3)’ (h2a h’2)]
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donde como my y hs tienen listas completas, prefieren estar juntos a solos

dando lugar a

H3 = [(ml’ hfl)a (m27 hl)v (m37 h3)]3

que es bloqueado por (ms, h3). Si satisfacemos la pareja queda
pua = [(m1, ha), (M2, ha), (m3, m3), (A, ha)],
donde (ms, hi) bloquea, dando pie a
ps = [(ma, ha), (m2, hs), (M3, b)),
y (ma, h3) bloquea, dejando
p6 = [(ma, hs), (m3, ), (M2, ma2), (ha, ho)]-
Luego (mag, hy) se juntan por estar solteros,

M7 = [(mh h3)7 (m2a h2)) (m3) h‘l)]
pero es bloqueado por (my, hy), obteniendo

pg = [(my, hn), (ma, ha), (M3, ma), (s, hs)]

donde al emparejar a ma y h3 llegamos a p; cerrando el ciclo.

Notemos que en este ejemplo hay un camino que lleva a un matching estable,

que seria desde py satisfacer (maq, h3) dando lugar a
”,2 = Kmla h1)7 (m2a h3)’ (m3) 7"’3)7 (h27 hZ)]v
donde si juntamos a los solteros obtenemos

1y = [(m1, hy), (ma, h3), (M3, ha)]
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que es estable.

La pregunta formulada por Knuth [Knu76] fue si siempre existia un camino
de este estilo, satisfaciendo parejas que bloquean, desde un matching cual-

quiera hasta uno estable independientemente de las listas de preferencias.

Knuth formalmente enuncié la pregunta para instancias en las que la canti-
dad de hombres y mujeres era la misma y todos con listas completas. Entonces
en su problema todos los hombres y mujeres estaban emparejados siempre
considerando que cuando se satisfacia una pareja en un matching la mujer y

el hombre que quedaban libres por el divorcio eran obligados a emparejarse.

Roth y Vander Vate [RV90] consideraron un caso mas general en el que
nadie era obligado a casarse, sino que las personas quedaban solteras luego
del divorcio. Claramente si las listas son completas para todos los agentes los
caminos propuestos por Knuth son obtenidos por Roth y Vander Vate de la
misma forma que exhibimos en el ejemplo, aquellos que quedan solteros se
prefieren frente a la soledad, luego forman una pareja que bloquea.

Podemos preguntarnos qué pasa si las listas no son completas, es decir,
hay algin agente que no tiene a todos los del género opuesto en su lista.
De eso hablaremos en el capitulo 4 de esta tesis, el problema se resuelve
completando las listas a partir de ese lugar con una preferencia del agente por
si mismo y ubicando en cualquier orden los agentes restantes, construiremos
una dindmica que replique la idea de Roth y Vander Vate para agentes con

listas al azar, y veremos cémo los son matchings a los cuales se converge.

3.2. Proceso de Roth y Vander Vate

Ahora veamos el resultado enunciado por Roth y Vander Vate que resuelve

la pregunta de Knuth.

Teorema 3.2.1. Sea p un matching arbitrario sobre (M, H, P). Entonces
eriste una secuencia finita de matchings puy, ..., g, tal que p = py, pg €s
estable y para cada i=1,...,k-1, hay una pareja (m;, h;) que bloquea a p; tal

que ;41 €s obtenido de p; satisfaciendo (m;, h;).
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Demostracion. Sea pq un matching arbitrario en (M, H, P), y supongamos
que es individualmente racional, es decir, ningiin agente est4 emparejado
a alguien que no esté en su lista. Si el matching escogido no fuera indivi-
dualmente racional, es porque algiin agente p forma una pareja que bloquea
consigo mismo, y al satisfacerla el agente queda libre; haciendo esto con cada
agente que esté en la situacién nombrada de estar con alguien no deseado, se
consigue un nuevo matching individualmente racional.

Supongamos que el matching p; tiene una pareja (mq, hy) que bloquea. Si
no existiera tal pareja entonces el matching seria estable y el resultado es
trivialmente cierto con k = 1.

Sea o el matching obtenido al satisfacer la pareja (mq, hy), dejando libres
sus parejas anteriores, y todas las demds sin cambios. Luego, pa(h1) =my y
definamos el conjunto A(1) = {my, h;}.

Notemos que si (ma, ho) es una pareja que bloquea a s entonces {my, hy}
no estd contenido en A(1), porque sino my; = may, hy = hy y en py ambos
estan emparejados, luego no pueden bloquear.

La prueba se basara en construir inductivamente la secuencia de matchings
de forma de ir asocidndoles una secuencia de conjuntos A(g), creciente en el
orden de la contencion, que no contenga parejas que bloqueen, hasta obtener
un matching estable.

Supongamos que tenemos un conjunto A(q) tal que no contiene parejas que
bloqueen a fi,41 Y que f,41 DO empareja a ningun agente en A(q) con uno
que no esté en A(g).Notemos que en nuestro caso base ¢ = 1 se cumplen
estas hipétesis por lo que ya mencionamos, A(1) solo contiene dos agentes
que estdn emparejados en po y no lo bloquean.

Luego, si j,41 N0 es estable, entonces existe una pareja (m/, h') tal que,
por las hipétesis, a lo sumo uno de los dos agentes estd contenido en A(q).

Consideraremos tres casos.

1. Primero supongamos que tenemos una pareja (mqi1, hgy1) tal que hgqq
esta contenido en A(q) y esta escogida de forma tal que entre todas las
parejas (mg41, h) con h € A(g) que bloquean a g1, hg41 es el preferido

de Mg41-
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Sea 1442 €l siguiente matching en la secuencia, obtenido satisfaciendo
(Mg41, hgt1) y definamos A(q+ 1) = A(q) U {mq41}. Pueden pasar dos

cosas segin como estaba hgyq en pigy.

= Si hgyq estaba soltero en i, 1, afirmamos que ninguna pareja que
bloquee a p1q19 esté contenida en A(g + 1): esto se debe a que en
A(q) no habian parejas que bloquearan a ;41 y en A(g + 1) solo
se incorporé mgyy1 y no quedd ningun agente libre por la solteria
de hgy1. Como mgyq en figqo estd (por construccion) con su mejor
opcién dentro de A(g+1), no puede formar una pareja que bloquee

con otro elemento de A(q + 1).

= Si hgy1 no estaba soltero, podria aparecer un par mg;s, gy que
bloqueen al matching gy con mgys = figy1(hgt1) ¥ hge ambos
en A(q+1).
Es decir, la mujer que hgyy dejé libre (que estd en A(g + 1) por
hipétesis) podria ahora bloquear junto a un hombre de A(q +
1). En ese caso, elegimos entre todos los hombres en A(q + 1) al
preferido por mg9 para que conforme la pareja a satisfacer en jiq43
y el proceso continia hasta que llegue a un matching p.,., r > g,
tal que no contenga parejas que bloqueen en A(r) = A(q + 1).
Esto eventualmente pasara pues ningun hombre recibira una peor
pareja, y ninguna pareja que bloquee aparecerda dos veces en la
secuencia figy2, -.-, fir (ya que al armarla, se eligié al mejor dentro
del conjunto). El conjunto A(r) es el que estdbamos buscando,

contiene estrictamente a A(q), y no contiene parejas que bloqueen

B fig-
Los restantes dos casos ahora son mas simples.

2. Si no hay una pareja que bloquee (1mgy1, hgy1) con by € A(q), pero
si hay una con m,.; € A(q), entonces el proceso es el mismo que antes,

intercambiando los roles de hombres y mujeres.

3. Si toda pareja (mgy1, hgi1) que bloquea es disjunta con A(q), entonces
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seleccionamos cualquiera de ella para satisfacer y armar p,4o y defini-
mos A(q + 1) = A(q) U {mygi1, hyi1}.

Ahora, A(g+1) contiene a A(q) y no contiene parejas que bloqueen, ya.
que no las habia antes en A(q), y como todas las parejas que bloqueaban
eran disjuntas con A(q), al agregar {mgy1, b1} DO se genera ningtin
conflicto entre los agentes en A(q + 1). Entonces, es el conjunto que

estabamos buscando.

El proceso terminara en finitos pasos pues A(g) crecera estrictamente mien-
tras no se alcance un matching estable, pero A(q) no puede ser méds grande
que MU H.

Esto finaliza la prueba. 1

Ahora podemos considerar un proceso aleatorio que empieza seleccionando
un matching arbitrario p, y entonces procede generando una secuencia de
matchings p = pq, po, -.., donde cada p; 1 es derivado de y; satisfaciendo una
pareja que bloquee escogida al azar del conjunto de todas las parejas que
bloqueen. Asumiendo que la probabilidad de escoger una pareja particular
es positiva y depende sélo de u = p; (y no del 7).

Sea R(p) la secuencia aleatoria generada de esta forma partiendo desde p.

Ahora podemos anunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Para cualquier matching inicial p, la secuencia aleatoria

R(p) converge con probabilidad uno a un matching estable

Demostracion. La prueba es inmediata al notar que como cada eleccion tiene
probabilidad positiva de suceder, en particular, la secuencia de elecciones
dada por la demostracion del teorema 3.2.1 tiene probabilidad positiva, luego
por Borel Cantelli, probamos que lo queremos.

Mi3s precisamente, dado que el conjunto de todos los matchings posibles es

un nimero C' enorme pero finito, cada C' pasos de este algoritmo, si no hemos

1La probabilidad de cada pareja particular de ser escogida puede reflejar factores como
resistencia al divorcio de los agentes, cudnto mejoran los agentes al cambiar, etc
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convergido a un matching estable, repetimos alguno de los matchings anterio-
res. Si esto ocurre infinitas veces, habrd un matching fi al que regresaremos
infinitas veces, y la probabilidad de que acertemos la secuencia correcta co-
menzando desde este matching /i es positiva, con lo cual con probabilidad 1

en algin momento lo haremos. J

3.3. Alcances

El proceso con el que hemos construido la secuencia de matchings en la
prueba del Teorema 3.2.1 es bastante cercano al de aceptacion diferida para
probar que el conjunto de matchings estables es no vacio, Teorema 1.3.2.
Es mas, si arrancamos con el matching p; donde todos los agentes estan
solteros y elegimos el conjunto A(1) como el conjunto de hombres, entonces
la secuencia construida es precisamente la dada por el algoritmo de aceptacion
diferida con propuestas de las mujeres (y converge al matching estable que
optimiza segun las preferencias de las mujeres).

Es mas, podemos enunciar el siguiente teorema, que nos da una prueba
alternativa de que el conjunto de estables es no vacio y que no introduce

asimetrias entre los dos géneros de agentes:

Teorema 3.3.1. Si empezamos con el matching py donde todos los agentes
estdan solteros, cualquier matching estable es alcanzable por la secuencia dada

por el Teorema 3.2.1.

Demostracion. Sea u es un matching estable arbitrario, entonces la secuencia

(que tiene probabilidad positiva de suceder)

A(l) = {ml’ N(ml)}’ = A(Z) = A('L - 1) U {miuﬂ'(ml)}’
nos conduce a y. O

Entonces la clase de procesos aleatorios R(p;) del corolario nos conduce con

probabilidad positiva a cualquier matching estable.



Capitulo 4
Simulaciones

Una vez presentado el problema clasico de encontrar un matching estable
via el Algoritmo de Aceptacion Diferida propuesto por Gale y Shapley, y el
posterior enfoque aleatorio de Roth y Vander-Vate de buscarlo via un proceso
iterativo arrancando desde cualquier matching, en principio inestable, surgen

varias preguntas que nos podriamos hacer.

Por ejemplo, el conjunto de todos los matchings posibles incluye a los esta-
bles, pero jcuantos hay tipicamente? ; Cuando hay un tnico matching esta-
ble? ;Cémo depende la cantidad de matchings estables de la longitud de las
listas de preferencias? ;Y de la cantidad de personas?

También nos podriamos interesar en los resultados del proceso de Roth y
Vander-Vate: jsiempre nos conduce a los mismos matchings? ; Es una buena
forma de obtener un matching estable uniformemente distribuido entre todos
los matchings estables? ; Cémo se relaciona el matching final con los obtenidos
por el AAD?

Otro punto interesante es la estabilidad de los matchings estables. La de-
nominacién de la literatura clasica es poco feliz pues los llamados matchings
estables son puntos de equilibrio, es decir, situaciones donde la dinamica se
detiene y permanece sin cambios. La estabilidad, en el sentido de los sis-
temas dinamicos, se refiere a la respuesta del sistema ante perturbaciones.
Por ejemplo, si tenemos preferencias que nos conducen a un unico equilibrio

jcuanto las puedo perturbar sin perder esta unicidad? O si arranco con lis-

31
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tas parecidas jpuedo decir algo de la proximidad entre los matching al cual

llegaré en cada caso?

En este capitulo trataremos de dar una respuesta aproximada a alguna de
estas preguntas (y abrir algunas otras) a través de simulaciones, con la es-
peranza de demostrar teéricamente en el futuro alguno de los resultados que

observamos o conjeturaremos.

4.1. El espacio de matchings

El conjunto de matchings estables es dificil de estudiar, principalmente por-
que depende de la cantidad M de mujeres, H de hombres, y de todos los 6rde-
nes posibles, considerando incluso listas incompletas. E1 AAD nos asegura
que para cualquier lista de preferencias siempre encontraremos un matching
estable, es mas, en principio tenemos dos matchings distintos inviertiendo los
roles en el algoritmo y si ambos resultan ser el mismo podemos asegurar por

1.4.2 que es el unico. Esto da pie a la siguiente definicion:

Definicion 4.1.1. Diremos que para un conjunto de listas de preferencia P
el matching esta determinado si existe un wunico matching estable con esas

listas.

Ahora, una pregunta natural que surge es si esta situaciéon es muy frecuente.
Es decir, dada una lista de preferencias arbitraria P, jque tan esperable es

que el matching esté determinado?

Observemos que el nimero de matchings estables puede ser muy grande. Ir-
ving y Leather [IL86] demostraron que para todo i > 0, existe una instancia
del problema con |M| = |H| = 2%, con al menos 2™I~! matchings estables.
Sin embargo, analizar el espacio de matchings es realmente dificil, y su argu-
mento para obtener este niimero se basa en dos pares de agentes que pueden
estar cruzados o no en un matching, lo cual eleva rdpidamente el niimero de

matchings dada la forma en que pueden combinarse.

Para responder esta pregunta, al menos intuirla, simulamos una dinamica

que genere listas de preferencia y revisamos si el matching estaba determina-
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do. Esto no resulta muy dificil ni a nivel programacion ni a nivel complejidad

computacional, aunque aumenta cuando crece el nimero de personas de cada

género. El esquema béasico del algoritmo estd descripto en el Algoritmo 1.
Necesitamos ademas generar listas de preferencias al azar. Cuando queremos

que éstas no sean completas, las generamos con el Algoritmo 2.

Algoritmo 1 Proporciones de determinados
Entrada: M=cantidad de mujeres, H=cantidad de hombres, cantidad de
iteraciones
Salida: Proporcién de machings determinados
Determinados=0
Para la cantidad de iteraciones
Generar preferencias para los H hombres
Generar preferencias para las M mujeres
Correr AAD con hombres proponiendo
Correr AAD con mujeres proponiendo
Si ambos AAD dieron el mismo matching
Determinados +1
Fin Si
Fin Para
Devolver Determinados/iteraciones

Algoritmo 2 Generar lista al azar
Entrada: Cantidad C de personas del otro genero
Salida: Lista de preferencias
Elegir un natural N al azar entre 1 y C
Permutar (1,2,...,C)
Considerar los primer N de la permutacién como la lista
Devolver Lista de preferencia

Una vez que podemos generar las listas al azar, calculamos la proporcién de
determinados si la cantidad de personas varia entre 1 y 60, realizando 10000

iteraciones por vez. Los datos obtenidos se pueden resumir en 4.1.

Una pregunta que nos podriamos hacer es que pasaria si forzamos a que las
listas sean completas, es decir, que cada agente incluya en su lista a todos los
del género opuesto. jEsto cambiara mucho la proporcién de matchings de-

terminados? 4.1 Para ello, como primer acercamiento y para poder comparar



34 CAPITULO 4. SIMULACIONES

contra el caso anterior, simulamos desde 1 a 60 personas, 10000 iteraciones

por vez dando pie a las proporciones de la figura 4.2.

Personas vs determinados
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Figura 4.2: Listas completas vs Determinados

Podemos notar que hay una clara diferencia entre ambas situaciones, cuando
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usamos listas al azar o cuando forzamos que sean completas. Esto de alguna
forma es intuitivo: los agentes con listas cortas restringen mucho al matching
al tener que emparejarlos con alguien de ellas, y si varios agentes tienen
la posibilidad, como les da la generacién al azar, de tener listas acotadas,
terminan imprimiéndoles muchas restricciones a la bisqueda. En cambio las
listas completas son restricciones mas laxas, solo determinan el orden, pero

no limitan al matching a no considerar ciertos agentes.

Senalemos que respecto a la determinaciéon de los matchings, se conocen
apenas dos condiciones sobre las listas que son suficientes. Una, que veremos
mas adelante, es que todos los agentes de un mismo género tengan la misma
orden de preferencia del otro género. La otra, introducida en [Eec00], impone
también una restriccién muy fuerte, aprovechemos para dar una demostracion
mas simple de este teorema, utilizando induccion en la cantidad de personas

n de cada grupo:

Teorema 4.1.2. Sean {m;}1<i<n, {hi}1<i<n dos conjuntos de mujeres y hom-
bres.. Supongamos que para todo i, el hombre h; tiene en su lista a la mu-
jer m; en el lugar i, a las mujeres {my,--- ,m; 1} en los primeros i — 1
lugares (en cualquier orden) y a las mujeres {mi1,--- ,m,} en los 4lti-
mos n — i lugares (también en cualquier orden). Supongamos que ocurre lo

mismo con las listas de las mujeres. Entonces, el inico matching estable es

{(m1, ha), (ma, ha), - -+, (Mn, ha) }-

Demostracion. Sin = 1, el resultado vale trivialmente.

Si vale para n, y tenemos n + 1 personas en cada género, observemos que las
parejas (my, h;) y (mi, hi) bloquean excepto cuando j = k = 1. Entonces,
cualquier matching estable contiene la pareja (mq, h;) y podemos eliminarlos
del problema. Los grupos reducidos que quedan caen en la hipétesis inductiva,

y el teorema queda demostrado. O

Es sencillo modificarlo para el caso de listas con distinto niimero de personas,

y basta hacer induccién en el minimo de los cardinales de las listas.



36 CAPITULO 4. SIMULACIONES

4.2. Estabilidad de los matchings estables

Desde que el problema de buscar matchings fue presentado por Gale y Sha-
pley la bibliografia siempre se a referido a estos como “estables”, pero al darle
una mirada mas general desde la dinamica, esta denominacion da a entender

cualidades que no necesariamente cumplen los matchings.

En principio, lo tnico que cumple el matching obtenido por el AAD o el
proceso aleatorio de Roth y Vander-Vate es que resulta ser un equilibrio:
ningiln agente encuentra una opcion viable que mejore su situacion personal,
todas las personas que son preferidas frente a la actual pareja no lo prefie-
ren respecto a la que tienen, pero nada dice de la estabilidad en el sentido
de“soportar” perturbaciones en los datos iniciales, o sea, si altero las listas

de los agentes, jcuanto afecta a los matchings a los que llego?

En esa direccién propusimos alternativas para crear listas de alguna forma

parecidas, o perturbar las listas y estudiar los matchings a los que se llega.

4.2.1. Mismas Listas

Una forma de obtener matchings determinados es asignar a cada agente de
un género la misma lista de preferencias sobre el otro género. Demostremos

este resultado:

Lema 4.2.1. Si todos los miembros de un mismo género tienen la misma

lista de preferencias, entonces existe un unico equilibrio.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que todos los hom-
bres tienen la misma lista P = (mq, ma,...,mp) de preferencias y sean iy,
v i los matchings obtenidos por el AAD proponiendo mujeres y hombres
respectivamente, veamos que ambos matchings son el mismo.

Para eso vamos a usar el resultado 1.4.2 que establece que cuando los hom-
bres proponen estos consiguen su mejor mujer alcanzable vy cada mujer su

peor hombre alcanzable.

Lo hacemos por inducciéon en M. Si M = 1, no hay nada que demostrar.
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Supongamos que vale para M, y veamos si hay M + 1 hombres. Conside-
remos pp(m,). Por un lado, m; es la mejor opcién de todos los hombres, en
particular de pp(m;). Luego, él no tendrd incentivo a cambiar de pareja. Por
otro lado, py(my) sera la peor pareja alcanzable de m; por 1.4.2, pero por
cémo funciona el AAD y como las listas de todos los hombres son iguales,
en el primer paso todos ellos se proponen a my, con lo cual ella elegira al
primero en su lista, con lo cual su peor opcién sera la mejor de su lista y tam-
poco tendré incentivos a cambiar de pareja. De esto podemos decir algo mas
fuerte atin: en todo matching en equilibrio tendremos la pareja (mq, up(m;)),
en particular en p,,.

Entonces, podriamos considerar un nuevo problema de matching sacando a
los agentes my y pr(m,), resolverlo y luego agregar a esta pareja. En el nuevo
problema estamos otra vez en las condiciones anteriores, con M hombres que
tienen la misma lista de preferencias, y por hipétesis inductiva, el resultado

es valido. 0

Notemos que el resultado anterior nos da una forma muy facil de encontrar
un conjunto de listas que de pie a un matching determinado. Veremos a

continuacién qué ocurre cuando las perturbamos.

4.2.2. Listas Pinchadas

Supongamos que tenemos listas de preferencias P con las cuales el matching
estd determinado y para cada p € P elegimos un lugar de la lista al azar y
borramos esa preferencia, tal como sucederia si ese agente realizo algo que

afect6 tanto al creador de la lista p como para eliminarlo de sus preferencias.

Algoritmo 3 Pinchar listas
Entrada: Listas de preferencias
Salida: Listas pinchadas
Para cada lista
elegir un lugar de la lista
borrar esa entrada de la lista
Fin Para
Devolver Listas
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Luego de pinchar cada una de las listas el matching podria dejar de estar

determinado, es por eso que realizamos la siguiente simulacién:

Algoritmo 4 Proporciones de no determinados
Entrada: cantidad de personas maxima, cantidad de iteraciones
Salida: proporcién de no determinados
Para cantidad entre 1 y la méxima de personas
buscar listas completas para la cantidad de personas con matching de-
terminado
Para pinchazos entre 0 y la longitud de las listas
noDeterminados=0
iteracién=0
Mientras iteracion < cantidad de iteraciones
pinchar cada lista en cantidad de pinchazos
Si con las listas pinchadas no esta determinado
NoDeterminados+1
Fin Si
volver a las listas determinadas
iteracion+1
guardar
Fin Mientras
Fin Para
Fin Para
Devolver Proporciones

Los graficos para 10, 20, 30, 40, 50 y 60 personas que conseguimos con las

simulaciones se ven en 4.3.
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Figura 4.3: Pinchazos vs No determinados

Las simulaciones muestran que los equilibros resultan muy poco estables,
al sacarle a cada lista un agente pasamos a no tener la unicidad con la que
empezamos, y despues, a medida que las listas se van acortando, por lo

mencionado en 4.1, vamos recuperando la unicidad de matching.

4.2.3. Permutaciones

Ahora una pregunta que nos podriamos hacer es qué tan estable es la unici-
dad del matching obtenido cuando todos los miembros de un mismo género
tienen la misma lista frente a permutaciones en cada una de las listas. Basi-

camente lo que haremos sera aplicar el Algoritmo 5:

Para ver eso, realizamos 1000 simulaciones haciendo la misma cantidad de
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Algoritmo 5 Permutar listas
Entrada: Listas de preferencias
Salida: Listas permutadas
Para cada lista
elegir dos lugares de la lista
intercambiar las entradas en esos lugares
Fin Para
Devolver Listas

permutaciones para cada género, quienes tenian inicialmente las mismas lis-

tas, y cambiando la cantidad de personas por género.

En 4.4 veremos los resultados obtenidos.
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Figura 4.4: Permutaciones vs No determinados

Aqui podemos ver que a medida que aumentamos la cantidad de personas
la proporcién de no determinados aumenta rapidamente al principio, inde-
pendiente del nimero de permutaciones, pero a partir de unas 15 personas
parece estabilizarse y luego crece lentamente, sin llegar al 1. Es decir, sigue
habiendo una fracciéon de determinados, pero si uno aumenta la cantidad de
permutaciones, al perderse la estructura inicial de las listas en la cual eran
todas iguales, vemos que esta proporcion si comienza a acercarse al 1.

Destaquemos que en este caso partimos inicialmente con una misma lista
para cada género, pero como vimos en 4.2.1 alcanza con que uno de los
géneros tenga la misma lista. Es posible que este hecho forzé6 que la proporcion
de determinados sea mas alta que si se dejaba que un género tuviera listas

al azar, completas o no.
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Simulamos entonces estas variantes, asignando una misma lista a un género,
y el otro con listas al azar de longitud variable y con listas completas. Los

resultados obtenidos son los siguientes:
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En el caso de las listas completas, como habiamos dicho, esta restriccion es
muy fuerte y fuerza a que la cantidad de no determinados sea alta, aunque

hayamos hecho pocas permutaciones.

Podemos ver que cuando el otro género tiene listas aleatorias incompletas,

hay mas variabilidad de los resultados son més no hay una tendencia clara.

Observemos que en el caso de 6 permutaciones, cuando arrancidbamos desde
listas iguales, ya habia una tendencia clara, ya sea si comparamos contra 3
permutaciones en cada género como contra 6 en ambos. Incluso aumentando
las cantidad de permutaciones a 20, 50 y 100, se observa que una proporcién

importante de matchings se mantienen determinados.
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4.2.4. Listas Madre

Otra forma de perturbar una lista es generar listas relacionadas entre si,

derivadas de una misma lista madre.
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Para eso, teniendo una lista fija y un parametro de “influencia genética”,

vamos a perturbar la lista con el Algoritmo 6:

Algoritmo 6 Listas con madre
Entrada: Lista madre, parametro
Salida: Lista hija
hija=]]
opciones= Lista madre
Mientras opciones no es vacio
candidato= primer elemento en opciones
azar = generar nimero al azar entre 0 y 100
Si azar < parametro
Agregar el candidato a hija
Sacar el candidato de las opciones
Si no
Poner candidato al final de opciones
Fin Si
Fin Mientras
Devolver hija

Asi, con un pardmetro cercano a 100, las listas tendran un gran parecido
y la mayoria de los 6rdenes relativos con respecto a la lista madre se man-
tendran. Si el parametro es chico, terminarfamos teniendo una distribucién
casi uniforme sobre todas las permutaciones, y en particular, obtendriamos
listas independientes entre si.

Para ver como se altera la proporciéon de no determinados alteraremos el
parametro de influencia y la cantidad de personas. Es de esperar que au-
mentando el pardmetro encontremos mas determinados, y aumentando la

cantidad de personas, encontremos menos.
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En 4.5 veremos un grafico en 3D de la situacion para ver que los perfiles
obtenidos en realidad no dependen de la cantidad de personas.

Podemos observar que para mas de 30 personas los tres graficos son muy
similares, estando el equilibrio determinado cuando el pardmetro es menor a
20. Cada diez personas, esto significa aproximadamente dos permutaciones
(un 20 % de las veces saltea a la persona correspondiente). La proporcién de
determinados con esta regla es mayor que la que se obtenia permutando de

una misma lista en la seccién anterior.
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Figura 4.5: Personas y parametro vs No determinados

4.3. Convergencia a equilibrios en casos ge-

nerales

En el tercer capitulo vimos el algoritmo de Roth y Vander Vate que asegura-
ba convergencia a un equilibrio para casos en los que las listas eran completas
y teniamos la misma cantidad de cada género via satisfacer parejas que blo-
quean al matching,.

Una pregunta abierta es qué pasa si los generos son desiguales en nimero
y las listas no son completas. En esta seccién abordaremos ese problema
simulando una modificacién de la dinamica propuesta por ellos y viendo que
el resultado de convergencia con probabilidad 1 se verifica en la practica mas

alla de que las hipétesis no son las mismas que enunciaron.

4.3.1. Algoritmo de convergencia

El algoritmo usado es una leve modificacién del propuesto por Roth y Vander
Vate, pero la idea es la misma, satisfacer parejas que bloquean hasta llegar

a un equilibrio. Las diferencias estdn en que, en primer lugar, al satisfacer
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una pareja las ex parejas quedan solteras, y en que en vez de seleccionar una
pareja que bloquee particular, se elije una al azar entre todas las parejas que
bloquean para satisfacer, y continuar asi hasta que no hayan mas parejas
que bloqueen. También utiliza fuertemente que las parejas que bloquean a
un matching de un paso al otro no cambian mas alla de sacar aquellas que
involucran a algin agente satisfecho y que ahora no bloqueen, y agregar
aquellas que se hayan generado por la solteria de las ex parejas de los agentes
satisfechos. Con esto ganamos el hecho de mantener con bajo costo la lista

de parejas que bloquean en cada momento.

Algoritmo 7 Equilibrar matching
Entrada: matching inicial, preferencias
Salida: matching en equilibrio
Detectar pares de parejas inestables y guardarlas
Mientras existan parejas que bloqueen
Elegir una pareja que bloquea al azar
Crear nuevo matching satisfaciendo la pareja electa
Borrar los pares de parejas que incluian las parejas rotas
Guardar pares de parejas inestables que contienen la nueva pareja
Guardar pares de parejas inestables que contienen a los nuevos agentes
solteros
Fin Mientras
Devolver matching

Como la idea es utilizar este algoritmo para cantidades de mujeres y hombres
no necesariamiente iguales, al satisfacer una pareja se deben dejar a las ex
parejas solteras, si no alguien inicialmente emparejado nunca podria estar
solo, situacién que puede llevarnos a que el algoritmo nunca converja a un
equilibrio en el peor de los casos, o que limite los matchings a los cuales

podemos llegar de forma innecesaria.

4.3.2. Inicio con listas fijas

Es razonable preguntarse a qué matchings se puede converger por esta
dindmica si uno arranca siempre desde el mismo matching inicial dejando

fijas las listas. jLlegaremos siempre a los mismos? jdependera de la cantidad
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de cada género? jlos 6ptimos de cada género seran matchings mas probables?
Para responder estas preguntas lo que hicimos fue simular la dindmica con
el Algoritmo &, corriéndolo 100 veces, cada vez con un nuevo matching inicial

aleatorio, y listas de preferencia asignadas al azar.

Algoritmo 8 Inicio Fijo
Entrada: matching inicial, preferencias, iteraciones
Salida: equilibrios con su frecuencia de apariciéon
Si esta determinado el matching
conteo[éptimo]=iteraciones
Fin Si
conteo=
Para iteraciones
equilibrar matching inicial
conteo[matching equilibrado|+1
Fin Para
Devolver conteo

Nuestro objetivo es analizar los resultados con distintas distribuciones de
mujeres, para ver si esto afecta o no a los matchings alcanzados. Veamos

qué ocurrid en cada caso estudiado.

50 mujeres y 10 hombres

Cuando corrimos la dindmica con 50 mujeres y 10 hombres los resultados

fueron los siguientes

= La totalidad de las veces el matching estuvo determinado, por lo que

no hubo necesidad correr el Algoritmo 8.

Notamos que la mayoria de las veces, en este caso en su totalidad, que
generamos listas al azar obtenemos que el matching estd determinado y esto
no nos permite ver bien como se distribuyen los puntos de equilibrio de la

dinamica .

Hicimos una segunda simulacion en la que pedimos que genere 100 casos en

los que el matching no esté determinado, y los resultados fueron los siguientes:
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= 89 veces se llegd a dos matchings equiparables en frecuencia (ambos

entre 40 y 50), correspondientes a los 6ptimos de cada género.

= 3 veces se encontré un equilibrio dominante, por encima de 70 apari-
ciones, y otro con el resto. En dos de ellas, el dominante fue el 6ptimo

de mujeres.

= 2 veces se lleg6 a dos matchings equiparables, y algunos con muy poca
frecuencia (menos de 10 apariciones). En ambas los dos equiparables

fueron los 6ptimos de cada género.

= 5 veces se llegd a tres o mas equiparables en frecuencia, y siempre los

optimos de cada género estuvieron entre ellos.
= Una sola vez se presentaron dos equiparables muy frecuentes, y otros
dos que aparecieron entre 10 y 15 veces.
50 mujeres y 25 hombres
= 91 veces el matching estuvo determinado.

= En 7 ocasiones se llegd a dos equilibros equiparables, ambos 6ptimos

de cada género.

= En las restantes dos se llegd a que el 6ptimo de mujeres tuvo frecuencia

por encima del 70 por ciento, y el de hombres el resto.

Cuando pedimos que el matching no esté determinado a priori, conseguimos

los siguientes resultados:

= 71 veces conseguimos dos matchings, ambos los 6ptimos de cada género,

equiparables en frecuencia.

= En 23 casos se llegd a un equilibrio dominante, en todos ellos los 6ptimos
de cada género figuraron, siendo 19 veces dominante el 6ptimo de las
mujeres, 4 el de hombres. Solo una vez aparecié un matching no 6ptimo

de un género
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= En 4 ocasiones obtuvimos varios equilibros equiparables, en frecuencia,

siempre con los éptimos de cada género presentes.

= En las restantes 2 obtuvimos dos equilibrios equiparables y uno con

menos de 10 apariciones.

30 mujeres y 30 hombres

Al intentar simular con 50 en cada género, cada iteracién tardé mucho tiem-
po y como la idea de este seccion es analizar distribuciones. necesitabamos
conseguir muchas iteraciones sobre el mismo caso, por lo que se redujo la
cantidad de mujeres y hombres a 30 esperando que estas proporciones sean

manejables.

= 71 veces el matching estuvo determinado.

= 24 veces hubo dos equilibrios, en las 24 el 6ptimo de mujeres fue uno

de ellos, y en 23 estuvo el de hombres.

= 5 veces existié uno dominante y otro con menor frecuencia, siempre
entre los 6ptimos de cada género, siendo el de mujeres el dominante 3

veces.

Al analizar otras 100 muestras partiendo de listas que no daban lugar a un

matching determinado:

= 55 veces se llegé a dos matchings con frecuencia similar, ambos los

6ptimos de cadagenero.

= 7 veces se alcanzaron varios matchings con frecuencias parejas, y siem-

pre estuvieron involucrados los 6ptimos de cada género.

n 29 veces se llegd a un matching dominando a otros en frecuencia, 18
de ellas el dominante fue el 6ptimo de hombres y las restantes 11 el de

mujeres.
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= En las restantes 9 se obtuvieron dos o tres matchings equiparables en
frecuencia y otros con bastante menos. Siempre los 6ptimos de cada

género aparecian entre los mas y frecuentes.

4.3.3. Inicio Aleatorio

Con una idea parecida al caso anterior donde dejabamos fijo el matching
inicial, ahora arrancaremos desde matchings aleatorios, la principal incognita
que tenemos en este caso es si haciendo esto llegamos a diversos equilibrios
o si aun partiendo desde lugares distintos hay matchings mas atractivos que
otros.

Para eso usaremos una dindmica muy parecida a la anterior, corriéndola 100

veces para las mismas proporciones de géneros que en las listas fijas:

Algoritmo 9 Inicio Aleatorio
Entrada: preferencias, iteraciones
Salida: equilibrios con su frecuencia de aparicién
Si estd determinado el matching
conteo[optimo]=iteraciones
Fin Si
generar matching al azar
conteo=
Para iteraciones
equilibrar matching generado
conteo[matching equilibrado]+1
Fin Para
Devolver conteo

50 mujeres y 10 hombres

Lo obtenido en este caso es lo siguiente:

= 99 veces el matching estuvo determinado.

= La restante tuvo una distribuciéon muy pareja entre los 6ptimos de cada

género.
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Al pedir que trabaje solo frente a preferencias que no den lugar a un mat-

ching determinado, se obtuvieron los siguientes resultados:

= 79 de ellas llegaron a dos equilibros, equiparables en frecuencia, ambos

los 6ptimos de cada género.
» Una vez se llegd a varios equilibros, equiparables en frecuencia.

= 3 veces existié6 uno dominante, con mas de 70 apariciones, y otro mi-
noritario. Siempre ambos eran los 6ptimos de cada género, y en 2 de

ocasiones el mayoritario fue el de mujeres.

= 3 veces existieron dos equilibrios frecuentes y equiparables, ambos los

optimos de cada género, y otros pocos muy minoritarios.

= 14 veces existieron dos equilibrios frecuentes y equiparables, ambos los
optimos de cada género, y varios minoritarios. El caso mas extremo que

obtuvimos fue de 25 equilibrios con menos de 2 apariciones cada uno.

50 mujeres y 25 hombres

Los resultados fueron los siguientes:

= 89 casos donde el matching estaba determinado.

= 10 casos donde los 6ptimos de cada género eran equiparables por su

frecuencia.

= En el restante, el 6ptimo de las mujeres fue mucho mas frecuente que

el de los hombres, siendo estos dos los tinicos equilibrios presentes.
Al trabajar solo sobre casos no determinados obtuvimos:

= En 73 casos donde los 6ptimos de cada género eran equiparables por

su frecuencia.
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= 22 veces un matching tuvo una frecuencia alta (mas de 70 aparicio-
nes), siempre entre los 6ptimos de cada género, siendo el de mujeres el

dominante en 18 oportunidades.

= Las restantes 5 resultaron ser situaciones con 3 o 4 equilibrios equipa-
rables por su frecuencia. Siempre estuvieron presentes los 6ptimos de

cada género.

30 mujeres y 30 hombres

Este caso no fue analizado porque las simulaciones demoraban mucho mas

del tiempo que nos podiamos permitir.

4.3.4. Conclusiones

De las preguntas que inicialmente planteamos, podemos responder en base
a los resultados que los 6ptimos de género, son puntos de atraccién de la
dindmica, estando siempre presentes y de forma mayoritaria frente a los otros.

En los casos que la cantidad de mujeres fue mayor que la de hombres, se ob-
servé una tendencia marcada a alcanzar el 6ptimo de ellas frente al 6ptimo de
hombres. Cuando la cantidad de personas de cada género era similar, enton-
ces ambos tuvieron frecuencias similares de aparicion, lo cual era esperable
ya que la dindmica no favorece ningin género en su ejecucion.

La fuerte atraccion que generan los 6ptimos de cada género no permiten
la aparicion de otros equilibros distintos, salvo en el caso en que hay una
diferencia clara entre la cantidad de personas de un género y del otro. Si se
comienza generando un matching aleatorio, entonces se logré observar otros
equilibros que no eran los 6ptimos de algin genero, posiblemente por haber
comenzado muy cerca de alguno de los equilibrios.

Se observa que esta dinamica no es una buena manera de generar un equi-
librio de forma aproximadamente uniforme, y que lo mas probable es que
terminemos llegando a algunos de los éptimos de algin genéro, los cuales

podemos generar con muchisimo menos costo computacional con el AAD.
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