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Introduccion.

Un nudo, en matemadtica, representa formalmente a un objeto concreto y pal-
pable que se puede construir con un trozo de cuerda. Tomamos una cuerda, le
hacemos un nudo y unimos las dos puntas que quedaron sueltas. Diremos que
dos nudos son iguales si uno puede obtenerse del otro haciendo cualquier tipo de
manipulacién que excluya cortes.

Dados dos nudos nos interesa saber si son o no el mismo, si es posible transfor-
mar uno en el otro de la manera mencionada. Para poder responder este tipo de
preguntas desde la matemaética, es necesario primero formular definiciones precisas
de lo que es un nudo y de lo que significa que dos nudos sean iguales.

Una primera definicién, aunque provisoria, es que un nudo es una curva ce-
rrada y simple! en el espacio R®. Dos nudos son equivalentes? si al tomar uno de
ellos y deformarlo, enroscarlo, estirarlo o encogerlo se puede hacer que coincida
exactamente con el otro. No se permite cortar y volver a pegar.

Los nudos son objetos en el espacio de tres dimensiones y la teoria de nudos
estd relacionada con la topologia de ese espacio. Sin embargo, resulta sumamente
util representar a los nudos mediante diagramas en el plano, que capturan toda
la informacion topoldgica relevante. Los siguientes son diagramas posibles para el
trébol (derecho) y para el nudo trivial:

W

Trébol derecho y nudo trivial

Si dados dos nudos exhibimos cémo es posible transformar uno en el otro,
entonces habremos demostrado que son iguales. Pero el hecho de que no logremos
hacerlo no garantiza que no sean en realidad iguales. ; Cémo se demuestra entonces
que dos nudos son diferentes, en caso de que lo sean? Para esto se utilizan los
wmvariantes, sobre los que en parte trata este trabajo. Un invariante de nudos es
una asignacién de cierto objeto (nimero, polinomio, grupo, etc.) a cada nudo, con
la propiedad de que a dos nudos equivalentes se les asigna el mismo objeto. De
modo que el método comunmente utilizado para determinar que dos nudos dados
son no equivalentes consiste en hallar un invariante que les asigne a dichos nudos
objetos distintos.

INo se interseca consigo misma.
2Al referirnos a nudos, consideramos que equivalencia, igualdad y (més adelante) isotopia son
sinénimos.



Es importante aclarar que el hecho de que un invariante le asigne el mismo
objeto a dos nudos no garantiza que dichos nudos sean iguales. Lo mas frecuente
es que al trabajar con un invariante en particular existan muchos nudos realmente
diferentes, a los que el invariante no “diferencia”, es decir, les asigna el mismo
objeto. En cualquier caso, los invariantes permiten transformar una pregunta he-
cha en un contexto topolégico a una pregunta en un contexto algebraico®. Hallar
una solucion algebraica del problema nos puede dar una respuesta o informacién
relevante sobre el problema original.

Los nudos fueron estudiados en primer lugar por Gauss alrededor del 1800, y
luego por James Maxwell y Peter Tait en 1870. Este tltimo, como asi también Kirk-
man y Little, compilaron tablas de nudos y establecieron algunas de las definiciones
y propiedades conocidas hoy. Mas tarde, gracias a la formalizacion de la topologia
hecha por Poincaré alrededor del 1900, fue posible realizar significativos progresos,
como los de Alexander (1920) y Reidemeister (1930). Reidemeister caracterizé los
pares de nudos equivalentes mediante la condiciéon de que los diagramas asociados
cumplan cierta relacién de equivalencia. De esta forma establecié una correspon-
dencia biunivoca entre clases de equivalencia de nudos y clases de equivalencia de
diagramas. Alexander, por su parte, definié como invariante un polinomio que lleva
su nombre. Estudiaremos una generalizacién de este polinomio, hecha por Voughan
Jones en 1984, y veremos cémo permitié resolver problemas abiertos planteados
mas de un siglo antes de su descubrimiento.

Dentro de la teoria de nudos hay basicamente tres vias para definir invariantes
que permitan estudiarlos y clasificarlos:

1. Topologia algebraica. Se define el m; del complemento de un nudo, que resulta
ser un invariante [Zie00]. Esta estructura algebraica se generaliza a otras,
como por ejemplo el quandle, que estudiaremos mas adelante, no a raiz del
71, sino como un elemento necesario en la generalizaciéon de otro invariante
llamado cantidad de 3-coloreos.

2. Geometria algebraica. Todo nudo es el borde de una superficie (con borde).
Esto permite definir el género de un nudo como el minimo entre los géneros
de todas las superficies que tienen al nudo dado como borde [Lic91].

El género, ademads de ser un invariante, sirve por ejemplo para demostrar que
todo nudo se factoriza como suma conexa de nudos primos. La suma conexa
es una operacién binaria y asociativa definida sobre los nudos, que le da al
conjunto de clases de equivalencia de nudos una estructura similar a la que
tienen los nimeros naturales con el producto: es un monoide; esto es: existe
elemento neutro, pero no hay inverso, salvo para el neutro.

3. Algebra y combinatoria. Esta es la via utilizada para definir los invariantes
clasicos y también algunos mas modernos como el polinomio de Jones.

En este trabajo, si bien estudiaremos cuestiones relacionadas con las primeras
dos dreas, nos concentraremos principalmente en invariantes relacionados con la
ultima.

3Generalmente los objetos asociados a través de los invariantes son de naturaleza algebraica.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de Teoria de
Nudos

1.1. Nudos, Enlaces e Isotopia.

Al momento de tener que establecer las definiciones de nudo y de equivalencia
entre nudos, puede ser atractivo pensar en lazos en el espacio y en homotopias (no
punteadas). Més precisamente: consideramos que un nudo es una funcién continua
e inyectiva f : ST — R? y decimos que dos nudos fy y fi son equivalentes si existe
una funcién continua e inyectiva en la primera coordenadal F : S x I — R3 tal
que las restricciones de F' a S x 0 y a S* x 1 son precisamente fy y fi.

Estas definiciones de nudo y de equivalencia tienen dos problemas. En primer
lugar permiten la existencia de los llamados nudos salvajes, caracterizados por
tener infinitas “anudaciones” que se acumulan en un punto del nudo. Esto es un
inconveniente pues queremos dejar a los nudos salvajes fuera de la teoria, ya que no
son lo que intuitivamente consideramos como nudos “reales”, son mas bien casos
particulares que aparecen en el intento por llegar a la nociéon acabada del concepto
de nudo.

\/\ J\@\@J@

Nudo salvaje

Otro inconveniente, més grave, de la definicién, es que en realidad con ella
todo nudo resulta equivalente al nudo trivial [Rob99]. Digamos que “tirando de la
cuerda en sentidos opuestos” todo nudo desaparece.

1Esto significa que al fijar cualquier t € I, F': S* x t — R? es inyectiva.
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Todo nudo se transforma en el nudo trivial via una homotopia

Una manera de evitar este ultimo problema es considerar que los nudos son
subconjuntos de R*® homeomorfos a S' y que dos nudos son isotdpicos® si existe
un homeomorfismo R* — R3 que preserva la orientacién y que manda un nudo en
el otro [Zie00]. Definiendo clases de equivalencia con esta nueva nocién, no todos
los nudos son triviales, pero se sigue teniendo dentro de los nudos posibles a los
salvajes.

Para excluir a los nudos salvajes lo mejor es considerar que los nudos son
poligonales cerradas con finitos segmentos. Aun asi, podemos seguir pensando a los
nudos como curvas suaves, dado que toda curva suave (no salvaje) es aproximable
por una curva poligonal con finitos segmentos, que resulta isotopica a la curva
original [Rob99).

Para estudiar a los nudos, se los ve a éstos como un caso particular de una
nociéon mas general. En lugar de pensar que tomamos una cuerda, le hacemos
un nudo y unimos los dos extremos libres, vamos a contemplar la posibilidad de
tomar varias cuerdas, digamos n, obteniendo lo que se denomina enlace® de n
componentes. Cabe aclarar que las componentes, pudiendo ser algunas de ellas
triviales al observarlas por si solas como nudos, pueden estar “enganchadas” o no
entre si.

o)
e
(\VJ\)

Enlace de 3 componentes

Definicién 1.1.1. Un enlace de n componentes o n-enlace es un subconjunto de
R3 homeomorfo a n > 0 copias de S! y expresable como unién disjunta de finitos
puntos (vértices) y finitos segmentos abiertos. Un nudo es un enlace de una sola
componente.

Definicién 1.1.2. Sea T un tridngulo (incluyendo su cdpsula convexa) que tiene
uno de sus lados completamente contenido en un enlace L y no lo interseca mas
que con dicho lado. Se define entonces un nuevo enlace L' a partir de reemplazar
la interseccién entre 7'y L por los otros dos lados de T', como se muestra en la
siguiente figura. Esta transformacion, o su inversa, se denomina A — movimiento.

2Este es el nombre que se le da a la relacién de equivalencia que determina la nocién de
“igualdad” entre nudos.
3En inglés, link.




Delta movimiento

Observacién 1.1.3. El lado del triangulo 7" que interseca al enlace, tiene vértices
que no necesariamente son vértices del enlace. Si lo son, es porque un segmento
del enlace estd contenido en dicho lado de T', mientras que si no lo son es porque
se da la inclusién en sentido opuesto. En cualquier caso, al reemplazarlo por los
otros dos lados de T, si ocurre que los vértices del triangulo pasan a ser vértices
del enlace.

Definicién 1.1.4. Dos enlaces L y L’ son isotdpicos si existe una secuencia de
enlaces L = Lyg,...,L, = L' tal que para cada i entre 1 y n, cada par L;_;, L;
estd relacionado por un A-movimiento.

Esta definicién es equivalente a la del homeomorfismo de R? en si mismo que
preserva la orientacién y que manda un enlace en el otro [Zie00].

Es inmediato de la definicién que la relacion de isotopia es una relacién de
equivalencia entre enlaces. En lo que sigue, siempre denotaremos con ~ a las
relaciones de equivalencia. Generalmente denotaremos a los nudos con la letra K,
a los enlaces con L y a los diagramas con D.

Definicién 1.1.5. Para cada j € N sea K; el nudo con vértices v ; = (4,0, 1),
V2,5 = (] +* '21'707 1)’ Y34 = (.7 + %7 i 1) Y V4,5 = (.7’ 1, 1)’ y segmentos Uy ;03 ;, V3,jV3,;,
U3 ,Us; Y Vs,;01,;. Diremos que un enlace L es trivial si es isotépico a U?:l K para
algin n € N, en cuyo caso lo llamamos enlace trivial de n componentes o n-enlace
trivial. En el caso n = 1 lo llamamos nudo trivial.

Enlace trivial de n componentes

Observacién 1.1.6. En general nos vamos a referir “al” enlace trivial de n-
componentes, aunque en realidad hay infinitos, todos en la misma clase de equi-
valencia. Sin embargo en algunos casos nos vamos a referir al nudo o al enlace de la
definicion 1.1.5y estaremos queriendo decir que importa que sea ése en particular
y no cualquier otro equivalente.




1.2. Proyecciones y Diagramas de Enlaces.

Definicién 1.2.1. Dado un enlace L, que suponemos incluido en el semiespacio
z > 0 de R?, diremos que su proyeccién 7(L) al plano z = 0 es regular si la
preimagen de cada punto de m(L) consiste en un tinico punto de L, o en dos
puntos, en cuyo caso ninguno de los dos es un vértice.

/
/

/
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Proyeccién regular Proyecciones irregulares

Dicho de otro modo, una proyeccién de un enlace es irreqular si se da alguno
de los siguientes casos:

1. Hay tres o mas puntos del enlace en una misma recta vertical
2. Hay un vértice encima o debajo de otro punto del enlace

Definiciéon 1.2.2. Dado un enlace con proyeccién regular, los puntos que tienen
dos preimégenes se denominan cruces de la proyeccion.

Gracias a que los enlaces son poligonales y que ningin vértice tiene la mis-
ma proyeccién que otro punto del enlace, sucede que ningtin segmento del enlace
estda alineado y encima de otro. Por esto, los puntos de la proyeccién con dos
preimégenes son realmente cruces, en el sentido de que todos sus entornos (sufi-
cientemente chicos) son homeomorfos a x, mientras que todos los entornos sufi-
cientemente pequenos de los demés puntos de la proyeccién son homeomorfos al
intervalo (0,1).

Definicién 1.2.3. Dado un enlace L con proyeccion regular, su diagrama D se
obtiene redefiniendo lo que ocurre en cada cruce de la proyeccién. Por ser regular,
la preimagen de cada cruce consiste en dos puntos del enlace, uno més cerca que el
otro del plano z = 0. La proyeccién del segmento del enlace que contiene al punto
mads alejado se la deja como estd, mientras que a la proyeccién del otro segmento
se le quita un entorno (pequeno) del cruce, de manera tal de evitar la interseccién
entre las proyecciones de los dos segmentos en cuestion.

Definicién 1.2.4. Llamaremos arco a cada componente conexa de un diagrama.




El trébol y sus arcos

Observacién 1.2.5. Por comodidad (y con cierto abuso de los nombres) nos
vamos a referir al punto donde en la proyeccién se ubicaba el cruce, como cruce del
diagrama o cruce entre arcos, aunque sabemos que por definicién, ni el diagrama
tiene cruces ni los arcos se cruzan. Notar ademés que en cada cruce del diagrama
intervienen siempre tres arcos.

El diagrama representa la manera en que se ve el enlace al situar el punto de
vista por encima de él y con el plano* z = 0 como fondo. El diagrama permite
reconstruir el enlace médulo isotopia.

Definicién 1.2.6. Dados un enlace L y un ¢ > 0, se dice que el enlace L' es
una e-perturbacion de L si se obtiene desplazando cada vértice de L una distancia
menor a € y reconectando los segmentos de la misma forma en que estaban en L.

Si € es suficientemente chico®, L esta correctamente definido, en el sentido de
que los segmentos no se intersecan (los vértices tampoco), y lo mas importante: L’
resulta isotopico a L.

Ademdés, se dan los siguientes hechos [Rob99]:

» Si L tiene proyeccion irregular: V e > 0 3 L e-perturbacién de L, isotdpico a
éste y con proyecciéon regular.

» Si L tiene proyeccién regular: 3 ¢ > 0 / V L’ e-perturbacién de L, L' tiene
proyeccién regular y es isotépico a L.

Observacion 1.2.7.

» Por lo recién expuesto, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que todo
enlace tiene proyeccién regular al plano z = 0 y por lo tanto diagrama, pues
en caso de que la proyeccion sea irregular, se reemplaza el enlace por uno
isotopico y con proyecciéon regular. Si bien para este reemplazo hay infinitas
alternativas, pues los vértices pueden perturbarse mas o menos, suponemos
que entre todas las elecciones posibles nos quedamos con una en particular.

4Tomar la proyeccién a este plano no es la tnica opcién. Mientras que las proyecciones que
resulten sean regulares, puede usarse cualquier otro plano, en cuyo caso la informacién topoldgica
que los distintos diagramas capturan es esencialmente la misma: se trata de diagramas equiva-
lentes (definiremos esto enseguida).

5Se puede tomar e = gmin{d(z,y)} con x e y o bien en segmentos distintos que no tienen
vértices en comun o bien uno siendo un vértice y el otro un punto de un segmento que no tiene
a dicho vértice como uno de sus extremos (este € es positivo). Con esto se garantiza por un lado
que los distintos vértices y segmentos del enlace perturbado no se toquen entre si y por otro lado
permite definir una serie de A-movimientos que lleven cada segmento y vértice perturbado a su
posicién original.



= Si bien en la definicién 1.1.1 decimos que un enlace es una unién de finitos
vértices y segmentos abiertos, en su diagrama solemos representar a los seg-
mentos y no a los vértices. Es claro que cada vértice del diagrama corres-
ponde a un vértice del enlace, pero puede haber otros vértices en el enlace
que “no se ven” en el diagrama (ver ejemplo 1.2.8).

Aceptaremos entonces que los enlaces pueden tener vértices que no sean
vértices en los diagramas, siempre y cuando al ser proyectados, estos vértices
no coincidan con la proyeccion de otro punto del enlace, pues en ese caso seria
una proyeccion irregular. Aclarado esto, en lo que sigue no nos preocuparemos
por ver si un determinado diagrama es o no es una representacion de un enlace
“posible” en el espacio. Damos por hecho que si no lo llegara a ser, bastaria
con agregar algunos vértices en forma adecuada (ver ejemplo 1.2.9).

Ejemplo 1.2.8. Consideremos el nudo trivial de la siguiente figura, que se puede
expresar como:

{(t,0,t+1)JU{(t—1,0,—t+2)}U{(=1,2t —2,2)}U{(2t — 1,2t — 2,2)} para
0 <t < 1, con vértices (0,0,1),(1,0,2),(-1,0,2),(-1,-2,2).

1
1
vl | ov2
|
1

En el diagrama, v4 no aparece

Este nudo tiene proyeccién regular y sin embargo su diagrama no denota la
existencia del vértice vy = (0,0, 1).

Ejemplo 1.2.9. Veamos ahora el caso del siguiente trébol.

Trébol imposible Trébol posible, v’ era invisible en D

Con cinco segmentos rectos (de cualquier longitud), es imposible construir un
nudo como el de la figura. Si consideramos que el tridngulo v,v,v5 esté contenido
en el plano 7, e ignoramos por un momento el cruce c entre los segmentos s = U3Uy
y s’ = yus, es claro que s pasa por delante de 7 mientras que s’ pasa por detrés.
Sin embargo esto es contradictorio con el hecho de que en el cruce ¢, s’ pasa por
delante de s. En definitiva, este diagrama no puede ser el de un nudo real, a no ser
que permitamos la existencia de vértices invisibles en algin punto intermedio de
los arcos del diagrama. De hecho, si en s’ hubiera un vértice v’, este trébol si seria
posible en el espacio.




1.3. Teorema de Reidemeister.

Llegamos a un punto en el que tenemos definidas las nociones de enlace y de
isotopia entre enlaces, que es la relacién que determina las clases de equivalencia
que interesan en la teorfa de nudos. Ademas definimos el diagrama de un enlace
y sabemos que éste captura toda la informacién topolégica esencial del enlace. Lo
que viene a continuacion es establecer como se traduce la nocién de isotopia entre
enlaces al contexto de diagramas.

Teorema 1.3.1. (Reidemeister) Dos enlaces L y L' con diagramas D y D', son
equivalentes si y solo si existe una secuencia finita de diagramas D = Dy, ..., Dy, =
D' tal que para cada i entre 1 y n, cada par D;_y, D; estd relacionado por algin
movimiento de diagramas, definido en los siguientes esquemas:

= RO:
» RI1:
= R2:
= R3:

Antes de exponer la idea de la demostracion hacemos algunas aclaraciones:

1. Los movimientos se denominan mowvimientos de Reidemeister, que abreviare-
mos R — movimientos, y definen una relacién de equivalencia en el conjunto
de diagramas de enlaces. Observar la similitud que hay entre la definicién
de isotopia de enlaces y lo que dice el teorema: la clave de la demostra-
cién es que cada A-movimiento, al ser llevado al diagrama, es alguno de los
R-movimientos (en realidad una secuencia de éstos).

4




En los esquemas dados, los dos diagramas con borde punteado que estén
conectados por la flecha <, representan a dos diagramas mas amplios que lo
que muestra el esquema y que son idénticos salvo en la regién expuesta.

Lo mismo vale para ciertos casos que veremos mas adelante, en los que me-
diante una ecuacion se relacionan ciertas partes de dos o méas diagramas:
se supone que lo que no se muestra es porque es coincidente para todos los
diagramas de una misma ecuacion.

En cualquier relacion entre diagramas, ya sea con R-movimientos o con ecua-
ciones, ésta seguira siendo valida si todos los diagramas presentes son rotados
en un mismo angulo. Asimismo, los angulos entre los segmentos de un mismo
arco pueden variar, siempre que esto no modifique la cantidad de cruces.

Cuando en una ecuacién o a través de una flecha < se relacionan diagramas,
las intersecciones de los arcos con la linea punteada no tienen necesariamente
que conservar la misma posicion absoluta en todos los diagramas. Basta con
que se mantenga el orden relativo. Ver el siguiente ejemplo:

Las intersecciones de los arcos con la linea punteada cambian de lugar, pero
el orden relativo es el mismo, con lo cual los dos diagramas de la izquierda son
efectivamente equivalentes (mediante R0), como se muestra en el esquema
de la derecha.

Con el movimiento R0, no solo los arcos pueden deformarse, sino que com-
bindndolo con R2, también los cruces pueden cambiar su posicién en el plano:

Se logra de esta manera tener isotopia planar, es decir, deformar a los dia-
gramas sin alterar la estructura de la proyeccién subyacente. En algunos enfo-
ques de teorfa de nudos, se define directamente la equivalencia de diagramas
con los movimientos R1, R2 y R3 més la isotopia planar [Kau87].

v

Isotopfa planar




7. De los cuatro R-movimientos establecidos, pueden deducirse otros similares:

n R1:

= R2:

» R3a:

R3'b:

= R3c:

Veamos en cada caso cémo se deducen. En cada paso decimos qué movi-
mientos usamos; generalmente se usa R0, por lo que no lo mencionamos
explicitamente salvo que sea el tinico utilizado.

s R2' es R2 rotado 180°.
» R3a:



s R3¢

Es evidente que la eleccion de cudles movimientos son R y cuéles son R’ es
arbitraria. Fijando unos se deducen los otros. Usaremos por lo tanto indis-
tintamente cualquiera de los dos R1, de los dos R2 y de los cuatro R3.

8. A partir de este teorema podria llegar a parecer que el problema de demos-
trar si dos diagramas representan el mismo nudo es fécil de resolver desde un
punto de vista computacional: habria que chequear si existe o no una secuen-
cia de R-movimientos que transforma un diagrama en el otro. Efectivamente
eso seria todo, con el inconveniente de que no hay un limite en la cantidad
de R-movimientos que podrian ser necesarios. Aunque podamos probar que
con todas las combinaciones posibles de 1.000.000 de R-movimientos no es
posible transformar un diagrama en el otro, nada impide que los diagramas
sean realmente equivalentes y la cantidad necesaria fuera 1.000.003. Ademés
de esta dificultad temporal, hay otra dificultad en cuanto al tamano de los
nudos intermedios: si los dos diagramas tienen diez cruces cada uno, podria
suceder que los diagramas en la secuencia que transforman uno en el otro
tuvieran (necesariamente) mil cruces. Dados dos diagramas equivalentes, no
existen en general cotas en funcién del par de diagramas (input) para la can-
tidad de R-movimientos necesarios o para la cantidad de cruces que tienen
los diagramas intermedios [Rob99).

Demostracion. (Esquema)

(<) Dar un R-movimiento entre D;_; y D;, siendo D;_; el diagrama del enlace
L;_,, determina® uno o varios A-movimientos que aplicados a L;_; lo transforman
en un enlace L; con diagrama D;. Contando entonces con datos iniciales (L, D) y
(L', D'), dar una secuencia D = D, ..., D, = D' tal que D;_, y D; estan relaciona-
dos por algiin R-movimiento, implica tener una secuencia de enlaces L = Ly, ..., L,
todos isotdpicos entre si (pues lo son de a pares) y tal que L,, tiene como diagrama
a D, =D Luego, L~ L, ~ L'

(=) El A-movimiento que transforma a L;_; en L; estd definido por un tridngu-
lo en R3, que al ser proyectado al plano z = 0 también es un tridngulo’ que puede
contener en su parte interna otras partes proyectadas de L; ;. Podemos subdi-
vidir al tridngulo proyectado en tridngulos pequenos y descomponer a su vez el

6Notar que esta determinacién no es tinica; hay infinitas elecciones posibles que por supuesto
definen enlaces isotopicos.

"Recordar que podemos suponer que todos los enlaces intermedios tienen proyeccién regular
al plano z = 0 (obs. 1.2.7).
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A-movimiento en una secuencia de A-movimientos en forma consistente con la
subdivisién, como se muestra en la siguiente figura:

Estos tridngulos pueden tomarse lo suficientemente pequenios como para que
en el interior de sus proyecciones, haya o bien un cruce, un arco (con o sin vérti-
ces) o nada. La proyecciéon de cada A-movimiento (de los tridngulos pequenos)
serd esencialmente alguno de los siguientes casos, que se corresponden con los
R-movimientos:

» RO:

El interior del tridngulo
proyectado, no contiene
ninguna parte (proyectada)

del enlace.

s R1:

Un vértice del tridngulo
concide con un vértice

del enlace.

s R2:

El interior del tridngulo
contiene parte de la
proyeccioén de un

segmento del enlace.

» R3:

El interior del tridngulo
proyectado contiene un cruce
entre las proyecciones de

dos segmentos del enlace.
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Cada A-movimiento implica entonces una secuencia de R-movimientos, y por
lo tanto la isotopia entre los enlaces L y L’ implica la existencia de una secuencia
de R-movimientos que transforma el diagrama D en el diagrama D’.

d

Tenemos asi una correspondencia entre enlaces y diagramas que es uno a uno
si consideramos a los enlaces médulo isotopia y a los diagramas modulo la relacién
de equivalencia inducida por los R-movimientos.

Esta biyeccién nos permite realizar el estudio de los enlaces concentrandonos
en los diagramas. En muchos casos definiremos funciones sobre enlaces a partir de
definirlas sobre sus diagramas. Estas funciones, que seran los invariantes, deben
su nombre a que permanecen constantes sobre todos los diagramas de una misma
clase de equivalencia, o lo que es lo mismo, gracias al teorema de Reidemeister,
permanecen constantes sobre todos los enlaces de una misma clase de isotopia. En
los casos en que definamos los invariantes como funciones computables a partir
de los diagramas, probaremos que son invariantes de enlaces al probar que sobre
cada diagrama toman el mismo valor antes y después de cualquiera de los cuatro
R-movimientos.

Hasta ahora solo hemos considerado enlaces no orientados, pero todo lo dicho
es valido (o adaptable) para enlaces orientados. Un enlace orientado es un enlace
en el que las copias homeomorfas a S* heredan (via el homeomorfismo) alguna de
las dos orientaciones posibles de S.

Los A-movimientos también se definen para el caso orientado e inducen clases
de isotopia de enlaces orientados.

Delta movimiento orientado

Similarmente al caso no orientado, para los enlaces orientados con proyeccion
regular, se definen los diagramas orientados a partir de los cuales es posible re-
construir el enlace médulo isotopia (orientada). El teorema de Reidemeister sigue
siendo vélido con la salvedad de que deben considerarse los movimientos con to-
das® sus posibles orientaciones. Se obtiene también una correspondencia uno a
uno entre clases de isotopia de enlaces orientados y clases de equivalencia de dia-
gramas orientados. Un enlace de n componentes tiene 2" orientaciones posibles,
aunque no necesariamente definen 2" clases de isotopia orientada diferentes. Vere-
mos mds adelante, por ejemplo, que las 2" orientaciones del n-enlace trivial son

todas isotépicas entre si.

8Mientras que RO y R1 tienen dos posibles orientaciones cada uno, B2 y R3 tienen cuatro
y ocho respectivamente. No obstante, no es necesario considerar todas las orientaciones en los
axiomas, pues en algunos casos unas orientaciones pueden deducirse de otras [Tur88].
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1.4. Invariantes: Definiciones y Ejemplos.

Definicién 1.4.1. Si denotamos con .Z al conjunto de enlaces (orientados o no),
diremos que un invariante de enlaces es una funcién i : £ — & tal que L ~ L' =

i(L) = i(L).

Notacién: denotamos con .%, al conjunto de enlaces orientados y con .Z,, al
conjunto de enlaces no orientados.

Esto significa que si para algin invariante, dos enlaces tienen asignados ele-
mentos de o/ diferentes entre si, entonces dichos enlaces no son isotépicos. Como
hemos observado anteriormente, el hecho de que a dos enlaces, un invariante en
particular les asigne el mismo elemento de &/, no implica que dichos enlaces sean
isotdpicos. En este sentido, ademés de dar informacién topoldgica sobre los enlaces,
la finalidad de los invariantes es distinguir méas que identificar clases de isotopia.

Denotemos con o a la funcién que a cada enlace orientado le asigna el enlace
subyacente (sin la orientacién). Si dos enlaces orientados L y L' son isotépicos
entonces o(L) y o(L') también son isotépicos como enlaces no orientados. Ademsés,
todo invariante i de enlaces no orientados se puede definir para enlaces orientados:
i = io, efectivamente resulta ser un invariante:

L ~ L' (orientados) = o(L) ~ o(L’) (no orientados) =
i(o(L)) = i(o(L")) = (L) = i(L').

Como consecuencia de esto, cuando trabajemos con invariantes de enlaces no
orientados diremos simplemente que se trata de un invariante de enlaces (o de
nudos). En cambio cuando el invariante dependa realmente de que exista orien-
tacion, lo explicitaremos. En general, cuando nos refiramos simplemente a enlaces
o diagramas, serda porque lo que estamos diciendo es vélido para orientados y no
orientados.

Pasamos ahora a establecer una serie de definiciones y conceptos basicos.

Definicion 1.4.2. El nimero de cruces c¢(L) de un enlace L es el minimo ntimero
de cruces entre todos los diagramas equivalentes al de L.

Dado que el minimo se toma entre todos los diagramas equivalentes al de L, el
numero de cruces es, por definicién, un invariante de enlaces.

Definicién 1.4.3. Dado un cruce ¢ de un diagrama D se define un nuevo diagrama
D' invirtiendo c, esto es: el arco que pasa por arriba se lo hace pasar por debajo y
viceversa.

Definicién 1.4.4. La imagen (especular) de L es el enlace L cuyo diagrama se
obtiene a partir del diagrama de L invirtiendo todos los cruces. En el caso de los
enlaces orientados, la orientacién permanece inalterable.
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Definida asi, la imagen es el enlace reflejado’en un espejo contenido en el plano
z = 0. Esta no es la tnica opcién, de hecho el plano con respecto al que se
toma la imagen puede ser cualquiera, aunque con todos ellos se obtienen imagenes
isotopicas entre si.

Definicién 1.4.5. El reverso de un enlace orientado es el que se obtiene invirtiendo
la orientacion en todas sus componentes.

Definicién 1.4.6. El inverso de un enlace orientado es el reverso de su imagen.

Definicién 1.4.7. El nidmero de componentes u(L) de un enlace L es el ntimero
de copias de S* a las que L es homeomorfo.

Dado que los A-movimientos no unen ni separan componentes, u(L) es un
invariante de enlaces.

Definicién 1.4.8. El nimero de componentes desenganchadas de un enlace L es,
entre todos los enlaces isotépicos a L, el maximo nimero de componentes conexas
que tiene la proyeccién al plano z = 0.

Definicién 1.4.9. El stick number de L es el minimo niimero de segmentos rectos
requerido para construir en R® un enlace isotépico a L.

1.5. Unknotting Number.

Para definir este invariante debemos antes establecer un lema que ademaés usa-
remos mas adelante.

Lema 1.5.1. En todo diagrama de un nudo K es posible elegir ciertos cruces que
al ser invertidos definen un diagrama equivalente al del nudo trivial.

Demostracion. Sea K un nudo con diagrama D. Como K es una unién de segmen-
tos y vértices, la capsula convexa de D resulta ser un poligono. Si p es un extremo
de este poligono, entonces p € D y ademas existe una recta L que pasa por p y
que define un semiespacio cerrado que contiene completamente a D.

Consideramos una parametrizacién de K que comienza y termina en p , ¢ —
(z(t),y(t),2(t)) con t € [0,1]. Sea K dado por t — (z(t),y(t),t) y uniendo
(2(0),4(0),0) con (x(1),y(1),1) por un segmento. K tiene proyeccién irregular
pero sabemos que es isotépico a otro nudo K’ con proyeccién regular y diagrama
e,

De esta forma tenemos los pares (K, D) y (K’, D'), siendo D’ equivalente'® a
un diagrama obtenido a partir de invertir algunos cruces de D.

Lo que resta por ver es que K’ es isotépico al nudo trivial. Por cémo se eligié el
punto p y dado que la parametrizacién de K’ es estrictamente creciente en t € [0, 1]
con respecto z, resulta que la proyeccién de K’ al plano normal a L es regular®

9De hecho K’ se obtiene con solo mover a (x(0), y(0),0) una distancia pequefia en una direccién
apropiada; por ejemplo, en direccién normal a L y hacia el exterior de la cdpsula convexa de D.

10)Mediante algunos R0 movimientos, producto del reemplazo de K por K.
Ula def. 1.2.1 se puede adaptar a la proyeccién de cualquier otro plano diferente del z = 0.
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y es una poligonal cerrada y simple. Finalmente usamos el hecho de que todo
nudo, cuya proyeccién (regular) a algin plano es una poligonal cerrada y simple,
es isotépico al nudo trivial [Rob99].

Nudo K con diagrama D L intersectaa D en p

y

K’

=

La proyeccién de K’ al plano

L

K’ tiene dlagrama D normal a L es trivial

O

Definicién 1.5.2. El unknotting number u(K) de un nudo K es, entre todos los
diagramas equivalentes al de K, la minima cantidad de cruces que son necesarios
invertir para transformar el diagrama en el del nudo trivial.

Por el lema anterior sabemos que u esta bien definido y por la definicién misma
es un invariante de nudos. Una manera maés intuitiva de convencerse de la validez
del lema anterior es pensar que se recorre el diagrama, y al pasar por primera
vez por cada cruce se lo invierte en caso de que se deba pasar por debajo o se lo
deja igual en caso de que se deba pasar por arriba. Al cerrar el circuito, el nuevo
diagrama obtenido serd el del nudo trivial. Analogamente se obtiene el diagrama
del nudo trivial si cada cruce se invierte en caso de que se deba pasar por arriba y se
deja igual en caso de pasar por debajo. Con esta idea en mente es facil convencerse
de que u(D) < @ para cualquier diagrama, de donde resulta que u(K) < @
para todo nudo.

Observacién 1.5.3. El unknotting number de un nudo no se realiza necesaria-
mente en una representacion minimal del mismo. Esto es: existe un ejemplo (de
hecho, infinitos ejemplos) de un nudo K, para el cual todo diagrama de ¢(K) cru-
ces, requiere invertir mas de u(K) cruces para transformarlo en trivial, mientras
que hay un diagrama particular que tiene mas de c¢(K) cruces y que se transforma
en trivial con solo invertir u(K’) cruces [Ber94].
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1.6. EIl Género y la Suma Conexa de Nudos.

Definicion 1.6.1. Dados dos nudos orientados K7 y K5, se define un nuevo nudo
orientado de la siguiente manera: se toman puntos p; y ps en los correspondientes
diagramas D; y D, (puntos que no estén ubicados en cruces). Se introducen cortes
en dichos puntos, quedando un par de extremos sueltos en cada diagrama. Los dos
extremos sueltos de D; se unen con los de D, de dos formas posibles, pero solo
una es compatible con la orientacién. El diagrama orientado que resulta, Dy # D,
es el del nudo que estamos definiendo, que notaremos K,# K, y que llamaremos
suma conezxa de K; y K.

La suma conexa de nudos es un caso particular de la suma conexa de variedades
orientadas de dimensién fija [Mas67]. Por ejemplo, la suma conexa entre dos esferas
consiste en quitarle a cada una un disco abierto de radio pequeno y luego pegar lo
que queda de ambas superficies por el nuevo borde que tienen como producto de
haberles quitado los discos. La misma idea aplicada a dimensién uno nos da que
a cada nudo le quitamos un intervalo y lo que queda de ambos nudos lo pegamos
por los extremos que quedaron sueltos.

Nos conformaremos con esta definicion intuitiva y poco formal, pero cabe acla-
rar que ésta puede darse con rigurosidad, demostrando ademés que la clase de
equivalencia de Dy# D5 no depende particularmente de Dy y D, sino que depende
de sus clases de equivalencia'? (tampoco depende de los puntos p; y p» elegidos en
cada diagrama). Si no se consideraran las orientaciones, habria dos maneras de de-
finir K1# K, de las cuales no resultarian necesariamente nudos isotépicos. Siempre
que utilicemos el operador # estaremos asumiendo que los nudos son orientados.

Ejemplo 1.6.2.

Fhoeg- @ g B

Por no depender de los nudos, sino de sus clases de equivalencia, la suma conexa
es una operacion binaria, asociativa y conmutativa, bien definida sobre las clases
de isotopfa de nudos orientados, que tiene como elemento neutro a la clase del
nudo trivial.!3

Definicién 1.6.3. Si denotamos con £ al conjunto de nudos orientados, diremos
que un invariante i : # — Ny es aditivo' si i(K 1#K>) = i(K;) +i(K2) V K1, K»
€ X .

12Fst0 es: para que (D1#Dg) ~ (D} #D4) basta con que Dy ~ D} y Dy ~ Dj.

131 as clases de isotopia de nudos orientados, junto con la suma conexa, forman un monoide.
14Ppor ser aditivo e invariante, se trata en realidad de un morfismo de monoides entre J£ y No.
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Proposicién 1.6.4. (Sin demostracion) Existe un invariante'® de nudos orienta-
dos g(K) que es aditivo y tal que g(K) =0 & K es trivial.

Definicién 1.6.5. Se dice que un nudo K es compuesto si existen nudos no triviales
K1y K, tales que K ~ (K #K5). Si K no es trivial ni compuesto se dice que es
PTIMO.

Proposicién 1.6.6. Dado un nudo K no trivial:

1. K tiene factorizacion'® prima, es decir: existenr > 1 nudos primos K, ..., K,
tales que K ~ (K \#Ko#..#K,).

2. K no tiene inverso con respecto a la suma conexa, en otras palabras: para
cualquier nudo J, K#J no es isotdpico al nudo trivial.

Demostracion.

1. Si K es primo no hay nada por demostrar. Si no, por definicién, K es com-
puesto: K ~ (K;#K3) con K; y Kj no triviales. Repetimos el mismo ar-
gumento para K; y Kj hasta que todos los nudos de la factorizacion sean
primos. Para ver es que este proceso termina en algin momento, notamos
que un nudo K con ¢g(K) = r no puede factorizarse en mas de r nudos no

triviales: K ~ (K 1#Ko#.. . #K;s) = r=g(K) = g(K1) + ... + 9(K;) > s.
2. g(K#J) =g(K)+g(J) > g(K) > 1= K#.J es no trivial.

1.7. Linking Number.

Algunos de los invariantes mencionados hasta ahora, como ¢(L), u(K), stick
number y el nimero de componentes desenganchadas, son ejemplos de invariantes
que se definen a partir de la clase de isotopia del enlace o a partir de la clase
de equivalencia de su diagrama. Son invariantes por definicién. Su significado to-
poldgico es claro, pero su cémputo en casos concretos puede ser muy dificil. Por
ejemplo, no es sencillo demostrar que el stick number del trébol es seis [ea97],
pues hay que demostrar en primer lugar que es posible construir un trébol con seis
segmentos (esto es lo més facil), luego hay que demostrar que todo nudo hecho
con menos de seis segmentos es isotopico al nudo trivial, y por tltimo hay que
demostrar que el trébol no es isotdpico al nudo trivial (esto tltimo lo haremos més
adelante utilizando otro invariante).

Por otro lado hay invariantes que se definen directamente a partir del diagrama
del enlace dado, se computan con més facilidad, pero su significado topoldgico o
geométrico muchas veces no es tan claro, y ademas, dado que se definen a partir de
un diagrama en particular, es necesario demostrar que realmente son invariantes.
A continuacién veremos un ejemplo de esta iltima clase de invariantes, el linking
number.

!°Nos referimos al género [Lic91].
®De hecho la factorizacién es tnica: si K ~ (Kj#Ko#. . #K,) y K ~ (K{#K}#..4K") con
K, K primos, entonces r = s y K; ~ K| Vi (posiblemente luego de un reordenamiento) [Rob99)].
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Definicién 1.7.1. Un autocruce en un diagrama es un cruce en el que los dos
arcos que se cruzan provienen de una misma componente del enlace.

Definicién 1.7.2. Un cruce en un diagrama orientado se dice:
Positivo  si es del tipo
Negativo si es del tipo X

Definicion 1.7.3.

1. Dado un diagrama orientado D, se define el linking number de D como:

Lk(D) =% > Ue)

cruces

0  sices autocruce
l()=< 1 sicno es autocruce y es positivo
—1 sicno es autocruce y es negativo

2. Dado un enlace orientado L con diagrama D, se define el linking number de
L como Lk(L) = Lk(D).

Ejemplo 1.7.4. Tomemos a D como el diagrama de la siguiente figura, en el que
ningin cruce es autocruce pues cada componente es trivial. Segiin el criterio de la
definicién, en todos los casos I(¢) = 1y por lo tanto Lk(D) = 3.

X
Eon=

Proposicién 1.7.5. Lk es un invariante de enlaces orientados.

Demostracién. Gracias al teorema de Reidemeister, basta con mostrar que si D y
D’ son diagramas equivalentes entonces Lk(D) = Lk(D'), lo cual se reduce al caso
en que D' se obtiene de D luego de aplicar alguno de los cuatro R-movimientos.

» R0O: Este movimiento no agrega ni quita cruces.

» R1: El cruce es un autocruce que aporta cero a la sumatoria que define al
linking number.

»« R2: O ambos cruces son autocruces o ninguno de los dos lo es. En el primer
caso ambos cruces aportan cero, mientras que en el segundo caso un cruce
aporta +1 y el otro —1, independientemente de cual sea la orientacion.

» R3: Numerando los cruces de la siguiente manera:

18




podemos ver que independientemente de la orientacién que se elija (hay ocho
posibles) y de cudles cruces sean autocruces y cudles no, se tiene I(c;) = l(c})
YV i = 1,2,3. De manera que antes y después del movimiento se obtiene el
mismo linking number.

O

A partir de la definicién 1.7.3 se puede definir, para un enlace de n componentes,
otro invariante:

Definicién 1.7.6. Sea L un n-enlace orientado y sean Ly, ..., L,, sus componentes.
Se define Mpi(L) como la matriz simétrica que en el lugar 7,5 (i # j) tiene a
Lk(L;;), siendo L;; el link formado tnicamente por las componentes L; y L;.
Para el caso ¢ = j se toma Lk(L;;) = 0.

Por la proposicién 1.7.5 sabemos que M, es un invariante, y ademds para
cualquier enlace L se tiene que Lk(L) es la mitad de la suma de todos los valores
de la matriz Mp(L).

Lema 1.7.7. Sea D un diagrama orientado y sea co un cruce cualquiera en D.
Si D' se obtiene invirtiendo co y tiene las mismas orientaciones que D, entonces
Lk(D") = Lk(D) — l(co).

Demostracion. Denotando con ¢y al cruce en D y con ¢ al mismo cruce (pero
invertido) en D', y teniendo en cuenta que l(cy) = —I(co), tenemos:

LE(D') = 5(1(ch) + Sope pr 1)) = B(U(ch) — Uco) + Hen) + oy o 1)) =

(Uch)—1(co))+5 (Hco) +Xocren,p 1e)) = 3(Uch) —1(co))+ Lk(D) = Lk(D)~I(co)
O

D=

El resultado establecido en el lema 1.5.1 se puede generalizar a enlaces: dado
un diagrama (orientado o no) existen ciertos cruces que al ser invertidos dan como
resultado un diagrama equivalente al del enlace trivial. Esto se logra numeran-
do primero las componentes Li,..., L, y aplicando el lema 1.5.1 sobre cada una
pero parametrizando la componente 7 con z = t + 25 en lugar de z = ¢ (ver la
demostracion del lema 1.5.1).

Esto permite por un lado extender la definicién de unknotting number a enlaces,
que hasta ahora era solo para nudos, y por otro lado, junto con el lema anterior,
obtener los siguientes corolarios.

Corolario 1.7.8. Para cualquier enlace orientado L, Lk(L) es un nimero entero.
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Demostracion. Vemos la demostracion para cualquier diagrama orientado D. Sean
C1,..., ¢y cruces en D que al invertirlos dan como resultado D', un diagrama equi-
valente al del enlace trivial. Luego:

0 = Lk(D') = Lk(D) — iz(cj) = Lk(D) = iz(cj) €z

=1

Corolario 1.7.9. Para cualquier link orientado L, |Lk(L)| < u(L) .

Demostracién. Sea L un enlace y sea D un diagrama equivalente al de L en el que
se realiza el minimo de la definicién del unknotting number. Sean c;,..., ¢, () cruces
del diagrama D que al invertirse dan como resultado un diagrama equivalente al
del enlace trivial. Luego, por lo visto en la demostracién del corolario anterior, se
tiene que: Lk(L) = Lk(D) = ZJHLLI) l(c;), delo cual |Lk(L)| < Z;‘(:Ii) |U(c;)| < w(L),
pues |l(¢;)| < 1. O
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Capitulo 2

Coloreos

2.1. 3-Coloreos: Definicion, Invarianza y Propie-
dades.

Consideremos tres colores con los que pintar cada uno de los arcos de un dia-
grama D. Si D tiene k arcos, entre las 3* formas distintas que hay de hacerlo, nos
restringimos a aquéllas que cumplen que en cada cruce los tres arcos que partici-
pan tienen los tres colores iguales o los tres diferentes. Veremos que la cantidad de
formas distintas de hacer esto es un invariante, es decir, no cambia al aplicarle al
diagrama cualquiera de los R-movimientos.

Si representamos a los colores con los elementos de Zs, la condicién de que en
cada cruce los colores z, y, z sean todos iguales o todos distintos se traduce en la
condicién z +y + z = 0 (3):

» Si los tres colores son iguales, z =y=z=>2+y+2=3z=0 (3)
» Si los tres son distintos, entonces z +y+2=0+1+2=0 (3)

» Siz+y+2=0(3), o bien son los tres distintos, o bien hay dos iguales,
luego0=z4+y+z2z=22v+w=—-v+w@B)=v=w@B)=>z=y==2(3).

Ejemplo 2.1.1.
1 2
0

Un coloreo posible

Notacién: al conjunto de arcos de un diagrama D lo denotamos A(D).
Definicién 2.1.2. Dado un enlace L con diagrama D:

1. Un 3-coloreo sobre D es una funcién A(D) — Zs tal que para cada cruce
vale 4y +z =0 (3), siendo z, y, z los colores de los arcos correspondientes
a dicho cruce.

21




2. El conjunto de los 3-coloreos posibles es T3(D) = {(z1, ..., xx) € Z& | i, +
zj,+x,=0(3)Vd=1,..,c} siendo cy k el nimero de cruces y arcos de
D respectivamente, y x;,,¥;,, ), los colores de los arcos del cruce d.

3. La cantidad de 3-coloreos de D es vy3(D) = |T3(D)|. !
4. La cantidad de 3-coloreos de L es y3(L) = v3(D).

Como hemos dicho al principio, la cantidad de 3-coloreos de un diagrama con
k arcos es menor o igual a 3*.

La condicién de que los tres colores z, y, z verifiquen x + y + 2z = 0 dice que
los colores z, y de dos arcos determinan el color del tercer arco como —z — y.

Observar que si le asignamos colores a los arcos, para el primero hay 3 opciones
y para cada una de ellas, la cantidad de posibles 3-coloreos de los arcos restantes
es la misma en los tres casos. Luego y3(D) es multiplo de 3. Veremos més adelante
que en realidad 3(D) es una potencia de 3.

Proposicion 2.1.3. 3 es un invariante de enlaces.

Demostracion. Debemos ver que existe una biyeccién I' : T3(D) — T3(D’), siendo
D y D' dos diagramas consecutivos luego de un R-movimiento. A continuacién e-
xhibimos esquemas que definen a I' para cada uno de los cuatro R-movimientos.
Sobre los arcos que no se dibujan, I' actia como la funcién identidad y es claro
(luego de probar que esté bien definida) que se trata de una biyeccién pues esta de-
finida en ambas direcciones y la composicién de la ida con la vuelta (y viceversa) es
igual a la identidad. Como por definicién los coloreos permanecen idénticos sobre
la parte no dibujada del diagrama, todo lo que hay que chequear es que los colores
de los arcos que intersecan la linea punteada son iguales a uno y otro lado de la
flecha «.

= RO:

Nada que probar.
» RI:

En este caso debe darse —xz — z = x, lo cual es valido en Zs.

1Utilizamos las dos barras verticales para denotar el cardinal de un conjunto.
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x R2:

\./
0

Aqui tenemos que debe cumplirse —y — (—z — y) = z, lo cual es evidente.

= R3:
X
e | X
{ 1
so 7T y-(xiyaz)

En este caso se debe satisfacer —(—z —y) — 2 = —y — (—x + y + 2). Pero esto es
lo mismo que x+y— 2z = —y+x—y— 2, 0 bien y = —y —y, que como ya dijimos,
es valido en Zgs. O

Corolario 2.1.4. El trébol es un nudo no trivial.

Demostracion. Si K, es el nudo trivial y K es el trébol, por el teorema anterior
basta ver que ambos nudos tienen diferente cantidad de 3-coloreos. Claramente
v3(K1) = 3 y para Kj, si tomamos dos arcos cualesquiera en D, (su diagrama)
les podemos asignar libremente cualquiera de los tres colores (incluso repitiendo),
quedando determinado el color del tercer arco. Tenemos entonces que v3(Kjy) =

x V?] —x-y

Proposicién 2.1.5. Dados nudos orientados K, y K, se satisfacen?®:

1. v3(K1 U Kp) = 13(K7) - 13(K2)
2. 13(K1#K,) = 5 - v3(K1) - 13(K2)

3. Existen infinitos nudos no isotdpicos.

ZPor unién de enlaces o nudos nos referimos a una unién desenganchada; es decir que el niimero
de componentes desenganchadas de la unién es igual a la suma de los niimeros de componentes
desenganchadas de cada uno (definicién 1.4.8).
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Demostracion.

1. Es inmediato dado que podemos suponer que los arcos del diagrama de K;
no se cruzan con los del diagrama de K.

2. Sean Dy, D, los diagramas de K, K», respectivamente. Llamemos a; y ay a
los arcos de Dy y D, por los que se pegan los diagramas y by, by los arcos ya
unidos en Dy#D:

D1UD2 D1#D2
bl

al a2 ]
b2

Sea T}, el conjunto de los 3-coloreos sobre D; U D, que a los arcos a; y as les
asignan el mismo color y sea T el conjunto de los 3-coloreos sobre Dy# D,
que a los arcos by y by les asignan el mismo color.

Veamos primero que existe p : 7, — T4 biyectiva. Dado un elemento de T{,,
consideramos el 3-coloreo sobre T que a b; y by les asigna el mismo color que
tiene a; en 71, y que a los demaés arcos los deja con el mismo color que tienen
en T,,. Es claro que la funcién definida en sentido contrario reemplazando b
donde dice a es precisamente p~1.

Tenemos entonces que [Ty| = |Tu| = 373(D1) - v3(D2). La tltima igualdad
surge de combinar lo que dice el item 1 con el hecho de que hay dos arcos
(a1 y a2) que deben tener el mismo color. Resta ver que |T| = v3(D1#Ds).

Sean Dy y Dy los siguientes diagramas equivalentes, en donde los hexdgonos
unidos por los arcos horizontales forman D;# D, y el rectangulo es el nudo
trivial:

Jo=0| | Ol

La configuracién de los arcos en Dj hace que el nudo trivial pueda tener
cualquier color y los arcos by y by deban tener el mismo color entre si, pues

—z —y1 = —& — Y2 = Y1 = Y2. Luego 3y3(D1#D2) = 13(Do) = 73(Dp) =
3|T%|, de donde obtenemos lo que querfamos.
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3. Gracias a 2, para un nudo cualquiera K tenemos y3(#"K) = 3,1%1 -3 (K)™.
Tomando K igual al trébol resulta que y3(#"K) = 32'11 = 3! de lo cual se
deduce que para cada n, #"K es un nudo diferente (no hay dos isotépicos).?

a

La siguiente proposiciéon da un método para computar y3(D).

Proposicién 2.1.6. Sea B(D) la matriz del sistema z;, + x;, + x;, = 0 (con d
entre 1 y ¢), proveniente de la definicion de T3(D) en 2.1.2; esto es:

B 1 su el arco j incide en el cruce i
*ad 0 en caso contrario

L'LL@gO ,),3(D) = 3dim(Ker B(D))

Demostracién. v3(D) = |T5(D)| = |{(z1,...,2k) : Tiy + xjy + T, =0 (3) Vd}| =
|Ker(B(D))| = 3%mKer BID)) " dado que en general, si V es un k-espacio vectorial,
entonces |V| = |k|4%™V (en este caso k = Z3). O

Este mismo resultado, con igual demostracién, puede aplicarse a los Z,-coloreos
(p primo), que veremos més adelante en el ejemplo 2.2.2.

Ejemplo 2.1.7. Consideremos los nudos K; y K, correspondientes a los siguientes
diagramas (denotamos a los arcos con a; y a los cruces con c;):

K

a

1 K2 cl
1
cl c2 )
al a2 a4 a5

a5 / a2 / ad

c4 c5 .

<6 & e3 c4 &6
a3 a6 \/
a6 a3

N\

Las matrices resultan ser:

100110 100110
110100 110100
110001 o1 1001
B(Dl)”o11010’ B(DZ)‘001011
001101 110001
001011 001110

Cuyos nitcleos tienen dimensién 1 y 2 respectivamente, de lo que resulta que
K, y K, son no isotopicos pues tienen distinta cantidad de 3-coloreos. Observar
que la proposicion anterior también estd diciendo que la dimensién del nicleo de
B(D) es un invariante.

3A esta misma conclusién, la de que existen infinitos nudos no isotépicos, se puede llegar en
forma andloga usando el género, gracias a su aditividad.
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2.2. Q-Coloreos.

2.2.1. Quandles: Axiomas y Ejemplos.

Hemos definido los 3-coloreos y demostrado que la cantidad de 3-coloreos que
tiene un diagrama es un invariante. A continuacién daremos una nocién mas gene-
ral, la de Q-coloreo de un enlace, y veremos que también la cantidad de )-coloreos
resulta ser un invariante.

Si bien el 3-coloreo lo definimos para un enlace no necesariamente orientado,
los ()-coloreos se aplican en general a enlaces orientados, y en algunos casos, como
el del 3-coloreo, la orientacién se puede ignorar.

Hemos dicho que un 3-coloreo es una asignacion de elementos de Zs a los
arcos del diagrama de manera tal que si z e y fueron asignados a dos de los arcos
que intervienen en un cruce, el restante debe ser —z — y. Usando solamente esta
propiedad demostramos que la cantidad de 3-coloreos es un invariante.

Ademas se puede verificar facilmente que con la notacién z xy = —z — y, la
operacion Zs X Zs =% D cumple:

l. xxz =2V € Zs.

2. x — x xy es una biyeccién de Zs en si mismo Yy € Zs.
3. (zxy)*xz= (rv*x2)*(y*2)Vz,y,2 € Zs.
Generalizando esto tenemos:

Definicién 2.2.1. Un quandle @) es un conjunto con una operacién binaria deno-
tada con * que cumple los siguientes axiomas:

l. zsz=z Yz €0.
2. z +— x %y es una biyecciéon de @ en si mismo Yy € Q).
3 (Exy)rez=(s*2z)x(y*z) Yo,y,% € Q.

Notacién: Para cada y € Q, Q@ = Q tiene inversa, que evaluada en un z
denotamos z *' y. Tenemos entonces que: (z+'y)xy = z; (x*y) ¥y =z Vz,y € Q.

Ejemplos 2.2.2. Los tres primeros son casos particulares del cuarto.
l. Q=Z3, z%xy=—x—y.
2. Q=7Zs, cxy = —x+ 2y.
3. Q =12y, congeU(Zy,), zxy=gzx+(1—g)y.
4. Q = (G,+) grupo abeliano, con g € Aut(G), z *y = g(z) + (Id — g)(y):

» xx = g(z) + (Id — g)(z) = g(z) + Id(z) — g(z) =z Vz € G.

(
» Para un y € G fijo, x — g(z) + (Id — ¢)(y) es una biyeccién pues g lo
es: Vz Az / g(z) + (Id — g)(y) = 2, de hecho z = g7 (z — (Id — ¢)(¥))-
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» Tenemos, Vz,y, 2 € G:

(zxy)*2z=(9(z) + (Id = g)(y)) ¥z =
g(x) + (Id — g)(y)) + (Id — g)(2) =
)

= g(

=g z)+9(y) — (W) +2-9g(2) =

= g*(2) + 9(2) — ¢°(2) + g(y) — 9*(y) + 2 — 29(2) + ¢*(2) =
= g(g(z) + (Id — g)(2)) + (Id — g)(9(y)) + (Id — 9)*(2) =
= g(g9(z) + (Id — g)(2)) + (Id - g)(g9(y) + (Id — g)(2)) =
= +(Id ) =

—9)(2)) * (9(y) + (Id = 9)(2)
)

5. Q= (G,-) grupo, z xy =y~ 'zy:

rxxr =z lzx =z VreqG.

Para un y € G fijo, z — y~lay es una biyeccién: Vz Iz / y~lzy = z,
de hecho z = yzy~1.

Tenemos, Vz,y, z € G:

(zxy)xz= (Y loy)*z =2ty tayz = 27y T2z w2y =

= (o) () (2 y2) = (2 a2) # (5 My2) =
= (B %2) % (g+*2)

6. @ = (G,-) grupo, T *y = yz~ly:

s xxx=zxx lx=2VreQG.

Para un y € G fijo, z — yx~ly es una biyeccién: Vz 3z / ya~ly = z,
de hecho = = yz~1y.

Tenemos, YV, y, z € G:

(xxy)xz=(yzly)* 2 =2(yz ty) 2 = 2y oy 2 =
=2y 2z ez 2y e = (2y ) (2 e ) 2y 2) =
= (s 2) (2 Moy 2) = (s 2) * (aw2) =

= % z) % (Y * £)

Definicién 2.2.3. Fijado un quandle (Q, %), un Q-coloreo sobre un diagrama D

orientado es una funcién A(D) 5, Q@ tal que en cada cruce del diagrama se tiene
alguna de las dos situaciones:

i X*R vy Ly K*’y‘\l
Y \ X 5 X / y .

A los elementos de @ los llamamos colores.
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Al solo efecto de que la cantidad de @-coloreos sea un nimero finito, supon-
dremos de ahora en adelante que los quandles considerados son finitos.

Definicién 2.2.4.

1. Dado un diagrama orientado, la cantidad de Q)-coloreos de D es vgo(D) =
|To(D)|, siendo Tg(D) el conjunto de todos los @-coloreos posibles para D.

2. Dado un enlace L orientado con diagrama D, la cantidad de QQ-coloreos de L
es 1Q(L) = 7o(D).

Al igual que para los 3-coloreos, yo(D) < |Q[A®),

2.2.2. Invarianza de g y Necesidad de los Axiomas.

Observar que al margen de que se trate de un invariante, no hemos dicho
porqué se definieron a los 3-coloreos como aquellos que cumplen que en cada cruce
los tres colores son iguales o los tres colores son distintos. Simplemente impusimos
esta condicién, vimos que era equivalente a decir que si dos colores eran z e y
entonces el tercero debia ser —z — y, luego probamos la invarianza de la cantidad
de 3-coloreos y por ultimo generalizamos tres propiedades que cumplia la regla
(z,y) — —z —y.

Vale la pena, no obstante, remarcar que los axiomas elegidos son razonables,
pues no solo implicaran la invarianza de la cantidad de Q-coloreos, sino que ademés
son casi* necesarios para que esta invarianza ocurra.

Ignoremos por un momento las definiciones 2.2.1, 2.2.3, 2.2.4 y comencemos por
tomar un conjunto finito cualquiera ) y decir que un )-coloreo es simplemente

una asignacién A(D) % Q, denotando con Tj; al conjunto de coloreos posibles y
con g a su cardinal.

Si pretendemos que la cantidad de @-coloreos posibles sobre los arcos de un
diagrama sea un invariante, debemos buscar una restriccion a los coloreos admisi-
bles pues es evidente que colorear independiente y arbitrariamente los arcos de un
diagrama no resulta de interés, dado que esencialmente® es contar los arcos del
diagrama, que ademds no es un invariante.

Decir que los colores sobre los arcos no deben ser arbitrarios es como decir que
deben cumplir ciertas relaciones, y es natural que éstas se impongan localmente
sobre los arcos de un mismo cruce. Como en cada cruce participan siempre tres
arcos, también es natural pedir que el color de un arco dependa del color de los otros
dos; lo que se traduce en una ecuaciéon que relaciona los tres colores asociados a
cada cruce. Debido a que hay dos tipos de cruces, se debe trabajar simultdneamente
con los dos casos:

4Ver lo que se dice enseguida acerca de la funcién I
5Si no pusiéramos ninguna restriccién a la forma de colorear, la cantidad de distintos coloreos
serfa |Q|4(P)I, que no dice més que cudnto es |A(D)| (asumiendo que @ es dato).
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A priori las funciones Q@ x Q = Qy Q x Q b @ son independientes entre
si, y al pretender que la cantidad de coloreos sea un invariante, irdn surgiendo
condiciones sobre ellas.

Para que la cantidad de coloreos sea un invariante, queremos que exista una
biyeccién I' : To(D;) — To(D,), entre los Q-coloreos de dos diagramas D; y Do
relacionados por un R-movimiento. Dado que estos diagramas son por definicién
idénticos salvo localmente (dentro del circulo punteado), es posible definir aI' = Id
para los arcos fuera del circulo y para los arcos internos que intersecan al circulo.
En los cuatro R-movimientos esta condicién define totalmente a I' sobre todo el
diagrama y por c6mo se define en los esquemas es una biyeccion.

Veremos a continuacién cémo la exigencia de que I' esté bien definida, en el sen-
tido de que los colores sean consistentes con las operaciones * y *, determinara los
axiomas de la definicién 2.2.1. Al estar bien definida, resultarda automaticamente
una biyeccién y por ende g serd un invariante.

En los esquemas no denotamos a I' pero suponemos siempre que es la flecha de
izquierda a derecha.

s RO:

La invarianza de g bajo este movimiento (y su opuesto en orientacién) es
independiente de qué axiomas cumplan * y %', por lo tanto no implica ni
depende de ningin axioma.

s RI1:

La invarianza de 7o bajo R1 (y el opuesto) es equivalente a z x x = z Vz
€ @, que es exactamente el axioma 1.

SEn principio, si no pusiéramos esta restriccién sobre I', podrian surgir axiomas para * y *’
distintos de los que obtendremos, con los que también la cantidad de @Q-coloreos fuera invariante.
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» R2: De dos” de las cuatro orientaciones posibles:

oY)ty Y

@ ~ Pls ~o
- -
/ % P A .
’ N v \

s \ 4 \
4 \ / X \
1 \ f y \

\ ! 1

£ I H ! I

y Xy ' ;

\ & X 1

resulta que 7 es invariante bajo R2si y solosi (z+' y)xy = (z*xy) ¥y =1

Vz,y € Q, lo cual es equivalente a que Vy € Q, Q = Q y Q =¥ Q sean
funciones mutuamente inversas, que es precisamente el axioma, 2.

» R3: Considerando una de las ocho orientaciones posibles:

(x*z)¥(y*z) , -~ S

\ % N

resulta que g es invariante bajo R3 si y solo si (z *y) *x 2z = (z % 2) * (y * 2)
Vz,y,z € @, que es el axioma 3.

Observar que si bien usamos solo algunas de las orientaciones posibles para
mostrar que los axiomas son necesarios y suficientes, es evidente que también son
suficientes para demostrar la invarianza bajo los R-movimientos con las orienta-
ciones no utilizadas.

Ahora si entonces, con las definiciones 2.2.1, 2.2.3 y 2.2.4, hemos probado la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.5. v es un invariante de enlaces orientados.

Veamos ahora porqué el 3-coloreo puede aplicarse a un diagrama no orientado
siendo que es un caso particular de @-coloreo y que éste se define en base a la
orientacion del diagrama.

Recordemos que los colores sobre los arcos del diagrama deben cumplir que si:

"Las otras dos orientaciones no aportan méas informacién.
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entonces z = T *y, y 2 = « ¥’ y, respectivamente.

Supongamos que * fuera conmutativa e igual a su inversa: y*x = r*y =z %'y
Vz,y € Q. Tendriamos, a partir del diagrama anterior, que z = = *xy = y * z,
Yy=T*2z=2%T,T =Y*z=2z%yVr,y 2z € Q;en otras palabras si dos arcos
cualesquiera tuvieran colores x e y, el tercer color seria x * y.

Esto es lo que ocurre con los 3-coloreos, pues asi lo definimos y ademas * es
conmutativa e igual a su inversa cuando z *y = —x — ¥.

O viéndolo més en general:

Lema 2.2.6. Para el caso Q = (G, +), zxy = g(z)+(Id—g)(y), con g € Aut(G)
tal que g* = Id = g o 2Id, se tiene que la cantidad de Q-coloreos es un invariante
de enlaces no orientados.

Demostracion. Veamos que la operacién * es conmutativa y que coincide con su
inversa:

s rxy = yxz Vo,y & g(@) + (Id—g)y) = g(y) + (Id - g)(z) Vz,y &
g(z) —gly) =z —g(z) —y+g(y) Yo,y & g2z —y)) =z -y Vo,y &
g(2z) =z Vzr & go2ld=Id.

s zxy=c¥yVr,y & gl@)+Id-g)(y) =g (z - (d-g)(y) Y,y &
@)+ 9(y) — FPly) =z —y+9@y) Yo,y & ¢*(x) —z = g*(y) —y Yo,y &
Px)—z=0Vz & g*=1Id

d

En el caso de Q = Zp, con zxy = gz + (1 — g)y, v g € % (Z,), la condicién
del lema es precisamente g2 = 2g = 1 (n), vélida tnicamente® paran =3y g = 2,
que es el caso de los 3-coloreos.

2.3. Quandle Cocycle Invariant.

Daremos ahora la definicién de un invariante llamado quandle cocycle que
ademas de dar la cantidad de ()-coloreos, los separa a éstos en clases.

Fijamos (Q, G, f), siendo @ un quandle (finito), G un grupo abeliano y f :
@ x @ — @G, sin por el momento ninguna restriccién. Dado un diagrama orientado
D y un Q-coloreo % sobre D, consideramos la asignacién:

AD) L Q = o =3 ues ph(@,y) €G

8Tenemos 2g =1 (n) = 4¢g° =29 (n) = 4=1 (n) (pues g =1 (n)) = n =3, y luego g = 2.
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definiendo h(z,y) a partir de f como se muestra en la siguiente figura®:

// \\ I' ¢ ) \\
; x*;\ y ly /x |
v : ' ;
' ' it :
; /
Ny \X K \ X*)/ y

h(x,y) = f(x,y) h(x,y) = —f(x,y)

En lugar de contar la cantidad total de ()-coloreos posibles sobre D, lo que
contamos es, para cada elemento @ € G, a cuantos ()-coloreos se les asigna a.
Sumando luego sobre todos los elementos de G la cantidad de ()-coloreos asignados
a cada uno, tendremos la cantidad total de ()-coloreos.

Ya sabemos que dados dos diagramas orientados relacionados por un R-movi-
miento, los ()-coloreos estan en correspondencia por una biyeccién I'. Ahora debe-
mos ver que la cantidad de @)-coloreos asociada a cada « es un invariante. Esto lo
haremos mostrando que a los coloreos € y I'(¢), de un diagrama y su equivalente
(por un R-movimiento) se les asigna el mismo a € G. Para que esto suceda, sin
embargo, habra que establecer ciertas condiciones sobre f.

Mas concisamente, dados D; ~ D, (mediante algin R-movimiento), queremos
ver que Xp, ¢ = Xp, r(#)-

s RO:

Claramente Xp, ¢ = Xp, r(¥) sin pedir ninguna restriccién sobre f.

n RI1:

En este caso Lp, ¢ = Xp,rw) + h(z,z), por lo que la condicién debe ser

h(z,z) =0Vz € Q, o sea f(z,z) =0V € Q.

90bservar que lo que dicen estos diagramas es equivalente a lo que dicen los de la def. 2.2.3.
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n R2: Para

hacemos el cambio de variables z = z %' y, despejamos = = z * y, y renom-

brando a z como x tenemos:

s
\

-

" N
g N

l/ X y\ y \\ I/

3 ;o xty y

1

|

’
! \
) \
! X 1 H
! y 1 1
! \
’
’ \ A
’
’

7
~
-

\
\
\
N
% #
‘X y/ y/, .
~ 5 NN

~

de donde ¥p, ¢ = Xp,rw) — f(y,2) + f(y,z) Yo,y € Q, por lo cual no se

requiere nada especial sobre f.

n R3:

Aqui tenemos:
Z;191,‘15_202,”(5) = f($7y)+f(x*yv z)+f(y, Z)—[f(.’l?, Z)+f<ya Z)+f($*Z, y*Z)]

de lo que resulta la condicién f(z,y) + f(x xy,2) = f(z,2) + f(z * 2,y * 2)

Vr,y,z € Q.
Establecemos ahora las definiciones y resultados obtenidos.
Definiciéon 2.3.1. Dado un quandle ) y un grupo abeliano G, una funcién f :
Q x Q — G es un 2-cociclo si:
1. f(z,z) =0Vz,y € Q.
2. flz,y)+ f(z*xy,2) = f(z,2) + f(z* 2,y * 2) Vz,y,2 € Q.
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Definicién 2.3.2. Dado un quandle finito @, un grupo abeliano G y un 2-cociclo
f:Qx@ — G,y dado un diagrama orientado D, definimos la funcién Xp :
To(D) — G, dada por £p(%) = Ep . Luego:

1. El quandle cocycle invariant de D es (D) = {|;!(a)|}aco-

2. Para un enlace orientado L con diagrama D, el quandle cocycle invariant de
Leso(L)=o0(D).

Observacién 2.3.3. Si bien X y o dependen de la terna (@, G, f) dada inicial-
mente, no lo explicitamos para no recargar la notacién.

Proposicién 2.3.4. (L) es un invariante de enlaces orientados.

Observar que solo hemos demostrado la invarianza de o para una sola orien-
tacion en cada R-movimiento. Los casos restantes son analogos a los hechos.

Como ya hemos mencionado, ¢ incluye la informacién vo ya que yo(D) =
> e |25 (@)]; v cuando se toma f = 0, la informacién es la misma. Los Q-
coloreos se separan en clases de equivalencia dadas por las preimagenes via ¥p de
los o de G.

Observacién 2.3.5. Generalmente, el invariante que definimos como o(D) =
{|I=5 ()| }acq, se lo suele definir como o(D) = 3", . gae, siendo g, = |Z5'(a)].

Si bien ambas formas tienen a priori la misma informacion, la tltima es mas
conveniente ya que significa que o es una funcién .%, — Z(G) y por lo tanto ciertas
propiedades en el contexto de enlaces pueden tener un correlato dentro del dlgebra
Z[G).

Ademas, se puede definir la nocion de 2-coborde y verificar que el invariante o
asociado a f no depende de la deformacién de f por cobordes.
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Capitulo 3

Polinomios y Aplicaciones

Estudiaremos ahora un invariante para enlaces orientados conocido como po-
linomio de Jones. Es un polinomio de una variable con coeficientes enteros que
se asocia a cada enlace. Se define a partir de otro polinomio llamado corchete
de Kauffman y a su vez se generaliza a un polinomio de dos variables llamado
HOMFLY.

Estudiaremos algunas de las propiedades de estos polinomios y veremos cémo se
utilizaron para demostrar resultados relevantes dentro de la teoria de nudos, como
por ejemplo la conjetura de Tait referida a diagramas alternados y reducidos, o
condiciones que garantizan la no isotopia de un enlace con su imagen.

3.1. Corchete de Kauffman: Definicion Axiomati-
ca.

Definicién 3.1.1. Dado un diagrama D se define el corchete de Kauffman (D) €
Z[A*!] mediante cuatro axiomas (O es el diagrama del nudo trivial de la def. 1.1.5):

= AXIOMA 0
3y = (&)
= AXIOMA 1
Ky = Ay « ()
= AXIOMA 2
(puo) - (-x-5)(p)
= AXIOMA 3

<O>=1
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Observacién 3.1.2.

» Fl axioma 1 es valido para todo cruce del diagrama D. A pesar de lo esta-
blecido en la observacién 1.1.6, el axioma 0 implica que en los axiomas 2 y 3
de lo mismo que se tome en diagrama del nudo trivial de la definicién 1.1.5
o cualquier otro isotdpico planar a él. Lo importante es que sea el diagrama
de un nudo sin cruces.

» Rotando noventa grados los diagramas del axioma 1 se obtiene el axioma 1.

(XY = al=) + A

» En algunos trabajos [Kau88|, se presenta, antes que el corchete de Kauffman,
otro polinomio llamado simplemente corchete que se define para todo dia-
grama. Se pide: que [D] € Z[A, B, d], siendo A, B, d variables que conmutan,
que [ ] sea invariante bajo R0, y que ademds valgan los siguientes axiomas:

L DA)=A[|| 1+ Bl=]; [X]=Al=]+ B[ || ], V cruce en D.
2. [DUO] d[D].
3. [0] =

Como se quiere que | | sea un invariante de diagramas, se buscan condiciones
sobre A, B y d para que | | resulte invariante bajo los cuatro R-movimientos.
Se ve facilmente que la invarianza de [ | bajo R2 implica invarianza bajo R3,
y que si se satisfacen las ecuaciones AB = 1, ABd + A? + B? = 0 entonces
se tiene invarianza bajo R2. Se propone entonces como solucién, B = A™! y
d = —A%* — A2 Definiendo luego (D) = d~'[D], se tiene que (D) satisface
los axiomas de la definicién 3.1.1.

3.2. Existencia y Unicidad del Corchete: Forma
Explicita.

Veremos a continuacion que los cuatro axiomas establecidos determinan univo-
camente al corchete de Kauffman, en el sentido de que existe una unica funcién
() L — Z]A*'] que los satisface para todo diagrama. La demostracién se
sustenta en el teorema 3.2.6 que da ademds una férmula explicita para (D).

Definicion 3.2.1.

1. Dado un diagrama D, un estado s sobre D es una funcién que a cada cruce
le asigna un elemento de {1, —1}. Denotamos con Sp al conjunto de todos
los estados posibles de D.

2. Dados un diagrama D y un estado s definimos el diagrama sD obtenido a
partir de anular en D todos los cruces segtn el siguiente criterio:
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Observacién 3.2.2. Como por definiciéon sD no tiene cruces, sus componentes
conexas son isotépicas (en el plano) a S'. Notar que sD es el diagrama de un
enlace trivial.

Definicién 3.2.3.

1. Denotamos con |sD| a la cantidad de componentes en sD y con s a la
suma de los valores de s.

2. S es opuesto a s siV cruce ¢: s(c) =14 3(c) = —1.

Observacién 3.2.4. Si D no tiene cruces (el conjunto de cruces de D es vacio)
entonces hay un tnico® estado posible sobre D. Denotamos con s, a este tinico
estado y con S, al conjunto {ss}. Tenemos ademds que s,D =Dy > s, =0.

Lema 3.2.5. (D) = (—A? — A™2)"1, si D es el diagrama del n-enlace trivial de
la definicion 1.1.5 o alguno isotdpico planar a él.

Demostracién. Induccién en n. Para n = 1 tenemos (D) = 1 = (—A% — A=2)""1,
por el axioma 3. Sin > 1, D = D'U O, siendo D’ el diagrama del enlace trivial
de m — 1 componentes y O el nudo trivial. Por el axioma 2 y la h.i., tenemos

(D) = (A2 — A?) (D)) = (—A?2 — A72)" L, O
Teorema 3.2.6. Dado un diagrama D, se tiene que (D) = 3 s (D|;) siendo
(Dl) = AT* - (—42 — AP,

Demostracion. Hacemos inducciéon en la cantidad de cruces de D. Si esta canti-
dad es cero, entonces D es isotépico planar al diagrama del n-enlace trivial de la
definicién 1.1.5, para algun n € N. Por el lema anterior:

<D> ey (_A2_A—2)n—1 — AZ s¢(—A2—A-2)|S¢DI_1 = ZseS¢, AZ s(_AZ_A—2)|sD]—1

Supongamos ahora que D si tiene cruces. Sea ¢y = X uno de ellos y sean D,

D_ los diagramas que se obtienen al reemplazar ¢y por l | y —, respectivamente.
Por el axioma 1 y por la h.i., tenemos entonces que:

'En general, si A = ¢, el conjunto de funciones de A en B tiene un solo elemento para todo
conjunto B no vacio.
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(D) =A(Dy)+ A (D) =

= ZSESD+ AFZs . (— A2 — A72)leDsl1 4 ZSESD_ A~HEs . (—A2 — A72)lsD-|-1

Pero notar que los dos sumandos a la derecha de la udltima igualdad son res-
pectivamente:

ZSESD+ Al (_A2 o A_Z)ISDH_I = ZSGSD/S(CO)=+1 AXe. (‘Az = A_2)ISDI_1
ZSESD, A-HES. (_A2 - A—Q)ISD_I—I = Z.SGSD/S(CO)=—1 AXs. (_Az — A-2)|3D|—1
De lo cual se concluye:

<D> = ZSESD/S(CO)=+1{"'}+ZSESD/S(CD)=—1{"'} = ZsESD AZS_(_AZ_A—2)|sDi—1
O

Corolario 3.2.7. Eriste una tinica funcion { ) : Zn, — Z[A*] que satisface los
aztomas de la definicion 3.1.1.

Demostracion. El teorema anterior establece la unicidad de ( ), e induce la demos-
tracién de la existencia, que consiste en verificar que (D) = > s AXs . (A% -
A~2)IsPI=1 (ahora con una definicién explicita) cumple los axiomas 0 a 3. El axioma
0 se cumple pues el movimiento R0 no introduce cruces y por lo tanto no altera la
expresion »_ ¢ AX 5. (=A% — A2)IsPI=1 | La verificacién de los demds axiomas es
inmediata haciendo cuentas similares a las hechas en la demostraciéon del teorema
anterior. ]

Observacion 3.2.8. El enfoque que hemos hecho hasta ahora es el cominmente
utilizado: se establecen primero los axiomas, ya sea empezando por el corchete | | o
directamente por el corchete de Kauffman, y luego se demuestra que estos axiomas
definen univocamente un polinomio para cada diagrama. Se puede sin embargo,
hacer el camino inverso: definir el corchete de Kauffman con la expresion del teo-
rema 3.2.6 y luego probar que éste cumple los cuatro axiomas (y eventualmente
que es el tnico que las cumple) [Kau].

Al margen de la demostracién hecha en el teorema 3.2.6, debe quedar claro que
la expresién que da este teorema para (D) es el resultado natural al que se llega
al computar el corchete de Kauffman aplicando los axiomas que lo definen.

El hecho fundamental es que el axioma 1 dice que el corchete evaluado en un
diagrama con ¢ cruces es igual a una combinacién lineal de dos corchetes evalua-
dos en sendos diagramas con ¢ — 1 cruces cada uno. Al iterar este axioma sobre
cada nuevo diagrama se tiene en cada paso el doble de sumandos que en el paso
anterior. El proceso se detiene luego de c iteraciones, cuando los diagramas ya no
tienen cruces y se tienen entonces 2¢ sumandos, que estan en correspondencia con
los estados posibles del diagrama original. El factor AZ* se debe a que en cada
paso, se multiplica el corchete por A™ o A™! y por lo tanto el efecto acumulado
es multiplicar, para un cierto estado s con k 1's, por AF1H(=k(1) = AXs Fi-
nalmente, se calcula el corchete para |sD| componentes triviales, lo que aporta el
factor (—A2 — A~2)lsDI-1,
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Ejemplo 3.2.9. A modo de ilustracién calculamos el corchete de Kauffman del
trébol (izquierdo) usando los axiomas y viendo cémo aparece la forma explicita
del teorema 3.2.6.

& @

7 >
I vONT YN VoS
N>

A adas n & a

Al representar el calculo del polinomio con este drbol (invertido), resulta que
los términos (D|,) = AX*(—A? — A=2)I*PI=1 se corresponden con los caminos que
van desde la raiz (vértice superior) hasta cada una de las ocho hojas (vértices
inferiores). A2 * se obtiene multiplicando el valor de cada rama del camino y |sD|
es la cantidad de componentes que hay en el diagrama correspondiente a cada
hoja. Tenemos entonces que:

A_

(D) = A3(— A= A7)+ A (~A2— A2 4 AN (A2 - A7) 4 AT (- A2 A7)0
FAN (AP AT) L AT (AT AT O AT (A2 - AT AT (AP - AT =
= A(AH A4 2) + A(—A2— A+ A(—A?— A+ AT+ A(- A2 - A7)+
+A T+ AT+ A3 (A2 - A = AT AT 4243 - A3 AT - A3 AT AT

A AT AT AT AT AP = AT A3 4TS,
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3.3. El Corchete de Kauffman y los R-movimientos.

A continuacién analizamos la invarianza de ( ) con respecto a los R-movimientos.

Lema 3.3.1. Valen las siguientes igualdades:

1.

)y = -2
2,

Cy = &0
Demostracion.

1. Usando los axiomas 0, 1 y 2:

() = al) +a () =
[y +ar0>=-2 00

= a(-&-8){

2. Anaélogo al caso anterior.
O

De lo anterior se deduce que ( ) no es un invariante pues no lo es bajo R1. Sin
embargo si es invariante bajo los restantes R-movimientos.

Proposicién 3.3.2. El corchete de Kauffman es un invariante bajo R0, R2 y R3.
Demostracion.

» RO: es por definicién de ()

s R2:

(B> = alZD+ w(RD =

— o (EDe aadIlD + 4 EDy = (D
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Y = al&D+ ) = Al + a2

La expresién a la derecha de la tltima igualdad es invariante bajo una rota-
cién de 180°, de lo que resulta la invarianza del corchete de Kauffman bajo

R3:
> = <

O

Tenemos entonces que el corchete ( ) es invariante bajo R0, R2, R3 y ademaés
valen las ecuaciones del lema 3.3.1. Para que el corchete sea realmente un invarian-
te, debemos agregarle algo de manera tal que se anulen los términos —A*? y resulte
invariante bajo R1, pero manteniendo la invarianza bajo los demas R-movimientos.

3.4. El Polinomio de Jones y sus Propiedades.

Definicién 3.4.1. Dado un diagrama D de enlace orientado, definimos la torsion
de D como w(D) = Y _w(c), siendo:

wile) = { i | si ¢ es pos1t1yo

—1 sic es negativo

Lema 3.4.2. La torsion es un invariante de diagramas orientados bajo R0, R2,
R3 y ademds valen, independientemente de cudl de las dos posibles orientaciones
se trate, las siguientes ecuaciones:

L

w() = w(] 1) +1

wiN) = wd| hH -1

Demostracion. Mientras que las ecuaciones se deducen facilmente de la definicién
misma de torsion, la invarianza bajo los mencionados R-movimientos se demuestra
de manera similar a como se demostré que el linking number es un invariante
(proposicién 1.7.5). O

Teorema 3.4.3. Definiendo fp(A) = (—A*)~*(P) (D) para cada diagrama orien-
tado D, resulta que fp es invariante bajo los cuatro R-movimientos.
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Demostracidn. Dado que w y () son ambos invariantes bajo R0, R2 y R3 resulta
que también fp los es para esos movimientos. Con respecto a R1:

o, = AT = a7 AN -
N, K
= & = Ty @

O

Definicién 3.4.4. Dado un enlace orientado L, se define su polinomio de Jones
Vi, como Vi (t) = fp(t~1), siendo D el diagrama de L.

Observar que la torsién depende de la orientacion salvo para los nudos, mientras
que el corchete de Kauffman no depende de la orientacion en ningin caso. Como
consecuencia, el polinomio de Jones es un invariante definido tanto para enlaces
orientados como para nudos no orientados®. En lo que sigue, cuando enunciemos
una propiedad del polinomio de Jones, diremos que se aplica a enlaces orientados,
dando por supuesto que esta claro que también se aplica a nudos no orientados.

Definiciéon 3.4.5. Dado un enlace orientado L y un cruce ¢ en su diagrama D,
definimos tres diagramas orientados, que son iguales a D excepto (eventualmente)
en c. Los enlaces que determinan estos diagramas los llamamos L., L_ y Ly:

- S -——

Notacién: si bien L, L_ y Ly dependen del cruce elegido en D, no haremos
mencién explicita a ¢ en su notacion.

Lema 3.4.6. Sea D un diagrama con c cruces. Luego:
1. > s, que estd entre —c y c, tiene la misma paridad que c.
2. 8i D es orientado, lo mismo vale para w(D), la torsion.

3. Si syt son dos estados sobre D que difieren en el valor correspondiente a
un solo cruce, entonces |sD| = |tD| £ 1.

Demostracion.

1. Y s=k- -1+ (c—k)-(—1) =2k — ¢, para algin k € Ny, luego > s tiene la
misma paridad que c.

2. ITgual al item anterior.

2Para computar el polinomio de Jones sobre un nudo basta con darle a éste una orientacion
cualquiera; sabemos que el resultado no dependera de la orientacion elegida.
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3. Aplicando el criterio de la definicién 3.2.1 a todos los cruces del diagrama
sobre los que s y t coinciden, obtenemos una cierta cantidad de componentes
y sobre el cruce pendiente tendremos algo de la forma:

Al aplicar nuevamente el criterio mencionado para este cruce obtenemos un
diagrama para sD y otro para tD:

Es decir que en un caso hay una componente mas que en el otro.

Teorema 3.4.7. El polinomio de Jones satisface:
1. 'V, € Z[ti%] V L € %, y es un invariante de enlaces orientados.
2. Ewvaluado en el nudo trivial es el polinomio constante igual a 1.
3. t71V,, —tVi_ = (t2 —t7%)Vy,, V cruce, V L € %,
Demostracion.

1. Sabemos que V7, es un invariante de enlaces orientados, pues fp lo es para
diagramas. Ademas,

Vi(t) = fo(t7%) = (=(t=%)})~®) - (D) |-
:(—1)W(D)-(ti)3w(D)-Z(t—%)z( tz —¢~2)lsDI-1 =

1

(~1)0) - 5, [t P So(~th — ¢hleDl

Con lo cual basta ver que 3w(D) — ) s es par, hecho que se deduce de que
w(D) y Y s tienen igual paridad (lema anterior).

2. Dado que el polinomio de Jones es un invariante, evaluado en cualquier nudo
trivial toma el mismo valor que en el nudo de la definicién 1.1.5, que tiene
torsion nula y corchete de Kauffman constante igual a uno, y por lo tanto su
polinomio de Jones es constante e igual a 1.

3. Multiplicando los axiomas 1 y 1’ del corchete de Kauffman por A y A~!
respectivamente, obtenemos:
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Restando:

Por otro lado tenemos que (D) = (—A3)*(P) f;,(A), que combinéndolo con
la igualdad anterior da:

A(-A%)” () - a2y

250 ' sy =

>

= (4~ ) a0 ()

Observemos que:
wildl ) =r o W@ =rt @ =r -1

Multiplicando por (—A3)~" en ambos lados de la igualdad previa llegamos a:

A AT AT gy (@) = (A=A (A

Finalmente, multiplicando por —1 esta igualdad y evaludndola en A = 1
se obtiene el item 3 del teorema.

O

Veremos enseguida, luego de una definicién y de un lema, que existe un tnico
polinomio que satisface las propiedades 1, 2 y 3 del teorema anterior.

3.5. Complejidad de un Enlace, Caracterizacion
de V; y Otras Propiedades.

Definicién 3.5.1.

1. Dado un diagrama D (orientado o no), se define la complejidad de D como el
par (¢, m) siendo ¢ el nimero de cruces del diagrama y m el minimo nimero
de cruces que es necesario invertir para transformar el diagrama en el del
enlace trivial.
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2. Las complejidades estédn ordenadas lexicograficamente, lo que permite definir
la complejidad de un enlace L con diagrama D, como el minimo entre todas
las complejidades de los diagramas equivalentes a D.

Por definicion, la complejidad es un invariante de enlaces.
Observacién 3.5.2. Si (¢,m) es la complejidad de un enlace L entonces:
» ¢ coincide con ¢(L), el nimero de cruces de L (definicién 1.4.2).

= m es mayor o igual que u(L), el unknotting number de L (definicién 1.5.2). El
ejemplo mencionado en la observacién 1.5.3 muestra que no necesariamente
vale m = u(L).

Lema 3.5.3. Dado un enlace orientado y no trivial L, existe un diagrama D' con
un cruce ¢, tal que siendo L', L' 1y Lg los enlaces asociados al diagrama D' y
al cruce ¢, resulta que L es isotopico a alguno de los dos enlaces L', o L', y el
restante, junto con Ly, tienen ambos complejidad menor que la de L.

Demostracion. Tomemos a D' como un diagrama en el que se realiza la complejidad
de L: la cantidad de cruces de D’ es entonces c¢(L) y entre todos los diagramas
equivalentes al de L y también con ¢(L) cruces, D’ es uno (no necesariamente el
inico) que requiere la menor cantidad de inversiones de cruces para transformarlo
en trivial. Sea r esta minima cantidad de inversiones y tomemos a ¢’ como un
cruce cualquiera en un subconjunto de r cruces que realiza el minimo (r > 0 pues
L es no trivial). Segtn sea ¢’ positivo o negativo, tendremos L ~ L' o L ~ L',
respectivamente.

Supongamos que L ~ L' (el caso L ~ L' es analogo). Claramente L; tiene
menor complejidad que L pues su diagrama tiene ¢(L) — 1 cruces. Por otro lado,
como el diagrama de L’ tiene la misma cantidad de cruces que D', que precisa-
mente es ¢(L), entonces ¢(L' ) < ¢(L). Si vale el < entonces la complejidad de L’
es menor que la de L. Si es igual, por como elegimos al cruce ¢, en el diagrama de
L’ se necesita invertir exactamente r — 1 cruces para transformarlo en trivial, de
lo cual también obtenemos que la complejidad de L’ es menor que la de L. O

Notar que toda complejidad (¢, m) es un elemento del conjunto bien ordenado®
J ={(a,b) € Ng x Ng/a > b} (con el orden lexicogréfico).

El lema anterior permite, como veremos a continuacién, demostrar propiedades
del polinomio de Jones haciendo induccién en la complejidad de los enlaces en los
que se evalia el polinomio, mediante la ecuacién t~*Vy, —tV},_ = (t% - t‘%)VLO.

Como hemos dicho anteriormente, las propiedades que se enuncian en el teore-
ma 3.4.7 caracterizan al polinomio de Jones. Mds precisamente:

Teorema 3.5.4. Sea i : ., — Z[t*2] que satisface:

1. Es un invariante de enlaces orientados.

3De hecho J tiene el ordinal de Ny; un isomorfismo es (T, y) — y+ Z;zoj, que consiste en
“‘poner horizontalmente” y en forma consecutiva sobre Ny los conjuntos {z} x {0,1,...,a} C J.
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2. Evaluado en el nudo trivial es el polinomio constante igual a 1.
9. t7Vi(Ly) —ti(L_) = (t2 — t72)i(Ly), V cruce, V L € %,
Entonces i(L) =V, V¥V L € %,.

Demostracion. Hacemos induccién en la complejidad de L. Probar el caso corres-

pondiente al minimo elemento de J, el (0,0), es analizar el caso del enlace trivial.

Nuevamente hacemos induccién pero ahora en la cantidad de componentes de L.

Sin =1, entonces L es el nudo trivial, para el que sabemos que i(L) =1 = V}.
Sin > 1, tomamos Ly = L, con diagrama?:

O...0

1 n-1 n

Y por lo tanto L, y L_ son respectivamente:

O... 03 0...C5J

| - i -
Despejamos i(Lg) del item 3:
(L) = i(Lo) = (¢ — )~ (7 Hi(Ly) — (L)
Y analogamente para V' (por el item 3 del teorema 3.4.7):
Vo= Vi, = (47 —t72)" 1t~ W, —tV;_)

Como L, y L_ son ambos enlaces triviales de n — 1 componentes, podemos
aplicar la h.i., resultando iguales los términos de la derecha de las dos ecuaciones
anteriores, con lo que finalmente obtenemos V;, = i(L) para todo enlace trivial.

Sea L de complejidad mayor a (0,0) y supongamos, aplicando el lema previo,
que L ~ L, para algin cruce ¢’ (el otro caso es andlogo). A raiz de la invarianza
tanto de ¢ como de V, tenemos las ecuaciones:

t=Yi(L) — ti(L) = V(L) — ti(L) = (87 — t72)i(L})

WV — V=tV — Ve = (t7 —t72) Wy

De las que despejamos:

iL) = (L) + (B —th)i(T))] v Vi=HtVe + (8 — )]

Como L' y Lj tienen complejidad menor que L (lema previo), resulta que

(L") = Vi e i(Ly) = Vi (hi). Finalmente, de las dos ecuaciones despejadas
previamente se llega a que (L) = V. O

4Notar que las dos orientaciones del nudo trivial son isotépicas: aplicando dos veces R1, se
obtiene el reverso (definicién 1.4.5). Por lo tanto, al computar un invariante en el n-enlace trivial
orientado, las orientaciones se pueden tomar de manera arbitraria, dado que las 2" orientaciones
posibles dan todas enlaces isotépicos.
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Lema 3.5.5. Si L es el n-enlace trivial, entonces Vi (t) = (—t2 — t=2)"1,

Demostracion. Tomamos a D como el diagrama del n-enlace trivial de la definicion
1.1.5, y por el lema 3.2.5 tenemos (D) = (—A% — A=2)"~1. Como D tiene torsién
nula, entonces Vi (t) = fp(t~1) = (D) -1 = (—t2 — t72)""1. Ademds Vj, es un
invariante, por lo que el resultado se aplica a cualquier n-enlace trivial.

Observar que este mismo resultado esté implicito en la demostracion del teore-
ma anterior. Cuando analizamos el caso en que L era el n-enlace trivial, llegamos a
que Vg, = (t2 —t~2)"1(t"1V;,, —tV,_), siendo Ly y L_ los (n— 1)-enlaces triviales.
Aplicando la h.i. en esta ecuacién también se llega al resultado que buscamos. O

Lema 3.5.6. Si L tiene n componentes, entonces L_ también y en cambio Ly
tiene n 1.

Demostracion. Es evidente, por cémo se definen L, y L_, que ambos tienen la
misma cantidad de componentes que L. Ademés, los enlaces L, L_ y Lg tienen
dos situaciones posibles:
Moo dh %%
WY wN\y ¥ A RVA VRS BF
1; ]:—. ) D-O' L+ L.—‘ L()-

Los nimeros denotan un posible orden en que se pasa por los distintos puntos
del enlace a medida que se lo recorre comenzando desde el 1.

En el primer caso es claro que mientras que en L, y L_, los dos arcos que
se cruzan pertenecen a una misma componente, en Ly los dos arcos paralelos
pertenecen a distintas componentes. En este caso Ly tiene n + 1 componentes.

En el segundo caso, los arcos que se cruzan en L, y L_ pertenecen a distintas
componentes y los arcos paralelos en Lo pertenecen a la misma, de lo cual Ly tiene
n — 1 componentes. O

Proposicién 3.5.7. Dado un n-enlace orientado L se tiene que:
1. Sin es impar Vy, solo tiene potencias enteras de t.
2. Sin es par Vi, solo tiene potencias semi-enteras® de t.

Demostracion. Hacemos induccién en la complejidad de L. El caso de minima
complejidad es cuando L es el enlace trivial de n componentes. Por el lema 3.5.5
y usando el binomio de Newton se tiene:

Vi(t) = (=t2 — 73" = (= 1) RS () (e2) .
de donde sigue el resultado buscado.

Si L tiene complejidad mayor que (0,0), andlogamente a la demostracién del
teorema 3.5.4, suponemos L ~ L/, de lo cual V;, = ¢[tVy, + (t2 —t_%)VL;,], con L
y Ly de menor complejidad que L, por lo que se les aplica la h.i. Ademas, como
L', tiene n componentes (pues es equivalente al n-enlace L), entonces L’ tiene n

y Ly tiene n £ 1 componentes (lema anterior).
De forma tal que:

5Los niimeros semi-enteros son de la forma % +kconk € Z.
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1. Si n es impar, entonces L' tiene una cantidad impar de componentes y Lj
una cantidad par. Por h.i. V;, solo tiene potencias enteras de ¢ mientras
que Vp; solo tiene potencias semi-enteras de ¢. De lo que resulta que Vi, =

LtV + (t2 — t‘%)VLé] tiene solamente potencias enteras de ¢.

2. Si n es par, por un razonamiento similar al del item anterior se llega a que
Vy, tiene solamente potencias semi-enteras de t.

O

3.6. Una Generalizacion del Polinomio de Jones:
el HOMFLY.

Definiciéon 3.6.1. Dado un enlace orientado L se define el polinomio HOMFLY
Py, € Z[z*!, 2] mediante los siguientes axiomas:

1. P: %, — Z[z*', 2*!] es un invariante de enlaces orientados.

2. Si L es el nudo trivial entonces P, = 1.
3. z7'P,, —zP,_ = 2Py, V cruce,V L € %,

La demostracién de que estos tres axiomas definen para cada enlace orientado
un unico polinomio se hace por induccién en la complejidad, usando las mismas
ideas que las de la demostracién del teorema 3.5.4. Esto es, dado un enlace L,
se toman los enlaces L/, L' y Ly del lema 3.5.3 y suponiendo que L ~ L', se
tiene que P, = z(xPp + zPp), con el agregado de que L y L tienen menor
complejidad que L, hecho que permite aplicar la h.i. correspondiente a la unicidad.

Este mismo “truco” se emplea también para computar el HOMFLY en un de-
terminado nudo o enlace (existencia), pues al tener L' y Ly complejidades menores
que la de L, estan méas préximos del enlace trivial, y por lo tanto al repetir el axio-
ma 3 de la definicién anterior una cantidad finita de veces, se termina calculando el
HOMFLY para enlaces triviales. A su vez, sobre los enlaces triviales, el HOMFLY
se calcula usando una idea similar a la de la demostracion del teorema 3.5.4 para
el caso de enlaces triviales.

Lema 3.6.2. Si O es el nudo trivial, entonces Pruo = (7! — 2)271 Py, para todo
enlace orientado L.

Demostracién. © Tomando Ly = LUO resulta que tanto L, como L_ son isot6picos
a L (en términos de diagramas basta con un movimiento R1).

LO L+ L~
6La demostraciéon se puede hacer para el nudo trivial de la figura y generalizarla luego a
cualquier nudo trivial gracias a la invarianza de P. Lo mismo vale para el siguiente corolario.
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Usando entonces el axioma 3 y la invarianza de P tenemos que:

Powo=Pr,= (g7 P, —aP; Jo'= (a7 Py —aP e = (27! - )1 P,
O

Corolario 3.6.3. Si O, es el enlace trivial de n-componentes, entonces:
1. Proo, = ((z7' — x)271)" Py, para todo enlace orientado L.
£ Bp, =gt —g)g— Y,

Demostracién. Induccién en n. El caso n = 1 vale tanto para el item 1 (lema
anterior) como para el {tem 2 (axioma 2 del HOMFLY). Para n > 1:

il PLUOn = PLU01UOH_1 = ((I‘l = .T)Z_l)n_l,PLUol = ((.73_1 = I)Z_l)nPL.
2. Es el item 1 para O,,_1 y L = O;.
a

Lema 3.6.4. Dados enlaces orientados Ly y Lo, Pr,ur, = (z7 — 2)2z7' Py, Py, .

Demostracién. Hacemos induccién en la complejidad de Lo. El primer caso, en el
que Ly = O, para algin n natural, tenemos por el corolario anterior, que Pr,uz, =
((zr =g)z PPy, = (gt —=2) Py (27! —g)z™ 1 = (27! — 2)27 P, P,
Sea ahora L, con mayor complejidad que la trivial y sean Ly , Ly vy Ly, los
enlaces del lema 3.5.3. Tenemos entonces que Ly ~ Ly, (0 Ly ~ Ly ) con Ly _ y
Ly, de menor complejidad que L.
Si definimos Ly = Ly U Lj ., entonces resulta:

L L+NL1UL2
s L=LUL,_
L L0:L1UL/2’O

Y como sobre L_ y Lo podemos aplicar la h.i., tenemos:
PL]UL2 = PL* = l‘(ZPLO + iEPL_) = ‘T(ZPIAULQ,O + CEPLlule,_) =
= z(2(z™' — z)2™ P, Py + (™ —z)2 P, Py, )=

= (z7'~z)2~ P 2(2 Py +aPy, ) = (z7'=2)27 Py, Py, = (z7'~2)27 P, Py,
g

Corolario 3.6.5. Dados enlaces orientados Ly y Lo, se tiene Pr, 41, = Pr, PL,.

Demostracion. Observar que tomando Ly = L; U Lo, resulta que tanto L, como
L_ son isotépicos a Li#Lo:
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LIUL2 L0 =L1UL2 L+ L+ = L1#L2 L- L-=LI#L2
00 B0 PO T O OB

De donde:

e Py, —zPy_ = 2Py = ¢ P g1, — Prp1, = 2Pru1, =

= (¢! —z)Prpr, = 2(z7 ' — )27 P, P, = Pp g, = Pr, Pr,.

O

Corolario 3.6.6. Dados enlaces orientados Lq,...,L,:

1. Ry_ 1, = ((z7' = 2)e ) [, Py

2. Pyr_ 1, = H;=1 oy
Demostracion. Induccién en 7. O

Corolario 3.6.7. Dados enlaces orientados Lq,...,L,:
1 Vi, =(—z 2 —ad) [ Vi,

2. V#yzle = H;=1 VLJ--

=

7 . g o 5k o e 1 =
Demostracion. Resulta de la siguiente proposicién y de especializar z = 22 — x

en las igualdades del corolario anterior.

O e

Proposicién 3.6.8. Al evaluar el HOMFLY en z = z% — 272, se obtiene el
polinomio de Jones.

Demostracion. Debemos ver que el polinomio de una variable que se obtiene al
evaluar el HOMFLY de esa manera satisface las propiedades que caracterizan
al polinomio de Jones (teorema 3.5.4). Las propiedades 1 y 2 se cumplen pues
al ser satisfechas por el HOMFLY, entonces automaticamente las satisface cual-
quier especializacién de sus variables. Por otro lado, la propiedad 3 del HOMFLY,
z P (z,2) — zP_(z,2) = 2P (z,2), al ser evaluada en z = (27 — z72) se
transforma en la propiedad 3 del teorema 3.5.4. O

De manera que el HOMFLY es una generalizacién del polinomio de Jones,
asi como de otros polinomios (l6gicamente también invariantes de enlaces) conoci-
dos con anterioridad. Al evaluar el HOMFLY en z = 1 se obtiene el polinomio de
Conway, que a su vez al evaluarse en z = 3 —t"3 es un polinomio conocido como
polinomio de Alexander [Rob99], [Zie00].
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3.7. Enlaces Alternados y Reducidos.

Estudiaremos ahora ciertas propiedades del corchete de Kauffman que aplicare-
mos mas adelante en la demostracién del hecho de que si un enlace tiene diagrama
alternado y reducido D, entonces la cantidad de cruces que tiene es la minima
cantidad que puede tener cualquier diagrama equivalente a D. En otras palabras,
para computar el invariante ¢(L) (def. 1.4.2) basta con contar cudntos cruces tie-
ne cualquier diagrama reducido, alternado y equivalente al de L, si es que para
ese enlace existe tal diagrama (hay ejemplos de nudos tales que ningiin diagrama
equivalente al suyo es alternado [Ada00]).

Observacién 3.7.1. Dado que para cualquier enlace L existe L' ~ L tal que L'
tiene proyecciéon conexa, de ahora en més vamos a suponer siempre que (L) es
conexo para todo enlace L.

Notar que esto implica que un diagrama sin cruces corresponde al del nudo
trivial, pues al no haber cruces podria tratarse de un n-enlace trivial, pero como
su diagrama debe ser conexo se tiene n = 1.

Ademas, gracias al siguiente lema, es equivalente que (L) sea conexo a que sea
arco-conexo. Por lo tanto, cuando hagamos referencia a esta hipétesis (que 7(L)
es conexo), usaremos indistintamente que es conexo o que es arco-conexo.

Lema 3.7.2. Dado un enlace L, m(L) es conezo si y solo si es arco-conexo.

Demostracion. Dado que < vale en general [Mun75], debemos ver =.

Tenemos que m(L) = U ,7(L;), siendo L; la j-ésima componente de L, y
ademds m(L;) es arco-conexo pues L; lo es. Tomamos A; = 7(L;), que es cerrado y
no vacio, y consideramos la minima relacién de equivalencia generada por: A; ~ A;

Dado que A es conexo, se tiene que existe una tunica clase de equivalencia.
Pues como A = Uy, 4; |J Uaea, A; es una particién en cerrados disjuntos y
el primero es no vacio, por la conexion de A, el segundo si lo es, de donde resulta
que: B A; | A; = Ay

Usando que hay una tnica clase de equivalencia llegamos a que A = U}, A;
es arco-conexo. En efecto, sean a,a’ € A. Luego existen A;;, ..., 4;., a1, ..., a, tales
quea € Ajp,a' €A ya, € A;,  NA; Vi=1,..r. Delaarco-conexién de cada
Aj, se deduce que existe un camino en A desde a hasta a'.

O

Definiciéon 3.7.3. Dado un diagrama D de un n-enlace L, el homeomorfismo
ur_S* — L (def. 1.1.1) determina” n secuencias finitas de cruces del diagrama.
Diremos que D es alternado si en cada una de estas secuencias los cruces se al-
ternan “por arriba” y “por abajo”. Diremos que L es alternado si algtin diagrama
equivalente a D es alternado.

"Dado L, tenemos un homeomorfismo 7 : U7_, S* — L. Consideramos [0, 1] LB B LR
siendo 6(t) = (cos(t), sen(t)), n; la restriccién de n a la j-ésima copia de S* y 7 la proyeccién al
plano z = 0. El orden en [0, 1] determina un orden en los cruces de la proyeccién de la componente
J de Ly al considerar todas las n; quedan definidas n secuencias de cruces en el diagrama de L.

51




Observacion 3.7.4. Hemos dicho ya, al comienzo de la seccién 1.2, que en la
proyeccién regular de un enlace, los cruces son dobles: x. Podemos interpretar
entonces a la proyeccién de un enlace como un multigrafo planar 4-regular 8, en el
que los vértices son los cruces de la proyeccion.

Para un multigrafo planar, si se denota con n,, n. y ny a la cantidad de vértices,
ramas y regiones’, se tiene la ecuacién'® n, —n. +n; = 1 si se excluye a la regién
no acotada del plano, y n, — n. +ny = 2 si se la incluye.

Para cualquier multigrafo se tiene, haciendo induccién en n., que n. = 3 ., =%
Luego, en cualquier multigrafo 4-regular vale n, = ) ., % = 2n,. Si ademés es un
multigrafo planar entonces la cantidad total de regiones es ny = 2—n,+n, = 2+n,,
y por ende un diagrama con c cruces determina c¢ + 2 regiones en el plano, inclu-
yendo la regién no acotada.

deg(v)

Ejemplo 3.7.5. Para el trébol, tenemos las siguientes cinco regiones:

El trébol y sus regiones

Definicion 3.7.6.

1. Un istmo en un diagrama es un cruce en el que inciden menos de cuatro
regiones.

2. Un diagrama es reducido si no posee ningun istmo.

Ejemplo 3.7.7.

(R OO

Diagrama No Reducido Diagrama Reducido

8Un multigrafo es una terna G = (V, E,d), siendo V' y E los conjuntos de vértices y ramas,
respectivamente (finitos y V no vacio) y 6 : E — P<5(V), siendo P<2(V) los subconjuntos no
vacios de V de cardinal menor o igual a dos. Se dice que e € E incide o tiene como exlremos a
los elementos de d(e); se dice también que dos vértices son adyacentes si existe un e tal que d(e)
los contiene. Generalmente se representa a los grafos (de pocos vértices) en el plano mediante
puntos para los vértices y arcos para las ramas. El grado de un vértice, deg(v), es la cantidad
de ramas que inciden en él, contando a cada rama con su multiplicidad (cuando é(e) = {v}, e
se cuenta dos veces en deg(v) pues se considera que incide dos veces). Un grafo es: planar si
puede representarse en el plano sin que ningin par de ramas se intercepte y 4-regular si todos
sus vértices tienen grado cuatro. Se define entre los vértices la relacién de equivalencia generada
por la relacién de adyacencia; las componentes conezas son las clases de equivalencia y se dice
que el grafo es conezo si hay una sola componente.

9Nos referimos a las regiones del plano que quedan determinadas por las ramas.

10Caracteristica de Euler.
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Lo que ocurre en el ejemplo anterior es un hecho general: todo diagrama alter-
nado y no reducido con r istmos se reduce a un diagrama con r cruces menos y
también alternado [Rob99].

Definicién 3.7.8. Dado un polinomio de una variable, su span es la diferencia
entre la mayor y la menor potencia.

Notacién: Denotamos con s; a un estado tal que s(d) = —1 para j cruces y
s(d) = 1 para el resto de los cruces (con d denotamos a los cruces).

Lema 3.7.9. Sea L un enlace con diagrama D alternado, reducido y con al menos
un cruce. Luego |soD| > |s1D|.}!

Demostracion. Dividimos la demostracion en cuatro pasos:

1. Le asignamos un elemento de {z,y} a cada una de las cuatro regiones que
inciden en cada cruce del diagrama, segun el siguiente criterio:

Debemos verificar que en las regiones que se asignan mas de una'? letra todas
éstas coinciden.

Supongamos que una region R, tiene asignadas una z y una y correspondien-
tes a dos cruces ¢ y ¢; en los que dicha region incide. Por la observacion 3.7.1
la frontera de Ry es conexa y por lo tanto homeomorfa a S*. Recorriéndola en
una de sus dos posibles orientaciones comenzando desde ¢y, obtenemos una
secuencia de cruces en los que también incide Ry. Si bien ¢y y ¢, no tienen
necesariamente que ser consecutivos en esta secuencia, seguro que hay dos

cruces consecutivos ¢; y ¢; que también tienen asignados elementos distintos
de {z,y}.1?

Tenemos entonces dos cruces consecutivos en la frontera de Ry a los que
les corresponden distintas letras. Esto implica, como se ve en el siguiente
esquema, que D no es alternado.

" Notar que hay un tinico estado sy pero hay ¢ estados si, siendo ¢ el nimero de cruces de D.

2De hecho en todas las regiones hay asignada més de una letra dado que toda regién incide
en méas de un cruce: no puede no incidir en algin cruce por la observacién 3.7.1 y por la hipétesis
de que D tiene al menos un cruce; y no puede incidir en un solo cruce pues éste serfa un istmo.

13Este argumento es del tipo: en toda sucesién de ceros y unos, o bien todos los términos son
iguales o bien hay dos términos consecutivos que son distintos entre si.
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Por la contradiccion, todas las letras asignadas a cada region son coincidentes.
Si denotamos con # al conjunto de todas las regiones que determina el
diagrama tenemos entonces una asignacion Z — {x,y}, que a dos regiones
opuestas por un cruce les asigna el mismo valor y a dos regiones adyacentes
por un arco les asigna valores distintos.

A las regiones que toman uno y otro valor las llamamos z-regiones e y-
regiones. Dado un estado s sobre D, cada cruce se transforma en:

\l Si s(c)=+1

/ % ‘1 Si s(c)=-1
y

2. Dado un estado s consideramos el grafo cuyos vértices son las y-regiones de
D y en el que hay una rama entre dos y-regiones si y solo si éstas tienen
un cruce ¢ en comun y ademés s(c) = +1. Lo denominamos ys — grafo
y afirmamos que cuando s = sy es un grafo conexo. Mas aun, al quitarle
cualquier rama sigue siendo conexo.

Demostrar que es conexo es equivalente a demostrar que entre dos puntos
cualesquiera situados en dos y-regiones, existe un camino que va de uno a
otro y que solamente pasa por vértices del diagrama y por y-regiones.

y \ ¥ \
_n / | !
y y /
y \ y
Diagrama Yso-grafo Caminos

Dados dos puntos en sendas y-regiones existe un camino que los une y que
eventualmente pasa por alguna (o varias) z-regiéon Ry, cuya frontera esta for-
mada por cruces y arcos que la separan de y-regiones. El tramo del camino
que pasa por Ry puede reemplazarse por un tramo que solo pase por cruces y
por y-regiones (ver la siguiente figura). Més atin, dado que hay dos maneras
de recorrer la frontera de Ry, hay dos caminos posibles, lo cual implica que
al sacar una rama cualquiera del y,,-grafo, éste siga siendo conexo.
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Dos caminos alternativos para evitar la z-regién Ry

3. En el diagrama de soD hay |soD| componentes, que son curvas disjuntas
homeomorfas a S* y por lo tanto determinan |soD| + 1 regiones en el plano.
Como sg(d) = 1V cruce d, las tunicas regiones que se unen en soD son las y-
regiones, de lo que resulta que soD tiene tantas y-regiones como componentes
conexas tiene el ys,-grafo. Por el item anterior, soD tiene una sola y-region
y por lo tanto tiene |soD| z-regiones.

Ademas, como ningtin par de z-regiones se une, en soD y en D hay la misma
cantidad de z-regiones. Luego: |soD| es igual a la cantidad de z-regiones en
B,

4. En el caso de s;, hay un par de z-regiones (distintas, por ser D reducido)
que se unen, lo que implica que 51D tiene una z-regién menos que D. Por lo
obtenido en el {tem anterior, la cantidad de z-regiones de s1D es |soD| — 1.

Anélogamente al caso anterior, en ;D hay |s;D| componentes que determi-
nan |s;D| + 1 regiones. El hecho de que haya dos z-regiones que se unen,
significa que el ys,-grafo resulta de quitarle una rama al y,,-grafo. Por el item
2 sabemos entonces que el y,,-grafo es conexo y por lo tanto s; D tiene una
sola y-region, de donde resulta que s;D tiene |s; D| z-regiones.

Luego |s1D| = |soD| — 1, que era lo que querfamos probar.

Observacién 3.7.10.

1. Ya sabiamos por el lema 3.4.6 que |s1D| = |soD| £ 1. Lo que hemos demos-
trado con las hipétesis del lema anterior es que la igualdad vale con —1.

2. Asi como en el item 3 del lema anterior llegamos a que |soD| es igual a la
cantidad de z-regiones en D, también se puede ver que |s.D| es igual a la
cantidad de y-regiones en D. Ademads, a pesar de haber supuesto que ¢ > 0,
para el caso ¢ = 0 (que consiste en el nudo trivial) lo que dice dicho item
también es vélido: el nudo trivial determina dos regiones, una z-regién, una
y-regién y se tiene |soD| = |s.D| = |s4D| = |D| =1 (obs. 3.2.4).

Lema 3.7.11. Supongamos que s;;; se obtiene de s; cambiando un +1 por un
—1. Denotando'* MazDeg a la mayor potencia de un polinomio, tenemos entonces
MazxDeg <D|sj+1> < MazDeg <D|Sj>, para cualquier diagrama.

14Usamos MazDeg (y no simplemente Deyg) para diferenciarlo de MinDeg, con lo que denota-
remos a la menor potencia del polinomio.
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Demostracion. Denotando con ¢ al nimero de cruces de D, tenemos:
<D|SA> - A(c—j)(1)+j(—1)(_A2 _ A—2)|st|—1 o Ac—2j<_A2 - A—2)|SjD|—1
J

= MazDeg (D|,,) = c—2j+2(|]s;D| — 1) (3.1)

= MazDeg (D|s,,,) =c—2(j + 1) +2(|s;+1D| — 1)
Luego:

MazDeg (D,,,,) < MazDeg (D|,,) & =2+ 2(|s;1D| — 1) < 2(|s;D| — 1)

Sj+1
© 2(|sj1 D] = |s;D]) < 2 & [s;11D] — |s;D] < 1
Lo cual es cierto pues, por el lema 3.4.6, |s;D| = |s;;1D| £ 1. O

Corolario 3.7.12. Si D es un diagrama alternado y reducido con c¢ cruces, en-
tonces:

1. MaxDeg (D) = c+ 2(|soD| — 1)
2. MinDeg (D) = —c — 2(|s.D| — 1)
Demostracion.

1. Si ¢ =0 entonces (D) = 1, de donde el resultado es inmediato (ver observa-
ciones 3.2.4 y 3.7.1). Si ¢ > 0, por la ecuacién 3.1 de la demostracién anterior
y por la desigualdad del lema 3.7.9 vale que:

MaxzDeg (D|s,) = ¢+ 2(|soD| — 1) > ¢+ 2(|s1D| — 1) = MazDeg (D|s,).

Dado s;, existe una sucesién si,...,s; tal que cada estado se obtiene del
anterior cambiando un +1 por un —1. Entonces, por el lema 3.7.11:

MazDeg (D|s,) > MazDeg(D|,,) ¥V j > 1.
Luego MazDeg (D|s,) > MazDeg(D|,;) ¥ j. Y como (D) =3, s (Dls),

resulta que MaxDeg (D) = MazDeg (D|s,) = ¢+ 2(|soD| — 1).
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2. MinDeg (D) = —MazDeg (D) |41 = —MazDeg (D) = —(c+2(|s.D| — 1),
la primera igualdad vale en general para polinomios, la segunda sale del
teorema 3.9.1 (que a pesar de presentarse mas adelante no depende de los
resultados que estamos demostrando ahora) y la tltima es el {tem anterior
combinado con que soD = s.D.

O

En forma similar al corolario anterior (sin usar el lema 3.7.9) tenemos el si-
guiente corolario:

Corolario 3.7.13. Si D es un diagrama con ¢ cruces, entonces:
1. MazDeg (D) < c+2(|soD| — 1)
2. MinDeg (D) > —c — 2(|s.D| — 1)

Lema 3.7.14. Sea L un enlace y D su diagrama, con al menos un cruce cy, ¥

consideremos los diagramas obtenidos a partir de reemplazar cy por || =
Entonces al menos uno de estos dos nuevos diagramas corresponde a un enlace L'
con proyeccion conexa (recordar que suponemos que L tiene proyeccidn coneza).

Demostracion. Siendo cg el cruce de la siguiente figura, notar que si recorremos el
diagrama desde el punto b; en direccion opuesta al cruce, en algin momento, sin
pasar por ¢y, llegaremos a alguno de los otros tres puntos by, b3 0 by. Supongamos
que llegamos a by (los otros casos son analogos).

\ al
b3 b4 b3 b4 b3

Sea E el diagrama correspondiente al reemplazo ¢ — || y sea L' un enlace
que tiene a £/ como diagrama. Veamos que L’ tiene proyeccién conexa. Sean ag y
a; dos puntos cualesquiera de la proyecciéon. Debemos ver que hay un camino en
m(L') que los une. Llamemos p al camino b; - by que por hipétesis esté en m(L).
Como (L) es conexo, tenemos caminos a; = by y by 2 ay. Podria pasar que
alguno de estos dos caminos pasara por cy, en cuyo caso los corregimos usando p y

b4

los arcos || de forma tal que p; y p; sean caminos en m(L’). La concatenacién'®
(p1 * p) * p2 es entonces un camino en 7(L') desde a; hasta a,. O

Lema 3.7.15. Siendo c el nimero de cruces de D y5 el estado opuesto a s, resulta
que |sD| + |3D| < ¢+ 2.

1981 p1 y pa son caminos tales que pi (1) = pa(0) entonces pi * ps es el camino dado por pi (2t)
para t € [0, 3] y p2(2t — 1) para t € [3,1].
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Demostracion. Hacemos induccién en c. Para ¢ = 0 tenemos s = s4, s = 5y
s¢D = D (obs. 3.2.4), luego |sD| + |SD| = 2, pues |D| =1 (obs. 3.7.1).
Supongamos que D tiene ¢ > 0 cruces. Sea ¢y un cruce y E el diagrama que
resulta del lema anterior. Supongamos E se obtuvo aplicando s(cg) sobre ¢ (si no
es porque se obtuvo con 3 y la demostracién es anédloga). Siendo t la restriccién de s
a E, tenemos que tE = sD. Ademés, como excepto en ¢y, t y 5 son iguales, tenemos
por un razonamiento similar al del lema 3.4.6 que [{E| = |sD|£1. Aplicando la h.i.
(E tiene ¢ — 1 cruces y proviene de un enlace con proyeccién conexa) obtenemos
[tE|+ |tE| < ¢+ 1, y luego [sD| + [5D| £ 1 < ¢+ 1, de donde se llega al resultado

buscado.
O

Teorema 3.7.16. Dado un diagrama D con ¢ cruces:
1. span (D) < 4c.
2. Si ademds D es alternado y reducido, entonces span (D) = 4c.

Demostracion.

1. Por el corolario 3.7.13 span (D) = MazDeg (D) — MinDeg (D) < c +
2(|soD| = 1) + ¢ + 2(|s.D| — 1) = 2¢+ 2(|soD| + |s.D| — 2). Por el lema
3.7.15 se llega al resultado buscado (notar que so = 3¢).

2. Anélogamente al {tem anterior, pero usando el corolario 3.7.12, tenemos
span (D) = 2¢ + 2(|soD| + |s.D| — 2). Al ser D alternado y reducido, |soD|
es la cantidad de z-regiones de D y |s.D| es la cantidad de y-regiones de D
(item 3, dem. del lema 3.7.9). Luego [soD| + [s.D|, que es la cantidad total
de regiones de D, es igual a ¢ + 2 (obs. 3.7.4), de donde sigue el resultado.

O

Proposicién 3.7.17. span () es un invariante de diagramas.

Demostracién. La proposicion 3.3.2 dice que ( ) es invariante bajo los movimientos
RO, R2 y R3. Luego, span ( ) = MazDeg () — MinDeg () también lo es.
Por otro lado, si D ~ D’ mediante un movimiento R1, el lema 3.3.1 dice que

(D) = —A**(D'), de donde:
span (D) = MazDeg (D) — MinDeg (D) =

= MaxzDeg(—A%3 (D)) — MinDeg(—A*3 (D')) =
= 43+ MazDeg (D') — (£3 + MinDeg (D')) =

= MazDeg (D') — MinDeg (D') = span (D’).

span () es entonces invariante bajo los cuatro R-movimientos. O
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3.8. Conjetura de Tait.

El siguiente resultado fue conjeturado por Tait a fines del siglo X7X y demos-
trado por Kauffman, Murasugi y Thistlethwaite en 1987.

Corolario 3.8.1. Todo diagrama alternado y reducido es minimal, en el sentido
de que no es equivalente a ningin otro diagrama con menor cantidad de cruces.

Demostracion. Sea D alternado y reducido con ¢ cruces y sea D' equivalente a D
con ¢ cruces (D' no necesariamente alternado y reducido). Por la invarianza de
span { ) y por el lema 3.7.16 tenemos: 4¢’ > span (D') = span (D) = 4c, de donde
cd >ec. O

Corolario 3.8.2. Sea L un enlace con diagrama D. Si D' es un diagrama alter-
nado, reducido, equivalente a D y con ¢ cruces, entonces ¢(L) = ¢ .

Demostracion. De la definicién 1.4.2 tenemos que ¢(L) < ¢/, y por el corolario
anterior ¢(L) > . O

Corolario 3.8.3. Todos los diagramas alternados, reducidos y equivalentes tienen
el mismo numero de cruces.

Demostracion. Tomamos un par de diagramas D;, Ds, alternados, reducidos y
equivalentes entre si. Sea L un enlace que tiene a D; como diagrama. Por el
corolario anterior ¢(L) coincide con la cantidad de cruces de Dy y con la cantidad
de cruces de D,. O

Observacién 3.8.4. A partir de la definicién 1.4.2, es inmediato que c¢(K1#K3) <
c(K7) + ¢(K2). Sin embargo, es aun un problema abierto demostrar que vale la
igualdad (o no) en general. No obstante, como veremos a continuacion, la igualdad
es valida en el caso en que K #K, es alternado.

Corolario 3.8.5. St K1 y Ky son nudos tales que K1# K, es alternado, entonces
C(Kl#KQ) = C(Kl) -+ C(Kz).

Demostracion. Sean Dy y D, los diagramas de K; y K. Es un hecho cierto
[Ada00], que si K1#K> es alternado, entonces existen diagramas D}, D) alter-
nados y reducidos tales que Dy ~ D}, Dy ~ D), D]#D; es alternado, reducido y
equivalente a D# Ds.

Denotamos con ¢} y ¢, a la cantidad de cruces de los diagramas D} y D} y por
lo tanto ¢} + c; es la cantidad de cruces de D|#Dj,. Luego tenemos c(K #K,) =
¢ + ¢y = c(K;) 4 ¢(K3), usando para ambas igualdades el corolario 3.8.2. O

3.9. Enlaces y Diagramas Orientados no Isotépi-
cos a su Imagen.

Usaremos ahora el polinomio de Jones y el corchete de Kauffman para deter-
minar ciertas condiciones que son necesarias para que un enlace sea isotépico a su
imagen.
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3.9.1. Caso General.

Teorema 3.9.1. Dado un enlace orientado L se tiene Vi (t) = V,(t71), siendo L
la imagen de L.

Demostracion. Debemos ver que f5(A) = fp(A™1), es decir:
(—A%)7D) . (D) |4 = (=A~%)7®) . (D) | 41

lo cual es consecuencia de:

(D)= (D)
(D)|a=(D)|a

Mientras que la primera igualdad es inmediata a partir de las definiciones de
torsién e imagen de un diagrama, la segunda se explica por:

(DY a=, Dls}a=3, (D) |a=3, A7 - (—A% — A-2)FP]-1

= TL(ATDT - (~(A71 = (A7) )P = (D) |1

Pues siendo 5 el estado opuesto a s, valen Y}, 5= —3 sy [5D| = |sD|. O
Corolario 3.9.2. Dado un enlace orientado L: Vi (t) # Vi (t™') = L = L.

Demostracién. Vi(t) # V(™) = Vo # Ve = L= L.

Corolario 3.9.3. El trébol no es isotopico a su imagen.
Demostracion. Ya calculamos, en el ejemplo 3.2.9, el corchete de Kauffman para el
diagrama del trébol izquierdo, (D) = A”— A®— A=, Dandole una orientacién cual-

quiera (recordar el comentario luego de la definicién 3.4.4), obtenemos su torsién
w(D) = —3. Luego:

fo(A) = (——A3)—w(D) (DY |4 = (—Ag)(A7 _ A3 _ A—5) _ A6 q12 g
=4 ‘/trebol izq(t) = fD(t_%) = —t_4 + t—3 2 t—l

Como Virebot izg(t) 7 Virevot izq(t 1), se tiene que el trébol izquierdo y su imagen
(el trébol derecho) son no isotépicos. O
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3.9.2. Caso Alternado y Reducido.

Observacién 3.9.4. Recordemos que:

1. Por el corolario 3.7.12, un diagrama alternado y reducido satisface:

» MazDeg (D) = c+2(|soD| — 1)
s MinDeg (D) = —c—2(|s.D| —1)

2. Por el item 3 de la demostracién del lema 3.7.9 |soD| es la cantidad de
z-regiones en D, |s.D| es la cantidad de y-regiones en D y por lo tanto
|soD| + |s.D| = ¢+ 2.

3. De la demostracién del teorema 3.9.1 tenemos que fp(A) = fp(A~') es
necesario para que D sea equivalente a su imagen.

Corolario 3.9.5. Si D es un diagrama orientado, alternado, reducido y equivalente
a su imagen, entonces w(D) = |s°—D|;|5—CD|.

Demostracion. Combinando los hechos mencionados en la observacién anterior
tenemos que:

MazDeg(fp(A)) = MazDeg(fp(A™")) = MazDeg(fp(A)) = —MinDeg(fp(A))
= MazDeg((—A3)~*P) (D)) = —MinDeg((—A%)~*®P) (D))
= —3w(D) + ¢+ 2(|soD| — 1) = 3w(D) + c+ 2(|s.D| — 1)

= 2(|soD| — |s.D|) = 6w(D) = w(D) = 1eLlZlell
O

Corolario 3.9.6. Si D es un diagrama (no trivial) orientado, alternado y reducido
que tiene ¢ cruces, entonces: |lw(D)| > § = D no es equivalente a su imagen.

Demostracion. Veremos |w(D)| > § = |w(D)| # BO—DchDl
O lo que es lo mismo: w(D) = w = |lw(D)| < £.
Esto tltimo ocurre si y solo si ||soD| — |s.D|| < ¢ & —c < |soD| — |s.D| < ¢
& —|soD| — |scD| + 2 < |soD| — |s.D| < |s0D| + |s.D| — 2
& 1< |sopD| y 1 < |s.D|. Dado que el diagrama es no trivial, entonces existe
al menos un cruce en el que inciden, por ser D reducido, dos z-regiones distintas

y dos y-regiones distintas, de donde se deducen las dos ultimas desigualdades (ver

item 2 de la observacién 3.9.4).
(|
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