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Tests de igualdad de matrices de dispersion basados en signos en el contexto de
alta dimension

El desarrollo de métodos en contextos de alta dimensién surgié recientemente debido a grandes
avances en el campo del almacenamiento y procesamiento de datos. Los test clasicos de méaxima
verosimilitud muchas veces asumen que el tamano de la muestra n es mayor que la dimensién de cada
vector de la muestra p. Ademaés, necesitan que n sea mucho mayor que p para ser informativos. En
este trabajo estudiaremos el problema de testear igualdad de matrices de covarianza. En los ultimos
anos se propusieron nuevos métodos para este problema adaptados al contexto de alta dimensién.
Schott (2007) propone un estadistico cuya distribucién (n, p)—asintética es normal estandar cuando
las matrices de covarianza entre grupos son iguales y las observaciones provienen de una distribucién
normal multivariada. En este trabajo vamos a suponer que tenemos dos muestras con distribucién
eliptica £,(0, X;,¢), i = 1,2 y presentaremos propuestas para testear Hy : X1 = 3. En todas ellas
nos basaremos en los signos de las observaciones originales. Esto permite considerar una familia de
distribuciones para las observaciones mas amplia que las consideradas en otros tests. En particular,
no hace falta pedir que estas distribuciones tengan segundo momento. Otra de sus ventajas es que,
al basarse en los signos, los estadisticos poseen buenas propiedades de robustez. Esta misma técnica
fue usada para el testeo de otras hipdtesis en contextos de alta dimensién. Por ejemplo, Pandaveine
y Verdebout (2013) utilizan esta técnica para testear esfericidad e independencia entre componentes.
Finalmente mostramos los resultados de una simulacién: comprobaremos la validez empirica de los
tests propuestos y compararemos sus potencias estimadas con las de otros tests para las mismas
hipétesis.

Palabras Clave: Test de igualdad de matrices de covarianza, Test en contexto de alta dimension,
Test basado en signos.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo vamos a hacer una breve descripcién de los nuevos problemas que surgen al
introducir el contexto de la alta dimensién y vamos a describir la organizacion de este trabajo.

El anélisis multivariado tiene como objetivo obtener informaciéon de muestras aleatorias prove-
nientes de una distribucién multidimensional. Ademés de las generalizaciones que se deben hacer
del caso univariado, aparecen nuevos problemas como por ejemplo el de reducciéon de la dimensién
y andlisis de las correlaciones entre las distintas variables.

En los ultimos tiempos, el desarrollo tecnolégico esta permitiendo realizar nuevos estudios en el
campo del analisis de datos. Principalmente, contamos con una capacidad en constante crecimiento
en cuanto a las nuevas formas de obtener datos, almacenarlos y procesarlos. Esto hace que cada
vez la informacién que se pretende obtener de ellos sea méds ambiciosa. A estos problemas que
manejan un gran volumen de datos se los suele encuadrar como problemas de Big Data. Por su
masividad Internet suele ser la mejor fuente, originando nuevos métodos para obtener todo tipo de
informacién. Por ejemplo, Aramaki et al. (2011) propusieron un método basado en publicaciones
de Twitter para predecir epidemias de gripe en distintas partes del mundo.

Entre las disciplinas con problemas de alta dimensién podemos nombrar las siguientes:

e Genética. Nuevos desarrollos tecnolégicos permitieron obtener medidas del genoma humano
entero en forma barata y esto marco una diferencia en el terreno de la biologia. Por ejemplo,
saber qué parte de la codificacion genética es la que determina que alguien padezca una deter-
minada enfermedad es un paso clave para proximos avances médicos. Los desafios estadisticos
consisten en crear nuevos métodos potentes en este contexto de alta dimension.

e Neurociencias. Patologias y desérdenes como el Alzheimer o la esquizofrenia, entre muchas
otras, tienen que ver con el funcionamiento de las redes de conectividad del cerebro. Entender
las jerarquias, complejidades e interrelaciones entre sus distintas partes sirve para detectar los
patrones que se repiten en los portadores de las enfermedades. Hubo un reciente desarrollo del
diagnéstico por imédgenes en tres dimensiones que muestra en tiempo real el funcionamiento
de cada regién del cerebro. Se puede pensar a cada imagen como el conjunto de sus voxels
(el equivalente de pixel en el caso de tres dimensiones) y por lo tanto para poder inferir sobre
ellas es necesario el desarrollo de métodos de alta dimensién. A este ejemplo también se lo



suele pensar en el marco de los datos funcionales, debido a que en este contexto se aprovechan
las propiedades de suavidad en las imagenes.

e Economia y finanzas. Muchas grandes empresas estan haciendo uso del andlisis de grandes
masas de datos con el fin de mejorar la eficiencia y reducir riesgos. Por ejemplo, conocer el
historial del valor de ciertas acciones y valores de divisas, entre muchos otros indicadores,
sirve para medir el riesgo que tienen sus posibles decisiones. Los métodos tradicionales de
series de tiempo muchas veces no estan disefiados para manejar dimensiones altas y pueden
producir overfitting.

Tanto en el andlisis multivariado como en el univariado, es de suma importancia el estudio
asintético de los estadisticos que se usan para el testeo de las diferentes hipdtesis. Supongamos
que observamos una muestra Xi, ..., X,, ¥y que para cada i, X; es un vector aleatorio de dimensién
p. Tanto el tamano de la muestra n como la dimensién p de cada vector de la muestra, van a ser
esenciales en el estudio asintético que hagamos a lo largo de este trabajo.

Para muchos de los estadisticos propuestos para los diferentes problemas de inferencia se asume
que n > p, es decir, que el tamano de la muestra observada es mas grande que la dimensién de
cada uno de sus elementos. En este caso se hace un estudio n—asintético, es decir, se fija un p > 2
v se hace un andlisis de la distribucién de los estadisticos cuando n — oc.

Dentro del contexto de Big Data surgieron estudios que motivaron un nuevo problema. Puede
ocurrir que la dimensién p sea muy grande y resulte practicamente imposible encontrar una muestra
con tamano mayor que p. En estos casos los tests y métodos estadisticos que suponen n > p ya no
son ttiles y por lo tanto deben ser adaptados. El analisis asintético, en este caso, deberia suponer
que p se va infinito junto con n. A este andlisis se lo llama (n, p)—asintético.

El objetivo de esta tesis es hacer un acercamiento a uno de los muchos temas a estudiar en la
estadistica para datos de alta dimensién. El test que nos va a interesar es el de igualdad de matrices
de covarianza entre dos grupos (aunque a veces se puede generalizar a k > 2 grupos). Mais alla
del interés intrinseco de este test, su importancia radica en que dicha igualdad es un supuesto para
varios otros tests, como por ejemplo el de igualdad de medias entre varios grupos.

El procedimiento de inferencia que usaremos se basa en los vectores de norma 1 que define cada
una de las observaciones. A estos vectores normalizados se los llama signos. Este enfoque ya fue
utilizado para testear otras hipdtesis sobre la matriz de covarianza, como por ejemplo esfericidad e
independencia.

La organizacion de la tesis serd de la siguiente forma:

En el Capitulo 2 vamos a hacer un repaso de algunos temas de probabilidad y de analisis
multivariado y profundizaremos algunos que vamos a necesitar para el resto del trabajo.

En el Capitulo 3 vamos a enfocarnos en el problema de testear igualdad de matrices de
covarianza entre dos o més grupos. Primero vamos a recordar el test clasico basado en el cociente
de maxima verosimilitud y a mostrar algunos de sus posibles desarrollos asintéticos. Sin embargo,
este test no es aplicable en el contexto de alta dimensiéon. Para dicho contexto presentaremos las
propuestas de algunos autores, haciendo especial énfasis en el test de Schott (2007).

En el Capitulo 4 introduciremos el concepto de signo y el de matriz de covarianza de signos
espaciales. También vamos a ver algunas de sus propiedades y a mostrar de qué forma fue utilizada



la técnica de basarse en los signos de las observaciones para el problema de testear esfericidad.

El Capitulo 5 contiene las ideas centrales de la tesis. Suponiendo que las muestras provienen
de una distribucién eliptica, se mostraran algunas propuestas para testear igualdad de matrices de
dispersiéon basdndonos en los signos de las observaciones originales.

En el Capitulo 6 se presentan los resultados de una simulacién realizada para comparar el nivel
y potencia estimados de los tests propuestos en el Capitulo 5 y algunos de los tests introducidos
en el Capitulo 3.

Finalmente, en el Capitulo 7 se muestra la implementacion en R de los distintos tests utilizados
en la simulacion.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo vamos a repasar algunos temas de probabilidad y de andlisis multivariado (para
p fijo) que seran de utilidad en el resto de esta tesis. Los temas de andlisis multivariado pueden
verse en Seber (1984) o Muirhead (1982) y los de probabilidad se pueden encontrar en Durrett
(2010).

2.1 Funcién Caracteristica, Cumulantes y Teorema Central del
Limite

Definiciéon. Dado un vector aleatorio X, se define su funcién caracteristica como

Cx (t) = E(et X))

Es sabido que hay una correspondencia biunivoca entre la funcién carcteristica y la funcién de
densidad, en el caso en que esta ultima exista. Para recuperar la densidad teniendo la funcién
caracteristica, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. Si un vector aleatorio X € RP tiene una funcién de densidad f(x) y funcién
caracteristica C(t), entonces vale la relacién

F(x) = (2717)?9 / Z / Ze‘“TxC(t)dt.

También vale el siguiente teorema, que da una forma alternativa de calcular esperanzas de pro-
ductos entre componentes del vector aleatorio.

Teorema 2.1.2. Si E[|X;|™...|Xp|™] < oo, donde X; representa la j—ésima componente del
vector aleatorio X, entonces Cx (t) es (mi,...,my) veces continuamente diferenciable y

T ok (t)

1 ---Olp

t=0

4



Para una demostracién de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2 puede consultarse Lukacs (1970). Definamos
ahora los cumulantes, que van a servir para obtener desarrollos asintéticos para ciertos estadisticos.
Recordemos que en el caso univariado,

Cx(t) = E(eitx) .

Por lo tanto, usando el desarrollo de Taylor

1 1
e* —1—|—z+§z —1—52 + ..

podemos escribir a la funcion caracteristica como

CX(t):E<i: (itX) > i

r=0 r=0

donde p, = E(X") es el r—ésimo momento de X.

Definicion. Se definen los cumulantes de X como los coeficientes k, en

log C'x (¢ Zmr

Usando el desarrollo de Taylor para f(z) = log(z + 1) centrada en = = 0, obtenemos las siguientes
relaciones:

R1 = U1 = E(X)
Ko = pia — pf = VAR(X)
K3 = p3 — 3papip + 21}
Ka = pa — Apizpn — 3pb + 1200005 — 6y
Se definen la asimetria r3 y la kurtosis x|y como k3 = /{3/(/{2) y K = k4/(k2)?. La primera

mide la falta de simetria en la distibucién y la segunda da informacién sobre los ‘picos o mesetas‘que
tiene en comparacién con la distribucién normal.

En el caso de una distribucion multivariada, es decir, cuando consideramos el vector aleatorio
X = (X1, ..., Xp)", podemos escribir a su funcién caracteristica como

> 1 L ()] (ity);

r=0 r=07ri+..+rp="

donde t = (t1,...,ty) y [ P, =E(X]'...Xp"). Se definen andlogamente los cumulantes multivari-
ados /1%'1'_',],7 r, como los coeficientes del desarrollo

Gt
ogCx(H) =" Y e R R

Ly
r=0 71 4. Frp=r p



Un resultado esencial en el andlisis asintético multivariado es el Teorema Central del Limite:

Teorema 2.1.3. Sea X € RP un vector aleatorio con matriz de covarianza X € RP*P. Sean
X4, ..., X, vectores i.i.d. distribuidos como X. Entonces, se tiene que

N SX, - E(X) 2 V(0.3
=1

o equivalentemente
V(X - E(X)) 2 N(0,%).

2.2 Distribuciones esféricas y elipticas

Definicion. Se dice que un vector aleatorio X € R? tiene una distribucién esférica si para toda
matriz H € RP*P ortogonal vale que HX se distribuye igual que X.

El siguiente teorema muestra otras formas equivalentes de definir las distribuciones esféricas.
La demostracién puede verse en Fujikoshi et al. (2010):

Teorema 2.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X tiene distribucién esférica.

(ii) Si X tiene densidad, entonces ésta puede expresarse como g(x*x) para alguna funcién escalar
g.

(iii) La funcién caracteristica de X es de la forma ¢(t*t) para alguna funcién escalar ¢.

Ejemplos.

(i) Si X ~ N,(0,I,), entonces es claro que su densidad f(x) puede expresarse en términos de
xTx y por lo tanto es esférica.

(ii) Sea S es una variable aleatoria tal que mS? ~ x2, e Y ~ N,(0,1,) es independiente de S. Se
dice que el vector aleatorio X = Y /S tiene una distribucién t—multivariada con m grados
de libertad. Se puede ver que su funcién de densidad f(x) es

I'l(n+p)/2] 1

70 = T2l o2 (1 4 2 e’

por lo tanto, es esférica.

El siguiente teorema muestra una descomposicién fundamental para las distribuciones esféricas.
La demostracién puede verse en Muirhead (1982).



Teorema 2.2.2. Sea X € RP esférica con P(X = 0) = 0. Entonces

X

Xy Z=
1]

son variables aleatorias independientes y Z tiene una distribuciéon uniforme en la esfera unidad
SPl={ueRP:||ul|=1}.

El siguiente lema que involucra distribuciones esféricas va a ser de utilidad més adelante.

Lema 2.2.3. Sea X € RP una distribucion esférica con P(X = 0) = 0. Si B es una matriz simétrica
idempotente de rango k, entonces

_XTBX (kp—k
xR 2" 2 )7

DEMOSTRACION. Por la forma del estadistico Z y la esfericidad de X, podemos asumir sin perder
generalidad que X ~ N,(0,I,). Sea H la matriz ortogonal tal que

I, O
T _ |k
HBH —[0 ()]

Consideramos U = HX, entonces

_UTHBH'U ' U2
T UTHH'U 7P U2 VitV

donde V; = Zle Uy V= Zf:k:—&—l U?. Claramente Vi ~ x3, Vo ~ x2_, y son independientes,
por lo tanto Z ~ B(k/2,(p — k)/2), como queriamos []
Definicion. Se dice que vector aleatorio X € RP tiene una distribucién eliptica si existe una

matrix A € RP*P y un vector u € RP tal que X = AZ + pu donde Z tiene una distribucién esférica.
En ese caso se indica X ~ E,(pu, AAT)

Se puede probar el siguiente teorema que da definciones alternativas para las distribuciones
elipticas. La demostracién puede verse en Fujikoshi et al. (2010).

Teorema 2.2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X ~ &, A).

(i) Si X tiene densidad, entonces ésta es de la forma |A|~1?g((x — u)"A™  (x — p)) para alguna
funcion g.

(iii) La funcién caracteristica X es de la forma exp(it™p) ¢(t*At).

A veces también vamos a indicar X ~ &,(u, A, ¢), donde ¢ es la funcién del Teorema 2.2.4.(iii)
y de esta forma queda univocamente determinada la distribucion de X. A la matriz A se la
denomina matriz de dispersién y es sabido que si E(||X]||?) < oo, la matriz de covarianza de X
es un multiplo de A.



2.3 Distribucion Wishart

Supongamos tener una muestra univariada X7, ..., X,, proveniente de una distribucién N (u, 0?).
Es sabido que s? = (1/(n—1)) >, (X; — X)? es un estimador insesgado para 0% y que (n—1)s*/o?
tiene una distribucién x2_,. Ademds, si supiéramos que u = 0, entonces 52 = (1/n)> 1, X?
también es insesgado para o2 y ns?/c? tiene distribucién y2. Este hecho tiene una generalizacién
para el caso multivariado. Supongamos ahora que X; € RP y X; ~ N,(p, X). Podemos definir

n

Y X -X)(X; -X)"

=1

1

S:n—l

y en este caso S resulta también un estimador insesgado para X. Andlogamente, si se supiera que
p = 0, entonces el estadistico

~ 1
S_*E X, XF 2.1

provee un estimador insesgado de 3. Las distribuciones de S y de S son una generalizacién
multivariada de la distribucién y2.

Defincién. Dadas Z; ~ N,(p;, %), Z; € RP, 1 < i < n independientes, se dice que W =
S Z;Z] tiene una distribucién Wishart no central con covarianza X y pardmetro de no cen-
tralidad A = pypi + ... + popyy v se indica W ~ W, (n, X, A). Si A = 0, entonces se indica
W ~ W,(n,3)

Se puede probar que la distribucién del estimador de covarianza muestral S es W,(n — 1,%)

mientras que la del estimador S es Wy(n,X). Ademads, por la forma en la que se definen a las
matrices Wishart centrales, es facil encontrar la distribucién asintética de S.

El siguiente lema permite calcular los dos primeros momentos de una matriz aleatoria con
distribuciéon Wishart.

Lema 2.3.1. Sean Yy,...,Y, € RP vectores aleatorios i.i.d. con Y; ~ N(0,X), 1 < i < n.
Entonces, si A =31 | Y, Y (ie. A~W,(n, X))
E(A) =nX

Cov(asj, are) = n(oioje + 0ieoji) (2.2)
donde A = (ai;), X = (04j).

DEMOSTRACION. Calculemos el primer momento de A. Consideramos el vector aleatorio Y =
(y1,---,yp)T tal que Y ~Y;. Notemos que

E(Aij) = Y E((YWYy)ij) =nE(YY");.

w=1

Como E(Y) =0,
E(YY");; = E(yiy;) = Cov(y,y;) = 0ij,

de donde E(A) = nX.



Calculemos ahora el segundo momento de A. Es claro que Cov(a;j, age) = nCov (YY), (YY" )kr).
Luego, basta ver que Cov (YY), (YY" )k) = 0ik0j¢ + 04¢0. Observemos que

Cov ((YY )i, (YYT)ke) = Cov(viyj, yeye) = E(yiyiyrye) — E(viv; )E(yrye) -

Supongamos primero que X = I, y notemos que en este caso las coordenadas de Y son N(0,1)
independientes. Analicemos los siguientes cuatro casos:

(i) Supongamos que entre los cuatro numeros i, j, k, £ hay uno que es distinto a los otros tres y,
sin perder generalidad, supongamos que este indice es 7. En este caso, tenemos que

Cov ((YY)ij, (YY")re) = E(yi)E(yjvrye) — E(yi)E(y;)E(ykye) = 0.
(ii) Supongamos ahora que i = j, k = ¢ y i # k. En este caso,
Cov ((YY)ij, (YY)ke) = E(yiy;)E(yrye) — E(yiy; ) E(yrye) = 0.
(iii) Por otro lado, sii =k, j =Ly i # j,
Cov (YY), (YY")ke) = E(yiy;) = E(y))E(y7) = 1.

Esto se debe a que yf e yj2 se distribuyen como una x? y son independientes. Por simetria,
pasa lomismosii=4¥¢, j=kyi#]j.

(iv) Por ultimo, supongamos que i = j = k = £. Observemos que en este caso

Cov (YY")ij, (YY ")) = E(y}) — E(7)* = VAR(y}) = 2.

Notemos que en todos los casos se tiene que Cov (YY" )i;, (YY" )re) = dirdje + diedji-

Supongamos ahora que X es simetrica y definida positiva. Consideramos Q tal que QQT
3 (es decir, la matriz correspondiente a la descomposicién de Cholesky de ¥). Tomamos Z =
(21,...,2p)" ~ N(0,I,). Luego, QZ ~ N(0,X) ~ Y. Por lo tanto, si indicamos con g¢;; al
elemento (7, j) de la matriz Q, tenemos que

Cov (YY), (YY ")) = Cov (((QZ)(Q2)"),,. ((Q2)(QZ)"),,)

p p
= COV((QZ)i(QZ)j’ (Qz)k‘(QZ)Z) = Cov Z qitqjvet v, Z QksqerZszr

t,v=1 s,r=1
p p
= Z 4itQjuqrsqer COV (2324, 2120) = Z QitQjo Qs Qer (Vik0je + 6e0kj)
t,u,r,s=1 to,r,s=1

p p p
= Z it Qjoqktqev + Z itQjo ko Qe + 2 Z QitqjeqreQee
t,uo=1 tyu=1 t=1
t#v t#v

p p
= § QitQktQjvqey + E QitQetQjvdky = Oik0j¢ + Tig0jk ,
t,o=1 tyu=1
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como queriamos ver. [

Si M € RP*P| notemos con vec(M) € RP” al vector formado por las columnas de la matriz M
(ubicadas en orden). En virtud del lema anterior, de la defincién de la distribuciéon Wishart central
y del teorema central del limite multivariado, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. Si M,, son matrices aleatorias tales que nM,, ~ W, (n, %), entonces

Vn(vec(M,,) — vec(X)) N N(0,®), donde ® € RP**P*. Si denotamos a ¢ij ki al elemento de
® que corresponde al la covarianza entre las entradas (i,7) y (k,l) de v/n(M, — X), entonces
Gijkl = Oik0j + 040k, donde o5, 1,7 = 1,...,p, son los elementos de la matriz 3.

Obtenemos por lo tanto el siguiente corolario:

Corolario 2.3.3. Sea S definida como en (2.1). Entonces, v/n(vec(S) — vec(X)) N N(0,®) con
® definida como en el Teorema 2.3.2.

Veamos ahora cuéales son la funcién de densidad y la caracteristica de la distribucién Wishart.
Ambas demostraciones pueden encontrarse en Fujikoshi et al. (2010). Para una matriz A € RP*P
llamaremos etr(A) = exp(tr(A)).

Lema 2.3.4. Si W ~ W,(n, X, A), entonces la funcion caracteristica de W esta dada por
Cw(T) = |I, — 2iXT|" 2 etr{i AT (I, — 2iST)} .
En particular, si W ~ W, (n,X), entonces Cw (T) = |I,, — 23T~

Lema 2.3.5. Si W ~ W,(n,X, A) entonces, si n > p, la funcién de densidad de W viene dada
por

1 1 n—p=1
Fw(T) = = etr(— =3 'T)| T 5 pag) -
™) = sy 2 DT s
En particular, si W ~ W,(n,1,), se tiene fw(T) = ﬁ() etr(—%T)|T|n7571H(T>0).
2Ty %

Por 1ltimo, enunciaremos el Teorema de Descomposicién de Bartlett que va a ser de utilidad
mas adelante. Su demostracién puede verse en Muirhead (1982)

Teorema 2.3.6. Sea W ~ W, (n,I,). Entonces, W = CCT donde C es una matriz aleatoria
triangular inferior, los elementos C; j con i > j son N(0,1) y los elementos diagonales al cuadrado
0121 se distribuyen como una X?z-l—l—i v ademas todos estos p(p+ 1) /2 elementos son independientes.

2.4 Desarrollos asintoticos

En esta seccién nos vamos a concentrar sélamente en estadisticos que tienen un tipo especifico de
momentos. Esto va a servir para hacer desarrollos asintéticos para el test de cociente de maxima
verosimilitud para testear igualdad de matrices de covarianza entre distintos grupos. Vamos a
mostrar dos desarrollos: el primera es de utilidad cuando el tamano de la muestra es grande pero
deja de aproximar bien cuando la dimensién p también es grande. El segundo contempla también
el caso en que ambos parametros sean grandes.
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2.4.1 Desarrollo para el caso de tamano de muestra grande

Consideremos un estadistico W con momentos de la forma

EWh = K <HZ:1 Vi ) " [T5: T(xj (1 + h) + &)
[liie” ) T Tk +h) +m)

donde I'(+) es la funcién Gamma, 22:1 Yr =D _j_1 x; y K se define para que E(W?) = 1, es decir,

h=0,1,... (2.3)

Hk 1 Uye + k)
K=
H] 1Dl + &)

Este estadistico, aunque parezca artificial, aparece en varios problemas de interés que involucran
a k poblaciones con distribuciones N (uj, 3;). Por ejemplo, el estadistico del test de cociente de
maxima verosimilitud para testear igualdad de matrices de covarianza (que vamos a estudiar en el
siguiente capitulo) o el del test Hy : py = ... = py, cuando 3; =3 V j=1,... k.

Consideremos V = —2plogW con 0 < p < 1 una constante que varia con N y definamos
aj = (1= p)zj, B = (1 — p)ys.

En lo que sigue, vamos a asumir que «; y i tienen limites cuando z; e y;, tienden a infinito.
Notemos que esto implica que p = py — 1. Supongamos también que z; = ¢; N para j =1,...,ay
yr = dpN para k=1, ..., b.

Consideremos la funcién caracteristica C(t) de V, es decir, C(t) = E(e™V) = E(e~2#rlos W) =
E(W ~2itp),

Tomando logaritmo de ambos lados y usando (2.3) se puede ver que

log C(t) = (2itp) ijlogx] Zyklogyk +Zlogf xj(1 —2itp) + &)
= 7=1

b

a
— > "log T (yx(1 — 2itp) + i) + Z logT(yk + ) — »_logT(x; + &) .
k=1 k=1 j=1

Vamos a necesitar la siguiente formula de Barnes (1899):

m

logT'(z +h) =log V21 + (2 + h — 1/2)log z — z — Z(—l)
r=1

r BT+1 (h)

r(r+1)z" R (2),

donde R, 11(z) € O(z~™*1) y B,(h) son los polinomios de Bernoulli de grado r definidos como

ht T

o
=>_ 7B(h)

r=0

\1

Algunos de dichos polinomios son Bo(h) = 1, By(h) = h —1/2, Ba(h) = h®> — h +1/6, B3(h) =
h3 — 3h%/2 + h/2, By(h) = h* — 2h3 + h? — 1/30, Bs(h) = h® — 5h*/2 + 5h3/3 — h/6.
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Usando esta férmula, podemos desarrollar la expresién que obtuvimos para log C(t). Agrupando
convenientemente, obtenemos

log O(t) = —g log(1 — 2it) + iwr{(l —2it) 1} + Ry, (2.4)

=1
donde

a b
=235 - 5la-b) (2.5)
j=1 k=1

_ Y ) Bl &) "\ Byt (B + 1m0
R CERY ]2 (p;)" ; ()" 20
b
Ry e Z O(z7"D) Z O(yk—(rﬂ))'
k=1

Usando el desarrollo (2.4) e invirtiendo la funcién caracteristica para obtener la densidad (y luego la
acumulada), se tiene el siguiente teorema de Box (1949) cuya demostracion puede verse en Fujikoshi
et al. (2010).

Teorema 2.4.1. Supongamos que los momentos en una variable aleatoria 0 < W < 1 estan
dados por (2.3) con x; = ¢;jN, y,, = diN con Z Zk 1 di. Entonces, tenemos el siguiente
desarrollo para la variable aleatoria V = —2plog W

P(V < 2) = Gy(@) + 25 {Grale) -G s+ 05 {Gaola) — G(o)}

+ L {Grisla) = Gp0)} + 35 {GHg( 2) = 2Gpya(@) + Gy(2)} + O(m™)

donde Gy (x) es la funcién de distribucion acumulada de una distribucion X?c con f definida en
(2.5), p y m definidos como p=1—~/N, m=Np=N —~ y~, v,i=2,3,4 estan dados por

ZC_IBQ fj Zd B2 77k

1

=g 72f+Z]B3€] Zd Bs (k)

1
=15127 f—24’Y’72+Z ¢;° Ba(&;) Zd °Ba(m)
j=1

1

4
20 *7 f+607’72+60773+zc Bs(&5) Zd Bs(ny)

7=1

V4=

Notemos que se eligi6 p de forma que w; = 0 en (2.6).

Como mencionamos al principio de la seccién, esta expresion deja de ser 1til a medida que p
crece. Veremos ahora otra desarrollo asintotico que sirve para cuando el tamano de la muestra y
la dimensién de cada elemento son ambos grandes.
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2.4.2 Desarrollo para el caso de alta dimension

Consideremos un estadistico W con momentos de la forma

[T T(x; + hrj + &) Tlhey T(uk + )
Hk:l (yk+h+77k)n 1 T + &)

E(Wh) =

y llamemos V=- log(W). Indicamos por C a la funcién caracteristica de V. Este tipo de es-
tadisticos, bajo algunas hipotesis, provienen de transformar estadisticos como los que consideramos
al principio de la seccién.

Usando nuevamente que C(t) = E(e~#1°8W) = E(W i) obtenemos que la funcién generadora
de cumulantes se puede escribir como

b

log C(t) ZlogF (xj + & —itry) —logT(x; + &) — Zlog D(yg + mx — it) —log T'(yr + mie) -
j=1 k=1
(2.7)

Para esta desarrollo en vez de la férmula de Barnes para el logaritmo de la funcién I', vamos a usar
el desarrollo de Taylor. De esta forma, tenemos que

logI'(a +b) = logT(a) + 3 $¢<k—1>(a) o

donde 1 (2) = % logI'(z) es la funcién polygamma. Esta funcién puede expresarse como

1
v C+Z<1+k —|—a>7
0 s+1

Z +as+1 s=1,2,...

0

Como los cumulantes ) cumplen log C(t) = S k)(it)*/s!, usando la expresién (2.7) obten-
emos la siguiente expresién para los cumulantes,

R = (1Y ety + g)m = D D k) o s =12
j=1 k=1

Consideremos al estadistico estandarizado

V -k
T (k@)12

y sean 7®) = k(®) /(k(2))3/2 1os cumulantes estandarizados. Es fcil ver que la funcién caracteristica

de Z puede escribirse como
O
Cyz(t) = exp {— + Z o (zt)s} .

s=3
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Por lo tanto, haciendo un desarrollo de exp(z) para z € C obtenemos

s=0
: 1 3 g [ o= RO k
exp{—2} +Zy(zt) Z (S+3)'(zt)
k=1 s=0
t2 00 1 3k<m N
= exp {— 5 } 1+ Z H(Zt) Z’Yk’j(lt)] (2.8)
k=1 =
donde F(s143)  (sk+3)
S1F-tsp=j (51 + 3) A (sk, + 3)

Para obtener un desarrollo asintético para Z usando (2.8) necesitamos que v ; € O(m~U+k) para
algin pardmetro m. En ese caso tendriamos

k
t2 S 1 ' s—k N B
Cr=exp {5} 31+ 3 5% [ Lo | {+00m 1),
k=1 " =0

Usando formalmente el Teorema 2.1.1 se obtiene que la funcién de distribucién para Z hasta el
orden m~® se escribe como

s s—k
Qsl) = B(@) = 9(2) § 37 20> s Hypasa(2) ¢ (29)
k=1 7=0

donde ® y ¢ son las funciones de distribucion y la densidad de una normal estdndar, respectiva-
mente, H,. es el polinomio de Hermite de 6rden r, definido como

e (f) = (1) H, () exp <x;> |

Es importante tener en claro que estas expresiones se obtuvieron formalmente, es decir, hay que
probar que efectivamente estos desarrollos asintéticos tienen el orden deseado.

2.5 Martingalas

En esta seccién vamos a definir el concepto de martingala y luego vamos a enunciar un Teorema
Central del Limite. Su importancia en nuestro trabajo radica en que este teorema es uno de los
principales métodos en las demostraciones de resultados (n, p)—asintéticos.

Definiciones.

e Se dice que {Fy,}nen es una filtracion si es una sucesion creciente de o—4dlgebras.



15

e Una sucesion de variables aleatorias X,, se dice adaptada a {F,} si para cada n € N vale
que X, es medible respecto de F,.

e X, se dice una martingala respecto a {F,} si

(i) E(|Xn]) < oo
(ii)) X,, es adaptada a {F,}
(iii) E(Xp41|Fn) = Xn
e Si en la condicién (iii) se reemplaza el = por < o >, X,, se dice respectivamente una su-

permartingala o una submartingala respecto a {F,}. Ademds, si la condicién (iii) se
reemplaza por E(X,41|F,) =0, X,, se dice una martingala diferencia respecto a {F,}.

e Se llama arreglo de martingalas a las sucesiones dobles {Sy;, Fni,1 <1 < k,,n > 1} donde
las variables Sy; tienen media cero, varianza finita y son una martingala para cada n fijo. Se
define de forma analoga el arreglo de martingalas diferencia.

Ejemplo. Consideremos las tiradas sucesivas e independientes de una moneda equilibrada. Llamemos
&, ala variable aleatoria que vale 1 si en la n—ésima tirada la moneda sale cara y -1 si en la n—ésima
tirada sale ceca. Sea X, =& + -+ &,y Fn = 0(&1,. .-, &) la o—dalgebra generada por las vari-
ables £1,...,&,. Entonces, X,, es una martingala respecto a {F,}. Efectivamente, las dos primeras
condiciones son triviales de verificar. Para la tercera, notemos que X,4+1 = X, + &,41. Por la
linealidad de la esperanza condicional y la independencia de &,1 con {F,}, tenemos que

E(Xn—&-l“’rn) = E(Xn‘}—n) + E(§n+1|-7:n) =Xn+ E(&n—H) =Xn

Notemos que si tenemos una martingala S, respecto a {F,} entonces la sucesién X, = S,, — S,_1
es una martingala diferencia, donde Sy = E(X7).

Enunciemos ahora el teorema central del limite para martingalas
Teorema 2.5.1. Sea {Sp;, Fni,1 < i < kp,n > 1} un arreglo de martingalas y consideramos

Xni = Sni — Sn,i—1. Sea n? una variable aleatoria finita en casi todo punto. Supongamos que

Voe>0, Y EXZL(|Xni| > €)|Fni-1) =0 (2.10)

Vitka = DB Faict) = 1 (2.11)
)

y que las o—algebras estan anidadas en el siguiente sentido,

Fri CFng1i ¥V 1<i<kyn>1.

Entonces, Sy i, = > ; Xni L, Z donde la variable aleatoria Z tiene funcién caracteristica E(e*t2”2/2).

Notemos que las variables aleatorias Z que cumplen que su funcién caracteristica es E(e‘t2’72/ 2
corresponden a una mezcla de normales, es decir, son de la forma 72N donde N ~ N(0,1) y N
independiente de n?. Si n? es una constante entonces la distribucién limite del teorema es normal.
A la condicién (2.10) se la llama condicién de Lindeberg.



Capitulo 3

Tests de igualdad de matrices de
covarianza

En este Capitulo vamos a introducir algunos test de igualdad de matrices de covarianza. En
primer lugar, vamos a recordar el test de cociente de méxima verosimilitud para el caso en que
p < ny p fijo, donde p es la dimensién de cada elemento de la muestra y n es el tamano de la
misma. Luego veremos como se ha hecho para adaptar este test en el caso (n,p)—asintético.

3.1 El caso p < n. Test de cociente de maxima verosimilitud

El test cociente de maxima verosimilitud es un procedimiento para obtener test de hipdtesis que
ha sido ampliamente estudiado. Supongamos que la hipdtesis a testear es Hg y la alternativa es Hj.
Llamemos X1, ..., X, a los valores observados de la muestra, @ € @ al vector de parametros descono-
cidos e indiquemos @y y ©1 a los subconjuntos de ® que determinan Hy y Hi respectivamente.
Sea ademds L(xy,...,Xp,0) la funcién de verosimilitud. Si el nimero

sup L(x1,...,Xp,0)
0,
sup L(x1,...,%Xp,0)
®,

fuese pequenio, entonces seria un motivo razonable para sospechar que Hj es falsa. Muchas veces,
restringirse a Hy determina un subespacio de dimensién menor respecto a la del espacio paramétrico
original @, por lo que el cociente de maxima verosimilitud se puede reescribir como

sup L(x1,...,Xp,0)
C]

0
sup L(x1,...,%p,0) (3.1)
e
En la situacién que nos interesa, supongamos que tenemos k grupos y para cada grupo ¢, una mues-
tra aleatoria X1, ..., X;p, proveniente de una distribucién normal N (0, %;). Queremos estudiar el
problema
Hy:31=3%=---=34 vs. Hy:3i#j tal que X; # %;. (3.2)

16
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Por lo tanto, para hallar el test de cociente de maxima verosimilitud podemos utilizar el estadistico
dado en (3.1). Sean = Z,’f:l ni, S; = V;/n; la covarianza muestral para el grupo i—ésimo, donde

i k
V=31 xix; y V=23 Vi

Primero enunciaremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.1.1. Si X;,...,X,, es una muestra aleatoria con X; € RP donde X; ~ N(0,X), ¥ >0y
n > p entonces el estadistico de maxima verosimilitud para ¥ es ¥ =V /n.

DEMOSTRACION. La funcién de verosimilitud para esta muestra la podemos escribir como

LX) = L(x1,...,%X,, %) = <217T>p; <|213|>gexp{;tr(2_1V)} :

A~

Tenemos que ver que L(X) > L(3X) para toda X simétrica y definida positiva. Observemos que
L(Z) > L(Z) < logL(X) > log L(X)
n N 1 n n \%
——log(|Z]) — =np > —=log(%) — —tr ( X1 —
= R 108(18) — v > ~Slog(m) — Fur (571Y)
— log(|Z]) +p < log(T) + tr(=71%).

Como ¥ es simétrica y definida positiva con probabilidad 1, existe una matriz C tal que S = CCT.
Luego, tr(27!'%) = tr(CTE7!C). Llamemos 61,...,0, a los autovalores de CTE'C y notemos

que
DI ] S
log(X) = log <A\E| =log | = | +log(|X])
X X
y que
& ATv 130 _ 1 &1E =
[[o:=1e"=7"CI=elcrI= = g
i=1
Entonces,

L(S) > L(Z) <= log(|Z]) +p < log() + tx(X ')

< p<log (:g:) + tr(EflfJ)

p p
— 0< —Zlog(Qi)+Z9z’—p
i—1

i=1
P
= 0<) 60— (log(6;) +1).
i=1
Recordemos que si > 0 entonces = > log(z) + 1, por lo tanto Y %, 6; — (log(6;) + 1) > 0, como

queriamos ver. [

Teorema 3.1.2. Consideramos las k muestras aleatorias X;; ¢ RP, 1 =1,...,k, j =1,...,n; tales
que X;; ~ N(0,3;), 3; > 0 y n; > p. Entonces, el test de cociente de maxima verosimilitud para
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(3.2) se basa en el estadistico
e T [Vl

A= = 3.3
i ™ V2 .
y la distribucién asintética de —2log A es una Xfc donde f = p(p+1)(k — 1).
DEMOSTRACION. Llamamos L;(X;) ala funcién de verosimilitud para el grupo i—ésimoy L(Xy,...,X,)

a la funcion de verosimilitud global. Sea @ el espacio paramétrico y denotamos Oy y @7 a los
subespacios de ® que determinan Hy y Hj respectivamente. Es claro que dim(®) > dim(®y), por
lo tanto podemos calcular el estadistico del test usando la férmula (3.1). Por otro lado, como el de-

nominador sup L(X1,...,X,) = [[Y_; Li(X;), entonces podemos usar el Lema 3.1.1 para calcularlo.
Tenemos entonces que
P p A
sg)pL(El, ..., 2p) =sup H Li(%;) = HLi <nl>
i=1 i=1 t

Por otro lado, para el numerador, tenemos que calcular

®, by by

pn n
1\2 /1\2 1
= — — o .
S;;I)(?W) (2!> eXp{ 2"t V)}

Entonces, observando la demostracién del Lema 3.1.1, tenemos que

pn n
1\ 2 1\2 1 _
sup L(Xq,...,%,) =sup L(X,..., %) =sup (27r) <m> exp —2Zz;xgj2 1xij

pn n
vV Vv L N N R
L(Z1,... . ) =L —...,— )= (=) e2?( ) n?.
P (1,5 %) <n n) <2w> © (\V|> .

Dividiendo las expresiones obtenidas para el numerador y el denominador se obtiene el estadistico
A, como queriamos. Por otra parte, la diferencia entre las dimensiones de © y el espacio ®¢ definido
por Hy es

):kp(erl) _plp+1)

)p(p+ 1)
2 2

f=dim(®) — dim(® 5

= (k-1

de donde —21log(A) 2, Xfc, como queriamos ver. [

Para el caso en que la media p es desconocida, el estadistico del test es muy parecido. En primer
lugar, las matrices V; se reemplazan por A; = Z?;l(xij —X)(x;; —X)" y se puede probar que de
esta forma se pierde un grado de libertad en la matriz Wishart. Es decir, A; ~ W,(X,n; — 1). Es
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facil demostrar que, si llamamos A = A; + --- 4+ Ay, entonces el estadistico del test de maxima
verosimilitud es L
i | ey ¥

[T, m™? 1A

=

Se puede ver que este test es sesgado y que cambiando n; por n; — 1 y n por n — k (es decir, por los
correspondientes grados de libertad de A y A;), el nuevo test resulta insesgado. Por este motivo,
suele considerarse el estadistico

)
[T (i — D2 )75t

Veamos ahora que podemos aplicar el teorema de Box para obtener desarrollos asintéticos de estos
estadisticos. Necesitamos primero el siguiente lema,

Lema 3.1.3. Bajo Hy, el h—ésimo momento de W = |V|*/? Hle [V|™i/2 es

NP n—j+1) ({rLG0m+nh—j+1)
(W>_H 1n+nh—j+1))<H 2F(%(n¢—j+1)) )

2 =1

A =

(3.4)

DEMOSTRACION. Notemos que bajo Hy, Vi ~ Wy(n;,X) y V ~ W,(n,X). Como W es invariante
bajo transformaciones no singulares del tipo V; — AV;AT v V +— AVAT, se puede suponer
sin perder generalidad que ¥ = I, (pues Y EV,EE ~ W (1, Ip) y Y VET: ~ Wy(n,I)).
Llamemos I'y(a) = aPP~V/ATP_ T(a — (i — 1)/2) y K(p,m) = (2P™/? Fp(m/Q))_l. Teniendo en
cuenta la funcion de densidad de una matriz Wishart, se tiene que

k 2k
E(Wh> A7
=1 =1
nh
2k
/ VZ- H T etr(—=V,)|Vy| . dVy,
V> — =1 2 Tp(%)
_nh
ﬁ S / /Xk:V QIEIVIW’SMM VDK (ponih + n) dVy .. dV
; ; etr(—-V; n; n; .
Zlepynzh‘i‘nz) =t 7 i 7 9 i D, 1y ) 1 k

V,;>0
(3.5)

Ahora, notemos que (3.5) es la esperanza de ]Q]_%h con Q = Zle Q; donde Q; ~ Wy(nih+n;,1,),

es decir, Q ~ Wy(nh+n,I,). Por el teorema de descomposicién de Bartlett, tenemos que Q = CC"
donde C es una matriz triangular inferior cuyo j—ésimo elemento diagonal ¢; cumple que c? se

distribuye como una y? .y todas las ¢? son independentes. Recordemos que el g—ésimo
¥ Xnhinti—j ¥ : P q q

momento de una variable A distribuida como x?2 se obtiene como

E (A7) — 2qF(n/Q +4q)

2 0.
T(n/2) para n/24q>
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Entonces, como (nh+n+1—35)/2—nh/2=(n+1-75)/2>0paraj=1,...,p (puesn > p), s
tiene que

E(jQ™%)=E B (L@

— 9=
g (A(n+nh+1-7j))
La férmula del enunciado sale de que
k k
P 1K(p,mh+nz Pl i +1-7))

Usando este lema, sale inmediatamente la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.1.4. Bajo Hy, los momentos del estadistico A son

h\ _ =1 (/2"2 T T, T (500 + nih = 141))
0) =K e T (b e )

En este caso se cumplen las hipdtesis del Teorema de Box 2.4 tomando z;; = n;/2, y; = n/2,
&= (1-1)/2ymn; =(1—j)/2, luego tenemos el siguiente desarrollo asintético,

Proposicién 3.1.5. Bajo Hy y asumiendo que n;/n — r; € (0,1) ¥V i =1,...,k, se tiene que

P(~2plog A < #) = G (x) + —5(Greala) = Gy(a)) + Om™?)

= Gyla) = Zos) (14 555 ) + 0,

donde Gy, gy son respectivamente las funciones de probabilidad acumulada y densidad de una X?v-
Las constantes m, p, f y v se definen como

o 2p% +3p—1 " - p(p+1)
m—pn—n—(wuf_”(Zm—l), f—(k—l)T

—1

k
7:1’(1)4;51){( p+2< %— >— k—l)nQ(l—p)z}-

—1

Este desarrollo pierde potencia de aproximacién cuando p se hace grande. Vamos a mostrar
otro desarrollo asint6tico que sirve para el caso en que tanto n como p son grandes. Para esto
consideremos al estadistico transformado W = W2/" donde W estd definido como en el Lema
3.1.3. Se ve facilmente que los momentos de W son

Pk , o u
H,E(”V[V/h>:HHF[%én—wrl)]r[l(nZ ]+1) + R
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Si suponemos que % es constantemente 7;, entonces estos momentos tienen la forma descripta en

la Seccién 2.4.2. De esta forma, los cumulantes del estadistico V = — logW son

P k
B = (1Y {—ww;(n )R S 1))75} ‘

j=1 i=1

Siguiendo argumentos analogos a los de la Seccién 2.4.2, definimos el estadistico y cumulantes
estandarizados como

1) (s)
goVoRy o e By (3.6)
(Kg))l/Q’ (/{g))s/Q

Indiquemos con OF a un término de orden j respecto a (n=1,p~1). En Wakaki (2007) se prueba
que el desarrollo formal dado en (2.9) vale en este caso y obtenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 3.1.6. Sea V dado como en (3.6). Entonces la funcién de distribucién de V se puede ex-
pandir como P(V < x) = Q4(s)+0%, , donde Q4(x) = ®(x)— () {Zj:1(1 /rl) 5 %J-ng_l(x)},

con
R143) | Flsrt3)

Trg = .
’ sﬁ.,,ZJrsT:j (s1+3)!...(sr +3)!

3.2 El caso (n,p)—asintético

En esta secciéon vamos a mostrar algunos test de igualdad de matrices de covarianza entre grupos
para el caso de alta dimensién. En los casos en que no hagamos las demostraciones de los resultados
(n, p)—asintéticos, mencionaremos cudles fueron las ideas principales para establecer este tipo de
resultados.

3.2.1 Distribucién (n,p)—asintética del test de cociente de maxima verosimilitud

Recientemente se obtuvo un resultado (n,p)—asintético para el test de cociente de méxima
verosimilitud que acabamos de estudiar. Notemos que el estadistico considera los determinantes
de las matrices V y V;. En particular, este test no tendria sentido si alguna de las matrices V;
fuese singular con probabilidad 1. Teniendo esto en cuenta y recordando la definicién de las V;, es
necesario pedir que n; >p V i=1,... k.

El siguiente es un teorema (n,p)—asintético sobre el test de cociente de méxima verosimilitud
con p desconocido, cuya demostracién puede verse en Yang y Jiang (2013).

Teorema 3.2.1. Sean X1, ..., X;,, muestras aleatorias provenientes de distribuciones Np(p;, 3;).
Supongamos que p tiende a infinito y los tamanos de muestra n; = n;(p) cumplen que minn; > p+1
y limy, 00 p/n; = yi € (0, 1]. Consideremos el estadistico \* = X}, del test de méaxima verosimilitud
con media desconocida definido en (3.4). Entonces,

log(Ay) =k D
e N, (3.7)
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donde
1 p
jk: p
— i:1(ni - 1)(2711 - 2p - 3) log (1 - ny — 1>]

1 p b n; —1\? D
2 _ - _ _ L _
o*n—2[log<1 n—k‘> El<n—k) 10g<1 ni_1>].

i=
La idea de la demostracién es mostrar que la sucesién de funciones caracteristicas de

10g(/\2) — Hn
(n—k)oy,

tiende puntualmente a la funcién caracteristica de una N(0,1).

Es importante tener en cuenta que los estadisticos A y A* definidos en (3.3) y (3.4) tienen
esencialmente la misma estructura y los tinicos cambios son los grados de libertad de las matrices
Wishart a las que se les toma el determinante dentro del estadistico. Por eso tenemos como corolario
el siguiente resultado para el estadistico A.

Corolario 3.2.2. Sean X;i,...,X;,,,¢ = 1,...,k muestras aleatorias provenientes de distribu-
ciones Np(0,%;). Supongamos que p tiende a infinito y los tamanos de muestra n; = n;(p) cumplen
que minn; > p y lim, o p/n; = y; € (0,1]. Consideremos el estadistico X\ = \,, del test de maxima
verosimilitud con media cero definido en (3.3). Entonces,

. log()\n) — Hn D

Cn = e, — N(0,1), (3:8)
donde
k
iy = i [n(2n —2p—1)log (1 _ %) — ;n,(?m —2p—1)log (1 — j;)]
1 p ni)? b
=5 llog(l‘n) —;(n) log <1_m>] '

Teniendo en cuenta este Corolario, se propone un test basado en el estadistico C,, definido en
(3.8). Recordemos que bajo la hipétesis alternativa se espera que A, sea chico. Luego, dado un
nivel 0 < « < 1, en este test rechazaremos si C), es menor que el percentil (1 — «)100% de una
distribucién normal estandar.

Este test tiene dos supuestos fuertes. En primer lugar, se supone la normalidad de los datos y
por otro lado se asume que el tamano de muestra de cada uno de los grupos es mayor a la dimensién
p de cada elemento de las muestras.

En la simulacién del Capitulo 6 incluiremos un estudio de nivel y potencia para el Test de
Cociente de Maxima Verosimilitud de la Seccién 3.1 y para el test presentado en esta subseccién.

Vamos a ver algunas otras ideas que surgieron para realizar este tipo de tests y que debilitan
las hipétesis del Teorema 3.2.1.
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3.2.2 El test de Schott (2007)

Supongamos que tenemos k > 2 grupos de variables aleatorias {X;;,i=1,...,k,j5=1,...,N;}
tal que la variable aleatoria X;; tiene distribucén normal y matriz de covarianza X; y media p;.
Las hipdtesis a testear son

Ho:¥1=---=3%; ws. Hy:3 4,5 tal que 3; #3%;.

Supongamos tener estimadores independientes S1, . .., Sg para las matrices 31, ..., 3 donde n;S; ~
Wy (2;,ni). Notemos que si las medias p,; fueran conocidas, n; coincide con N; tomando S; =
Zjv; 1 (Xij — i) (X5 — i) " y si las medias fueran desconocidas, entonces se puede tomar n; = N; —1
tomando S; = 32N (X — X;) (X5 — Xi)".

7=1
Dada una matriz A € RP*P, A = (a;j), se define su norma de Frobenius como ||A||p =
Vtr(AAT). Es facil ver que esta norma también se puede definir como ||A||r = i a?j. El

estadistico propuesto se basa en la norma al cuadrado de Frobenius de la diferencias de las matrices
S;. La ventaja de trabajar con esta norma es que los estadisticos suelen resultar invariantes por
rotaciones y esto permite hacer algunos supuestos que luego facilitan las cuentas.

Maés especificamente, consideramos el estadistico ), _ j tr((S; — S;)?). Notemos que
E(tr((S; — 8;)?)) = E(tr(S7)) + E(tr(S3)) — 2E(tr(S;S;)) -

Llamemos s; ¢, al elemento (¢,q) de matriz aleatoria S; y 0, al elemento (t,q) de la matriz 3;.
Usando el Teorema 2.3.1 y que n;S; ~ Wpy(n;, 3;), tenemos que

P p
E(tr(S) =E | > sty | = D E*(sitg) + VAR(si1g)
t,q=1 t,q=1
1
Z Uz tq Ul #t0i,qq 1 0; tq) = tr(22) + 7(“‘(222) + tr2(zi)) :

t,g=1 ¢

Por otro lado,

P
E(tr(S;S;) Z SitgSjtq | = Z E(si,9)E(8)tq) Z Oitq0jtq = tr(2iX;).

t,g=1 t,g=1 t,g=1

Combinando estas ecuaciones, tenemos que

E (D tr((Si—8;)%) | =) tr((Zi — %) +i{tr(23)+tr2(2i)}+i{tr(2§)+tr2(zj)}.
i<j 1<J i nj

Notemos que

p p
Z (siteSigg) = Y COV(Siut, $igq) + E(si01)E(544q)
t,qg=1

P
2
Z g; tq + 0itt0i,qq = nltr(E?) + () .

)
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Ademds, si n; = (n; +2)(n; — 1), tenemos que

B (- stos — 20r(89) + er(50)] ) =B (G2 {en(mh o )+ i

= tr(2?) + tr?(%;).

Combinando estos resultados, podemos facilmente llegar al Lema 3.2.3.

Lema 3.2.3. Sean Si,...,S; estimadores independientes para las matrices X1, ..., X, donde
n;Si ~ Wy(X;, n;), entonces se tiene que

1

tp = Y tr((Si —8;)*) — n [ i(ng — 2)tr(S7) + njtr?(Sy)] — . [nj(nj — 2)tr(S%) + n2tr*(S;)]
1<J nin; n] ;
nj 2 U n;
= ; { } tr(S?) + { — ]nj } tr(S?) — 2tr(S;S;) — Etrz(si) _ thﬁ(sj)

(3.9)

es un estimador insesgado de }_;_;
sélo si Hy definida en (3.2) es cierta.

tr ((Zl — Ej)Q). En particular, t,, tiene esperanza cero si y

El siguiente resultado permite obtener la varianza del estadistico t,, definido en (3.9). Su
demostracién puede verse en Schott (2007).

Lema 3.2.4. Bajo Hy : 31 = --- = X}, = X, la varianza de t,, se puede expresar como
O'Zp = c1tr(ZY) + e {tr(ZH)}2, (3.10)

donde

ninj(n; +nj)% + (2n; — nj)(2n; — ni)(n; +nj) — 2(3n2 + ninj + 3n§) +8
-

1<j i1t
ny —

141

+4(k —1)(k —2)

sMw

ninj(n; + 2 + 3ninj(n; + nj) — 2(2n? + nyn; + 2n? 2) —4(ni +n5) +8
_—

nin; 1N,

1<J

U
+4(k —1)(k —2) Z*

El resultado principal del trabajo de Schott (2007) es la normalidad (n, p)—asintética bajo Hy
del estadistico ¢,,. En cuanto a los pardmetros de la normal, la tnica candidata a la media puede
ser cero. Para hallar un candidato a varianza, tenemos que calcular el limite de las varianzas dadas
por el Lema 3.2.4. Consideremos h un indice para coordinar el movimiento de los n; y p. Para
calcular este limite asumieremos lo siguiente:
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A1l. Cuando h — oo,

Ph s b € [0, +00).
ik
A2. Bajo Hy, si llamamos ) = ¥ = - -+ = Xy, entonces
t T
lim tr(®h) = € (0,400) r=1,...,8.
h—oo  Pp

Lema 3.2.5. Bajo A1y A2, limy, o005, = >, 4(bi +b;)%75 + (k = 1)(k — 2) Sk 4b22

DEMOSTRACION. Tenemos que limy_, o a,%p = limp_eo clhtr(Z%) + limp, oo Cthr2(Z%). Para el
primer término del limite notemos que

tr(=})

lim clhtr(E;lL) = lim cippp =4 lim cippp -
h—o0 h—o0 h—o0

Haciendo un anélisis sencillo de los érdenes de cada n;, en la expresién de ¢; y observando que la
condiciéon A1 implica que p, € O(n;,) para todo i se puede ver que este limite vale cero.

Para el segundo término, observemos que

tr(7)

2
lim coptr?(X2) = lim Cth,%{ } =12 lim copps .
h—o00 h—o0 h—o0

Haciendo el mismo tipo de analisis que el hecho para el primer término, se ve que los 1inicos términos
del limite que no valen cero son los

) p?nin;(n; +nj)? p(n; +n
4~42 lim J J (j > =4 b; + b;)
T2 h— 00 Z Z /771'773 T2 Z

nn
i1t i<j

k

2 k
4k = 1)(k = 2)73 lim % Ak —1)(k — 273 Y02
v i=1

Juntando estos dos términos se obtiene el resultado. O

El siguiente teorema muestra que efectivamente la distribucién (n, p)—asintética del estadistico
tnp €s, bajo Hp, una normal con la media cero y varianza dada en el Lema 3.2.5.

Teorema 3.2.6. Sean X;i,...,Xyn,,,%¢ = 1,...,k muestras aleatorias provenientes de distribu-
ciones Np, (0,%;,). Sean Sy, ..., Sk, estimadores de las matrices Xy, . .., Xk, respectivamente,

tales que n;pSip, ~ Wy, (nin, Xin). Bajo Al y A2, se tiene que ty, = N(0,6?) cuando h — oo,
donde

= A +0;)*9 + (k= 1)(k - 2) 24@%

1<j
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DEMOSTRACION. Vamos a omitir el indice h en esta demostracién para simplificar un poco la
notaciéon. Observemos que el estadistico t,, es invariante bajo trasformaciones de la forma S; —
PS;P donde P es una matriz ortogonal, por lo tanto, podemos asumir que bajo Hy, 3 = 3| =

- = 3, es una matriz diagonal. Si fijamos un grupo %, entonces n;S; ~ W,(n;, 3) con X diagonal.
Recordemos que, si wy,..., W, son i.i.d. con distribucién N,(0,X) con X diagonal, entonces los p
elementos de cada w; son independientes. Entonces podemos escribir

n

n
(nS)r = Z(Wtth)jk = Z Wej Wi, donde wyq ~ N(0,04q) independientes, ¢=1,...,p

t=1 t=1
= Zaﬂ akk 24524k donde z; ~ N(0,1) independientes, qg=1,...,p
= UJIJ/Qa,i,/CQZTZk donde Z; ~ N,(0,I,) independientes, s=1,...,p

y por lo tanto, obtenemos la siguiente expresién para s; ji,

—1 1/2 1/257
ik =N, O'”/ / Z,,Zi, (3.11)
donde Z; 1, ...,Z;, son independientes con distribuciéon Ny, (0,1,,).
Para ¢ =1,...,p definamos X,, y = ¢, y —t, ¢—1. Nuestro objetivo ahora es ver que esta sucesién
doble es un arreglo de martingalas diferencia. Vamos a encontrar una expresién para X, . Para

eso primero notemos que si llamamos Sge) al bloque de ¢ x ¢ superior izquierdo de la matriz S;,

entonces
0 2) < (e-1) > ZK -
tr ((SZ ) (S > 2h:18 ,hf_}—slef

tr (SEZ)Sy)) (S(z 1) S(z 1) )

-1

r2 (sl@) — tr? (Sgé_l)) =2 sipnsiee+ St

h=1

8i,heSj,he T SieeSj e

||PﬂN

Usando (3.9), tenemos que

S () o ()]

1<7

+ {1 _ njn; 2} {tr <(S§f)>2> —tr ((85-41))2) } —9 {tr (Sy)sy)) . (Sgeﬂ)sgg,n)}
-t (87) —e (870) - S {ee (87) -t (570)
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Luego, podemos expresar X, o = > ._. T;j¢ donde

1<j

Tij 6 = Plie T PLje — P2ij.6 — P3if — P35L

1
n; — 2
Plig = {1 - — } <2 Z 512,h£ + 3?,2@)
h=1

;i

-1
p2ije = | 2 ZSi,hZSj,hZ

h=1

+ Sz‘,eesj,ez>

-1
n/L' 2

p3ie = — |2 Z Si,hhSie | + Sip0 | -
Uy b1

Consideremos la fitracion F, p—1 = {Z;1,...,Z; -1 i =1,...,k}. Notemos que es la misma para
cada n, por lo que estdan anidadas en la forma del Teorema Central del Limite para Martingalas.
Recordando la expresién (3.11) que tenfamos para s; ji, demostraremos las siguientes identidades:

ThhO
E (S 6l Fni1) = 2 Z;1Z;p (3.12)
7
2 Utge
E (S} ¢l Fne—1) = n*(nz +2) (3.13)
(A
E (SineSjnel Fne—1) =0 (3.14)
E (Si0eS; 0 Fro—1) = 04 (3.15)
ThiO
E (SinnSielFre-1) = ———Zip,Zip - (3.16)
T
Indiquemos Z; , = (zin1,-- -, 2zihn,;) " - Para probar (3.12) observemos que
n;
E (87 hel Fro—1) = n; 2oponE (Z5hZip)* | Frp—1) = n; 2opnonE Z ZihrZitrZih,sZils | Frl—1
r,s=1
n; n;
= n; 2ohnou Z ZinZins B(ZiesZies) = N7 20nnou Z 25 B (25,) =1 2onmowliy i, -
T75:1 r=1

Veamos ahora (3.13).

n;
-2 —2
E (Sg,edfn,e—l) =E (312,66) =N Ue?e]E ((ZZ'T,ZZM)Q) =1y UtgeE Z zz'QZ,TZiQZ,s

r,s=1
n; n;
= ni_zo-lgé Z E (ZiQE,r) E (zizﬁ,s) + ZE (Z?E,r) = ni_zo-lgﬁ{ni(ni - 1) + 3’1%}
r,s=1 r=1
r#s

= n;lagg(ni +2).
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La identidad (3.14) se deduce facilmente de la simetria de Z;; ya que

n; Ny
2 ~1, -1
E (5740l Fne—1) = ny 'nj opnouE (Z > Zih,rzié,rzjh,szj&s|fn,£—1>

r=1s=1

-1 Z Z
=n, n] Uhho'fé Zih,rZjh, s Z@Z T)E<Zj€,s) =0.
r=1 s=1
Por otra parte, como Z;; ~ N(0,1,,) tenemos que
n; 1y

E (si008j.0l Fni-1) = n; 'ny ol > > E(2,) E(25) = ny 'y ogming = o,
r=1 s=1
lo que prueba (3.15). Finalmente, (3.16) se deduce de

g

~1 2 2 ~1 T
E (sinnSiee| Fre—1) =n; Onnoee E zins B (Zig.6) = 0y onnowZi y Zip .

r,s=1

Estas férmulas permiten calcular con facilidad las esperanzas condicionales de p1; ¢, p2:j.0 Y P3i,e-
Calculos inmediatos permiten obtener

(plzd"rné 1) {

{—1 2
2 Z;,7Z; —(n; + 2
}{ ; ng Confin o, (ni +2)

E (p2ije|Fne—1) = 20%

2
n Opp0
E (p31,0|Fn,e-1) 1{22 ity hZzh+ (m+2)}

Usando estas igualdades es facil probar que X, o es una martingala diferencia respecto a F,, , porque

k

1) = > E(prie) + E(p1je) — Epaije) — E(psie) — E(psje) = 0.

,j=1
1<J

E(Xn,

Para poder usar el Teorema Central del Limite para Martingalas, es necesario ver que vale

p
D R (X7 | Fpe1) = 67 (3.17)
/=1

y que vale la condiciéon de Lindeberg

p
ZE ’an’>€)|]:n€ 1)L>0- (3.18)
(=1

Las demostraciones de (3.17) y (3.18) pueden verse en Schott (2007). Por lo tanto, estamos en

condiciones de usar el Teorema Central del Limite para Martingalas. Luego, t,, N (0,6?%),
como queriamos probar. []
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Notemos que el valor de 62 es desconocido y por lo tanto necesitamos estimarlo. Llamamos
n= Zle niyS= (Zle n;Si)/n. Schott (2007) prueba que

k 2
6% =4 Z(W) +(k—1)(/<;—2)zi2 a?

=1 \ T =1
i<
donde ) 2(S)
n tr
“ (n—}—Z)(n—l)(r( ) — )

es un estimador consistente de 2. Por lo tanto, usando el Teorema de Slutsky y el Teorema 3.2.6
obtenemos que el estadistico t;,, = t,,/0 converge en distribucién a una N(0,1). Luego, fijado un
0 < a < 1, el test rechaza Hp cuando el valor de ¢}, excede al percentil 100(1 —«) % de una normal
estandar.

3.2.3 Otros tests para el contexto de alta dimension

Como mencionamos en la Introduccién, el problema de la alta dimensién cobré importancia en
los ultimos anos debido a avances informaticos. Vamos a describir algunas ideas para nuevos tests
y sus resultados (n,p)—asintéticos. Consideremos dos grupos con respectivas matrices de covari-
anza X1 y %y. Al igual que antes, tenemos dos muestras Xi,..., Xy, ¥ Y1,..., Yp, con medias
respectivas p; = (11,5 f1p)", Ho = (p21,- .., H2p)" (en principio desconocidas) y matrices de
covarianza 31 y 9. Nos interesan las hipdtesis

HQ : 21 = 22 VS. 21 75 22.

Cuando Hj es rechazada a veces es importante saber en qué coordenadas las matrices difieren.
Por ejemplo, en anélisis biolégico de microarrays, un cambio en la interrelacién de un gen con algin
otro sirve para detectar posibles mutaciones. Cai et al. (2013) proponen un test que permite inferir
sobre esto bajo Hi. Es claro que Hy es equivalente a que 1<I?3J]X< p|01’ij —02,i5| = 0, donde llamamos

ot,i; al elemento (¢,5) de 3y, t = 1,2. Teniendo esto en mente tendria sentido basar el test en el
méximo de los valores estimados para |0y ; — 02,4j]. Si usamos la matriz de covarianza muestral
para estimar las coordenadas de X y 39, entonces resulta que los estimadores |77 ;; — 02,;| son
heterocedasticos y por lo tanto hay que estandarizarlos.

Indicaremos por X = (Xi,...,X,) a la distribucién de la muestra X;,...,X,, y por Y =
(Y7,...,Y,) aladistribucién de la muestra Y1, ...,Y,,. La varianza de 71 ;; - 02; puede estimarse
como guj/nl + 52727/712 donde é\l,ij y 527“ son estimadores de VAR((X; — p1)(X; — p1j)) v de
VAR((Y; — poi)(Yj — po;)) respectivamente. Indicamos con Xj,; al elemento i—ésimo de Xy, Yy,
al elemento i—ésimo de Yy, X = (X1,...,X,)" al promedio de las observaciones Xi,...,Xp, v
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Y = (Y4,...,Y,)" al promedio de las observaciones Y7,..., Y,,. Entonces podemos tomar
0 ~ 12
015 = s - Z Xii — Xi)(Xgj — Xj) = G1,35]
025 = — Z Yii = Yi)(Yig = V) = Gas])”

Asi, se define
Ol,ij — 02,ij 2
VVZ']' = — — y Mij = I/VZ .
J
01,4 + 02,

El estadistico del test es M, = maxi<,<j<p M;; y se rechaza Hy cuando M,, es grande. Bajo
ciertas hipétesis para las observaciones que generalizan al caso normal, Cai et al. (2013) prueban
que M, — 4logp + loglogp converge en distribucién a una variable aleatoria V' con funcién de

distribucion acumulada
1 T
Fy(z) = exp e exp <—§>

v de esta forma se pueden constriur tests asintoticos de nivel o para 0 < o < 1.

Otro test que se restringe al caso de muestras normales multivariada fue propuesto por Srivastava
y Yanagihara (2010). Dadas dos matrices 31 y X5, una posible idea para detectar su diferencia
es considerar tr(2p) — tr(Xs) y tr(E?) — tr(X2). Una distancia que toma en cuenta ambas es
d = tr(X3) /tr(31)? — tr(33) /tr(X2)%. Se consideran para i = 1,2 estimadores consistentes 7; de
v = tr(X2) /tr(X;)?. Estandarizando el estadistico 5, — 72 se propone basar el test en

Q-
V& &

donde 222 son estimadores consistentes de la varianza asintética de 7;. En Srivastava (2005) se
prueba que
¥i — %

&

Por lo tanto, bajo Hy, @y NN (0,1) y de esta forma se obtienen tests asintdticos. En la de-
mostraciéon de (3.19), para llegar a la normalidad asintética de 7; — v; se usa la siguiente versién
del Teorema Central del Limite dada en Rao (1973, p.147 Problema 4.7).

L5 N(0,1). (3.19)

Teorema 3.2.7 Sean Xi,Xa,... vectores aleatorios independientes con E(X;) = 0 y tales que
(1/n) ", VAR(X;) — X para alguna matriz ¥ cuando n — co. Supongamos que ademds vale
que para cada € > (

%ZE (I P1()[X4]| > ev/m)) —= 0
=1

Entonces,

G S A

G N(O,3).
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Otro test fue propuesto recientemente por Li y Chen (2012) en donde se propone, al igual que
en el test de Schott, basarse en tr((X; — X2)?). Sin embargo, a diferencia de este tltimo test,
obtienen estimadores insesgados y consistentes para cada uno de los términos en tr((X; — 32)?) =
tr(X3) + tr(23) — 2tr(X1X9). De esta forma proponen un estadistico cuya esperanza es cero si y
s6lo Hy es cierta. Se prueba la normalidad (n,p)—asintética usando el Teorema Central del Limite
para Martingalas.

En estos trabajos, después de definir los tests y mostrar los resultados (n,p)—asintéticos, se
hacen estudios de nivel y de potencia fijando ciertos modelos. Aunque haya resultados asintéticos
sobre el nivel, es importante hacerlos para ver cuan grandes deberian ser los tamafos de las muestras
o la dimension de cada elemento para que el nivel del test se acerque al nivel nominal fijado
inicialmente.

Comparar potencias para diferentes tests es un tema delicado, porque depende mucho de qué
modelo se esté tomando. Por ejemplo, en el trabajo de Srivastava (2010) se eligen unos modelos
para los cuales la potencia estimada de su test resulta mayor que la del test de Schott (2007). Sin
embargo, Schott (2007) fija otro modelo para estimar la potencia de su test y ésta resulta mayor
que la estimada para el test de Srivastava (2010).

Cai et al. (2013) proponen un modelo esparso para estudiar potencia. Eligen matrices 3; y
3o iguales en todas las coordenadas salvo en algunas pocas elegidas al azar. Por como se definié
este ultimo test, tendria sentido que una diferencia de esta forma pueda ser detectada por el test
definido en Cai et al. (2013) pero no por los tests basados en la norma de Frobenius. Esto es porque
modificar pocas coordenadas de una matriz de dimensién grande no cambia significativamente sus
autovalores.

Por estos motivos no es sencillo afirmar que cierto test es mejor que otro. Més adelante, al hacer
el estudio de nivel y potencia para los tests que proponemos en este trabajo, vamos a comparar los
resultados con los obtenidos al aplicar el test de Schott (2007).



Capitulo 4

Tests basados en signos

En este capitulo vamos a introducir el concepto de signo de un vector aleatorio y vamos a
analizar algunos test que se pueden realizar basiandose en ellos, estudiando la distribuciéon n y
(n,p)—asintética de los estadisticos usados. Ademads de la importancia intrinseca de estos test, es
importante analizar las técnicas usadas en las demostraciones para una posible adaptacién para los
tests que se presentan en el préximo capitulo.

4.1 EIl concepto de signo y matriz de covarianza de signos espa-
ciales

Definicion. Dado un vector aleatorio X € RP, definimos el signo de X como

X
s(X) = m,

es decir, el vector de norma 1 definido por X.

El nombre viene del caso p = 1, donde la funcién signo coincide con la habitual. La definicién
es muy sencilla y eso es en parte lo que la hace atractiva. Intuitivamente, al considerar los signos
de una muestra aleatoria se estd perdiendo informacién sobre las magnitudes de las observaciones
pero no se pierde informacién sobre sus orientaciones.

Siendo un poco maés formales, consideremos una muestra aleatoria Xy, ..., X, tal que X; ~ X,
E(X) = 0 y matriz de covarianza 3 = E(XX™).

Podemos considerar una descomposicién de la matriz ¥ = o(3)A donde o es una funcién
escalar tal que o(I,) =1y o(aX) = ac(X). En general suele considerarse a ¢(3) como la media
aritmética o geométrica de los autovalores de 3. Es decir, se toma

tr(X
s = TE) sy Z det(m)
p

La funcién o(3X) se llama la escala de la matriz ¥ y a A = ¥/0(X) se la llama la forma de
3. Cuando nos restringimos a los signos de una muestra aleatoria, estamos perdiendo informacion
sobre la escala pero no sobre la forma de la matriz de covarianza poblacional.
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Definicién. Dada X, ...,X,, una muestra aleatoria tal que E(X;) =0 y P(X; = 0) =0, se llama
matriz de covarianza de signos espaciales (poblacional) a

¥ =E(s(X1)s(X1)") =E (f;ﬁ) :

Definimos ademads la matriz de covarianza de signos espaciales muestral como

1 n

1 - X;XT
V=) s(X)s(Xi)" = - d

[IXall*

n < X
=1 =1

Observemos que 3 esta siempre definida atn cuando X no tiene segundo momento finito.

En esta tesis consideraremos dos muestras aleatorias X;j, ¢ = 1,2, j = 1,...,n; provenientes

de poblaciones con matrices de covarianza de signos espaciales ¥;,7 = 1,2, respectivamente. Nos
interesa testear

HO : gl = 22 vS. H1 . il 7& 22 . (41)

Una cuestién importante es ver como interpretar las hipétesis (4.1) en términos de las matrices
de covarianza usuales 31 y 3o, en el caso en que estas existan. Veremos cémo se pueden relacionar
los autovectores y autovalores de estas dos matrices. Necesitamos primero el siguiente lema auxiliar.

Lema 4.1.1. Sea X ~ &,(0,X,¢). Entonces, existe un vector aleatorio X* ~ N(0,X) tal que
s(X) = s(X*).

DEMOSTRACION. Como X ~ &,(0,X, ¢) entonces X = BAY2Y donde X = BAB", B es ortogonal,
A es diagonal e Y es esférica. Por lo tanto, U = s(Y) es uniforme en la esfera SP~1. De esta forma,

v
A2

12 Y

- ,6A1/2
A2y ||

s(X) = BA

Sea Z? ~ x? independiente de U. Definamos Y* = ZU y X* = BAY/?Y*. Entonces, Y* ~ N (0, I,)
de donde X* ~ N(0,%) y s(X) = s(X*). O
Teniendo en cuenta este lema podemos probar el siguiente resultado.

Lema 4.1.2. Sea X un vector aleatorio y ¥ = E (s(X)s(X)"). Supongamos que vale (a) o (b)
donde

(a) X~ &,(0,%,0).
(b) E (]|X]|?) < ooy si & =E(XX") = B8"AB con B ortogonal y A diagonal, entonces el vector

E=(&,...,6)" = A7Y2B8X (4.2)

cumple que es invariante por transformaciones ortogonales del tipo (eq, ..
t=1,...,p, donde e; es el j—ésimo vector canodnico en RP.

.,—€,...,€p) para
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Sean A1,...,\p Y ¥1,. .., los autovalores de 3 y = respectivamente. Entonces, las matrices 3 y
3 tienen los mismos autovectores y los autovalores se relacionan de la forma

o A&7
Y =E (22:1 )\e@%) , (4.3)

donde, si vale (a), los & son independientes tales que &2 ~ x3 , si vale (b), los & se definen como
en (4.2).

DEMOSTRACION. Sea a; el autovector correspondiente al autovalor \; de la matriz 3. Para

7 =1,...,p llamamos
a;X
&= 1/2 "
)\j

Observemos que esta defincién coincide con la dada en (4.2) para el caso (b). Ademas,
X =5, fi)\il/Qai y por lo tanto || X||> = P &)\, Fijando un 1 < i < p y usando estas
expresiones, tenemos que

1/2 1/2
B - (KK g (X ) o ( (B )
Z BSE X X

p N 2
2NN [IX[? X2

J#i
p 2

B 1/2,1/2 &&G &

= E )\z Aj aﬂE( 7z 12/\,) +)‘iaiE< poeay |
Iy i1 &N i1 &N

Notemos que si vale (a) entonces por el Lema 4.1.1 podemos asumir que X ~ N(0,X), lo que
implica que el vector £ = (&1, ...,&p,) tiene distribucién N(0,1,) y por lo tanto

(517"'>§j7"'7£p)N(glv"'v_gja"'agp) para jzla"'>p7 (44)

pues las variables aleatorias ¢, ...,&, son independientes y simétricas. Por otra parte, si vale (b)
entonces por hipdtesis también se obtiene la simetria obtenida en la férmula (4.4). Entonces, para
ambos casos obtenemos

&i€; &)

~— si i#£7.
Dot MR o1 MR

g < p&féz/\) =0

~ 2

Esto implica que para i # j,

Por lo tanto,

5):1 51'2 Ai
es decir, ; es también autovector de > y su autovalor correspondiente viene dado por (4.3).
Por dltimo, si vale (a) entonces podemos asumir que & = (§1,...,&,)" ~ N(0,I,) y por lo tanto

... ,52 son independientes y distribuidas como una x?, lo que concluye la demostracién. [J
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Por una comunicacién personal con David Tyler, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.2.3. Sean Xi,...,X, variables aleatorias no negativas. Entonces, dados dos vectores
A= (A,...,\p) yv = (v1,...,1) con entradas no negativas y distintos del vector cero, se tiene
que

i X v X; .
o (AL A U (s A Vi=1,...p (4.5)
(Zﬁ-’:l /\ij> <Z§-’:1 Vij>

siy solo si v o< A.

DEMOSTRACION Si v o< A, entonces es trivial ver que vale (4.5). Por otro lado, supongamos que
vale (4.5) y supongamos que los dos vectores no son proporcionales. Notemos que en este caso para
cualquier ¢ = 1,...,p vale que A; = 0 si y solo si v; = 0. Para cada ¢ = 1,...,p definimos p; = 0 si
XNi=0y p;=v;/\si N\ #0. SeaY; = \; X;. Luego, p;Y; = 1;X;, de donde

Y; piYi :
Ele=—|=E|=—+ Vi=1,...,p. (4.6)
( ?:1 Yj> <Z§:1 Pij)

Supongamos sin perder generalidad que p; > p2 > --- > p,. Como estamos suponiendo que v y A
no son proporcionales, entonces p; > p,. De esta manera, tenemos que

Y Y Y]
B . 1 _E P1p 1 <E p,01 1 ,
j=1 Y P12 =1 Y =1 p;iYj
que se contradice con (4.6). Se sigue que entonces v y A son proporcionales. []

A partir de los Lemas 4.2.2 y 4.2.3 se deduce el siguiente corolario:

Colorario 4.2.4. Sean X; y Xz dos vectores aleatorios con P(X; = 0) = 0,47 = 1,2. Sea
s(X) = X/|IX]], ¥; = E(s(X;)s(X;)") ,i = 1,2. Entonces,

(a) Supongamos que X; y X tienen segundo momento finito. Parai = 1,2, sea 3; = E (X;X) con
3, = B7 A;B; donde B; es ortogonal y A; es diagonal. Supongamos que el vector aleatorio &, =

—1/2 . . . .
A, / B,;X; cumple que es invariante por transformaciones ortogonales del tipo (e1, ..., —e;, ..., ep)
para i = 1,...,p, donde e; es el j—ésimo vector candnico en RP. Entonces, 31 = ¥o <=
21 X 22.

(b) Més atin, si X; ~ £,(0,%;, ¢), entonces =3 = ¥ x .

Observemos que en la parte (b) del Corolario 4.2.4 no se necesita la existencia de los segundos
momentos.

4.2 Tests basados en signos en el contexto de alta dimension

En esta seccién vamos a presentar algunos test basados en signos y sus resultados (n, p) —asint6ticos.
Las demostraciones de estos resultados incluyen ideas y resultados que tienen interés intrinseco.
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Supongamos que tenemos una muestra Xy, ..., X, proveniente de una distribucién con media
cero y matriz de covarianza ¥. Una de las ventajas de usar tests de matrices de covarianza basados
en signos es que, al quedarnos sélamente con la informacién de la forma de X, los estadisticos
considerados quedan independientes de la escala y por lo tanto los tests que sean validos para
distribuciones normales también lo van a ser para distribuciones elipticas. Otra de las ventajas de
usar este tipo de tests es que al normalizar cada una de las observaciones se gana robustez. Cuando
p es chico, quedarse sélamente con los signos de las observaciones se ve evidenciado en una pérdida
de eficiencia respecto a los test Gaussianos cldsicos. Sin embargo, cuando p es grande, bajo ciertas
hipétesis se ve que las observaciones tienden a concentrarse en una esfera y por lo tanto no se pierde
demasiada informacién al restringirnos a los signos. Esta iltima afirmacién puede consultarse en

Hall et al. (2005).

4.2.1 El test de Paindaveine y Verdebout (2013) para testear esfericidad

Supongamos que tenemos una muestra Uy, ..., U, donde U; son vectores en SP~!. Queremos
testear

Hj : los vectores U; son uniformes en la esfera V8. Hi : Hy es falsa.
El estadistico clasico para este tipo de hipétesis fue propuesto por Rayleigh (1919), quien definié
p n
R, == U'U;.
n n ijz_l [

Es facil ver que, bajo Hy y para p fijo, R, tiene distribucién asintotica X;%- Sin embargo, esta
aproximacién deja de ser 1itil cuando p crece junto con n. Paindaveine y Verdebout (2013) proponen
el estadistico estandarizado

- 2
pst = B 2p:@ 3 Ul (4.7)
v2p "o<ici<n

Antes de probar la distribucién (n, p)—asintética necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sean Uq,..., U, una muestra aleatoria en RP proveniente de una distribucion uni-
forme en SP~! y llamamos pi; = U}U; con i < j. Entonces,

(i) E(U;) =0y VAR(U;) =1, /p
(ii) Las n(n — 1)/2 variables aleatorias p;; son independientes dos a dos.
(i) 3, ~ B(L/2, (p— 1)/2) 51 < j.
DEMOSTRACION.

(i) Indicaremos con u;;, al k—ésimo elemento de U;. La esperanza de U; es cero porque U; ~ —U;.
Para hallar su varianza, notemos que si A es ortogonal se tiene que AU; ~ U;. Esto implica
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que AVAR(U;)A" = VAR(U;) para toda A ortogonal. Por lo tanto, VAR(Uj;) es una matriz
diagonal. Ademads, como E(U;) = 0,

p p
1=E <Z ui) = ZVAR(uik) ;
k=1 i—1

lo que conjuntamente con el hecho de que u;; ~ uis, k # s, implica que VAR(u;;) = 1/p para
k=1,...,p, de donde VAR(U;) =L, /p.

(ii) Silos indices {1, j, k, s} son distintos dos a dos, entonces es trivial que p;; es independiente de
prs- Queda sélo por ver que p;; es indpendiente de p;y, si los indices {3, j, k} son todos distintos.
Como la distribucién uniforme en SP~! es invariante bajo transformaciones ortogonales, se
tiene que p;; ~ ef ,U;j donde ej ), es el primer vector canénico de RP. Andlogamente, p; se
distribuye como eprk. De estas expresiones se ve que p;; es independiente de p;;, como
queriamos ver.

(iii) Como en (ii), tenemos que p;; se distribuye como ef ;U;. El resultado se obtiene entonces
aplicando el Lema 2.2.3 con la matriz B = e e , bues la distribucion uniforme es esférica.

El siguiente teorema establece la distribcién (n, p)—asintética de R;?t.

Teorema 4.2.2. Sean p, — o0 y {Uy,; € RP» ¢ =1,....,n,n =1,...} un arreglo triangular tal
que para cada n fijo los vectores aleatorios Uy, ..., Uy, son i.i.d. uniformes en SP»~!. Entonces,
el estadistico R5! definido en (4.7) es asintGticamente normal estdndar.

DEMOSTRACION. Vamos a hacer uso del Teorema Central del Limite para Martingalas. Para eso,
vamos a considerar la filtracién {F,, ¢} donde F,, ¢ esta definida como la o—dlgebra generada por
U,1,..., Uy y por U, donde r < n, s < r. Notemos que estas o—algebras estan anidadas en la
forma necesaria para usar el Teorema 2.5.1, es decir, F,,; C Fpy1; paratodon > 1,1 < i < n.
Para simplificar la notacién llamemos E,, ,(X) = E(X|F,¢) ¥ Dpe = Emg(R;s;t) — Emg_l(R;S;t).

Es trivial ver que {Dy}¢=1,. n es una martingala diferencia respecto a {F, ¢}¢=1,. . Por otro
lado, usando que E(U,,;) = 0 para todon € N, i = 1,...,n, se puede ver que

-1
V2p
Dy = n . z;ngUnﬁ
1=

Es claro que |Dy¢| < v/2p,(£—1)/n en casi todo punto, entonces D, tiene varianza finita. Debemos
ver las siguientes dos condiciones para poder usar el Teorema Central del Limite para Martingalas:

(i) Si llamamos ofw =E, 1 (DZZ) entonces
PBCAE (4.8)
(=1

(ii) Para todo € > 0 vale que

> Bt (D) I Duel > €)) 2 0. (4.9)
/=1
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Veamos primero (4.8). Eliminamos la dependencia con n en las cuentas que siguen. Usando el
Lema 4.2.1.(i), obtenemos

-1 =1

2p 2p
02y =By (D2)) =E¢y 77; Y Uiuuy; | = n—; U/E (U, U}) U — Z pi -
3,j=1 5,5=1 1,5=1

Por lo tanto, obtenemos facilmente que E(c2,) = 2(¢ — 1)/n?, de donde se obtiene que
- n—1
0\ _
E(Za,%)_rﬂZE—l — 1.
(=1

La conclusién es entonces inmediata si vemos que VAR (ZZ:I Une) — 0. Usando el Lema 4.2.1,
tenemos que los p;; con i < j son independientes y VAR(p;j) = 1/py,. Por lo tanto

n n £—1 n
VAR (Z aflf> - %VAR Z Z pij | = %VAR 22 Z Pij
/=1

0=14,j=1 £=11<i<j<b—1

16 ) 16 <~ . .
= HVAR Z (n—=3d)pij | = A Z(J —1)(n—j)?
1<i<j<n Pr 52

n—

1
16 . 8(n—1)
E =—"=0,
nQpn = J NPn

IN

como queriamos.

Veamos ahora (4.9). Primero, notemos que si tenemos una sucesién de variables aleatorias
X, no negativas en casi todo punto tal que E(X,) — 0, entonces X, 25 0. En efecto, por la
desigualdad de Markov se tiene que P(|X,,| > e) < E(|Xn|)/e — 0. De esta propiedad de deduce

que alcanza probar Y ;_; E[(Dy)?I(|Dye| > €)] 25 0. Observemos que como E(D,) = 0,
2(0-1)

n2

VAR(Dyy) = E(Dy) = E(o7) =

Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Chebyshev, se tiene que

Y E[DAI(|Dne| > €)] < A\JE(DL)V/P( D] > €)
=1 (=1
sli E(D;,) VAR(Dne)éf 3 E(D2,)(f—1). (4.10)
(=1

(=1

Para acotar E(DZ,), notemos que

4p = ! 4p? —
E(D2,) "E <21 ,olg> = n—f bzd IE(paewacesz)
1 a,u,c,a=

2 2
pn 4py,
E E(pqae) +3 E (P20)E(phe) ¢ = P {(¢ = 1)E(pz,) +3(£ — 1)(¢ — 2)E(p2,)*} -
a,b=1
a;ﬁb
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Por otra parte, por la parte (iii) del Lema 4.2.1 tenemos que E(p2,) = 1/p, y E(p},) = 3/(pn(pn+2)).
Por lo tanto,

2 o o o _ 2
WD@%=%T{£$RJQ+SM Zf ﬁ}§2ﬂi4U_ (4.11)
De (4.10) y (4.11) obtenemos

- ) V2 S~ [24(0—1)3
ZE[DneMDnZ\ >e€)] < o —
=1 =1

4 n
= f (0 —1)%2.
en —

Es fécil ver que Y (¢ — 1)32 = O(n®/?), porque (1/n)> ) (£/n)3/? — fol 23/2dz. Entonces
S 7 E[D2,I(|Dye| > €)] € O(n'/2) y por lo tanto tiende a cero, como querfamos ver. ]

4.2.2 Otros tests de esfericidad basados en signos para el contexto de alta di-
mensién

Existen otros tests para estudiar esfericidad que estdn basados en la matriz de covarianza de
signos espaciales. Por ejemplo, Sirkia et al. (2009) proponen el estadistico

1
Qs = ptI‘2 (V - pIp) ,

donde V es la matriz de covarianza de signos espaciales. Sirkia et al. (2009) muestran que si p esta

fijo entonces

nip+2) b
9 T " Xep2)e-1/2-

Qs

Zou et al. (2013) extienden este resultado al contexto de alta dimensién. Intuitivamente, como X127
asintoticamente es una normal con media p y varianza 2p, entonces es esperable que

Qs —E(Qs) D,
VAR(Qs)

Se puede ver que, bajo algunas hipdtesis, efectivamente vale esta convergencia y la demostracién usa
también el Teorema Central del Limite para Martingalas. Ademas, en este 1iltimo trabajo proponen
una modificacién del estadistico Qg para eliminar el sesgo que produce introducir un estimador de
la media cuando ésta es desconocida, es decir, cuando en vez de usar los signos U; = s(X;) se usa
Ul’ = S(Xz - ZZ)

N(0,1).



Capitulo 5

Tests de igualdad de matrices de
covarianza basados en signos

En este capitulo nos vamos a basar en el signo de las observaciones originales para proponer
algunos tests para la igualdad de matrices de covarianza de signos espaciales entre dos grupos.

5.1 Un test basado en signos con p fijo

5.1.1 Algunos lemas previos y deduccién del estadistico

Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias Xi1,..., X1y, ¥ Xo1,...,Xop,, X;; € RP y
que X;j ~ £(0,%;,¢), i = 1,2. Si E (||X;||?) < oo entonces entenderemos que X; es la matriz de
covarianza de la poblacién correspondiente a la muestra X;i,...,X;,,. Indicaremos por f)z a las
matrices de covarianza de los signos espaciales para cada poblacién, es decir,

T
f}i —F |:lele:| -F [S(Xﬂ)S(Xﬂ)T]
X[

donde s(X) = X/||X]||. Un estimador de 3; estd dado por

V= L y XX
n = 11X511?
que corresponde a la versiéon muestral de f)z
Las hipdtesis a testear son
Hy : f]l = f]g V8. Hy f]l % fJQ. (5.1)

Si ambas poblaciones tienen segundo momento finito, entonces por el Corolario 4.2.4 las hipédtesis
(5.1) son equivalentes a

Hy: 3 x X9 VS. Hy : Hy es falsa.

40
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Vamos a proponer un test para (5.1) que se basa en V1 y Vg, es decir, las matrices de covarianza
de signos espaciales muestrales. Como estas matrices se basan en los signos de las observaciones
originales, por el Lema 4.1.1 podemos suponer sin perder generalidad que X;; ~ N (0, X;).

FEl siguiente lema muestra que bajo Hy los signos de ambas poblaciones son igualmente dis-
tribuidos.

Lema 5.1.1. Bajo Hy vale que s(X11) ~ s(Xa1).

DEMOSTRACION. Supongamos sin perder generalidad que X;; ~ N(0,X;). Observemos que bajo
Hy, E(s(X11)s(X11)") = E (s(Xa21)s(X21)"), es decir, las matrices de covarianza de signos es-
paciales son iguales y como ya mencionamos, por el Corolario 4.2.3, las matrices 3 y 39 son
proporcionales. Notemos que X;; y Xg; son normales multivariadas independientes cuyas dis-
tribuciones sdélo se diferencian en la escala de las matrices de covarianza. Por lo tanto, existe una
constante a > 0 tal que X1; ~ aXa1, de donde s(X11) ~ s(X91) como queriamos ver.[]

Teniendo todo esto en cuenta, vamos a consturir un test para las hipdtesis (5.1). Por el Teorema
Central del Limite Multivariado, tenemos que

Vii(Vi — i) 25 N(0, ®;) (5.2)

con ®; = VAR (vec (s(X;1)s(X;1)T)), donde entendemos que para matrices aleatorias U,, € RP*P
la convergencia U, 2oun~ N(0, ®) significa que vec(U,) D, N(0,®), con ® € R *P*, Es im-
portante observar que como bajo Hy se tiene que s(X11) ~ s(Xa1), entonces vec(s(Xq1)s(Xq1)T) ~
vec(s(Xa1)s(X21)) v por lo tanto, bajo Hy, ®1 = Ps.

En (5.2), la matrices ®; tienen la forma

$, = VAR (VeC (S(Xil)S(Xil)T)) = VAR (S(Xﬂ) ® S(le))

= E (S(Xil)S(Xil)T X® S(Xﬂ)S(Xﬂ)T) - Vec(Ei)vec(Ei)T s (53)

ya que E (s(X;1) ® s(Xi1)) = E (vec (s(X;1)s(X1)T)) = vec(3;).
Usando la independencia entre las dos muestras tenemos que, si n1/N — 71, ng/N — 75 con
N =ny + no,
= = 1 1
VN(Vi— Vs — (5 - 55)) -2 N(0, B+ ).
1 2
Llamaremos Y = (1/71)®1 + (1/72)®32. Observemos que bajo Hyp, S =3 y &1 = &9 = P, por

lo tanto VRV - Va) s N <07 ( 1.1 > q,> ‘ (5.4)

1 T2

Un estadistico para testear (5.1) es el cuadrado de la norma de Frobenius de la diferencia entre las
matrices de covarianza de signos espaciales muestrales, es decir, tr((Vy —V3)?) = ||[vec(V1— V2)]|%.
Es por es que a los tests propuestos en esta seccién los llamaremos Tests de Frobenius e indicaremos
a los métodos F1, F2, etc.

Por la continuidad de la norma y usando (5.4), obtenemos que bajo Hy,

Ntr((Vi — V2)?) 2 tr(U2) = ||vec(U)|1? , (5.5)
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donde vec(U) ~ N(0,((1/m71 + 1/m2)®), U € RP*P. El estadistico del test que vamos a considerar
es entonces
Ty = Ntr((V1 — Va)?). (5.6)
Para obtener la distribucién asintética de Ty, usaremos el siguiente resultado.

Lema 5.1.2. Sea U € RP*? tal que vec(U) ~ N(0,Y). Sean ¢ > 03 > ...0,2 los autovalores de

Y, entonces tr(U?) = ||vec(U)||? ~ ?2:1 0;¢; donde &; ~ x3 independendientes.

DEMOSTRACION. Tenemos que Y € RP*XP* admite una descomposicion espectral del tipo
p2
T T
T =) 0jtjt] =TOT
j=1

donde T es tal que TTT = TTT = I. Luego, si u = vec(U), tenemos que v =T Tu ~ N(0,0), de
donde

P2 P2 2 p?
2 2 2 2 Yj 2
tr(U%) = Jul® = [v|> =D "vf = >0 (0/> => 0%
=1 i=1 j =1
y el resultado se obtiene del hecho que z; ~ N(0, 1) independientes. [
Como consecuencia de este Lema, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.1.3. Sean X;; € RP, 1 < j < n;, i = 1,2 independientes tales que X;; ~ &£,(0,%;, ¢).
Supongamos que si ni/N — 11, ng/N — 79 con N =n; +ny y 0 <7 <1,i=1,2. Indiquemos
por X; = E[s(Xi1)s(Xi1)"] donde s(X) = X/[[X[|, Vi = (1/n;) 371, s(Xi5)s(X5)" vy T =
Ntr((Vy — V2)?). Sean 0; los autovalores de X = (1/71)®1 + (1/72)®2 donde ®; estd definida en
(5.3). Luego, bajo Hy : 3, = %, tenemos que Ty N E?; 0;¢; donde &; ~ X3 independendientes.

Basado en el Lema 5.1.3, podemos definir el siguiente procedimiento para testear Hy : f)l = i)g.

Método F1

Paso 1 Dadas las muestras X1, -+, Xjp,, consideramos ®, estimadores consistentes de
®; para i = 1,2. Definimos Y = (1/71)®1 + (1/72)®2 con 7; = n;/(n1 + na).

Paso 2 Sean @ los autovalores de Y.

Paso 3 Genere Z7,. .., Z;Q ii.d. tales que Z} ~ N(0,1) y sea T35 = ?2:1 @Z;Q.

Paso 4 Repita el Paso 3 Mgoor veces, para obtener Mpoor valores 77, for 1 < r <
Mgoor-

El percentil (1 — «) de la distribucién asintética de T puede aproximarse por el percentil
(1 — o) de la distribuciéon empirica de 75, para 1 < r < Mgoor. El p—valor se estima por
D = 8/ Mgoor donde s es la cantidad de T]f,’rmayores o iguales que Ty

Un problema con este método es que si p es grande, es computacionalmente muy costoso hallar los
2 2
autovalores de T € RP *P",
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Otra forma seria aplicar un bootstrap paramétrico como sigue, usando que si las dos muestras
son elipticas, podemos generar las muestras normal a partir de una normal.

Método F2

Paso 1 Dada la muestra X;i,---, X, considere estimadores 3; de 3; consistentes,
basados en X;;, 1 < j < n,.

Paso 2 Genere para i = 1,2, X7,, 1 < j < n;, con distribucién N(o, f))

Paso 3 Defina V} como el estimador de signos asociado a la muestra X
y Th = Ntr [(V] — V3)?].

Paso 4 Repita los Pasos 3 y 4 Mgoor veces para obtener Mpoor valores Ty, que permiten
construir un test bootstrap.

2]71Sjéni

El p—valor del test es
#{Tx = Tn}

p — valor =
Mgoor

En lugar de estos procedimientos, usaremos otra forma de obtener la distribuciéon de Ty.
Primero supondremos que bajo Hy, s = 21 = 22 es una matriz diagonal que llamaremos
¥ = DIAG(%1,...,1p). Observemos que en ese caso, las matrices 3; y ¥y también son diago-
nales porque tienen los mismos autovectores que >

5.1.2 Test para el caso > = i]l = flg diagonal

Consideremos el siguiente escenario: sea X = (X7,...,X,)" ~ N(0,A) con A = DIAG(A1, ..., \p)
y sea X = (0y5) = E(s(X)s(X)T) = ¥ = DIAG(¢1,...,1p). Queremos una expresién para ® =
VAR (vec (s(X)s(X)1)) = VAR (s(X) @ s(X)) = E (s(X)s(X)T @ s(X)s(X)") — vec(X)vec(X)T.

Llamamos ®;; ¢ al elemento de @ correspondiente a la covarianza entre las coordenadas (4, j )
y (k,£) de la matriz aleatoria s(X)s(X)™. Tenemos que

XX, XXy
Dis e = Cov ((5(X) ~ Cov ( )
_E (X i X Xng> < ) <XkXK)
1[4 X2 X2
XiX; X Xo _ Xi X; X Xy
=E <HX”4> Ungke E (HX‘4) - ¢j7/1k5ij5ke-

Observemos que las componentes de X son independientes entre si, pues su distribucion es normal
multivariada con matriz de covarianza diagonal. Si alguno de los cuatro indices {3, j, k, ¢} fuese
distinto a los otros tres, digamos i, por la simetria e independencia entre componentes de X
tendrfamos que (X1, ..., X)) tiene la misma distribucién que (X1,..., X;—1, = X;, Xit1,...,X,) de
donde
Xi X; X, X, N XX XX
X[ X+
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Por lo tanto, el primer sumando es 0. Como el segundo es cero pues d;; = 0, tenemos que ®;; ¢ = 0.
Esto prueba que los tunicos elementos de ® no nulos son los de la forma @y ik, ®ijij v Pijji-
Observemos que ®;;;; = Pj; ;i por la simetria de s(X)s(X)". Podemos escribir entonces para i # j
(pero i y k no necesariamente distintos)

XX}
i pp = E < HS(H@ = it = B (5] (X)5i(X)) — vt

X2x2 (5.7)
®ijij =E <||;<Hi) =E (s7(X)s}(X))

donde s(X) = X/ X[ = (s1(X), ..., sp(X))". Por lo tanto, en base a n observaciones Xy, ..., Xy,
Xy = (Xe1,...,Xep)" la matriz ® puede estimarse por ® donde

~ 1 « Xlgin?k ~
= — ZS (Xe)s — ity {b\z = ng(xé) (5.8)
=1
~ Xsze 1 2
Pijij = Z X * n;’gi (Xe)sj(Xe) .-

Indicaremos con Y;; ;s a los elementos de Y. Recordemos que bajo Hy, ®1 = ®2 = ® y tomemos
7; = n;/N. Entonces, podemos estimar los elementos de Y de la siguiente forma:

~ 1 1\ ~ "2

T = (5+5) 8o = (5 + ){Z (X)) + s

Town = [~ + ~ §sXsX +§sXS(X) 1.1
it,kk — lé k lé 22 k 20 ?1 7/_\2

non2 =1

812 (ng 8? (Xg@) }
(5.9)

)b
donde . .
)i = i {Z s7(X1e) + 8?(X2z)} : (5.10)

Veamos ahora el siguiente resultado.

Lema 5.1.4. Sean X;; € RP, 1 < j < n;, i = 1,2 independientes tales que X;; ~ &£,(0,%;, ¢).
Supoggamos que si n1/N — 11, ng/N — 19 con N = n1 +nyy0 <7 <1,1=1,2. Indiquemos
por 3 = E[s(X;1)s(Xa)"] donde s(X) = X/|X|. Vi = (1/n) S}, s(X,))s(X;)" ¥ Ty =
Ntr((Vi — V3)?). Supongamos ademss que bajo Hy : ) = ¥y = ¥ es una matriz diagonal que
llamaremos ¥ = DIAG(1,...,1p). Sea X = (1/71)®1 + (1/72) P2 donde ®; estd definida en (5.3)
y llamemos T = (v;5) con ~;; = Yy j;. Luego, bajo Hy,

TN —> 2 Z <Z]§Zj + Z Azgz

1<J
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donde & ~ x? independientes entre si e independientes de &ijr Sij ~ X3 son independientes,
Ay, ..., A, son los autovalores de I' y (i = Yyj5.

DEMOSTRACION. Hemos visto que bajo Hy, VN (V| — V3) converge en distribucién a una matriz
aleatoria U = (u;j) € RP*P simétrica tal que vec(U) ~ N (0, (1/71)®1 + (1/72)P2) donde ®; estd
definida como en (5.3). Por lo tanto, la distribucién asintética de Ty es la distribucién de tr(U?).
Recordemos que los elementos fuera de la diagonal del tridangulo superior de U tienen covarianza
0 con cualquiera de los otros p(p+1)/2 — 1 y por lo tanto, son independientes. En cambio, no
podemos afirmar que los elementos de la diagonal sean independientes entre si. Como

Z i _221‘13 +Zu“

2,j=1 7>

2
2 _ Uij 27
Uiy = ( ) Yijij ~ X1 Yijij

vV Yijij

r(U%) ~ 2 Gi&ij + || 2] (5.11)

1<j

tenemos que

donde (ij = Yijij, & ~ X3 independientes e independientes de Z ~ N(0,T). Luego como ||Z]|* =
|BZ]|? con B los autovectores de I' = 3T A3, tenemos que

tr(U?) ~ 2 (&5 + ZA & (5.12)

1<j

donde &; ~ X% independientes entre sf e independientes de las ;. [J

Notemos que pudimos expresar a la distribucion asintética de T como una combinacion lineal
de p(p + 1)/2 variables X%- Esto no se contradice con lo que obtuvimos en el Lema 5.1.3, porque
muchos de los autovalores de la matriz Y son cero debido a que la matriz aleatoria U de (5.5) es
normal singular. Ademds, tenemos que Zi:l ®;; k1 = 0, para todo 1 <7 < p pues Zizl sz(X) =1
y por lo tanto, I' también es singular. Como computacionalmente es complicado generar una
normal singular, para estimar los percentiles de la distribucién limite de Ty es mejor basarse en la
expresién (5.12) que en (5.11).

Proponemos entonces implementar el test de la siguiente forma

Método F3

Paso 1 Dada la muestra Xji,---, X;,,, obtenga el estadistico T'y.

Paso 2 Obtenga Ty j; v Yijj como en (5.9).

Paso 3 Sean Yij = T“w, 1 <i4,j <p, T = (Fij)s Al,.. ,\3 los autovaloies de T
y CU = Yy, 1 <1 < j < p. Por simplicidad, ordene a (;; como (i,...,(, donde
g=p(p—1)/2 y sean Ay >---> A, > 0 los autovalores distintos de cero.

Paso 4 Genere W7, ..., Wq y Y7, ..., Y* todas independientes tales que W} ~ N(0,1),

Y ~ N(0,1) donde ¢ = p(p — 1)/2. Defina T3 = 3, _; @Wjﬂ + 3 AY2
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Paso 5 Repita el Paso 4 Mgpoor veces, para obtener Mpoor valores Tﬁ,s for 1 <s<

MBOOT'

El p—valor se estima por p = s/ Mpoor donde s es la cantidad de ’T]\*,’T mayores o iguales que
TnN.

5.1.3 Test para el caso > = il = ig no diagonal

El Método F3 sélo puede implementarse cuando bajo Hy, 3 =3, = %, es una matriz
diagonal que llamamos ¥ = DIAG(%1,...,1;). Hemos visto en el Lema 4.1.1 que, para hallar la
distribucién asintética de V; y luego la de T, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Xi; ~ N(0,3;).

Sea X; tal que X; ~ N(0,3;) y 3; ortogonal tal que X; = 3] A;8; con A; = DIAG(Ai1, ..., \ip).
Luego, si definimos Y; = 3,X; tenemos que Y; ~ N(0,A;). Para reforzar la dependencia de la
muestra considerada, indiquemos por V;(X) = (1/n;) 377, 8(Xij)s(X45) ", T (X) = Ntr((Vi(X) -
Va(X))?),

®;(X) = VAR (vec (s(X1)s(Xi)"))
T(X) = ;_Ll‘I'l(X) + 7:_L2 ®,(X),

y en forma andloga, V;(Y), Tn(Y), ®,(Y) v Y(Y).

Por la invarianza de Tn bajo transformaciones ortogonales, tenemos que Tn(Y) = Tn(X).
Luego, bajo Hy, la distribucién asintética de Tn(X) es la de Ty(Y) que por el Lema 5.1.4 es la
distribucién de )

S=2> G;i(Y)&+ > Ai(Y)&
i<j i=1
donde &, ..., & son i.id & ~ x3, {&} y {&j}i,; son independientes y &;; ~ x? son independientes.
Ademas A1(Y),...,Ap(Y) son los autovalores de T'(Y) = (Y455 (Y))i<ij<p ¥ Cii (Y) = Y45, (Y).
Por lo tanto, necesitamos tener una manera de estimar los elementos Yy; ;;(Y) y Y454 (Y) a partir
de las muestras X;; € RP, 1 < j < n;, ¢t = 1,2. Mostraremos dos maneras de hacerlo.

Para la primer forma, observemos que Y(Y) = (1/71) ®1(Y) + (1/72) ®2(Y), luego basta
encontrar una expresion para ®1(Y) que involucre a X. Observemos que como Y; = 3,X; y 3,
es ortogonal, entonces s(Y;) = 3; s(X;). Por lo tanto, s(Y;)s(Y;)T = 3, s(X;) s(X;)3; de donde
vee (s(Yi1)s(Yi1)") = (8; @ B;)vec (s(Xi1)s(X;1)T), lo que implica que

®,(Y) = (8,2 8,)®:(X) (8] ®8;) -

Bajo Hy, B8, = B, = 3, luego podemos encontrar un estimador de 3, ,@, usando por ejemplo los
autovectores de
V =71V1+7Vs. (5.13)

Por lo tanto, un estimador de Y (Y) estda dado por

~ ~

T(Y)=(BeB)YX)B «8), (5.14)
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donde para 7; = n;/(n1 + ng)

~ 1 1 ~
YT(X) = (ﬁ + ?2> o (5.15)
N 1 2 ny
q)ij,ké = N Z Z 31’(X'rm)sj(er)sk(xrm>3£(xrm)
r=1m=1
Z Z 31 rm Sj rm Z Z Sk; rm Sg Tm)) . (516)
(N'r 1m=1 )(Nr 1m=1

Observemos que solo necesitamos calcular los elementos Y’ijﬂ;j(Y) y T”kk (Y). Por lo tanto, en el
caso general, tenemos el siguiente procedimiento

Método F4

Paso 1 Dadas las muestras X;i, -, X;y,,, obtener el estadistico Ty y ,@ como los au-
tovectores de 71 V1 + ' Va.

Paso 2 Sean ?(Y) y ?(X) definidos en (5.14) y (5.15), respectivamente.

Paso 3 Sean Vij = T 3iY), 1 <4,5 <p, T = (i5), ﬁl, . A los autovalores de T'
y QJ = T4;,(Y), 1 <i < j < p. Por simplicidad, ordene a QJ como Cl, . .,Cq donde
g=plp—1)/2 ysean Ay >--- > A, > 0 los autovalores distintos de cero.

Paso 4 Genere Wy, ..., Wy y Y{",..., V" todas independientes tales que W ~ N(0, 1),
Y* ~ N(0,1) donde g = p(p —1)/2. Defina T3 = 37, GW; 2 + >y AV

Paso 5 Repita el Paso 4 Mpoor veces, para obtener Mpoor valores TJ\*L gfor1 <s<
Mgoor-

El p—valor se estima por p = s/ Mpoor donde s es la cantidad de T]\*ﬂr mayores o iguales que
Tn.

Veamos ahora un dltimo método que involucra otra forma de estimar a los elementos Y;; ;;(Y)
y Yi;i;(Y). Recordemos que bajo Hy, VAR(Y;) = A1 = Ay = A y esta matriz es diagonal. Usando
lo visto en la Seccién 5.1.2, sabemos que los tnicos elementos de Y (Y) que no son necesariamente
cero son los de la forma Yy ;;(Y), Yi;i;(Y) ¥y Yi;,;(Y). En el Método F3 hicimos uso de este
hecho debido a que s6lamente estimamos los elementos de Y con esta forma en vez de estimar la
matriz Y completa.

Recordemos que bajo Hy, B, = B9 = B. Consideremos un estimador consistente 5 de By
definamos YU = ,BXZJ, 1 =1,2,7=1,...,n;. Luego, Y” LN Y;; = BX;; ~ N(0,A). Por lo
tanto, proponemos el siguiente método.

Método F5

Paso 1 Dadas las muestras X;i, - -+, X;p,, defina V como en (5.13) y sea B la matriz de
autovectores de V, tal que V = ,@TKB con A diagonal.
Paso 2 Llamamos ?ij = BXU

Paso 3 Aplicar el Método F3 usando las muestras ?,-1, oy Yin,.

~
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5.2 Una heuristica para el caso (n,p)—asintético

En el capitulo anterior vimos el ejemplo de test basado en signos para testear esfericidad y
demostramos que distribucién (n, p)—asintética del estadistico es N(0,1). Ademds este estadistico
se obtuvo estandarizando al que se usaba en el caso cldsico n—asintético. Ahora, con esta misma
idea, proponemos un test para testear igualdad de matrices de covarianza para dos grupos en el
contexto de alta dimensién. Daremos primero una propuesta para el caso en que bajo Hy la matriz
=% =3,es diagonal y haremos otra para cuando dicha matriz no sea diagonal.

5.2.1 Test para el caso > = il = iz diagonal

Supongamos primero, como en la seccién anterior, que las matrices 31 y 3o son diagonales.
Veamos en este caso cudles son la esperanza y la varianza asintéticas del estadistico Ty de la seccién
anterior.

Lema 5.2.1 Sea T)y el estadistico definido en (5.6). Entonces, bajo Hy : S =%=3 v suponiendo
que X = DIAG(¢1, ... ,1p), se tiene que

E(Ty) — tr(Y) = (71 > (1 —Z¢l>

p
Var(Ty) — 2[4 (3713, |+ a2 =V,

1>7

donde X = (1/71)®1 + (1/72)®2 con ®, y ®y definidas en (5.3) y A;, i = 1,...,p los autovalores
de la matriz T' = (v;;) donde ~;; = Yy j;.

DEMOSTRACION. Por la observacién hecha en (5.12) tenemos que
P
tr(U?) ~ 2 Z Yiji5&ij + Z A&
i>j i=1
donde &;; y & son variables aleatorias i.i.d. distribuidas como una x?. Entonces, tenemos que

p
VAR(tr(U?)) = 4VAR | Y Tiji&; | + VAR (Z Azgz> =4 (D 277 |+ 247
=1

1> i>7

Como Tn 2, tr(U?), la segunda afirmacién queda demostrada. Para ver la primera, notemos que

E(tr(U%) = 2B ) Yiji&; | +E (ZA@) =2) T +ZA =2) Yy +tr(T

1>7 i>7 i>7

= QZTUZ]+ZT““_ZTUU_tr )

i>7 1,7=1
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Ademds, usando las expresiones obtenidas en (5.7) y usando que fll = f]Q = DIAG(Y1, ..., ¥p),
tenemos que

tr(Y) = —Z (D1)ijij + — Z(%)z’j,zj

3,7=1 4,j=1
p
= 11 Z E X11 X11 Z¢l + - Z E X21 X21 ZW
i,j=1 by=1

_ i 1_i¢? _‘_i 1_Zw? :<1+1> 1_i¢2
1 i1 ' 2 i1 ' mnom i=1 e

como queriamos ver. [

Podemos estimar a la esperanza y varianza asintética de Ty (definidas como E y V respectiva-
mente) de la siguiente forma:

(5.17)

donde 7; Ti =N /N, TU iy Tu ik definidos en (5.9), 12;2 definido en (5.10) y 31 los autovalores de la
matriz T = (9i5) con 75 = T“J]

De esta forma, para el caso con f)l y f]g diagonales proponemos el estadistico
Ty — E

NG

Dyyp = (5.18)

y por lo tanto tenemos el siguiente método.

Método H1
Paso 1 Dadas las muestras X1, -+ , Xip,, calcule E y V como en (5.17).
Paso 2 Calcule el estadistico Dy, definido en (5.18).

El p—valor se estima como el percentil de una N(0,1) correspondiente al valor que toma D pp,.

En este caso, el estadistico Dy, no es invariante por rotaciones. Por eso, para el caso en que
31 vy Y9 no sean necesariamente diagonales proponemos otro método.

5.2.2 Test para el caso > = il = ig no diagonal

En primer lugar, siguiendo la idea del Método F5 de la Subseccién 5.1.3, proponemos el
siguiente método.
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Método H2

Paso 1 Dadas las muestras X;i, - -+, X;y,, defina V como en (5.13) y sea B la matriz de
autovectores de V, tal que V = ,BT./A\B con A diagonal.

Paso 2 Llamamos ?ij = BXU

Paso 3 Aplicar el Método H1 usando las muestras ?il, e 7?1‘7“'

Veamos ahora un ultimo método. Para eso, notemos que por el Lema 5.1.3, tenemos que 1T 2,
2
S 6:& con & ~ x? independientes, donde 61, ... , 0,2 son los autovalores de Y. Entonces, como
en el Lema 5.2.1, es facil ver que E(Ty) — S0, 0; = tr(X) y VAR(Ty) — 237, 62 = 24(2).

=171
Luego,

Dnp = ——=, (5.19)
2tr(Y )

donde Y es un estimador de Y, provee un estadistico de interés en el caso (n,p)—asintdtico. Un
posible estimador, basado en la expresién (5.3) seria

1 2

— ( = 1) 53 5(X1;)s(X15)" ® s(Xq;)s(X;)" + ) 5(X25)5(X25)" ® 5(Xa;)s(Xa5)"

o 12) N J=1 j=1
(2 +i ec(V)vec(V)"
SIEY A ’
(5.20)
donde V es un estimador de & = il = iz, por ejemplo,
1 - T .- T
V= ;s(xms(xlj) + ;s<x2j)s<x2j) : (5.21)

~ ~2

La siguiente proposicién muestra una forma alternativa de calcular tr(Y) y tr(Y ).

Proposicién 5.2.2. Sea Y definida en (5.20). Para simplificar notacién renombramos a los
vectores aleatorios s(Xi1),...,8(X1n,) ¥ s(X21),...,5(X2n,) como Yi,...,YxN respectivamente,
donde N = ni + no. Entonces,

(a) Sea V = (v;;) definida en (5.21). Entonces,

= 1 1 a
tr(T)=<a+7A_2) 1—22}%
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(b) Indicamos como Yy; al i—ésimo elemento de Y. Llamamos a(Y,,Y;) =Y b YV, es decir,
al producto escalar entre Y, y Y. Entonces,

N
2 1 1 1
tr(¥ )= =+ — (Y,,Yy) (Y,,Y) — 2Y, Y
(1) <?1+?2> NQt;I 0 Y1) NSZ[Za ¢ Yt) +N4 t;1a( ¢ Yt)

DEMOSTRACION. Para demostrar (a), observemos que

N

< 1 1 1

tr(Y) = (7'1 + 7A_2> N g tr (Y Y, @ Y Y)) — tr (vec(V)vee(V)T)
q=1

Si fijamos un 1 < g < N, entonces es facil ver que

tr (Y Y, @ Y, Y)) =t (YY) =

Por lo tanto, tr(¥) = (1/71 + 1/7) (1 — tr (vec(V)vec(V)T)) y el resultado se obtiene al notar que
tr (vec(V)vec(V)T) = f] 1 12]

Probemos ahora la parte (b). Llamemos ¢ = 1/7; + 1/72. Notemos que

1 & 1 (& N
Tijhe = Z YYo= w3 | 2 Yai¥as | | D YanYae
q=1 q=1 q=1
Entonces,
C%T?j,ké = PLijkt = 202kt + P3ijke (5.22)
donde

N
1
PLijkt = 73 Z YoiYoi Yor Yoo Yii Y YirYio

q,t=1
1 N N
Pkt = 773 ZY Yo Yar D YaYy | (Do YaYa|
q=1 q=1
1 N
Pkt = 77 Z YoYyYuYy | | Y YaYeYuYe

q,t=1 q,t=1
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~92 ~
Por otra parte, tr(X") =7 iki=1 Tfj’ we v calculos inmediatos muestran que

Z Pl,ijke = N2 Z anYt

1,5,k,¢ g, t=1
| NN 2
_ 2
S S R SA R SEECS 9] SO
i,5,k,¢ q,t,r=1 q=1 Lt=1
P LN L[ 2
2 2 2
Z P3,ijkt = m Z o (Yq,Yt)Oé (Yr,Yv) = ﬁ Z a (Yq;Yt)
17]7k7£ q,tﬂ"ﬂ):l t,q:1

Combinando esto con (5.22), se obtiene el resultado deseado. O

La Proposicién 5.2.2 muestra que para el cdlculo de tr(i') y tr(?Q) alcanza con tener un
estimador Vde & = 3 = 3 y calcular los (n; + ng2)(ny + ng + 1)/2 productos escalares entre
cada par de vectores en el conjunto {X;;, i = 1,2, j=1,...,n;}. Computacionalmente, esto es
considerablemente mas eficiente que calcular la matriz Y cuando p es grande.

Resumiendo, tenemos el siguiente método.

Método H3

Paso 1 Si p es chico, siga el Paso 1a. Si p es grande, siga el Paso 1b.
Paso la Dadas las muestras X1, - , Xyp,, defina ¥ como en (5.20). Calcule tr(Y) y
<2
tr(Y ).
< <2
Paso 1b Dadas las muestras X;i, -, X;p,, calcule tr(Y) y tr(Y ) a partir de la
Proposicion 5.2.2.

Paso 2 Calcule el estadistico lN?Np definido en (5.19).

Como antes, el p—valor se estima como el percentil de una N(0,1) correspondiente al valor que
toma Dpy.

5.3 Test de permutaciones

Por ultimo, proponemos un test para testear igualdad de matrices de covarianza para dos grupos
basandonos en el estadistico del test definido en la Seccién 5.1.

Recordemos que este estadistico era
Ty = Ntr((V1 — Va)?) (5.23)

donde V; son las matrices de covarianza de signos espaciales para cara grupo. Es decir, podemos
(2 b

pensar que dicho estadistico mide la distancia entre ambas matrices. Llamamos, como antes, n; al

tamano del grupo i para i =1, 2.
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Supongamos que X4, ..., X,, son las observaciones de la primer poblacion y Xy, 41, ..., Xy, 1n,
son las observaciones de la segunda poblacién. Primero, permutamos los indices (1,...,n1,n1 +
1,...,m1 + n2) obteniendo (w(1),...,m(n1),m(n1 + 1),...,7(n1 + n2)). Se generan dos nuevas
muestras de la siguiente forma: las observaciones X (qy, ..., X (,,) se asignan a la primer muestra
y las observaciones X, 41);- -+ Xr(n,4+ny) @ la segunda. Luego, calculamos el estadistico T a
partir de estas dos nuevas muestras. Bajo Hy, el estadistico T se distribuye igual que T. Esto
se debe a que mezclar las dos muestras bajo Hy no representa un cambio en la distribucién. En
cambio, bajo H; las distribuciones de estos dos estadisticos no son la misma y se espera que el valor
de T sea mayor que el de T porque luego de mezclar las dos muestras se pierde la separacién
entre ambas. Por lo tanto, se espera una menor diferencia entre las nuevas matrices de covarianza
de signos espaciales V] y V3 respecto de las originales Vi y Va.

Entonces planteamos el siguiente test:

Paso 1 Dada la muestra X;1, -, Xy, @ = 1,2, obtenemos el estadistico Ty definido como
en (5.6).
Paso 2 Permutamos la muestra X1, - -, Xjpn, y asf obtenemos dos muestras nuevas X/}, - -+, X7

de igual tamano que las originales.
Paso 3 Obtenemos el estadistico T baséndonos en las muestras X7, -+, X7, .
Paso 4 Se repite el Paso 2 y Paso 3 Mpgry veces, para obtener Mprry valores T ]’{mﬂ

1 <r < Mpgru-

El p—valor del test se estima como p = s/Mpggry donde s es la cantidad de T]’\},T mayores o
iguales que T,,.



Capitulo 6
Simulacion

En este capitulo resumiremos los resultados de un estudio de simulacién disenado para analizar
el rendimiento de algunos tests para igualdad de matrices de covarianza. Fn los tests para los cuales
se tiene un resultado asintético, nos interesa estudiar la velocidad de convergencia. Por otro lado,
tenemos el test descripto en la Seccion 5.2 cuyo desarrollo y aproximacion normal son heuristicos
en esta etapa. En este caso, la simulacién ayuda a ver su eficacia (empirica) y asi conjeturar algin
posible resultado asintoético.

Cuando Hy es cierta, nos referiremos con 3 a la matriz de covarianza comun para los dos
grupos.

Este capitulo lo organizaremos de la siguiente forma: en la Seccién 6.1 daremos algunas condi-
ciones generales en las que se realizd la simulacion. Luego, dividiremos la simulacién en dos sec-
ciones: en la Seccion 6.2 presentamos los resultados de la simulacién para los tests en donde se
asume que bajo Hy la matriz 3 es diagonal. En la Seccion 6.3 realizamos el estudio de simulacién
para los tests que no asumen que bajo Hy dicha matriz sea diagonal.

6.1 Condiciones de la simulacién

En lo que sigue, llamamos nq y no al tamano de cada una de las dos muestras y a p a la dimensién
de cada uno de los vectores de las muestras. Tenemos que Xji,..., X1, ¥ Xo1,. .., Xap, son dos
muestras aleatorias y llamemos X; y X3 a vectores aleatorios tales que X;; ~ X;. Para los modelos
y pardmetros de esta simulacién, nos basamos en la simulacién hecha en Schott (2007).

En las simulaciones hechas, tomamos siempre n; = no = n. Tanto a n como a p lo tomamos
variando en el conjunto {4, 8,16, 32, 64, 128} y realizamos 1000 repliaciones para cada posible valor
de n y p en ese conjunto. El nivel de significacion nominal de los tests lo fijamos como 0.05.

En todos los casos consideramos que X; tiene matriz de dispersiéon I,, que coincide con la
covarianza si ésta existe. Por otro lado, X5 tiene matriz de dispersién Dy donde Dy es una matriz
diagonal cuyos elementos de la forma (i,4) son iguales a § si 7 es multiplo de 4 e igual a 1 si no lo
es. Supondremos siempre que el parametro de posicion es conocido e igual a 0. Tenemos entonces
un modelo distinto para cada eleccién de §. Al calcular la proporcién de rechazos cuando § = 1,

54
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estamos estimando el nivel de significacién del test y en cualquier otro caso se estd estimando la
potencia.

Indicamos por t, £(0,3) a la distribuciéon t—multivariada en R? centrada en 0, con f grados de
libertad y matriz de dispersién X y decimos que X ~ €, 1(0,%) si X = Z¥'2U donde Z ~ €())
y U uniforme en la esfera, con U y Z independientes. Consideramos cuatro modelos para la
distribucién de las variables aleatorias X1 y Xao.

(A) Ambas distribuciones son normales, es decir, X; ~ N(0,I,) y X3 ~ N(0,Dy).

(B) Ambas distribuciones son t—multivariadas con 1 grado de libertad, es decir, X ~ t,1(0,1,) y
X2 ~ tp,l(Oa D5)

(C) Ambas distribuciones son t—multivariadas con p + 1 grados de libertad, es decir, X; ~
tILerl(O’Ip) y X2 ~ tp,p+1(0, D§)

(D) Ambas distribuciones son exponenciales multivariadas con ambos valores de A igual a 1, es
decir, X1 ~ 6p71<0, Ip) y Xg ~ 6p71(0, D(g).

6.2 Simulacién en el caso X diagonal

En primer lugar estudiaremos los resultados de una simulacién para varios tests presentados en
esta tesis que asumen que, bajo Hy, la matriz comun de covarianza para los dos grupos es diagonal.
Recordemos que hay varios tests para los cuales no se pierde generalidad al asumir esto y, por lo
tanto, se incluyen en esta seccién.

Ma3s especificamente, consideramos los siguientes tests:

1. Test de cociente de méaxima verosimilitud definido en la Seccién 3.1 y basado en el
estadistico que indicamos por T}, \yv. Solamente se simula en los casos en que cada n sea
mayor o igual a p ya que en otro caso no tiene validez.

2. Test de cociente de maxima verosimilitud adaptado al contexto (n,p)—asintético
definido en la Subseccién 3.2.1. Para este caso sélamente simulamos en los casos en que n sea
estrictamente mayor que p. Denotamos con T;, yvne al estadistico de este test.

3. Test de Schott definido en la Subsecciéon 3.2.2. Indicamos como Tj, scn al estadistico del
test.

4. Test Frobenius basado en signos defindo en el Método F3 de la Subseccién 5.1.2 y basado
en el estadistico que indicamos por T), prop. Para estimar los percentiles de la distribucién
limite usamos Mpoor = 2000.

5. Test heuristico (n,p)—asintético basado en signos definido en el Método H1 de la
Subseccién 5.2.1. Indicamos por T, xp a su estadistico.

6. Test de permutaciones definido en la Seccion 5.3. Usamos 400 permutaciones para cada
replicacién (es decir, Mpgry = 400). El estadistico del test se denota por T, prry-
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En todas las tablas y gréaficos los tests se identifican con su estadistico. En el analisis de nivel
y potencia también nos referiremos a los tests de esta misma forma. Para los tests basados en los
estadisticos Ty, mv, Tnvwe ¥ Thson consideraremos los cuatro modelos (A), (B), (C) y (D), mientras
que para los tests basados en T}, rrop; Tnxe ¥ Th,perv consideraremos solo el modelo (A). Esto se
debe a que los cuatro modelos corresponden a distribuciones elipticas y por el Lema 4.1.1, podemos
suponer sin perder generalidad que las muestras provienen de una distribuciéon normal.

En la Tabla 6.1 se muestran los niveles de significacién estimados bajo el modelo (A) para cada
uno de los seis tests considerados. En las Tablas 6.2 a 6.6 se exhiben, bajo este mismo modelo, las
frecuencias de rechazo obtenidas para cada test. Los valores de § que consideramos para evaluar
potencia son {0.5,1.5,2,2.5,3}. Por tltimo, en las Tablas 6.7 a 6.9 se presentan los niveles de
significacién estimados bajo los modelos (B), (C) y (D) para los Tests T vy Tove Y Dhoscn-

6.2.1 Observaciones sobre los niveles de significacién estimados

Para el analisis de los resultados de la simulacién, haremos primero un estudio de los niveles
de significacién estimados para cada test. Como varios de los resultados tedricos que tenemos son
n o (n,p)—asintéticos, es importante analizar, para ciertos n y p fijos, si las frecuencias de rechazo
obtenidas son lejanas al nivel nominal 0.05. Supongamos que hacemos ¢ replicaciones de un test
que tiene nivel o desconocido. Queremos testear Hy : o = g vs. Hy : a # ap. Llamamos p a la
frecuencia de rechazo de las g replicaciones y z, al percentil v de una normal estdndar. Usando
la aproximacién normal para la distribucién binomal, es facil ver que un test de nivel asintdtico
~ tiene como regién de aceptacién p € [ao — zy2/a0(1 — ap)/q, a0 + 2421/ ao(1 — ao)/q]. En
nuestra simulacién tenemos ¢ = 1000, ag = 0.05 y tomaremos v = 0.01. Por lo tanto, se obtiene la
regién de aceptacién p € [0.0322,0.6775]. Es decir, si para un test, un n y un p fijos obtenemos que
la frecuencia de rechazo estd fuera de este intervalo, podemos afirmar con nivel asintético 1% que
la probabilidad de error de tipo I del test para los n y p elegidos es distinta de 0.05. Si la frecuencia
de rechazo de un test excede al extremo superior de este intervalo, se dice que el test es liberal y si
esta frecuencia es menor al extremo inferior del intervalo, se dice que el test es conservador.

En primer lugar, en las Tablas 6.7 a 6.9 se muestran las frecuencias de rechazo obtenidas bajo Hy
para los tests Ty, av, Tnwvae ¥ Tnson €n cada uno de los modelos (B), (C) y (D). Recordemos que los
resultados asintdticos para estos dos tests asumen la normalidad de las observaciones. Observemos
que dichas frecuencias son mucho mayores al nominal 0.05 y por lo tanto los tests Tj, nv, T mvne
y T scn no son informativos en estos tres modelos. Notemos que esta diferencia se intensifica en
los modelos (B) y (D), debido a que la distribucién que asume el modelo (C) es més cercana a una
distribucién normal.

En la Tabla 6.1 se muestran los niveles de significacién estimados para el modelo (A). En este
modelo, el test T}, yv, aplicable solo cuando n > p, tiene un nivel de significacién mucho mayor a
0.05 salvo cuando n es mucho mayor que p. Esto implica que este test no es informativo cuando
n y p son cercanos. Por otro lado, se puede ver que test T}, yvne €s liberal cuando p es chico. De
todas formas, se observa que dicho test adapta a T, \iv a contextos de alta dimensién, ya que los
niveles de significacion estimados se acercan mucho mas al nivel nominal.

El test T}, scn es liberal cuando p es chico, con una frecuencia de rechazo mayor a 0.85 en algunos
casos. Por otra parte, el test T}, xp también resulta liberal cuando p es chico, pero con frecuencias
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de rechazo menores que las obtenidas en el test T}, scu. En esta misma tabla se puede ver que los
tests Typ y Th rros son conservadores cuando p es mucho mayor que n. Las frecuencias de rechazo
de estos dos tests se acerca al nivel nominal 0.05 cuando tanto n como p son grandes.

Respecto al test T}, prrv, bajo Hp se esperaria que el nivel estimado sea siempre cercano al
nominal 0.05. Sin embargo, si se miran los casos en que n = 4, el nivel estimado es siempre
menor a 0.05. Esto se debe a que, dadas las muestras X1, -+ ,Xyp,;, ¢ = 1,2, hay a lo sumo
(i) /2 = 35 valores que podrian tomar los T]f,ﬂ,. En efecto, estos valores quedan determinados por
cudles observaciones pertenecen a cada grupo (sin importar el orden) y se divide por dos por la
simetria entre los dos grupos (es decir, da lo mismo que las observaciones a,b, ¢,d pertenezcan
todas al primer grupo o todas al segundo). Notemos que al estimar el p— valor del test, contamos
cuéntos de los TKM son mayores o iguales que T y luego dividimos por el total de permutaciones.
Al estar incluyendo los X,,T que son iguales a Ty, disminuye la probabilidad de que dicho p—valor
sea menor a 0.05. Esto se traduce en una menor frecuencia de rechazo, tal como se ve en la Tabla
6.1. Cuando n toma valores mas grandes no se observa esta diferencia con el nivel nominal 0.05
porque son muchos mas los valores posibles para las variables TK,J,.

6.2.2 Observaciones sobre las potencias estimadas

En esta seccién estudiaremos las frecuencias de rechazo bajo hidtesis alternativas. Los resultados
se muestran en las Tablas 6.2 a 6.6.

Vamos a estudiar la potencia estimada sélamente bajo el modelo (A), debido a que ya vimos
que los tests Ty, mv ¥ T scn no son informativos en el resto de los modelos.

Recordemos que el test T}, v Unicamente es informativo en el caso en que n sea grande y p sea
chico. En este caso, se puede ver que el test tiene una potencia alta, lo que indica que es el uso de
este test es una buena alternativa en el contexto de observaciones normales y tamafios de muestra
mucho mayores a la dimension.

El test T;, scn tiene una potencia baja cuando n es chico. Sin embargo, esta potencia aumenta
rapidamente cuando n crece y para valores de § mayores a 1, resulta mayor que la obtenida para
el test T, \rv. Recordemos que este test es liberal para algunas elecciones de n y de p y esto puede
ser en parte lo que explique una alta frecuencia de rechazo para hipdtesis alternativas.

Por otra parte, el test T}, yvnp tiene una potencia bastante superior a la de 7T}, sy cuando § = 0.5.
Sin embargo, en los casos en que J > 1 este orden se invierte y cuando p es grande, T, \iynp Pasa a
tener una potencia baja en relacion con los otros cinco tests considerados.

Si comparamos las potencias de los tests T3, rros, Tnne Y Tn,perm, S€ observa que el test T, xp
tiene mayor potencia que los otros dos en el caso en que p sea chico y n sea grande. Por el contrario,
cuando n es grande y p es chico, se puede ver que el test T}, prry €s el que tiene mayor potencia.
Para el resto de los casos las potencias de los tres tests tienen comportamientos similares.

Las potencias para los tests que proponemos, T}, rrop; In,xe ¥ Tn,pera, cONVergen mas lentamente
a 1 en comparacion con el test T}, scn. La ventaja de los tests propuestos, como ya vimos, es que son
informativos para cualquier distribucién eliptica mientras que el test T}, oy sélamente es informativo
en el caso normal.

En la Figura 6.1 se pueden comparar las frecuencias de rechazo obtenidas para los tests T}, scn,
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Thrross Tnne ¥ Tnperv para cada 6 en el conjunto {0.5,1,1.5,2,2.5,3}. Recordemos que § = 1
corresponde a la hipétesis nula. En cada uno de los cuatro graficos se fija un valor de p y se muestran
las potencias estimadas para cada uno de los cuatro tests cuando n = 8, n = 32 y n = 128. Los
graficos para los valores p = 8 y p = 32 no se presentan por ser muy similares a otros de los gréficos
si presentados.

Por 1ltimo, en la Figura 6.10 se estudia empiricamente la distribucién asintética del estadistico
Tnxe cuando (n,p) — oo. Para cada n y p en el conjunto {4,8,16,32,64, 128}, se obtuvieron
1000 valores del estadistico T;, xp y se construye la densidad empirica correspondiente. Luego,
comparamos graficamente esta densidad empirica con la que corresponde a una normal estandar.
En la figura se muestran los 36 graficos obtenidos, ordenados por n y por p. Se puede ver cuando
n 'y p son grandes ambas densidades son muy similares. Este hecho sugiere que T;, xp LN (0,1)
cuando (n,p) — oco. Dicha convergencia se analizara en estudios posteriores.
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6.3 Simulacién en el caso X no diagonal

En las Secciones 5.1 y 5.2 presentamos algunos tests para los que si se pierde generalidad al
asumir que bajo Hy la matriz de covarianza comun entre los grupos es diagonal. Es por eso que se
debieron definir nuevos métodos para el caso general. En esta seccién haremos un breve andlisis de
una simulacion realizada para estos casos.

Consideraremos los siguientes tres tests:

1. Test Frobenius basado en signos definido en el Método F5 de la Subseccién 5.1.3.
Indicaremos al estadistico de este test como T}, rrop2-

2. Test heuristico (n,p)—asintético basado en signos definido en el Método H2 de la
Subseccién 5.2.2. Al estadistico de este test lo llamaremos T, np2.

3. Test heuristico (n,p)—asintético basado en signos definido en el Método H3 de la
Subseccién 5.2.2. Al estadistico de este test lo llamaremos T, np3.

En el andlisis de nivel y potencia y en las tablas nos referiremos al test con el nombre de su
estadistico.

Para cada uno de ellos tinicamente simulamos bajo el modelo (A). Esto se debe a que se basan
en los signos de las observaciones originales y, suponiendo elipticidad, no se pierde generalidad al
asumir normalidad. Las condiciones de la simulacién son las mismas que para la Seccién 6.2 y estan
detalladas en la Seccién 6.1. En este caso, estudiaremos la potencia sélamente en el caso § = 2.

6.3.1 Ohbservaciones sobre los niveles de significacion estimados

En la Tabla 6.11 se muestran las frecuencias de rechazo obtenidas bajo Hy para los tres tests
de esta subseccién. En esta tabla se observa que los tests 75, xp2 ¥ Th np3 son liberales cuando p es
chico. Recordemos que el mismo problema tenian los tests T}, scu ¥ T ne analizados en la Seccién
6.2.

Lo que mas llama la atencién de esta tabla es que cuando p crece, las frecuencias de rechazo
para los tres tests disminuyen considerablemente. De hecho, cuando p es grande y n es chico, esta
frecuencia se hace cero. Esta situacién se vuelve més extrema en el test Typs. Es decir, estos tests
son claramente conservadores cuando p es grande.

Recordemos que en el test T, yp3 se estima la matriz completa Y € RP*P* Lo que puede
estar ocurriendo es que cuando p es grande se necesita un n mucho mayor a p para obtener una
buena estimacién de los p* elementos de Y. En la Subseccién 5.1.3 se propuso el Método F4 que
también necesita una estimacion de todos los elementos de Y. Por este motivo y por su complejidad
computacional, no se incluyo en esta simulacion.

Por otra parte, la idea de los tests Ty, np2 ¥ T rros2 €s rotar las observaciones originales (o
equivalentemente, rotar sus signos) de forma tal que podamos usar los tests respectivos para el
caso X diagonal. Para eso, se necesita tener un estimador 8 de la matriz de autovectores 3 de X.
Cuando p es mayor a n, se obtiene una mala estimacion para dicha matriz 3. Por eso, para estos
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casos, las frecuencias de rechazo obtenidas son cercanas a cero, es decir, se alejan mucho del nivel
nominal 0.05.

6.3.2 Observaciones sobre las potencias estimadas

Por 1ltimo, haremos un breve andlisis de las potencias estimadas cuando d = 2. Estos resultados
se muestran en la Tabla 6.12.

Vimos que para ciertos valores de n y p los niveles estimados de algunos test fueron cero. Este
hecho trae como consecuencia una baja potencia para estos casos. Efectivamente, para el test T}, xp3
las potencias estimadas para n < p resultan siempre iguales o cercanas a cero. Esto quiere decir
que se necesita que n sea mucho mayor a p para que el test resulte potente.

Esta situacién mejora en los tests T}, xp2 y Th rros2. Por ejemplo, se puede ver que en los casos
en que n = p la potencia de estos tests aumenta y se acerca a 1 cuando n = p = 128 mientras que
las frecuencias de rechazo para el test T, xp3 son casi siempre cero en estos casos.

La potencia de T, xp2 es levemente mayor a la de T}, prop2 en la mayoria de los casos. Sin
embargo, al comparar estos dos tests es importante tener en cuenta que el test T}, yp2 es més liberal
que T}, rrop2, como puede observarse en la Tabla 6.11. Las potencias de estos dos tests resultan
siempre menores que las obtenidas para los tests Ty, xp ¥ 11 rros estudiadas en la Seccién 6.2. Esta
diferencia es casi nula cuando n es grande en relacién con p y se intensifica en los casos en que
n < p.
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Capitulo 7

Caodigo

7.1 auxiliares.R

library (matrixcalc)
library (mvtnorm)

JLLY L g g g g g g g g ) ) g g ) g g ) ) ) ) )]
T AT AT 1T 111 17 17 11 11 1 11 11 17 11 11 11 11 11 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 111 11 11 11 11 1111

#UNCIONES AUXILIARES

LU g g g g g g g g g ) g g g ) ) )]

LA

obtenerMuestraNormal = function(n,p,sigma,...){
return (rmvnorm (n,rep(0,p) ,sigma))

#0Obtiene una muestra aleatoria de una T de Student multivariada con
#covarianza sigma y df grados de libertad

LU g g g g g g g g g g ) g g ) ) ) )]
T TT T T AT AT T 1T 111 1 107 17 11 71 11 11 11 17 17 11 11 11 11 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

obtenerMuestrat = function(n,p,sigma,df,...){
return (rmvt (n,sigma = sigma, df = df))
}

NIRRT NN IR TN TN NIRRT NIRRT NIRRT TN I NIRRT NIRRT NI NI NI
T TT T AT T 17 11 11 117 17 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 17 11 11 11 11 1111 11 11 11 11 1111 11 11 1111

#Obtiene una muestra aleatoria de una exponencial multivariada con parametro lambda
#parametro de centralidad cero y matriz de covarianza sqrtSigma %*% sqrtSigma \trasp

obtenerMuestraExponencialMultivariada = function(n,p,sqrtsigma,lambda,...) {
unif = rmvnorm(n,rep(0,p),diag(p))
exp = rexp(n,lambda)
unif = t(apply (unif,l,normalizar))
esferica = exp x unif
return (esferica %*% t(sqrtsigma))

}

/ /] NIRRT TN INININ] J 1] NIRRT NIRRT i I 1]
Tt i i1 1t 1111 1111
#Devuelve la raiz cuadrada de una matriz diagonal.

TR TNININRTRIRT R  NIN N RTRTN IRTNT TNTNT NI NIRRT TR VNI NI TR TRV
T T A 1T 17 111 1 1117 17 11 11 11 1111 11 11 11 11 11 11 11 17 11 11 1111 11 11 11 11 11111111 11 11 1111

obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal = function (matriz){
return (diag(sqrt(diag(matriz))))

L
T T T T
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#Normaliza un vector respecto a la norma euclidea (obtiene un signo)

NIRRT N NN NIRRT N N IR R TR NI IR TR TR R R TN TR T TN R TN TR TR T NI NI
T AT T T A 1T 17 111 1 1117 17 11 11 11 11 11 17 11 11 11 11 11 11 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 1111 11 11 1111

normalizar = function (x)
norma = sqrt (sum(x"2))
return (x/norma)

THTRTSTEIETY
T

LA HA
T T

7

}

JLp g ) ) NIRRT IR I IR IR IR IR IR IN I IeInnn
1777 T T iriT 1T T T ir iy T irirT 17
#Obtiene la traza de una matriz
,/I,IH,/,/IIII/,II,,I, /Il,l”,/,/,l,l”,/,/lll,l,l,l ,I,I’l Hl/,l”,/,/,ll”,//ll
7 T

L i
717 T I T T T AT 1T 1T 1 1 1 A 11 11 11 11 111111 11 11 11

/]
7 7T
traza = function (matriz){sum(diag(matriz))}

LLLL g g g g g ) ) g g ) g g g L) )]
T TT T T AT AT T 1T 11 1 1T 17 17 11 11 11 11 11 17 17 11 11 11 17 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

#Obtiene una lista de matrices identidad , donde el tamano de la i—esima es ps/[i]

LI g g g g g g g ) ) g ) g g ) ) ) )
T AT AT 1T T T 1 117 17 11 1 1 1T 11 1 17 11 11 11 11 1T 17 11 11 1 11 11 11 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

obtenerListaDeMatricesIdentidad = function (ps){
1p = length (ps)
ret = list ()
for(i in 1:1p){
ret [[i]] = diag(ps[i])

return (ret)

}

LLL ] ) L) g g g g g g g g g g g g g g
T T 1T 17 111 1 1117 17 11 11 11 1111 11 11 11 11 11 11 11 17 11 11 1111 11 11 11 11 71111111 11 11 1111

#Obtiene una lista de matrices diagonales, donde la i—esima tiene tamano ps[i] y los <«
elementos de
#la diagonal son bloques (1,1,1,delta), completando con 1’s si fuera necesario.

LUL) g g g g g g g g g ) g g g g g ) ) ) )
T TT T T AT AT AT 1T 11 1 117 17 11 11 11 11 11 17 11 11 11 11 17 17 17 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1111

obtenerListaDeMatricesDiagonalesParaPotencia = function (ps,listadeltas){
1p = length (ps)
ret = list ()

for(i in 1:1p){
nbloques = ps[i] %/% 4
sobrantes = ps[i] — nbloquesx4
ret [[i]] = diag(c(rep(c(1l,1,1,1listadeltas[i]) ,nbloques) ,rep(l,sobrantes)))

return (ret)

}

I INININ NIRRT IR IRl ININININ IR IR ININl] /] NIRRT IR ININIRIRINT
T T T T I i e T eIy T IrTreT
#Calcula la covarianza sin centrar

JLL ) g g g ) g g g ) g g g g g ) ) )
T TT T T T I I 1T 11 1 71 117 17 11 11 11 11 11 17 17 11 11 11 17 11 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

covarianza = function (x){
n=nrow (x)
media = apply (x,2 ,mean)

covar =cov(x)*(n—1)/n
covarianza=covar+ media¥%+%t (media)
return (covarianza)

}

LULY g g g g g g g g g g ) g g g ) g g g ) ) ) )
T TT T T AT AT AT 1T T 1 1 117 17 11 11 11 11 11 17 17 11 11 11 11 11 17 11 1111 11 11 11 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

# Devuelve la proporcion de elementos del vector ”observaciones’

LU g g g g g g g ) ) g g ) ) g g ) ) ) )
T TT T AT AT AT T 1 1 AT 7 17 11 11 11 1111 11 11 11 11 1 11 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 111 11 11 11 11 1111

obtenerAcumuladaParaEmpirica = function (x,observaciones){
len = length (observaciones)
return (mean (l*(observaciones < x)))

’ que son menores que ”x”

}

LLLL I g g g g g ) g g ) g g g ) ) g g g ) ) ) )
T TT T AT AT 1T T 1 1 A 07 17 11 1 11 1T 11 1T 17 11 11 11 11 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 11 11 11 11 11 11 1111

# Genera el nombre para el directorio y archivo del output
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obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput = function (funcionParalLasMuestras ,nl,n2,p,<«

nombreDelTest ,delta = 1,df1 = NULL,df2 = NULL,lambdal = NULL,lambda2 = NULL ){

if (identical (funcionParalLasMuestras ,obtenerMuestraNormal)){directorio="normal”}

if (identical (funcionParalLasMuestras ,obtenerMuestrat)){directorio=paste (’t_dfl_” ,df1, 7 _<

df2_” ,df2,sep="") }

if (identical (funcionParalasMuestras ,obtenerMuestraExponencialMultivariada)){
directorio=paste(”exp_lambdal_” ,lambdal, ”_lambda2_” ,6lambda2,sep="") }

if (! (file.exists(directorio))){
dir.create (directorio)

}

if (delta==1) {
archivo= paste(nombreDelTest ,” _HO_nl_” ;n1,” n2_” n2,” p_" p,”.txt” ,sep="")}
if (deltal!=1){
archivo= paste(nombreDelTest ,” _Hl_delta_” ,delta,” _nl_” ,n1,” _n2_7 n2,” _p.” ,p,” . txt"  sep+>

=)}

return(list (directorio = directorio, archivo = archivo))

7.2 TCMV.R

source (" auxiliares .R”)

# TEST DE COCIENTE DE MAXIMA VEROSIMILITUD
# Se incluye el test T_-{n,MV} y T_{n,MVNP}

L TN IR IR NI NIRRT NIRRT TeIN) NIRRT TN IR TRTET]
T T T I 1T 17 117 T 111 111111 17 T I 1 11 117171 T 17

L] NIRRT IR TR TeIn) TR TRIR IR TRTN) TN ININIRTam
17 T 1T 11 117171 T 1T 11 11 1111111 T I 1T 11 111111111 7

#Obtenemos el valor del estadistico transformado (—2xlog) de maxima verosimilitud .
#Lo obtengo asi para evitar problemas numericos (el estadistico sin transformar es +
demasiado grande) .

obtenerEstadisticoMV = function(nl,n2,p,muestral ,muestra2){
W1 = covarianza(muestral)
W2 = covarianza(muestra2)

n = nl + n2

W= (Wl * nl + W2 % n2) / n

#Notar que las otras constantes del TCMV estan absorbidas al caclular los determinantes
#de las matrices WI,W2 y W

estad = n * log(det(W)) — nl % log(det(Wl)) — =n2 x log(det(W2))
return (estad)

L] NIRRT IR TR TeIn) NIRRT IR IR INTRTN) TINININIRTIN)
17 T I I 1T 11 1111 T I I 1 11 1111 T 1T 1111111

#Obtenemos el valor de mu_n del Corolario 3.2.2.

obtenerMu = function (nl,n2,p){
n = nl + n2
tl =n % (2%n — 2%xp — 1) * log(l — p/n)
t2 = nl % (2xnl — 2xp — 1) * log(l — p/mnl)
t3 = n2 x (2%n2 — 2%p — 1) * log(l — p/n2)
return ((1/4)*(t1 — t2 — t3))

#0Obtenemos el valor de sigmaSq_-n del Corolario 3.2.2.
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obtenerSigmaSq = function(nl,n2,p){
n = nl + n2
t1 = log(l —
t2 = ((n1/n)
t3 = ((n2/n)
)

p/n)

“2) % log(l — p/mn1)
"2) x log(l — p/n2)
return ((1/2)%(t1 — t2 — t3))

#Obtenemos el valor del estadistico del Corolario 3.2.2.

obtenerEstadisticoMVnp= function (n,estadisticoMV ,mu,sigmaSq){
num = (—1/2)% estadisticoMV —mu
denom = n * sqrt(sigmaSq)
return (num/denom)

#Corre una vez el test de CMV (n,p)—asintotico definido en
#el Corolario 3.2.2. (ver especificaciones de ”correrTestCMV”)

correrUnTCMVnp = function (nl,n2,p,muestral ,muestra2 ,mu,sigmaSq){
estadisticoMV = obtenerEstadisticoMV(nl,n2,p,muestral ,muestra2)
estadisticoMVnp = obtenerEstadisticoMVnp(nl + nl,estadisticoMV ,mu,sigmaSq)
pvalor = pnorm(estadisticoMVnp)
return(list (pval = pvalor, estad = estadisticoMVnp))

TR IR IR IR TN TR TR TN NIRRT IR TR TN TN TR IR IR TRININT
T 1T 17 11 11 11 111 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 Tt 1 1 1 11 11 11 URiRiRi

#Corre una vez el test de CMV (ver especificaciones de ”correrTestCMV?”)
JLL S]] /] NIRRT IN NI / INININ NIRRT IR I / INININININIRININ]

T T T A AT 1T 1 11 111117 T AT T 1 T T A A 1T 11 1 11 A A 1 11 11 11 11 11 11 17 7 717

correrUnTCMV = function(nl,n2,p,muestral ,muestra2){
estad = obtenerEstadisticoMV(nl,n2,p,muestral ,muestra2)
df = px (p+1)/2
pval = 1 — pchisq(estad,df)
return(list (pval = pval, estad = estad))

#cantidad es la cantidad de simulaciones a realizar

#nl y n2 son los tamanos de las muestras

#p es la dimension de cada elemento de las muestras

#sigma 1 y sigma2 son las matrices de covarianza para cada una de las muestras

#nivel es el nivel del test

#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones<«
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <«
distribuciones exponencial multivariada .

#Si versionNp = T, se hace el test del Corolario 3.2.2. En caso contrario, se hace el test<«
clasico de maxima verosimilitud .

#Devuelve los estadisticos obtenidos, los pvalores y la proporcion de rechazos

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df

#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda

correrTestCMV = function (cantidad ,nl,n2,sigmal,sigma2,delta=1,funcionParalasMuestras, <«
nivel = 0.05,df1 = NULL, df2 = NULL, lambdal = NULL, lambda2 = NULL, versionNp = F¢°

p = length(sigmal[1l,])

#Nombre de los archivos de salida
if (versionNp){
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output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalasMuestras =
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "ICMV_NP” |, delta <
= delta, df1 = df1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda2)
}else{
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalLasMuestras = ¢«
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "ICMV’, delta = ¢
delta, dfl = df1l, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda?2)

}

directorio = output$directorio
archivo = output$archivo
nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 7")

pvalores=estadisticos= rep (0, cantidad)

rechazo = 0

#Obtenemos la raiz cuadrada de las matrices sigmal y sigma?2
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)
sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)

#Obtenemos las constantes mu y sigmaSq
mu = obtenerMu(nl,n2,p)
sigmaSq = obtenerSigmaSq(nl,n2,p)

for (irep in 1l:cantidad){
set .seed (1234 + irep)
if (versionNp){

print (¢ ("TCMV_NP irep=", irep, ”,nl:”, nl, ” n2:” n2,”p:”,p, “delta:”, delta, 7dfl:”«
, df1, 7lambdal:”, lambdal))
}Yelse{
print (¢ ("ICMV irep=", irep, ”,nl:”, n1, 7 ,n2:” ,n2,”’p:” ,p, "delta:”, delta, "dfl:”, <
df1, “lambdal:”, lambdal))

}

#Obtenemos las muestras

muestral = funcionParalasMuestras(n = nl,p = p,sigma = sigmal,df = dfl, sqrtsigma = ¢«
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)
muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p = p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma = ¢«

sqrtsigma2 ,lambda = lambda2)
#Obtenemos los resultados del test
if (versionNp){

resultados = correrUnTCMVnp (nl,n2,p,muestral ,muestra2 ,mu,sigmaSq)
}else{

resultados = correrUnTCMV(nl,n2,p,muestral ,muestra2)
pvalores[irep] = resultados$pval
estadisticos|[irep| = resultados$estad
if (resultados$pval < nivel){

rechazo = rechazo + 1

}

salida<—cbind (irep, pvalores|[irep]|,estadisticos[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)

# Guardo en cada iteracion

write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)

}

rechazo = rechazo / cantidad
return(list (rechazo = rechazo, pvalores = pvalores,estadisticos = estadisticos))

}

7.3 schott.R
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source (" auxiliares .R”)

ITRTRTeIm TR IR IR IR ININ] L ) NIRRT IR IR TN

T TT T T AT AT 1T 1T 11 1117117 T AT 1T 1 T I AT I 1T 11 1 11 1T AT 1T 17 1 11 11 11 11 17 1 717

# TEST DE SCHOTT (SUBSECCION 3.2.2)
# Se incluye el test T_-{n,SCH}

TN IR TR IR TeIN) TN IR IR TN IR TN IR IR TRININT]
T T T 1T 17 11 11 411 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 Tt 1 1 11 11 11 URIRiRi

# Devuelve el estadistico de Schott.
# nl y n2 son los tamanos de las muestras
# sl y s2 son las matrices de covarianza sin centrar

TR TR IR TR IRTaT TR IR TR TR eI TR ITRTRIN)
717 T I I 1 11 1111 T T 111 1 11 11 1111 T 1T 11 111111

obtenerEstadisticoSchott = function(nl,n2,s1,s2){
n = nl + n2
s = (nl * s1 + n2 % s2)/n

num = traza(sl %x% s1) * (1 — ((n1 — 2)/((n1 4+ 2)x(n1l — 1))))
num = num + traza(s2 %*% s2) x (1 — ((n2 — 2)/((n2 + 2)*(n2 — 1))))
num = num — 2x traza(sl %% s2)

num = num — (traza(sl)"2) * (n1/((nl 4+ 2)*(n1l — 1)))

num = num — (traza(s2) 2) * (n2/((n2 + 2)*(n2 — 1)))

a = (n"2/((n+2)*x(n—-1))) * (traza(s %+% s) — ((traza(s)"2)/n))
denom = 2x (n/(nl*n2)) * a

return (num/denom)

}

TRTeTeIm TN IR IR IeIN) INTRTR TR TR IR IR TRTN] NIRRT IN IR TR
T AT AT 1T 1T 11111717 T I 1T 1 1 T A AT AT AT 11 1 1 11 11 11 11 11 71111

#cantidad es la cantidad de simulaciones a hacer

#n es el tamano de muestra para cada grupo

#p es la dimension de cada observacion

#sigmal es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del primer grupo

#sigma2 es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del segundo grupo

#delta es el valor de los autovalores que diferencian a sigmal y sigma2. Ver Seccion 6.1

#nivel es el percentil de la distribucion limite que se toma como valor critico (si el <«
estadistico observado da mayor, rechazamos, si no, no rechazamos)

#funcionParalLLasMuestras es la funcion a utilizar para obtener las muestras aleatorias

#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones<«
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <
distribuciones exponencial multivariada .

#Devuelve los estadisticos obtenidos, los pvalores, los cuantiles correspondientes al

#nivel (valor critico) y la proporcion de rechazos.

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df

#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda
RN RN RN NIRRT IR IR NI IR NI
1777 T T T T T T 1T 1T 1T 1T 1T 1T

correrTestSchott = function (cantidad ,nl,n2,sigmal, sigma2,delta=1,funcionParalasMuestras 6«
nivel = 0.05,df1 = NULL, df2 = NULL, lambdal = NULL, lambda2 = NULL,...){
p = length(sigmal[l,])
#Nombre de los archivos de salida
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalLasMuestras = <«
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "SCHOTT” , delta = <
delta, dfl = dfl1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = 1ambda2)

directorio = output$directorio

archivo = output$archivo

nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 7")

rechazo = 0

estadisticos = pvalores = rep(0,cantidad)

#Obtenemos la raiz cuadrada de las matrices sigmal y sigma2
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)

sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)
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for (irep in 1:cantidad){

set.seed (1234 + irep)

print (¢ (”SCHOTT irep=", irep, ”,nl:”, nl, ” n2:” ,n2,”’p:” ,p, "delta:”, delta, 7dfl:”, «
df1, “lambdal:”, lambdal))

muestral = funcionParaLasMuestras(n = nl,p
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)

muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p
sqrtsigma2,lambda = lambda2)

sl = covarianza(muestral)

s2 = covarianza(muestra2)

estadistico = obtenerEstadisticoSchott(nl,n2,s1,s2)

pvalor = 1 — pnorm(estadistico)

if (pvalor < nivel){

rechazo = rechazo + 1
}

estadisticos [irep] = estadistico

pvalores|[irep]| = pvalor

salida<—cbind (irep, pvalores[irep|, estadisticos[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)

#Guardo en cada iteracion

write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)

p,sigma = sigmal,df = df1, sqrtsigma = <«

I
T

p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma

rechazo = rechazo / cantidad
return(list (pvalores = pvalores, estadisticos = estadisticos,rechazo = rechazo))

7.4 frobenius.R

)

source (" auxiliares .R”)

/4 HHH /L HHH /L A /L /L
# TEST DE FROBENIUS (SECCION 5.1)
# Se incluye el test T_{n,FROB} y T_{n,FROB2}
’/'71 /] /” / ”/ /

HA A ]

i

/
7t 7t T 11 A 71 T T 1111 71 T T T 11 11

#Obtiene el estadistico dadas las dos matrices de covarianza muestrales y el tamano de la <

muestra original

L4 TN IR TRy 11 / L il
7 117 T 7 177 71 17

T
obtenerEstadistico = function (n,matl, mat2){
diferencia = matl — mat2
norma =frobenius.norm(diferencia)
norma2=nx*norma’ 2
return (norma2)

TSN SRR YRRV S TSI N S ST S S Y T W N W W W W W TN IWTRIEY
TI777 T T T 1T 1T T

T Tt 7 7
#Estima E(s_i(x)"2 * s_k(x)"2) para todo k>= i. Devuelve una matriz triangular superior <
cuyo elemento (i,k) con k >= i es la estimacion de
#E(s-i(x)"2 * s_k(x)"2). La muestra que recibe como parametro se supone ya normalizada.
NIRRT TNIan / eI

L L L] /

T T 7 7 T T 7 7 7 T 7 7
estimarEsperanzasDeProductosDeComponentesAlCuadrado = function (muestra){

cuadrados = muestra’ 2
n = nrow(muestra)
p= ncol (muestra)

cruzadas = matrix(rep(0,p~2),p,p)
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for (i in 1:p){
for(k in i:p){
cruzadas [i,k]=mean(cuadrados| ,i] * cuadrados[ ,k])
}
}

return (cruzadas)

}

LU g g g g g g g g g g ) g g ) ) ) )
T TT T T AT AT T 1T 111 71 1 07 17 11 11 11 11 11 17 17 11 11 11 11 1T 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

#En lo que sigue, se llama U a la matriz limite de \sqrt(N) (V_.1 — V_2),

#donde V_i es la matriz de covarianza muestral de signos espaciales de la muestra i.
#

#Para las funciones que siguen:

#

#cruzadasl y cruzadas2 son las matrices cuyo elemento (i,k) estima, para cada

#una de las dos muestras, a E(s_-i(x) 2 * s_k(x)"2) (k>=i)

#

#simplesl y simples2 son vectores cuya coordenada i estima, para cada una de las
#dos muestras, a E(s_i(x)"2)

#

#tau_1 y tau_-2 son las proporciones muestrales para cada grupo, es decir, nl/n y n2/n «

respectivamente

JLL ) ) g g g g g g g g g g g ) ) )
T TT T T T AT I 1T 11 1 71 117 17 11 71 11 11 17 17 17 11 11 11 17 17 17 11 11 11 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

LU g g g g g g g g g ) g g ) ) )
T TT T AT AT AT 1T 111 1 17 17 11 1 1 11 11 11 1 11 11 11 11 1T 17 11 1 1 11 11 17 11 11 71 11 11 11 11 11 1111

#Estima el valor de cov(U_{ii},U_{kk}), k>= i.

LU g g g g g g ) g ) ) g g ) g g g ) ) ) )]
LA O T

estimarCovarianzaEntreElementosDeLaDiagional = function (nl,n2,cruzadasl, cruzadas2,simplesl<>
,simples2,i,k){
terml = (1/n1 + 1/n2)*(nlx cruzadasl|[i,k]| + n2xcruzadas2[i,k])
term2 = (1/(n1 4+ n2))x(1/n1 + 1/n2)*(nlxsimplesl[i] + n2xsimples2[i])=*(nl*simplesl[k]| + «
n2xsimples2[k])
return (terml — term2)

estimarVarianzaParaElementosNoDiagonales = function (nl,n2,cruzadasl, cruzadas2,i,j){
return ((1/n1 + 1/n2)*(nl% cruzadasl[i,j] + n2%cruzadas2[i,j]))

LU ) g g g g g g ) g g g g ) ) g g g ) ) ) )]
T T AT AT AT 1111 AT A 1 11 1 1111 1 11 11 1 1 11 1T 11 11 11 111 1111 11 11 7141 11 11 11 11 1171

#Para lo que sigue, recordemos que la distribucion de tr(U"2) se escribe como

# 2 \sum a_i y_-i + [|Z]||"2 donde y-i son i.i.d. \chi"2_1, Z es N(0,\Gamma) independiente

#de las y_i, el elemento (i,j) de Gamma es cov(U_{ii}, U_{jj}) v los a_i son var(U_{ij}) <«
para j>i.

#Ver la seccion 5.1 de la tesis para una deduccion de esta cuenta.

LU ) g g g g g g g g g g g g ) L))

T iT T T rarIrIT T rITrTIT 1T T 77777
#Obtiene el vector que corresponde a las estimaciones de las varianzas de los elementos

#no diagonales, para ser usado como los coeficientes estimados (\hat{a_i})
#de la combinacion lineal de chi"2_1 de la distribucion de tr(U"2)

JLL ) g g g g g g g ) g ) g g g g g ) ) ) ) )
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obtenerVectorDeCombinacionLinealDeChisq = function (nl,n2,cruzadasl,cruzadas2){
p = ncol(cruzadasi)
ret = rep(0,(p—1)*p/2)
index = 0
for(i in 1:(p—1)){
for(j in (i4+1):p){
index = index + 1
ret [index]| = estimarVarianzaParaElementosNoDiagonales(nl,n2,cruzadasl, cruzadas2,i,j)
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return (ret)

#Obtiene una matriz cuyo elemento (i,j) es la covarianza muestral entre U_{ii} y U_{jj}.
#Dicha matriz se usa para estimar \Gamma, es decir, la matriz de covarianza del vector Z
#que interviene en la distribucion limite de tr(U"2).

obtenerMatrizDeCovarianzaDeLosElementosDiagionales = function(nl,n2,cruzadasl, cruzadas2, <
simplesl ,simples2){
p = length(cruzadasi[1,])
ret = matrix(rep(0,p"2),p,p)
for(i in 1:p){
for (j in i:p){
valor = estimarCovarianzaEntreElementosDeLaDiagional(n1,n2,cruzadas1,cruzadas2,eJ
simplesl,simples2,i,j)
ret[i,j] = valor
ret[j,i] = valor

return (ret)

#Estimamos los percentiles de una distrubcion W obtenida como una combinacion lineal de <«
chi cuadrado

#con un grado de libertad mas la norma al cuadrado de una normal multivariada Z.

#Aca usamos que la norma al cuadrado de una normal multivariada se distribuye como

#una combinacion lineal de p chi"2_1 cuyos coeficientes son los autovalores de la

#matriz de covarianza de normal.

#percentiles es un vector que indica que percentiles se quieren estimar

#coeficientes es un vector que corresponde a los coeficientes de la comb. lineal de chi“2_<«
1

#cova es la matriz de covarianza de la normal multivariada Z.

#simul . size es la cantidad se iteraciones para estimar los percentiles

#estad es un numero al que se le calcula el p—valor correspondiente a una hipotesis nula H«

_0

#donde H_0 supone que estad proviene de una distribucion T.

TINTRTan TN IR IR TRy NIRRT IR NI IR IR TR TR NN R R TN TN ]
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percentil.limite= function (percentiles ,coeficientes,cova,p,simul.size = 2000,estad){
#Obtenemos los autovalores de cova
autovalores=eigen (cova)$values
p=length (autovalores)
numeroDeSumandosIndep = length (coeficientes)
#Obtenemos las realizaciones
realizaciones = rep (0,simul.size)
for (iboot in 1l:simul.size){
normalesAleatorias = rnorm (numeroDeSumandosIndep)
randomNormal = rnorm(p)

realizaciones [iboot] = 2 * sum(normalesAleatorias 2 #coeficientes) + sum(randomNormal<>
“2kxautovalores)

}

#Hallamos el pvalor estimado
pvalor=mean(l*(estad<=realizaciones))
return(list (cuantil=quantile (realizaciones ,percentiles) ,pvalor=pvalor))

#covl y cov2 son las matrices de covarianza de signos espaciales muestrales
#Devuelve el pooleado entre estas dos matrices

obtenerEstimadorDeSigma = function (nl,n2,covl,cov2){
return ((nlxcovl + n2%cov2)/(nl + n2))
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#Devuelve la matriz de autovectores de una matriz simetrica
#Se utiliza como el estimador de la matriz beta del metodo F5

obtenerEstimadorDeBeta = function (estSigma){

return (eigen (estSigma ,symmetric = T)$vectors)

}

L] TN IR IR TN IR IeN) TN IR IR TRy Il TTNTNINIRTaN
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#cantidad es la cantidad de simulaciones a hacer

#n es el tamano de muestra para cada grupo

#p es la dimension de cada observacion

#sigmal es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del primer grupo

#sigma2 es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del segundo grupo

#delta es el valor de los autovalores que diferencian a sigmal y sigma2. Ver Seccion 6.1

#nivel es el percentil de la distribucion limite que se toma como valor critico (si el <«
estadistico observado da mayor, rechazamos, si no, no rechazamos)

#funcionParalLLasMuestras es la funcion a utilizar para obtener las muestras aleatorias

#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones<«
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <
distribuciones exponencial multivariada .

#Si diagonal = T, usa el metodo F3. Si diagonal = F, usa el metodo F5.

#Devuelve los estadisticos obtenidos, los pvalores, los cuantiles correspondientes al

#nivel (valor critico) y la proporcion de rechazos.

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df

#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda

correrTestFrobenius = function (cantidad ,nl,n2,sigmal,sigma2,delta=1, <
funcionParalasMuestras ,nivel = 0.05, dfi1 = NULL, df2 = NULL,lambdal = NULL, lambda2 = <+
NULL, diagonal = T,...){

p = length (sigmal[1,])

#Nombre de los archivos de salida
if (diagonal){
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalasMuestras = <
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "FROB”, delta = «
delta, dfl = dfil, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda?2)
telse{
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalasMuestras = ¢
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "FROB2” , delta = <«
delta, dfl = df1l, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda2)

}

directorio = output$directorio

archivo = output$archivo

nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 77)
rechazo = 0

pvalores=cuantiles=estadisticos=rep (0, cantidad)

n = nl + n2

taul = nl/n

tau2 = n2/n

#Obtenemos las raices cuadradas de las matrices sigma.
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)
sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)

for (irep in l:cantidad){
set.seed (1234 + irep)
if (diagonal){
print (c("FROB irep=", irep, ”,nl:”, n1, 7 ,n2:” n2,”’p:” ,p, "delta:”, delta, 7dfl:”, «
df1, “lambdal:”, lambdal))
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}else{

print (c("FROB2 irep=", irep, ”,nl:”, n1, 7 ,n2:” ,n2,”p:” ,p, "delta:”, delta, "dfl:”, «
df1, “lambdal:”, lambdal))
}

#0Obtengo las muestras

muestral = funcionParalLasMuestras(n = nl,p = p,sigma = sigmal,df = dfl1, sqrtsigma = <
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)
muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p = p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma = ¢«

sqrtsigma2,lambda = lambda2)
#Obtengo los signos de las muestras
sl =apply (muestral,l,normalizar)
si=t(s1)
s2= apply (muestra2,l,normalizar)
s2= t(s2)
#Estimamos las matrices de covarianza de los signos
covl = covarianza(sl)
cov2 = covarianza(s2)

#Rotamos las observaciones en el caso no diagonal
if (!diagonal){
estSigma = obtenerEstimadorDeSigma(nl,n2,covl,cov2)
estBeta = obtenerEstimadorDeBeta(estSigma)
sl = s1 %*% estBeta
s2 = s2 %*% estBeta
covl = covarianza(sl)
cov2 = covarianza(s2)

}

#Obtenemos el valor del estadistico

estadistico = obtenerEstadistico(n,covl, cov2)

#Obtenemos las estimaciones

cruzadasl = estimarEsperanzasDeProductosDeComponentesAlCuadrado (s1)
cruzadas2 = estimarEsperanzasDeProductosDeComponentesAlCuadrado(s2)

simplesl = diag(covl)

simples2 = diag(cov2)

#0Obtenemos el vector correspondiente a la combinacion lineal de chisq de la <«
distribucion limite

vector .CL.Chisq = obtenerVectorDeCombinacionLinealDeChisq(nl ,n2,cruzadasl ,cruzadas2)

#Obtenemos la matriz de covarianza correspondiente a la cual se le toma la norma al <
cuadrado en la distribucion limite

matriz.cov.diag = obtenerMatrizDeCovarianzaDeLosElementosDiagionales(nl,n2,cruzadasl, <+
cruzadas2,simplesl ,simples?2)

#Estimamos el percentil de la distribucion limite

valorCritico = percentil.limite(percentiles = l—nivel,coeficientes=vector.CL.Chisqg,+>
cova=matriz.cov.diag ,p,estad= estadistico)

#Obtenemos la proporcion de rechazos a H_0

if ( estadistico > valorCritico$cuantil){

rechazo = rechazo 4 1
}

pvalores[irep] = valorCritico$pvalor

cuantiles[irep|=valorCritico$cuantil

estadisticos[irep]= estadistico

salida<—cbind (irep, pvalores|[irep]|,estadisticos[irep]|,cuantiles|[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)

# Guardo en cada iteracion

write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)

}

rechazo = rechazo/cantidad
return (list (rechazo=rechazo ,pvalores=pvalores, cuantil=cuantiles , estadisticos=¢
estadisticos))
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7.5 np.R

source (" frobenius .R”)

JLLL L g g g g g g g g g g ) g g g ) ) )
LA A T R

# TEST (n,p)-ASINTOTICO (SECCION 5.2)
# Se incluyen los tests T-{n,NP} y T_{n,NP2}
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#Obtiene el estadistico del test (m,p).

#n es la suma de los tamanios de las muestras

#covl y cov2 son las matrices de covarianza de signos espaciales para cada muestra

#tau_1 y tau-2 son las proporciones muestrales para cada grupo, es decir, nl/n y n2/n <
respectivamente

#varTn es la estimacion de la varianza del estadistico Tn (usado en el test de Frobenius)

#Ver la seccion 4.2 de la tesis para una deduccion de esta cuenta.

obtenerEstadisticoTestnp = function(n,covl,cov2,taul,tau2,varTn){
ret = obtenerEstadistico(n,covl,cov2)
print (c(”ret” ,ret))
media = 1/taul + 1/tau2 — ((1/taul) = sum(diag(covl)"2) + (1/tau2) * sum(diag(cov2) 2))
print (c(”media:” , media))
print (c(”var”, varTn))
return ((ret — media) / sqrt(varTn))

}

LU g g g g g g g ) g g g ) g g g ) ) ) )]
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#0Obtiene un valor estimado de la varianza de Tn

#cruzadasl y cruzadas2 son las mismas matrices usadas en el test de Frobenius

#simplesl y simples2 son los mismos vectores usados en el test de Frobenius

#tau_-1 y tau-2 son las proporciones muestrales para cada grupo, es decir, nl/n y n2/n <«
respectivamente .

#Ver la seccion 4.2 de la tesis para una deduccion de esta cuenta.

LULY ) ) g g g g g g g g ) ) g g g g g g ) ) ) )]
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obtenerVarianzaEstimadaDeTn = function(nl,n2,cruzadasl, cruzadas2,simplesl, 6 simples2){
p = length(cruzadasi[1,])
ret = 0

for(i in 1:(p—1)){
for(j in (i+1):p){
#sumamos 4 veces cada varianza estimada de elementos no diagonales de U.
ret = ret + 4% (estimarVarianzaParaElementosNoDiagonales(nl,n2,cruzadasl, cruzadas2,i<>

»3)72)

#Obtenemos la matriz de covarianza \hat{\Gamma} de los elementos diagonales de U
#y sumamos los cuadrados de sus autovalores.

covDiagonal = obtenerMatrizDeCovarianzaDeLosElementosDiagionales (n1 ,n2,cruzadasl , <
cruzadas2, simplesl,simples2)
ret = ret + sum(eigen (covDiagonal)$values 2)

return (2 * ret)

}

LU L) g g g g g g g ) g g g g g g g g )
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#cantidad es la cantidad de simulaciones a hacer

#n es el tamano de muestra para cada grupo

#p es la dimension de cada observacion

#sigmal es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del primer grupo

#sigma2 es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del segundo grupo

#delta es el valor de los autovalores que diferencian a sigmal y sigma2. Ver Seccion 6.1

#nivel es el percentil de la distribucion limite que se toma como valor critico (si el <
estadistico observado da mayor, rechazamos, si no, no rechazamos)
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#funcionParalLasMuestras es la funcion a utilizar para obtener las muestras aleatorias

#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones<«+
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <
distribuciones exponencial multivariada .

#Si diagonal = T, usa el metodo Hl. Si diagonal = F, usa el metodo H2.

#Devuelve los estadisticos obtenidos, los pvalores, los cuantiles correspondientes al

#nivel (valor critico) y la proporcion de rechazos.

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df

#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda

correrTestnp = function (cantidad ,nl,n2,sigmal,f sigma2,delta=1, funcionParalLasMuestras , nivel«>
= 0.05,df1= NULL, df2 = NULL, lambdal = NULL, lambda2 = NULL,diagonal = T,...){
p = length(sigmal[l,])

#Nombre de los archivos de salida
if (diagonal){
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalasMuestras =
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "FROB_NP” , delta <>
= delta, dfl1 = df1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda2)
}else{
output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalasMuestras = ¢
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "FROB_NP3” |, delta<+
= delta, df1 = df1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda2)

}

directorio = output$directorio

archivo = output$archivo

nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 7")
estadisticos = pvalores = rep(0,cantidad)
rechazo = 0

n = nl + n2
taul = nl /n
tau2 = n2 /n
#0Obtengo la raiz cuadrada de las matrices sigmal y sigma?2
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)
sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)

for (irep in l:cantidad){
set.seed (1234 + irep)
if (diagonal){

print (¢ ("FROB_NP irep=", irep, ”,nl:”, nl, ” n2:” ,n2,”p:”,p, 7delta:”, delta, 7dfl:”«
, df1, 7lambdal:”, lambdal))
}else{
print (¢ ("FROB_NP3 irep=", irep, ”,nl:”, nl, ” n2:” n2,”p:”,p, 7"delta:”, delta, ”dfl:«
7, dfl, 7lambdal:”, lambdal))
}
muestral = funcionParalLasMuestras(n = nl,p = p,sigma = sigmal,df = dfl1, sqrtsigma = <
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)
muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p = p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma = <«

sqrtsigma2 ,lambda = lambda2)
#0Obtengo los signos de las muestras
sl =apply (muestral,l,normalizar)
si=t(s1)
s2= apply(muestra2,l,normalizar)
s2= t(s2)
#Obtengo las matrices de covarianza de signos espaciales
covl = covarianza(sl)
cov2 = covarianza(s2)

#Rotamos las observaciones en el caso no diagonal




if (!diagonal){
estSigma = obtenerEstimadorDeSigma(nl,n2,covl,cov2)
estBeta = obtenerEstimadorDeBeta(estSigma)
sl = s1 %x% estBeta
s2 = s2 %*% estBeta
covl = covarianza(sl)
cov2 = covarianza(s2)
}
#Obtengo las estimaciones auxiliares
cruzadasl = estimarEsperanzasDeProductosDeComponentesAlCuadrado(sl)
cruzadas2 = estimarEsperanzasDeProductosDeComponentesAlCuadrado (s2)
simplesl = diag(covl)
simples2 = diag(cov2)
#Estimo la varianza de Tn (el estadistico del test Frobeinus)

varTn = obtenerVarianzaEstimadaDeTn(n1,n2,cruzadasl,cruzadasQ,simplesl,simples?)
#Obtengo el estadistico del test (n,p) y el pvalor
estadistico = obtenerEstadisticoTestnp(n,covl,cov2,taul,tau2,varTn)
pvalor = 1 — pnorm(estadistico)
if (pvalor < nivel){
rechazo = rechazo + 1

}

estadisticos[irep| = estadistico

pvalores[irep| = pvalor

salida<—cbind (irep, pvalores[irep]|,estadisticos[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)

# Guardo en cada iteracion

write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)

rechazo = rechazo / cantidad
return(list (pvalores = pvalores, estadisticos = estadisticos,6rechazo = rechazo))

}
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7.6 np3.R

source (” frobenius .R”)

L il L L L /
7

# TEST (n,p)—ASINTOTICO (SUBSECCION 5.2.2, METODO H3)
# Se incluye el test T_-{n,NP3

T N TR TR YR TR T S TSN BTN S S N W N W W W W MW IWTRIEY
T T T T T U

L / L L L L

T T T T
#Devuelve el estadistico del test

L L L / L] /
7 71111 7

T 7
obtenerEstadisticoTestnp3 = function(n,covl,cov2,espTn,varTn){
ret = obtenerEstadistico(n,covl,cov2)
print (c(”ret” ,ret))
print (c(”media:”, espTn))

(
print (c(”var”, varTn))
return ((ret — espTn) / sqrt(varTn))

/ T L

7

T 7 7 7
#Devuelve un estimador de la matriz Upsilon definida en la Seccion 5.1

£ HA S A /f

7T i 7 7 i
obtenerEstimadorDeUpsilon = function (muestral ,muestra2,taul,tau2,estSigma){

N = dim(muestral)[l] + dim(muestra2)[1]
p = dim(muestral) [2]
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terml = matrix(rep(0,p"4),p 2,p"2)

muestras = rbind (muestral ,muestra?2)

for (i in 1:N){
prodmat = muestras[i,] %*% t(muestras[i,])
subterm = prodmat %x% prodmat
terml = terml + subterm

}

terml = terml /N

vecestSigma = vec(estSigma)

term2 = vecestSigma %x% t(vecestSigma)
dim(term2)

return ((1/taul + 1/tau2)*(terml — term2))

#Devuelve un estimador de la esperanza del estadistico del test T-{n,FROB}

obtenerEstimadorDeLaEsperanza = function (taul,tau2,estSigma){
return ((1/taul + 1/tau2)*(1 — sum(estSigma"2)))

#Devuelve el producto escalar entre dos vectores

productoEscalar = function (vecl, vec2){

return (sum(veclxvec2))

}

A HH A
Tt 71 T i 71 Tt it 71 T it

#Devuelve una matriz cuyo elemento (i,j) es el producto escalar entre la fila i—esima y j—

esima de la matriz muestra.

L 1Ll TR TTNININIRTaN
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7 T 7
obtenerMatrizDeProductosEscalares = function (muestra){
N = dim(muestra) [1]
ret = matrix(rep (0,N"2) ,N,N)
for (i in 1:N){
for(j in i:N){

valor = productoEscalar (muestra[i,], muestra[j,])
ret[i,j] = valor
ret[j,i] = valor

return (ret)

}

TN INIRTaT TINININININ| L) /
T 11 L 7 T 1T 11111171

7 7 7 7
#Devuelve un estimador de la varianza del estadistico del test T_{n,FROB}
/L
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T T

obtenerEstimadorDelLaVarianza = function (taul,tau2,muestra){
matrizDeEscalares = obtenerMatrizDeProductosEscalares(muestra)
N = dim(muestra) [1]

terml = 0
for (i in 1:N){
for(j in 1:N){
terml = terml + matrizDeEscalares[i,j]| 4
}
}

terml = terml/(N"2)
term2 = 0
for (i in 1:N){

parcial = 0
for(j in 1:N){
parcial = parcial + matrizDeEscalares[i,j]| 2

}

term2 = term2 + parcial "2
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}

term2 = term2/(N"3)
term3 = 0
for (i in 1:N){
for(j in 1:N){
term3 = term3 + matrizDeEscalares[i,j] 2
}
}

term3 = (term3°2) /(N"4)
return(2* ((1/taul + 1/tau2)"2) * (terml — 2% term2 + term3))

L TTNININININ) NIRRT INININTRTN] NIRRT IR IR IR TRTN]
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T

#cantidad es la cantidad de simulaciones a realizar

#nl y n2 son los tamanos de las muestras

#p es la dimension de cada elemento de las muestras

#sigma 1 y sigma2 son las matrices de covarianza para cada una de las muestras

#nivel es el nivel del test

#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones+<>
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <«
distribuciones exponencial multivariada .

#Si verl = T se usa la version que estima Upsilon. En el otro caso se usa la version 2 que<+>
usa la Proposicion 5.2.2.
#Devuelve los estadisticos obtenidos

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df
#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda

L/ INTNTRTRINININTaT] INTNTRTRINININTAT TTNININIRTaN
17 T 1 11 111171 T 111117 7 T 1T 11 1111 7

, los pvalores y la proporcion de rechazos

correrTestnp2vl = function (cantidad ,nl,n2,sigmal,sigma2,delta=1, funcionParalasMuestras <
nivel = 0.05,df1= NULL, df2 = NULL, lambdal = NULL, lambda2 = NULL, <+
numeroDePermutaciones = 1,verl = F){

p = length (sigmal[1,])

#Nombre de los archivos de salida

output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParalLasMuestras = <«
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "ICMV’, delta = ¢
delta, dfl = df1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = lambda2)

directorio = output$directorio

archivo = output$archivo

nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 7")
estadisticos = pvalores = rep(0,cantidad)
rechazo = 0

n = nl + n2
taul = nl /n
tau2 = n2 /n
#Obtengo la raiz cuadrada de las matrices sigmal y sigma2
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)
sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)

for (irep in 1:cantidad){
set.seed (1234 + irep)
print (¢ ("FROB_NP3 irep=", irep, ” ,nl:”, nl, ” n2:” n2,’p:”,p, 7delta:”, delta, 7dfl:” , <
df1, ”“lambdal:”, lambdal))

#Obtenemos las muestras
muestral = funcionParalasMuestras(n = nl,p = p,sigma = sigmal,df = dfl, sqrtsigma = ¢«
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)




muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p = p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma = ¢«

sqrtsigma2 ,lambda = lambda2)
#Obtengo los signos de las muestras
sl =apply (muestral,l,normalizar)

si=t(s1)
s2= apply (muestra2,l,normalizar)
s2= t(s2)

s = rbind(s1,s2)

#Obtengo las matrices de covarianza de signos espaciales
covl = covarianza(sl)
cov2 = covarianza(s2)
estSigma = obtenerEstimadorDeSigma(nl,n2,covl, cov2)
if (verl){
#Estimo Upsilon

estUpsilon = obtenerEstimadorDeUpsilon(sl,s2,taul,tau2,estSigma)

#Estimo la esperanza y varianza
esp = traza(estUpsilon)
var = 2*sum(estUpsilon”2)

}else{

#Estimo la esperanza y varianza

esp = obtenerEstimadorDelLaEsperanza(taul,tau2,estSigma)
var = obtenerEstimadorDeLaVarianza(taul,tau2,s)
estadistico = obtenerEstadisticoTestnp3(n,covl, cov2,esp,var)

#Obtengo el p—valor
pvalor = 1 — pnorm(estadistico)
if (pvalor < nivel){
rechazo = rechazo + 1
}

estadisticos[irep| = estadistico
pvalores [irep]| = pvalor
salida<—cbind (irep, pvalores[irep]|,estadisticos[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)
#Guardo en cada iteracion
write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)
}

rechazo = rechazo / cantidad

return(list (pvalores = pvalores, estadisticos = estadisticos,rechazo

}

= rechazo))
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7.7 permutaciones.R

source (” frobenius .R”)

/ L Il L

# TEST DE PERMUTACIONES (SECCION 5.3)
# Se incluye el test T_-{n,PERM}

7 -+ £ 7 AT v 7

/

T 7 7
# Devuelve dos muestras que se obtienen permutando los elementos de
originales

HH /L /L HHHH /L /L S /L /L
17 17 17 7

T
obtenerMuestrasPermutadas = function(nl,n2,p,muestral ,muestra2){
n = nl 4 n2
#Pego las dos muestras
bind = rbind (muestral ,muestra2)

las

dos muestras <
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#Mezclo las filas
bind = bind[sample(1l:n) ,]
return(list (muestraNueval = bind[1l:nl,], muestraNueva2 = bind[(ni1+1):n,]))

#Obtiene un vector donde cada elemento es el estadistico del test luego de permutar
#los elementos de las dos muestras. Las muestras ya se suponen normalizadas.
#cantidad es la cantidad de permutaciones a hacer

#nl y n2 son el tamano de cada muestra

#p es la dimension de cada elemento de cada muestra

#muestral y muestra2 son las muestras ya normalizadas

obtenerVectorDeEstadisticos.permutaciones = function (numeroDePermutaciones ,nl,n2,p,<+>
muestral ,muestra2){
n = nl + n2

ret = rep(0,numeroDePermutaciones)
for (i in l:numeroDePermutaciones){
muestrasNuevas = obtenerMuestrasPermutadas(nl,n2,p,muestral ,muestra2)
muestraNueval = muestrasNuevas$muestraNueval
muestraNueva2 = muestrasNuevas$muestraNueva2
covNueval = covarianza(muestraNueval)
covNueva2 = covarianza(muestraNueva2)
ret[i] = obtenerEstadistico(n,covNueval, covNueva?2)

}

return (ret)

L TN IR INTNIN NIRRT TN IR TRTNIN) TR TRINININTRTN]
T T 11 11117 17 T 11111111111 T 111111 111111

# Devuelve el pvalor, el estadistico y el cuantil de un test de permutaciones
# (ver especificaciones de la funcion ”correrSimulacionTestDePermutaciones”).
# Las muestras NO se suponen todavia normalizadas

,/,7// /,/,/ / /] /”ll /,/’
T 7 T

T T T 11 11

e

vos / A
THA 11 T 11

1

obtenerpValorYEstadisticoDelTestdePermutaciones = function (numeroDePermutaciones ,nl,n2,p,<+
muestral ,muestra2 ,nivel){
#Normalizamos cada muestra

sl = apply(muestral,l,normalizar)
s2 = apply(muestra2,l ,normalizar)
sl = t(s1)
s2 = t(s2)

n = nl + n2

#Obtenemos los estadisticos obtenido luego de las permutaciones

vectorDeEstadisticosPermutados = obtenerVectorDeEstadisticos.permutaciones (<«
numeroDePermutaciones ,n1,n2,p,sl, 52)

#Obtenemos el estadisico para las muestras sin permutar

covl = covarianza(s1)

cov2 = covarianza(s2)

estadistico = obtenerEstadistico(n,covl,cov2)

return (list (pval = 1 — obtenerAcumuladaParaEmpirica(estadistico, <
vectorDeEstadisticosPermutados), estadistico = estadistico,cuantil = quantile((—’
vectorDeEstadisticosPermutados ,1 — nivel)))

#cantidad es la cantidad de simulaciones a hacer

#n es el tamano de muestra para cada grupo

#p es la dimension de cada observacion

#sigmal es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del primer grupo

#sigma2 es la matriz de covarianza para obtener la m.a. del segundo grupo

#delta es el valor de los autovalores que diferencian a sigmal y sigma2. Ver Seccion 6.1
#nivel es el percentil de la distribucion limite que se toma como valor critico (si el «
estadistico observado da mayor, rechazamos, si no, no rechazamos)
#funcionParaLasMuestras es la funcion a utilizar para obtener las muestras aleatorias
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#dfl y df2 son los grados de libertad a usar para cada grupo si se usan las distribuciones+>
T de Student multivariadas

#lambdal y lambda2 son los parametros lambda a utilizar para cada grupo si se usan las <
distribuciones exponencial multivariada .

#numeroDePermutaciones es la cantidad de permutaciones a realizar dentro de cada iteracion<

#Devuelve los estadisticos obtenidos, los pvalores, los cuantiles correspondientes al
#nivel (valor critico) y la proporcion de rechazos.

#

#Funciones para muestras disponibles:

#obtenerMuestraNormal parametros: n,p,sigma

#obtenerMuestrat parametros: n,p,sigma,df

#obtenerMuestraExponencialMultivariada parametros:n,p,sqrtsigma ,lambda

correrTestDePermutaciones = function (cantidad ,nl,n2,sigmal,sigma2,delta=1,+
funcionParalasMuestras ,nivel = 0.05, df1 = NULL, df2 = NULL, lambdal = NULL, lambda2 =¢
NULL ,numeroDePermutaciones = 400){

p = length (sigmal[1,])

#Nombre de los archivos de salida

output = obtenerNombreDeDirectorioYArchivoParaOutput (funcionParaLasMuestras = ¢«
funcionParalasMuestras, nl = nl, n2 = n2, p = p, nombreDelTest = "PERM’, delta = <
delta, dfl1 = df1, df2 = df2, lambdal = lambdal, lambda2 = 1ambda2)

directorio = output$directorio

archivo = output$archivo

nombre = paste(directorio,”\\” ,archivo,sep = 7")

rechazo = 0

pvalores = estadisticos = cuantiles = rep (0,cantidad)
#Obtenemos la raiz cuadrada de las matrices sigmal y sigma2
sqrtsigmal = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigmal)
sqrtsigma2 = obtenerRaizCuadradaDeMatrizDiagonal (sigma2)

for (irep in 1: cantidad){
set.seed (1234 + irep)

print (c("PERM irep=", irep, ”,nl:”, nl, ” ,n2:” n2,”p:”,p, 7delta:”, delta, 7dfl:”, dfi+
, 7lambdal:”, lambdal))

#Obtenemos las muestras

muestral = funcionParalasMuestras(n = nl,p = p,sigma = sigmal,df = dfl, sqrtsigma = ¢«
sqrtsigmal ,lambda = lambdal)

muestra2 = funcionParalasMuestras(n = n2,p = p,sigma = sigma2,df = df2, sqrtsigma = ¢«

sqrtsigma2 ,lambda = lambda2)
#Obtenemos el resultado del test

resultadoDelTest = obtenerpValorYEstadisticoDelTestdePermutaciones (<«
numeroDePermutaciones ,nl,n2,p,muestral ,muestra2,nivel)

pvalores[irep| = resultadoDelTest$pval

estadisticos|[irep]| = resultadoDelTest$estadistico

cuantiles [irep| = resultadoDelTest$cuantil

if (resultadoDelTest$pval < nivel){
rechazo = rechazo + 1
}
salida<—cbind (irep, pvalores|[irep]|,estadisticos[irep]|,cuantiles|[irep]|,rechazo)
largo.sal=length (salida)
# Guardo en cada iteracion
write (t(salida), file=nombre,ncol=largo.sal,append=T)

}

rechazo = rechazo/cantidad
return(list (rechazo = rechazo, pvalores = pvalores,b estadisticos = estadisticos, ¢
cuantiles = cuantiles))
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