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Introduccion

Este trabajo estd dedicado a estudiar la homologia de Hochschild de cierto tipo de
variedades algebraicas, los arreglos de hiperplanos. Como el nombre lo indica, un arreglo
de hiperplanos es un conjunto de variedades k-lineales (donde k es un cuerpo arbitrario)
de codimensién 1 en el espacio afin o proyectivo.

El principal motivo por el que nos interesa calcular la homologia de un arreglo de
hiperplanos es el siguiente. Dada una variedad algebraica en el espacio afin A™ definida
por un polinomio f € k[x1,...,z,], podemos tomar el dlgebra de funciones racionales de
esta variedad, A = k[z1,...,2,]/(f). La homologia de la variedad se calcula en términos
de dicha algebra y proporciona informacién geométrica sobre la curva.

La teoria es relativamente sencilla cuando la variedad es regular. La nocién intuitiva
de regularidad es que la curva es "plana” en un entorno del punto p. Méas formalmente,
una variedad se dice regular en un punto p cuando el espacio tangente a la variedad tiene
dimensién como k espacio vectorial igual a la de m/m?, donde m es el ideal maximal del
anillo de funciones regulares localizado en el punto p.

Sin embargo, este no es el caso mas general; un posible problema que se presenta es
el de una curva que posea autointersecciones, como en la figura en esta pagina.

Figura 1: Curva con autointersecciones

Por ejemplo, si nos centramos unicamente en el punto de interseccién, la variedad
anterior no es regular en este punto, ya que localmente presenta una singularidad similar
a la de dos rectas que se cortan transversalmente en un punto.

El interés en los arreglos de hiperplanos radica en que estos pueden utilizarse como
modelos linealizados de variedades no regulares. Estudiamos los arreglos de hiperplanos



Figura 2: Modelo lineal de la interseccién

con la esperanza de que el comportamiento local de las curvas que definen en estos puntos
sea similar al de la variedad sin linealizar. Este es por supuesto un argumento local: no
podemos esperar que el comportamiento global sea parecido, ya que hay otras curvas con
singularidades similares a las de la curva anterior, pero caracteristicas globales distintas.

Figura 3: Otra curva singular de comportamiento local similar

Los grupos de cohomologia son un invariante importante de las algebras, y a lo largo
de la historia distintos resultados de regularidad han sido enunciados en términos de estos
grupos. A continuacion presentamos una breve resefia histérica del tema. La principal
fuente para esta Seccién es [15].

0.1 Antecedentes historicos

Nuestro interés se centra en las édlgebras A sobre un cuerpo k (eventualmente de ca-
racteristica 0), y el estudio de sus grupos de homologia y cohomologia, a definirse mas
adelante.

El primero en definir y estudiar estos grupos en el contexto de la teoria general de
homologfa fue Hochschild, pero los origenes de este trabajo estan en el articulo de 1937
de N. Jacobson [11], donde se estudia sisteméaticamente las derivaciones y las derivaciones
interiores de &lgebras sobre un cuerpo k. En [9] Hochschild trabaja sobre las derivaciones
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de dlgebras asociativas y de Lie, demostrando por métodos homolégicos rudimentarios
(para los estandares de hoy) que toda derivacién de un &lgebra es interior si y solo
si el dlgebra Ay = A ®j ¢ es semisimple para toda extensién de cuerpos ¢|k. En el
mismo trabajo presenta una condicién necesaria para que un algebra sobre un cuerpo de
caracteristica 0 sea semisimple.

Tras estudiar el trabajo de Cartan y Eilenberg sobre dlgebra homoldgica [2], Hochs-
child reformula sus resultados previos ([10]) en términos de resoluciones proyectivas del
algebra y de grupos de cohomologia con valores en un A-bimédulo arbitrario. En este
nuevo lenguaje, los dos resultados principales del trabajo anterior pueden expresarse de
la siguiente manera: un algebra es separable si y solo si el primer grupo de cohomologia
del algebra sobre cualquier bimoédulo es nulo, y una condicién necesaria para que un
algebra sea semisimple sobre un cuerpo de caracteristica 0 es que su segundo grupo de
cohomologia (con coeficientes en si misma) sea nulo. En ese mismo trabajo, Hochschild da
una interpretacién del segundo grupo de cohomologia en términos de las extensiones del
algebra A. Una segunda interpretacion de los grupos de cohomologia puede encontrarse
en [6], donde Gerstenhaber estudia las deformaciones de un &lgebra.

Para comprender la idea de una deformacién, consideremos primero el algebra de
funciones regulares de una curva C;, que depende de un parametro t € k. A medida que
deformamos la curva variando el pardametro, la multiplicacién en el dlgebra se modifica
para reflejar este cambio geométrico. Una variante de esta idea es estudiar el k[[¢]]-
bimédulo A[[t]] de series de potencias con coeficientes en A, y darle una multiplicacién
k[[t]]-bilineal, de forma que su restriccién al dlgebra A coincida con la original. Gersten-
haber llama a esta nueva estructura una familia uniparamétrica de deformaciones del
algebra A, donde moralmente el pardmetro ¢ espera ser evaluado en algin elemento del
cuerpo k. Por supuesto, este no es necesariamente el caso, y existen deformaciones para
las cuales ningun valor de t en la clausura algebraica de k da lugar a una multiplicacién
en el dlgebra A.

En el trabajo citado, Gerstenhaber demostré que a toda deformacién le corresponde
un 2-cociclo del complejo de cocadenas de A, al que llamé el generador infinitesimal
de la deformacion, y estudi6 el problema de levantamiento correspondiente: jcuiando un
2-cociclo es el generador infinitesimal de una deformacién? En ese mismo trabajo se
demuestra que la obstruccién a este levantamiento es un elemento del tercer grupo de
cohomologia de A, con lo cual un algebra es rigida (es decir, no tiene deformaciones no
triviales) si y solo si su tercer grupo de cohomologia es nulo. En el Capitulo 1 resumimos
esta interpretaciéon y demostramos los resultados mas importantes.

Como senaldbamos en el parrafo anterior, uno de los principales ejemplos de algebras
asociativas es el algebra de funciones regulares sobre una variedad algebraica. En este
caso, los grupos de (co)homologia de la variedad, es decir, del dlgebra asociada, tienen
una interpretacién geométrica en términos de singularidades, suavidad, etc. En [8] se
calcula la homologia y cohomologia de Hochschild de una hipersuperficie. Apoyandonos
en estos resultados, dedicamos la Seccién final al andlisis de la cohomologia de ciertos
ejemplos de hipersuperficies no irreducibles, los arreglos de hiperplanos.

Un arreglo de hiperplanos es obviamente una variedad algebraica, el conjunto de
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ceros de un polinomio dado por el producto de formas lineales cada una correspondiente
a uno de los hiperplanos. Asi, la factorizacion del polinomio, y por tanto la estructura
algebraica del dlgebra de funciones regulares, no es demasiado complicada a pesar de
que el conjunto de singularidades es altamente complejo, lo que los hace un interesante
caso de estudio. Como ya mencionamos, este conjunto puede sevir como modelo lineal
de ciertas singularidades de variedades algebraicas.

0.2 Convenciones y notacion

En todo este documento, k es un anillo conmutativo y A es una k-dlgebra (en la mayor
parte de los casos estaremos interesados en el caso en k es un cuerpo). Para abreviar la
notacion, escribimos ® por ®g. Si el producto tensorial se realiza sobre algin otro anillo,
éste figurara explicitamente.

La potencia exterior APV de un k-médulo libre de base {z1,...,z,} es el k-médulo
libre generado por {ej Aej, A...Aej, :j1 < j2 <...<jp}. El producto en el dlgebra
exterior AV = (®p>0APV,A) es simplemente el inducido por el de T'(V), el dlgebra
tensorial.

Sea J(p) = {(J1,J2,---5Jp) : 1 < j1 < j2 < ... < jp < n}. Si notamos e; =
ej, Nej, A... Aej,, APV resulta un k-médulo libre de base {e;: J € J(p)}.
Sea A = k[zy,...x,] la k-dlgebra libre sobre el conjunto de generadores de V/,

Zy,...,x,}. Por abuso de notacién escribimos APA = A ®@ APV @ A.
En muchos casos, elementos de la forma 2" ® 1 + 2" ' @ 2 + ... + 1 ® 2™ aparecen
en nuestros célculos. La notacién fn a®bc se usa para abreviar

Z a®bet,
s+t+1l=n
s,t>0
donde a y ¢ son elementos de un anillo, y b un elemento de un bimédulo sobre dicho
anillo.

El anillo de polinomios en n variables k[z1, ..., zy] se nota como k[X]. Si a € Ny" es
n
un multiindice, notamos X% = H xg.
=1

En muchas construcciones eslté implicita la eleccién de un orden monomial en el alge-
bra k[X]; a lo largo de todo el documento mantenemos la eleccién del orden lexicografico,
es decir X® < XP siysolosia; = B parai=1,...,j—1,y aj < (3;. Dado un polinomio
p € k[X]\ {0}, el exponente principal es el mayor (segin algin orden monomial prefija-
do) exponente que aparece en p, al que notamos por le(p). El coeficiente que acompana
al tinico monomio con dicho exponente es el coeficiente principal, al que notamos lc(p).
El término principal es 1t(p) = lc(p) X'e®),

Recordamos un resultado basico de la teoria de ecuaciones polinomiales.

Teorema 0.2.1 ([3], Proposicién 2.6.1). Dados dos polinomios f,g, y un orden mono-
mial prefijado, existen tinicos polinomios q,r de forma que f = qg+r, ylt(g) no divide
a mingun monomio de r.



La demostracion de este hecho y una introduccion general a la teoria de ecuaciones
polinomiales puede encontrarse en [3]. Hacemos una observacién mas, de demostracién
evidente.

Proposicién 0.2.2. Si f € k[X], entonces una base de B = k[X]/(f) estd dada por la
imdgen en el cociente del conjunto {X* : o <le(f)}.

Este resultado sera de vital importancia cuando busquemos ejemplos explicitos de
deformaciones del algebra B.

0.3 Esquema del documento

En el Capitulo 1 desarrollamos la teoria de grupos de homologia y cohomologia de un
algebra, y damos la interpretacion de Gerstenhaber acerca de los grupos de homologia
en grados bajos.

En el Capitulo 2 hacemos las construcciones algebraicas necesarias para poder calcu-
lar explicitamente estos grupos de homologia e interpretar estos resultados de acuerdo a
la teoria desarrollada en 1.

Finalmente, el Capitulo 3 introduce los arreglos de hiperplanos y procede a calcular
los grupos de homologia de algunos ejemplos, analizando la relacién entre estos gru-
pos y la geometria del arreglo. En esta Seccién utilizamos el programa Macaulay2 [7],
desarrollado para calculos relacionados con geometria algebraica.






Capitulo 1

Homologia de Hochschild

En este Capitulo desarrollamos las nociones basicas acerca de la homologia y cohomologia
de Hochschild de un bimédulo sobre una k-algebra. La (co)homologia de Hochschild
se puede definir en general en el caso de que k es un anillo conmutativo y A una k-
algebra. En este trabajo nos concentraremos en el caso particular en que k es un cuerpo,
pero la Seccion 1.2 estd desarrollada bajo las hipdtesis méas generales. Si k es un anillo
conmutativo cualquiera, muchos resultados se generalizan al caso en que A es una k-
algebra proyectiva.

1.1 Definiciones y notacion

A lo largo de todo este Capitulo, k£ serd un anillo conmutativo y A una k-dlgebra aso-
ciativa con unidad.

Definiciéon: 1.1.1. Un bimddulo sobre el algebra A es un k-médulo M, dotado de
acciones a derecha e izquierda de A, tales que

(@a-m)-a=a-(m-d) VYmeM a,d € A.

y la acciones de k inducidas a izquierda y derecha coinciden.
Dados M y N dos A-bimédulos, un morfismo de bimédulos es una transformacion
f: M — N A-lineal tanto a derecha como a izquierda.

Definicion: 1.1.2. Se llama dlgebra envolvente de A al dlgebra A® = A ® A°P, donde
A°P denota el dlgebra opuesta de A, es decir el dlgebra cuyo espacio vectorial subyacente
es el mismo, con la multiplicacién dada por a *.p b = ba.

El principal motivo por el que se introduce esta definicién es que un médulo a iz-
quierda M sobre A€ no es otra cosa que un bimédulo sobre A, donde la accion estd dada
por a ®a’ - m = ama’; de la misma forma, los médulos a derecha sobre A€ se identifican
con los bimdédulos sobre A, y la accién estd dada por m - a ® @’ = a’'ma. Esto permite
identificar la categoria de bimédulos sobre A con la categoria de médulos a izquierda o a
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derecha sobre A€, en la cual se pueden aplicar todos los resultados conocidos del dlgebra
homolégica.
Nos interesa una construccién en particular, que utilizamos mas adelante.

Lema 1.1.3. Si A y A’ son dos k-dlgebras, y M y M’ son respectivos bimddulos, entonces
el producto M x M' es un Ax A’ bimdédulo. Si N y N’ son otro par de bimddulos, entonces
Hom 45 4/ (M X M' N x N/) = Hom4 (M, N)EBHOIHA/(M/,N,) Y (MXM’)@(AXA/)e (N x
N') 2 (M ®4e N) @® (M’ @ae N'). Estos isomorfismos son naturales.

Demostracion. La estructura de bimdédulo estd dada por
(a,a’) - (m,m') - (b,t)) = (amb,a’m'b’) Va,be A; a't) € A

La comprobacién del resto de las afirmaciones es una cuenta de rutina. O

1.2 Homologia y cohomologia de Hochschild

1.2.1 Homologia

Sea k un anillo conmutativo, y A un algebra asociativa sobre k. Dado un bimédulo sobre
A, M, construimos un complejo de cadenas al que notamos M ® A®*. La componente
de grado n-ésimo del complejo es (M @ A®*),, = M ® A®"™ para n > 0 (por definicién,
A®0 = k) y 0 para n < 0.

Si definimos para cadan > 1,4 € {0,1,...,n}

oM@ A% — M@ AP

ma) Q@ as @ ... Q ap, 1 =0;
RNMRa1®@...ap) ={MRa1 V... Qaai11D...0ap, 0<i<n;
aym R a1 ® . ..0n_1, 1 =n,;

los morfismos de borde del complejo son

do = (~1)100 : M ® A% — M @ A% L,
=0

El complejo que obtenemos es
da d1 do R
> MARA—MIA—M—>0 (M ® A®)
donde hemos identificado el término M ® k& con M de manera estandar.

Observacién: 1.2.1. La sucesiéon M ® A®* es efectivamente un complejo. Para com-
probar esto, debemos ver que d? = 0. Una observacién inicial es que vale la igualdad

arortt =or,ortty Vi<



Entonces

n n+l
i = Y-S (1)

=0 j=0
n A n n+l

— ( z+janan+1 + Z Z z+y8irlajfz+1
=0 5=0 =0 j=1+1
n o1 n  n+l

_ H— n an+1 H—‘ m n+1

=2 D (ORI (-1)o),0;
=0 j=0 1=0 j=1+1
n o1 n k

_ ( z+jan8n+1 + Z k:+l lanan-l—l
1=0 j=0 k=0 (=0

Definicion: 1.2.2. Se define la homologia de Hochschild de A con coeficientes en M
como la homologia del complejo M ® A®*. La notamos por H,(A, M), de forma que

H. (A, M) := HM @ A®*).

Si queremos enfatizar el cuerpo de base k, escribiremos H¥ (A, M). En el caso particular
en que M = A escribimos H H,(A) en lugar de H,.(A, A).

Como el morfismo dy esta dado por la férmula
mar—m-a—a-m,

se deduce que Ho(M) = M/[M, A], el lamado mddulo de coinvariantes de M. Veremos
méas adelante que la asignaciéon

(—)a :4e Mod — Vect
M (M) :=M/[M,A]

es un funtor exacto a derecha, y que los grupos de homologia de Hochschild pueden
calcularse como los funtores derivados a izquierda de esta asignacion.

1.2.2 Cohomologia

En las mismas condiciones que en la Seccién anterior, definimos un nuevo complejo
Homy, (A®*, M). La componente de grado n-ésimo de este complejo es Homy (A®*, M),, =
Homy,(A®", M) para n > 0, es decir el espacio de las funciones k-multilineales de A en
M, y 0 en otro caso.



Definiendo paran > 0ei € {0,1,...n + 1} los morfismos

9! : Homy, (A®™, M) — Homy (A%, M)

aof(ai,...,an), i=0;
o (fao, .. an) = { flao, ..., ai—1as,...ap), 0<i<n+1;
flao, - an—1)an, i=n+1,

los morfismos de borde estan dados por
n+1 o
d" = (~1)'0" : Homg(A®", M) — Homy (A", M)

1=0

Obtenemos asi un complejo al que llamamos Homy(A®*, M), dado por

do d1 d2
0 — M —— Homy (A, M) ——— Homy(A ® A, M) ——--- (Homy(A®*, M))
donde hemos identificado Homy(k, M) con M de manera estandar.

Observacion: 1.2.3. Los morfismos 0}, cumplen con la relacién

agwlafz = 0,100 Vi<j
La comprobacién de que d’d*~! = 0 se puede hacer de forma aniloga a la hecha en 1.2.1.

Definicién: 1.2.4. Se define la cohomologia de Hochschild de A con valores en M como
la homologia de este complejo, y la notamos H*(A, M) de forma que

H*(A, M) = H(Hom(A%*, M)).

Si queremos enfatizar el cuerpo de base k, escribiremos H} (A, M). En el caso particular
en que M = A, notamos HH*(A) en lugar de H*(A, A).

Observemos que el morfismo d° del complejo Homy, (A®*, M) est4 dado por d°(m)(a)
= a-m —m - a. El nicleo de este morfismo es el submédulo M4 < M formado por
los elementos para los cuales la accién a izquierda coincide con la acciéon a derecha, el
submddulo de invariantes. La asignacion

(=)* :4 Mod —, Vect
M — M4

es un funtor exacto a izquierda, y la cohomologia se podra calcular en términos de sus
funtores derivados a derecha.
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1.2.3 Los funtores de homologia y cohomologia

En esta Seccién presentamos una manera efectiva de calcular tanto la homologia como
la cohomologia de Hochschild de un algebra dada. El resultado principal ya fue anuncia-
do en la Seccién anterior: tanto la homologia como la cohomologia pueden considerarse
familias de funtores derivados (y por lo tanto son d-funtores universales). Con este re-
sultado, el calculo se reduce a encontrar una resolucién proyectiva de M como bimddulo
y aplicar la maquinaria estandar del algebra homoldgica.

Lema 1.2.5. Consideremos el siguiente complejo de A®-mddulos:

e e AQADA YA At (B(A))

donde d estd dada por

n—1
d(ao®a1®...®an) :Z(—l)iao®...®a¢ai+1®...®an.
1=0

El complejo B(A) es aciclico, y por lo tanto es una resolucion de A como A€-mddulo,

conocida como la resolucién bar de A. Por convencion, B(A), = A ® AP @ A, con
B(A)_1 = A.

Demostracion. Es costumbre, cuando se trabaja con la resolucién bar, remplazar los
términos de la forma ap ® a1 ® ... ® a, por aglay|...|a, para ahorrar espacio.

En primer lugar notamos que si definimos
,)/Zn . A®n+2 N A®n+1

aplai|...|ans1 — aplay ... laiai11| ... |ay

el diferencial de este complejo puede escribirse como

n+1
d:Z(_l)i,Y;l:A®n+l _}A®n'
1=0

donde ademés los morfismos «;* cumplen con la relacién

Wt =yt Vi<

Esta condicién es idéntica a la que cumplen los morfismos de la resolucién M @ A®*, y
por lo tanto comprobar que d? = 0 en este complejo es formalmente idéntico a la cuenta
hecha en 1.2.1

Para ver que el complejo es aciclico, damos una contraccién k-lineal del mismo. Sea

s; 1 ABITL _, A®i+2

si(al\agl e ]ai+1) = (—1)ia1|a2\ e |CLZ'+1|1.
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Si calculamos explicitamente, en el caso i = —1, tenemos que
ds_1(a) = d(a|]l) = a.
Para i > 0, tenemos que

(Si_ld + dsi)(a0|a1\ ... |a2)
= S;—1 Z(—l)ja0|...|ajaj+1|...|al- +d((—1)ia0\a1|...]ai|1)
J
= (1) (=1ag|...|ajaj1] ... |aill
J

— (=" (- aol...lajajs] .. |aill + aolar] . .. |a;
J
= a0]a1| cee ]ai.

Asi, s;_1d + ds; = Id. Esto implica que la homologia es nula y el complejo exacto. [

Esta resoluciéon nos permitird calcular tanto la homologia como la cohomologia de
Hochschild de cualquier A-bimdédulo M. La demostracién de este hecho depende del
siguiente:

Lema 1.2.6. Se tiene la siguiente relacion entre k-mddulos proyectivos y el producto
tensorial.

e 5i P y @ son dos k-mddulos proyectivos, entonces P ® @ también lo es.

e Si P es un modulo proyectivo sobre k y A es un dlgebra sobre k, entonces A ® P
es un mddulo proyectivo sobre A.

Demostracion. Para verificar la primera afirmacion, basta ver que el funtor Homy (P ®
@, —) es exacto. Tenemos la identificacién natural

Homy, (P ® @, —) = Homy(Q, Homy (P, —))

Al ser naturalmente equivalente a una composicién de funtores exactos, Homg(P®Q, —)
resulta exacto. La segunda afirmacién resulta de la identificacion

Hom (A ® P,—) = Homy(P,Homy (A, —)) = Homy (P, —)
y de un argumento similar. O

Teorema 1.2.7. Si A es un dlgebra proyectiva sobre k, es decir, si ademds de ser una
k-dlgebra es proyectiva como k-mddulo, entonces B(A) es una resolucion proyectiva de
A como k-mddulo.
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Demostracion. El resultado se sigue de los dos lemas anteriores. O

Lema 1.2.8. Fijemos un A-bimdédulo M. Los funtores
v, i Vect — 1 Vect

dados por (V) =M @4 (AQV @A) y (V) = M @V son naturalmente isomorfos.
Llamamos T a este isomorfismo.

Demostracion. Dado un k-espacio vectorial V', tenemos la identificacion
M®pe (AQVRA)=ZMeV.

m®ae (a@v®a)— a'ma®v
M ®4e (1RV® 1) —m .

Si W es otro k-espacio vectorial, y f : V — W es una transformacién k-lineal, se
puede comprobar directamente que el diagrama

M®Rs4 (ABRV®A) —> MV

so(f)l lw(f)

M@ (AW RA) —=MeV
es conmutativo O

Corolario 1.2.9. Si A es k-proyectiva, la resolucion bar es una resolucion proyectiva
de A como A¢-mddulo.

Demostracion. Los morfismos de borde de la resoluciéon bar son A¢-lineales, por lo que
basta ver que las componentes de 3(A) son proyectivas. La componente de grado n-ésimo
de la resolucién bar es 3(A), = A® A®" ® A si n > 0. Si tomamos M = A° en el lema
1.2.8, B,(A) =2 A° @ A®"~1 Como A®"~! es k-proyectivo y A® es una k-algebra, por el
lema 1.2.6 A¢ ® A®"~1 es A®-proyectivo. O

Estamos en condiciones de enunciar el teorema central de esta Seccion

Teorema 1.2.10 (Caracterizacién de la (co)homologia de Hochschild). Sea A una k-
dlgebra proyectiva (en caso de que k sea un cuerpo, esta condicion se cumple trivialmen-
te). Entonces H*(A, M) = Ext*.(A, M) y H.(A, M) = Tor" (M, A).

Demostracion. Si aplicamos el funtor M ® g4e — a la resolucién bar de A, obtenemos:

Id ed Id ed
e o M @4 (AR AR A PAM @ 4e (A® A) M @40 A— 0.

Por 1.2.9, la resolucién bar de A es una resolucién A¢-proyectiva de A, y por lo tanto
la homologia de este complejo (eliminando la componente de grado 0) es exactamente
Tor 4¢ (A, M).
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A continuacién aplicamos la identificacién descrita en el lema 1.2.8. El complejo se
transforma en

e e M AL Mo A——0.

Los morfismos d’ vienen dados por la transformacién natural, por lo que
n
d' =T(d) =) T(}).
i=0

Un calculo sencillo muestra que I'(y}*) = 9}, por lo que este complejo es precisamente
M ® A®*, con lo cual su homologia es la homologia de Hochschild de M. Esto nos dice
que H,(A, M) = Tord“ (A, M)

Andlogamente, aplicando el funtor Hom ge(—, M) a la misma resolucién y eliminan-
do el término de grado 0 se obtiene la resolucién Homy(A®*, M), y que H*(A, M) =
Exth.(A, M). O

1.2.4 H,(—)y H*(—) como funtores derivados
En la Seccion 1.2 definimos dos aplicaciones
(—)A, (—)A :ge Mod — Vect

que asignan a cada A-bimdédulo su médulo de coinvariantes e invariantes respectivamente;
afirmamos que eran funtores y que la homologia y cohomologia eran sus respectivos
funtores derivados. En esta Seccién demostramos esas afirmaciones.

Lema 1.2.11. Las asignaciones (—)4 y (—)? son funtores, y existen isomorfismos na-
turales (—)4 = — ®4c A y (=) = Homae (A, —).

Demostracion. Sea f : M — N un morfismo de A°-mddulos. Afirmamos que induce
un morfismo f4 : My = M/[A,M] — Ny = N/[A, N]. Para ver esto, basta ver que
f([A,M]) C [A,N]. El submédulo [A, M| estd generado por elementos de la forma
am — ma, cuya imagen por f es af(m) — f(m)a € [A, N]. Esto nos da la inclusién que
necesitamos.

Definimos ahora para cada M un morfismo dado por

w: M/[A,M] — M ®@4c A

me— mQge 1.

La asignacion est4 bien definida porque sim = ™/, existe n € M tal que m—m’ = an—na,
y por lo tanto

m®@ael—m' @ael=(an—na) ae 1 =nQ@sea—n®aqea=0.
© tiene una inversa dada por

m & pge a — am.
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Con estos isomorfismos, resta inicamente comprobar que el diagrama

Myg—2> M@y A
fAi i1d®Aef
Ni—2 > N@a A

conmuta.

En el otro caso, para ver que (—)* es un funtor debemos ver que induce una funcién
fA: MA — NA. Sim e M4, entonces para todo a € A se tiene que am — ma = 0.
Entonces af(m) — f(m)a = f(am —ma) = 0 para todo a € A, y f(m) € N4,

Definimos ahora un morfismo

A

¢ : MA — Homye (A, M)

mema

donde fp, es la unica funcién A¢-lineal tal que f,,(1) = m. La buena definicién es
consecuencia precisamente de que m € M4, El morfismo inverso es

f € Homue (A, M) — f(1) € M4,
el cual estd bien definido ya que
am —ma = af(1) — f(1)a = f(a) = f(a) = 0.

Resta entonces ver que el diagrama

A Y~ Homae (A, M)

1T

N4 Y~ Home (A, N)
conmuta. O

Corolario 1.2.12. Los funtores (—)4 (=)a son exactos a izquierda y derecha, respec-
tivamente. Ademds, existen isomorfismos naturales H (A, —) = L*(—)a y H (A, —) =
R*(—)4, donde L*(—)a y R*(—) son los funtores derivados a izquierda y derecha de

(—)a vy (—)A, respectivamente.

Demostracion. La exactitud de ambos funtores se deduce del lema anterior y de la
exactitud de los funtores Home (A, —) y — @ ¢ A Por ser H, = Tor’“ (A, —), sabemos
que {H,}ien, es un d-funtor universal. Lo mismo vale para L.(—)4, ya que toda famlia
de funtores derivados es un d-funtor universal. Como ademés Hy(A, —) = (—) 4, tenemos
dos d-funtores universales y un isomorfismo natural en grado 0. Esto implica que ambos
son naturalmente isomorfos. Un razonamiento similar vale para H*(A, —) y R(—)4. O
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1.2.5 Varia

En esta Seccion establecemos algunos resultados que serdn necesarios mas adelante.

Teorema 1.2.13. Sea A una k-algebra, £ un anillo conmutativo y sea ™ : k — £ un
morfismo de anillos. Si notamos por Ay = £ ® A, tenemos que para todo Ag-bimddulo
M existe un isomorfismo natural

HY(A, M) = H{(Ag, M) y Hji (A, M) = Hj (A, M).
donde consideramos en M la estructura de k-modulo inducida por el morfismo .

Demostracion. Dado M un Ap-bimédulo y N un A-bimédulo, sea Ny = ¢ ®p N. Existen
isomorfisos naturales

M Ny ZEMRpLR N=MEQ N

Homy(Ny, M) = Homy(¢ ® N, M) = Homy (N, Hom,(¢, M)) = Homy (N, M).

Estos inducen un isomorfismo en la homologia. O

Teorema 1.2.14. Sean A y A’ dos k-dlgebras, y sean M y M’ bimddulos sobre cada
una respectivamente. Se tienen entonces isomorfismos naturales

H(Ax A, M x M') = H,(A, M) & H, (A, M)

y
H*(Ax A',M x M) = H*(A, M) ® H*(A', M").

Demostracion. Los isomorfismos definidos en el lema 1.1.3 inducen un isomorfismo en
la homologfa. O

1.3 Interpretaciéon de los grupos de cohomologia

Los grupos de cohomologia en grados bajos juegan un rol fundamental en la teoria de
deformacién de dlgebras, desarrollada en [6] y trabajos subsiguientes. Esta interpretacion,
que resumimos en la Seccién actual, relaciona los grupos de homologia con ciertas familias
de automorfismos del algebra A, trazando una analogia con los grupos de homologia de
variedades analiticas. Si bien es necesario solo para facilitar la demostracién del resultado
final de esta Seccidn, a partir de ahora consideraremos char(k) = 0 salvo que se mencione
explicitamente otra posibilidad.
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1.3.1 Preliminares

Sea A una k-dlgebra y sea K = k[[t]], el anillo de series de potencias sobre k. Las
siguientes construcciones son vélidas si V' es un k-espacio vectorial cualquiera, pero en

general pensamos en V' como el espacio subyacente de A.
[e.e]

K es un anillo local graduado cuyo ideal maximal es m = Kt, y donde deg Z a;t’ es
i=0
el menor i tal que a; # 0. Notar que al ser el ideal m el inico maximal, su complemento,
es decir las series de potencia con término independiente no nulo, son las unidades del
anillo K. La inversa de estos elementos esta dada por

o0 ) -1 o0 ) o0 ) 2 o0 ) 3
<a0 +Zam> g (Z t> . (Z t) _ (z t) L
=1 =1 =1 =1

Para facilitar el trabajo con esta estructura, se introduce en K una topologia, donde el
conjunto {m"™ = Kt" : n € N} es la familia de entornos del 0. Esta topologia es inducida
por una ultramétrica, dada por d(a,b) = e~ deg(b=a) De esto se deduce facilmente que
la convergencia definida por esta topologia es la convergencia de series de potencias
“coeficiente a coeficiente”, es decir, una sucesion de series de potencias (ap)nen converge
a una serie de potencias a si y solo si para todo t € N, el t-ésimo coeficiente de las series
an se estabiliza eventualmente, y es igual al t-ésimo coeficiente de a.

Llamemos Vg = K ®; V (si V es el espacio subyacente de A, Vi es el espacio
subyacente del dlgebra Ax = K ®; A). El K-médulo Vi hereda una topologia del anillo,
donde los entornos del 0 estan dados por {m"V : n € N}. Notar que todo elemento de Vi
puede representarse como una serie de potencias con coeficientes en V'; de esta forma, la
topologia induce una vez més la convergencia coeficiente a coeficiente, y estd dada por
una ultramétrica similar a la del caso anterior.

No pretendemos profundizar en esta teoria, pero nos interesa hacer la siguiente ob-
servacion. Existe una inclusién natural 1 @ g — : V' — V. La funcién evg : Ax — A que
dada una serie de potencias, devuelve el término independiente es una retraccién para
esta funcién (notar que si dotamos a A de la topologia discreta, esta funcién es la unica
extensién continua de la funcién evaluar en 0, definida sobre los polinomios). Dado un
morfismo ¢ : V — V k-lineal, existe una tnica funcién continua ¢ : Vg — Vi K-lineal,
dada por

7 <Z aitl) = Z(p(ai)ti.
i=0 i=0

tal que el diagrama

|+

€
Vi _evo_

(ﬁi
evg

Vg —
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Dada ¢ : Vg — Vi, si existe ¢ : V — V tal que ¢ = ¢, decimos que ¢ estd definida
sobre k.
La siguiente nocién nos serd util mas adelante

Definicién: 1.3.1. Una transformacién lineal ¢ : Vi, — Vi se dice homogénea de grado
n si p(t"™Vi) C "MV,

Observacién: 1.3.2. Toda funcién homogénea es continua trivialmente. Una funcién
de la forma t"¢ es homogénea de grado n.

1.3.2 Automorfismos de A

De ahora en adelante V' serd siempre el espacio vectorial subyacente a A. Tenemos
entonces una inmersién canénica End(V) < End(Vk). Consideremos el conjunto F' =
@D, t' End(V). La clausura de este conjunto, F' tiene como elementos los morfismos de
Vi de la forma

O =¢o+thr+tha+... =Y t'¢; (1.1)
=0

donde {¢;}i>0 es una familia de funciones definidas sobre k. En particular, las unidades
de este conjunto, es decir, los automorfismos de Vi que se pueden construir como series
de potencias con coeficientes en End(V'), son de la forma (1.1), con ¢¢ € End(V')*.

Definicién: 1.3.3. Un automorfismo de la forma (1.1) se dird trivial si ¢g = Id.

Tomemos un morfismo trivial
OO .
® =Id+tgy + gp+ ... =1d+ Y _t'¢;. (1.2)
i=1

El morfismo ¢ se llama, por analogia con el caso de funciones analiticas definidas so-
bre variedades complejas, el diferencial del morfismo ®. Anadimos que la inversa de ®
estd dada por

[e.e] oo 2
®,(a) =a— (Z tigﬁi(a)) + (Z tiqﬁi(a)) -
i=1

=1

Consideremos ahora el caso en que el morfismo trivial ®; es ademas un automorfismo
del dlgebra A . Esto es equivalente a pedir que ®; sea, ademds de un automorfismo lineal,
una funcién multiplicativa. La condicién explicita es que se cumpla la igualdad

®y(ab) = ab + toy (ab) + t2py(ab) + . .. (1.3)
= 0,(a)®4(b) = ab + t(ag1 (D) + Gr(a)b) + ... =Y ' > d;(a)dr (D).
=0

k=i
(1.4)
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de donde deducimos

dn(ab) = Y ¢i(a)gr(b),

Jjt+k=n

0 equivalentemente

~dpn(a,b) = ) ¢;(a)n(b). (Ldy)
g
Luego, la multiplicatividad de ®; depende de que se cumpla la condicién (1.4), para
todo n. En particular, tomando n = 1, se tiene que ¢1(ab) = ag1(b) + ¢1(a)b, es decir,
¢1 debe ser una derivacion de A en si misma, y por lo tanto un 1-cociclo del complejo
Ilornk(zi*,f1)
Consideremos ahora el problema inverso. Dado un 1-cociclo ¢, jexiste un automor-
fismo trivial ®; tal que ¢1 = ¢? En otras palabras, jes toda derivacién el diferencial de
un automorfismo trivial?

Definicion: 1.3.4. Diremos que ¢; es integrable si es el diferencial de un automorfismo
trivial.

Para que ¢ sea integrable, es condicién necesaria y suficiente que se cumplan todas
las igualdades 1.4,,. Si n = 2, se tiene

—dgpa(a,b) = ¢1(a)p1(b),

es decir que que la funcién de dos variables de la derecha debe ser un coborde. Esta
condicion es la primera obstruccion para que ¢; se pueda extender a un automorfismo.
Si la caracteristica del cuerpo de base es distinta de 2, podemos tomar ¢o = %qﬁ%, y la
primera obstruccién no representa ningiin problema. En general, el término de la derecha
de la ecuacion 1.4; es la i-ésima obstrucciéon a la integrabilidad de ¢;. Si definimos
el elemento ¢; = —(i!)~* ﬁ, este cumple con todas las ecuaciones; en particular toda
derivacién es integrable en un cuerpo de caracteristica 0.

Si el cuerpo de base es de caracteristica p, entonces podemos usar la férmula anterior
para i =2,...p — 1 Esta férmula deja de valer en cuanto ¢ > p. La p-ésima obstruccién

> 6i(a)dk(b)

j+k=p
7,k>0

es llamada la obstruccion primaria para la integrabilidad de ¢;. Esta induce un morfismo
de grupos abelianos

Sq, : HH'(A) — HH?*(A).
Volveremos sobre las obstrucciones en las secciones siguientes.
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1.3.3 Deformaciones Triviales de A

La nocién alrededor de la cual centramos nuestra interpretacién de los grupos de coho-
mologia es la de una deformacion del dlgebra A. De ahora en adelante V' sera siempre
el espacio vectorial subyacente a A.

Andlogamente a la construcciéon hecha en la Seccién anterior, es posible extender
al producto tensorial de Vi ® g Vi funciones bilineales ”definidas sobre k”, como por
ejemplo la multiplicacion g : V @ V. — V que define la estructura de algebra de A.
La teoria en este caso es bastante mas complicada y la topologia del anillo de series de
potencias entra en juego de manera mucho mas sutil. En lo que sigue todas las funciones
que aparecen estaran siempre bien definidas, por lo que no enunciaremos estos resultados
con total generalidad. El lector interesado en el tema puede referirse a [12], Capitulo XVI.

Una posible extension de la multiplicacion p es la multiplicacién inducida i : Vg Qk
Vi — Vi, que hace de Ax una K-algebra. Podemos ver que con dicha multiplicacién,
Ag = A[[t]]. De ahora en méas notamos el producto fi en el dlgebra A por yuxtaposicion,
salvo que sea necesario hacerlo explicito.

Tomemos un morfismo trivial ®; de la forma (1.2). Podemos definir una nueva funcién
bilineal sobre Vi, g; : Vi @ Vir — Vi,

ge(a,b) = @7 (Pe(a)®4(b)).

Esta funcién bilineal es un candidato a una nueva multiplicacién. La explicaciéon por
la que el subindice ¢ aparece en la notacién se puede entender estudiando el siguiente
diagrama conmutativo

evg @ evg

A QA — AR A

Si cambiamos fi por alguna otra multiplicacién, por ejemplo g;, podemos estudiar el
efecto de este cambio en A en funcién del pardametro ¢. Si pensamos en el morfismo evg
como la evaluacion de t en 0, podemos intentar evaluar ¢ en algin otro valor de A. En
general, el morfismo ev, estd bien definido sobre los polinomios, pero puede no tener
una extensién continua K[[t]]. Sin embargo, dependiendo del morfismo ®, puede tener
sentido evaluar ¢ en ciertos valores de A, por ejemplo si casi todos los morfismos ¢; son
nulos.

Definicidon: 1.3.5. Sea A una k-dlgebra y sea V. Una deformacion trivial uniparamétrica
de Ay es una funcion bilineal f; : Vg @ Vi — Vi tal que existe un morfismo trivial ®
de forma que fi(a ® b) = &~ 1(®(a)®(b)).
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1.3.4 Deformaciones uniparamétricas

Mi4s en general, podemos definir extensiones del producto u, tomando transformaciones
bilineales de la forma

fi(a,b) = ab + tFy(a,b) + t*Fy(a,b) + ... = itiFi(a, b) (1.5)
=0

donde cada F; : Vg ® Vg — Vi es una funcién bilineal definida sobre k, y Fy = [i. El
algebra A; cuyo espacio vectorial subyacente es Vi y cuya multiplicacién estéd dada por
(1.5) puede considerarse como el elemento genérico de una familia de deformaciones de
A, indexadas por el pardmetro t. Dependiendo de las funciones F; (y eventualmente de la
nocién de convergencia que tenga el dlgebra A), evaluando ¢ en algin elemento del cuerpo
k obtenemos un algebra cuyo espacio vectorial subyacente es V' y cuya multiplicacién es

Je.

Definicion: 1.3.6. Un dlgebra A; cuyo espacio vectorial subyacente esté dado por Vi
y su multiplicacién por una férmula como (1.5) se llamara una familia de deformaciones
de A. Llamamos a f; la multiplicacion asociada a la familia de deformaciones.

Ejemplo(s). Consideremos el polinomio f;(z,y) = y>+ty—x2, donde t es un pardmetro
real. Si tomamos A = R[z,y]/(fo), obtenemos el algebra de funciones racionales sobre la
curva y3 — 2. Si variamos el pardmetro ¢, el dlgebra A; = Rlx,y]/(f;) tiene en todos los
casos como base sobre R el conjunto de monomios {z*,y, xy,y?, xy?; i € Ng}, por lo que
el espacio vectorial subyacente es isomorfo. Es facil comprobar que la multiplicacién de
A; puede expresarse como una deformacién de la de A. En ese sentido, las deformaciones
del algebra se corresponde con la deformacién geométrica que sufre la curva al variar el
parametro t.

Por supuesto, nuestro interés se restringe a cierto tipo de deformaciones. Si A era
originalmente un algebra asociativa, nos interesaremos en deformaciones asociativas.
Esto nos dard una condicién de cociclo que deberdn cumplir las funciones F;. Condiciones
similares se obtienen si lo que se considera son deformaciones de algebras de Lie, o de
algebras conmutativas, etc.

Si buscamos deformaciones asociativas del dlgebra, entonces debemos exigir que f;
cumpla la condicién

ft(ft(avb)ﬂc) = ft(aa ft(b7 C)) Va, b,C S V7

que al escribirse explicitamente se traduce en
> Dt (F(ab),e) =) Yt F(a Fi(b,c),
i VR
de donde se obtiene, finalmente

Y F(Fj(a,b),¢) = > Fi(a,Fj(b,c)) = 0. (1.6)

i+j=Fk i+j=Fk
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Si tomamos £ = 1 en 1.6, obtenemos la condicién
aFy(b,c) — Fi(ab,c) + Fi(a,bc) — Fi(a,b)c = 0.

En particular, si tomamos la restriccion de F; a V' C Vi, esta debe ser un 2-cociclo en
el complejo Homy(A*, A) con el cual definimos la cohomologia de Hochschild de A con
valores en A. Mds en general, la ecuacién 1.6 se puede expresar grado a grado como

On(Fy,...,Fo1) Y Fi(Fj(a,b),c) = Fi(a, Fj(b,c)) = dFy(a,b, ) (1.6,,)

i+j=n

4,7>0
Esto implica que si existe una multiplicacién f; asociativa tal que F} es su primer término,
entonces las sucesivas funciones F; deben cumplir una serie condiciones dadas por (1.6,,).

Definicién: 1.3.7. Dada una deformacion de A, con multiplicacién dada por la férmula
1.5, el término F} se denomina el diferencial de la deformacién.

Definicion: 1.3.8. Dada una transformacion bilineal G tal que su restriccién a V' es
un 2-cociclo, decimos que es integrable si existe una famlia de deformaciones f; como se
defini6 en 1.5 de forma que G sea el diferencial de f;.

El término a la izquierda de la ecuacién (1.6,) es la obstruccion n-ésima para la
integrabilidad de F;. Veremos mas adelante que esta expresién es siempre un 3-cociclo,
por lo que la ecuacién (1.6,,) es equivalente a pedir que la clase de homologia de esta
expresiéon sea nula.

1.3.5 Equivalencia de deformaciones

Definicion: 1.3.9. Diremos que una multiplicacién g; es equivalente a otra multiplica-
cion f; si existe un automorfismo ®; como antes tal que

g1(a.b) = & (fi(@ra®ib)).

Observamos en particular que una deformacién trivial es una deformacién equivalente a
la generada por ®; = Id.

Si escribimos a f; y ¢+ en términos de las funciones F; y G;, tenemos que G; =
F1 + d¢p. De esto se deduce que la integrabilidad de un cociclo F' depende tinicamen-
te de su clase de cohomologia. En efecto, si F} es integrable a una multiplicacién fi,
entonces tomando ®;(a) = a + ¢(a), tenemos que g¢(a,b) = ;' (f;(Pra®;b)) es una
multiplicacién con diferencial G1 = Fi 4 d¢1, a la que llamamos la conjugada de f; por
®,;. Podemos entonces interpretar el grupo de cohomologia HH?(A) como el conjunto
de los diferenciales de deformaciones, médulo las deformaciones triviales.

Proposicién 1.3.10. Sea f; una familia de deformaciones no trivial. Entonces existe
una familia de deformaciones equivalente g; de la forma

gi(a,b) = ab+t"Fy(a,b) + t" " E, 1 (a,b) + . ..

tal que la primera funcion no nula Fy, es un cociclo no cohomdlogo a 0.
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Demostracion. Supongamos que f; es de la forma (1.5) con F} = Fh = ... = F_1 =0.
Entonces, por (1.6), tenemos que dFj = 0, por lo que es un cociclo. Si ademads resulta
ser un coborde, tenemos que Fj, = d¢y. Tomando ®f(a) = a — t¢p(a) y g; la conjugada
de f; por esta funcién, se tiene que

ft,(avb) =ab+ Fk-l-l(a’ b) + Fk-‘rQ(a’ b) +..

Afirmamos que eventualmente Fj1 no es un coborde.

Si todas las funciones Fj son cohomdlogas a cero, podemos considerar la sucesién
{U), = ®} 0 ®20...0¢F}. Esta sucesién converge puntualmente en la topologia de k[[t]]
a un morfismo V. Por continuidad, se tiene que al conjugar por este morfismo, f; es
equivalente a u, y por lo tanto es trivial, lo que contradice nuestra hipétesis. ]

1.3.6 Las obstrucciones son cociclos

Concluimos nuestro analisis de los grupos de cohomologia demostrando que las condi-
ciones de integrabilidad encontradas en la Seccién anterior se pueden interpretar como
elementos de los grupos de cohomologia.

Empecemos con la integrabilidad de derivaciones. Para mayor comodidad, damos la
siguiente definicion:

Definicién: 1.3.11. El producto cup de dos funciones ¢ : A®" — A, 1) : A®™ — A es
P — ¢ AP 5 A dado por

= d(ba] . |bmlar]. . fan) = $(br]. .. [bm)d(ar]. . . [an).

Observacion: 1.3.12. Notamos que d(¢ — ©) = d¢ — 1+ (—1)""¢ — dip, con lo que
el complejo Homy (A®*, A) es un dlgebra diferencial graduada. En particular, el producto
cup define un producto a nivel de la cohomologia, y esta un dlgebra graduada. Estos
conceptos estan definidos méas adelante en 2.2.2

Para que una derivacién ¢ sea integrable, se debe cumplir la condicién (1.4,,) para
todo n. Veremos que si se tiene una familia de funciones ¢1,...¢,_1 que cumplen con
la relacién (1.4;) para todo i = 1,...,n — 1, entonces la n-ésima obstruccién a la inte-
grabilidad denb¢; es un 2-cociclo, con lo cual la condicién de la integrabilidad de ¢, se
reducird a que todas las obstrucciones sean cohomélogas a cero.

Proposicién 1.3.13. Si ¢1,...,¢,_1 cumplen con la condicion
—dgi = > ¢;— ¢x.
k=i
7,k>0
para todo i =1,...,n— 1, entonces la expresion
F=Y ¢ — ¢
Jjtk=n

7,k>0

es un 2-cociclo.
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Demostracion. Por la Observacion 1.3.12, se tiene que

dF = > de; — ¢, — ¢j — doy,

Jjtk=n
7,k>0
= =D = tm| = D b= |- D b= m
Jj+k=n l+m=j jt+k=n l+m=k
7,k>0 l,m>0 7,k>0 Il,m>0
== > (=) —dt Y. & — (¢ —h)
joc«H:n j«j»k#»l:n
7,k,1>0 7,k,0>0

La asociatividad del producto cup nos permite afirmar que esta dltima expresion es igual
a 0. [

Pasamos ahora a comprobar que la obstruccién para la integrabilidad de un 2-cociclo
es un 3-cociclo. Para ello damos una definicién previa

Definicién: 1.3.14. Dadas dos funciones Fy : A®™ — A,y I : A°™ — A, definimos
su asociador, Fy o Fy : A®"tm=1 _ A como

FyoFy(aol .. |anym-2) = Y _(=1)'Fi(ao| ... |Fa(ai| . .. |aitm)|airmi1] - - |ansm—2)
=0

Entonces, la condiciéon 1.6 puede expresarse como

> FjoF,=dF,.

Jt+k=n

7,k>0
Proposicién 1.3.15. Sean Fi,...F;_1 tales que se cumple la ecuacion anterior para
todon =1,...,k — 1. Supongamos ademds que 2~' € A. Entonces la expresion
(;1:3 }E: }@‘O.F%
Jjt+k=n
7,k>0

es un 3-cociclo, es decir, dG = 0.

Lema 1.3.16. Se tienen los siguientes resultados
o d(FyoFy)=FiodFy—dFioFy+ (Fy — Fy — F5, — FY)
o (F1o0Fy)o0F,=F)o(Fyo0F)

Si bien el resultado general es correcto, solo utilizaremos el caso en que F y F> son
2-cociclos, el cual puede comprobarse directamente.
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Demostracion. Demostracién de la proposicién Calculando dG, remplazando por la re-
lacién y aplicando el lema anterior,

dG = Y d(FjoFy) = Y_ FjodFy, —dF;oF;+ (Fj — F — Fy, — F})

Jjtk=n Jjtk=n

=Y Fjo(Y FoFn)—(>, FoFy)oF,+ (Fj— F—Fy —F)

j+k=n l+m=k l+m=j
7,k>0 I,m>0 1,m>0

= g Fjo(FjoFy)— (FjoF;)oFy,.
j+l+m=n
Jil,m>0

Esto implica que

2dG = Y Fjo(FioFp)+Fjo(FyoF)—(FjoF)oF,—(FjoF,)oF

j+l+m=n
7,L,m>0

= > Fjo((Fy+Fy)o (Fi+Fp)) — (Fo (Fy+ Fy)) o (Fy + Fy) = 0.
JjHl+m=n
7,L,;m>0
Il

En el Capitulo siguiente construiremos resoluciones proyectivas que permitan cal-
cular explicitamente la cohomologia del dlgebra de cualquier hipersuperficie de manera
més eficiente que el cédlculo directo en base al complejo de Hochschild. Esto nos permi-
tira encontrar las deformaciones del dlgebra correspondiente a un arreglo de hiperplanos,
e investigar su relacién con la geometria del arreglo.
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Capitulo 2

Resoluciones Proyectivas de
Algebras de Polinomios

En este Capitulo presentamos explicitamente una resolucién libre del dlgebra de polino-
mios k[X] como bimédulo sobre si misma. Si bien la construccién final es simplemente la
aplicacién de un resultado estdndar sobre complejos de Koszul, empezamos desarrollan-
do un método que puede emplearse para resolver estas y otras algebras. Con este método
obtendremos junto con la resolucién, una retraccién para la misma que adaptaremos al
caso general y que no se deduce del resultado citado.

2.1 Construccién explicita de una resolucion

En esta Seccién construiremos una resolucién para el dlgebra A = k[x,y], empleando
una técnica general para construir resoluciones libres de algebras como bimdédulos sobre
si mismas. Partimos de la siguiente observacion, valida para cualquier anillo: cualquier
bimédulo M sobre el dlgebra A es un médulo a izquierda (resp. a derecha) sobre el
dlgebra A¢. Si a,a’ € Ay m € M, definimos la accién de A® sobre M como

a®a pgem=a-4m-ga (resp. ) m-aa®ad =a -4m-4a)

De la misma forma, cualquier médulo (a derecha o a izquierda) sobre A€ es un bimédulo
sobre A, invirtiendo la relaciones anteriores. En particular, la propia dlgebra A es un
modulo sobre A€ y como tal tendra una resolucion libre como A%-médulo, es decir, una
resolucién formada por A-bimédulos libres y morfismos de A-bimédulos.

Una primera observacién es que el algebra viene dotada de una multiplicacién, es
decir, un morfismo p: A® A — A, dado por u(a®a’) = a-d’; el hecho de que el dlgebra
tenga unidad garantiza que este morfismo es sobreyectivo. Podemos entonces suponer
que la resolucién libre buscada es de la forma

m

A 0 *)

Py Py A€

27



Nos interesa encontrar explicitamente los médulos {P;};>1. El siguiente resultado
sugiere el método que emplearemos més adelante:

Lema 2.1.1. Sea M un mddulo proyectivo sobre A¢. Entonces M es proyectivo como
A-mddulo a derecha (resp. a izquierda).

Demostracion. Al ser M un A®-médulo proyectivo, es sumando directo de un A*-médulo
libre, es decir, existe un A°-médulo N tal que M @& N = (A°)". Basta ver entonces que
A€ es un A-médulo proyectivo, y por lo tanto sumando directo de un A-modulo libre,
de lo que se sigue que M es proyectivo.

La proyectividad de A° se deduce facilmente de que

Hom 4 (A% —) = Homy (A @k A, —) = Homy (A, Hom4 (4, —)) = Homg (A, —).

Al ser A proyectivo sobre k, el funtor de la derecha es exacto; la demostraciéon para
modulos a izquierda es andloga. Notar que la misma demostracion se aplica en el caso
en que k es un anillo conmutativo cualquiera, y A es proyectivo sobre k. ]

Del lema se deduce que la resolucién (*) puede considerarse como una resolucién
proyectiva de A como A-mdédulo a derecha. Es sabido que toda resoluciéon proyectiva tal
posee una contraccion, es decir que existe una familia de morfismos {s; }i>_1, A-lineales
a derecha como en el siguiente diagrama,

f2 f m
Py P A¢

A < —— e
S1 S0 S—1

A 0 (¥¥)

donde los morfismos f; son de A-bimdédulos y los morfismos s; son A-lineales a derecha.
Si llamamos A° = Py y u = fo, se cumplen las relaciones

Hs—1 = IdAa
fi+15i +si—1fi = 1dp, .

Ahora construiremos una resolucién explicita de A como A-bimédulo aplicando el
siguiente procedimiento: empezando por el morfismo pu, construimos el morfismo de con-
traccién correspondiente. Como la teoria garantiza la existencia de un médulo P, que
permite continuar la resolucién, y la de un morfismo de contraccién sg, buscamos un
moédulo y un morfismo que permitan realizar la construccién de manera minimal, es de-
cir, eligiendo el A-bimoédulo libre con el menor niimero de generadores posible que pueda
ocupar ese lugar en la resolucién. Esta tltima afirmacion se hace mas clara en el ejemplo
concreto.

1. En el primer lugar, s_; debe cumplir que pus_; = Id 4. Buscamos entonces un tal
s_1. Como A estd generada como mddulo a derecha por 1, debe ser p(s_;(1)) = 1.
Claramente, s_j(1) = 1|1 cumple con lo pedido. Al ser A-lineal a derecha, debe
ser

s-1(p) = s—1(1)p = 1|p.
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2. Ahora veamos el segundo lugar. El médulo P; es un médulo libre en un cierto
numero de generadores. Tomemos una base de A¢ como A-mdédulo a derecha, por
ejemplo, la dada por B = {z"y™|1}, men,. Entonces la ecuacién funcional que
buscamos que se cumpla es

(frso + s—ap)(2"y™[1) = 2"y™[1.
Reemplazando y despejando,

fiso(@"y™ (1) = 2™y (1 — s_ypu(z"y™ 1) = 2"y" |1 — 1z"y™. (1)
En primer lugar, si tomamos n = 1, m = 0, debe ser fiso(z|1) = z|1—1|z. Esto nos
puede llevar a concluir la existencia de un elemento en P;, al que denominaremos
1lez|1, tal que

so(z]1) =1lex|1 vy fi(lleg]l) = x|l — 1|z.

Si ahora n es arbitrario, pero de todas maneras m = 0, podemos vernos tentados
de afirmar la existencia de elementos andlogos 1|ezn|1. Sin embargo, hacemos la
siguiente observacién:

n—1
1|l‘ Z$n z|x n—(i+1)|xi+1 _ an—(iﬁ-l)(wu o 1|J})$Z
1=0

—zp SO ftledna’ = 5 ([ #lecle’)

donde el ultimo paso esté justificado porque las f; son morfismos A-lineales a
ambos lados. Podemos entonces considerar

so(z™|1) :/xsle$\mt
n

y para cualquier monomio de la forma x"|1 se cumple la ecuacién (1).

Observacién: 2.1.2. Ningin elemento de la forma 3|1 puede ser imagen de
un multiplo de 1|egz|1, con lo cual un andlisis similar nos lleva a concluir que
es necesario que exista un elemento 1|e,|1 tal que so(y|l) = 1ley|1; fi(1ly|]l) =
y|1 — 1]y, y en general

MWMZ/me
m

Tomemos ahora un elemento de la forma z"y™|1, con n # 0 # m, y veamos que
con lo ya construido nos basta. En efecto,

nym|1 _ 1’xnym — $nym|1 _ xn‘ym +xn|ym _ Hxnym
= 2" (y" 1 = 1fy™) + (21 = 2")y™

—ﬂﬁ(/wmw§+ﬁ(/ﬁmmﬁy¢
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Basta entonces tomar

safay™ )= ([ ortelst) + ([ lenat) o (s0)

Podemos entonces elegir el médulo P; como el A°-mddulo libre con base By =
{1lez|1,1]ey|1}. Por la Observacién 2.1.2, sabemos que el médulo debe tener al
menos rango 2, y que con estos dos generadores basta para continuar la resolucién.

. Veamos ahora el siguiente término. Buscamos un morfismo s; tal que fos;+sgf1 =
Idp,. Una vez mas, las s; seran A-lineales a derecha, con lo cual basta tomar una
base en P; como A-médulo a derecha, por ejemplo {z"y™|e,|1; z"y™|e |1 : n,m €
No}. Reemplazando y despejando, vemos que debe ser

fas1(@"y™[es|1) = 2"y [ex|1 — so fi(z"y™ |ex|1).
Analizamos aparte el término

so.f1(z"y"™|z[1) = so(z"y™ (z[1 — 1]z))
= so(z" 1y (1) — so(z"y"|1)a

=t [ el ([ atledet)
m n+1
— " (/ y3|6y|yt) T — </ $s|€ml‘t+1> ym
m n

iy ( [ vtategit - 1\ey|x>yt) ey
m
Asi,
Fosi @™y eal1) = "y e, |1 — 2" ( [ vteler - 1|ey|x>yt> — ealy™
m
— xn/ (strl’ex‘yt_ys’ex‘ytJrl)
m
—on ([ et - ey
m
o / Y (yleall — Llealy — aleyll + ey l2)y'.
m

Nuevamente, tomando n = 0,m = 1, esto muestra que debe existir un elemento
en P, al que llamaremos 1|e; A ey|1, tal que

51 (2" el1) = 2 / v (Lex A ey L)yt

m

fi(llex /\eyll) =ylez|l — 1ez|y — x\eyll + l\ey|:c.
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En el caso restante,
fasi(a™y"ley|1) = 2"y |ey |1 — sofi(a"y" |ey|1).
Usando las definiciones de sy y de fi, vemos que

s0f1(z"y™|ey|1) = so(z"y" 1 — 2"y |y) = so(z"y™ |1 — 2"y |y)

—a ([ vt )+ ([ lealat) 5
m+1 n
— " </ ys‘ey|yt+1> o (/ $8‘6x|$t> ym+1
m n

= 2"y |ey|1.

Es decir que s1(z"y™|ey|1) = 0 hace que se cumpla la ecuacion.

Resumiendo, podemos elegir P» como el médulo libre con base By = {1]e; A ey|1},
y tenemos que

si(x"y"|ez]1l) = x"/ yles A ey|yt,

m
s1(z"y"|ey|1) =0, (s1)
Folllea A eyl1) = ylealt = Tiealy — aleyl1 + ey o

. En el préoximo lugar, debe ser s;fo + f3se = Idp,. Como en los pasos anteriores,
empezamos tomando una base de P» como médulo a derecha, {z"y™|e, A ey|l :
n,m € Ny}, y al analizar este caso, tenemos que

s1fa(z"y™ |ex Aey|l) = s1(x"y™ (ylex|1 — 1ex|y — xley|1 + 1ey|z))
= s1(2"y" (ylex|1 — 1lex|y))
:xn/ ys|6ery|yt_$n/ ?/S‘Bx/\ey‘yHl
m—+1 m
= 2"y ex N ey|l

y de esto se deduce que, al tener una Seccién, la funcién fo es inyectiva y la
resolucién puede darse por terminada.

En Resumen:

Si notamos V' al k-espacio vectorial con dos generadores, e;, e, y dadon € N A"V es la
componente de grado n de la k-algebra exterior de V, la resolucién proyectiva construida
en esta Seccion estd dada por:

d d
P(A): 00— ANV RA—=AQVR®A_—=A —>A—>0
S1 S0 S_1
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Los morfismos s; son A-lineales a derecha. El resto es A-lineal a ambos lados.

p(11) =1

dy(1lez|1) = =

di(1ley[1) =y|1 —1[y
)=y
)=1
)

da(lles A eyll

so(z"y™[1) = 2" ([, v*leyly’) + ([, z°lexlz’) y™

s1(a"yM e |l) =z </ y’les A ey|yt>
s1(z"y™|ey[1) = 0.

2.2 Resolucién proyectiva del dlgebra k[X]

Si bien la técnica presentada en la Seccién anterior sirve, en teoria, para construir reso-
luciones libres de la k-algebra k[X] con un ndmero finito arbitrario de variables, en la
practica resulta tediosa, y ya el caso n = 3 el procedimiento es bastante mas largo. En
esta Seccién utilizamos el material desarrollado en [16], Seccién 4.5, para encontrar una
resolucién que generalice dicha construccién. La desventaja de este método es que no se
obtiene una retracciéon de la resolucién. Sin embargo, al ser el resultado completamen-
te andlogo al anterior, es posible conjeturar una férmula que generaliza la contraccién
anterior, y que funciona para las nuevas resoluciones.

2.2.1 Complejos de Koszul

Citamos algunas definiciones y resultados que se encuentran en la referencia mencionada.
En toda esta Seccién R es un anillo conmutativo.

Definicién: 2.2.1 (Complejo de Koszul). Sea z € R. Notamos por K(z) al complejo
de R-médulos a izquierda

0 Re, ——=R 0 (K (x))

donde Re, denota el R-mdédulo libre a izquierda con base {e}.

Si & = {z1,22...2,} es una sucesién finita de elementos centrales de R, se define
K (x) como el complejo total del producto tensorial K(z1) @ K(z2) Qr ... ®r K(xy).
Este complejo se denomina complejo de Koszul asociado a x. Llamamos K,(x) a la
componente de grado p de este complejo. En particular, notamos que Ky(x) = R.

Notacion. La componente de grado p de la resolucién de Koszul K, (z) tiene como base los
elementos de la forma 1Q R 1®R. . .®ge;; @R. . .Qre;, @R. . .Qrl, donde iy <iz < ... <.
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Notamos este simbolo formalmente como = e;; A e, A ... Ae;,. Con esta notacion, el
diferencial del complejo esta dado por

dp : Kp(x) — Kp-1(z)

p
€in N Negj, — Z(—l)l+1a}il€i1 VANPIRAN éil ARTIWAN A
=1

La notacién, similar a la del algebra exterior del mdédulo generado por los simbolos
{z1,...,2,}, estd justificada por la Definicién 2.2.2.

Explicitamente, en el caso de dos y tres elementos centrales, el complejo resulta ser

<7wl;2) (w1,22)
0 A A2 A 0
base: {ezl A 61'2} {ex1 5 6332} {1}
o3 —x9 —x3 0
_io x1 0 —x3
1 0 =z x2 (z1 22 23)
0 A A3 A3 A 0
base: {ezy Nexy Nexy} {exy Newy,exy Neag,eay Aeag} {ez1.exq a3} {1}

Definicion: 2.2.2. Supongamos ahora que R es conmutativo. Una R-dlgebra graduada
es una familia de R-médulos {K,,p > 0} junto con productos bilineales K, ®p K; —
Kpiq, y un elemento 1 € K tal que Ko, ©,>0K), son R-algebras asociativas con unidad.
Los elementos de K, se dicen homogéneos de grado p. El dlgebra se dira conmutativa en el
sentido graduado si dados a y b elementos homogéneos de grados p y g respectivamente,
a-b = (—1)P9 - a. Finalmente, el dlgebra se dice diferencial graduada (ADG o DGA)
si ademds de ser un algebra graduada, existe un morfismo d : K, — K,_1, p > 1 que
satisface d> = 0 y que cumple la Regla de Leibnitz:

d(a-b) =d(a)-b+ (—1)Pa-d(b).

Si consideramos el complejo de Koszul definido en 2.2.1, y aceptamos la identificacién
de la componente p-ésima con la p-ésima k-algebra exterior con generadores {z1,...,z,},
el diferencial de dicho complejo cumple con la Regla de Leibnitz, y el algebra exterior es
un ADG.

Definicién: 2.2.3. Una sucesién de elementos de R € = (x1, 22 ... x,) se dice regular en
R si z; no es un divisior de cero en el médulo R/R(x1,...,x;—1) paratodoi=1,...,n,
es decir, si @ € R es tal que ax; € (z1,...2;-1), entonces a € (z1,...x;—1). Notamos
en particular que si cada cociente R/R(z1,...,x;) es un dominio integro, entonces la
sucesién x es regular.
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Teorema 2.2.4 ([16], Corolario 4.5.5). Si x = (x1,22...2,) €s una sucesion reqular en
R, entonces K(x) es una resolucion libre de R/I, donde I = Rx. Explicitamente:

0 = A" R" d _..._9, A2R" d R” i R—C R/IHO

es una sucesion exacta de R-mddulos, todos libres salvo R/I.

2.2.2 Una resolucién libre para k[X]

Antes de utilizar las herramientas citadas en la Seccién anterior, haremos algunas ob-
servaciones e identificaciones pertinentes.

Dado que queremos trabajar en la categoria de bimddulos sobre k[X], nos interesa
encontrar una resolucién libre de este anillo como k[X] ® k[X]| mddulo. Notemos que
E[X]®k[X] = k[X,Y] =k[z1,22...Tn,Y1,Y2 - . . Yn| con la identificacién

X*® XP s XoyP8,

En particular, un médulo a izquierda sobre k[ X, Y] se corresponde con un bimédulo sobre
k[X]. La correspondencia estd dada de la siguiente manera: la accién de z; a izquierda
es igual en ambos casos, y la accién de y; a izquierda se corresponde con la accién a
derecha de x;.

Consideremos ahora si el anillo conmutativo R = k[X, Y], y en él la sucesién regular
z=(z1,22...2n), con z; = x; —y;. Para comprobar que esta es efectivamente regular, no-
tamos el cociente R/(z1, ... z) se identifica con el anillo de polinomios k[X, ¥i+1, - . - Ynl,
el cual es un dominio integro.

El cociente R/ Rz es isomorfo al anillo de polinomios A = k[X], y la proyeccién viene
dada por

7 k[X,Y] — k[X]

XYP s X XP
Si identificamos k[X,Y] con k[X]® k[X] como senalamos antes, vemos que esta proyec-
cion se identifica con el producto del algebra de polinomios.

En consecuencia, el siguiente complejo es una resolucion libre de R/zR = k[X| como
R-médulo:

0 >~ A"RM" — ... ——> A2Rn R™ z R R/[:AHO
(P(A))

Si escribimos e; por e, sabemos que el diferencial estd dado por la férmula

p
€in N . Nej, — Z(—l)kJrlZikeil VAN éik ARTRWAN TN
k=0

Recordemos que la componente p-ésima de P(A) es el médulo libre sobre k[X, Y]
con generadores e;; Aej, A...Aej, con iy < iz < ... < ip. Si hacemos nuevamente
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la identificaciéon de K[X,Y] con k[X]| ® k[X], observamos que en el p-ésimo lugar se
encuentra el médulo libre sobre k[X]® k[X] con base {e;; Aej, A...Aej,, i1 <ia <...<
ip}, 0 lo que es lo mismo, el A-bimédulo libre en esos generadores. El diferencial pasa
entonces a ser

p
€i; /\.../\81‘1J — Z(—l)k+1[$ikeil /\.../\éik/\.../\eip — € /\.../\éik/\.../\eipxik].
k=1

Notamos que en el caso del algebra k[zi, 2], esta resolucién coincide con la que
construimos en la primera Seccién.

2.2.3 Una contraccién del complejo de Koszul de k[X]

Definicion: 2.2.5. Definimos la funcion
AY: k[X] — k[X] ® k[X]
i—1 n
k=1 Rt k=i+1
notemos por ejemplo que la expresién

A2(27aD) - 1ler Aeg|l = x?/ riler A eo|ah

m

aparece varias veces en el cdlculo de la resolucién del dlgebra k[x,y]. Esta expresién se
repite en numerosas férmulas. Por comodidad, notamos A/(X%)ey := AY(X%) - 1]ey]|1.

Siempre tomando como referencia el ejemplo desarrollado en la primera Seccién,
enunciamos el siguiente lema:

Lema 2.2.6. Sea A = k[X]| = k[z1,...,2y]|. La familia de morfismos A-lineales a
derecha {sp : P(A)p — P(A)pt1}—1<p<n dada por:

sp(X ) = 1[X, sip=—1;
sp(Xes|1) = (=1 Y A (XNey Aes, si0<p<n.
i>jp
donde oo € Ny, es una contraccion A-lineal a derecha de la resolucion P(A).

Corolario 2.2.7. El complejo P(k[X]) es una resolucién libre de k[X] como bimddulo
sobre si misma.

Si bien nos inspiramos en la teoria de complejos de Koszul para obtener la resolucién
de k[X], con este resultado tenemos una demostraciéon independiente de que ésta es
exacta.
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Demostracion del Lema 2.2.6. Fijemos notacién para esta demostraciéon. Dado un mul-
tilndice J = (j1,42,...,Jp), escribimos J; = (j1, jo, ... T JJp), 1 < 1 < p. Lla
mamos m(J) = jp, el dltimo término de J. Convenimos en que si J = (), entonces
X%es|1 = X 1.

Es trivial ver que ms; = Ida. Buscamos entonces demostrar que para todo p, con
0<p<n

APHLA —Ls Arg AP-14

5 Sp1
vale la féormula
dsp—1 + spd = Id,
El conjunto B = {X%les|1, @« € N*, J = (j1,...,Jp) : j1 < ... < jp} es una base
de APA como A-médulo a derecha. Veamos que este morfismo actua como la identidad

sobre ella.
En primer lugar

d
XOes|l ==Y (1) (X leq |1 — X es|z;,)

M@

=1
p
el Z(—l)pH Z AN (X% (eq, A ei) — AN XYz, (e, Ae;)
=1 i>m(J;)
p—1
p+l (Z AZ x]z er N ei) - AZ(Xa)le (er N el))
=1 1>Jp

+ Z (AY(X X%, )(es, Nei) — Ai(Xo‘)asz(er/\e,-)).

'L>]p 1

Por otro lado,

XOes1 2 (1P D7 A(X)(es Aes) L (—1)P D d(A(X)es Ae).

>Jp i>Jp

Un célculo simple muestra que

iS]

d(AT(X)(es Nei)) =Y (=1 (AT(X@s) (e Aei) = AN (X)) (e M)
=1

P+2 onck|6J’ H xk

k=i+1

36



Combinando con lo visto anterioremente, se tiene que

dep i % a
X%es|1— )P+ (Z AN X%, )(eq, Ne) — AY XYz, (eg, N ei))
1:1

1>Jp

P jp n
+ Z(_l)P+;D+2 (XaeJl _ H x2k|eJ| H xzk)
=1

k=1 k=3j,+1

— Z(— p+l (Z A1 x]l eJl A ei) - Ai(Xa)sz(er A 6,))

=1 i>7p

Jp n
+ (Xa|ej|1—HxZ"“|eJ| H xz"‘)

k=1 k=jp+1
Finalmente,
d d .
X%es1 A Z A’ X%;,)(eq, Nei) — AY(XN)z),) (e, Ne;)
1>Jp
+ Z A’ X%;,)(es, Nei) — Ai(Xo‘)xjp(erAei))
1>Jp—1
Jp n
+ | X%eg|1 — sz"“|eJ| H ap*
k=1 k=jp+1
= X%es|1+ Z (A" (X2;,)(eg, Aei) — AY(X)zj, (e, Ae;))
Jp2i>jp—1

—H$kk|€J| H .

k=jp+1

Ahora, si j, > > jp_1,

Ai(Xamjp)(er Ae;) — Ai(XO‘)a:jp(er Nei) =0
En cambio,

AJr (Xo‘:cjp)(ejp A 6,‘) — Ajp(Xa)xjp ((BJP AN 6i) =

jp_l n jp_l n

H mg’“/ zpley, /\ejp\xf, H zph — H xZ"“/ zpley, /\ejp\x;ffl H Tk =

k=1 ap+tl k=jp k=1 ap k=jp

Hmkkleﬂ H Ty

k=jp+1

Esto completa la demostracion.
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2.3 Una resolucién para k[X]/(f)

Nuestro principal interés en este trabajo es estudiar algebras de la forma k[X]/(f) con
f € k[X]. En esta Seccién utilizamos el Corolario 2.2.7 para construir una resolucién
de este cociente. Como en la Seccion anterior, empezamos calculando explicitamente un
ejemplo, y posteriormente generalizamos la construccién hecha en este caso. A lo largo
de esta Seccién, seguimos notando A = k[X]| y fijamos f € k[X]. Notamos B = A/(f).

2.3.1 Una resolucién para k[z|/(z")
Motivamos la construccién hecha mas adelante con un caso sencillo que fue estudiado
en [1]

Consideremos el algebra de polinomios en una variable, y tomemos f = z". Inspi-

rados en el caso anterior, podemos plantear una resolucién similar a la de k[z] con los
diferenciales definidos con las mismas férmulas, es decir

0—> B, —>pB°—">B 0, (Po(k[z]/z"))

donde
d(egy) = z|1 — 1|z.

n—1 ‘633’[13”71

Sin embargo, es evidente que este complejo no es exacto. El término x
tiene imagen nula por d, lo que implica que por lo menos d tiene niicleo no trivial. Calcular
directamente la homologia de este complejo puede ser trabajoso, particularmente en el
caso general. Otra manera de encontrarla es la siguiente. El complejo que acabamos de
plantear se obtiene aplicando sucesivamente los tensores —® 4 By B®4 — a la resolucién

P(A). Si aplicamos solamente el primer funtor, obtenemos el siguiente complejo

0—>ARke,®B—4>A0 Bt >~B—>0.

Observacion: 2.3.1. Este complejo si es exacto, lo que se puede demostrar de la si-
guiente manera: al ser P(A) una resolucién proyectiva de A, la homologia del complejo
P(A) ®4 B es exactamente Tor2(A, B). Al ser A un A-médulo proyectivo, la homo-
logia es nula, salvo en grado cero, donde Toré‘(A, B) = A®4 B = B; esto implica que
P(A) ®4 B es un complejo exacto. Notar que este argumento es completamente general
y no depende de las algebras A o B, sino simplemente de las propiedades del complejo
P(A).

Una segunda observacion es que ésta sigue siendo una resolucién A-proyectiva de B, si
simplemente tomamos en cuenta la estructura de médulos a izquierda. La proyectividad
de los médulos de la resolucién se deduce de 1.2.6, pero es muy sencilla de ver en este
caso: el médulo A ® B es A-libre, con base {1®@ 27 : 0 < j <n —1}.

Tenemos otra resolucién proyectiva de B como A-mddulo a izquierda, que estd dada
por su estructura cociente:

z" T

A B 0.

0 A
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Sabemos que dadas dos resoluciones proyectivas de un A-mdédulo, debe existir un levan-
tamiento de la identidad entre ambas, de la forma

"

0 A A———B 0 (2.1)
M

R

0—>A®ke,®B—4t>A®B—>B—>0

La conmutatividad del cuadrado de la derecha sugiere tomar ¢1(1) = 1|1. Para ¢s,
nuestro unico dato es que dgs(1) = z™|1, por lo que buscamos alguna preimagen de
x"|1 por d. Como el segundo término estd en el algebra cociente B, tenemos que x"|1 =
2"|1 — 1]2". Ya observamos en un contexto mas general (cf. 2.2.6) que d( [ x°|e,|a") =
2"|1 — 1|z". Tomamos entonces ¢o(1) = [ z*|zt = Al(2").

Es facil comprobar que las funciones

oi(1) = 111 b(1) = / 2t

son efectivamente un levantamiento de la identidad, y por lo tanto un cuasi-isomorfismo.
Esta observacién puede parecer trivial en este caso, en que la homologia de ambos
complejos es nula, pero al aplicar ahora el funtor B ® 4 — al diagrama 2.1, obtenemos

0 B—22 ~p-MY.p .

¢'2l ¢'1J/

0—>B®ke,®B -2 >BoB-">p—>0.

Es trivial calcular la homologia de la fila superior, mientras que la fila inferior es exac-
tamente el complejo Py(B) que habiamos propuesto originalmente. La ventaja es que
ahora contamos con los morfismos de comparacién inducidos, que siguen siendo un cuasi-
isomorfismo (esto se deduce de la exactitud a derecha del funtor B ® 4 —: si las cuasi
inversas de ¢; eran 1;, las cuasi inversas de ¢, estdn dadas por ¢} = B @4 (¢;)).

En la fila superior, la homologia en primer grado es nula, lo que nos dice que ocurre
lo mismo en la fila inferior. En cambio, la homologia en segundo grado es exactamente B,
y estd generada por el elemento 1. De esto deducimos que la homologia del complejo in-
ferior debe estar concentrada en el segundo grado, y estd generada por ¢o(1) = fn x8|xt.
Inspirados en este resultado, proponemos entonces una construcciéon de la siguiente for-
ma;

BoB—-BgB
d
BeB—%-B®B
|
BoB—-B®B
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donde p(1) = [, ré|rt. La légica detras de esta eleccién es que buscamos construir un
complejo exacto, por lo que debemos agregar algin morfismo que tenga a este elemento
en su imagen. Lo que hicimos fue utilizar un B-bimdédulo libre y el morfismo p para ello,
y continuar la resolucién ciclicamente.

Mas adelante usamos la maquinaria de las sucesiones espectrales para demostrar que
este complejo es exacto, pero en este caso particular podemos demostrarlo directamente.
Es claro que las composiciones dp y pd son nulas. Para ver que el complejo es exacto,
basta considerar la contraccién {s; : B¢ — B€};>¢ B-lineal a derecha definida por

si(27|1) = /x8|xt, si i es par;
J
; 0, 7<n-1
si(x?[1) =< " ‘7 si ¢ es impar.
L, j=n

Comprobar que ésta es efectivamente una contracciéon es un calculo directo.
Finalmente podemos afirmar que el complejo

Be—%>pe—L>pe—lsp—>0 (P(k[a]/2™))

es una resolucién B®-proyectiva de B.

Por los resultados vistos en el Capitulo 1, la homologia de esta algebra puede calcu-
larse mediante los funtores derivados de B ® e — y Hompe(—, B).

Si aplicamos B ®pge — al complejo P(k[x]/z"™), eliminamos el término de grado 0 y
hacemos la identificacion descrita en 1.2.8, obtenemos el complejo ciclico

0 na L 0

B B B B 0. (B ®pe P(k[z]/2™))

En este caso entra en juego la caracteristica del anillo. Si la caracteristica de k divide
a n, entonces todos los morfismos son nulos y la homologia es igual a B es todos los
grados. Si no, la homologia de B sigue un patrén ciclico, dado por

B, 1 =0;
HH;(B) =< B/(nz" 1) si ¢ es impar;

anng(nz™~ 1) siies par.

En particular, si n es inversible en k (por ejemplo, si k es un cuerpo de caracteristica
coprima con n), todos estos médulos son isomorfos.

Para el caso de la cohomologia, aplicamos el funtor Hompe(—, B) y hacemos las
identificaciones estandar, obteniendo el complejo

0 na L 0

B B B B 0. (Hompe (P(k[z]/z™), B))
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Este es completamente analgo al anterior, por lo que en este caso, la homologia y coho-
mologia coinciden grado a grado, y tenemos

B, 1=0;
HH'(B) = { B/(nz"1) si i es impar;

anng(nz™ 1) siies par.

Obviamente, las mismas observaciones hechas anteriormente sobre la caracteristica del
anillo k£ se aplican en este caso.

2.3.2 Construccion de la resolucion general

Retomamos ahora el objetivo de encontrar una resolucién para B = A/(f), con f € A =

E[X] un polinomio cualquiera. El procedimiento por el que construiremos esta nueva

resolucién esta motivado por el trabajo hecho en la Seccién previa y es analogo a este.
Comenzamos entonces con el complejo P(A)

d d d ©

APA e AA A° A 0.

y le aplicamos el funtor — ® 4 B. Obtenemos asi un nuevo complejo,

> ANV ®B 1> s AgAV@ B> A0 B—>~B—>0.
donde V es el k-espacio vectorial generado por las indeterminadas {z1 ...,z }.

Lema 2.3.2. El complejo P(A)®4 B es una resolucion proyectiva de B como A-mdédulo
a izquierda.

Demostracion. La proyectividad de A @ APV ® B se deduce del Lema 1.2.6. Un razo-
namiento analogo al de la Observacién 2.3.1 muestra que si eliminamos el término de
grado 0 de este complejo, su homologia es Tor;4 (A, B), que es nula en grados positivos.
Por lo tanto, el complejo es exacto. O

Al igual que en la Seccién anterior, tenemos otra resolucion A-proyectiva de B dada
por su estructura cociente:

0 Atoa"op 0 (P'(B))

y un morfismo de comparacién A-lineal a izquierda ¢ : B®4 P(A) — P'(B)

0 0 A ! A—"—=B 0

l ¢2i ¢1l
0—> ANV OB 2= AAVRB—4~A@B-—t~B—>0.
(2.2)
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A continuacién describimos explicitamente estos morfismos.
Como en el caso anterior, la funcién ¢, es la tnica funcién A-lineal a izquierda tal

que ¢1(1) = 1[1.
Para hallar ¢9 planteamos la condicion

dea(1) = fI1.

Recordemos que

d (Z Ai(X")eZ) = X1 —1]X°,
=1

(esto estd implicito en la demostracién del Lema 2.2.6). En nuestro nuevo complejo, la
férmula del diferencial es formalmente idéntica, de lo que obtenemos

d (Z N(f)ei) = flL=11f =1,
i=1

dado que f = 0 en B. De ah{ que podemos tomar ¢2(1) = > 1| AY(f)e; y extender por
linealidad. Enunciamos este resultado en un lema para futuras referencias.

Lema 2.3.3. El morfismo de complejos de cadenas ¢ : P'(B) — P(A)®4B determinado
por los datos

<
o
—
—_
~—
I

i

1,

$a(1) = AY(f)es;
=1

1
1

es un morfismo de comparacion entre ambas resoluciones.

A continuacién aplicamos el funtor B ® 4 — al diagrama 2.2 y las identificaciones
usuales, con lo que obtenemos

0

0 0 B B—4-pB 0
| ol 4
0—>—>BaANVeB—2-BoAVeB—4=p—"-p 0.

Lema 2.3.4. Los morfismos ¢; : P(A) @4 B — P'(A) y ¢, = Idp®a¢; son cuasi
isomorfismos

Demostracion. Consideremos nuevamente el diagrama 2.2. Al ser P(A) ® B y P'(B)
resoluciones A-libres a izquierda de B, debe existir un morfismo de complejos de cadenas
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¢ : P(A) ®4 B — P'(B) tal que 9y = Idp, haciendo que el diagrama

0*>--‘*>A®A2V®B*d>A®AV®B*d>A®BL>B*>O.

wzi ¢1J{
f
0 0 A A

B 0
conmute. En particular la composicién ¢;1); : P(A) ®4 B — P(A) ®4 B es un levan-

tamiento de la identidad. Esto implica la existencia de morfismos {s;};>0 como en el
siguiente diagrama

0—>  —=AD ANV QB = AQAV @B —4~A®B—>B——>0.

o | 2| 2

0—>---HA®A2V®B—d>A®AV®B—>A®B—>B—>O.

tales que
oihi — Id; = ds; + sij1d.

En particular el morfismo inducido por ¢;; en la homologia es igual a la identidad. Un
razonamiento anélogo muestra que lo mismo ocurre con ¥¢ : P'(B) — P'(B), de donde
se deduce que ¢ es un cuasi isomorfismo, y 1 es su cuasi inversa.

Notemos ¢} = Idp ®4v;. Para ver que ¢} también es un cuasi isomorfismo, basta
aplicar el funtor B ® 4 — a la igualdad anterior, obteniendo asi

Idp®a¢ioldp ®at; —Idp ®ald; = 1dp ®a(pi)i) = 1dp ®a(ds; + sit1d)
= d(Idp ®as;) + (Idp ®@asit1)d.

Es decir que Idg ®4s; es una homotopia entre la composicién ¢'1)’ y el morfismo
ldp ® Idp(a)e,B = Idpy(B). Un razonamiento andlogo muestra la existencia de una ho-
motopia entre ¢y e Idpg , p/(p)- Por lo tanto, ¥’ y ¢’ son cuasi isomorfismos, y uno es
el cuasi inverso del otro. Esto completa la demostracion. O

En particular, la homologia del complejo

A B—t= Bt Lo pap Lo pe Lt p 0. (P(B))

esta concentrada en la componente de segundo grado, y es igual a la imagen del morfismo
¢%. Recordemos que

$o(1) = > A'(f)ei,
i=1
por lo que
$h(1) =D Al(f)e” = wr.
i=1
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Por lo tanto el complejo Py(B) es un complejo de médulos B¢-libres, cuya homologia
esté concentrada en la componente de grado 2. Sabemos ademaés que la clase del elemento
w es un generador de la homologia. Si nos guiamos por el caso anterior, debemos continuar
la resolucién ciclicamente. En este caso, debemo agregar no solamente un morfismo
p1 : B¢ — AB, sino una familia de morfismos {p;}1>i<p, de forma tal que el complejo
doble

4 Asp—ts 24> AB—%>Bc——>0 (P(B))
pgT pQT mT
d A3B d AQB d AB d Be
”ST pzT mT
o3 —2>a2p 2~ AB—L>B°

resulte conmutativo.

La existencia de tales morfismos p; se deduce de la proyectividad de los médulos. No
es necesario dar una férmula explicita para comprobar que el complejo total obtenido
de este complejo doble es exacto, pero dado que los morfismos ps y p3 juegan un rol
importante en la interpretacion de los grupos de homologia y cohomologia, enunciamos
el siguiente resultado.

Lema 2.3.5. Los morfismos

pj: NN'B— AB
ej— ZAi(f)(EJ A €;).
i=1

hacen conmutar el diagrama P(B). Ademds, pi+1p; = 0.
Podemos entonces proceder a la demostracién de

Teorema 2.3.6. El complejo total del complejo doble P(B) es una resolucion proyectiva
de B como B¢-bimddulo.

Demostracion. En la demostracién utilizamos la teoria de sucesiones espectrales. Todo
el material necesario estd cubierto en la Seccién 5 de [16].

Empezamos dando una filtracién para el complejo Tot P(B). Es claro que P(B), 4) =
A9PB. De esto deducimos que

[n/2]
Tot P(B), = €P A" PB= P A" *B.
q+p=n p=0

Dotamos a este complejo de la filtracién por filas, dada por

F,(Tot P(B),) = A" B.
p=0
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Esto induce una sucesiéon espectral EE“p 0 donde Equ = P(B) y los morfismos d°

, (p,9)>
estan inducidos por los morfismos horizontales de P(B), es decir
d

d d d

A3B A’B AB B¢
- —> A3B—"> A2B—"> AB—"> B
L 3p—t- 23— AB—1 B
(E°(Tot P(B)))
En el siguiente paso de la sucesién espectral, E', tenemos que
B, sip—q=0;
E;,q - H(Ez?,q) ={bBw, sip-qg=1
0, si no;
y los morfismos estén inducidos por los morfismos verticales de P(B)
0 0 Bw B (E'(Tot P(B)))
psT pzT PlT
0 0 Bw B
"‘”’T mT |
0 0 Bw B

El morfismo p; es el dnico morfismo B-lineal tal que p;(1) = w, por lo que en esta
sucesion induce un isomorfismo. Es evidente que el resto de los morfismos inducidos son
nulos.

Finalmente, en el segundo paso de la sucesion espectral, resulta

B2 B, sip=q=0,
P 0, sino.

obteniendo asi.

0 0 0 B (E?(Tot P(B)))
0 0 0 0
0 0 0 0
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En consecuencia Eiq =E}.

Por la teoria desarrollada en [16], por ejemplo, Tot EJ, converge a la homologia
del complejo total. En este caso particular, este resultado nos permite concluir que
H°(Tot P(B)) = B, y HP(Tot P(B)) = 0 en grados positivos. O

Corolario 2.3.7. La homologia de Hochschild de B con coeficientes en M estd dada
por H,(M ® Tot P(B)), y la cohomologia de Hochschild con valores en M estd dada por
H*(Hom(P(B),M)).

2.4 Morfismo de comparacién

En el Capitulo 1 dimos una interpretacion de los grupos de homologia de Hochschild en
términos de la resolucién Homy(A®*, M), que segiin vimos se identifica con la resolu-
cién Hom, (5(A), M), interpretando los elementos de HH™(A) como clases de funciones
n-lineales. En el mismo Capitulo desarrollamos herramientas para el calculo explicito
de dichos grupos utilizando la resolucién P(B); esto facilita el cdlculo de los grupos de
homologia, pero no nos permite interpretar directamente sus elementos como en 1. Pa-
ra esto, debemos encontrar un morfismo de comparacion entre ambas resoluciones, que
induzca un isomorfismo en la homologia, y nos permita asi establecer una corresponden-
cia entre los elementos del grupo de cohomologia y las clases de funciones multilineales
descritas en la Seccion mencionada.

El morfismo de comparacién presentado en esta Seccidn es una leve modificacion del
construido en [8].

2.4.1 Preliminares

Notacion. Recordamos que en todo este trabajo, las formulas explicitas que involucran
polinomios estdn dadas segin el orden lexicogréfico descrito en el Capitulo . Como en
capitulos anteriores, fijamos un polinomio f € k[X], y notamos B = k[X]/f. Notamos
q(p), r(p) a los tnicos polinomios tales que p = ¢(p)f + r(p) como en el teorema 0.2.1.

Definicién: 2.4.1. Reescribamos el complejo P(B) de la siguiente manera:

e d ASB d AQB d AB d B¢ 0
P3 T P2 T P1 T
4 A3Bt —L>A2Bt > ABt %> Bet

S

d d d d
- ——= A3Bt2 —— A2B¢? A Bt? Bet?

(P(B)t)

de forma tal que los generadores de la componente (p, p + ¢q) se escriban como e jtP, con
J = (jl,...,jq).
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Observamos que con esta notacién se puede introducir en el complejo Tot P(B) una
estructura de algebra diferencial graduada, donde la multiplicacién estd definida a nivel
de generadores como

. . i L
eyt -ept! = ( ,j)ej/\ejltl+‘j
J
y extendida B-bilinealmente. Por abuso de notacién, notamos P(B)t al complejo total

con dicha estructura, y (P(B)t); a su componente i-ésima.

A continuacién definimos notacién y demostramos un par de resultados que aligeran
la demostracion de que estos morfismos efectivamente funcionan, la cual se encuentra en
la siguiente Seccion

Definicién: 2.4.2. Definimos los morfismos k-lineales L; : A — A€, mediante L;(X%) =

; (677 <z .z
it aft @a .. xpn. Por abuso de notacién, llamamos también L; a los morfismos
inducidos L; : B — B°.

Lema 2.4.3. (Generalidades acerca de las derivaciones) Dadps p,q € B,
1. d(A'(p)e;) = Li(p) — Li—1(p)-
2.3 dA(p)=p@1-1®p.
3. A'(pg) = A'(p)Li(q) + Li—1(p)A'(q).

4 d(Tie; M)A (@) = Xy A (0) (L1 (p) — 190p) = T1 Al(p) (a2 1~ Lila)).

Demostracion. Los dos primeros resultados los habiamos obtenido en la demostracion
del Lema 2.2.6. Los otros dos se obtienen a partir de un calculo directo. O

2.4.2 Foérmulas explicitas para los morfismos de levantamiento

En esta Seccién presentamos explicitamente los morfismos de levantamiento y demos-
tramos que efectivamente funcionan, al menos hasta cierto grado.

Lema 2.4.4. Las siguientes formulas

Wles) =Y aj yy |- loj, 0 |1 si T € T(p),

oSy
bt) =1 (Z Ai<f>1|xi|1> ,
=1

Ylejt) = Y 1@a; @ A(f)(Uaill) —1© AT(F)(Uajleill) + 1@ A(f) (Lail]1),
i=1
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definen morfismos ; : (P(B)t); — B(B)i, para i = 1,2,3. Con estos morfismos, el
diagrama

B®5 B®4

R T

e (P(B)t)s —= (P(B)t)y = (P(B)t); —= B¢

conmuta, es decir, las funciones v; son las primeras tres componentes de un levanta-
miento de la identidad.

Lema 2.4.5. Los morfismos
Pp1(1|X°1) = ZN X%e

P2(11 XY XP1)t = q(Xa+ﬁ =) A(XN)A(XP)e; Ne,

i<j
+ ) AN (g(XPXY)AN(fei Aej
1<j
hacen conmutar el diagrama
d B®4 d B®3 d Be

e

d d
- — (P(B)t)2 — (P(B)t)1 — B°
es decir, ¢1 y P2 son las primeras dos componentes de un levantamiento de la identidad.
Estos dos lemas nos proveen de todos los morfismos de comparacion necesarios para
llevar adelante nuestro trabajo. Demostraremos que ¥ es un levantamiento de la iden-
tidad hasta grado 3. En [8] se puede encontrar la demostracién de que el morfismo

(levemente modificado) es un levantamiento de la identidad, asi como la construccién
completa de un morfismo de comparacién ¢ en el sentido opuesto.

Demostracion. 2.4.4 Debemos ver que din(e;) = d(e;). Esto es fécil de comprobar, pues
dipr(e;) = d(l|zg]l) =2, @ 1 — 1 @ x; = d(e;).

Ahora veamos que diy = 1p1d. El conjunto By = {e; Aej,t: 1 <i < j <n} esuna
base de (P(B)t)1, asi que basta estudiar la conmutatividad sobre esta base. En primer
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lugar,

da(ei A ej) = d(1]milzj|1 — 1]aj|z;i|1)
= xﬂwﬂl — 1‘.%'@1']"1 + Hxilmj — (L‘j‘xﬂl + lla:jaci\l — 1|xj|x,-
= xi|2;[1 — ajle; — x|l + 1|z,

= l/Jl(.%'l‘ej —€;T; — Xj€; + ei:nj) = Q/Jld(ei A\ ej).

Por otro lado,

dipo(t) (1@ <ZN 11%11))

—ZN 1\:1:Z|1—Zl®L )+21®Li—1(f)

—ZA" Nzl +1® Lo(f) = 1@ Ln(f ZN )il
—ZN Y (ei) = i (d(1)).

Finalmente, en grado 3 tenemos la base B3 = {e; ;) : 1 < i < j < k < njeit}.
Tomamos

dz(ei Aej Aey) = d(Uai|ojlegl — Uaileg |zl + x|y |1
— Yajlwlop|l + 1wkl w1 — Haglz;|z:|1)
= zilxj|or|l — Uaxj|op|1 + a|ejor| 1 — 1|z
— zi|zg|zi) 1 4+ Vaiwg| x|l — | zga ;|1 + 1o ok |z
+ xjlzp|ai] 1 — Lajog|a) 1 + Lajlepe| 1 — 1aj|eg|e;
— zj|zi|og) 1 4+ oz |op) 1 — 1aj|ziee] 1 4+ 12|z ok
+ aplas|z |1 — agas|z;|1 + ag|eiz; |1 — 1ag|e|x;
— mg|zjl@i| 1+ Hagwj|zi|l — L|ag|zjz|l + 1ok
= zi(zjlzgll — Laglz;|L) — (Lajlzgll — Laglz;|L);
— i (Haglogl — Uagli|1) — (Uaiwe|l — aglz]1)z;
+ o (Uailz |1 — ajlai1) — (Lwlw; |1 — Lajlwi|l)we
= zi(Ya(ej Aer)) — (V2(ej Aeg))xi
—xj(Ya(ei Aer)) — (Va2(ei A er))z;
+ zr(2(ei Aey)) — (Yalej Aeg))a
= o(d(e; Nej Neg)).
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Para terminar, debemos analizar
dipz(e;t) Zd (1o @ (AY(HUzl1) — 1@ (AY(F)1z;|z1)
+1®(A’( )Lagla;]1))
= Z z; @ AN(f)(Azill) = 1@ 2 AT (f)(Lzil1) + 1 @ x5 @ A(f) (1)
—1®a; @ AN (f)(Lzi) = A(F)Uaizy]1) + 1@ 2, A (f)(1|zi1)
— 1@ A'(f) (Ui |1) + 1@ A'(f)a(Las]1) + AT (f)(1|zg]ai1)
—1@ @A (f)(Uz1) + 1@ A (f)(Uaja1) — 1@ A (f)zi(1]a;]1))
= Z 2; @ AN (f) (Uil 1) = AY(F)(Uasla;|1) + 1@ AY(f)z; (1ai1)
+N( )(1Ix3|wz|1)—1®%N )1\$j|1)—1®N(f)wi(1|$j|1))
=(z; 01— 1@ x;)( ®ZN )1|2:[1) +ZN (zilz;]1 = 1]a;|z1)
= 1h2(d(e;t))-
Esto completa la demostracién. ]

Demostracion. 2.4.5 En el primer paso, debemos ver que d¢, = Id d. Utilizando el lema
4, tenemos que

dpr (1| X*1) =d (Z Ai(XO‘)eZ) = X%1 - 1| XY =d(1|1X“1).
i=1
Para ver que d¢s = ¢1d, notamos por q y r a g(X°5) y r(X**+P) respectivamente,
y calculamos
dga (11X X"1) = d ((CIU)t =Y AN (XA(XYei Nej+ Y A (@A (f)ei A €j>

i<j i<j
=q)_A(f) ZN (XYW Lj—1(X?) —1® XP)e;
+ Z AXPNX* @1 — Li(XY))es

i=1

n

+ZN ()= 1@ fe ZN (q®1—Li(g))e:
= —iN Li 1(X") =10 XP)e;

+ Z AXP)X* @1 — Li(X*))es

i=1

- Z AN (q)Li-1(f)e; + i A'(f)Li(q)e
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Por otro lado,

$rd(1XX71) = 61 (XX = (XX — gf)|1 + 1] X*|X7)

i=1 i=1 i=1

- Z AYXP) (X1 — Li(XY))es

AYX)AXP = Li 1 (XP))es

IvE

Il
—

+

7

(A'(f)Li(g) — Li—1(f)A"(q))ei

M:

+

1

.
Il

X AN X)X = Li(XY))es

7

+Y T ANX)AXT — Lim1(XP))ey

-

[
o

J

+> (A(f)Li(g) — Li—1(f)A(q))e:.

M:

1

.
Il

Ambos resultados coinciden. Esto termina la demostracion.
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Capitulo 3

Cohomologia de arreglos de
hiperplanos

En este Capitulo introducimos nuestro objeto de estudio, los arreglos de hiperplanos.
Tal como su nombre lo indica un arreglo de hiperplanos es un conjunto de hiperplanos
ubicados en el espacio afin o proyectivo. Orlik y Terao en [14] citan el siguiente problema
como el "humilde origen” del tema:

Demostrar que n cortes dividen una torta en a lo sumo
Problema E 554, American Mathematical Monthly 50. (1943)
Propuesto por J. L. Woodbridge.

(D)7 =n46) e,

En la resolucién de este problema se aprecian los condimentos geométricos y com-
binatorios que aparecen en todo el estudio de los arreglos de hiperplanos. Si bien un
hiperplano es una variedad algebraica muy sencilla, un arreglo de hiperplanos tiene un
conjunto de singularidades cuya geometria es muy complicada, y para estudiarlo es nece-
sario utilizar técnicas avanzadas de geometria algebraica. Por otro lado, es claro que gran
parte de la informacion de un arreglo de hiperplanos estd contenida en la combinatoria
de las intersecciones de los hiperplanos, y de hecho el problema planteado arriba puede
resolverse por medios puramente combinatorios. Citamos [14] como referencia general
para la teoria de arreglos de hiperplanos.

3.1 Arreglos de hiperplanos

Definicion: 3.1.1. Sea k un cuerpo, y sea V un k-espacio vectorial de dimensién n. Un
hiperplano es una subvariedad afin H C V de codimension 1. Un arreglo de hiperplanos
A es un conjunto finito de hiperplanos de V. Si queremos enfatizar la dimensién del
espacio ambiente, diremos que A es un n-arreglo. Notamos por | A| a la cardinalidad de

A.

Notacién. Notamos por {),, el n-arreglo vacio. Obviamente, || = 0.
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Sea V* el espacio dual de V, y sea S su dlgebra simétrica. Si fijamos una base
{e1,...,en} de V, podemos tomar su base dual {z1,...2,}, de forma que z;(e;) = d;;.
Identificamos entonces S con el dlgebra de polinomios k[z1,...z,]. Cada hiperplano H
es el nticleo de una transformacién lineal afin ap, definida a menos de una constante.

Definicién: 3.1.2. Dado un arreglo A, un polinomio de definicion de A es

Q(A) =[] en.

HeA

Por supuesto existen varios polinomios de definicién para un cierto arreglo, todos ellos
multiplos escalares entre si. En particular, deg Q(A) = |A|. En la Seccién sobre polino-
mios sentamos los criterios a usar durante el resto del documento para fijar un polinomio
de definicién.

Definicién: 3.1.3. Si T = (4 H # 0, decimos que el arreglo es centrado con centro
T. Si la interseccién es vacia, el arreglo se dice se dice descentrado. El arreglo se dice
central si 0 € T. Cuando querramos enfatizar que un arreglo puede o no ser central,
decimos que es un arreglo afin.

Definicién: 3.1.4. La variedad o soporte de A es el conjunto

N(A) = U H;

HeA

el complemento de A es
M(A) =V \N(A).
Ejemplo(s). A continuacién damos algunos ejemplos de arreglos.

e SidimV =1, el tinico arreglo central es el 0. Un arreglo afin es una coleccién finita
de puntos. Notar que, dependiendo del cuerpo, el complemento de este arreglo
puede ser conexo, como en el caso complejo, o disconexo, como el caso real.

e SidimV = 2, un arreglo central es un conjunto de rectas que pasan por el origen.

e Si k =R, consideremos A como el conjunto de hiperplanos definidos por x; = +1.
Claramente, |A| = 2n. La tnica componente conexa acotada del complemento es
el conjunto (—1,1)".

e Podemos tomar un arreglo dual al anterior, y elegir los planos de simetria de un
hipercubo. En particular, en dimensién 2 tenemos que el arreglo A estd definido
por Q(A) = zy(z — y)(z + y). En dimensién 3, Q(A) = zyz(z — y)(z + y)(x —
2)(x + 2)(y — 2)(y + 2). Se tiene que |A| = n?.

e En general, el n-arreglo booleano se define como el conjunto de los planos coorde-
nados de un espacio real de dimensién n, ie Q(A) = z122. .. zp.
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e El arreglo de trenzas del espacio V es el definido por el polinomio
Q) = [ (@i—=y).
1<i<j<n

n(n—1)
2

En este caso, |A| =

e Si g es el cuerpo finito de cardinal ¢, y V' = Fy, podemos considerar el arreglo de

todos los hiperplanos de V. El cardinal de este conjunto es %.

Enunciamos a continuacién algunas definiciones que serd ttiles mas adelante.

Definicion: 3.1.5. Dos arreglos se dicen afinmente equivalentes si y solo si existe una
transformacion lineal afin que transforma uno en otro.

Definicién: 3.1.6. Sea A un n-arreglo de hiperplanos sobre el cuerpo k, y sea Q
un polinomio de definicién. El dlgebra de funciones regulares de N(A) es el dlgebra

klzy,...,z,]/(Q).

Este es el principal invariante geométrico-algebraico de cualquier variedad algebraica.
Enunciamos un resultado importante que utilizamos maés adelante.

Teorema 3.1.7. Si dos arreglos de hiperplanos A y B son afinmente equivalentes, en-
tonces sus dlgebras de funciones regulares son isomorfas.

Demostracion. Si f : k™ — k™ es el isomorfismo afin, este induce un isomorfismo de
algebras f* : S(V*) — S(V*). Si Q4 es un polinomio de definicién de A, entonces
f*(Q.4) serd un polinomio de definicién de B. Esto muestra que f* induce un isomorfismo

fTE[IX]/(Qu) — K[X]/(Qp)- U

3.1.1 Generalidades sobre la cohomologia de Hochschild de arreglos

En capitulos anteriores trabajamos con algebras de la forma B = K[X]/(f), y construi-
mos una resolucién proyectiva para estas; por conveniencia, recordamos aqui la resolucién
P(B)t que construimos para ella.

¢ —ts3p—LsA2p > AB %> pe 0
pgT pgT plT
4 2Bt —%> ABt —% > Bet

|

.. *d>Bet2

A continuacién analizamos la accién del funtor Hompge(—, B) cuando se aplica a esta
resolucion.
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Recordemos que si J = (j1,...,jp), entonces J; = (ji, . .. ,ﬁ, ...,Jp). Con esta nota-
cién, el morfismo d esta dado por

k
d(ejti) = Z(—l)k+l (.’L’kejkti — eJktixk),

i=1

mientras que los morfismos p estan dados por
plest) = Z A flei A et

Si ahora notamos por d; a la funcién 67 : APB — B definida por

1 sil=J;
5?(61tk)={ .

0 sino,

el conjunto B, = {6y : J € J(p)} es una base de Homp:(APB, B) como B bimdédulo.
Analicemos los morfismos d* = Hompe(f, B) y p* = Hompe(p, B) en términos de su
accién sobre estas bases.

En primer lugar,

k
d*(8y)(ert’) = O} (d(ert")) = 4, (Z(—l)k“(wk%ti - efktika)>

i=1

si no.

_{xk-l—l-ﬂ:kzo siJ = I
o

En cualquier caso, d* = 0. Dado que el morfismo §' figura muchas veces en el resto de
este trabajo, obviaremos el superindice y lo notaremos por 9.
En el caso de p*,

p*(éj)(ejti) = 5J(p(61ti)) =9y (Z Al(f)ez VAN ejtn1>
=1

k 1A]k ) 122(_1)19—1 af )

k=1 K O,

M@

Por lo tanto el calculo de la cohomologia de estas algebras se reduce a calcular la homo-
logia total del complejo

Hompe (A2B, B) <~— Homp- (AB, B) <>— Homp- (B¢, B)

J{pé J{pf

Hom e (ABt, B) <>— Homp: (B°t, B)

J{p’{

Hompe (B°t?, B)
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De esto deducimos que HH°(B) = Hompe(B¢, B) = B, lo cual es légico en vista de
que B es conmutativa y de la interpretacién que dimos del primer grupo de cohomologia
en el Capitulo 1.

Finalmente, analicemos la accién del morfismo de comparacién ¢, que nos permite
interpretar los elementos de la homologia de este complejo como clases de homologia del
complejo de Hochschild.

El morfismo ¢, : P(B)t; — Hompe(B®3, B) = Homy(B, B) estd dado por

$1(X%) =) A (XYe;.
i=1

Entonces,

* ay _ S - % ay, | — AJ « _aXa
B (0)(X) = 5, (ZA(X >ez) = N(X) 1=

i=1

En el caso de ¢3, tenemos
G2(1|X°|XP|1) = (X Py @1t =Y A(XP)ATI(X¥)e; Ae;
i<j
+D_ ANA (X)) e
i<j
Entonces

3(8r,0)) (11X X711)

= 0 | aXOMP) @1t =Y AXT)AT(XY)e; Ae;
1<j

+ D AN(FAT (g(XTF))es Ae,
1<J
= AMXANXT) -1+ AF (A (X)) 1
_ 0X“9XP  Of dgq(XTP)
- &ck aJIl 8xk 8xk

Por otro lado,
¢3(0) (11X |X7[1) = g(X**7).

En la siguiente Seccién calcularemos la cohomologia de varios arreglos de hiperplanos.
Aprovecharemos fuertemente el hecho de que un cambio de coordenadas afin induce un
isomorfismo en el algebra de funciones regulares, y por lo tanto en la cohomologia de
dos algebras. Esto nos permite calcular los grupos de cohomologia de una clase afin de
arreglos.
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En los casos de dos o tres variables, notamos x = x1, e; = €1 y §; = 01, y andloga-
mente para y y z. Abreviamos ademés [—, —| := Hompe(—, —). La mayoria de los casos
estudiados son arreglos en el plano por lo que analizamos este caso particular en detalle.

En el caso de un arreglo plano, el complejo a estudiar es

B®§ppy ~2— B, ® B3, <"— Be§

()]

Blyny <2 B, ® B3, <2

)
B¢

B¢s

donde los morfismos p estan representados en el diagrama por sus matrices en las bases
correspondientes.
Observamos que

HHY(B) =ker (f= fy) : B6, ® B3, — BS

es decir, el conjunto {ad, + 30, : a0, f+ B0y f = 0}. Recordemos que al ser B un algebra
conmutativa, el primer grupo de cohomologia es exactamente el grupo de las derivaciones
de B en B. Sabemos que las derivaciones de A = k[z, y] son simplemente combinaciones
A-lineales de las derivaciones 0, y 0. La condicién de que a0, f 430, f = 0 en B nos dice
que si tomamos representantes de oy 3 en A, entonces a0, f + 50y f € (f). Es evidente
que para que una derivacién de A pase al cociente B, la derivada del polinomio f debe
anularse en el cociente. El calculo que acabamos de hacer nos dice que esta condicién no
solo es necesaria, sino también suficiente. Por supuesto, este resultado no depende del
namero de variables.

Analicemos ahora el segundo grupo de cohomologia. Este tiene una graduacion na-
tural, que proviene del complejo a partir del cual lo calculamos.

HH*B) = ker((_fiD) : B¢gny — B0, ®B¢0y) @coker(( fo fy) : B°6,® B, — BJ).
En primer lugar,
ker (f}m) ={alzny : fy =0 = —afy}.

Una vez mads, esto quiere decir que si tomamos un representante de ac en A, af, € (f) y
afy € (f). Se define el conductor de un ideal I en un ideal J como el conjunto

(I:J)={acA:al CJ}.
Con esta notacion, se tiene que
ker (f1) = (s )N (Fy - D)
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Los primeros calculos explicitos mostraron que esta componente era nula en todos los
casos. En la Seccién 3.3 damos una demostracion de que esto ocurre en general en el
caso de dos dimensiones.

La otra componente de HH? es

B _ B
B (fx,fy)

Recordemos que por el morfismo de comparacién, ¢ corresponde al morfismo B¢-bilineal
Q(p,q), que calcula el cociente de pg por Q. Este morfismo es simétrico, de lo que
deducimos que toda deformacién de un algebra de arreglos de rectas tiene un generador
diferencial conmutativo.

)6 = (k[z,yl/(f, fzs fy))0.

Im p}

. Es integrable este generador diferencial? Para averiguar esto debemos calcular las
obstrucciones del cociclo Q). Recordemos que

Ol(Q)(a’ b, c) = Q(Q(CL, b)? C) - Q(a’ Q(bv c))

Notemos por 7(g) el resto de la divisién de g por Q. Como ab = Q(a,b)Q + r(ab) y
bc = Q(b,c)Q + r(be), tenemos que Q(a,b)cQ + r(ab)c = aQ(b,c)Q + ar(bc). De esto se
deduce que

Q(Q(a,b)c — aQ(b,c)) = Q <7“(ab)c—a""(bc)> _

Q

Ahora, si a, b, c € B¢, podemos elegir representantes en A de forma que le(a) < le(Q), y
lo mismo con by c. Esto garantiza que le(r(ab)c) < 2le(Q). Luego, le(r(ab)c —ar(bc)) <
le(Q). Esto implica que le (%Qw(bc)) < leQ, y por lo tanto el cociente de este poli-

nomio por Q es 0 (notar que en esta cuenta no interviene el nimero de variables, por lo
que la obstruccién primaria de este morfismo es nula siempre).

Esto no garantiza, por supuesto, que el morfismo sea integrable. En la siguiente Sec-
cién analizamos algunos casos particulares y resolvemos la cuestién de la integrabilidad
de d. En la Seccién 3.3 se demuestra que todo morfismo de la segunda componente del
segundo grupo de homologia es integrable a una deformacion.

3.2 Ejemplos

En esta Seccién calculamos explicitamente la cohomologia de ciertos arreglos de hiper-
planos. Para realizar los calculos de esta Secciéon empleamos el programa Macaulay?2
[7].

Comenzamos estudiando los arreglos de dos y tres rectas. Notamos que dadas dos
rectas que se cortan, existe siempre un isomorfismo lineal afin que transforma dicha
configuracién en el arreglo booleano, y dadas dos rectas que no se cortan, existe un
isomorfismo afin que las transforma en las rectas x =0y z = 1, con lo cual este calculo
agota las clases afines de arreglos de cardinal dos.
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Para los arreglos de tres rectas existe tres posiblidades: las tres rectas son paralelas,
las rectas son concurrentes, o se encuentran en posicién general. El primer caso es com-
pletamente analogo al de dos rectas paralelas. Analizamos los otros dos en detalle més
adelante.

3.2.1 Q=z(z—-1)

Este es es el caso de dos rectas paralelas. Si calculamos el cociente k[z,y]/(x(z — 1)) =
klx,y]/(z) x klz,y]/(z — 1) = k[y] x k[y]. Por lo visto en la Seccién 2 la homologia de
este producto es la suma directa de las homologias de cada anillo. Como HH'(B) =
Der(B, B), se tiene que HH'(B) = Der(k[y]) & Der(k[y]) = k[y]9, & k[y]0,.

Finalmente, como el dlgebra k[y] tiene dimensién global 1, sus grupos de cohomologia
en grados superiores se anulan, por lo que HH?(B) = HH?*(B) = 0.

El caso de m rectas paralelas es completamente analogo.

3.2.2 Q=uy

Calculamos ahora la cohomologia del dlgebra B = k[z,y]/(zy). Este es el arreglo boo-
leano de hiperplanos en dimensién dos. Como siempre, HH°(B) = B. Tenemos que

HH'(B) = ker p; : [AB, B] — [B°t, B]

En este caso, p*(6z) = Q.6 = ydt, y p*(6,) = z6;. Se tiene entonces que HH(B) =
ker p7 = 2 B0, ®, Bdy. Empleando el morfismo de comparacién ¢1, vemos que el médulo
de derivaciones de B es B0, ® yBJ,.

Ahora

HH?*(B) = ker p} @ coker p}

Como observamos en la Seccién anterior, ker p5 = 0; ademas, coker pj = Bd/(z6,yd) =
kd. Por lo tanto el segundo grupo de cohomologia de B tiene dimension 1. Esto nos dice
que existe a lo sumo una unica deformacion no trivial del dlgebra B, que seré la asociada
al morfismo §.

Completemos el célculo de los grupos de homologia. En este caso,

HH?(B) = ker p1/Tm py = (B3, © yBd,)/(—xd, + yd,) = xBéx.

En la Seccion anterior encontramos que la primera obstruccién a la integrabildad
de 6 es 0. El morfismo d se corresponde en el complejo de Hochschild con el morfismo
B-bilineal @) ;Existen deformaciones del algebra B que tengan a éste como generador
diferencial?

Podemos responder a esta pregunta de manera empirica. Dar una deformacién By
de B es dar una estructura multiplicativa en el espacio vectorial B[[t]]; supongamos
dada esta estructura, y llamemos * a dicha multiplicacion. Si esta deformacién tiene por
generador infinitesimal a @, tendremos en particular que z *y = zy + Q(z, y)t + o(t?) =
t+o(t?).
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Esto inspira la siguiente construccién: tomemos el algebra A[[t]]/(zy — t). Como
espacio vectorial es isomorfa a B[[t]], ya que en ambos casos tenemos una base dada por
B ={1,2"t,y"t? : i,57 € N}. Ademds posee una multiplicacién B-bilineal, la cual queda
definida por los valores que toma en pares de elementos de la base. Esto es

'k gFh = iRkt

YT gt = iRk
k—igitj+l o g :

. I sii < k;
a't x it = y'kk i _
PRI i k<,

Sabemos que podemos recuperar el generador diferencial de esta multiplicacién restrin-
giendo la multiplicacién a los elementos de B C B[t]] y estudiando la componente de
grado 1. Si escribimos a x b = ab + ¢1(a, b)t + o(t?), podemos ver que

wl(xi,xj)ch(yi,yj)zo sii>0,5>0;
Pl osii=1,5>1;

pr(at,y)) = g2t sij=1,i> 1
0 sit>1,7>1.

Esto define un 2-cociclo de B, y por extensién un elemento de H H2(B). Para ver que esta
deformacién es la correspondiente al morfismo §, bastara ver que las clases de homologia
de ambos coinciden. Para ello empleamos el morfismo de comparacién . Como ya
vimos que la componente de 0, es nula, bastard estudiar la accién de 3(p1) sobre t.

P3(01)(t) = e1(¢2(t)) = o1(1]z)y + p1(z]y) = 1.

Es decir que 93(¢1) = 6. Tenemos entonces que la familia uniparamétrica de defor-
maciones dada por By = A[[t]]/(xy — t) es la dnica deformacién no trivial del dlgebra
B.

Concluimos con la siguiente observacién. Cuando definimos las deformaciones de un
algebra, dijimos explicitamente que nuestra primera intencién era buscar valores de t en
k para los cuales estas deformaciones se realizaran, es decir, para los cuales aplicando el
morfismo ev; a la deformacion B; obtuviéramos una nueva multiplicacién en el dlgebra
B. En este caso particular podemos tomar ¢ = 1, lo cual reduce nuestra deformacién
al dlgebra k[z,y]/(zy — 1). En el caso real, esto se corresponde con una hipérbola de
dos ramas, como se ve en la figura en la pagina siguiente. Por supuesto, cualquier ¢ # 0
nos da un resultado similar, con lo que esta “curva de deformaciones” es en realidad
“discreta”

Ya consideramos los dos posibles casos de arreglos de dos rectas. En el caso de tres
rectas, hay solamente tres clases afines de arreglos. El caso de tres rectas paralelas es
analogo al de dos rectas paralelas y no serd desarrollado aqui. Los otros dos casos son
el arreglo central de tres rectas que pasan por el origen y un arreglo de tres rectas en
posicién general. Comenzamos analizando el primero de estos casos.
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Figura 3.1: La curva zy — 1 =0

3.23 Q=uay(x—y)

El arreglo central de tres rectas se puede observar en la figura en esta pagina.

Figura 3.2: El arreglo zy(z —y) =0
Las derivadas del polinomio son
Q. = —y2 + 2xy Q, = 2 — 2xy,

de donde obtenemos los morfismos

* x« _ [ 2222y
1 = (—y2+2zy 22 —2zy ) Py = (ygihy

Obtenemos en este caso que
HH'(B) = ker p; = ((z,y), 0,2y + %)) 5 -

Analicemos con un poco mas de detalle el médulo de derivaciones de B. Este no es
un B-médulo libre, ya que el segundo generador es un elemento de torsién; vemos que
z(xy +y?) = 2%y +y%r = 0. Macaulay?2 nos permite obtener la siguiente resolucién libre
del médulo:

dy

(B2~ (Be)2 — 2 (Be)? U (B)? 0,
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_ (0 —y?*+zx _ —y2 4t
- (ti) - (45m)

Vemos entonces que la resolucion de este modulo es periddica de periodo 2.
Pasando al segundo moédulo de cohomologia, se tiene que la primera componente es
nula, como calculamos antes, mientras que la otra es el contcleo de pJ.

HH?(B) = ker p} @ coker p} = 0@ (3,24, yd, y25>k.

Como observamos en la Seccién anterior, la obstruccién a la integrabilidad de § se anula
siempre. Estudiemos la integrabilidad de los otros morfismos.

En primer lugar, xé se corresponde con el 2-cociclo zQ € Hompge(B®?*, B), donde
una vez mas Q(a,b) es el cociente de ab por f. La obstruccién de este cociclo es

O(a:Q)(a, b, C) = l’Q(.ﬁL‘Q(a, b)a C) - xQ(a, .CL‘Q(b, C))

La teorfa desarrollada en el Capitulo 1 nos dice que esto es un cociclo, y que su clase
de homologia se debe anular para que x(@Q tenga alguna chance de ser integrable. Por
supuesto, es complicado estudiar la clase de cohomologia de este elemento el complejo
de Hochschild, por lo que procedemos como en la Seccién anterior, y lo identificamos a
través de 15 con un elemento del complejo Hompe (P(B)t, B).

Por lo ya visto, la clase de cohomologia del elemento 15 (O(x2Q)) queda determinada
por el valor que toma en e,t y eyt. Veamos primero cémo actia 3 sobre los elementos
eit.

Y3(est) = 1)z|z|zly + 1|z|1|z|zy — 1|z|1]z|y?

+ 1]22|z|y[1 — 1|z|zyly|l — 1]z|zy|y|1
— 1a?|z[y|1 + L|zy|z|y|l + 1]z|z|yly

1|2?|y|z(1 — 1zyly|z|l — +1]z]y|z]y.
V3(eyt) = 1lylz|zly + 1y[l|z|zy — 1]y|1]z]y®
— 1z|ylz|y — 11|y|z|zy + 1[1]y|z|y”

Lz|zlyly + 11|z|y|zy — 1]1]z]y|y?

Lyl2?[y|L — ylzyly|l — Ly|=|yly.

Los términos de la forma s|a|b|c|t suman cero y los de la forma s|a|b|c|t cumplen Q(a, b) =
0=Q(,c).

Podemos entonces aplicar la obstruccion a los términos restantes, y es sencillo ver
que cualquier morfismo de la forma O(pQ(—,—)) se anulard en ellos si p € {1, z,y,y*}.
Nos queda entonces la tarea de investigar la existencia de deformaciones en estos cuatro
Casos.

Inspirdndonos en el caso anterior, podemos proponer deformaciones de la forma
Al[t]]/(f — pt), pero la multiplicacién en esta algebra es bastante complicada. Una solu-
cién més sencilla, que de todas formas sigue el modelo anterior, es By = A[[t]]/(1t(f)—pt).
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Como consecuencia de la observacion hecha en la introducciéon y repetida maés arriba,
tanto B[[t]] como esta nueva B; tienen la misma base como k-espacio vectorial: los ele-
mentos de la forma { X%t : a < le(f)}. Al final de esta Seccién demostramos que todo
morfismo de esta forma es integrable. A partir de aqui nos limitamos a calcular los gru-
pos de cohomologia y presentar las deformaciones del dlgebra. En este caso, una vez més
evaluando t = 1, obtenemos distintas realizaciones geométricas de estas deformaciones.

El tercer modulo de cohomologia nos interesaba porque las obstrucciones a la inte-
grabilidad de diferenciales eran elementos de este grupo. Al demostrar que son todos
integrables, al menos en este caso, simplemente presentamos el médulo junto con una
base de este como k-espacio vectorial sin analizar su estructura.

HH3(B)

ker p7 1 1 1 1
= Imp§ = <5I’y6$’5y’y5y>k

La figura en esta pagina muestra representaciones en el plano real de algunas defor-
maciones correspondientes a este dlgebra.

-
\/

Figura 3.3: Algunas deformaciones del dlgebra B

3.24 Q=zaylx+y—1)

Este es un representante de la otra clase afin de arreglos de tres rectas. En el Apéndice
utilizamos este ejemplo para ilustrar el trabajo hecho con el programa Macaulay2.
Su primer médulo de cohomologia esta dado por.

HH'(B) = ker p} = ((zy,y* — y); (2 — z,29))
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Figura 3.4: El arreglo zy(x +y+1) =0

Estos generadores no son libres; de hecho las relaciones entre los generadores de este
grupo son bastante complicadas. En el Apéndice mostramos cémo obtener una resolucion
libre de este mdédulo, donde se observara mas claramente esta complejidad.

Se tiene también que

HH?(B) = ker p} © coker pf = 0 (1,z,y), .

Este arreglo es entonces bastante mas rigido que el anterior, teniendo un segundo grupo

de cohomologia de dimensién dos. En la figura se ven dos deformaciones de este dlgebra.
Los céalculos muestran también que el tercer grupo de cohomologia es

Ckerpt  (wy, =y + 2y); (¢ — x, 3y)

= = (023 Y0z; Oy) .

HH3(B) =
(B) Impy (22 + 22y — 22,y + 22y — y)

A continuacion, y con el dnico propésito de destruir toda esperanza de que el caso
general sea igual de amable, analizamos un arreglo de planos en tres dimensiones.

3.2.5 Q=uayz

Consideremos ahora el arreglo definido por el polinomio xyz, el arreglo central booleano
en el espacio afin de tres dimensiones.

En este caso la resolucién serd peridédica de periodo 3, y podemos calcular su homo-
logia a partir del siguiente complejo doble

[A3B, B] <>— [A2B, B] <>— [AB, B] <>— [B, B]

pél pil /JTJ/

[A2Bt, B] <>— [ABt, B] <>— [B*t, B]
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donde los morfismos p; estdn dados por

Tz 0
*:(yz:czxy) = —yz Oy x g Egz
P1 P2 v Y P3
0 —yz —zxz Yz

en la base de las funciones 5"}. Dado que p2 0 p3 = 0 y p3 no es nula, p2 no es inyectiva
como en el caso anterior, y la primera componente del segundo grupo de cohomologia
no es trivial.

De todas formas tenemos la descomposicién usual de la homologia, de forma que

HH'(B) = ker p} = 2B6, + yBd, + 2B6..

Para el segundo médulo de cohomologia, vemos que la primera componente es no
nula:
2 * * B
HH?(B) = ker p5 @ coker p] = (xyBéyny + x2Bgn. + y2Boypz) & ——— 6,

(zy, yz, 22)

mientras que en el tercero,

ker p}

HH3(B) = ker p, )
(B) erpg@lmp§

El ntcleo del morfismo p3 es 0 por una cuenta muy similar a la hecha en el caso anterior

para mostrar que ker p5 = 0 en el caso de dos variables, por lo que muy probablemente
ker p}
Im p3

este sea el caso para un arreglo general de plano en tres dimensiones. El médulo
estd generado sobre k por elementos de la forma

{2"05,y" s, zk(sx, Yoy, Zk5y, x"0,}.

3.3 Observaciones

Los ejemplos calculados inspiraron los siguientes teoremas, cuyos resultados fueron anun-
ciados en la Seccion 3.1.1

Teorema 3.3.1. Sea A un arreglo de rectas en k%. Entonces la primera componente del
sequndo grupo de cohomologia es nula.

Demostracion. Sea Q = HHeA apg un polinomio de definicién del arreglo. Como calcu-
lamos explicitamente el caso de una recta, nos restringimos al caso de dos o més rectas.
Supongamos primero que no todas las rectas son paralelas. Entonces podemos supo-
ner que tras un cambio de coordenadas afin, el polinomio Q puede escribirse de la forma
Q=uayay...q, con a; =z + By + v, con §; 0 y; no nulos.
De esto se obtiene

Qr=y(ar...ap +zag...a+...+xar...0p_1).
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Recordemos que k[x,y] es un dominio de factorizacién unica, con lo cual un elemento es
primo si y sélo si es irreducible. En particular cualquier forma lineal es irreducible, por
lo que conocemos la escritura de Qcomo producto de irreducibles. Si existe un polinomio
p tal que pQ, € (Q), en particular z | pQ,. Como claramente x 1 Q,, resulta = | p. Un
razonamiento similar vale para «;. Deducimos asi que p es divisible por xag ... . Si
ademéds pQ, € (Q), el mismo argumento demuestra que p también debe ser divisible por
y, con lo cual se obtiene que Q@ = zya; ... a5 | p,y ((Qw: Q)N (Qy: Q))/(Q) =0.

Si todas las rectas son paralelas, tras un cambio de coordenadas afin podemos suponer
que Q = [[;(x—0;), con B1 = 0y todos los f; distintos entre si. Esto nos dice que Q, = 0,
y una vez mas resulta (Q, : Q) = Q. Concluimos entonces que para un arreglo de rectas
en el plano, esta componente de HH? es nula. O

Teorema 3.3.2. Todo morfismo de la forma p5 € HH?(B) es integrable, y un modelo
de la deformacion es By = Al[t]]/(It(f) — pt).

Demostracion. Como ya mencionamos, B = {X® : o < le(f)} es una base de B. Ana-
licemos la accién de la multiplicacién de B; sobre esta base. Sabemos que X“X# =
XvX7ef) para cierto n € Ny y v multiindice. En ese caso,

Xexh8 = xvpnen.

Esto implica que el generador diferencial de la multiplicacién cumple que

0 sia+ 0 <le(f)
P1(X, XP) = { xotB-1el) i le(f) < a+ 3 < 2le(f)
0 si2le(f) <a+p

Debemos estudiar entonces su clase de cohomologia en H H?(B). Para ello utilizamos
el morfismo de comparacion ¥,. Recordemos que la funcién k-bilineal @1 se corresponde
con un elemento de Hompge(B®?4, B). El elemento 15 (1) esté caracterizado por

V3 (p1)(t) = p1(¥2(t)) = ¢1 <1 ® (Z N(f)1|xi|1>> .
i—1

Explicitamente

.

(3

Entonces

O = [ et ot m)al

;g
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Este elemento es claramente nulo si ¢ < n. Ahora, si i = n, el Unico caso en el que la
suma de los exponentes de los dos términos en los que se evalia ¢ alcanza le(f) es
cuando s = a,, — 1,t = 0, y esto ocurre una sola vez. Se deduce que

Pa(e1)(t) = p,
es decir que 3 (¢1) = pd. Esto completa la demostracion. O

Corolario 3.3.3. Todo diferencial de un arreglo de rectas en el plano es integrable.
Todas estas deformaciones son equivalentes a una deformacién conmutativa

Demostracion. Se deduce de los dos teoremas anteriores. El resultado de conmutatividad
se deduce de la demostraciéon del segundo teorema. O

.1 Calculo con Macaulay2 de la cohomologia de un algebra

En esta Seccion presentamos el cdlculo hecho con Macaulay?2 para encontrar los grupos
de cohomologia del algebra Q|z, y]/(zy(z+y—1)). La homologia estd calculada sobre Q.
Dado que todo lo hecho en este Capitulo fue considerando k£ un cuerpo de caracteristica
cero, con Q C k, podemos suponer que estas cuentas fueron hechas en el cuerpo k, y que
simplemente en ningin momento se emplearon elementos de k ademés de los de Q.

/*Definimos el anillo de base sobre el cual trabajamos.x/
/* Es muy importante escribir zxy y no zy %/
i1 R =QQx,y]/(xxy*(xty—1))

ol =R
ol : QuotientRing

/*Definimos nuestros dos morfismos como matrices, usando las bases prefijadas*/
i2 : rhol = matrix ({{2xxxy+y " 2—y,2xx*y+x"2—x}})

02 = | 2xy+y2-y x242xy—x |
1 2
02 : Matrix R <— R
i3 : rho2=matrix ({{2*x*y+x"2—x},{ —2xxxy—y 24y }})

03 = | x242xy—x |
| —2xy—y2+y |

2 1
03 : Matrix R <— R

/* Comprobamos que la composicion de ambos es nulax/
i4 : rholxrho2

o4 =0

1 1
o4 : Matrix R <—— R
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/* Analizamos el nicleo de rholx/
i5 : krhol = ker rhol

05 = image {2} | —2xy —2x2—xy+2x |
{2} | —2y2+2y —2xy—y2+y |

2
05 : R—module, submodule of R

/*La dimensién de Krull del mddulo es 1.x/
i6 : dim krhol

o6 =1

/*Esta es una familia de generadores minimalesx/

i7 : mingens krhol
o7 = {2} | xy 0 x2—x |
{2} | y2-y xy+y2-y xy |

2 3
o7 : Matrix R <—— R

/*Eso no aporta demasiado... x/
/*Buscamos una resolucidn del nicleo y estudiamos sus diferenciales*/

i8 : K = res krhol

2 3 3 3
08 =R <— R <—R <—R

0 1 2 3

08 : ChainComplex

i9 : K.dd
2 3
09 =0 : R < R :1
{4} | xy+1/2y2—-1/2y —1/4y2+1/4y x2—1/4y2—x+1/4y |
{4} | —v2ty xy+1/2y2-1/2y —xy+1/2y2—1/2y |
3 3
1 : R < R : 2
{6} | x+1/2y-1/2 1/4y—-1/4 vy |
{6} | y-1 x+1/2y—-1/2 y |
{6} | 0 0 y
2 : R < R 3
{7} | xy+1/2y2—-1/2y —1/4y2+1/4y O |
{7} | —v2ty xy+1/2y2-1/2y 0 |
{7} | 0O 0 X24xy—x |

09 : ChainComplexMap

/* Prolongamos la definicidn.x/
/*Tomamos la wltima matriz de la resolucidn anterior y resolvemos su nicleox/

il0 : M=K.dd-3
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0l0 = {7} | xy+1/2y2—-1/2y —1/4y2+1/4y 0 |
{7} | —y2+y xy+1/2y2—1/2y 0 |
{7} ] 0O 0 X24+xy—x |

3 3
0l0 : Matrix R <—— R

ill : kM = ker M

oll = image {9} | x+1/2y—1/2 1/4y—1/4 0 |
{9} | vy-1 x+1/2y—-1/2 0 |
{9y 10 0 vl

3

0oll : R—module, submodule of R

il2 : K2=res kM

3 3 3 3
0l2 =R <— R <— R <—R

0 1 2 3

012 : ChainComplex

il3 : K2.dd
3 3
013 =0 : R < R :1
{10} | xy+1/2y2—-1/2y —1/4y2+1/4y 0O |
{10} | —y2+y xy+1/2y2—1/2y 0 |
{10} | O 0 xX24xy—x |
3 3
1 : R < R : 2
{12} | x+1/2y—1/2 1/dy—1/4 0 |
{12} | y—-1 x+1/2y—1/2 0 |
{12} | 0 0 v
3 3
2 R < R 3
{13} | xy+1/2y2—1/2y —1/4y2+1/4y 0 |
{13} | —y2+y xy+1/2y2-1/2y 0 |
{13} | © 0 X24xy—x |

013 : ChainComplexMap
/xDespués de 8 pasos la resolucidn se estabiliza y adopta un patrén ciclico.x/

/*Pasemos ahora a estudiar el segundo grupo de cohomologiax/
il4 : krho2 = ker rho2

ol4 = image 0

014 : R—module, submodule of R

/*La primera componente es nula, como demostramos en el texto.x/
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/* Estudiemos la segundax/

il5 : crhol = coker rhol

0l5 = cokernel | 2xy+y2—-y x2+4+2xy—x |
1

0l5 : R—module, quotient of R

il6 : dim crhol

ol6 = 0
/*Su dimensidn de Krull es 0.x/

il7 : basis crhol

ol7T =] 1xy |

0l7 : Matrix

/+xSi le pedimos a Macaulay una base, nos da una sobrex/

/* el cuerpo en el que estamos trabajandox/

/*Armamos un complejo de cadena con las funciones rthol y rho2x/
i18 : H = chainComplex{rhol ,rho2}

1 2 1
0l8 =R <— R <—R

0 1 2
018 : ChainComplex

/*El tercer grupo es la homologia de este complejo en grado 1%/
il19 : C = HH_.1(H)
019 = subquotient ( | x242xy—-x |)

ol —2xy —2x2—xy+2x |, {2}
} {2} | —2xy—y2+y |

{2 2

{2} | —2y242y —2xy—-y2+y | 2
2

019 : R—module, subquotient of R

/+*Su dimensidn es 0x/
i20 : dim C

020 = 0

/* Buscamos una base como @ espacio vectorialx/
i21 : basis C

021 = {4
{4
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