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der matemáticas aprend́ı a ser paciente y trabajar duro de todos ellos. Gracias a mi
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los libros, el teatro, el nutella, la poĺıtica, las pastas, los platos rotos y las tardes al sol.

Tanto en el colegio secundario como en la facultad tuve la gran suerte de estar rodeado
de profesores que me ofrecieron todo para despertar mi entusiasmo, y me obligaron a
esforzarme para lograr un poco más. Iván, Ruth y Nilda allá; Andrea, Mariano, Pablo,
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Introducción

Este trabajo está dedicado a estudiar la homoloǵıa de Hochschild de cierto tipo de
variedades algebraicas, los arreglos de hiperplanos. Como el nombre lo indica, un arreglo
de hiperplanos es un conjunto de variedades k-lineales (donde k es un cuerpo arbitrario)
de codimensión 1 en el espacio af́ın o proyectivo.

El principal motivo por el que nos interesa calcular la homoloǵıa de un arreglo de
hiperplanos es el siguiente. Dada una variedad algebraica en el espacio af́ın An definida
por un polinomio f ∈ k[x1, . . . , xn], podemos tomar el álgebra de funciones racionales de
esta variedad, A = k[x1, . . . , xn]/(f). La homoloǵıa de la variedad se calcula en términos
de dicha álgebra y proporciona información geométrica sobre la curva.

La teoŕıa es relativamente sencilla cuando la variedad es regular. La noción intuitiva
de regularidad es que la curva es ”plana” en un entorno del punto p. Más formalmente,
una variedad se dice regular en un punto p cuando el espacio tangente a la variedad tiene
dimensión como k espacio vectorial igual a la de m/m2, donde m es el ideal maximal del
anillo de funciones regulares localizado en el punto p.

Sin embargo, este no es el caso más general; un posible problema que se presenta es
el de una curva que posea autointersecciones, como en la figura en esta página.

Figura 1: Curva con autointersecciones

Por ejemplo, si nos centramos únicamente en el punto de intersección, la variedad
anterior no es regular en este punto, ya que localmente presenta una singularidad similar
a la de dos rectas que se cortan transversalmente en un punto.

El interés en los arreglos de hiperplanos radica en que estos pueden utilizarse como
modelos linealizados de variedades no regulares. Estudiamos los arreglos de hiperplanos
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Figura 2: Modelo lineal de la intersección

con la esperanza de que el comportamiento local de las curvas que definen en estos puntos
sea similar al de la variedad sin linealizar. Este es por supuesto un argumento local: no
podemos esperar que el comportamiento global sea parecido, ya que hay otras curvas con
singularidades similares a las de la curva anterior, pero caracteŕısticas globales distintas.

Figura 3: Otra curva singular de comportamiento local similar

Los grupos de cohomoloǵıa son un invariante importante de las álgebras, y a lo largo
de la historia distintos resultados de regularidad han sido enunciados en términos de estos
grupos. A continuación presentamos una breve reseña histórica del tema. La principal
fuente para esta Sección es [15].

0.1 Antecedentes históricos

Nuestro interés se centra en las álgebras A sobre un cuerpo k (eventualmente de ca-
racteŕıstica 0), y el estudio de sus grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, a definirse más
adelante.

El primero en definir y estudiar estos grupos en el contexto de la teoŕıa general de
homoloǵıa fue Hochschild, pero los oŕıgenes de este trabajo están en el art́ıculo de 1937
de N. Jacobson [11], donde se estudia sistemáticamente las derivaciones y las derivaciones
interiores de álgebras sobre un cuerpo k. En [9] Hochschild trabaja sobre las derivaciones
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de álgebras asociativas y de Lie, demostrando por métodos homológicos rudimentarios
(para los estándares de hoy) que toda derivación de un álgebra es interior si y solo
si el álgebra A` = A ⊗k ` es semisimple para toda extensión de cuerpos `|k. En el
mismo trabajo presenta una condición necesaria para que un álgebra sobre un cuerpo de
caracteŕıstica 0 sea semisimple.

Tras estudiar el trabajo de Cartan y Eilenberg sobre álgebra homológica [2], Hochs-
child reformula sus resultados previos ([10]) en términos de resoluciones proyectivas del
álgebra y de grupos de cohomoloǵıa con valores en un A-bimódulo arbitrario. En este
nuevo lenguaje, los dos resultados principales del trabajo anterior pueden expresarse de
la siguiente manera: un álgebra es separable si y solo si el primer grupo de cohomoloǵıa
del álgebra sobre cualquier bimódulo es nulo, y una condición necesaria para que un
álgebra sea semisimple sobre un cuerpo de caracteŕıstica 0 es que su segundo grupo de
cohomoloǵıa (con coeficientes en śı misma) sea nulo. En ese mismo trabajo, Hochschild da
una interpretación del segundo grupo de cohomoloǵıa en términos de las extensiones del
álgebra A. Una segunda interpretación de los grupos de cohomoloǵıa puede encontrarse
en [6], donde Gerstenhaber estudia las deformaciones de un álgebra.

Para comprender la idea de una deformación, consideremos primero el álgebra de
funciones regulares de una curva Ct, que depende de un parámetro t ∈ k. A medida que
deformamos la curva variando el parámetro, la multiplicación en el álgebra se modifica
para reflejar este cambio geométrico. Una variante de esta idea es estudiar el k[[t]]-
bimódulo A[[t]] de series de potencias con coeficientes en A, y darle una multiplicación
k[[t]]-bilineal, de forma que su restricción al álgebra A coincida con la original. Gersten-
haber llama a esta nueva estructura una familia uniparamétrica de deformaciones del
álgebra A, donde moralmente el parámetro t espera ser evaluado en algún elemento del
cuerpo k. Por supuesto, este no es necesariamente el caso, y existen deformaciones para
las cuales ningún valor de t en la clausura algebraica de k da lugar a una multiplicación
en el álgebra A.

En el trabajo citado, Gerstenhaber demostró que a toda deformación le corresponde
un 2-cociclo del complejo de cocadenas de A, al que llamó el generador infinitesimal
de la deformación, y estudió el problema de levantamiento correspondiente: ¿cuándo un
2-cociclo es el generador infinitesimal de una deformación? En ese mismo trabajo se
demuestra que la obstrucción a este levantamiento es un elemento del tercer grupo de
cohomoloǵıa de A, con lo cual un álgebra es ŕıgida (es decir, no tiene deformaciones no
triviales) si y solo si su tercer grupo de cohomoloǵıa es nulo. En el Caṕıtulo 1 resumimos
esta interpretación y demostramos los resultados más importantes.

Como señalábamos en el párrafo anterior, uno de los principales ejemplos de álgebras
asociativas es el álgebra de funciones regulares sobre una variedad algebraica. En este
caso, los grupos de (co)homoloǵıa de la variedad, es decir, del álgebra asociada, tienen
una interpretación geométrica en términos de singularidades, suavidad, etc. En [8] se
calcula la homoloǵıa y cohomoloǵıa de Hochschild de una hipersuperficie. Apoyándonos
en estos resultados, dedicamos la Sección final al análisis de la cohomoloǵıa de ciertos
ejemplos de hipersuperficies no irreducibles, los arreglos de hiperplanos.

Un arreglo de hiperplanos es obviamente una variedad algebraica, el conjunto de
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ceros de un polinomio dado por el producto de formas lineales cada una correspondiente
a uno de los hiperplanos. Aśı, la factorización del polinomio, y por tanto la estructura
algebraica del álgebra de funciones regulares, no es demasiado complicada a pesar de
que el conjunto de singularidades es altamente complejo, lo que los hace un interesante
caso de estudio. Como ya mencionamos, este conjunto puede sevir como modelo lineal
de ciertas singularidades de variedades algebraicas.

0.2 Convenciones y notación

En todo este documento, k es un anillo conmutativo y A es una k-álgebra (en la mayor
parte de los casos estaremos interesados en el caso en k es un cuerpo). Para abreviar la
notación, escribimos ⊗ por ⊗k. Si el producto tensorial se realiza sobre algún otro anillo,
éste figurará expĺıcitamente.

La potencia exterior ΛpV de un k-módulo libre de base {x1, . . . , xn} es el k-módulo
libre generado por {ej1 ∧ ej2 ∧ . . . ∧ ejp : j1 < j2 < . . . < jp}. El producto en el álgebra
exterior ΛV = (⊕p≥0ΛpV,∧) es simplemente el inducido por el de T (V ), el álgebra
tensorial.

Sea J(p) = {(j1, j2, . . . , jp) : 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jp ≤ n}. Si notamos eJ =
ej1 ∧ ej2 ∧ . . . ∧ ejp , ΛpV resulta un k-módulo libre de base {eJ : J ∈ J(p)}.

Sea A = k[x1, . . . xn] la k-álgebra libre sobre el conjunto de generadores de V ,
x1, . . . , xn}. Por abuso de notación escribimos ΛpA = A⊗ ΛpV ⊗A.

En muchos casos, elementos de la forma xn ⊗ 1 + xn−1 ⊗ x + . . . + 1 ⊗ xn aparecen
en nuestros cálculos. La notación

∫
n a

sbct se usa para abreviar∑
s+t+1=n
s,t≥0

asbct,

donde a y c son elementos de un anillo, y b un elemento de un bimódulo sobre dicho
anillo.

El anillo de polinomios en n variables k[x1, . . . , xn] se nota como k[X]. Si α ∈ N n
0 es

un multíındice, notamos Xα =
n∏
i=1

xαii .

En muchas construcciones está impĺıcita la elección de un orden monomial en el álge-
bra k[X]; a lo largo de todo el documento mantenemos la elección del orden lexicográfico,
es decir Xα < Xβ, si y solo si αi = βi para i = 1, . . . , j−1, y αj < βj . Dado un polinomio
p ∈ k[X] \ {0}, el exponente principal es el mayor (según algún orden monomial prefija-
do) exponente que aparece en p, al que notamos por le(p). El coeficiente que acompaña
al único monomio con dicho exponente es el coeficiente principal, al que notamos lc(p).
El término principal es lt(p) = lc(p)X le(p).

Recordamos un resultado básico de la teoŕıa de ecuaciones polinomiales.

Teorema 0.2.1 ([3], Proposición 2.6.1). Dados dos polinomios f, g, y un orden mono-
mial prefijado, existen únicos polinomios q, r de forma que f = qg + r, y lt(g) no divide
a ningún monomio de r.
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La demostración de este hecho y una introducción general a la teoŕıa de ecuaciones
polinomiales puede encontrarse en [3]. Hacemos una observación más, de demostración
evidente.

Proposición 0.2.2. Si f ∈ k[X], entonces una base de B = k[X]/(f) está dada por la
imágen en el cociente del conjunto {Xα : α < le(f)}.

Este resultado será de vital importancia cuando busquemos ejemplos expĺıcitos de
deformaciones del álgebra B.

0.3 Esquema del documento

En el Caṕıtulo 1 desarrollamos la teoŕıa de grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de un
álgebra, y damos la interpretación de Gerstenhaber acerca de los grupos de homoloǵıa
en grados bajos.

En el Caṕıtulo 2 hacemos las construcciones algebraicas necesarias para poder calcu-
lar expĺıcitamente estos grupos de homoloǵıa e interpretar estos resultados de acuerdo a
la teoŕıa desarrollada en 1.

Finalmente, el Caṕıtulo 3 introduce los arreglos de hiperplanos y procede a calcular
los grupos de homoloǵıa de algunos ejemplos, analizando la relación entre estos gru-
pos y la geometŕıa del arreglo. En esta Sección utilizamos el programa Macaulay2 [7],
desarrollado para cálculos relacionados con geometŕıa algebraica.
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Caṕıtulo 1

Homoloǵıa de Hochschild

En este Caṕıtulo desarrollamos las nociones básicas acerca de la homoloǵıa y cohomoloǵıa
de Hochschild de un bimódulo sobre una k-álgebra. La (co)homoloǵıa de Hochschild
se puede definir en general en el caso de que k es un anillo conmutativo y A una k-
álgebra. En este trabajo nos concentraremos en el caso particular en que k es un cuerpo,
pero la Sección 1.2 está desarrollada bajo las hipótesis más generales. Si k es un anillo
conmutativo cualquiera, muchos resultados se generalizan al caso en que A es una k-
álgebra proyectiva.

1.1 Definiciones y notación

A lo largo de todo este Caṕıtulo, k será un anillo conmutativo y A una k-álgebra aso-
ciativa con unidad.

Definición: 1.1.1. Un bimódulo sobre el álgebra A es un k-módulo M , dotado de
acciones a derecha e izquierda de A, tales que

(a ·m) · a′ = a · (m · a′) ∀m ∈M a, a′ ∈ A.

y la acciones de k inducidas a izquierda y derecha coinciden.
Dados M y N dos A-bimódulos, un morfismo de bimódulos es una transformación

f : M → N A-lineal tanto a derecha como a izquierda.

Definición: 1.1.2. Se llama álgebra envolvente de A al álgebra Ae = A ⊗ Aop, donde
Aop denota el álgebra opuesta de A, es decir el álgebra cuyo espacio vectorial subyacente
es el mismo, con la multiplicación dada por a ∗op b = ba.

El principal motivo por el que se introduce esta definición es que un módulo a iz-
quierda M sobre Ae no es otra cosa que un bimódulo sobre A, donde la acción está dada
por a⊗ a′ ·m = ama′; de la misma forma, los módulos a derecha sobre Ae se identifican
con los bimódulos sobre A, y la acción está dada por m · a ⊗ a′ = a′ma. Esto permite
identificar la categoŕıa de bimódulos sobre A con la categoŕıa de módulos a izquierda o a
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derecha sobre Ae, en la cual se pueden aplicar todos los resultados conocidos del álgebra
homológica.

Nos interesa una construcción en particular, que utilizamos más adelante.

Lema 1.1.3. Si A y A′ son dos k-álgebras, y M y M ′ son respectivos bimódulos, entonces
el producto M×M ′ es un A×A′ bimódulo. Si N y N ′ son otro par de bimódulos, entonces
HomA×A′(M×M ′, N×N ′) ∼= HomA(M,N)⊕HomA′(M ′, N ′) y (M×M ′)⊗(A×A′)e (N×
N ′) ∼= (M ⊗Ae N)⊕ (M ′ ⊗A′e N ′). Estos isomorfismos son naturales.

Demostración. La estructura de bimódulo está dada por

(a, a′) · (m,m′) · (b, b′) = (amb, a′m′b′) ∀a, b ∈ A; a′b′ ∈ A′.

La comprobación del resto de las afirmaciones es una cuenta de rutina.

1.2 Homoloǵıa y cohomoloǵıa de Hochschild

1.2.1 Homoloǵıa

Sea k un anillo conmutativo, y A un álgebra asociativa sobre k. Dado un bimódulo sobre
A, M , construimos un complejo de cadenas al que notamos M ⊗ A⊗∗. La componente
de grado n-ésimo del complejo es (M ⊗ A⊗∗)n = M ⊗ A⊗n para n ≥ 0 (por definición,
A⊗0 = k) y 0 para n < 0.

Si definimos para cada n ≥ 1, i ∈ {0, 1, . . . , n}

∂ni : M ⊗A⊗n −→M ⊗A⊗n−1

∂ni (m⊗ a1 ⊗ . . . an) =


ma1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an, i = 0;
m⊗ a1 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an, 0 < i < n;
anm⊗ a1 ⊗ . . . an−1, i = n;

los morfismos de borde del complejo son

dn =
n∑
i=0

(−1)i∂ni : M ⊗A⊗n →M ⊗A⊗n−1.

El complejo que obtenemos es

. . . d2 // M ⊗A⊗A d1 // M ⊗A d0 // M // 0 (M ⊗A⊗∗)

donde hemos identificado el término M ⊗ k con M de manera estándar.

Observación: 1.2.1. La sucesión M ⊗ A⊗∗ es efectivamente un complejo. Para com-
probar esto, debemos ver que d2 = 0. Una observación inicial es que vale la igualdad

∂ni ∂
n+1
j = ∂nj−1∂

n+1
i ; ∀i < j.
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Entonces

dndn+1 =
n∑
i=0

n+1∑
j=0

(−1)i+j∂ni ∂
n+1
j

=
n∑
i=0

i∑
j=0

(−1)i+j∂ni ∂
n+1
j +

n∑
i=0

n+1∑
j=i+1

(−1)i+j∂ni ∂
n+1
j

=
n∑
i=0

i∑
j=0

(−1)i+j∂ni ∂
n+1
j +

n∑
i=0

n+1∑
j=i+1

(−1)i+j∂nj−1∂
n+1
i

=
n∑
i=0

i∑
j=0

(−1)i+j∂ni ∂
n+1
j +

n∑
k=0

k∑
l=0

(−1)k+l−1∂nk ∂
n+1
l

= 0.

Definición: 1.2.2. Se define la homoloǵıa de Hochschild de A con coeficientes en M
como la homoloǵıa del complejo M ⊗A⊗∗. La notamos por H∗(A,M), de forma que

H∗(A,M) := H(M ⊗A⊗∗).

Si queremos enfatizar el cuerpo de base k, escribiremos Hk
∗ (A,M). En el caso particular

en que M = A escribimos HH∗(A) en lugar de H∗(A,A).

Como el morfismo d0 está dado por la fórmula

m⊗ a 7→ m · a− a ·m,

se deduce que H0(M) = M/[M,A], el llamado módulo de coinvariantes de M . Veremos
más adelante que la asignación

(−)A :Ae Mod→kVect

M 7→ (M)A := M/[M,A]

es un funtor exacto a derecha, y que los grupos de homoloǵıa de Hochschild pueden
calcularse como los funtores derivados a izquierda de esta asignación.

1.2.2 Cohomoloǵıa

En las mismas condiciones que en la Sección anterior, definimos un nuevo complejo
Homk(A⊗∗,M). La componente de grado n-ésimo de este complejo es Homk(A⊗∗,M)n =
Homk(A⊗n,M) para n ≥ 0, es decir el espacio de las funciones k-multilineales de A en
M , y 0 en otro caso.
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Definiendo para n ≥ 0 e i ∈ {0, 1, . . . n+ 1} los morfismos

∂in : Homk(A⊗n,M)→ Homk(A⊗n+1,M)

∂in(f)(a0, . . . an) =


a0f(a1, . . . , an), i = 0;
f(a0, . . . , ai−1ai, . . . an), 0 < i < n+ 1;
f(a0, . . . , an−1)an, i = n+ 1,

los morfismos de borde están dados por

dn =
n+1∑
i=0

(−1)i∂i : Homk(A⊗n,M)→ Homk(A⊗n+1,M)

Obtenemos aśı un complejo al que llamamos Homk(A⊗∗,M), dado por

0 // M
d0 // Homk(A,M) d1 // Homk(A⊗A,M) d2 // . . . (Homk(A⊗∗,M))

donde hemos identificado Homk(k,M) con M de manera estándar.

Observación: 1.2.3. Los morfismos ∂in cumplen con la relación

∂jn+1∂
i
n = ∂in+1∂

j−1
n ; ∀i < j.

La comprobación de que didi−1 = 0 se puede hacer de forma análoga a la hecha en 1.2.1.

Definición: 1.2.4. Se define la cohomoloǵıa de Hochschild de A con valores en M como
la homoloǵıa de este complejo, y la notamos H∗(A,M) de forma que

H∗(A,M) = H(Hom(A⊗∗,M)).

Si queremos enfatizar el cuerpo de base k, escribiremos H∗k(A,M). En el caso particular
en que M = A, notamos HH∗(A) en lugar de H∗(A,A).

Observemos que el morfismo d0 del complejo Homk(A⊗∗,M) está dado por d0(m)(a)
= a · m − m · a. El núcleo de este morfismo es el submódulo MA ⊂ M formado por
los elementos para los cuales la acción a izquierda coincide con la acción a derecha, el
submódulo de invariantes. La asignación

(−)A :A Mod→kVect

M 7→MA

es un funtor exacto a izquierda, y la cohomoloǵıa se podrá calcular en términos de sus
funtores derivados a derecha.

10



1.2.3 Los funtores de homoloǵıa y cohomoloǵıa

En esta Sección presentamos una manera efectiva de calcular tanto la homoloǵıa como
la cohomoloǵıa de Hochschild de un álgebra dada. El resultado principal ya fue anuncia-
do en la Sección anterior: tanto la homoloǵıa como la cohomoloǵıa pueden considerarse
familias de funtores derivados (y por lo tanto son δ-funtores universales). Con este re-
sultado, el cálculo se reduce a encontrar una resolución proyectiva de M como bimódulo
y aplicar la maquinaria estándar del álgebra homológica.

Lema 1.2.5. Consideremos el siguiente complejo de Ae-módulos:

. . . // A⊗A⊗A d // A⊗A d // A // 0 (β(A))

donde d está dada por

d(a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) =
n−1∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an.

El complejo β(A) es aćıclico, y por lo tanto es una resolución de A como Ae-módulo,
conocida como la resolución bar de A. Por convención, β(A)p = A ⊗ Ap ⊗ A, con
β(A)−1 = A.

Demostración. Es costumbre, cuando se trabaja con la resolución bar, remplazar los
términos de la forma a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an por a0|a1| . . . |an para ahorrar espacio.

En primer lugar notamos que si definimos

γni : A⊗n+2 → A⊗n+1

a0|a1| . . . |an+1 7→ a0|a1 . . . |aiai+1| . . . |an

el diferencial de este complejo puede escribirse como

d =
n+1∑
i=0

(−1)iγni : A⊗n+1 → A⊗n.

donde además los morfismos γni cumplen con la relación

γni γ
n+1
j = γnj−1γ

n+1
i ; ∀i < j.

Esta condición es idéntica a la que cumplen los morfismos de la resolución M ⊗ A⊗∗, y
por lo tanto comprobar que d2 = 0 en este complejo es formalmente idéntico a la cuenta
hecha en 1.2.1

Para ver que el complejo es aćıclico, damos una contracción k-lineal del mismo. Sea

si : A⊗i+1 → A⊗i+2

si(a1|a2| . . . |ai+1) = (−1)ia1|a2| . . . |ai+1|1.
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Si calculamos expĺıcitamente, en el caso i = −1, tenemos que

ds−1(a) = d(a|1) = a.

Para i ≥ 0, tenemos que

(si−1d+ dsi)(a0|a1| . . . |ai)

= si−1

∑
j

(−1)ja0| . . . |ajaj+1| . . . |ai

+ d((−1)ia0|a1| . . . |ai|1)

= (−1)i−1
∑
j

(−1)ja0| . . . |ajaj+1| . . . |ai|1

− (−1)i
∑
j

(−1)ja0| . . . |ajaj+1| . . . |ai|1 + a0|a1| . . . |ai

= a0|a1| . . . |ai.

Aśı, si−1d+ dsi = Id. Esto implica que la homoloǵıa es nula y el complejo exacto.

Esta resolución nos permitirá calcular tanto la homoloǵıa como la cohomoloǵıa de
Hochschild de cualquier A-bimódulo M . La demostración de este hecho depende del
siguiente:

Lema 1.2.6. Se tiene la siguiente relación entre k-módulos proyectivos y el producto
tensorial.

• Si P y Q son dos k-módulos proyectivos, entonces P ⊗Q también lo es.

• Si P es un módulo proyectivo sobre k y A es un álgebra sobre k, entonces A ⊗ P
es un módulo proyectivo sobre A.

Demostración. Para verificar la primera afirmación, basta ver que el funtor Homk(P ⊗
Q,−) es exacto. Tenemos la identificación natural

Homk(P ⊗Q,−) ∼= Homk(Q,Homk(P,−))

Al ser naturalmente equivalente a una composición de funtores exactos, Homk(P ⊗Q,−)
resulta exacto. La segunda afirmación resulta de la identificación

HomA(A⊗ P,−) ∼= Homk(P,HomA(A,−)) ∼= Homk(P,−)

y de un argumento similar.

Teorema 1.2.7. Si A es un álgebra proyectiva sobre k, es decir, si además de ser una
k-álgebra es proyectiva como k-módulo, entonces β(A) es una resolución proyectiva de
A como k-módulo.
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Demostración. El resultado se sigue de los dos lemas anteriores.

Lema 1.2.8. Fijemos un A-bimódulo M . Los funtores

ϕ,ψ :kVect→kVect

dados por ϕ(V ) = M ⊗Ae (A ⊗ V ⊗ A) y ψ(V ) = M ⊗ V son naturalmente isomorfos.
Llamamos Γ a este isomorfismo.

Demostración. Dado un k-espacio vectorial V , tenemos la identificación

M ⊗Ae (A⊗ V ⊗A) ∼= M ⊗ V.
m⊗Ae (a⊗ v ⊗ a′) 7→ a′ma⊗ v
,m⊗Ae (1⊗ v ⊗ 1)←[ m⊗ v.

Si W es otro k-espacio vectorial, y f : V → W es una transformación k-lineal, se
puede comprobar directamente que el diagrama

M ⊗Ae (A⊗ V ⊗A)
∼= //

ϕ(f)

��

M ⊗ V

ψ(f)

��
M ⊗Ae (A⊗W ⊗A)

∼= // M ⊗ V

es conmutativo

Corolario 1.2.9. Si A es k-proyectiva, la resolución bar es una resolución proyectiva
de A como Ae-módulo.

Demostración. Los morfismos de borde de la resolución bar son Ae-lineales, por lo que
basta ver que las componentes de β(A) son proyectivas. La componente de grado n-ésimo
de la resolución bar es β(A)n = A⊗ A⊗n ⊗ A si n ≥ 0. Si tomamos M = Ae en el lema
1.2.8, βn(A) ∼= Ae ⊗ A⊗n−1. Como A⊗n−1 es k-proyectivo y Ae es una k-álgebra, por el
lema 1.2.6 Ae ⊗A⊗n−1 es Ae-proyectivo.

Estamos en condiciones de enunciar el teorema central de esta Sección

Teorema 1.2.10 (Caracterización de la (co)homoloǵıa de Hochschild). Sea A una k-
álgebra proyectiva (en caso de que k sea un cuerpo, esta condición se cumple trivialmen-
te). Entonces H∗(A,M) ∼= Ext∗Ae(A,M) y H∗(A,M) ∼= TorA

e

∗ (M,A).

Demostración. Si aplicamos el funtor M ⊗Ae − a la resolución bar de A, obtenemos:

. . . // M ⊗Ae (A⊗A⊗A)
Id⊗Aed// M ⊗Ae (A⊗A)

Id⊗Aed// M ⊗Ae A // 0.

Por 1.2.9, la resolución bar de A es una resolución Ae-proyectiva de A, y por lo tanto
la homoloǵıa de este complejo (eliminando la componente de grado 0) es exactamente
TorAe(A,M).
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A continuación aplicamos la identificación descrita en el lema 1.2.8. El complejo se
transforma en

. . . // M ⊗A d′ // M
d′ // M ⊗Ae A // 0.

Los morfismos d′ vienen dados por la transformación natural, por lo que

d′ = Γ(d) =
n∑
i=0

Γ(γni ).

Un cálculo sencillo muestra que Γ(γni ) = ∂ni , por lo que este complejo es precisamente
M ⊗ A⊗∗, con lo cual su homoloǵıa es la homoloǵıa de Hochschild de M . Esto nos dice
que H∗(A,M) ∼= TorA

e

∗ (A,M)
Análogamente, aplicando el funtor HomAe(−,M) a la misma resolución y eliminan-

do el término de grado 0 se obtiene la resolución Homk(A⊗∗,M), y que H∗(A,M) ∼=
Ext∗Ae(A,M).

1.2.4 H∗(−) y H∗(−) como funtores derivados

En la Sección 1.2 definimos dos aplicaciones

(−)A, (−)A :Ae Mod→kVect

que asignan a cada A-bimódulo su módulo de coinvariantes e invariantes respectivamente;
afirmamos que eran funtores y que la homoloǵıa y cohomoloǵıa eran sus respectivos
funtores derivados. En esta Sección demostramos esas afirmaciones.

Lema 1.2.11. Las asignaciones (−)A y (−)A son funtores, y existen isomorfismos na-
turales (−)A ∼= −⊗Ae A y (−)A ∼= HomAe(A,−).

Demostración. Sea f : M → N un morfismo de Ae-módulos. Afirmamos que induce
un morfismo fA : MA = M/[A,M ] → NA = N/[A,N ]. Para ver esto, basta ver que
f([A,M ]) ⊂ [A,N ]. El submódulo [A,M ] está generado por elementos de la forma
am−ma, cuya imagen por f es af(m)− f(m)a ∈ [A,N ]. Esto nos da la inclusión que
necesitamos.

Definimos ahora para cada M un morfismo dado por

ϕ : M/[A,M ]→M ⊗Ae A
m 7→ m⊗Ae 1.

La asignación está bien definida porque sim = m′, existe n ∈M tal quem−m′ = an−na,
y por lo tanto

m⊗Ae 1−m′ ⊗Ae 1 = (an− na)⊗Ae 1 = n⊗Ae a− n⊗Ae a = 0.

ϕ tiene una inversa dada por

m⊗Ae a 7→ am.
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Con estos isomorfismos, resta únicamente comprobar que el diagrama

MA
ϕ //

fA
��

M ⊗Ae A
Id⊗Aef

��
NA

ϕ // N ⊗Ae A

conmuta.
En el otro caso, para ver que (−)A es un funtor debemos ver que induce una función

fA : MA → NA. Si m ∈ MA, entonces para todo a ∈ A se tiene que am − ma = 0.
Entonces af(m)− f(m)a = f(am−ma) = 0 para todo a ∈ A, y f(m) ∈ NA.

Definimos ahora un morfismo

ψ : MA → HomAe(A,M)
m 7→ fm,

donde fm es la única función Ae-lineal tal que fm(1) = m. La buena definición es
consecuencia precisamente de que m ∈MA. El morfismo inverso es

f ∈ HomAe(A,M) 7→ f(1) ∈MA,

el cual está bien definido ya que

am−ma = af(1)− f(1)a = f(a)− f(a) = 0.

Resta entonces ver que el diagrama

MA
ψ //

fA

��

HomAe(A,M)

f∗

��
NA

ψ // HomAe(A,N)

conmuta.

Corolario 1.2.12. Los funtores (−)A (−)A son exactos a izquierda y derecha, respec-
tivamente. Además, existen isomorfismos naturales H∗(A,−) ∼= L∗(−)A y H∗(A,−) ∼=
R∗(−)A, donde L∗(−)A y R∗(−)A son los funtores derivados a izquierda y derecha de
(−)A y (−)A, respectivamente.

Demostración. La exactitud de ambos funtores se deduce del lema anterior y de la
exactitud de los funtores HomAe(A,−) y − ⊗Ae A Por ser H∗ ∼= TorA

e

∗ (A,−), sabemos
que {H∗}∗∈N0 es un δ-funtor universal. Lo mismo vale para L∗(−)A, ya que toda famlia
de funtores derivados es un δ-funtor universal. Como además H0(A,−) ∼= (−)A, tenemos
dos δ-funtores universales y un isomorfismo natural en grado 0. Esto implica que ambos
son naturalmente isomorfos. Un razonamiento similar vale para H∗(A,−) y R(−)A.
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1.2.5 Varia

En esta Sección establecemos algunos resultados que serán necesarios más adelante.

Teorema 1.2.13. Sea A una k-algebra, ` un anillo conmutativo y sea π : k → ` un
morfismo de anillos. Si notamos por A` = ` ⊗k A, tenemos que para todo A`-bimódulo
M existe un isomorfismo natural

Hk
∗ (A,M) ∼= H`

∗(A`,M) y H∗k(A,M) ∼= H∗` (A`,M).

donde consideramos en M la estructura de k-módulo inducida por el morfismo π.

Demostración. Dado M un A`-bimódulo y N un A-bimódulo, sea N` = `⊗kN . Existen
isomorfisos naturales

M ⊗` N`
∼= M ⊗` `⊗k N ∼= M ⊗k N

y

Hom`(N`,M) ∼= Hom`(`⊗N,M) ∼= Homk(N,Hom`(`,M)) ∼= Homk(N,M).

Estos inducen un isomorfismo en la homoloǵıa.

Teorema 1.2.14. Sean A y A′ dos k-álgebras, y sean M y M ′ bimódulos sobre cada
una respectivamente. Se tienen entonces isomorfismos naturales

H∗(A×A′,M ×M ′) ∼= H∗(A,M)⊕H∗(A′,M ′)
y

H∗(A×A′,M ×M ′) ∼= H∗(A,M)⊕H∗(A′,M ′).

Demostración. Los isomorfismos definidos en el lema 1.1.3 inducen un isomorfismo en
la homoloǵıa.

1.3 Interpretación de los grupos de cohomoloǵıa

Los grupos de cohomoloǵıa en grados bajos juegan un rol fundamental en la teoŕıa de
deformación de álgebras, desarrollada en [6] y trabajos subsiguientes. Esta interpretación,
que resumimos en la Sección actual, relaciona los grupos de homoloǵıa con ciertas familias
de automorfismos del álgebra A, trazando una analoǵıa con los grupos de homoloǵıa de
variedades anaĺıticas. Si bien es necesario solo para facilitar la demostración del resultado
final de esta Sección, a partir de ahora consideraremos char(k) = 0 salvo que se mencione
expĺıcitamente otra posibilidad.
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1.3.1 Preliminares

Sea A una k-álgebra y sea K = k[[t]], el anillo de series de potencias sobre k. Las
siguientes construcciones son válidas si V es un k-espacio vectorial cualquiera, pero en
general pensamos en V como el espacio subyacente de A.

K es un anillo local graduado cuyo ideal maximal es m = Kt, y donde deg
∞∑
i=0

ait
i es

el menor i tal que ai 6= 0. Notar que al ser el ideal m el único maximal, su complemento,
es decir las series de potencia con término independiente no nulo, son las unidades del
anillo K. La inversa de estos elementos está dada por(

a0 +
∞∑
i=1

ait
i

)−1

= a−1
0 −

( ∞∑
i=1

ait
i

)
+

( ∞∑
i=1

ait
i

)2

−

( ∞∑
i=1

ait
i

)3

+ . . . .

Para facilitar el trabajo con esta estructura, se introduce enK una topoloǵıa, donde el
conjunto {mn = Ktn : n ∈ N} es la familia de entornos del 0. Esta topoloǵıa es inducida
por una ultramétrica, dada por d(a, b) = e− deg(b−a). De esto se deduce fácilmente que
la convergencia definida por esta topoloǵıa es la convergencia de series de potencias
“coeficiente a coeficiente”, es decir, una sucesión de series de potencias (an)n∈N converge
a una serie de potencias a si y solo si para todo t ∈ N, el t-ésimo coeficiente de las series
an se estabiliza eventualmente, y es igual al t-ésimo coeficiente de a.

Llamemos VK := K ⊗k V (si V es el espacio subyacente de A, VK es el espacio
subyacente del álgebra AK = K⊗kA). El K-módulo VK hereda una topoloǵıa del anillo,
donde los entornos del 0 están dados por {mnV : n ∈ N}. Notar que todo elemento de VK
puede representarse como una serie de potencias con coeficientes en V ; de esta forma, la
topoloǵıa induce una vez más la convergencia coeficiente a coeficiente, y está dada por
una ultramétrica similar a la del caso anterior.

No pretendemos profundizar en esta teoŕıa, pero nos interesa hacer la siguiente ob-
servación. Existe una inclusión natural 1⊗K − : V → VK . La función ev0 : AK → A que
dada una serie de potencias, devuelve el término independiente es una retracción para
esta función (notar que si dotamos a A de la topoloǵıa discreta, esta función es la única
extensión continua de la función evaluar en 0, definida sobre los polinomios). Dado un
morfismo ϕ : V → V k-lineal, existe una única función continua ϕ̂ : VK → VK K-lineal,
dada por

ϕ̂

( ∞∑
i=0

ait
i

)
=
∞∑
i=0

ϕ(ai)ti.

tal que el diagrama

VK
ev0 //

ϕ̂

��

V

ϕ

��
VK

ev0 // V
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Dada ψ : VK → VK , si existe ϕ : V → V tal que ψ = ϕ̂, decimos que ψ está definida
sobre k.

La siguiente noción nos será útil más adelante

Definición: 1.3.1. Una transformación lineal ϕ : Vk → VK se dice homogénea de grado
n si ϕ(tmVK) ⊂ tn+mVK .

Observación: 1.3.2. Toda función homogénea es continua trivialmente. Una función
de la forma tnϕ̂ es homogénea de grado n.

1.3.2 Automorfismos de A

De ahora en adelante V será siempre el espacio vectorial subyacente a A. Tenemos
entonces una inmersión canónica End(V ) ↪→ End(VK). Consideremos el conjunto F =⊕

i≥0 t
i End(V ). La clausura de este conjunto, F tiene como elementos los morfismos de

VK de la forma

Φ = φ0 + tφ1 + t2φ2 + . . . =
∞∑
i=0

tiφi (1.1)

donde {φi}i≥0 es una familia de funciones definidas sobre k. En particular, las unidades
de este conjunto, es decir, los automorfismos de VK que se pueden construir como series
de potencias con coeficientes en End(V ), son de la forma (1.1), con φ0 ∈ End(V )×.

Definición: 1.3.3. Un automorfismo de la forma (1.1) se dirá trivial si φ0 = Id.

Tomemos un morfismo trivial

Φ = Id +tφ1 + t2φ2 + . . . = Id +
∞∑
i=1

tiφi. (1.2)

El morfismo φ1 se llama, por analoǵıa con el caso de funciones anaĺıticas definidas so-
bre variedades complejas, el diferencial del morfismo Φ. Añadimos que la inversa de Φ
está dada por

Φ−1
t (a) = a−

( ∞∑
i=1

tiφi(a)

)
+

( ∞∑
i=1

tiφi(a)

)2

− . . . .

Consideremos ahora el caso en que el morfismo trivial Φt es además un automorfismo
del álgebra AK . Esto es equivalente a pedir que Φt sea, además de un automorfismo lineal,
una función multiplicativa. La condición expĺıcita es que se cumpla la igualdad

Φt(ab) = ab+ tφ1(ab) + t2φ2(ab) + . . . (1.3)

= Φt(a)Φt(b) = ab+ t(aφ1(b) + φ1(a)b) + . . . =
∞∑
i=0

ti
∑
j+k=i

φj(a)φk(b).

(1.4)
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de donde deducimos

φn(ab) =
∑
j+k=n

φj(a)φk(b),

o equivalentemente

−dφn(a, b) =
∑
j+k=n

j,k>0

φj(a)φk(b). (1.4n)

Luego, la multiplicatividad de Φt depende de que se cumpla la condición (1.4)n para
todo n. En particular, tomando n = 1, se tiene que φ1(ab) = aφ1(b) + φ1(a)b, es decir,
φ1 debe ser una derivación de A en śı misma, y por lo tanto un 1-cociclo del complejo
Homk(A∗, A).

Consideremos ahora el problema inverso. Dado un 1-cociclo ϕ, ¿existe un automor-
fismo trivial Φt tal que φ1 = φ? En otras palabras, ¿es toda derivación el diferencial de
un automorfismo trivial?

Definición: 1.3.4. Diremos que φ1 es integrable si es el diferencial de un automorfismo
trivial.

Para que φ1 sea integrable, es condición necesaria y suficiente que se cumplan todas
las igualdades 1.4n. Si n = 2, se tiene

−dφ2(a, b) = φ1(a)φ1(b),

es decir que que la función de dos variables de la derecha debe ser un coborde. Esta
condición es la primera obstrucción para que φ1 se pueda extender a un automorfismo.
Si la caracteŕıstica del cuerpo de base es distinta de 2, podemos tomar φ2 = 1

2φ
2
1, y la

primera obstrucción no representa ningún problema. En general, el término de la derecha
de la ecuación 1.4i es la i-ésima obstrucción a la integrabilidad de φ1. Si definimos
el elemento φi = −(i!)−1φi1, este cumple con todas las ecuaciones; en particular toda
derivación es integrable en un cuerpo de caracteŕıstica 0.

Si el cuerpo de base es de caracteŕıstica p, entonces podemos usar la fórmula anterior
para i = 2, . . . p− 1 Esta fórmula deja de valer en cuanto i ≥ p. La p-ésima obstrucción∑

j+k=p

j,k>0

φj(a)φk(b)

es llamada la obstrucción primaria para la integrabilidad de φ1. Esta induce un morfismo
de grupos abelianos

Sqp : HH1(A)→ HH2(A).

Volveremos sobre las obstrucciones en las secciones siguientes.
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1.3.3 Deformaciones Triviales de A

La noción alrededor de la cual centramos nuestra interpretación de los grupos de coho-
moloǵıa es la de una deformación del álgebra A. De ahora en adelante V será siempre
el espacio vectorial subyacente a A.

Análogamente a la construcción hecha en la Sección anterior, es posible extender
al producto tensorial de VK ⊗K VK funciones bilineales ”definidas sobre k”, como por
ejemplo la multiplicación µ : V ⊗ V → V que define la estructura de álgebra de A.
La teoŕıa en este caso es bastante más complicada y la topoloǵıa del anillo de series de
potencias entra en juego de manera mucho más sutil. En lo que sigue todas las funciones
que aparecen estarán siempre bien definidas, por lo que no enunciaremos estos resultados
con total generalidad. El lector interesado en el tema puede referirse a [12], Caṕıtulo XVI.

Una posible extensión de la multiplicación µ es la multiplicación inducida µ̂ : VK ⊗K
VK → VK , que hace de AK una K-álgebra. Podemos ver que con dicha multiplicación,
AK ∼= A[[t]]. De ahora en más notamos el producto µ̂ en el álgebra AK por yuxtaposición,
salvo que sea necesario hacerlo expĺıcito.

Tomemos un morfismo trivial Φt de la forma (1.2). Podemos definir una nueva función
bilineal sobre VK , gt : VK ⊗ VK → VK ,

gt(a, b) = Φ−1
t (Φt(a)Φt(b)).

Esta función bilineal es un candidato a una nueva multiplicación. La explicación por
la que el sub́ındice t aparece en la notación se puede entender estudiando el siguiente
diagrama conmutativo

AK ⊗AK
ev0⊗ ev0//

µ̂

��

A⊗A
µ

��
AK

ev0 // A.

Si cambiamos µ̂ por alguna otra multiplicación, por ejemplo gt, podemos estudiar el
efecto de este cambio en A en función del parámetro t. Si pensamos en el morfismo ev0

como la evaluación de t en 0, podemos intentar evaluar t en algún otro valor de A. En
general, el morfismo eva está bien definido sobre los polinomios, pero puede no tener
una extensión continua K[[t]]. Sin embargo, dependiendo del morfismo Φ, puede tener
sentido evaluar t en ciertos valores de A, por ejemplo si casi todos los morfismos φi son
nulos.

Definición: 1.3.5. Sea A una k-álgebra y sea V . Una deformación trivial uniparamétrica
de AK es una función bilineal ft : VK ⊗K VK → VK tal que existe un morfismo trivial Φ
de forma que ft(a⊗ b) = Φ−1(Φ(a)Φ(b)).
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1.3.4 Deformaciones uniparamétricas

Más en general, podemos definir extensiones del producto µ, tomando transformaciones
bilineales de la forma

ft(a, b) = ab+ tF1(a, b) + t2F2(a, b) + . . . =
∞∑
i=0

tiFi(a, b) (1.5)

donde cada Fi : VK ⊗ VK → VK es una función bilineal definida sobre k, y F0 = µ̂. El
álgebra At cuyo espacio vectorial subyacente es VK y cuya multiplicación está dada por
(1.5) puede considerarse como el elemento genérico de una familia de deformaciones de
A, indexadas por el parámetro t. Dependiendo de las funciones Fi (y eventualmente de la
noción de convergencia que tenga el álgebra A), evaluando t en algún elemento del cuerpo
k obtenemos un álgebra cuyo espacio vectorial subyacente es V y cuya multiplicación es
ft.

Definición: 1.3.6. Un álgebra At cuyo espacio vectorial subyacente esté dado por VK
y su multiplicación por una fórmula como (1.5) se llamará una familia de deformaciones
de A. Llamamos a ft la multiplicación asociada a la familia de deformaciones.

Ejemplo(s). Consideremos el polinomio ft(x, y) = y3+ty−x2, donde t es un parámetro
real. Si tomamos A = R[x, y]/(f0), obtenemos el álgebra de funciones racionales sobre la
curva y3− x2. Si variamos el parámetro t, el álgebra At = R[x, y]/(ft) tiene en todos los
casos como base sobre R el conjunto de monomios {xi, y, xy, y2, xy2; i ∈ N0}, por lo que
el espacio vectorial subyacente es isomorfo. Es fácil comprobar que la multiplicación de
At puede expresarse como una deformación de la de A. En ese sentido, las deformaciones
del álgebra se corresponde con la deformación geométrica que sufre la curva al variar el
parámetro t.

Por supuesto, nuestro interés se restringe a cierto tipo de deformaciones. Si A era
originalmente un álgebra asociativa, nos interesaremos en deformaciones asociativas.
Esto nos dará una condición de cociclo que deberán cumplir las funciones Fi. Condiciones
similares se obtienen si lo que se considera son deformaciones de álgebras de Lie, o de
álgebras conmutativas, etc.

Si buscamos deformaciones asociativas del álgebra, entonces debemos exigir que ft
cumpla la condición

ft(ft(a, b), c) = ft(a, ft(b, c)) ∀a, b, c ∈ V,

que al escribirse expĺıcitamente se traduce en∑
j

∑
i

ti+jFj(Fi(a, b), c) =
∑
j

∑
i

ti+jFj(a, Fi(b, c)),

de donde se obtiene, finalmente∑
i+j=k

Fi(Fj(a, b), c)−
∑
i+j=k

Fi(a, Fj(b, c)) = 0. (1.6)
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Si tomamos k = 1 en 1.6, obtenemos la condición

aF1(b, c)− F1(ab, c) + F1(a, bc)− F1(a, b)c = 0.

En particular, si tomamos la restricción de F1 a V ⊂ VK , esta debe ser un 2-cociclo en
el complejo Homk(A∗, A) con el cual definimos la cohomoloǵıa de Hochschild de A con
valores en A. Más en general, la ecuación 1.6 se puede expresar grado a grado como

On(F1, . . . , Fn−1)
∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj(a, b), c)− Fi(a, Fj(b, c)) = dFn(a, b, c) (1.6n)

Esto implica que si existe una multiplicación ft asociativa tal que F1 es su primer término,
entonces las sucesivas funciones Fi deben cumplir una serie condiciones dadas por (1.6n).

Definición: 1.3.7. Dada una deformación de A, con multiplicación dada por la fórmula
1.5, el término F1 se denomina el diferencial de la deformación.

Definición: 1.3.8. Dada una transformación bilineal G tal que su restricción a V es
un 2-cociclo, decimos que es integrable si existe una famlia de deformaciones ft como se
definió en 1.5 de forma que G sea el diferencial de ft.

El término a la izquierda de la ecuación (1.6n) es la obstrucción n-ésima para la
integrabilidad de F1. Veremos más adelante que esta expresión es siempre un 3-cociclo,
por lo que la ecuación (1.6n) es equivalente a pedir que la clase de homoloǵıa de esta
expresión sea nula.

1.3.5 Equivalencia de deformaciones

Definición: 1.3.9. Diremos que una multiplicación gt es equivalente a otra multiplica-
ción ft si existe un automorfismo Φt como antes tal que

gt(a, b) = Φ−1
t (ft(ΦtaΦtb)).

Observamos en particular que una deformación trivial es una deformación equivalente a
la generada por Φt = Id.

Si escribimos a ft y gt en términos de las funciones Fi y Gi, tenemos que G1 =
F1 + dφ1. De esto se deduce que la integrabilidad de un cociclo F depende únicamen-
te de su clase de cohomoloǵıa. En efecto, si F1 es integrable a una multiplicación ft,
entonces tomando Φt(a) = a + φ(a), tenemos que gt(a, b) = Φ−1

t (ft(ΦtaΦtb)) es una
multiplicación con diferencial G1 = F1 + dφ1, a la que llamamos la conjugada de ft por
Φt. Podemos entonces interpretar el grupo de cohomoloǵıa HH2(A) como el conjunto
de los diferenciales de deformaciones, módulo las deformaciones triviales.

Proposición 1.3.10. Sea ft una familia de deformaciones no trivial. Entonces existe
una familia de deformaciones equivalente gt de la forma

gt(a, b) = ab+ tnFn(a, b) + tn+1Fn+1(a, b) + . . .

tal que la primera función no nula Fn es un cociclo no cohomólogo a 0.
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Demostración. Supongamos que ft es de la forma (1.5) con F1 = F2 = . . . = Fk−1 = 0.
Entonces, por (1.6), tenemos que dFk = 0, por lo que es un cociclo. Si además resulta
ser un coborde, tenemos que Fk = dφk. Tomando Φk

t (a) = a− tφk(a) y gt la conjugada
de ft por esta función, se tiene que

f ′t(a, b) = ab+ Fk+1(a, b) + Fk+2(a, b) + . . .

Afirmamos que eventualmente Fk+1 no es un coborde.
Si todas las funciones Fk son cohomólogas a cero, podemos considerar la sucesión

{Ψk = Φ1
t ◦Φ2

t ◦ . . . ◦ φkt }. Esta sucesión converge puntualmente en la topoloǵıa de k[[t]]
a un morfismo Ψ. Por continuidad, se tiene que al conjugar por este morfismo, ft es
equivalente a µ, y por lo tanto es trivial, lo que contradice nuestra hipótesis.

1.3.6 Las obstrucciones son cociclos

Concluimos nuestro análisis de los grupos de cohomoloǵıa demostrando que las condi-
ciones de integrabilidad encontradas en la Sección anterior se pueden interpretar como
elementos de los grupos de cohomoloǵıa.

Empecemos con la integrabilidad de derivaciones. Para mayor comodidad, damos la
siguiente definición:

Definición: 1.3.11. El producto cup de dos funciones φ : A⊗n → A, ψ : A⊗m → A es
ψ ^ φ : A⊗n+m → A, dado por

ψ ^ φ(b1| . . . |bm|a1| . . . |an) = ψ(b1| . . . |bm)φ(a1| . . . |an).

Observación: 1.3.12. Notamos que d(φ ^ ψ) = dφ ^ ψ + (−1)nmφ ^ dψ, con lo que
el complejo Homk(A⊗∗, A) es un álgebra diferencial graduada. En particular, el producto
cup define un producto a nivel de la cohomoloǵıa, y esta un álgebra graduada. Estos
conceptos están definidos más adelante en 2.2.2

Para que una derivación φ1 sea integrable, se debe cumplir la condición (1.4n) para
todo n. Veremos que si se tiene una familia de funciones φ1, . . . φn−1 que cumplen con
la relación (1.4i) para todo i = 1, . . . , n − 1, entonces la n-ésima obstrucción a la inte-
grabilidad denbφ1 es un 2-cociclo, con lo cual la condición de la integrabilidad de φ1 se
reducirá a que todas las obstrucciones sean cohomólogas a cero.

Proposición 1.3.13. Si φ1, . . . , φn−1 cumplen con la condición

−dφi =
∑
j+k=i

j,k>0

φj ^ φk.

para todo i = 1, . . . , n− 1, entonces la expresión

F =
∑
j+k=n

j,k>0

φj ^ φk

es un 2-cociclo.
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Demostración. Por la Observación 1.3.12, se tiene que

dF =
∑
j+k=n

j,k>0

dφj ^ φk − φj ^ dφk

=
∑
j+k=n

j,k>0

− ∑
l+m=j

l,m>0

φl ^ φm

^ φk −
∑
j+k=n

j,k>0

φj ^

− ∑
l+m=k
l,m>0

φl ^ φm


= −

∑
j+k+l=n

j,k,l>0

(φj ^ φk) ^ φl +
∑

j+k+l=n

j,k,l>0

φj ^ (φk ^ φl)

La asociatividad del producto cup nos permite afirmar que esta última expresión es igual
a 0.

Pasamos ahora a comprobar que la obstrucción para la integrabilidad de un 2-cociclo
es un 3-cociclo. Para ello damos una definición previa

Definición: 1.3.14. Dadas dos funciones F1 : A⊗n → A, y F2 : A⊗m → A, definimos
su asociador, F1 ◦ F2 : A⊗n+m−1 → A como

F1 ◦ F2(a0| . . . |an+m−2) =
∑
i=0

(−1)iF1(a0| . . . |F2(ai| . . . |ai+m)|ai+m+1| . . . |an+m−2)

Entonces, la condición 1.6 puede expresarse como∑
j+k=n

j,k>0

Fj ◦ Fk = dFn.

Proposición 1.3.15. Sean F1, . . . Fk−1 tales que se cumple la ecuación anterior para
todo n = 1, . . . , k − 1. Supongamos además que 2−1 ∈ A. Entonces la expresión

G =
∑
j+k=n

j,k>0

Fj ◦ Fk

es un 3-cociclo, es decir, dG = 0.

Lema 1.3.16. Se tienen los siguientes resultados

• d(F1 ◦ F2) = F1 ◦ dF2 − dF1 ◦ F2 + (F1 ^ F2 − F2 ^ F1)

• (F1 ◦ F2) ◦ F2 = F1 ◦ (F2 ◦ F2)

Si bien el resultado general es correcto, solo utilizaremos el caso en que F1 y F2 son
2-cociclos, el cual puede comprobarse directamente.
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Demostración. Demostración de la proposición Calculando dG, remplazando por la re-
lación y aplicando el lema anterior,

dG =
∑
j+k=n

j,k>0

d(Fj ◦ Fk) =
∑
j+k=n

j,k>0

Fj ◦ dFk − dFj ◦ Fj + (Fj ^ Fk − Fk ^ Fj)

=
∑
j+k=n

j,k>0

Fj ◦ (
∑
l+m=k
l,m>0

Fl ◦ Fm)− (
∑
l+m=j

l,m>0

Fl ◦ Fm) ◦ Fk + (Fj ^ Fk − Fk ^ Fj)


=

∑
j+l+m=n

j,l,m>0

Fj ◦ (Fl ◦ Fm)− (Fj ◦ Fl) ◦ Fm.

Esto implica que

2dG =
∑

j+l+m=n

j,l,m>0

Fj ◦ (Fl ◦ Fm) + Fj ◦ (Fm ◦ Fl)− (Fj ◦ Fl) ◦ Fm − (Fj ◦ Fm) ◦ Fl

=
∑

j+l+m=n

j,l,m>0

Fj ◦ ((Fl + Fm) ◦ (Fl + Fm))− (Fj ◦ (Fl + Fm)) ◦ (Fl + Fm) = 0.

En el Caṕıtulo siguiente construiremos resoluciones proyectivas que permitan cal-
cular expĺıcitamente la cohomoloǵıa del álgebra de cualquier hipersuperficie de manera
más eficiente que el cálculo directo en base al complejo de Hochschild. Esto nos permi-
tirá encontrar las deformaciones del álgebra correspondiente a un arreglo de hiperplanos,
e investigar su relación con la geometŕıa del arreglo.
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Caṕıtulo 2

Resoluciones Proyectivas de
Álgebras de Polinomios

En este Caṕıtulo presentamos expĺıcitamente una resolución libre del álgebra de polino-
mios k[X] como bimódulo sobre śı misma. Si bien la construcción final es simplemente la
aplicación de un resultado estándar sobre complejos de Koszul, empezamos desarrollan-
do un método que puede emplearse para resolver estas y otras álgebras. Con este método
obtendremos junto con la resolución, una retracción para la misma que adaptaremos al
caso general y que no se deduce del resultado citado.

2.1 Construcción expĺıcita de una resolución

En esta Sección construiremos una resolución para el álgebra A = k[x, y], empleando
una técnica general para construir resoluciones libres de álgebras como bimódulos sobre
śı mismas. Partimos de la siguiente observación, válida para cualquier anillo: cualquier
bimódulo M sobre el álgebra A es un módulo a izquierda (resp. a derecha) sobre el
álgebra Ae. Si a, a′ ∈ A y m ∈M , definimos la acción de Ae sobre M como

a⊗ a′ ·Ae m = a ·A m ·A a′ (resp. )m ·A a⊗ a′ = a′ ·A m ·A a)

De la misma forma, cualquier módulo (a derecha o a izquierda) sobre Ae es un bimódulo
sobre A, invirtiendo la relaciones anteriores. En particular, la propia álgebra A es un
módulo sobre Ae, y como tal tendrá una resolución libre como Ae-módulo, es decir, una
resolución formada por A-bimódulos libres y morfismos de A-bimódulos.

Una primera observación es que el álgebra viene dotada de una multiplicación, es
decir, un morfismo µ : A⊗A→ A, dado por µ(a⊗a′) = a ·a′; el hecho de que el álgebra
tenga unidad garantiza que este morfismo es sobreyectivo. Podemos entonces suponer
que la resolución libre buscada es de la forma

. . . // P2
// P1

// Ae
µ // A // 0 (*)
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Nos interesa encontrar expĺıcitamente los módulos {Pi}i≥1. El siguiente resultado
sugiere el método que emplearemos más adelante:

Lema 2.1.1. Sea M un módulo proyectivo sobre Ae. Entonces M es proyectivo como
A-módulo a derecha (resp. a izquierda).

Demostración. Al ser M un Ae-módulo proyectivo, es sumando directo de un Ae-módulo
libre, es decir, existe un Ae-módulo N tal que M ⊕N ∼= (Ae)n. Basta ver entonces que
Ae es un A-módulo proyectivo, y por lo tanto sumando directo de un A-módulo libre,
de lo que se sigue que M es proyectivo.

La proyectividad de Ae se deduce fácilmente de que

HomA(Ae,−) = HomA(A⊗k A,−) ∼= Homk(A,HomA(A,−)) ∼= Homk(A,−).

Al ser A proyectivo sobre k, el funtor de la derecha es exacto; la demostración para
módulos a izquierda es análoga. Notar que la misma demostración se aplica en el caso
en que k es un anillo conmutativo cualquiera, y A es proyectivo sobre k.

Del lema se deduce que la resolución (*) puede considerarse como una resolución
proyectiva de A como A-módulo a derecha. Es sabido que toda resolución proyectiva tal
posee una contracción, es decir que existe una familia de morfismos {si}i≥−1, A-lineales
a derecha como en el siguiente diagrama,

. . . P2
f2 // P1

f1 //
s1

jj Ae
µ //

s0
jj A //

s−1

jj 0 (**)

donde los morfismos fi son de A-bimódulos y los morfismos si son A-lineales a derecha.
Si llamamos Ae = P0 y µ = f0, se cumplen las relaciones

µs−1 = IdA,
fi+1si + si−1fi = IdPi .

Ahora construiremos una resolución expĺıcita de A como A-bimódulo aplicando el
siguiente procedimiento: empezando por el morfismo µ, construimos el morfismo de con-
tracción correspondiente. Como la teoŕıa garantiza la existencia de un módulo P1 que
permite continuar la resolución, y la de un morfismo de contracción s0, buscamos un
módulo y un morfismo que permitan realizar la construcción de manera minimal, es de-
cir, eligiendo el A-bimódulo libre con el menor número de generadores posible que pueda
ocupar ese lugar en la resolución. Esta última afirmación se hace más clara en el ejemplo
concreto.

1. En el primer lugar, s−1 debe cumplir que µs−1 = IdA. Buscamos entonces un tal
s−1. Como A está generada como módulo a derecha por 1, debe ser µ(s−1(1)) = 1.
Claramente, s−1(1) = 1|1 cumple con lo pedido. Al ser A-lineal a derecha, debe
ser

s−1(p) = s−1(1)p = 1|p.
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2. Ahora veamos el segundo lugar. El módulo P1 es un módulo libre en un cierto
número de generadores. Tomemos una base de Ae como A-módulo a derecha, por
ejemplo, la dada por B = {xnym|1}n,m∈N0 . Entonces la ecuación funcional que
buscamos que se cumpla es

(f1s0 + s−1µ)(xnym|1) = xnym|1.

Reemplazando y despejando,

f1s0(xnym|1) = xnym|1− s−1µ(xnym|1) = xnym|1− 1|xnym. (1)

En primer lugar, si tomamos n = 1, m = 0, debe ser f1s0(x|1) = x|1−1|x. Esto nos
puede llevar a concluir la existencia de un elemento en P1, al que denominaremos
1|ex|1, tal que

s0(x|1) = 1|ex|1 y f1(1|ex|1) = x|1− 1|x.

Si ahora n es arbitrario, pero de todas maneras m = 0, podemos vernos tentados
de afirmar la existencia de elementos análogos 1|exn |1. Sin embargo, hacemos la
siguiente observación:

xn|1− 1|xn =
n−1∑
i=0

xn−i|xi − xn−(i+1)|xi+1 =
n−1∑
i=0

xn−(i+1)(x|1− 1|x)xi

=
n−1∑
i=0

xn−(i+1)f1(1|ex|1)xi = fi

(∫
n
xs|ex|xt

)
,

donde el último paso está justificado porque las fi son morfismos A-lineales a
ambos lados. Podemos entonces considerar

s0(xn|1) =
∫
n
xs|ex|xt

y para cualquier monomio de la forma xn|1 se cumple la ecuación (1).

Observación: 2.1.2. Ningún elemento de la forma ym|1 puede ser imagen de
un múltiplo de 1|ex|1, con lo cual un análisis similar nos lleva a concluir que
es necesario que exista un elemento 1|ey|1 tal que s0(y|1) = 1|ey|1; f1(1|y|1) =
y|1− 1|y, y en general

s0(ym|1) =
∫
m
ys|ey|yt.

Tomemos ahora un elemento de la forma xnym|1, con n 6= 0 6= m, y veamos que
con lo ya construido nos basta. En efecto,

xnym|1− 1|xnym = xnym|1− xn|ym + xn|ym − 1|xnym

= xn(ym|1− 1|ym) + (xn|1− 1|xn)ym

= xnf1

(∫
m
ys|ey|yt

)
+ f1

(∫
n
xs|ex|xt

)
ym.
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Basta entonces tomar

s0 (xnym|1) = xn
(∫

m
ys|ey|yt

)
+
(∫

n
xs|ex|xt

)
ym. (s0)

Podemos entonces elegir el módulo P1 como el Ae-módulo libre con base B1 =
{1|ex|1, 1|ey|1}. Por la Observación 2.1.2, sabemos que el módulo debe tener al
menos rango 2, y que con estos dos generadores basta para continuar la resolución.

3. Veamos ahora el siguiente término. Buscamos un morfismo s1 tal que f2s1 +s0f1 =
IdP1 . Una vez más, las si serán A-lineales a derecha, con lo cual basta tomar una
base en P1 como A-módulo a derecha, por ejemplo {xnym|ex|1; xnym|ey|1 : n,m ∈
N0}. Reemplazando y despejando, vemos que debe ser

f2s1(xnym|ex|1) = xnym|ex|1− s0f1(xnym|ex|1).

Analizamos aparte el término

s0f1(xnym|x|1) = s0(xnym(x|1− 1|x))

= s0(xn+1ym|1)− s0(xnym|1)x

= xn+1

∫
m
ys|ey|yt +

(∫
n+1

xs|ex|xt
)
ym

− xn
(∫

m
ys|ey|yt

)
x−

(∫
n
xs|ex|xt+1

)
ym

= xn
(∫

m
ys(x|ey|1− 1|ey|x)yt

)
+ xn|ex|ym.

Aśı,

f2s1(xnym|ex|1) = xnym|ex|1− xn
(∫

m
ys(x|ey|1− 1|ey|x)yt

)
− xn|ex|ym

= xn
∫
m

(
ys+1|ex|yt − ys|ex|yt+1

)
− xn

(∫
m
ys(x|ey|1− 1|ey|x)yt

)
= xn

∫
m
ys(y|ex|1− 1|ex|y − x|ey|1 + 1|ey|x)yt.

Nuevamente, tomando n = 0,m = 1, esto muestra que debe existir un elemento
en P2 al que llamaremos 1|ex ∧ ey|1, tal que

s1(xnym|ex|1) = xn
∫
m
ys(1|ex ∧ ey|1)yt

f1(1|ex ∧ ey|1) = y|ex|1− 1|ex|y − x|ey|1 + 1|ey|x.
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En el caso restante,

f2s1(xnym|ey|1) = xnym|ey|1− s0f1(xnym|ey|1).

Usando las definiciones de s0 y de f1, vemos que

s0f1(xnym|ey|1) = s0(xnym+1|1− xnym|y) = s0(xnym+1|1− xnym|y)

= xn
(∫

m+1
ys|ey|yt

)
+
(∫

n
xs|ex|xt

)
ym+1

− xn
(∫

m
ys|ey|yt+1

)
−
(∫

n
xs|ex|xt

)
ym+1

= xnym|ey|1.

Es decir que s1(xnym|ey|1) = 0 hace que se cumpla la ecuación.

Resumiendo, podemos elegir P2 como el módulo libre con base B2 = {1|ex ∧ ey|1},
y tenemos que

s1(xnym|ex|1) = xn
∫
m
ys|ex ∧ ey|yt,

s1(xnym|ey|1) = 0, (s1)
f2(1|ex ∧ ey|1) = y|ex|1− 1|ex|y − x|ey|1 + 1|ey|x.

4. En el próximo lugar, debe ser s1f2 + f3s2 = IdP2 . Como en los pasos anteriores,
empezamos tomando una base de P2 como módulo a derecha, {xnym|ex ∧ ey|1 :
n,m ∈ N0}, y al analizar este caso, tenemos que

s1f2(xnym|ex ∧ ey|1) = s1(xnym(y|ex|1− 1|ex|y − x|ey|1 + 1|ey|x))
= s1(xnym(y|ex|1− 1|ex|y))

= xn
∫
m+1

ys|ex ∧ ey|yt − xn
∫
m
ys|ex ∧ ey|yt+1

= xnym|ex ∧ ey|1

y de esto se deduce que, al tener una Sección, la función f2 es inyectiva y la
resolución puede darse por terminada.

En Resumen:

Si notamos V al k-espacio vectorial con dos generadores, ex, ey, y dado n ∈ N ΛnV es la
componente de grado n de la k-álgebra exterior de V , la resolución proyectiva construida
en esta Sección está dada por:

P (A) : 0 // A⊗ Λ2V ⊗A
d2 // A⊗ V ⊗A
s1

nn
d1 // Ae

µ //
s0

oo A
s−1

jj // 0
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Los morfismos si son A-lineales a derecha. El resto es A-lineal a ambos lados.

µ(1|1) = 1
d1(1|ex|1) = x|1− 1|x
d1(1|ey|1) = y|1− 1|y

d2(1|ex ∧ ey|1) = y|ex|1− 1|ex|y − x|ey|1 + 1|ex|y
s−1(1) = 1|1

s0(xnym|1) = xn
(∫
m
ys|ey|yt

)
+
(∫
n
xs|ex|xt

)
ym

s1(xnym|ex|1) = xn
(∫

m

ys|ex ∧ ey|yt
)

s1(xnym|ey|1) = 0.

2.2 Resolución proyectiva del álgebra k[X]

Si bien la técnica presentada en la Sección anterior sirve, en teoŕıa, para construir reso-
luciones libres de la k-álgebra k[X] con un número finito arbitrario de variables, en la
práctica resulta tediosa, y ya el caso n = 3 el procedimiento es bastante más largo. En
esta Sección utilizamos el material desarrollado en [16], Sección 4.5, para encontrar una
resolución que generalice dicha construcción. La desventaja de este método es que no se
obtiene una retracción de la resolución. Sin embargo, al ser el resultado completamen-
te análogo al anterior, es posible conjeturar una fórmula que generaliza la contracción
anterior, y que funciona para las nuevas resoluciones.

2.2.1 Complejos de Koszul

Citamos algunas definiciones y resultados que se encuentran en la referencia mencionada.
En toda esta Sección R es un anillo conmutativo.

Definición: 2.2.1 (Complejo de Koszul). Sea x ∈ R. Notamos por K(x) al complejo
de R-módulos a izquierda

0 // Rex
x // R // 0 (K(x))

donde Rex denota el R-módulo libre a izquierda con base {ex}.
Si x = {x1, x2 . . . xn} es una sucesión finita de elementos centrales de R, se define

K(x) como el complejo total del producto tensorial K(x1) ⊗R K(x2) ⊗R . . . ⊗R K(xn).
Este complejo se denomina complejo de Koszul asociado a x. Llamamos Kp(x) a la
componente de grado p de este complejo. En particular, notamos que K0(x) = R.

Notación. La componente de grado p de la resolución de KoszulKp(x) tiene como base los
elementos de la forma 1⊗R1⊗R. . .⊗Rei1⊗R. . .⊗Reip⊗R. . .⊗R1, donde i1 < i2 < . . . < ip.
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Notamos este śımbolo formalmente como = ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip . Con esta notación, el
diferencial del complejo está dado por

dp : Kp(x)→ Kp−1(x)

ei1 ∧ . . . ∧ eip 7→
p∑
l=1

(−1)l+1xilei1 ∧ . . . ∧ êil ∧ . . . ∧ eip .

La notación, similar a la del álgebra exterior del módulo generado por los śımbolos
{x1, . . . , xn}, está justificada por la Definición 2.2.2.

Expĺıcitamente, en el caso de dos y tres elementos centrales, el complejo resulta ser

0 // A

(
−x2
x1

)
// A2

(x1,x2) // A // 0

base: {ex1 ∧ ex2} {ex1 , ex2} {1}

0 // A

( x3
−x2
x1

)
// A3

(
−x2 −x3 0
x1 0 −x3
0 x1 x2

)
// A3

(x1 x2 x3 )// A // 0

base: {ex1 ∧ ex2 ∧ ex3} {ex1 ∧ ex2 , ex1 ∧ ex3 , ex2 ∧ ex3} {ex1 , ex2 , ex3} {1}

Definición: 2.2.2. Supongamos ahora que R es conmutativo. Una R-álgebra graduada
es una familia de R-módulos {Kp, p ≥ 0} junto con productos bilineales Kp ⊗R Kq →
Kp+q, y un elemento 1 ∈ K0 tal que K0,⊕p≥0Kp son R-álgebras asociativas con unidad.
Los elementos de Kp se dicen homogéneos de grado p. El álgebra se dirá conmutativa en el
sentido graduado si dados a y b elementos homogéneos de grados p y q respectivamente,
a · b = (−1)pqb · a. Finalmente, el álgebra se dice diferencial graduada (ADG o DGA)
si además de ser un álgebra graduada, existe un morfismo d : Kp → Kp−1, p ≥ 1 que
satisface d2 = 0 y que cumple la Regla de Leibnitz:

d(a · b) = d(a) · b+ (−1)pa · d(b).

Si consideramos el complejo de Koszul definido en 2.2.1, y aceptamos la identificación
de la componente p-ésima con la p-ésima k-álgebra exterior con generadores {x1, . . . , xn},
el diferencial de dicho complejo cumple con la Regla de Leibnitz, y el álgebra exterior es
un ADG.

Definición: 2.2.3. Una sucesión de elementos de R x = (x1, x2 . . . xn) se dice regular en
R si xi no es un divisior de cero en el módulo R/R(x1, . . . , xi−1) para todo i = 1, . . . , n,
es decir, si a ∈ R es tal que axi ∈ (x1, . . . xi−1), entonces a ∈ (x1, . . . xi−1). Notamos
en particular que si cada cociente R/R(x1, . . . , xi) es un dominio ı́ntegro, entonces la
sucesión x es regular.
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Teorema 2.2.4 ([16], Corolario 4.5.5). Si x = (x1, x2 . . . xn) es una sucesión regular en
R, entonces K(x) es una resolución libre de R/I, donde I = Rx. Expĺıcitamente:

0 // ΛnRn
d // . . . d // Λ2Rn

d // Rn
x // R

π // R/I // 0

es una sucesión exacta de R-módulos, todos libres salvo R/I.

2.2.2 Una resolución libre para k[X]

Antes de utilizar las herramientas citadas en la Sección anterior, haremos algunas ob-
servaciones e identificaciones pertinentes.

Dado que queremos trabajar en la categoŕıa de bimódulos sobre k[X], nos interesa
encontrar una resolución libre de este anillo como k[X] ⊗ k[X] módulo. Notemos que
k[X]⊗ k[X] ∼= k[X,Y ] = k[x1, x2 . . . xn, y1, y2 . . . yn] con la identificación

Xα ⊗Xβ 7→ XαY β.

En particular, un módulo a izquierda sobre k[X,Y ] se corresponde con un bimódulo sobre
k[X]. La correspondencia está dada de la siguiente manera: la acción de xi a izquierda
es igual en ambos casos, y la acción de yi a izquierda se corresponde con la acción a
derecha de xi.

Consideremos ahora śı el anillo conmutativo R = k[X,Y ], y en él la sucesión regular
z = (z1, z2 . . . zn), con zi = xi−yi. Para comprobar que esta es efectivamente regular, no-
tamos el cociente R/(z1, . . . zi) se identifica con el anillo de polinomios k[X, yi+1, . . . yn],
el cual es un dominio ı́ntegro.

El cociente R/Rz es isomorfo al anillo de polinomios A = k[X], y la proyección viene
dada por

π : k[X,Y ]→ k[X]

XαY β 7→ Xα ·Xβ

Si identificamos k[X,Y ] con k[X]⊗ k[X] como señalamos antes, vemos que esta proyec-
ción se identifica con el producto del álgebra de polinomios.

En consecuencia, el siguiente complejo es una resolución libre de R/zR ∼= k[X] como
R-módulo:

0 // ΛnRn // . . . // Λ2Rn // Rn
z // R // R/I = A // 0

(P (A))

Si escribimos ei por ezi , sabemos que el diferencial está dado por la fórmula

ei1 ∧ . . . ∧ eip 7→
p∑

k=0

(−1)k+1zikei1 ∧ . . . ∧ êik ∧ . . . ∧ eip .

Recordemos que la componente p-ésima de P (A) es el módulo libre sobre k[X,Y ]
con generadores ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eip , con i1 < i2 < . . . < ip. Si hacemos nuevamente
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la identificación de K[X,Y ] con k[X] ⊗ k[X], observamos que en el p-ésimo lugar se
encuentra el módulo libre sobre k[X]⊗k[X] con base {ei1 ∧ ei2 ∧ . . .∧ eip , i1 < i2 < . . . <
ip}, o lo que es lo mismo, el A-bimódulo libre en esos generadores. El diferencial pasa
entonces a ser

ei1 ∧ . . .∧ eip 7→
p∑

k=1

(−1)k+1[xikei1 ∧ . . .∧ êik ∧ . . .∧ eip − ei1 ∧ . . .∧ êik ∧ . . .∧ eipxik ].

Notamos que en el caso del álgebra k[x1, x2], esta resolución coincide con la que
construimos en la primera Sección.

2.2.3 Una contracción del complejo de Koszul de k[X]

Definición: 2.2.5. Definimos la función

∆i : k[X]→ k[X]⊗ k[X]

Xα 7→
i−1∏
k=1

xαkk

∫
αi

xsi |xti
n∏

k=i+1

xαkk .

notemos por ejemplo que la expresión

∆2(xn1x
m
2 ) · 1|e1 ∧ e2|1 = xn1

∫
m
xs2|e1 ∧ e2|xt2

aparece varias veces en el cálculo de la resolución del álgebra k[x, y]. Esta expresión se
repite en numerosas fórmulas. Por comodidad, notamos ∆i(Xα)eJ := ∆i(Xα) · 1|eJ |1.

Siempre tomando como referencia el ejemplo desarrollado en la primera Sección,
enunciamos el siguiente lema:

Lema 2.2.6. Sea A = k[X] = k[x1, . . . , xn]. La familia de morfismos A-lineales a
derecha {sp : P (A)p → P (A)p+1}−1≤p≤n dada por:

sp(Xα) = 1|Xα, si p = −1;

sp(Xα|eJ |1) = (−1)p
∑
i>jp

∆i(Xα)eJ ∧ ei, si 0 ≤ p ≤ n.

donde α ∈ N n
0 , es una contracción A-lineal a derecha de la resolución P (A).

Corolario 2.2.7. El complejo P (k[X]) es una resolución libre de k[X] como bimódulo
sobre śı misma.

Si bien nos inspiramos en la teoŕıa de complejos de Koszul para obtener la resolución
de k[X], con este resultado tenemos una demostración independiente de que ésta es
exacta.
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Demostración del Lema 2.2.6. Fijemos notación para esta demostración. Dado un mul-
tíındice J = (j1, j2, . . . , jp), escribimos Jl = (j1, j2, . . . , ĵl, . . . , jp), 1 ≤ l ≤ p. Lla-
mamos m(J) = jp, el último término de J . Convenimos en que si J = (), entonces
Xα|eJ |1 = Xα|1.

Es trivial ver que πs1 = IdA. Buscamos entonces demostrar que para todo p, con
0 ≤ p ≤ n

Λp+1A
d // ΛpA //
sp

mm Λp−1A
sp−1

kk

vale la fórmula

dsp−1 + spd = Idp

El conjunto B = {Xα|eJ |1, α ∈ Nn, J = (j1, . . . , jp) : j1 < . . . < jp} es una base
de ΛpA como A-módulo a derecha. Veamos que este morfismo actua como la identidad
sobre ella.

En primer lugar

Xα|eJ |1
d7−→

p∑
l=1

(−1)l+1(Xαxjl |eJl |1−X
α|eJl |xjl)

sp−17−→
p∑
l=1

(−1)p+l

 ∑
i>m(Jl)

∆i(Xαxjl)(eJl ∧ ei)−∆i(Xα)xjl(eJl ∧ ei)


=

p−1∑
l=1

(−1)p+l
(∑
i>jp

∆i(Xαxjl)(eJl ∧ ei)−∆i(Xα)xjl(eJl ∧ ei)

)
+
∑
i>jp−1

(
∆i(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆i(Xα)xjp(eJp ∧ ei)

)
.

Por otro lado,

Xα|eJ |1
sp7−→ (−1)p

∑
i>jp

∆i(Xα)(eJ ∧ ei)
d7−→ (−1)p

∑
i>jp

d(∆i(Xα)eJ ∧ ei).

Un cálculo simple muestra que

d(∆i(Xα)(eJ ∧ ei)) =
p∑
l=1

(−1)l+1
(
∆i(Xαxjl)(eJl ∧ ei)−∆i(Xα)xjl(eJl ∧ ei)

)
+ (−1)p+2

i∏
k=1

xαkk |eJ |
n∏

k=i+1

xαkk
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Combinando con lo visto anterioremente, se tiene que

Xα|eJ |1
dsp7−→

p∑
l=1

(−1)p+l+1

∑
i>jp

∆i(Xαxjl)(eJl
∧ ei)−∆i(Xα)xjl(eJl

∧ ei)


+

p∑
l=1

(−1)p+p+2

Xα|eJ |1−
jp∏
k=1

xαk

k |eJ |
n∏

k=jp+1

xαk

k


= −

p∑
l=1

(−1)p+l

∑
i>jp

∆i(Xαxjl)(eJl
∧ ei)−∆i(Xα)xjl(eJl

∧ ei)


+

Xα|eJ |1−
jp∏
k=1

xαk

k |eJ |
n∏

k=jp+1

xαk

k

 .

Finalmente,

Xα|eJ |1
dsp+sp−1d7−→ −

∑
i>jp

(
∆i(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆i(Xα)xjp

)
(eJp ∧ ei)

+
∑
i>jp−1

(
∆i(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆i(Xα)xjp(eJp ∧ ei)

)

+

Xα|eJ |1−
jp∏
k=1

xαkk |eJ |
n∏

k=jp+1

xαkk


= Xα|eJ |1 +

∑
jp≥i>jp−1

(
∆i(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆i(Xα)xjp(eJp ∧ ei)

)
−

jp∏
k=1

xαkk |eJ |
n∏

k=jp+1

xαkk .

Ahora, si jp > i > jp−1,

∆i(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆i(Xα)xjp(eJp ∧ ei) = 0

En cambio,

∆jp(Xαxjp)(eJp ∧ ei)−∆jp(Xα)xjp(eJp ∧ ei) =
jp−1∏
k=1

xαkk

∫
αp+1

xsp|eJp ∧ ejp |xtp
n∏

k=jp

xαkk −
jp−1∏
k=1

xαkk

∫
αp

xsp|eJp ∧ ejp |xt+1
p

n∏
k=jp

xαkk =

jp∏
k=1

xαkk |eJ |
n∏

k=jp+1

xαkk

Esto completa la demostración.
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2.3 Una resolución para k[X]/(f)

Nuestro principal interés en este trabajo es estudiar álgebras de la forma k[X]/(f) con
f ∈ k[X]. En esta Sección utilizamos el Corolario 2.2.7 para construir una resolución
de este cociente. Como en la Sección anterior, empezamos calculando expĺıcitamente un
ejemplo, y posteriormente generalizamos la construcción hecha en este caso. A lo largo
de esta Sección, seguimos notando A = k[X] y fijamos f ∈ k[X]. Notamos B = A/(f).

2.3.1 Una resolución para k[x]/(xn)

Motivamos la construcción hecha más adelante con un caso sencillo que fue estudiado
en [1]

Consideremos el álgebra de polinomios en una variable, y tomemos f = xn. Inspi-
rados en el caso anterior, podemos plantear una resolución similar a la de k[x] con los
diferenciales definidos con las mismas fórmulas, es decir

0 // Beex
d // Be

µ // B // 0, (P0(k[x]/xn))

donde

d(ex) = x|1− 1|x.

Sin embargo, es evidente que este complejo no es exacto. El término xn−1|ex|xn−1

tiene imagen nula por d, lo que implica que por lo menos d tiene núcleo no trivial. Calcular
directamente la homoloǵıa de este complejo puede ser trabajoso, particularmente en el
caso general. Otra manera de encontrarla es la siguiente. El complejo que acabamos de
plantear se obtiene aplicando sucesivamente los tensores −⊗AB y B⊗A− a la resolución
P (A). Si aplicamos solamente el primer funtor, obtenemos el siguiente complejo

0 // A⊗ kex ⊗B
d // A⊗B

µ // B // 0.

Observación: 2.3.1. Este complejo śı es exacto, lo que se puede demostrar de la si-
guiente manera: al ser P (A) una resolución proyectiva de A, la homoloǵıa del complejo
P (A) ⊗A B es exactamente TorA∗ (A,B). Al ser A un A-módulo proyectivo, la homo-
loǵıa es nula, salvo en grado cero, donde TorA0 (A,B) = A ⊗A B = B; esto implica que
P (A)⊗A B es un complejo exacto. Notar que este argumento es completamente general
y no depende de las álgebras A o B, sino simplemente de las propiedades del complejo
P (A).

Una segunda observación es que ésta sigue siendo una resolución A-proyectiva de B, si
simplemente tomamos en cuenta la estructura de módulos a izquierda. La proyectividad
de los módulos de la resolución se deduce de 1.2.6, pero es muy sencilla de ver en este
caso: el módulo A⊗B es A-libre, con base {1⊗ xj : 0 ≤ j ≤ n− 1}.

Tenemos otra resolución proyectiva de B como A-módulo a izquierda, que está dada
por su estructura cociente:

0 // A
xn // A

π // B // 0.
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Sabemos que dadas dos resoluciones proyectivas de un A-módulo, debe existir un levan-
tamiento de la identidad entre ambas, de la forma

0 // A
xn //

φ2

��

A
π //

φ1

��

B // 0

0 // A⊗ kex ⊗B
d // A⊗B

µ // B // 0

(2.1)

La conmutatividad del cuadrado de la derecha sugiere tomar φ1(1) = 1|1. Para φ2,
nuestro único dato es que dφ2(1) = xn|1, por lo que buscamos alguna preimagen de
xn|1 por d. Como el segundo término está en el álgebra cociente B, tenemos que xn|1 =
xn|1− 1|xn. Ya observamos en un contexto más general (cf. 2.2.6) que d(

∫
n x

s|ex|xt) =
xn|1− 1|xn. Tomamos entonces φ2(1) =

∫
n x

s|xt = ∆1(xn).
Es fácil comprobar que las funciones

φ1(1) = 1|1 φ2(1) =
∫
n
xs|xt

son efectivamente un levantamiento de la identidad, y por lo tanto un cuasi-isomorfismo.
Esta observación puede parecer trivial en este caso, en que la homoloǵıa de ambos
complejos es nula, pero al aplicar ahora el funtor B ⊗A − al diagrama 2.1, obtenemos

0 // B
0 //

φ′2
��

B
Id //

φ′1
��

B // 0

0 // B ⊗ kex ⊗B
d // B ⊗B

µ // B // 0.

Es trivial calcular la homoloǵıa de la fila superior, mientras que la fila inferior es exac-
tamente el complejo P0(B) que hab́ıamos propuesto originalmente. La ventaja es que
ahora contamos con los morfismos de comparación inducidos, que siguen siendo un cuasi-
isomorfismo (esto se deduce de la exactitud a derecha del funtor B ⊗A −: si las cuasi
inversas de φi eran ψi, las cuasi inversas de φ′i están dadas por ψ′i = B ⊗A (ψi)).

En la fila superior, la homoloǵıa en primer grado es nula, lo que nos dice que ocurre
lo mismo en la fila inferior. En cambio, la homoloǵıa en segundo grado es exactamente B,
y está generada por el elemento 1. De esto deducimos que la homoloǵıa del complejo in-
ferior debe estar concentrada en el segundo grado, y está generada por φ2(1) =

∫
n x

s|xt.
Inspirados en este resultado, proponemos entonces una construcción de la siguiente for-
ma:

B ⊗B d // B ⊗B

B ⊗B d // B ⊗B

ρ

OO

B ⊗B d // B ⊗B

ρ

OO
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donde ρ(1) =
∫
n x

s|xt. La lógica detrás de esta elección es que buscamos construir un
complejo exacto, por lo que debemos agregar algún morfismo que tenga a este elemento
en su imagen. Lo que hicimos fue utilizar un B-bimódulo libre y el morfismo ρ para ello,
y continuar la resolución ćıclicamente.

Más adelante usamos la maquinaria de las sucesiones espectrales para demostrar que
este complejo es exacto, pero en este caso particular podemos demostrarlo directamente.
Es claro que las composiciones dρ y ρd son nulas. Para ver que el complejo es exacto,
basta considerar la contracción {si : Be → Be}i≥0 B-lineal a derecha definida por

si(xj |1) =
∫
j
xs|xt, si i es par;

si(xj |1) =

{
0, j < n− 1
1, j = n

si i es impar.

Comprobar que ésta es efectivamente una contracción es un cálculo directo.
Finalmente podemos afirmar que el complejo

. . . // Be d // Be
ρ // Be d // B // 0 (P (k[x]/xn))

es una resolución Be-proyectiva de B.
Por los resultados vistos en el Caṕıtulo 1, la homoloǵıa de esta álgebra puede calcu-

larse mediante los funtores derivados de B ⊗Be − y HomBe(−, B).
Si aplicamos B ⊗Be − al complejo P (k[x]/xn), eliminamos el término de grado 0 y

hacemos la identificación descrita en 1.2.8, obtenemos el complejo ćıclico

. . . // B
0 // B

nxn−1
// B

0 // B // 0. (B ⊗Be P (k[x]/xn))

En este caso entra en juego la caracteŕıstica del anillo. Si la caracteŕıstica de k divide
a n, entonces todos los morfismos son nulos y la homoloǵıa es igual a B es todos los
grados. Si no, la homoloǵıa de B sigue un patrón ćıclico, dado por

HHi(B) =


B, i = 0;
B/(nxn−1) si i es impar;
annB(nxn−1) si i es par.

En particular, si n es inversible en k (por ejemplo, si k es un cuerpo de caracteŕıstica
coprima con n), todos estos módulos son isomorfos.

Para el caso de la cohomoloǵıa, aplicamos el funtor HomBe(−, B) y hacemos las
identificaciones estándar, obteniendo el complejo

. . . // B
0 // B

nxn−1
// B

0 // B // 0. (HomBe(P (k[x]/xn), B))
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Este es completamente análgo al anterior, por lo que en este caso, la homoloǵıa y coho-
moloǵıa coinciden grado a grado, y tenemos

HH i(B) =


B, i = 0;
B/(nxn−1) si i es impar;
annB(nxn−1) si i es par.

Obviamente, las mismas observaciones hechas anteriormente sobre la caracteŕıstica del
anillo k se aplican en este caso.

2.3.2 Construcción de la resolución general

Retomamos ahora el objetivo de encontrar una resolución para B = A/(f), con f ∈ A =
k[X] un polinomio cualquiera. El procedimiento por el que construiremos esta nueva
resolución está motivado por el trabajo hecho en la Sección previa y es análogo a este.

Comenzamos entonces con el complejo P (A)

. . . // ΛpA
d // . . . d // ΛA

d // Ae
µ // A // 0.

y le aplicamos el funtor −⊗A B. Obtenemos aśı un nuevo complejo,

. . . // A⊗ ΛpV ⊗B d // . . . d // A⊗ ΛV ⊗B d // A⊗B
µ // B // 0.

donde V es el k-espacio vectorial generado por las indeterminadas {x1 . . . , xn}.

Lema 2.3.2. El complejo P (A)⊗AB es una resolución proyectiva de B como A-módulo
a izquierda.

Demostración. La proyectividad de A ⊗ ΛpV ⊗ B se deduce del Lema 1.2.6. Un razo-
namiento análogo al de la Observación 2.3.1 muestra que si eliminamos el término de
grado 0 de este complejo, su homoloǵıa es TorA∗ (A,B), que es nula en grados positivos.
Por lo tanto, el complejo es exacto.

Al igual que en la Sección anterior, tenemos otra resolución A-proyectiva de B dada
por su estructura cociente:

0 // A
f // A

π // B // 0 (P ′(B))

y un morfismo de comparación A-lineal a izquierda φ : B ⊗A P (A)→ P ′(B)

0 // . . . // 0 //

��

A
f //

φ2

��

A
π //

φ1

��

B // 0

0 // . . . // A⊗ Λ2V ⊗B d // A⊗ ΛV ⊗B d // A⊗B
µ // B // 0.

(2.2)
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A continuación describimos expĺıcitamente estos morfismos.
Como en el caso anterior, la función φ1 es la única función A-lineal a izquierda tal

que φ1(1) = 1|1.
Para hallar φ2 planteamos la condición

dφ2(1) = f |1.

Recordemos que

d

(
n∑
i=1

∆i(Xα)ei

)
= Xα|1− 1|Xα,

(esto está impĺıcito en la demostración del Lema 2.2.6). En nuestro nuevo complejo, la
fórmula del diferencial es formalmente idéntica, de lo que obtenemos

d

(
n∑
i=1

∆i(f)ei

)
= f |1− 1|f = 1|f,

dado que f = 0 en B. De ah́ı que podemos tomar φ2(1) =
∑n

i=1 ∆i(f)ei y extender por
linealidad. Enunciamos este resultado en un lema para futuras referencias.

Lema 2.3.3. El morfismo de complejos de cadenas φ : P ′(B)→ P (A)⊗AB determinado
por los datos

φ0(1) = 1,
φ1(1) = 1|1,

φ2(1) =
n∑
i=1

∆i(f)ei;

es un morfismo de comparación entre ambas resoluciones.

A continuación aplicamos el funtor B ⊗A − al diagrama 2.2 y las identificaciones
usuales, con lo que obtenemos

0 // . . . // 0 //

��

B
0 //

φ′2
��

B
Id //

φ′1
��

B // 0

0 // . . . // B ⊗ Λ2V ⊗B d // B ⊗ ΛV ⊗B d // Be
µ // B // 0.

Lema 2.3.4. Los morfismos φi : P (A) ⊗A B → P ′(A) y φ′i = IdB ⊗Aφi son cuasi
isomorfismos

Demostración. Consideremos nuevamente el diagrama 2.2. Al ser P (A) ⊗ B y P ′(B)
resoluciones A-libres a izquierda de B, debe existir un morfismo de complejos de cadenas
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ψ : P (A)⊗A B → P ′(B) tal que ψ0 = IdB, haciendo que el diagrama

0 // . . . // A⊗ Λ2V ⊗B d // A⊗ ΛV ⊗B d //

ψ2

��

A⊗B
µ //

ψ1

��

B // 0.

0 // . . . // 0 // A
f // A

π // B // 0

conmute. En particular la composición φiψi : P (A) ⊗A B → P (A) ⊗A B es un levan-
tamiento de la identidad. Esto implica la existencia de morfismos {si}i≥0 como en el
siguiente diagrama

0 // . . . // A⊗ Λ2V ⊗B d //

0
��

A⊗ ΛV ⊗B d //

φ2ψ2

��

s2

vvmmmmmmmmmmmmm
A⊗B

µ //

φ1ψ1

��

s1

xxppppppppppp
B //

s0

||yyyyyyyyy
0.

0 // . . . // A⊗ Λ2V ⊗B d // A⊗ ΛV ⊗B d // A⊗B
µ // B // 0.

tales que

φiψi − Idi = dsi + si+1d.

En particular el morfismo inducido por φiψi en la homoloǵıa es igual a la identidad. Un
razonamiento análogo muestra que lo mismo ocurre con ψφ : P ′(B)→ P ′(B), de donde
se deduce que φ es un cuasi isomorfismo, y ψ es su cuasi inversa.

Notemos ψ′i = IdB ⊗Aψi. Para ver que φ′i también es un cuasi isomorfismo, basta
aplicar el funtor B ⊗A − a la igualdad anterior, obteniendo aśı

IdB ⊗Aφi ◦ IdB ⊗Aψi − IdB ⊗A Idi = IdB ⊗A(φiψi) = IdB ⊗A(dsi + si+1d)
= d(IdB ⊗Asi) + (IdB ⊗Asi+1)d.

Es decir que IdB ⊗Asi es una homotoṕıa entre la composición φ′ψ′ y el morfismo
IdB ⊗ IdP (A)⊗AB = IdP0(B). Un razonamiento análogo muestra la existencia de una ho-
motoṕıa entre φ′ψ′ e IdB⊗AP ′(B). Por lo tanto, ψ′ y φ′ son cuasi isomorfismos, y uno es
el cuasi inverso del otro. Esto completa la demostración.

En particular, la homoloǵıa del complejo

. . . Λp+1B
d // ΛpB

d // . . . d // ΛB
d // Be

µ // B // 0. (P0(B))

está concentrada en la componente de segundo grado, y es igual a la imagen del morfismo
φ′2. Recordemos que

φ2(1) =
n∑
i=1

∆i(f)ei,

por lo que

φ′2(1) =
n∑
i=1

∆i(f)ei
B = ω1.

43



Por lo tanto el complejo P0(B) es un complejo de módulos Be-libres, cuya homoloǵıa
está concentrada en la componente de grado 2. Sabemos además que la clase del elemento
ω es un generador de la homoloǵıa. Si nos guiamos por el caso anterior, debemos continuar
la resolución ćıclicamente. En este caso, debemo agregar no solamente un morfismo
ρ1 : Be → ΛB, sino una familia de morfismos {ρi}1≥i≤p, de forma tal que el complejo
doble

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d // ΛB
d // Be // 0

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d //

ρ3

OO

ΛB
d //

ρ2

OO

Be

ρ1

OO

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d //

ρ3

OO

ΛB
d //

ρ2

OO

Be

ρ1

OO

(P (B))

resulte conmutativo.
La existencia de tales morfismos ρi se deduce de la proyectividad de los módulos. No

es necesario dar una fórmula expĺıcita para comprobar que el complejo total obtenido
de este complejo doble es exacto, pero dado que los morfismos ρ2 y ρ3 juegan un rol
importante en la interpretación de los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, enunciamos
el siguiente resultado.

Lema 2.3.5. Los morfismos

ρj : Λj−1B → ΛjB

eJ 7→
n∑
i=1

∆i(f)(eJ ∧ ei).

hacen conmutar el diagrama P (B). Además, ρi+1ρi = 0.

Podemos entonces proceder a la demostración de

Teorema 2.3.6. El complejo total del complejo doble P (B) es una resolución proyectiva
de B como Be-bimódulo.

Demostración. En la demostración utilizamos la teoŕıa de sucesiones espectrales. Todo
el material necesario está cubierto en la Sección 5 de [16].

Empezamos dando una filtración para el complejo TotP (B). Es claro que P (B)(p,q) =
Λq−pB. De esto deducimos que

TotP (B)n =
⊕
q+p=n

Λq−pB =
bn/2c⊕
p=0

Λn−2pB.

Dotamos a este complejo de la filtración por filas, dada por

Fr(TotP (B)n) =
r⊕
p=0

Λn−2pB.
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Esto induce una sucesión espectral E∗(p,q), donde E0
p,q = P (B)(p,q), y los morfismos d0

están inducidos por los morfismos horizontales de P (B), es decir

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d // ΛB
d // Be

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d // ΛB
d // Be

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d // ΛB
d // Be

(E0(TotP (B)))

En el siguiente paso de la sucesión espectral, E1, tenemos que

E1
p,q = H(E0

p,q) =


B, si p− q = 0;
Bω, si p− q = 1;
0, si no;

y los morfismos están inducidos por los morfismos verticales de P (B)

. . . 0 0 Bω B

. . . 0 0

ρ3

OO

Bω

ρ2

OO

B

ρ1

OO

. . . 0 0

ρ3

OO

Bω

ρ2

OO

B

ρ1

OO

(E1(TotP (B)))

El morfismo ρ1 es el único morfismo B-lineal tal que ρ1(1) = ω, por lo que en esta
sucesión induce un isomorfismo. Es evidente que el resto de los morfismos inducidos son
nulos.

Finalmente, en el segundo paso de la sucesión espectral, resulta

E2
p,q =

{
B, si p = q = 0,
0, si no.

obteniendo aśı.

. . . 0 0 0 B

. . . 0 0 0 0

. . . 0 0

GG��������������
0

GG��������������
0

(E2(TotP (B)))
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En consecuencia E2
p,q = E∞p,q.

Por la teoŕıa desarrollada en [16], por ejemplo, TotE∞p,q converge a la homoloǵıa
del complejo total. En este caso particular, este resultado nos permite concluir que
H0(TotP (B)) ∼= B, y Hp(TotP (B)) = 0 en grados positivos.

Corolario 2.3.7. La homoloǵıa de Hochschild de B con coeficientes en M está dada
por H∗(M ⊗TotP (B)), y la cohomoloǵıa de Hochschild con valores en M está dada por
H∗(Hom(P (B),M)).

2.4 Morfismo de comparación

En el Caṕıtulo 1 dimos una interpretación de los grupos de homoloǵıa de Hochschild en
términos de la resolución Homk(A⊗∗,M), que según vimos se identifica con la resolu-
ción Hom∗(β(A),M), interpretando los elementos de HHn(A) como clases de funciones
n-lineales. En el mismo Caṕıtulo desarrollamos herramientas para el cálculo expĺıcito
de dichos grupos utilizando la resolución P (B); esto facilita el cálculo de los grupos de
homoloǵıa, pero no nos permite interpretar directamente sus elementos como en 1. Pa-
ra esto, debemos encontrar un morfismo de comparación entre ambas resoluciones, que
induzca un isomorfismo en la homoloǵıa, y nos permita aśı establecer una corresponden-
cia entre los elementos del grupo de cohomoloǵıa y las clases de funciones multilineales
descritas en la Sección mencionada.

El morfismo de comparación presentado en esta Sección es una leve modificación del
construido en [8].

2.4.1 Preliminares

Notación. Recordamos que en todo este trabajo, las fórmulas expĺıcitas que involucran
polinomios están dadas según el orden lexicográfico descrito en el Caṕıtulo . Como en
caṕıtulos anteriores, fijamos un polinomio f ∈ k[X], y notamos B = k[X]/f . Notamos
q(p), r(p) a los únicos polinomios tales que p = q(p)f + r(p) como en el teorema 0.2.1.

Definición: 2.4.1. Reescribamos el complejo P (B) de la siguiente manera:

. . . d // Λ3B
d // Λ2B

d // ΛB
d // Be // 0

. . . d // Λ3Bt
d // Λ2Bt

d //

ρ3

OO

ΛBt
d //

ρ2

OO

Bet

ρ1

OO

. . . d // Λ3Bt2
d // Λ2Bt2

d //

ρ3

OO

ΛBt2
d //

ρ2

OO

Bet2

ρ1

OO

(P (B)t)

de forma tal que los generadores de la componente (p, p+ q) se escriban como eJ tp, con
J = (j1, . . . , jq).
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Observamos que con esta notación se puede introducir en el complejo TotP (B) una
estructura de álgebra diferencial graduada, donde la multiplicación está definida a nivel
de generadores como

eJ t
i · eJ ′tj =

(
i+ j

j

)
eJ ∧ eJ ′ti+j

y extendida B-bilinealmente. Por abuso de notación, notamos P (B)t al complejo total
con dicha estructura, y (P (B)t)i a su componente i-ésima.

A continuación definimos notación y demostramos un par de resultados que aligeran
la demostración de que estos morfismos efectivamente funcionan, la cual se encuentra en
la siguiente Sección

Definición: 2.4.2. Definimos los morfismos k-lineales Li : A→ Ae, mediante Li(Xα) =
xα1

1 . . . xαii ⊗ x
αi+1

i+1 . . . xαnn . Por abuso de notación, llamamos también Li a los morfismos
inducidos Li : B → Be.

Lema 2.4.3. (Generalidades acerca de las derivaciones) Dadps p, q ∈ B,

1. d(∆i(p)ei) = Li(p)− Li−1(p).

2.
∑n

i=1 d∆i(p) = p⊗ 1− 1⊗ p.

3. ∆i(pq) = ∆i(p)Li(q) + Li−1(p)∆i(q).

4. d
(∑

i<j ∆i(p)∆j(q)
)

=
∑n

j=2 ∆j(q)(Lj−1(p)−1⊗p)−
∑n−1

i=1 ∆i(p)(q⊗1−Li(q)).

Demostración. Los dos primeros resultados los hab́ıamos obtenido en la demostración
del Lema 2.2.6. Los otros dos se obtienen a partir de un cálculo directo.

2.4.2 Fórmulas expĺıcitas para los morfismos de levantamiento

En esta Sección presentamos expĺıcitamente los morfismos de levantamiento y demos-
tramos que efectivamente funcionan, al menos hasta cierto grado.

Lema 2.4.4. Las siguientes fórmulas

ψ(eJ) =
∑
σ∈Sp

1|xjσ−1(1)
| . . . |xjσ−1(p)

|1 si J ∈ J(p),

ψ(t) = 1⊗

(
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1

)
,

ψ(ejt) =
n∑
i=1

1⊗ xj ⊗∆i(f)(1|xi|1)− 1⊗∆i(f)(1|xj |xi|1) + 1⊗∆i(f)(1|xi|xj |1),
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definen morfismos ψi : (P (B)t)i → β(B)i, para i = 1, 2, 3. Con estos morfismos, el
diagrama

. . . d // B⊗5 d // B⊗4 d // B⊗3 d // Be

. . . d // (P (B)t)3
d //

ψ3

OO

(P (B)t)2
d //

ψ2

OO

(P (B)t)1
d //

ψ1

OO

Be

conmuta, es decir, las funciones ψi son las primeras tres componentes de un levanta-
miento de la identidad.

Lema 2.4.5. Los morfismos

φi : β(A)i → P (B)ti, i = 1, 2

φ1(1|Xα|1) =
n∑
i=1

∆i(Xα)ei

φ2(1|Xα|Xβ|1)t = q(Xα+β)|1−
∑
i<j

∆j(Xα)∆i(Xβ)ei ∧ ej

+
∑
i<j

∆j(q(XβXα))∆i(f)ei ∧ ej

hacen conmutar el diagrama

. . . d // B⊗4 d //

φ2

��

B⊗3 d //

φ1

��

Be

. . . d // (P (B)t)2
d // (P (B)t)1

d // Be

es decir, φ1 y φ2 son las primeras dos componentes de un levantamiento de la identidad.

Estos dos lemas nos proveen de todos los morfismos de comparación necesarios para
llevar adelante nuestro trabajo. Demostraremos que ψ es un levantamiento de la iden-
tidad hasta grado 3. En [8] se puede encontrar la demostración de que el morfismo ψ
(levemente modificado) es un levantamiento de la identidad, aśı como la construcción
completa de un morfismo de comparación φ en el sentido opuesto.

Demostración. 2.4.4 Debemos ver que dψ1(ei) = d(ei). Esto es fácil de comprobar, pues

dψ1(ei) = d(1|xi|1) = xi ⊗ 1− 1⊗ xi = d(ei).

Ahora veamos que dψ2 = ψ1d. El conjunto B1 = {ei ∧ ej , t : 1 ≤ i < j ≤ n} es una
base de (P (B)t)1, aśı que basta estudiar la conmutatividad sobre esta base. En primer
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lugar,

dψ2(ei ∧ ej) = d(1|xi|xj |1− 1|xj |xi|1)
= xi|xj |1− 1|xixj |1 + 1|xi|xj − xj |xi|1 + 1|xjxi|1− 1|xj |xi
= xi|xj |1− 1|xj |xi − xj |xi|1 + 1|xi|xj
= ψ1(xiej − ejxi − xjei + eixj) = ψ1d(ei ∧ ej).

Por otro lado,

dψ2(t) = d

(
1⊗

(
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1

))

=
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1−
n∑
i=1

1⊗ Li(f) +
n∑
i=1

1⊗ Li−1(f)

=
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1 + 1⊗ L0(f)− 1⊗ Ln(f) =
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1

=
n∑
i=1

∆i(f)ψ1(ei) = ψ1(d(t)).

Finalmente, en grado 3 tenemos la base B3 = {e(i,j,k) : 1 ≤ i < j < k ≤ n; eit}.
Tomamos

dψ3(ei ∧ ej ∧ ek) = d( 1|xi|xj |xk|1− 1|xi|xk|xj |1 + 1|xj |xk|xi|1
− 1|xj |xi|xk|1 + 1|xk|xi|xj |1− 1|xk|xj |xi|1)

= xi|xj |xk|1− 1|xixj |xk|1 + 1|xi|xjxk|1− 1|xi|xj |xk
− xi|xk|xj |1 + 1|xixk|xj |1− 1|xi|xkxj |1 + 1|xi|xk|xj
+ xj |xk|xi|1− 1|xjxk|xi|1 + 1|xj |xkxi|1− 1|xj |xk|xi
− xj |xi|xk|1 + 1|xjxi|xk|1− 1|xj |xixk|1 + 1|xj |xi|xk
+ xk|xi|xj |1− 1|xkxi|xj |1 + 1|xk|xixj |1− 1|xk|xi|xj
− xk|xj |xi|1 + 1|xkxj |xi|1− 1|xk|xjxi|1 + 1|xk|xj |xi

= xi(1|xj |xk|1− 1|xk|xj |1)− (1|xj |xk|1− 1|xk|xj |1)xi
− xj(1|xi|xk|1− 1|xk|xi|1)− (1|xi|xk|1− 1|xk|xi|1)xj
+ xk(1|xi|xj |1− 1|xj |xi|1)− (1|xi|xj |1− 1|xj |xi|1)xk

= xi(ψ2(ej ∧ ek))− (ψ2(ej ∧ ek))xi
− xj(ψ2(ei ∧ ek))− (ψ2(ei ∧ ek))xj
+ xk(ψ2(ei ∧ ej))− (ψ2(ej ∧ ek))xk

= ψ2(d(ei ∧ ej ∧ ek)).
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Para terminar, debemos analizar

dψ3(ejt) =
n∑
i=1

d(1⊗ xj ⊗
(
∆i(f)1|xi|1

)
− 1⊗

(
∆i(f)1|xj |xi|1

)
+ 1⊗

(
∆i(f)1|xi|xj |1

)
)

=
n∑
i=1

(xj ⊗∆i(f)(1|xi|1)− 1⊗ xj∆i(f)(1|xi|1) + 1⊗ xj ⊗∆i(f)(xi|1)

− 1⊗ xj ⊗∆i(f)(1|xi)−∆i(f)(1|xi|xj |1) + 1⊗ xj∆i(f)(1|xi|1)

− 1⊗∆i(f)(1|xixj |1) + 1⊗∆i(f)xj(1|xi|1) + ∆i(f)(1|xj |xi|1)

− 1⊗ xi∆i(f)(1|xj |1) + 1⊗∆i(f)(1|xjxi|1)− 1⊗∆i(f)xi(1|xj |1))

=
n∑
i=1

(xj ⊗∆i(f)(1|xi|1)−∆i(f)(1|xi|xj |1) + 1⊗∆i(f)xj(1|xi|1)

+ ∆i(f)(1|xj |xi|1)− 1⊗ xi∆i(f)(1|xj |1)− 1⊗∆i(f)xi(1|xj |1))

= (xj ⊗ 1− 1⊗ xj)(1⊗
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1) +
n∑
i=1

∆i(f)(1|xi|xj |1− 1|xj |xi|1)

= ψ2(d(ejt)).

Esto completa la demostración.

Demostración. 2.4.5 En el primer paso, debemos ver que dφ1 = Id d. Utilizando el lema
4, tenemos que

dφ1(1|Xα|1) = d

(
n∑
i=1

∆i(Xα)ei

)
= Xα|1− 1|Xα = d(1|Xα|1).

Para ver que dφ2 = φ1d, notamos por q y r a q(Xα+β) y r(Xα+β) respectivamente,
y calculamos

dφ2(1|Xα|Xβ |1) = d

(
(q|1)t−

∑
i<j

∆j(Xα)∆i(Xβ)ei ∧ ej +
∑
i<j

∆j(q)∆i(f)ei ∧ ej

)

= q

n∑
i=1

∆i(f)ei −
n∑
j=2

∆j(Xα)(Lj−1(Xβ)− 1⊗Xβ)ej

+

n−1∑
i=1

∆i(Xβ)(Xα ⊗ 1− Li(Xα))ei

+

n∑
j=2

∆j(q)(Lj−1(f)− 1⊗ f)ej −
n−1∑
i=1

∆i(f)(q ⊗ 1− Li(q))ei

= −
n∑
j=2

∆j(Xα)(Lj−1(Xβ)− 1⊗Xβ)ej

+

n−1∑
i=1

∆i(Xβ)(Xα ⊗ 1− Li(Xα))ei

−
n∑
j=2

∆j(q)Lj−1(f)ej +

n−1∑
i=1

∆i(f)Li(q)ei.
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Por otro lado,

φ1d(1|Xα|Xβ |1) = φ1(Xα|Xβ |1− 1|(XαXβ − qf)|1 + 1|Xα|Xβ)

= Xα
n∑
i=1

∆i(Xβ)ei −
n∑
i=1

∆i(XαXβ − qf)ei +

n∑
i=1

∆i(Xα)Xβei

=

n∑
i=1

∆i(Xβ)(Xα|1− Li(Xα))ei

+

n∑
i=1

∆i(Xα)(1|Xβ − Li−1(Xβ))ei

+

n∑
i=1

(∆i(f)Li(q)− Li−1(f)∆i(q))ei

=

n−1∑
i=1

∆i(Xβ)(Xα|1− Li(Xα))ei

+

n∑
j=2

∆j(Xα)(1|Xβ − Lj−1(Xβ))ej

+

n∑
i=1

(∆i(f)Li(q)− Li−1(f)∆i(q))ei.

Ambos resultados coinciden. Esto termina la demostración.
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Caṕıtulo 3

Cohomoloǵıa de arreglos de
hiperplanos

En este Caṕıtulo introducimos nuestro objeto de estudio, los arreglos de hiperplanos.
Tal como su nombre lo indica un arreglo de hiperplanos es un conjunto de hiperplanos
ubicados en el espacio af́ın o proyectivo. Orlik y Terao en [14] citan el siguiente problema
como el ”humilde origen” del tema:

Demostrar que n cortes dividen una torta en a lo sumo (n+1)(n2−n+6)
6 partes.

Problema E 554, American Mathematical Monthly 50. (1943)
Propuesto por J. L. Woodbridge.

En la resolución de este problema se aprecian los condimentos geométricos y com-
binatorios que aparecen en todo el estudio de los arreglos de hiperplanos. Si bien un
hiperplano es una variedad algebraica muy sencilla, un arreglo de hiperplanos tiene un
conjunto de singularidades cuya geometŕıa es muy complicada, y para estudiarlo es nece-
sario utilizar técnicas avanzadas de geometŕıa algebraica. Por otro lado, es claro que gran
parte de la información de un arreglo de hiperplanos está contenida en la combinatoria
de las intersecciones de los hiperplanos, y de hecho el problema planteado arriba puede
resolverse por medios puramente combinatorios. Citamos [14] como referencia general
para la teoŕıa de arreglos de hiperplanos.

3.1 Arreglos de hiperplanos

Definición: 3.1.1. Sea k un cuerpo, y sea V un k-espacio vectorial de dimensión n. Un
hiperplano es una subvariedad af́ın H ⊂ V de codimensión 1. Un arreglo de hiperplanos
A es un conjunto finito de hiperplanos de V . Si queremos enfatizar la dimensión del
espacio ambiente, diremos que A es un n-arreglo. Notamos por |A| a la cardinalidad de
A.

Notación. Notamos por ∅n el n-arreglo vaćıo. Obviamente, |∅| = 0.
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Sea V ∗ el espacio dual de V , y sea S su álgebra simétrica. Si fijamos una base
{e1, . . . , en} de V , podemos tomar su base dual {x1, . . . xn}, de forma que xi(ej) = δij .
Identificamos entonces S con el álgebra de polinomios k[x1, . . . xn]. Cada hiperplano H
es el núcleo de una transformación lineal af́ın αH , definida a menos de una constante.

Definición: 3.1.2. Dado un arreglo A, un polinomio de definición de A es

Q(A) =
∏
H∈A

αH .

Por supuesto existen varios polinomios de definición para un cierto arreglo, todos ellos
múltiplos escalares entre śı. En particular, degQ(A) = |A|. En la Sección sobre polino-
mios sentamos los criterios a usar durante el resto del documento para fijar un polinomio
de definición.

Definición: 3.1.3. Si T =
⋂
H∈AH 6= ∅, decimos que el arreglo es centrado con centro

T . Si la intersección es vaćıa, el arreglo se dice se dice descentrado. El arreglo se dice
central si 0 ∈ T . Cuando querramos enfatizar que un arreglo puede o no ser central,
decimos que es un arreglo af́ın.

Definición: 3.1.4. La variedad o soporte de A es el conjunto

N(A) =
⋃
H∈A

H;

el complemento de A es

M(A) = V \N(A).

Ejemplo(s). A continuación damos algunos ejemplos de arreglos.

• Si dimV = 1, el único arreglo central es el 0. Un arreglo af́ın es una colección finita
de puntos. Notar que, dependiendo del cuerpo, el complemento de este arreglo
puede ser conexo, como en el caso complejo, o disconexo, como el caso real.

• Si dimV = 2, un arreglo central es un conjunto de rectas que pasan por el origen.

• Si k = R, consideremos A como el conjunto de hiperplanos definidos por xi = ±1.
Claramente, |A| = 2n. La única componente conexa acotada del complemento es
el conjunto (−1, 1)n.

• Podemos tomar un arreglo dual al anterior, y elegir los planos de simetŕıa de un
hipercubo. En particular, en dimensión 2 tenemos que el arreglo A está definido
por Q(A) = xy(x − y)(x + y). En dimensión 3, Q(A) = xyz(x − y)(x + y)(x −
z)(x+ z)(y − z)(y + z). Se tiene que |A| = n2.

• En general, el n-arreglo booleano se define como el conjunto de los planos coorde-
nados de un espacio real de dimensión n, ie Q(A) = x1x2 . . . xn.
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• El arreglo de trenzas del espacio V es el definido por el polinomio

Q(A) =
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj).

En este caso, |A| = n(n−1)
2

• Si Fq es el cuerpo finito de cardinal q, y V = Fnq , podemos considerar el arreglo de
todos los hiperplanos de V . El cardinal de este conjunto es qn−1

q−1 .

Enunciamos a continuación algunas definiciones que será útiles más adelante.

Definición: 3.1.5. Dos arreglos se dicen afinmente equivalentes si y solo si existe una
transformación lineal af́ın que transforma uno en otro.

Definición: 3.1.6. Sea A un n-arreglo de hiperplanos sobre el cuerpo k, y sea Q
un polinomio de definición. El álgebra de funciones regulares de N(A) es el álgebra
k[x1, . . . , xn]/(Q).

Este es el principal invariante geométrico-algebraico de cualquier variedad algebraica.
Enunciamos un resultado importante que utilizamos más adelante.

Teorema 3.1.7. Si dos arreglos de hiperplanos A y B son afinmente equivalentes, en-
tonces sus álgebras de funciones regulares son isomorfas.

Demostración. Si f : kn → kn es el isomorfismo af́ın, este induce un isomorfismo de
álgebras f∗ : S(V ∗) → S(V ∗). Si QA es un polinomio de definición de A, entonces
f∗(QA) será un polinomio de definición de B. Esto muestra que f∗ induce un isomorfismo
f∗k[X]/(QA)→ k[X]/(QB).

3.1.1 Generalidades sobre la cohomoloǵıa de Hochschild de arreglos

En caṕıtulos anteriores trabajamos con álgebras de la forma B = K[X]/(f), y construi-
mos una resolución proyectiva para estas; por conveniencia, recordamos aqúı la resolución
P (B)t que constrúımos para ella.

. . . d // Λ4B
d // Λ3B

d // Λ2B
d // ΛB

d // Be // 0

. . . d // Λ2Bt
d //

ρ3

OO

ΛBt
d //

ρ2

OO

Bet

ρ1

OO

. . . d // Bet2

ρ1

OO

A continuación analizamos la acción del funtor HomBe(−, B) cuando se aplica a esta
resolución.
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Recordemos que si J = (j1, . . . , jp), entonces Jl = (j1, . . . , ĵl, . . . , jp). Con esta nota-
ción, el morfismo d está dado por

d(eJ ti) =
k∑
i=1

(−1)k+1(xkeJkt
i − eJkt

ixk),

mientras que los morfismos ρ están dados por

ρ(eJ tn) =
n∑
i=1

∆i(f)ei ∧ eJ tn−1

Si ahora notamos por δJ a la función δJ : ΛpB → B definida por

δkJ(eItk) =

{
1 si I = J ;
0 si no,

el conjunto Bp = {δJ : J ∈ J(p)} es una base de HomBe(ΛpB,B) como B bimódulo.
Analicemos los morfismos d∗ = HomBe(f,B) y ρ∗ = HomBe(ρ,B) en términos de su
acción sobre estas bases.

En primer lugar,

d∗(δiJ)(eIti) = δiJ(d(eIti)) = δJ

(
k∑
i=1

(−1)k+1(xkeIkt
i − eIkt

ixk)

)

=

{
xk · 1− 1 · xk = 0 si J = Ik;
0 si no.

En cualquier caso, d∗ = 0. Dado que el morfismo δ1 figura muchas veces en el resto de
este trabajo, obviaremos el supeŕındice y lo notaremos por δ.

En el caso de ρ∗,

ρ∗(δJ)(eIti) = δJ(ρ(eIti)) = δJ

(
n∑
i=1

∆i(f)ei ∧ eItn−1

)

=
p∑

k=1

(−1)k−1∆jk(f) · 1 =
∑
k

(−1)k−1 ∂f

∂xjk
.

Por lo tanto el cálculo de la cohomoloǵıa de estas álgebras se reduce a calcular la homo-
loǵıa total del complejo

. . . HomBe(Λ2B,B)

ρ∗2
��

HomBe(ΛB,B)

ρ∗1
��

0oo HomBe(Be, B)0oo

. . . HomBe(ΛBt,B)

ρ∗1
��

HomBe(Bet, B)0oo

. . . HomBe(Bet2, B) .
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De esto deducimos que HH0(B) ∼= HomBe(Be, B) ∼= B, lo cual es lógico en vista de
que B es conmutativa y de la interpretación que dimos del primer grupo de cohomoloǵıa
en el Caṕıtulo 1.

Finalmente, analicemos la acción del morfismo de comparación φ, que nos permite
interpretar los elementos de la homoloǵıa de este complejo como clases de homoloǵıa del
complejo de Hochschild.

El morfismo φ1 : P (B)t1 → HomBe(B⊗3, B) ∼= Homk(B,B) está dado por

φ1(Xα) =
n∑
i=1

∆i(Xα)ei.

Entonces,

φ∗1(δj)(Xα) = δj

(
n∑
i=1

∆i(Xα)ei

)
= ∆j(Xα) · 1 =

∂Xα

∂xj
.

En el caso de φ∗2, tenemos

φ2(1|Xα|Xβ|1) = q(Xα+β)⊗ 1 · t−
∑
i<j

∆i(Xβ)∆j(Xα)ei ∧ ej

+
∑
i<j

∆i(f)∆j(q(Xα+β))ei ∧ ej .

Entonces

φ∗2(δ(k,l))(1|Xα|Xβ|1)

= δ(k,l)

q(Xα+β)⊗ 1t−
∑
i<j

∆i(Xβ)∆j(Xα)ei ∧ ej

+
∑
i<j

∆i(f)∆j(q(Xα+β))ei ∧ ej


= ∆k(Xα)∆l(Xβ) · 1 + ∆k(f)∆l(q(Xα+β)) · 1

=
∂Xα

∂xk

∂Xβ

∂xl
+

∂f

∂xk

∂q(Xα+β)
∂xk

.

Por otro lado,

φ∗2(δ)(1|Xα|Xβ|1) = q(Xα+β).

En la siguiente Sección calcularemos la cohomoloǵıa de varios arreglos de hiperplanos.
Aprovecharemos fuertemente el hecho de que un cambio de coordenadas af́ın induce un
isomorfismo en el álgebra de funciones regulares, y por lo tanto en la cohomoloǵıa de
dos álgebras. Esto nos permite calcular los grupos de cohomoloǵıa de una clase af́ın de
arreglos.
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En los casos de dos o tres variables, notamos x = x1, ex = e1 y δx = δ1, y análoga-
mente para y y z. Abreviamos además [−,−] := HomBe(−,−). La mayoŕıa de los casos
estudiados son arreglos en el plano por lo que analizamos este caso particular en detalle.

En el caso de un arreglo plano, el complejo a estudiar es

Beδx∧y(
fy
−fx

)
��

Beδx ⊕Beδy
0oo

( fx fy )

��

Beδ
0oo

Bδx∧y Beδx ⊕Beδy
0oo

( fx,fy )

��

Beδ
0oo

... Beδ

donde los morfismos ρ están representados en el diagrama por sus matrices en las bases
correspondientes.

Observamos que

HH1(B) = ker ( fx fy ) : Beδx ⊕Beδy → Beδ

es decir, el conjunto {αδx+βδy : α∂xf+β∂yf = 0}. Recordemos que al ser B un álgebra
conmutativa, el primer grupo de cohomoloǵıa es exactamente el grupo de las derivaciones
de B en B. Sabemos que las derivaciones de A = k[x, y] son simplemente combinaciones
A-lineales de las derivaciones ∂x y ∂y. La condición de que α∂xf+β∂yf = 0 en B nos dice
que si tomamos representantes de α y β en A, entonces α∂xf + β∂yf ∈ (f). Es evidente
que para que una derivación de A pase al cociente B, la derivada del polinomio f debe
anularse en el cociente. El cálculo que acabamos de hacer nos dice que esta condición no
solo es necesaria, sino también suficiente. Por supuesto, este resultado no depende del
número de variables.

Analicemos ahora el segundo grupo de cohomoloǵıa. Este tiene una graduación na-
tural, que proviene del complejo a partir del cual lo calculamos.

HH2(B) = ker(
(

fy
−fx

)
: Beδx∧y → Beδx⊕Beδy)⊕coker(( fx fy ) : Beδx⊕Beδy → Beδ).

En primer lugar,

ker
(

fy
−fx

)
= {αδx∧y : αfy = 0 = −αfx}.

Una vez más, esto quiere decir que si tomamos un representante de α en A, αfy ∈ (f) y
αfx ∈ (f). Se define el conductor de un ideal I en un ideal J como el conjunto

(I : J) = {α ∈ A : αI ⊂ J}.

Con esta notación, se tiene que

ker
(

fy
−fx

)
= ((fx : f) ∩ (fy : f))/(f).
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Los primeros cálculos expĺıcitos mostraron que esta componente era nula en todos los
casos. En la Sección 3.3 damos una demostración de que esto ocurre en general en el
caso de dos dimensiones.

La otra componente de HH2 es

Beδ

Im ρ∗1
= (

Be

(fx, fy)
)δ ∼= (k[x, y]/(f, fx, fy))δ.

Recordemos que por el morfismo de comparación, δ corresponde al morfismo Be-bilineal
Q(p, q), que calcula el cociente de pq por Q. Este morfismo es simétrico, de lo que
deducimos que toda deformación de un álgebra de arreglos de rectas tiene un generador
diferencial conmutativo.

¿Es integrable este generador diferencial? Para averiguar esto debemos calcular las
obstrucciones del cociclo Q. Recordemos que

O1(Q)(a, b, c) = Q(Q(a, b), c)−Q(a,Q(b, c)).

Notemos por r(g) el resto de la división de g por Q. Como ab = Q(a, b)Q + r(ab) y
bc = Q(b, c)Q+ r(bc), tenemos que Q(a, b)cQ+ r(ab)c = aQ(b, c)Q+ ar(bc). De esto se
deduce que

Q(Q(a, b)c− aQ(b, c)) = Q

(
r(ab)c− ar(bc)

Q

)
.

Ahora, si a, b, c ∈ Be, podemos elegir representantes en A de forma que le(a) < le(Q), y
lo mismo con b y c. Esto garantiza que le(r(ab)c) < 2le(Q). Luego, le(r(ab)c−ar(bc)) <
le(Q). Esto implica que le

(
r(ab)c−ar(bc)

Q

)
< leQ, y por lo tanto el cociente de este poli-

nomio por Q es 0 (notar que en esta cuenta no interviene el número de variables, por lo
que la obstrucción primaria de este morfismo es nula siempre).

Esto no garantiza, por supuesto, que el morfismo sea integrable. En la siguiente Sec-
ción analizamos algunos casos particulares y resolvemos la cuestión de la integrabilidad
de δ. En la Sección 3.3 se demuestra que todo morfismo de la segunda componente del
segundo grupo de homoloǵıa es integrable a una deformación.

3.2 Ejemplos

En esta Sección calculamos expĺıcitamente la cohomoloǵıa de ciertos arreglos de hiper-
planos. Para realizar los cálculos de esta Sección empleamos el programa Macaulay2
[7].

Comenzamos estudiando los arreglos de dos y tres rectas. Notamos que dadas dos
rectas que se cortan, existe siempre un isomorfismo lineal af́ın que transforma dicha
configuración en el arreglo booleano, y dadas dos rectas que no se cortan, existe un
isomorfismo af́ın que las transforma en las rectas x = 0 y x = 1, con lo cual este cálculo
agota las clases afines de arreglos de cardinal dos.
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Para los arreglos de tres rectas existe tres posiblidades: las tres rectas son paralelas,
las rectas son concurrentes, o se encuentran en posición general. El primer caso es com-
pletamente análogo al de dos rectas paralelas. Analizamos los otros dos en detalle más
adelante.

3.2.1 Q = x(x− 1)

Este es es el caso de dos rectas paralelas. Si calculamos el cociente k[x, y]/(x(x− 1)) ∼=
k[x, y]/(x) × k[x, y]/(x − 1) ∼= k[y] × k[y]. Por lo visto en la Sección 2 la homoloǵıa de
este producto es la suma directa de las homoloǵıas de cada anillo. Como HH1(B) ∼=
Der(B,B), se tiene que HH1(B) = Der(k[y])⊕Der(k[y]) = k[y]∂y ⊕ k[y]∂y.

Finalmente, como el álgebra k[y] tiene dimensión global 1, sus grupos de cohomoloǵıa
en grados superiores se anulan, por lo que HH2(B) = HH3(B) = 0.

El caso de m rectas paralelas es completamente análogo.

3.2.2 Q = xy

Calculamos ahora la cohomoloǵıa del álgebra B = k[x, y]/(xy). Este es el arreglo boo-
leano de hiperplanos en dimensión dos. Como siempre, HH0(B) = B. Tenemos que

HH1(B) = ker ρ1 : [ΛB,B]→ [Bet, B]

En este caso, ρ∗(δx) = Qxδt = yδt, y ρ∗(δy) = xδt. Se tiene entonces que HH1(B) =
ker ρ∗1 = xBδx⊕yBδy. Empleando el morfismo de comparación φ1, vemos que el módulo
de derivaciones de B es xB∂x ⊕ yB∂y.

Ahora

HH2(B) = ker ρ∗2 ⊕ coker ρ∗1

Como observamos en la Sección anterior, ker ρ∗2 = 0; además, coker ρ∗1 = Bδ/(xδ, yδ) ∼=
kδ. Por lo tanto el segundo grupo de cohomoloǵıa de B tiene dimensión 1. Esto nos dice
que existe a lo sumo una única deformación no trivial del álgebra B, que será la asociada
al morfismo δ.

Completemos el cálculo de los grupos de homoloǵıa. En este caso,

HH3(B) = ker ρ1/ Im ρ2 = (xBδx ⊕ yBδy)/(−xδx + yδy) ∼= xBδx.

En la Sección anterior encontramos que la primera obstrucción a la integrabildad
de δ es 0. El morfismo δ se corresponde en el complejo de Hochschild con el morfismo
B-bilineal Q ¿Existen deformaciones del álgebra B que tengan a éste como generador
diferencial?

Podemos responder a esta pregunta de manera emṕırica. Dar una deformación Bt
de B es dar una estructura multiplicativa en el espacio vectorial B[[t]]; supongamos
dada esta estructura, y llamemos ∗ a dicha multiplicación. Si esta deformación tiene por
generador infinitesimal a Q, tendremos en particular que x ∗ y = xy+Q(x, y)t+ o(t2) =
t+ o(t2).
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Esto inspira la siguiente construcción: tomemos el álgebra A[[t]]/(xy − t). Como
espacio vectorial es isomorfa a B[[t]], ya que en ambos casos tenemos una base dada por
B = {1, xitj , yitj : i, j ∈ N}. Además posee una multiplicación B-bilineal, la cual queda
definida por los valores que toma en pares de elementos de la base. Esto es

xitj ∗ xktl = xi+ktk+l

yitj ∗ yktl = yi+ktk+l

xitj ∗ yktl =

{
yk−iti+j+l si i < k;
xi−ktk+j+l si k ≤ i.

Sabemos que podemos recuperar el generador diferencial de esta multiplicación restrin-
giendo la multiplicación a los elementos de B ⊂ B[[t]] y estudiando la componente de
grado 1. Si escribimos a ∗ b = ab+ ϕ1(a, b)t+ o(t2), podemos ver que

ϕ1(xi, xj) = ϕ(yi, yj) = 0 si i ≥ 0, j ≥ 0;

ϕ1(xi, yj) =


yj−1 si i = 1, j ≥ 1;
xi−1 si j = 1, i ≥ 1;
0 si i > 1, j > 1.

Esto define un 2-cociclo de B, y por extensión un elemento de HH2(B). Para ver que esta
deformación es la correspondiente al morfismo δ, bastará ver que las clases de homoloǵıa
de ambos coinciden. Para ello empleamos el morfismo de comparación ψ2. Como ya
vimos que la componente de δx∧y es nula, bastará estudiar la acción de ψ∗2(ϕ1) sobre t.

ψ∗2(ϕ1)(t) = ϕ1(ψ2(t)) = ϕ1(1|x)y + ϕ1(x|y) = 1.

Es decir que ψ∗2(ϕ1) = δ. Tenemos entonces que la familia uniparamétrica de defor-
maciones dada por Bt = A[[t]]/(xy − t) es la única deformación no trivial del álgebra
B.

Concluimos con la siguiente observación. Cuando definimos las deformaciones de un
álgebra, dijimos expĺıcitamente que nuestra primera intención era buscar valores de t en
k para los cuales estas deformaciones se realizaran, es decir, para los cuales aplicando el
morfismo evt a la deformación Bt obtuviéramos una nueva multiplicación en el álgebra
B. En este caso particular podemos tomar t = 1, lo cual reduce nuestra deformación
al álgebra k[x, y]/(xy − 1). En el caso real, esto se corresponde con una hipérbola de
dos ramas, como se ve en la figura en la página siguiente. Por supuesto, cualquier t 6= 0
nos da un resultado similar, con lo que esta “curva de deformaciones” es en realidad
“discreta”

Ya consideramos los dos posibles casos de arreglos de dos rectas. En el caso de tres
rectas, hay solamente tres clases afines de arreglos. El caso de tres rectas paralelas es
análogo al de dos rectas paralelas y no será desarrollado aqúı. Los otros dos casos son
el arreglo central de tres rectas que pasan por el origen y un arreglo de tres rectas en
posición general. Comenzamos analizando el primero de estos casos.
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Figura 3.1: La curva xy − 1 = 0

3.2.3 Q = xy(x− y)

El arreglo central de tres rectas se puede observar en la figura en esta página.

Figura 3.2: El arreglo xy(x− y) = 0

Las derivadas del polinomio son

Qx = −y2 + 2xy Qy = x2 − 2xy,

de donde obtenemos los morfismos

ρ∗1 = (−y2+2xy x2−2xy ) ρ∗2 =
(
x2−2xy
y2−2xy

)
Obtenemos en este caso que

HH1(B) = ker ρ∗1 =
〈
(x, y), (0, xy + y2)

〉
B
.

Analicemos con un poco más de detalle el módulo de derivaciones de B. Este no es
un B-módulo libre, ya que el segundo generador es un elemento de torsión; vemos que
x(xy+ y2) = x2y+ y2x = 0. Macaulay2 nos permite obtener la siguiente resolución libre
del módulo:

. . . // (Be)2
d1 // (Be)2

d2 // (Be)2
d1 // (Be)2 → 0,
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donde

d1 =
(

0 −y2+xy
x −y

)
d2 =

(
y −y2+xy
x 0

)
Vemos entonces que la resolución de este módulo es periódica de peŕıodo 2.

Pasando al segundo módulo de cohomoloǵıa, se tiene que la primera componente es
nula, como calculamos antes, mientras que la otra es el conúcleo de ρ∗1.

HH2(B) = ker ρ∗2 ⊕ coker ρ∗1 = 0⊕
〈
δ, xδ, yδ, y2δ

〉
k
.

Como observamos en la Sección anterior, la obstrucción a la integrabilidad de δ se anula
siempre. Estudiemos la integrabilidad de los otros morfismos.

En primer lugar, xδ se corresponde con el 2-cociclo xQ ∈ HomBe(B⊗4, B), donde
una vez más Q(a, b) es el cociente de ab por f . La obstrucción de este cociclo es

O(xQ)(a, b, c) = xQ(xQ(a, b), c)− xQ(a, xQ(b, c)).

La teoŕıa desarrollada en el Caṕıtulo 1 nos dice que esto es un cociclo, y que su clase
de homoloǵıa se debe anular para que xQ tenga alguna chance de ser integrable. Por
supuesto, es complicado estudiar la clase de cohomoloǵıa de este elemento el complejo
de Hochschild, por lo que procedemos como en la Sección anterior, y lo identificamos a
través de ψ∗3 con un elemento del complejo HomBe(P (B)t, B).

Por lo ya visto, la clase de cohomoloǵıa del elemento ψ∗3(O(xQ)) queda determinada
por el valor que toma en ext y eyt. Veamos primero cómo actúa ψ3 sobre los elementos
eit.

ψ3(ext) = 1|x|x|x|y + 1|x|1|x|xy − 1|x|1|x|y2

+ 1|x2|x|y|1− 1|x|xy|y|1− 1|x|xy|y|1
− 1|x2|x|y|1 + 1|xy|x|y|1 + 1|x|x|y|y
1|x2|y|x|1− 1|xy|y|x|1−+1|x|y|x|y.

ψ3(eyt) = 1|y|x|x|y + 1|y|1|x|xy − 1|y|1|x|y2

− 1|x|y|x|y − 1|1|y|x|xy + 1|1|y|x|y2

1|x|x|y|y + 1|1|x|y|xy − 1|1|x|y|y2

1|y|x2|y|1− 1|y|xy|y|1− 1|y|x|y|y.

Los términos de la forma s|a|b|c|t suman cero y los de la forma s|a|b|c|t cumplen Q(a, b) =
0 = Q(b, c).

Podemos entonces aplicar la obstrucción a los términos restantes, y es sencillo ver
que cualquier morfismo de la forma O(pQ(−,−)) se anulará en ellos si p ∈ {1, x, y, y2}.
Nos queda entonces la tarea de investigar la existencia de deformaciones en estos cuatro
casos.

Inspirándonos en el caso anterior, podemos proponer deformaciones de la forma
A[[t]]/(f − pt), pero la multiplicación en esta álgebra es bastante complicada. Una solu-
ción más sencilla, que de todas formas sigue el modelo anterior, es Bt = A[[t]]/(lt(f)−pt).
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Como consecuencia de la observación hecha en la introducción y repetida más arriba,
tanto B[[t]] como esta nueva Bt tienen la misma base como k-espacio vectorial: los ele-
mentos de la forma {Xαti : α < le(f)}. Al final de esta Sección demostramos que todo
morfismo de esta forma es integrable. A partir de aqúı nos limitamos a calcular los gru-
pos de cohomoloǵıa y presentar las deformaciones del álgebra. En este caso, una vez más
evaluando t = 1, obtenemos distintas realizaciones geométricas de estas deformaciones.

El tercer módulo de cohomoloǵıa nos interesaba porque las obstrucciones a la inte-
grabilidad de diferenciales eran elementos de este grupo. Al demostrar que son todos
integrables, al menos en este caso, simplemente presentamos el módulo junto con una
base de este como k-espacio vectorial sin analizar su estructura.

HH3(B) =
ker ρ∗1
Im ρ∗2

=
〈
δ1x, yδ

1
x, δ

1
y , yδ

1
y

〉
k

La figura en esta página muestra representaciones en el plano real de algunas defor-
maciones correspondientes a este álgebra.

Figura 3.3: Algunas deformaciones del álgebra B

3.2.4 Q = xy(x + y − 1)

Este es un representante de la otra clase af́ın de arreglos de tres rectas. En el Apéndice
utilizamos este ejemplo para ilustrar el trabajo hecho con el programa Macaulay2.

Su primer módulo de cohomoloǵıa está dado por.

HH1(B) = ker ρ∗1 =
〈
(xy, y2 − y); (x2 − x, xy)

〉
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Figura 3.4: El arreglo xy(x+ y + 1) = 0

Estos generadores no son libres; de hecho las relaciones entre los generadores de este
grupo son bastante complicadas. En el Apéndice mostramos cómo obtener una resolución
libre de este módulo, donde se observará más claramente esta complejidad.

Se tiene también que

HH2(B) = ker ρ∗2 ⊕ coker ρ∗1 = 0⊕ 〈1, x, y〉k .

Este arreglo es entonces bastante más ŕıgido que el anterior, teniendo un segundo grupo
de cohomoloǵıa de dimensión dos. En la figura se ven dos deformaciones de este álgebra.

Los cálculos muestran también que el tercer grupo de cohomoloǵıa es

HH3(B) =
ker ρ∗1
Im ρ∗2

=
(xy,−y2 + 2y); (x2 − x, xy)

(x2 + 2xy − 2x, y2 + 2xy − y)
= 〈δx; yδx; δy〉 .

A continuación, y con el único propósito de destruir toda esperanza de que el caso
general sea igual de amable, analizamos un arreglo de planos en tres dimensiones.

3.2.5 Q = xyz

Consideremos ahora el arreglo definido por el polinomio xyz, el arreglo central booleano
en el espacio af́ın de tres dimensiones.

En este caso la resolución será periódica de peŕıodo 3, y podemos calcular su homo-
loǵıa a partir del siguiente complejo doble

[Λ3B,B]

ρ∗3
��

[Λ2B,B]0oo

ρ∗2
��

[ΛB,B]0oo

ρ∗1
��

[Be, B]0oo

[Λ2Bt,B] [ΛBt,B]0oo

ρ∗1
��

[Bet, B]0oo

... [Bet2, B]
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donde los morfismos ρ∗i están dados por

ρ∗1 = ( yz xz xy ) ρ∗2 =
(

xz xy 0
−yz 0 xy
0 −yz −xz

)
ρ∗3 =

( xy
−xz
yz

)
en la base de las funciones δkJ . Dado que ρ2 ◦ ρ3 = 0 y ρ3 no es nula, ρ2 no es inyectiva
como en el caso anterior, y la primera componente del segundo grupo de cohomoloǵıa
no es trivial.

De todas formas tenemos la descomposición usual de la homoloǵıa, de forma que

HH1(B) = ker ρ∗1 = xBδx + yBδy + zBδz.

Para el segundo módulo de cohomoloǵıa, vemos que la primera componente es no
nula:

HH2(B) = ker ρ∗2 ⊕ coker ρ∗1 = (xyBδx∧y + xzBδx∧z + yzBδy∧z)⊕
B

(xy, yz, xz)
δ,

mientras que en el tercero,

HH3(B) = ker ρ∗3 ⊕
ker ρ∗1
Im ρ∗2

.

El núcleo del morfismo ρ∗3 es 0 por una cuenta muy similar a la hecha en el caso anterior
para mostrar que ker ρ∗2 = 0 en el caso de dos variables, por lo que muy probablemente
este sea el caso para un arreglo general de plano en tres dimensiones. El módulo ker ρ∗1

Im ρ∗2
está generado sobre k por elementos de la forma

{xnδx, ymδx, zkδx, ymδy, zkδy, xnδz}.

3.3 Observaciones

Los ejemplos calculados inspiraron los siguientes teoremas, cuyos resultados fueron anun-
ciados en la Sección 3.1.1

Teorema 3.3.1. Sea A un arreglo de rectas en k2. Entonces la primera componente del
segundo grupo de cohomoloǵıa es nula.

Demostración. Sea Q =
∏
H∈A αH un polinomio de definición del arreglo. Como calcu-

lamos expĺıcitamente el caso de una recta, nos restringimos al caso de dos o más rectas.
Supongamos primero que no todas las rectas son paralelas. Entonces podemos supo-

ner que tras un cambio de coordenadas af́ın, el polinomio Q puede escribirse de la forma
Q = xyα1 . . . αk, con αi = x+ βiy + γi, con βi o γi no nulos.

De esto se obtiene

Qx = y (α1 . . . αk + xα2 . . . αk + . . .+ xα1 . . . αk−1) .
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Recordemos que k[x, y] es un dominio de factorización única, con lo cual un elemento es
primo si y sólo si es irreducible. En particular cualquier forma lineal es irreducible, por
lo que conocemos la escritura de Qcomo producto de irreducibles. Si existe un polinomio
p tal que pQx ∈ (Q), en particular x | pQx. Como claramente x - Qx, resulta x | p. Un
razonamiento similar vale para αi. Deducimos aśı que p es divisible por xα1 . . . αk. Si
además pQy ∈ (Q), el mismo argumento demuestra que p también debe ser divisible por
y, con lo cual se obtiene que Q = xyα1 . . . αk | p, y ((Qx : Q) ∩ (Qy : Q))/(Q) = 0.

Si todas las rectas son paralelas, tras un cambio de coordenadas af́ın podemos suponer
queQ =

∏
i(x−βi), con β1 = 0 y todos los βj distintos entre śı. Esto nos dice queQy = 0,

y una vez más resulta (Qx : Q) = Q. Concluimos entonces que para un arreglo de rectas
en el plano, esta componente de HH2 es nula.

Teorema 3.3.2. Todo morfismo de la forma pδ ∈ HH2(B) es integrable, y un modelo
de la deformación es Bt = A[[t]]/(lt(f)− pt).

Demostración. Como ya mencionamos, B = {Xα : α < le(f)} es una base de B. Ana-
licemos la acción de la multiplicación de Bt sobre esta base. Sabemos que XαXβ =
XγXnle(f) para cierto n ∈ N0 y γ multíındice. En ese caso,

XαXβ = Xγpntn.

Esto implica que el generador diferencial de la multiplicación cumple que

ϕ1(Xα, Xβ) =


0 si α+ β < le(f)
Xα+β−le(f) si le(f) ≤ α+ β < 2le(f)
0 si 2le(f) ≤ α+ β

Debemos estudiar entonces su clase de cohomoloǵıa en HH2(B). Para ello utilizamos
el morfismo de comparación ψ2. Recordemos que la función k-bilineal ϕ1 se corresponde
con un elemento de HomBe(B⊗4, B). El elemento ψ∗2(ϕ1) está caracterizado por

ψ∗2(ϕ1)(t) = ϕ1(ψ2(t)) = ϕ1

(
1⊗

(
n∑
i=1

∆i(f)1|xi|1

))
.

Expĺıcitamente

∆i(f)(1|xi|1) =
∫
αi

xα1
1 . . . xsi |xi|xti . . . xαnn .

Entonces

ϕ1(∆i(f)(1|xi|1)) =
∫
αi

ϕ1(xα1
1 . . . xsi , xi)x

t
i . . . x

αn
n
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Este elemento es claramente nulo si i < n. Ahora, si i = n, el único caso en el que la
suma de los exponentes de los dos términos en los que se evalúa ϕ1 alcanza le(f) es
cuando s = αn − 1, t = 0, y esto ocurre una sola vez. Se deduce que

ψ∗2(ϕ1)(t) = p,

es decir que ψ∗2(ϕ1) = pδ. Esto completa la demostración.

Corolario 3.3.3. Todo diferencial de un arreglo de rectas en el plano es integrable.
Todas estas deformaciones son equivalentes a una deformación conmutativa

Demostración. Se deduce de los dos teoremas anteriores. El resultado de conmutatividad
se deduce de la demostración del segundo teorema.

.1 Cálculo con Macaulay2 de la cohomoloǵıa de un álgebra

En esta Sección presentamos el cálculo hecho con Macaulay2 para encontrar los grupos
de cohomoloǵıa del álgebra Q[x, y]/(xy(x+y−1)). La homoloǵıa está calculada sobre Q.
Dado que todo lo hecho en este Caṕıtulo fue considerando k un cuerpo de caracteŕıstica
cero, con Q ⊂ k, podemos suponer que estas cuentas fueron hechas en el cuerpo k, y que
simplemente en ningún momento se emplearon elementos de k además de los de Q.

/∗Definimos e l a n i l l o de base sobre e l cua l trabajamos . ∗/
/∗ Es muy importante e s c r i b i r x∗y y no xy ∗/
i 1 : R = QQ[ x , y ] / ( x∗y∗( x+y−1))

o1 = R

o1 : QuotientRing

/∗Definimos nues t ros dos morfismos como matrices , usando l a s bases p r e f i j a d a s ∗/
i 2 : rho1 = matrix ({{2∗x∗y+yˆ2−y ,2∗ x∗y+xˆ2−x}})

o2 = | 2xy+y2−y x2+2xy−x |

1 2
o2 : Matrix R <−−− R

i3 : rho2=matrix ({{2∗x∗y+xˆ2−x} ,{−2∗x∗y−yˆ2+y}})

o3 = | x2+2xy−x |
| −2xy−y2+y |

2 1
o3 : Matrix R <−−− R

/∗Comprobamos que l a composici ón de ambos es nula ∗/
i 4 : rho1∗ rho2

o4 = 0

1 1
o4 : Matrix R <−−− R
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/∗Analizamos e l n úc leo de rho1∗/
i 5 : krho1 = ker rho1

o5 = image {2} | −2xy −2x2−xy+2x |
{2} | −2y2+2y −2xy−y2+y |

2
o5 : R−module , submodule o f R

/∗La dimensión de Kru l l d e l módulo es 1 . ∗/
i 6 : dim krho1

o6 = 1

/∗Esta es una f a m i l i a de generadores minimales ∗/

i 7 : mingens krho1

o7 = {2} | xy 0 x2−x |
{2} | y2−y xy+y2−y xy |

2 3
o7 : Matrix R <−−− R

/∗Eso no aporta demasiado . . . ∗/
/∗Buscamos una r e s o l u c i ó n d e l n úc leo y estudiamos sus d i f e r e n c i a l e s ∗/

i 8 : K = re s krho1

2 3 3 3
o8 = R <−− R <−− R <−− R

0 1 2 3

o8 : ChainComplex

i 9 : K. dd

2 3
o9 = 0 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 1

{4} | xy+1/2y2−1/2y −1/4y2+1/4y x2−1/4y2−x+1/4y |
{4} | −y2+y xy+1/2y2−1/2y −xy+1/2y2−1/2y |

3 3
1 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 2

{6} | x+1/2y−1/2 1/4y−1/4 y |
{6} | y−1 x+1/2y−1/2 y |
{6} | 0 0 y |

2 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 3
{7} | xy+1/2y2−1/2y −1/4y2+1/4y 0 |
{7} | −y2+y xy+1/2y2−1/2y 0 |
{7} | 0 0 x2+xy−x |

o9 : ChainComplexMap

/∗Prolongamos l a d e f i n i c i ó n . ∗/
/∗Tomamos l a ú l t ima matriz de l a r e s o l u c i ó n a n t e r i o r y reso lvemos su núc leo ∗/

i 10 : M=K. dd 3
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o10 = {7} | xy+1/2y2−1/2y −1/4y2+1/4y 0 |
{7} | −y2+y xy+1/2y2−1/2y 0 |
{7} | 0 0 x2+xy−x |

3 3
o10 : Matrix R <−−− R

i11 : kM = ker M

o11 = image {9} | x+1/2y−1/2 1/4y−1/4 0 |
{9} | y−1 x+1/2y−1/2 0 |
{9} | 0 0 y |

3
o11 : R−module , submodule o f R

i12 : K2=re s kM

3 3 3 3
o12 = R <−− R <−− R <−− R

0 1 2 3

o12 : ChainComplex

i13 : K2 . dd

3 3
o13 = 0 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 1

{10} | xy+1/2y2−1/2y −1/4y2+1/4y 0 |
{10} | −y2+y xy+1/2y2−1/2y 0 |
{10} | 0 0 x2+xy−x |

3 3
1 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 2

{12} | x+1/2y−1/2 1/4y−1/4 0 |
{12} | y−1 x+1/2y−1/2 0 |
{12} | 0 0 y |

3 3
2 : R <−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− R : 3

{13} | xy+1/2y2−1/2y −1/4y2+1/4y 0 |
{13} | −y2+y xy+1/2y2−1/2y 0 |
{13} | 0 0 x2+xy−x |

o13 : ChainComplexMap
/∗Después de 3 pasos l a r e s o l u c i ó n se e s t a b i l i z a y adopta un patr ón c ı́ c l i c o . ∗/

/∗Pasemos ahora a e s t u d i a r e l segundo grupo de cohomolog ı́a ∗/

i 14 : krho2 = ker rho2

o14 = image 0

1
o14 : R−module , submodule o f R

/∗La primera componente es nula , como demostramos en e l t e x t o . ∗/
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/∗ Estudiemos l a segunda ∗/

i 15 : crho1 = coker rho1

o15 = coke rne l | 2xy+y2−y x2+2xy−x |

1
o15 : R−module , quot i ent o f R

i16 : dim crho1

o16 = 0
/∗Su dimensión de Kru l l es 0 . ∗/

i 17 : b a s i s crho1

o17 = | 1 x y |

o17 : Matrix
/∗Si l e pedimos a Macaulay una base , nos da una sobre ∗/
/∗ e l cuerpo en e l que estamos trabajando ∗/

/∗Armamos un complejo de cadena con l a s func iones rho1 y rho2∗/
i 18 : H = chainComplex{ rho1 , rho2}

1 2 1
o18 = R <−− R <−− R

0 1 2

o18 : ChainComplex

/∗El t e r c e r grupo es l a homolog ı́a de e s t e complejo en grado 1∗/
i 19 : C = HH 1(H)

o19 = subquot ient ({2} | −2xy −2x2−xy+2x | , {2} | x2+2xy−x | )
{2} | −2y2+2y −2xy−y2+y | {2} | −2xy−y2+y |

2
o19 : R−module , subquot ient o f R

/∗Su dimensión es 0∗/
i 20 : dim C

o20 = 0

/∗Buscamos una base como Q espac io v e c t o r i a l ∗/
i 21 : b a s i s C

o21 = {4} | 1 y 0 |
{4} | 0 0 1 |

o21 : Matrix
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