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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se presenta una recopilacién de los estudios realizados por Busé, Chardin
y Jouanolou en el area de implicitacién de hipersuperficies racionales proyectivas, usan-
do complejos de aproximacién [B-J, B-C, Chal, Busé, BCJ]. El estudio de estos temas,
ademas del interés tedrico, estd motivado por posibles aplicaciones a problemas de mode-
lado geométrico en disenio asistido por computadoras [Hoff, GK].

Para principios de los anos 80, Wolmer V. Vasconcelos desarrollé los Complejos de
Aproximacion en el contexto del estudio de las syzygies del médulo conormal [SV], a
partir de dos complejos de Koszul, [HSV1, HSV2, Vasl]. Esta técnica fue utilizada por
primera vez por Busé y Jouanolou en 2001 para para proponer una nueva alternativa a
los métodos de eliminacion conocidos para resolver el problema de implicitacion, y a su
vez, generalizando y dando un contexto tedrico a los nuevos mecanismos introducidos por
Sederberg y Cheng pocos afios antes, conocidos como “moving lines” y “moving surfaces”
[SC, CSC, ZSCC].

El esquema de este trabajo consiste en emplear una técnica similar a la del calculo de la
resultante de Macaulay de n polinomios homogéneos F1, ..., F, en n variables mediante
una resolucién apropiada. Esta resultante genera el anulador del cociente por el ideal
I = (Fy,...,F,) sobre el anillo A[X,...,X,] de polinomios con coeficientes genéricos
en grado v, para todo v no inferior a la regularidad, y esta intimamente vinculada con
el invariante de MacRae del anillo coordenado A[X71,...,X,]/I en grado v. Este método
tedrico se efectiviza como el cémputo del determinante de la capa homogénea de grado v
del complejo de Koszul asociado a la sucesién {F1,..., F,} [Nor, MacRae, GKZ, K-M].

Mas precisamente el mecanismo que desarrollaremos es el siguiente:

Se desea dar una férmula para la ecuacién implicita de la variedad (o esquema) que
define la imagen de un morfismo racional ¢ : IP’Z_2 -3 IP’Z_I, sobre un cuerpo k, para
el cual asumiremos ademads, agregando las hipdtesis técnicas que sean necesarias, que su
iméagen define un hipersuperficie. Este morfismo de esquemas tiene asociada su aplicacién
correspondiente en la categoria de dlgebras, que denotamos por h : k[Ty,...,T,] — A =
k[X1,...,Xn-1]. Lo que se desea ahora es calcular el niicleo del morfismo h, que por lo
supuesto sobre ¢, resulta un ideal principal de k[T, ..., T,], y presentar al esquema imagen
de ¢ como el conjunto de ceros de ker(h).
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Dado que ¢ puede tener puntos de indefinicién, es decir un base locus no trivial en
]P’Z_Q, explotamos el esquema ambiente a lo largo de la variedad V(I). Se obtiene ahora
una nueva aplicacién definida desde la explosion, Bly (IP)Z_2), cuya imagen coincide con
la de ¢, y que a su vez es un morfismo proyectivo. Para poder obtener una ecuacion
implicita del esquema en cuestién. Si denotamos por R 4(I) al dlgebra correspondiente a
Bly(r) (]P’Z_Q) segln la dualidad, conocida como &dlgebra de Rees asociada al ideal I, basta
entonces conocer el nucleo del morfismo asociado en la categoria de dlgebras que aplica
k[Ty,...,T,]) en Ra(I), que se estudia mediante el morfismo 3 : A[Th,...,T,] — Ra(l).

Segun el método recién mencionado, bajo hipdtesis convenientes que se detallan en el
trabajo, via el célculo del ideal de McRae de R4 (1), que denotaremos por S(R4(I),), se
obtiene un generador del ideal principal buscado.

Lamentablemente, si bien varias de las condiciones técnicas necesarias para que el ideal
ker(h) coincida con ann(R4([l),) sobre k[T1,...,T,] se satisfacen, ésta dlgebra no admite
una resolucién libre universal, impidiendo esto el cdlculo de &(R4(I)). Con el objeto
de solucionar este problema se la “aproxima’”mediante el algebra simétrica asociada a I,
denotada por Sym,(I). Con lo cual, procedemos al estudio de condiciones sobre el ideal
I, para las cuales el morfismo candnico ¢ : Sym, (/) — Ra(I) resulta un isomorfismo.
Cuando esto se satisface se dice que I es de tipo lineal.

Bajo la hipdtesis de linealidad de I, basta conseguir una resolucién libre para Sym 4 (1),
que no dependa de los generadores; es en este punto donde entra en juego uno de los
complejos de aproximacion. El complejo Z,, construido a partir de los ciclos del com-
plejo de Koszul asociado a la sucesion de generadores elegidos para I, satisface que es
independiente de éstos y ademas resulta aciclico en el caso que se desea estudiar. Con lo
cual, un generador para el ideal principal ker(h), puede calcularse a partir de conocer el
ideal de McRae de Sym,(I),, que notamos &(Sym,(I),), es decir como det((Z4),), para
v conveniente.

De esta forma se presenta el calculo de la ecuacion implicita de la imagen de ¢, no como
un problema de implicitacién que involucra el “costoso” cémputo de bases de Groebner,
sino como productos y cocientes de determinantes de ciertas submatrices de los morfismos
del complejo de espacios vectoriales (Z,),. Esto permite presentar algoritmos que efec-
tivicen el cdlculo de estas ecuaciones, mediante rutinas que involucran solamente algebra
lineal, inteligentemente organizada.

En el Capitulo 2 presentaremos el contexto geométrico en el que se trabajara. Definire-
mos los morfismos ¢ y h antes mencionados, estudiaremos con cuidado el problema en que
la imagen de una aplicacién racional no resulta cerrada, y mostraremos que su clausura
estd dada por los ceros de ker(h) (en su versién para haces). Explotaremos luego P} >
a lo largo de V(I) y estudiaremos la relacién entre la imagen de ¢ con su extensién a
Bly(p (IP’Z_2). Se presenta al final de este capitulo un ejemplo en el cual bajo la hipétesis
de regularidad de la sucesién de generadores de I, Sym 4 (/) resulta isomorfa a R4(I). En
este capitulo supondremos que k es un anillo conmutativo con unidad, que los espacios
considerados son espacios sobre k.

En el Capitulo 3 nos dedicaremos a desarrollar las herramientas tedricas necesarias
para poder abordar el problema de implicitacién con el enfoque que se desea. Para ello
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primeramente nos concentraremos en determinar el ideal de presentacién de las algebras
Ra(I)y Sym,(I) que aparecieron en el capitulo anterior, y a estudiar la relacién entre ellas
y cémo se vinculan éstas con las dlgebras gr o (1) y Sym,,;(1/1 2). Estas cuatro algebras se
construyen como dos tipos distintos de “dlgebras de blow-up”, como se explicara pertinen-
temente. Con este objetivo, primero haremos un paneo sobre las cuestiones mas generales
de las presentaciones de las dlgebras mencionadas y los médulos de syzygies que aparecen.
Luego, para estudiar en mas detalle estos objetos, introducimos técnicas mas sofisticadas
del algebra conmutativa y homoldgica. Repasaremos las propiedades béasicas del complejo
de Koszul de una sucesion, y se expondra el papel destacado de las sucesiones regulares y
luego, introduciremos nociones mas débiles como la de d-sucesién y sucesiéon propia. Pos-
teriormente mencionaremos algunos complejos clasicos, y luego introduciremos una clase
especial de complejos que funcionan mejor en el tipo de aplicaciones que estamos buscan-
do. Introduciremos ahi el lenguaje de los complejos de aproximacion, en la seccién 3.6, no
s6lo como respuestas a las preguntan que aparecen motivadas por las d-sucesiones y suce-
siones propias, sino porque ésta es la herramienta que deseamos para resolver el problema
de implicitacién planteado, es decir, una resolucién Sym 4 (I) en grado conveniente, a partir
de cual poder calcular el nicleo de h como un invariante de MacRae.

Luego de que hayamos definidos los complejos de aprorimacion, veremos que estos
resultan mas convenientes que los complejos de Koszul estandares en dos sentidos: en
primer lugar sus médulos de homologia son independientes de los generadores elegidos; y
en segunda instancia, éstos no presentan el tipo de rigidez que si presentan el complejo de
Koszul estandar. Se vera que frecuentemente uno de estos complejos resulta un resolucion
proyectiva de las dlgebras simétricas y de Rees asociadas a I, Symy(I) y Ra(I); el otro,
estd vinculado con la preservacién de estos resultados al tensorizar por A/I. Veremos
también que asi mismo se obtienen conclusiones similares en el estudio de las aigebras
SymA/I(I/IQ) y gr4(I) y que estos dos complejos, que denotaremos por %, y 4., estin
intimamente vinculados entre si.

En el Capitulo 4 trataremos el problema de implicitacién desde dos perspectivas.
Primero repasaremos brevemente los métodos introducidos por Sederberg y Cheng, y pos-
teriormente algebrizados por Cox, conocidos como “moving lines” y “moving surfaces”
[SC, CSC, ZSCC]. En la segunda seccién exhibiremos el método propuesto por Busé,
Chardin y Jouanolou en [B-J, B-C, Chal, Busé, BCJ], que consiste en el célculo del
nucleo del morfismo h como un invariante de MacRae del algebra simétrica de I, R4 (]).
Se estudian aqui las distintas posibilidades para el ideal I: sin puntos base, con un base
locus finito que es localmente una interseccién completa y se menciona el caso en que
este es casi una interseccién completa y el caso de codimension n — 3. En cada uno de
estos settings se describe la situacién algebraica que se presenta y se estudia de qué forma
responden los complejos de aproximacion.

Una vez desarrollado el método en toda su generalidad, se repasara brevemente su
funcionamiento en dimensién 2 y 3, es decir, en el problema de implicitaciéon de curvas y
superficies. Se presentan ahi mismo dos algoritmos, que pretenden exhibir el funcionamien-
to de esta técnica en estos casos particulares. Las rutinas implementadas s6lo involucran
célculos de dlgebra lineal, haciendo de esta forma plausible el cémputo de ecuaciones
implicitas, para las cuales los algoritmos que involucran técnicas de eliminacion no termi-
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narian o requeririan cantidades enormes de memoria para procesar los calculos.

El Apéndice contiene algunos temas suplementarios necesarios para la buena com-
prension de los temas desarrollados en este trabajo. Primeramente se define el concepto
de multiplicidad algebraica, y se recorre el camino minimo para poder enunciar la férmula
del grado, necesaria en el Capitulo 4 para los teoremas de implicitacién enunciados en la
seccion 4,2 [B-J, Busé]. Posteriormente, dado un anillo A y un A-médulo M, definiremos
los Ideales de Fitting de M, notaremos con §;(M) al i-ésimo de estos. Luego definiremos
el invariante de MacRae de M, que notaremos como &(M), y lo vincularemos con el
determinante de una resolucién libre de M. Estos dos objetos son utilizados en los teore-
mas de implicitacion centrales de este trabajo. Para los 1ltimos temas, se puede consultar
[MacRae, Nor, Busé].



Capitulo 2

La imagen de una aplicacion
racional como esquema

Lo que se pretende a lo largo de este trabajo es obtener ecuaciones implicitas para la
variedad que describe la imagen de un morfismo ¢ : P"~2 -—» P"~! definido como ¢ =
(fi,..., fn), donde las funciones {f;}i=1,...», son homogéneas de grado d.

En general, la imagen de este morfismo no resulta un subesquema cerrado de P! por
lo que se pretenderd encontrar ecuaciones que describan su clausura, o en un lenguaje mas
técnico, al esquema imagen también denominado la “scheme-theoretic image” de ¢.

Consideremos un morfismo de esquemas . : X — Y. La imagen conjuntista, denomina-
da “set-theoretic image” se describe como el subconjunto S C Y formado por los puntos
y € Y tales que existe x € X, con p(z) = y. Como observamos antes, este conjunto no
es necesariamente cerrado. Por ejemplo, si X es el esquema definido por el ideal primo
I = (zy — 1) C k[z,y], en el espacio afin bidimensional sobre k, A? = Spec k[z,y], en-
tonces la imagen conjuntista de la proyeccién de X sobre la recta Al = Spec k[z] es el
complemento del origen, que no es un conjunto cerrado.

Antes de continuar con sofisticaciones de estos conceptos, veamos otro ejemplo también
bastante clasico. Consideremos el 2-embedding de Veronese de P? --s P° definido como
(xo:x1:x9) (x% L TOT1 : ToTg 1 2 1179 : T3) y compongamoslo con la proyeccién en 4
de sus coordenadas, obteniendo un morfismo ¢ : P2 --» P3 que aplica (zo : o1 : 72) (:c% :
Ty : Toxz : T1x2). Observar que estamos en presencia de puntos base, es decir, puntos
donde todas las coordenadas se anulan. Estos puntos forman lo que se denomina el base
locus y estd dado como conjunto por la unién de (zg = 1 = 0) con (zg = z2 = 0). Con
el mismo argumento con el que se ve que la aplicacién dada por el 2-embedding resulta
cerrada, se puede ver que la clausura de la imagen de la aplicacion ¢ estd dada por los
ceros de I = (f = yoys — y1y2), que es una hipersuperficie proyectiva. Observemos que el
punto p=(0:0:1:0) estd en la clausura de la imagen (f(p) = 0) pero no en la imagen,
ya que la nulidad de la primera coordenada implica que m% = 0, pero como no se anula la
tercera tendriamos xoxs # 0, con lo cual esto contradice que xg se anule. Exploraremos
todas esta cuestiones mas adelante.

Para comenzar, recordemos primero algunos conceptos.

2.0.1 Nota. En lo que sigue usaremos el lenguaje de la teoria de esquemas. Para el lector no
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familiarizado con estos conceptos sugerimos referirse a [Harts, Ch. II] 6 [E-H]. La notacién
empleada sigue la utilizada en estas referencias.

Aun asi, recordaremos algunas definiciones que seran de frecuente uso.

2.0.2 Definiciones Varias. Un espacio anillado es un par (X, Ox) que consiste en un
espacio topologico X y en un haz de anillos Ox en X.

Un morfismo de espacios anillados de (X,0x) a (Y,Oy) es un par (f, f#), donde
f: X — Y es una funcién continua y f# : Oy — f,Ox es un morfismo de haces de anillos
sobre Y.

El espacio (X, Ox) se dice localmente anillado si para cada x € X, el anillo de gérmenes
Ox,, es un anillo local.

Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo (f, f#) de espacios ani-
llados, tal que para cada z € X el morfismo inducido entre los anillos locales ff 1 Oy f@) —
f+Ox 2 es un morfismo local de anillos locales.

Dado que todo esquema es un tipo particular de espacio localmente anillado, un mor-
fismo de esquemas es un morfismo de espacios de este tipo. En lo sucesivo, abusaremos
de la notaciéon y escribiremos directamente f : X — Y para referirnos al morfismo de
esquemas (f, f7) de (X,0x) en (Y, Oy).

Para mas referencia sobre este tema, consultar la bibliografia antes citada.

2.0.3 Definicion. Dado un morfismo de esquemas v : X — Y, existe un tnico subesque-
ma cerrado Z de Y, tal que el morfismo 1) se factoriza a través de Z, y si Z’ es otro posible
esquema a través del cual hay una factorizacién de 1, entonces la inclusién de Z en Y se
factoriza por Z’, es decir:

Un tal Z se denomina la “scheme-theoretic image” del morfismo 1), y esta es su caracte-
rizacion por su propiedad universal.

Mads concretamente definimos la “scheme-theoretic image” de v, que frecuentemente
notaremos como (X)), como:

2.0.4 Definicién. Si® : X — Y es un morfismo de esquemas, /(X ) consiste del subesque-
ma cerrado de Y cuyo haz de ideales es el haz de funciones regulares en abiertos de Y
tales que al hacerles pull-back por v se anulan, es decir:

$(X) = V(ker(y™ : Oy — .0x)),

que con la notacién de espacios anillados, consiste en el par (Z,.#), donde Z es la clausura
de la imagen conjuntista, e .# es el haz de ideales ker(¢y# : Oy — 19, Ox).
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Este esquema consiste, como espacio topolégico, de la clausura Zariski de la ima-
gen conjuntista de v, esto es, {y € Y tales que f(y) = 0 para todo f tal que f(¢(z)) =
0 para todo = € X'}, que frecuentemente se nota I(¢(X)).

2.0.5 Nota. Se prueba también (ver [E-H, Prop. V-3]) que si se tiene un morfismo de
esquemas ¢ : X — Y la clausura de la “set-theoretic image” es el esquema reducido
asociado a ¥(X), (X )eq. Para el caso en que X es un esquema reducido (esto es que
para cada abierto U, Ox(U) es un anillo sin elementos nilpotentes), la “scheme-theoretic
image” de 1 coincide con la clausura de la imagen conjuntista de ¢, f(X), como esquema
reducido.

Ma4s precisamente, la situacién que se nos presenta es la siguiente. Sea k un anillo
conmutativo, y A una k-algebra Z-graduada. Los enteros n,d > 1 ahora son tales que se
tienen elementos {f;}i=1,.n de A de grado d, y un morfismo de k-dlgebras

h:k’[Tl,...,Tn] —>A, Tzl—>fz (21)
Este morfismo de k-dlgebras induce un morfismo de k-esquemas afines

w: D) — | JD(@) = Ap - {0, (2.2)

donde los conjuntos D( f;) son abiertos de Spec A y se definen como el conjunto de puntos
P de Spec A tales que f; ¢ Py A} = Spec k[z1, ..., xy].

A su vez, dado que los elementos {f;}i=1,., son homogéneos de grado d, h resulta un
morfismo graduado (de grado d) de dlgebras graduadas (donde la graduacién en el anillo

de la izquierda estd dada por deg(7;) = 1 para todo i = 1...,n). Entonces h induce un
morfismo de k-esquemas proyectivos
¢: D (fi) = D (T3) =P, (2.3)

donde los conjuntos D (f;) son abiertos de Proj A y se definen como el conjunto de puntos
P de Proj A tales que f; ¢ Py Py ' = Proj k[z1,...,2,).

Obsérvese que si denotamos con D(f) := | D(f;) y D4(f) := JD+(fi), éstos repre-
sentan el dominio de definicién de los morfismos p y ¢ respectivamente, es decir D(f) =
Spec A =V (fi,...,fn) y D+(f) = Proj A =V (f1,..., fn). Estos abiertos son el resultado
de quitar el conjunto (cerrado) de puntos base de Spec A y Proj A respectivamente.

Con las notaciones anteriores, el objetivo principal de este trabajo serd dar una férmu-
la para la clausura de la imagen de estos morfismos g y ¢ en el caso en que definan
hipersuperficies, es decir, un generador del ideal principal ker(¢* : Opn-1 — ¥.Op ()

Antes de probar el préximo teorema que da una descripcion de la “scheme-theoretic
image” de p y ¢, exhibiendo sus haces de ideales, introduciremos algunas definiciones,
notaciones y resultados que resultaran ttiles:

2.0.6 Definiciones Varias. Denotaremos por R al anillo de polinomios k[T, ...,T,], ¥
sean I y J dos ideales de R y M un R-médulo. Definimos:
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(a) ann(J) = {f € R tales que f.J = 0}, el anulador de J;

(b) (I :r J) ={f € R tales que f.J C I}, que notaremos (I : J) cuando R esté claro
por el contexto;

() (I :r J*) = Upen :r J"), la saturacién de I por J, que también notaremos
TF;(I);

(d) HY(M) = {m € M tales que m.J"™ = 0,Yn > 0}, el 0-ésimo grupo de cohomologia
local de M con soporte en J.

2.0.7 Observacion. De acuerdo a las definiciones anteriores, es claro que si R es un anillo
conmutativo y J un ideal de R, entonces (0:r J) = {f € R tales que f.J C 0} = ann(J).
Ademsds {f € R tales que f.J" = 0,Yn > 0} = {f € R tales que f.J" = 0 para algin
n > 0} = (0 :g J*°). Hemos visto entonces que el 0-ésimo grupo de cohomologia local
de R con soporte en .J, HS(R), coincide con la saturacién de 0 respecto de J. Es decir
que HY(R) = (0:p J*®) = [, ey ann(J"). En lenguaje mas categérico, como la cadena de
transportadores (y por lo tanto de anuladores) es encajada, entonces la saturacién resulta
el colimite filtrante de los anuladores, es decir H)(R) = liin ann(J").

2.0.8 Teorema. Para los morfismos h, p y ¢ definidos en (2.1), (2.2) y (2.3), se tiene
que sus respectivos haces de ideales S y # que son la hacificacion del ideal ker(h) en el
contexto afin y proyectivo respectivamente, coinciden con la hacificacion de la saturacion
respecto de (T1,...,T,) de ker(h). Se tiene asi que

V(I )| ap—1oy = Viker(h)™)|ap 1oy = V((ker(h) : (T1,...,Tn)™)")|an {0}

en el contexto afin y andlogamente con V(_#).

Antes de demostrar este teorema, daremos algunas definiciones, observaciones y resul-
tados mas que resultaran necesarios para la prueba.

2.0.9 Mas Definiciones. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Definimos:

(a) X es un esquema noetheriano si X es un espacio topoldgico cuasicompacto tal que
como esquema X = |J SpecA;, donde los A; son anillos noetherianos;

(b) el morfismo f es cuasicompacto si existe un cubrimiento de Y por abiertos afines
V; tales que f~1(V;) es cuasicompacto para todo i. O equivalentemente para todo
abierto afin V, f~1(V) es cuasicompacto;

(¢) el morfismo f se dice finito, o de tipo finito, si para todo abierto afin V= Spec B C Y’
y para todo abierto afin U = Spec A C f~'Y, A es una B-dlgebra finitamente
generada.

(d) el morfismo f es separado si la aplicacién diagonal A : X — X xy X, de X en el
pullback de X con X sobre Y es cerrada;
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(e) el morfismo f se dice afin si existe un cubrimiento por abiertos afines V; de Y, tal
que f~1(V;) un abierto afin para todo Y. Equivalentemente, si esto sucede para todo
cubrimiento por abiertos afines.

2.0.10 Observaciones y Resultados. De acuerdo a las definiciones anteriores, son vali-
das las siguientes afirmaciones:

(a) Todo morfismo finito es afin,

(b) Todo morfismo afin es cuasicompacto y separado.
Se puede encontrar més sobre morfismos afines en [Harts, Ex 5.17 Ch.II].

2.0.11 M4és Observaciones y Resultados. Sea R un anillo, X = Spec A, A — B un
morfismo de anillos, y g : Spec B — X el morfismo correspondiente en los esquemas. Si
denotamos por M~ al haz asociado a M, entonces:

(a) para toda familia {M;} de A-mdédulos, (B, M;)~ ~ D, M[;

(b) para todo B-médulo N, g.(N~) ~ (Ny4)~, donde (N4)~ denota la hacificacién de
N como A-médulo.

2.0.12 Proposicién. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Si X es noetheriano o f
es cuasicompacto y separado; entonces si ¥ es cuasicoherente como haz de Ox-mddulos,
[+ resulta un haz cuasicoherente de Oy -mddulos.

Demostracion. Como la afirmacion es local en Y, ya que se quiere ver que fi.# es local-
mente la hacificaciéon de un médulo, podemos suponer que Y es un esquema afin. Como
X es cuasicompacto (como espacio topoldgico, es decir todo cubrimiento por abiertos ad-
mite un subcubrimento finito), se tiene la siguiente escritura X = (J U;, donde los U; son
finitos abiertos afines. Sea V' un abierto de Y. Como .% es un haz, es lo mismo tener una
seccién global s € T'(f~1(V), %), que una familia de secciones {s;}; C T(f~1(V)NU;, F)
compatibles con las restricciones. Entonces existe una sucesion exacta de haces

0— 7 =P LTl — P 1 7., (2.4)
i i,

donde U; ; :=U; NUj, y @ y f63) denotan las restricciones de f a los abiertos U; y Ui
respectivamente.

Como Z |y, y #|u, ; son médulos hacificados, se sigue del resultado 2.0.11 que f.(F,)
y f«(Zu, ;) son haces cuasicoherenes, y como el funtor de hacificacién es exacto, entonces
el nicleo de un morfismo de haces cuasicoherente es cuasicoherente, luego f,.% resulta un
haz cuasicoherente de Oy-mddulos.

O
2.0.13 Lema. Con la notacion anterior:
TEr,,. 1) (ker(h)) = {p € A[T1,...,T,] tales que p(f1,...,fn) € H?flrn,fn)(A)}'
En particular, cuando H(Of1 it (A) =0, se tiene que el ideal ker(h) coincide con su satu-

rado, TF(r, ... 1,)(ker(h)); esto dice que ker(h) es un ideal saturado respecto de (11, ..., Ty)
en k[T1,...,T,)].
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Recordemos primero que si I, J = (g1,...,9s) son ideales de un anillo R, entonces la
saturacién de I por J, (I :g J*°), se define como | J,,,cn({ :r J™) = {f € R tales que Im €
N, f.(g1,...,9s)™ C I'}. Veamos que:

2.0.14 Observacion.
(I:pJ>®)={f€ R tales que Im € N, f.g" € I Vi}

Esto se debe a que (g7",...,97") C J™ y ademds, si f € J, f = > 7| a;g;. Luego
freit = (e @)™ = Liemo s a6 € (oo 07
Entonces J™(—D+1 (g7, ...,g"). Tal como queriamos probar.

Demostracion del Lema 2.0.13. Escribiendo al ideal saturado se tiene que

TFx,,..1,) (ker(h)) = (ker(h) : (Th,...,T,)>) =
={pe A[Th,...,T,] tales que Im € N, P.T)" C ker(h) Vi},

donde esta tltima igualdad sale de la Observacion 2.0.14. Ahora, como P.T!™ € ker(h) es
equivalente a que (P.1]")(f1,..., fn) =0, se tiene que P(f1,..., fn).fi" =0.
Como H(Of1 fn)(A) = {a € A tales que a.f™ =0 ¥m >> 0}, se tiene entonces que:

TF,,. 1) (ker(h)) = {p € k[T1, ..., T,] tales que P(f1,...,fn) € H?f17---7fn)(A)} = ker(h).

En particular, si H?fl fn)(A) = 0, usando nuevamente 2.0.14, de P(f1,..., fn).f/" =
0, tomando a = P(f1,..., fn) se deduce que P(fi,..., f,) =0, y se tiene que:

TF(Th'._,Tn)(ker(h)) ={p € k[T1,...,T,] tales que P(f1,..., fn) =0} =ker(h).

2.0.15 Nota. Recordemos que en el contexto afin existe una correspondencia entre ideales
de un anillo A con los subesquemas cerrados de X = Spec A. Esto resulta de que el funtor
de secciones globales de la hacificaciéon de un A-mddulo recupera el médulo intactamente,
es decir si M es un A-mdédulo, I'(X, M~) ~ M. Sin embargo esto no sucede en el caso
proyectivo: dos ideales homogéneos de un anillo graduado S definen el mismo subesquema
cerrado de X = Proj S si y solo si sus saturaciones (respecto del ideal maximal S )
coinciden. Esto proviene de que el funtor de secciones globales de la hacificacién de un
S-médulo graduado coincide con el médulo mismo en grado alto, es decir si M es un S-
moédulo graduado, I'( X, M~ (v)) ~ M, parav > 0. Si M es un S-médulo saturado respecto
del ideal maximal S, entonces I'(X, M~ (v)) ~ M, para todo v. Para mdas informacién
sobre este tema ver [Harts, Ex. 5.9 y 5.10,Ch.II].

2.0.16 Corolario. Del lema anterior se deduce que si H?fl fn)(A) =0, entonces ker(h)

coincide con las secciones globales de su hacificacion sobre ]P’Z_l, es decir, se tiene que
T(P} ! ker(h)™(v)) ~ ker(h), para todo v € Z.
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Recodemos que querfamos probar que V(%) |an 10y = V (ker(h)™)[ar 0y = V ((ker(h) :
(T, ..., Tn)*>)™)|ap—{0} como se enuncia en el Teorema 2.0.8:

Demostracion del Teorema 2.0.8. Haremos la demostracion en el caso afin. Consideremos
el morfismo p inducido por h:

p:JD(f) = JD(T) = A — {0},

donde D(f;) = {P € Spec A tales que f; ¢ P} = Spec Ay, y Ay, es la localizacién de
A por el menor conjunto multiplicativamente cerrado que contiene a f; y similarmente
D(T;) = Spec k[T, ..., T,]r, y por lo tanto, resultan abiertos afines.

La restriccién de p a D(f;), plp(ys,) = D(fi) — D(T}), corresponde al morfismo local de
dlgebras locales hr, : k[T1, ..., T,)r, — Ay, ademds p~*(D(T;)) = D(f;). Resulta de esto
que u es un morfismo afin.

De acuerdo a 2.0.9 y por 2.0.10 estamos bajo las hipdtesis de la Proposicion 2.0.12. Se
tiene tiene una sucesién exacta de haces como la descripta en (2.4), donde ahora .# es el
haz estructural del abierto D(f), y Zy, y Fu,; son las restricciones a los abiertos D(f;) y

D(fi-f;) = D(fi) 0 D(f;):

0 — usOp(p) — @N*OD(fi) - @M*OD(fi-fj)'
i 0,

A partir de la exactitud de esta sucesion se tiene que:

,U*OD(f) = ker(@ /JJ*OD(fi) - @IU’*OD(fi-fj))’
7 %,]

y como el funtor de hacificacion conmuta con sumas directas y con f, en el caso afin,
entonces

1Ope) = ker(D Ar)” = (D Ar.p,)™) = (ker(@ Ay, = P Asy,)™
[ 1,7 A 1,J

Notemos ahora que si llamamos ¢; : A — Ay, al morfismo de localizacién, la imagen del
morfismo de anillos antes mencionado @;oh : k[T, ..., T,] — @, Ay, cae en ker(€D, Ay, —
@i,j Ay,.1;), que resulta un k[Ty,. .., T,]-médulo, y consecuentemente 1.Op g es un haz
cuasicoherente de Oar-médulos. Luego se tiene que:

#
ker(Oup_ oy "> 1:Opiy) = ker(h < K[Th, ..., Tn] — ker(@; Ag, 5 @iy Agop,)lap—(0) =
= ker(k[Ty,...,Tn] — A/H(O oty A an g0y

Para explicar esta tltima igualdad recordemos cémo comienza el complejo C*(f1,. .., fn),
llamado complejo de Cech, que notaremos C*:

¢ 0 A% Pa, S Pany,—.
i ij
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La igualdad en cuestién se debe a que el grupo de cohomologia de Cech H'(C*) es anulado
por I = (fi1,...,fn), esto es un resultado general para este complejo (ver por ejemplo
[Busé, Wei|). En particular
H'Y(C*)|pgr) =0,
esto dice que ker(£)™|pg = im(Di)™|p = i
Looonsfn

Recordemos que de acuerdo a las definiciones 2.0.6, la Observaciéon 2.0.7 y al Lema
2.0.13:

TFEq,,. 1) (ker(h)) = {g € k[T1,...,Ty] tales que g(f1,..., fa) € H?fla---,fn)(A)} =

= ker(h: k[T1,...,T,] — A/H?fl,...,fn)(A))'
Hemos probado que ker((’)Az,{O} — wOp)) = TFr,,...1,)(ker(h))~, y de acuerdo a
la definicién 2.0.4, la “scheme-theoretic image” de p resulta V(T'F(r, . 1,)(ker(h))~). O

Recordemos que lo que se pretende es obtener una férmula para la “scheme-theoretic
image” de ¢. Hemos visto que este morfismo estd definido sobre el subesquema abierto que
denominamos D (f), que resulta ser el complemento del subesquema cerrado V(f1,..., fn)
de Proj A denominado conjunto de puntos base de ¢. Con el objetivo de eliminar estos
puntos de indefinicién de ¢ y obtener un morfismo proyectivo ¢ que extienda a ¢ y tal
que su imagen coincida con la “scheme-theoretic image” de ¢, procederemos a explotar a
Proj A a lo largo del haz de ideales de puntos base ¢ = (f1,..., fn)™.

Es conveniente recordar que en el contexto general, resulta equivalente la existencia de
un morfismo de esquemas v : X — P7 (posiblemente con puntos base) a la existencia de
un haz inversible generado por n + 1 de sus secciones globales sobre X. Este resultado se
enuncia como sigue:

2.0.17 Proposicién. Sea S un anillo, X un esquema sobre S. Las siguientes dos afirma-
ciones son equivalentes:

(a) sip : X — P& es un morfismo de S-esquemas, entonces ¥*(O(1)) es un haz in-
versible en X generado por sus secciones globales s; = V*(z;) para i =0,...n.

(b) Reciprocamente, si L es un haz inversible en X, y si So, . .., Sp son secciones globales
que generan £, entonces existe un unico morfismo de esquemas sobre S, 1 : X —
P%, tal que £ ~¢*(O(1)) y s; = ¥*(x;) bajo este isomorfismo.

Para maés referencia sobre este tema ver [Harts, thm. 7.1, ch. II]
Repasaremos a continuacién la definicion de “blow-up”que usaremos de aqui en ade-
lante y un resultado que seréd necesario:

2.0.18 Definicion. Sea X un esquema noetheriano y sea .# un haz coherente de ideales
en X. Sea Z = @ 50 -7? (que en un futuro denotaremos con Z.,(Ox)), donde #° = Ox.
Como .# = .#! es un haz coherente de Ox-médulos y . estd generada por su componente
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de grado uno, £, como Ox-dlgebra, podemos considerar X = Proj .Z. Se dird que X
es el “blowing-up”’de X respecto del haz coherente de ideales .#. También si Z es el
subesquema cerrado correspondiente a .#, entonces se dirda que X es el “blowing-up”’de X
respecto de Z o con centro en Z. También notaremos con Bl ,(X) al “blowing-up”de X
a lo largo de 7.

2.0.19 Ejemplo. En la teoria de eliminacién de singularidades, surge como primer caso de
estudio el entender la explosion de una variedad en un punto, es decir, cuando Z consiste
de un solo punto.

Consideremos por ejemplo la situacién de la explosién de A}l en el origen. Sea A x ]P”k“1
(que es una variedad cuasi proyectiva), y denotemos con z1, ..., x, a las coordenadas afines
de A e y1,...,yn a las homogéneas de szl. Entonces los cerrados de A} x szl estan
dados por polinomios que son homogéneos en las y;’s.

Definimos el “blowing-up”de A} en el origen 0, como el subconjunto cerrado X de
A7 x IP’Z_1 definido por las ecuaciones {x;y; —x;yi }i j=1,. n- Se obtiene un morfismo natural
p: X - A} a partir de la composicién de la inclusién con la primera proyeccién, como se
muestra en el diagrama siguiente.

X AR x P!
K i
AL

Ahora, de acuerdo con la notacién introducida en la definicién 2.0.18, si X es A7 y
x € X es el origen, entonces el “blowing-up”de X a lo largo de x, definido como recién
coincide con la forma usual de explotar una variedad en un punto. En efecto, este es el
caso donde X = Spec k[z1,...,2,] ¥y = corresponde al ideal (z1,...,%,). Se tiene que
X = Proj R, donde R = D0 ! 4 es el algebra de Rees de I, que estudiaremos en el
Capitulo 2. -

En efecto, se puede definir una aplicacién suryectiva de anillos graduados, llamada 1,
¥ Ay, ... yn] — E[X1, ..., Xy, que se corresponde con la inclusién de Proj R = X en
Proj Aly1,...,yn] = IP’ZA, que manda y; al elemento x; € I considerado como un elemento
de R en grado 1. Luego X es isomorfo a un subesquema cerrado de IP’Z_l. Este est4 definido
por los polinomios homogéneos en las y;’s que generan el ntcleo de 1, que esta dado por
{xiy; — xjYi}ij=1,..n, como se dijo al principio del ejemplo.

Observemos acd que si .# = I~ es un haz coherente de ideales y Ox es el haz estructural
de Proj A, entonces .# |y ~ Oy, donde Oy es la restriccién de Ox a U. Para ver esto sélo
hay que ver que los anillos locales correspondientes coinciden, es decir, que Ip = Ap para
todo P € U, y recordar que en nuestro contexto U = D (f). Ip = {g/h tales que g,h €
A,g € I,h ¢ P} y naturalmente Ap = {g/h tales que g,h € A,h ¢ P}. Es claro que
Ip C Ap. Ahora para la otra inclusién observemos que, P € D, (f) si y solo si P es un
ideal primo homogéneo tal que f; ¢ P para algin i. Supongamos que g/h es un elemento
de Ap, entonces h ¢ P. Sea i tal que f; € I'y f; ¢ P, entonces como g/h = (g.fi)/(h.fi),
g.fi € Iy h.f; ¢ P porque P es primo, se tiene que g/h € Ip como se pretendia.

Se tiene entonces el siguiente resultado
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2.0.20 Proposicién. En las mismas condiciones de antes, donde X es un esquema
noetheriano, & un haz coherente de ideales y m : X — X el “blowing-up” respecto de
S, denotemos por Z al subesquema cerrado correspondiente al haz &, y U = X — Z.
Entonces w: 7w Y(U) — U es un isomorfismo.

Para més referencia sobre este tema ver [Harts, thm. 7.13, ch II].

Si bien el lenguaje de la geometria algebraica es el lenguaje de los haces, la mayor parte
de los resultados obtenidos aqui deberan ser traducidos en términos de ideales y médulos
sobre anillos para que la “scheme-theoretic image” pueda ser computada. Aun asi, para
no perder de vista la geometria y también poder implementar efectivamente estos cdlculos
intentaremos avanzar con ambos enfoques en paralelo.

En nuestro contexto, ¢ : Proj A — IP)Zfl es el morfismo inducido por
h:k[Ty,...,T,] — A.

U := D (f) es el subesquema abierto de definicién de ¢, Z := V(fi,..., fn) el subesquema
cerrado de Proj A a lo largo del cual se explotard y . := (f1,..., fn)™ es haz de ideales
de puntos base con soporte en Z.

Como es sabido, el “blow-up”viene provisto de dos proyecciones, que denotaremos
y 72, como se muestra en el diagrama siguiente:

Bl y(Proj A)C Proj A x; Ppt =P}

2

T
A _¢_ _ n—1
Proj A >

Veremos (en la Proposicién 2.0.21) que la restricciéon de w9 a la preimagen de U por
71, que denotaremos €2, coincide con ¢ o 71, es decir, el tridngulo anterior es conmutativo.
Hemos mencionado también (en la proposicién 2.0.20) que 2 C Bl 4s(Proj A) es isomorfo
como k-esquema a U via el isomorfismo inducido por la restriccién de 71 a Q.

Por otro lado, la situacién dual en la categoria de dlgebras es la siguiente: Denotemos
con

Ral)=Aclol*o... (2.5)

el dlgebra de Rees asociada al ideal I = (fi,..., f,). Frecuentemente se presenta a este
algebra como un subanillo del anillo de polinomios con coeficientes en A en una variable
auxiliar £, como se muestra a continuacion.

Sea A[Th,...,T,] — AJt] el morfismo de A-algebras definido por T; — f;.t. Para que
este morfismo resulte graduado de grado 0, es conveniente darle a la indeterminada ¢ la
graduacién adecuada (como el grado de las variables T; es 1 y el de los polinomios f; es d,
entonces t resultard de grado 1 — d).

Esto permite presentar al dlgebra de Rees de I como la imagen del morfismo recién
definido, obteniendo asi la siguiente sucesion exacta:

0—J— ATy,...,T,] = Ra(l) — 0,
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denotando con J al nicleo del morfismo recién explicitado; es decir,

ATy, ..., T,

2.0.21 Proposicién. De acuerdo con la notacion antes establecida, el diagrama resulta
conmutativo:
Q

T2
m1|a

¢ N
DL (P!

donde D4 (f) C Proj A, Q := 771 (D4 (f)) C Bly(Proj A) y mi|q corresponde a la res-
triccion de 7 : Bl y#(Proj A) — Proj A al abierto ).

Demostracion. Consideremos los morfismos de algebras
h:k[Ty,...,T,] = ACRa(I)
que aplica T; — f; y
p k[T, ..., T,) — Ra(I) C Alt]

definido como T; — f;.t.

Le daremos a las indeterminadas 7; grado d, y a t grado 0, con el objetivo de que
ambas aplicaciones resulten ser morfismo de k-algebras graduadas.

Consideremos uno de los abiertos D4 (T;) C szl. Ahi los morfismos ¢ o 7T|D+(Ti) y
72| p. (1;) son afines.

Estas flechas corresponden a los morfismos de k-algebras

hi k[T, ..., Tolery — Ra(l)(y,),
donde E/E — f]/fl) y
pi k[T, .., Tolry — Ra(l)(p.0)s
que aplica T;/T; — f;.t/ fi.t.
A partir de acd, vemos que p;(T;/T;) = f;.t/fi-t = f;/fi = hi(T;/T;). Dado que los
morfismos de k-algebras coinciden, los morfismos de esquemas correspondientes coinciden

también.
O

En término de haces, denotando por X = Proj A se tiene la situacién andloga siguiente:
Rs(0x)=0x@IDI*D ...

el algebra de Rees asociada al haz de ideales .9 = (f1,..., fn)~. Asi como R 4(I) es una A-
algebra bigraduada, Z »(Ox) resulta una Ox-algebra bigraduada. A su vez el morfismo de
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A-dlgebras A[Ty, ..., T,] — A[t] se traduce a un morfismo P’y ' — Ox/[t] de Ox-algebras.
Se obtiene asi una sucesion exacta de haces similar a la recién exhibida:

0— 7 —>OPZ—1 —X%4(0x)—0
y por lo tanto se obtiene que Z.»(Ox) =~ Opz—l//.

La construccién del “Blow-up” como B.#(X) = Proj (Z+(Ox)) no es tan explicita
como parece. La razén es que aun siendo dadas las ecuaciones explicitas para X y para
el subesquema cerrado Y definido por .#, puede no ser obvio cémo expresar Z.4(Ox) o
Ra(I) en términos de generadores y relaciones.

La dificultad radica en que el problema de entender cémo se relaciona I con J (o &
con _Z) no tiene una respuesta inmediata.

Veamos un ejemplo que tal vez motive a que aun asi nos embarquemos en la tarea de
encontrar estas relaciones.

2.0.22 Ejemplo. Sea A un anillo noetheriano, f,g € Ay R = Ra(f,g) = A[ft, gt] C A[t].
Veremos que si (f, g) es una sucesién regular, entonces la aplicacién

AX, Y] = R,
definida por X — fty Y — gt tiene nucleo generado por ¢ X — fY. Es decir:
R =~ A[X,Y]/(gX — fY).

Para ver esto, primero invertimos f y definimos B = A[f71|[X,Y] ysea X' = f71X ¢
B. Luego B = A[f~![X',Y]. El elemento gX' — Y € B genera el niicleo del morfismo
B = A[f~Y[X",Y] — A[f!][t], definido como X'+t e Y s gt.

A partir de que en B, gX — fY y gX' — Y coinciden, es suficiente ver que f no es
divisor de cero mddulo gX — fY en A[X,Y]. Obsérvese que en el otro orden, es claro que
gX — fY mno es divisor de cero médulo f, ya que es un producto de dos elementos que no
son divisores de cero en el cociente.

En este punto hay varias formas de argumentar: para la primera, basta ver que en este
contexto (f,gX — fY) es una sucesion regular si y solo si (¢ X — fY, f) lo es, esto no vale en
general, puede suceder que una coleccion de elementos organizados en un orden resulten
formar una suceién regular, pero en otro orden no; sin embargo, en este contexto, sucede
lo que deseamos, para esto consultar [Eisl, Ch. 17.2]. Ahora, una vez visto esto se puede
probar mediante un calculo sencillo que gX — fY no es divisor de cero en el cociente de
A[X,Y] por f.

La segunda forma de proceder consiste en observar que: para ver que f no es divisor
de cero, debemos ver que (gX — fY : f) = (¢X — fY). Es decir, debemos verificar que

M= (gX — fY : f)/(gX — fY) =0.

Observar que gX — fY = gX mddulo f y como mencionamos antes que gX no es
divisor de cero en el cociente por f, entonces (f,gX — fY) es una sucesién regular en
A[X,Y]. Dado que como f no es divisor de cero por hipdtesis, ningin polinomio en X e
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Y puede anular a ¢X — fY, luego g X — fY no es divisor de cero. Esto dice dice que M
es isomorfo al primer grupo de homologia del complejo de Koszul asociado a la sucesion
(9X — fY, f), denominado Ke(9X — fY, f):

- - — t
Ko(gX — [V, f) : 0 ALY 4o WXZIVD)

A 0
Usando el mismo argumento que antes, podemos ver que este grupo es isomorfo a

N =(f:9X—fY)/(f)
que resulta nulo ya que (f,gX — fY) también es una sucesioén regular.

La clave de este argumento es que si I estd generado por una sucesion regular (de lon-
gitud 2), entonces el dlgebra de Rees R 4([) resulta isomorfa al algebra simétrica Sym 4 (I),
que definiremos a continuacion.

SymA(I) = @ I®n/(x QLy—-—y® x)x,yel'
n>0
Ma3s en general, este mismo razonamiento funciona cuando se tiene una sucesion regular
de longitud n, (f1,..., fn). Resulta que asi como probamos que el ideal de relaciones J
estaba generado por

det<)f{ i*q/):fY—gX,

en el caso general se tendrd que el ideal de relaciones estd generado por los menores de 2

x 2 de la matriz
fi . fa
X1 ... X, )

Sin embargo, la hipdtesis de regularidad sobre la sucesion en cuestién es excesiva, ver-
emos mas adelante que con hipdétesis mas débiles basta; para esto se define el concepto
de d-sucesién que examinaremos en las proximas secciones. Asi como las sucesiones reg-
ulares son objetos destacados en el estudio de la homologia del complejo de Koszul, las
d-sucesiones realizan un papel similar en los complejos de aproximacion. Asi como de la
regularidad de la sucesion del ejemplo 2.0.22 se obtuvo la aciclicidad en el complejo de
Koszul Ke(gX — fY, f) recién escrito, de la condicién de d-sucesién se obtendra la acicli-
cidad de un complejo de aproximacion, y de aqui el isomorfismo buscado entre estas dos
algebras.



Capitulo 3

Complejos sobre el algebra
exterior

En este capitulo asumiremos, como en el anterior que A es una k-algebra conmutativa,
donde k es un anillo conmutativo con unidad, y que I = (f1, ..., fn) es un ideal homogéneo,
y cada f; es homogénea de grado d. Nos centraremos en este capitulo en resolver el proble-
ma de determinar el ideal de presentacion de las algebras Ra(I) y gr4(I), y estudiaremos
con mas detalle como se vinculan estos dos objetos con las dlgebras simétricas Sym 4 () y
Symy, ;(I/I?). Estas cuatro &lgebras se construyen como dos tipos distintos de “dlgebras
de blow-up”. Mas explicitamente:

Ra(l)=AcIal’®...y

Symy(I) = @50 [¥"/ (2 @Y — Yy @ %)z yer-

Mientras que las otras, construidas moédulo I:
gra)=A/Io /P I?/Ba...y
Syma; (1/1%) = @yno(U/T2)*" (2 @y —y ® T)o yer-
Obsérvese que estas ultimas dos dlgebras verifican que:
gr (I) ~A/T ®4Ra(I);
Symy(1/1%) = A/T ®a Symy(I).

Con este objetivo, primero haremos un paneo sobre las cuestiones mas generales de
las presentaciones de las algebras mencionadas y los ideales y mdédulos de syzygies que
aparecen. Luego necesitaremos estudiar en mas profundidad estos ideales, para lo cual
sera necesario poder acceder a las vinculaciones de orden superior, momento en el cual
entrara en escena el dlgebra homoldgica. Primero repasaremos las propiedades basicas del
complejo de Koszul de una sucesion, y se expondra el papel destacado de las sucesiones
regulares. Luego, necesitaremos trabajar en un contexto donde exigir la regularidad a la
sucesion que define al ideal puede ser causante de mucha pérdida de casos de estudio;
aqui es donde introducimos algunas nociones mas débiles como la de d-sucesién, y parece

21
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natural definir ahi mismo, aquellos complejos que realizan un rol andlogo al de los com-
plejos de Koszul para las sucesiones regulares, pero ahora para las d-sucesiones. Estos
complejos se llamaran complejos de aproximacion. Estos objetos fueron introducidos por
Vasconcelos en el contexto del estudio de las syzygies del médulo conormal [SV], y desar-
rollados en varios trabajos sucesivos con diversos objetivos como por ejemplo en [HSV1],
[HSV2] y posteriormente en [B-J], [B-C], [Chal] y [BCJ].

Introduciremos recién el lenguaje de los complejos de aproximacion en la seccién 3.6,
mas adelante en este capitulo. Lo haremos en el contexto mas abstracto y luego estudi-
aremos con mas detalles algunos casos particulares que son de mayor interés.

3.1 Las algebras de Rees y Simétrica de un ideal

La primera aproximacion al estudio del algebra de Rees de un ideal es obtener a partir de
las ecuaciones de las primeras syzygies de I = (f1,..., f,) un ideal de presentacién J, que
es un ideal graduado J = J; + J2 + ... que representa las ecuaciones de R 4(I), donde el
moédulo J, es aquel correspondiente a las syzygies de los r-productos de fi, ..., fr.

Supongamos que se tiene una presentacién finita de I (podemos suponer, si resulta
més comodo, que A es un anillo noetheriano) como la siguiente:

0—2—A"S1—0, (3.1)

donde € es el morfismo que aplica el i-ésimo vector candnico, e;, de A™ en f;, y Z =
{(ai,...,a,) tales que > a;f; =0} es el médulo de syzygies de I.

La aplicacién recién definida, €, induce un morfismo suryectivo o desde el anillo de
polinomios A[Th,...,T,] en Sym,(I) de la siguiente forma: Sym(A™) = Sym,(A") es el
algebra simétrica obtenida a partir de A™ como A-mddulo, que puede ser identificada
con A[Ty,...,T,] aplicando e; — T; y que por lo tanto en grado m queda definida como
e, ... 0e, +—Ty..... T;,., que resulta un isomorfismo de A-algebras. Se tiene entonces
que « esta definida por el morfismo inducido en grado 1 que aplica T; en f;. Si denotamos
por J' a su nucleo, se obtiene asi una presentacién para Sym,(I) de la forma:

0—J — A[T1,...,Tn] = Sym,(I) — 0, (3.2)

como se detallard mas adelante.

También, veremos en unos momentos que el ideal J’ es el generado por las formas
lineales ) . a;T; tales que Y . a;f; = 0, que codifica mucha informacién interesante de
Ra(l).

Para conocer las ecuaciones buscadas, consideremos la siguiente presentacion:
0= J— A[Th,..., Ty 2 Ra(I) — 0, (3.3)

donde el morfismo 3 : A[T1,...,T,] — Ra(I) es el morfismo de A-algebras tal que T; — f;.
Como se dijo antes, el ideal de relaciones J resulta graduado y se tiene que su componente
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en grado 1, Ji, es el A-mddulo de formas lineales > a;T;, tales que > a;f; = 0, es decir
coincide con J', luego Jy = J'.

Hay también una presentacion estrechamente vinculada con la anterior: aquella del
graduado asociado a la filtracién I-adica ... C I"*t c I c ... C I? C I en A, que
denotaremos por gr 4 (I).

3.1.1 Lema. Con la notacion anterior, donde Ra(I) ~ A[T1,...,T,]/J, entonces el ideal
de presentacion de gr,(I) resulta (J,I). Se tiene entonces la siguiente sucesion exacta:

0—J+1— A[Ty,...,T,] — gr,(I) — 0. (3.4)

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta corta (3.3)

0= J <5 AT, .. Th] 2 Ra(I) — 0,
donde ¢ denota la inclusién de J en A[T1,...,T,]. Luego tensorizando con A/I se obtiene:

Tord(Ra(I), AJI) — J @4 AJT S ATy, ... T @4 AJTPE RA(I) @4 AJT — 0.
Recordemos que Ra(I) ®4 A/I ~ gr,(I) y por propiedades del producto tensorial se
tiene que J ®4 A/I ~ J/JI y que A[Ty,...,T,|®4 A/I ~ A[T,...,T,)/L.A[T},...,T,],
notaremos directamente con I a I.A[T,...,T,]Jasumiendo que se entiende que se trata del
ideal extendido cada vez que corresponda.

Ademas, con esta notacién, se tiene que

AT, T/T AT, T
eral) == S I+l

Luego (3.4) resulta exacta.
O

El objetivo es, a partir de conocer el ideal I y una presentacion de I como la dada en
(3.1), describir al ideal .J.

Para el caso en que el I esté dado por una sucesién regular {f1,..., f,}, mencionamos
que el algebra de Rees coincide con el algebra simétrica, que esta dada por el cociente por el

nucleo de relaciones formado por los menores de 2 x 2 de la matriz M = < )J;_l o )J;" > .
1 ... n

Esto vale por la caracterizacién (3.5) de la Proposicién 3.1.3, sumado al hecho de que si
(f1,..., fn) es una sucesién regular, las syzygies estan generadas por los menores de 2 x 2
de esta matriz. Entonces

Ra(I) ~Symy(I) ~ A[T1,...,T,]/(menores de 2 x 2deM).

La manera més frecuente en la que se obtiene el ideal de presentacion del algebra
R A(I) es usando teorfa de la eliminacién, como se explica en la préxima Proposicién. Sin
embargo este método no resulta muy beneficioso a la hora de implementarlo, los célculos
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usando teoria de la eliminacién involucran computar bases de Groebner lo cual hace que
los tiempos de procesamiento sean muy altos, o incluso que el programa no termine.

Supondremos ahora que el anillo A es el cociente de un anillo de polinomios S por un
ideal I’, es decir, A es un dlgebra finitamente generada sobre el anillo de coeficientes de
S,y sea I un ideal en A. Entonces las ecuaciones del dlgebra de Rees R 4([) se obtienen
del siguiente modo:

3.1.2 Proposicién. Sean fi,...,fn € S tales que las clases de estos elementos en A
generen I. Sean T1,...,T,,t variables independientes. Entonces

Ra(I) ~S[Ty,...,T,]/J,
donde J se obtiene como J = (Th — fit,..., T, — fut, I'Y N S[T1,..., T}, vy

gra(I) ~ STy, ..., 1)/ (f1,-- -, fns )

Consideremos un ejemplo sencillo, sea A = S un anillo de polinomios y denotemos por
v ATy, ..., Ty — A[Th, ..., Ty, t] la inclusién natural. Sea (3 : A[Ty, ..., Th,t] — At] el
morfismo de A[t]-dlgebras que aplica T — f;.t y cuyo niicleo es J = (T1— fit, ..., Tp— fnt).
Sea 8 = o la composicién. Entonces S : AT, ..., T,] — AJt], asi definido es un
morfismo de A-algebras, que aplica T; — f;.t (como antes) y cuya imagen es el algebra de
Rees Ra(f1,--., fn)- El nucleo de 3, J, estd dado por la preimagen via ¢ de J, es decir
J = (Tl — fut,..., T, — fnt) ﬂA[Tl,.. . ,Tn].

La dificultad de calcular las ecuaciones de J se debe principalmente a que este ideal
puede resultar muy sofisticado, dependiendo de como sean las componentes homogéneas
I

Con el objeto de entender en qué radica la dificultad de poder explicitar J, mostraremos
a continuacién quién es el ideal de presentacién de Sym,(I), que ya denominamos J'.
Consideremos el morfismo « : A[T1,...,T,] — Sym4(I) definido més arriba, que se obtiene
pasando al cociente el morfismo de grado 0 que aplica T}, ... Tj, — f; ®...® f;,. Y
recordemos que se obtiene la siguiente sucesién exacta:

0—J — A[T1,..., Ty = Sym,(I) — 0.
3.1.3 Proposicion.
J = (Z a;T; tales que (ai,...,a,) € Z),

mds ain, J' que estd generado por las relaciones de grado 1 en las variables Ty, ..., T,
estd caracterizado de la siguiente forma

T ={> 9T, tales que gi = g;(Th, ..., Tn) € A[T1,.... Tol,y > gi(Th,..., Tp) fi = O},
Demostracion. Para probar la primera parte, consideremos la siguiente sucesion exacta:

0—Z=ker(f) - A" -1 —0,
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donde f es el morfismo definifo como f(e;) = f;. A partir de [Eisl, Prop. A.2.2.(d), App.
A], se tiene que la siguiente sucesién es exacta:

Z @4 Sym(A") — Sym(A") — Sym,(I) — 0,

donde el ultimo morfismo corresponde al ya definido «, y el primero es el inducido por la
inclusién. Ahora, identificando Sym(A™) con A[T1,...,T,] se tiene que

Z@a AT, ..., Ty = ATy, ..., Ty = Sym, (1) — 0

es exacta y se puede observar que «(Z®4 A[T1,...,T,]) ~ (O a;T; tales que (ay,...,a,) €
Z), con lo cual se tiene que:

AlTy,...,T,]
> a;T; tales que (aq,...,a,) € Z)

Symy (1) ~ ( (3.5)

Para probar la segunda parte basta ver las dos inclusiones:

Primero, supongamos que g € (3. a;T; tales que (a1,...,a,) € Z), entonces g =
S i (Th e TS iy 7o) = 335, hy(Ths - Tu)agy ) T

Ahora, se tiene que > ,(3_; hj(T1, ..., Tn)aij) fi = 0, ya que 3, a; ; f; = 0 para todo j,
como se queria probar.

Queremos probar ahora la otra inclusién, es decir, que todo polinomio P de la forma
P =5 g/(Th,....,T,)T; tal que >, gi(Th,...,Tn)fi = 0, se escribe como combinacién
polinomial de los elementos Zl a;T; tales que ZZ a;f; = 0. Para ello sean ¢;(1T1,...,T,) =
S 591,577, donde B = (B1,...,B,) € 2% y TP =], T/

Se tiene entonces que

P=>"0"gsTHTi => O g:isT)T”,
i B 3 i
donde Zg(zl gi”gfi)Tﬂ =0, es decir, donde ), g; gfi = 0 para todo 3. Luego

ZgiﬁTi € (Z a;T; tales que (ay,...,a,) € Z)
i

y entonces se tiene lo buscado.
O

Vimos que el ntcleo de relaciones del dlgebra simétrica estd generado por polinomios
de la forma P = ) a;T;, de grado 1 en las variables T1,...,T,, que al ser evaluado en
fi,..., fn se anula, es decir, que sus coeficientes a1, ..., a, son elementos del médulo Z de
las syzygies correspondientes a la sucesién fi,..., f,. Y entonces se tiene que

AlTh, ..., Ty AlTh, ..., Ty

SymA(I) = Do6T g€ ATy, ..., Th), > gifi =0} - (Ladi = ai €A, 3 aifi :(3023;
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8.1.4 Observacion. Esto dice que en el caso en que el dlgebra simétrica y de Rees coinciden,
la parte homogénea J, del ideal de presentacién de R 4(I) esta generado por la componente
de J de grado 1, que coincide con el ideal de presentacién de Sym 4 (7). En este caso diremos
que [ es de tipo lineal, como ya sefialamos.

Ma3s en general se tiene:

3.1.5 Definicién. El tipo de relacion (relation type) de I es el menor entero s tal que
J = (J1,...,Js) y este valor resulta independiente de los generadores elegidos (para ver
esto referirse a [Vasl]). Cuando s = 1, se dice que I es de tipo lineal.

Volvamos a las presentaciones obtenidas en (3.2) y en (3.3) para Symy(I) vy Ra(I)
respectivamente, obsérvese que como R 4([) es una A-algebra conmutativa, entonces existe
un morfismo Sym 4 (1) — R 4(I) que denotaremos por o, que resulta suryectivo, y que grado
a grado estd dado por I®™/ ~— I"™ definido como fi, ® ... ® fi,, = fiy----- fi.- Se tiene
entonces el siguiente diagrama conmutativo:

0——=J' = J; ——=A[Ty,..., T, —=Sym,(I[)——=0

, _k

0 Jc ATy, ..., Ty —>RA(I)—=0 .

Si llamamos K al ker(o), se tiene que K = J/J', y K = 0 si y solo si I es de tipo
lineal, que es equivalente a decir que o es un isomorfismo. Entonces el tamano de K
permite medir cudn lejos estd J de estar generado en grado 1, o sea, cuan lejos estamos
de poder aproximar R 4(I) con Sym,([).

3.2 d-sucesiones

En esta seccién definiremos el concepto de d-sucesion, que generaliza al de sucesién regular,
y que esta intimamente relacionada con los atin no definidos complejos de aproximacién,
asi como las sucesiones regulares lo estan con los complejos de Koszul.

Recordemos que en el primer capitulo mencionamos que si el ideal I estaba dado por
una sucesiéon regular entonces éste resultaba de tipo lineal. La razén por la que las d-
sucesiones son relevantes es porque ésta es la condicion que es necesario poner para que [
resulte de tipo lineal, es decir para que ¢ sea un isomorfismo.

3.2.1 Definicién. Sea x = {zi,...,x,} una sucesién de elementos en un anillo A,
generando un ideal /. x se llama:

(a) sucesion regular en M, o sucesién M -regular, donde M es un A-mddulo, si:

1. (z1,...,2n)M # M,

2. para todo ¢ =1,...,n, z; no es divisor de cero en M/(x1,...,xn—1)M.
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En particular, cuando M = A, se dird que la sucesién es regular en lugar de A-
regular.

(b) d-sucesion si:

1. x es un sistema minimal de generadores de I;

2. ((z1,. -+, 2) s vip12g) = (X1, ..., ;) s xp) paratodoi =0,...,n—1y k > i+1.

(c) sucesion regular relativa si ((z1,...,x;) @ zi+1) NI = (x1,...,2;) para todo i =
0,...,n—1.

(d) sucesion propia si xj41Hj(x1,...,25; A) =0 paratodoi=0,...,n—1, j >0, donde
Hj(z1,...,x;; A) denota el j-ésimo médulo de homologia de Koszul asociado a la
sucesién {z1,...,z;}.

Estas condiciones estan relacionadas como se ilustra en el diagrama siguiente:

d-sucesiéon ———=> sucesion regular relativa =——=> sucesién propia

sucesion regular

Para mostrar la importancia de las d-sucesiones, enunciaremos el siguiente resultado:
3.2.2 Teorema. Todo ideal generado por una d-sucesion es de tipo lineal.

La demostracién del teorema se desprende de los siguientes lemas haciendo induccién
en la longitud de lasiguiente sucesion como se explica en [Vasl]:

3.2.3 Lema. Sea I un ideal de un anillo A, sea f un elemento de I tal que para cada
entero m, I"™ N (0 : f) = I"™.(0 : f). Entonces si I/(f) es de tipo lineal como ideal de
A/(f), entonces I también lo es como ideal de A.

Por ejemplo si A es un anillo conmutativo integro, las hipétesis pedidas se satisfacen,
entonces si I/(f) es de tipo lineal como ideal de A/(f), I también lo es como ideal de A.

Demostracion. La inclusién de (f) en I pensada como morfismo de A-médulos, induce una
sucesién exacta en las algebras simétricas, y a partir del morfismo o ya considerado, se
tiene una aplicacién entre las reesptectivas algebras de Rees, como se ilustra en el préximo
diagrama:

0—= (f)Symy (1) —— Symy (1) — Symy(5({/(f))+— 0

Ra(l)+ Raypn/(f))——0,

donde la notaciéon By denota la parte de grado positivo de B. La exactitud de la fila
inferior resulta del hecho de que o4 sea un isomorfismo (esta es la hipdtesis).

0——=fRa(l)+
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Supongamos que K no es nulo, entonces tomemos w # 0 un elemento de grado minimo,
t, en K = ker(c). Como o(w) =0y o4+ es un iso (basta con que sea inyectivo) entonces
también es nulo en Sym, ) (I/(f))+. De la exactitud de la fila superior se deduce que
existe un elemento w’ € Sym4(I) tal que w = f.w', ademds w’ € Sym4(I);—1. Como o(w) =
0= f.o(w'), entonces o(w') € I' 1N (0: f) = I'""1(0: f) y por lo tanto como K_1=0 (por
la minimalidad de t) se tiene que w’ € (0 : f)Sym,(I)¢—1. Entonces w = f.w’ = 0 en contra
de la eleccién de w.

O
3.2.4 Lema. Si f={f1,...,fn} €s una d-sucesion, entonces:
(a) las imdgenes de fa, ..., fn en A/(f1) forman una d-sucesion;
(6) (0: fi)n(f1,-.., fn) = 0.
Demostracion.

(a) Se deduce directamente de la definicién 3.2.1(b).

(b) Demostraremos esto por induccién en n. Supongamos que n > 2,y sea » r;f; €
(0 : f1). Como (0 : f1) C (0 : fifn) = (0 : f,), esta iguadad se tiene a causa de
la segunda condicién que verifica por ser d-sucesién, luego 7, f2 € (f1,..., fa_1),
entonces obtenemos que 7, f, € (f1,..., fn—1) como se querfa.

O
Del Teorema 3.2.2 se deduce el siguiente resultado:

3.2.5 Corolario. Todo ideal generado por una sucesion regular es de tipo lineal. Esto
prueba el resultado que mencionamos al final del primer capitulo, es decir, que en este
caso, las dlgebras de Rees y simétricas coinciden.

3.3 Las algebras de Rees y Simétrica de una aplicacién racional

Como se dijo al comienzo del capitulo anterior, lo que se pretende es obtener ecuaciones
implicitas para la variedad que describe la imagen del morfismo ¢ : P"~2 --» P*~! definida
por las funciones homogéneas {f;}i=1...n de grado d.

Como antes, sea k un anillo conmutativo y sea A una k-algebra Z-graduada. Denotamos
por ¢ al morfismo que aplica k en Ag y se tienen elementos de A de grado d, {fi}i=1,.n ¥
un morfismo de k-algebras

h:k[Tl,...,Tn]%A, Tz'_>fz

Recordemos que este morfismo de k-algebras induce un morfismo de k-esquemas afines
p o UD(fi) — UD(T;) = A} — {0} y otro morfismo de esquemas proyectivos ¢ :
UD+(fi) = UDw(T) =By
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Vimos en el capitulo anterior que el dlgebra R 4(I) aparece naturalmente en nuestra
situacion. Y dado que Ra(I) = A@ I ® I? @ ..., se puede describir a este dlgebra como
un subanillo del anillo de polinomios con coeficientes en A en una variable auxiliar ¢, via
el morfismo de A-dlgebras definido por T; +— f;.t. Dijimos que para que este morfismo
resulte de grado 0, era conveniente darle a las variables T; grado 1 y a la indeterminada ¢
la graduacién 1 — d.

Esto nos permiti6 presentar al dlgebra de Rees como R4 (1) ~ M, mediante la
sucesion exacta:

0—J— ATy, ..., T)] 2 Ra(l) — 0.

Como se puede apreciar en la Proposicion 3.1.2 el ideal J se puede describir como

J = (Tl — fit,..., T, — fnt) ﬂA[TI,. ,Tn]

Recordemos que el morfismo de A-algebras A[Ty,...,T,] — Alt], estd definido como
T; — f;.t. Es conveniente a veces considerar el dlgebra de Rees extendida, que consiste en
mirar a R 4;-1)(1) dentro de la A-algebra A[t, t~1]. Entonces agregando la variable t~1, se
tiene un morfismo de A-algebras 1 (que también resulta de A[t~!]-dlgebras) que extiende
al anterior.

Por una cuestién de comodidad notemos con u a t~!, y naturalmente con u~! a t. Se
tiene entonces que:

n: ATy, ..., Ty,u] — Alu,u™!], T — fiut.

Como vimos esto da una manera de calcular el ideal J, usando teoria de eliminacién,
ya que lo tinico que debemos hacer deshacernos de la variable t. El siguiente lema describe
ker() en término de la variable u.

3.3.1 Lema. J = (Th.u — f1,...,Tpu— fp) : u®) N A[Th,...,Ty], con la notacion de
2.0.6.

Demostracién. Con la notacién anterior llamemos D al cociente de A[T7,...,T,,u| por el
nicleo de 7, que resulta ker(n) = (T1.u — f1,...,Th.u — fy). Se tiene entonces que:

D:A[Tl,...,Tn,u]/(fl —Tl.u,...,fn—Tn.u) .

Sea ¢y : D — Dy, el morfismo de localizacién en el conjunto multiplicativo formado
por las potencias de u. Esto permitird obtener inversos de u, es decir, introducir la variable
t. El nticleo de la localizacién estd dado por {f € D tales que f/1 = 0}, donde la notacién

f indica la clase de f en D. Obsérvese que valen las siguientes igualdades:

ker(fu) = {f € D tales que Im € N,um,f: 0} =
= {f € D tales que u™.f =0, Vm >> 0} = H(Ou)(D)
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Ademas, se tiene un isomorfismo entre D) y Alu,u™1], que viene de aplicar T; en

A partir de esto se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

B

4 ; Y
ATy, ..., T,)—=A[Ty,..., Ty,ul—Alu, u™"]
1l) o DIU)
Claramente, el ntcleo del morfismo 7 resulta la imagen inversa por la proyeccién a
D de H?u)(D) = {f € D tales que u™.f = 0 Vm >> 0}, que consiste en el conjunto
{f € AlT\,...,T,,u] tales que v™.f € (Th.u — f1,....,Th.u — fn),Ym >> 0} y resulta

T,
entonces que f € (Th.u— fi,...,Th.u — fr) : u™). Como ker(/3) se obtiene intersecando
con A[Ty,...,T,], se tiene lo buscado.

]

Recordemos que h es el morfismo de k-algebras h : k[1y,...,T,] — A que aplica

T; — fi, definido en (2.1). Denotando por e al morfismo (de k[T1,...,T,]-dlgebras) de
extensiéon de escalares € : k[Th,...,T,] — A[T1,...,T,], observamos que el nicleo de h

esta dado por:

ker(h) = e Y(Ty — f1,....Tu— fu)) ={g € k[T1, ..., Tn] : 9(f1,..., fa) =0} (3.7

Ahora, si denotamos por i la inclusién de A[Ty,...,T,] en A[Ty,...,T,,u] y por @ =iocea
la composicién, se obtiene una descripcién del ideal ker(h), que vincularemos con ker(s3).

3.3.2 Lema. ker(h) = 0~ ((Ty.u — f1,..., Tpu— fn) : u™)

Demostracion. Consideremos p, un elemento del anillo k[Th,...,T,], con la propiedad:
O(p) € (Thu— f1,...,Tn.u— fp): u>). Se tiene entonces que existe n € N — {0} tal que
ue(p) € (Thu—f1,...,Th.u—f,) en A[Th,..., Ty, u]. Evaluando u en 1, a partir de (3.7)
obtenemos que p € ker(h).

Reciprocamente, sea p € ker(h). Como el ideal ker(h) es homogéneo en k[11,...,T,],
podemos suponer que p es homogéneo de grado m, entonces podemos escribir que:

up(Ty, ..., Ty) = p(Thu, ..., Thu) =p(Thau, ..., Thu) —p(fi,. .., fn),

que pertenece al ideal (Th.u — f1,...,Th.u— f,), y por lo tanto se tiene probado lo que se
buscaba. O

3.8.8 Observacion. Si k C Ag entonces se tiene que
ker(h) = (Th.w — f1,...,Thou— fn) : u™) Nk[T1,...,T,)].

Miés atn, si k = Ay (como sucede en el caso en que A = k[xy,...,zn-1]) y deg(T;) =0y
deg(t) = d > 1, entonces se obtiene que k[11,...,T,] = (A[T1,...,Ty,u])o y por lo tanto

ker(h) = ((Tl.u — fl, e ,Tn.u — fn) : UOO)().
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Ahora que conocemos cémo se calculan ker(h) y ker(3), estamos en condiciones de
relacionarlos, y esto se hace de acuerdo al siguiente resultado:

3.3.4 Proposicion. Supongamos que el morfismo v : k — A antes considerado es la
inclusion (cosa que sucede cuando A es el anillo k[X1,..., X,—1]), entonces

ker(h) = ker(8) Nk[Ty,...,T,] = (Tru— f1,....,Th.u— fn) : u™®)NE[Ty,...,T,].
Mads aun, si I' es un ideal de A tal que HY(A) =0, entonces
ker(3) = (ker(3) : (I')*)

y por lo tanto
ker(h) = (ker(8) : (I')*°)Nk[T1,...,Ty].

Demostracion. Por la observacién 3.3.3, se tiene que ker(h) = ((Th.u— f1,..., Thu— fp) :
u®)Nk[Ty,...,T,]. Ahora, de acuerdo con el Lema 3.3.1,ker(5) = ((Ty.u — f1,...,Th.u—
fn) 1 u®)NA[Ty,...,T,], de lo cual se deduce que ker(h) = ker(5) N k[T1,...,T,] =
(Thaw—f1,..., Thw— fn) :u™)N k[Tl, R ,Tn].

Para probar la segunda parte, procedamos como en la demostracion del Lema 3.3.1,
sea u = t~!, consideremos la A-algebra cociente

D:A[Tl,...,Tn,u]/(fl —Tl.u,...,fn—Tn.u) .

Ademds, recordemos que se tiene un isomorfismo definido en el Lema 3.3.1, D, —
Alu,u™1], que aplica T; en fi/u. Ahora sea I’ es un ideal de A tal que HY(A) = 0, en-
tonces por el isomorfismo anterior se tiene que HY, (D)) = HY,(Alu,u™1]) = H},(A) = 0.
Como HY, (D) = {d/u' € D, tales que existen m,m’ € N, " .du™ = 0}, entonces la
condicién anterior implica que HY (D) C H, ?u)(D). De acé se deduce que

TF[/(fl —Thu,.. ~7fn — Tn.u) C TF(u)(fl —Tiu,..., fn — Tnu) .

A partir de acd se tiene que TF(u)(fl —Tyuy ..., fn—Thu) C TF(u)TFp(fl—Tl.u, B
Thu) = TFpTFu(fi — Tiu, ..., fo — Thou), e intersecando con A[T1, ..., Ty] se obtiene

que ker(3) = TFp (ker(f)).
O

En este resultado se ve la relacion que hay entre los nicleos de los morfismo h y S.
Sin embargo, a pesar de que tedricamente es ficil obtener ker(h) a partir de ker(3), en
la préctica, este tipo de cdlculos involucran la implementacién de bases de Groebner, que
son necsarias en el proceso de eliminacion, es decir a la hora de calcular la interseccién
con k[Ty,...,T,].

Con el objeto de poder estudiar ker(3), o andlogamente R 4(I), estudiaremos el ideal
de relaciones ker(«), que denotdbamos J', que es el nicleo del morfismo de A-lgebras, de
a: AlTy,...,T,] — Symy(I), definido como T; — f;. Vimos que se tiene sucesién exacta:

0—J — A[Ty,...,T,] = Sym,(I) — 0,
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y que el ideal J’ est4 dado por:
J'={>_ 9Ty, tales que g; € A[Tv,...,To],y > _ gifi = 0}.

Ahora nos concentraremos en calcular ker(3) a partir de conocer J’ y entonces tener
asi una manera de poder obtener ker(h) sin utilizar bases de Groebner u otras herramientas
que hagan los cédlculos muy lentos o imposibles.

En la proposicién siguiente relacionaremos ker(/3) con ker(«) y veremos en qué sentido
Sym 4 (I) es una aproximacion de R 4([), es decir, ciando es que K = 0.

3.3.5 Proposicién. Sea I' un ideal de A, tal que I es de tipo lineal fuera de V(I'),
entonces
TFp(ker(a)) = TFp (ker(3)).

Mds aiin, si HY,(A) = 0 entonces
ker(B3) = TFy (ker(a)).

Demostracion. Como I es de tipo lineal fuera de V(I’), entonces el médulo cociente K =
ker(3)/ ker(a) esta soportado en V(I'), es decir, si denotamos con I'® a I' A[Ty, ..., T,],
se tiene que ' C rad(I") C rad(annap,,.. 1, (K)), lo cual implica que TFp (ker(a)) =
TFp (ker(B)).

La segunda parte se deduce de lo recién probado junto con la proposicién anterior. [

Veremos mas adelante, como un caso particular, que si el 0-ésimo grupo de homologia
del complejo de Koszul asociado a la sucesion { fi1, ..., f,} se anula fuera de V(I’), entonces
I es de tipo lineal fuera de V(I').

Para comprender la vinculacién entre los nticleos de h, a y 3, tenemos el seguiente
resultado.

3.3.6 Corolario. Supongamos que k C Ag. Si I' es un ideal de A tal que HY%(A) =0 y
ademds I es de tipo lineal fuera de V(I'), entonces

ker(h) = ker(B)Nk[Th,...,T,]| = TFp(ker(B8))Nk[Ty,...,T,] = TFp(ker(a))Nk[T1,. .., T,)].

3.4 El complejo de Koszul

El complejo de Koszul fue primeramente introducido por Jean-Louis Koszul para definir
una teoria de cohomologia para algebras de Lie, y result6 ser una construccién homoldgica
muy valiosa para el dlgebra conmutativa.

Para comenzar supongamos que se tiene A es un anillo que por ahora asumiremos que
es conmutativo, con unidad y no necesariamente noetheriano ni local, y M un A-mddulo.
Sea y un elemento de A, entonces el morfismo “multiplicar por y” (que se denotara con y)
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es un morfismo de A-moédulos, de A en A. Agregando ceros facilmente podemos obtener
un complejo:

y resulta ser el complejo de Koszul asociado a y (también se puede notar como Ke(y)).

Este caso simple ilustra dos propiedades importantes del complejo de Koszul. Si se
indexa con la posicion cero a la copia de A que estd a la derecha y con uno a la que esta a
la izquierda, se puede observar que la homologia en lugar cero es la imagen homomérfica
de A médulo los multiplos de y. Mientras que la homologia en primer lugar representa el
anulador del elemento y. Es decir:

Hi(Ke(y)) = ann({y}),

Ho(Ke(y)) = A/A(y).

Supdngase ahora que se tienen dos elementos x,y en A, considérese la sucesién (orde-
nada) z,y, que se puede pensar como un vector en A2. Se construye el complejo de Koszul
asociado a la sucesion z,y,Ke(z,y), de la siguiente forma:

Ke(z,y) : 0-AB A28 40

Donde los morfismos ¢g y ¢1 son tales que g es la matriz vertical (z,y)! y ¢1 es la
matriz horizontal (—y, x). La condicién (x,y)!.(—y,z) = 0 dice que Kq(z,y) resulta ser un
complejo.

Maés generalmente, dados elementos x1, . .., z, del anillo A, se construye el complejo de
Koszul asociado a la sucesién (importa el orden) z1, ..., z,, denotado por Ke(x1,...,2y),
como el producto tensorial en la categoria de A-complejos de los complejos Ko(z;), para
cada i. Asumiremos ahora que los productos tensoriales, y las construcciones de dlgebras
simétricas y exteriores son como A-modulos.

Se definira a continuacién el producto tensorial de complejos:
Sean F y G los complejos de cadenas de A-mddulos, acotados inferiormente.

©it2 @it1 ; Vi1
F: URASS HIIAA S A
y
hit2 Yit1 Yy pi—1
g: Z—>Gl+1l—>Gl—l> ,L',ll—>....

Se tiene el siguiente diagrama asociado al producto tensorial:
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1®v;-1 1®;-1 1®Yj-1
JE— i+1®G] fﬂiF ®G] 1L®>1Fz 1®ngii1_ﬁ>---
1®y; 1®v; 1@
/1 G —— pin1®l ——=F®G; #il Fi 4 jiﬂfu
1®y;4+1 1®¢j41 1®¢j41
Pi+1®1 Pi®1 Pi—1®1

G —F G —F 1 9Gi51——. ..

1®j42 Yjta 1®j42

La construccién que haremos es bastante estandar y al complejo que resulta se lo
conoce como complejo total asociado al complejo doble, de todas formas la detallaremos
a continuacién.

Sea Dy, el elemento que resulta de la suma de los elementos de la “k-ésima” diagonal.
Como el caso estudiado es el caso de complejos finitos, se tendra que Dy, = P F; ® Gj,
con lo cual queda definido el complejo producto como:

it+j=k

f@ Q . . ¢k+2 Dk+1 ¢k+1 Dk Dk 1 ¢—>1 .

Donde los morfismos ¢y, estan definidos de la siguiente forma:
orlree,  F®© G — F. @ G,

Plrea; = i1 @1, sir=i—1
orlFee, = (—1)'1@pj_1,sis =5 —1
®x|Fec; = 0, en caso contrario.

Se puede verificar ficilmente que con estos morfismos F ® G resulta ser un complejo de
cadenas, que es el producto tensorial de F con G en la categoria de complejos de cadenas.

Como se comentd antes se puede obtener el complejo de Koszul asociado a una suce-
sién arbitraria (finita), x1,...,x,, de elementos del anillo A, KCo(z1, ..., x,), mediante la
tensorizacién de los complejos ICq(z;), es decir

Ke(z1,. . 25) = ®1§i§n Ke(;).

De esto se deduce que como el producto tensorial de complejos es conmutativo (salvo
isomorfismos), entonces el complejo de Koszul asociado a una sucesion, resulta invariante
(salvo isomorfismos) por reordenamientos en la sucesién. Es decir, dado o un elemento del
grupo de automorfismos G, se tiene que

Ke(@i,..an) = Q) Ko@) = Q) Kel@op) = Ke(To1)s - Toim))-

1<i<n 1<i<n
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Esta construcciéon puede automatizarse de la siguiente manera:

Dados A un anillo con las mismas hipétesis que hasta recién y un A-médulo libre M
de dimensién n, consideremos el algebra exterior A M = @ A" M, como ya se sabe, \' M

. . . . s n . .. ..
es un A-médulo libre de dimension < i)Y resulta ser el médulo trivial si ¢ > n.

Con esta notacién, el complejo de Koszul asociado a la sucesién x1, ..., x,, resulta ser
el complejo del algebra exterior de M = A", es decir:

Ke(z1,...an): 0= A" M5 S NPT MEBEN M- BN MEN Mo,
donde los morfismos ¢; : /\"Jr1 M — /\Z M, estan definidos de la siguiente forma:

i1 € /\H_IM?
gpi(ekl VANRRIAN ekiﬂ) = E;ill(—l)jflwkjekl VAN /\6/]; N...Neg

Dado el elemento e;, A ... Aeg

141

Obsérvese entonces que hay alguna vinculacién entre la regularidad sobre A de la suce-
sién considerada y la aciclicidad del complejo extendido. (Aqui se consider6 la regularidad
sobre A, pero esto se puede estudiar para un médulo finitamente generado arbitrario, como
se hard més adelante).

Se expondran a continuacion (sin demostracién), algunos de los resultados més impor-
tantes que vinculan estos conceptos. Las demostraciones de estos resultados se pueden con-
sultar en [Eisl]. Lamentablemente el complejo no determina si una dada sucesion es regular
0 no, pero determina algo aun mas importante: dada una sucesién x1, . . ., x,, éste permite
determinar la longitud de una sucesién regular maximal en el ideal I = (z1,...,zy).

3.4.1 Teorema. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo A. Supdngase
que Hj(Ke(z1,...,2,) @ N) = 0 para j > n—r, y que Hy_,(Ke(x1,...,2,) ® N) # 0,
entonces toda N-sucesion mazimal en I = (x1,...,xz,) C A tiene longitud .

Se notard también por Ke(x1,...,2,;N) al complejo Ko(x1,...,2,) @ N. (Se suele
notar K2 (x1,...,x,; N), cuando no se sobrentiende que el anillo de base es A).

En particular se tiene el siguiente resultado:

3.4.2 Corolario. : Sizy,...,x, es una N-sucesion en I. Entonces el complejo extendido

Ke(z1,...,20;N):0 = A"MaN 25" B AN MeN BN MeoN 5 A/ToN — 0

resulta aciclico, es decir, el complejo de Koszul asociado a la sucesion considerada es
una resolucion libre del mddulo A/I ® N.
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Como es sabido, todo médulo libre es proyectivo, entonces el complejo Ko (1, . . ., Tpn; N)
resulta una resolucién proyectiva del médulo A/I ® 4 N. De esto dltimo, tomando ho-
mologia, se obtienen los funtores derivados del funtor - ®4 N, con lo cual, resulta que:

Hi(Ko(1,...,2n; N)) = Torf(A/I,N).

Ademsds, resulta que esta es la resolucién maés corta posible del médulo. Como la
longitud del complejo es finita, entonces también se tiene que sélo finitas homologias
pueden ser no nulas, esto nos permite asociarle al médulo A/I ® 4 N un valor entero no
negativo que se denominaré: la profundidad del médulo.

3.4.3 Definicién. Dado A un anillo, I un ideal en A finitamente generado y N un A-
modulo también finitamente generado. Se define la profundidad de I en N como la longitud
de una (cualquiera) N-sucesién en I, y se notard por depth(I : N). En el caso en que N sea
simplemente el anillo A, se hablard directamente de la profundidad de I y se notara por
depth(I). Si I.N = N, de dird que depth(I : N) = co.

Lamentablemente la reciproca del corolario anterior es falsa en el caso general, aunque
resulta cierta si el anillo de base es local. Mas en general se tiene el siguiente resultado:

3.4.4 Teorema. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo local A con ideal
mazimal m. Sea x1,...,T, una sucesion en m. Supdngase que para algin i se tiene que
Hi(N @ Ko(21,...,2,)) =0, entonces se tiene que Hj(N ® Kqo(21,...,2,)) = 0 para todo
i>i

En particular si HI (N ® Ko(x1,...,2,)) =0, entonces x1,...,xT, forma una sucesion
N-regular en m.

Esto permite dar para el caso local una version maés fuerte del corolario anterior

3.4.5 Corolario. Dado un anillo local A con ideal mazimal m, y N un A-mddulo fini-
tamente generado . Sea I = (x1,...,x,) un ideal propio de A, que contiene una sucesion
N-regular de longitud n. Entonces x1,...,T, es una sucesion N-reqular.

De aqui se deduce un resultado de importante valor geométrico, ya que éste expresa
la naturaleza geométrica del concepto de profundidad anteriormente mencionado.

3.4.6 Corolario. Dado un anillo A y N un A-mddulo finitamente generado, se tiene
que 8t X1,...,T, es una sucesion N-regular, entonces x7*,...,x)" también lo es, para todo
natural m.

Con lo cual, si I es un ideal de A, cuyo radical es J, entonces depth(I : N) = depth(J :
N)

8.4.7 Observacion. Este corolario es de indole geométrico ya que: dado I un ideal de
A = k[X1,...,Xy], el anillo de polinomios en n variables. Sea V' = V(I) la variedad afin
asociada a I en k™, sea J = I(V) =rad([) el ideal de la variedad (que es radical). Queda
univocamente determinada la profundidad de I en A como depth(J) = depth(I(V (I))) =
depth(V).
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3.4.8 Lema. Sea A un anillo conmutativo, noetheriano, I un ideal propio de A, y
Ce: 00— M, > M, 1— ... M

un complejo de A-mddulos finitamente generados, tal que cada mdédulo de homologia H;(Ce)
satisface que depth(I : H;(C,)) = 0. Entonces si depth(I : My) > k para todo k =1,...,n,
Ce resulta exacto.

Enunciaremos a continuacién alguna versién de la formula de Kiinneth, que nos sera til
para probar algunos resultados de aciclicidad de los complejos de aproximacién.

3.4.9 Teorema. (Fdrmula de Kiinneth) Sea Co un complejo de cadenas de A-mdodulos, y
x es un elemento de A, entonces para cada i se tiene una sucesion exacta de la forma

0 — Ho(x, H;(Co)) — Hi(Ke(x) ®4 Co) — Hi(x, H;—1(Cs)) — 0,
donde Hi(x, M) denota el i-ésimo mddulo de homologia de del complejo de Koszul Ke(x; M).

Demostracion. Consideremos A como complejo concentrado en grado cero, entonces existe
una sucesién exacta corta de complejos de la forma

0— A— Ke(x) — A[-1] — 0,

donde la notacién A[—I[] es la notacién estandar de “shifsts”de complejos y médulos, esto
indica que (A[—!])m = Ap—;. Tensorizando con C, se obtiene una sucesién exacta corta de
complejos, cuya sucesién exacta larga de homologias es

= Hip1 (Ca[=1]) 2 Hi(Co) = Hi(Ka(x) ®4 Co) — Hi(Ca[—1]) > H; 1(Ca) — ...,

identificando H;t1(Ce[—1]) con H;(C,), el morfismo § es la multiplicacién por z, con lo
cual se obtiene

- HZ(CO) = Hz(co) — Hz(lco(x) ®a Co) - i—l(Co) = i—l(co) — ...

Ahora partiendo la sucesion exacta larga en sucesiones exactas cortas, tomando nucleo y
conucleo, e identificando al primero con Hy(x, H;(Cs)) y al segundo con Hi(z, H;—1(C,)),
se tiene lo deseado.

O
3.4.10 Lema. Sea Ko(21,...,2,) el complejo de Koszul asociado a la sucesion xy,. .., Ty,
y supongamos que x; es una unidad de A. Entonces el complejo Ko(z1,...,2,) resulta

aciclico.

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta de la formula de Kunneth
0 — Ho(zj, Hi(Co)) — Hi(Ke(zj) ®4 Co) — Hi(xj, Hi—1(Ca)) — O,

donde C, es el complejo de Koszul formado por los elementos restantes, es decir, el complejo
Ke(21,...,%j,...,2y). Por la construccién del complejo Ko(2z1,...,2,) y la conmutativi-
dad del producto tensorial, Ke(z1,...,2n) = Ke(zj) @4 Co. Queremos ver que éste es
aciclico.
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En los primeros parrafos de esta seccién vimos que Ho(xj, Hi(Ce)) = H;(Ca)/(x;)H;(Co),

que es trivial ya que por hipdtesis x; es inversible. Ademads el complejo 0 — A A= 0es
aciclico, luego también lo es si se tensoriza con C,, luego Hi(x;, Hi—1(Cs)) = 0. De acé se
deduce que H;(Kqe(x;) = 0 para todo i y por lo tanto H;(KCe(21,...,2,)) = 0 para todo i.

O

3.5 El Complejo Doble de Koszul .

Introduciremos a continuacion un clase de complejos que extienden a la familia de comple-
jos de Koszul y que permitirdn obtener resultados mas ajustados en el estudio del algebra
de Rees y simétrica de un ideal dado.

Primeramente mencionaremos algunos complejos clasicos, y luego introduciremos una
clase especial de complejos que funcionan mejor en el tipo de aplicaciones que estamos
buscando. Estos complejos, llamados de aproximacién, los estudiaremos mas adelante, en
el capitulo proximo.

Luego de que hayamos definidos los complejos de aproximacion, veremos que estos
resultan en dos sentidos més beneficiosos que los complejos de Koszul estandares, ya que:
en primer lugar sus médulos de homologia son independientes de los generadores elegidos;
y en segunda instancia, estos complejos no presentan el tipo de rigidez que si prensenta
el complejo de Koszul estandar, y las versiones mas generales de este complejo. En esta
ultima direccién se mencionara que los complejos de aproximacion tienen la propiedad de
que si la homologia se anula en una dimensioén, ésta podria no anularse en lo sucesivo.

Como consecuencia de la primera “virtud” podemos considerar una sucesién arbitraria
de generadores de un ideal I que notaremos f1, ..., f,. Se verd que frecuentemente (cuan-
do se trata de una d-sucesién) uno de estos complejos resulta una resolucién A-proyectiva
de las élgebras simétricas y de Rees asociadas a I, Sym,(I) y Ra(l). Y el otro esta vincu-
lado con la preservacién de estos resultados al tensorizar por A/I, en definitiva, veremos
también que asimismo se obtienen conclusiones similares en el estudio de las dlgebras
SymA/I(I/I2) y gr4(I). Estos dos complejos, que denotaremos por Z, y .#,, estan inti-
mamente vinculados entre si y se le dard un paneo rapido a esta cuestion.

Nos centraremos ahora en repasar brevemente aquel grupo de resoluciones libres finitas
que han servido como punto de partida de muchas construcciones generales: el complejo
de Eagon-Northcott, y una de sus variantes (por Gorenstein).

El complejo de Koszul que tratamos en la secciéon anterior, 3.4, es el complejo del
algebra exterior asociado a un morfismo muy particular ¢ : A™ — A. Con més generalidad,
ligado a un morfismo de A-mdédulos 9 : F — G, uno puede definir un nuevo morfismo

r—1

P /\F®Sym8(G) — /\ F ®Sym,(G),

que se define como: P(eg A...Ae, @ f) =3 .(=1)"ler A AEGA ... Aep @Y (e;). f, donde
Y (e;).f denota la multiplicacién de dos elementos del dlgebra simétrica Sym(G). Acd, como
antes, todas las operaciones y construcciones se realizan sobre el anillo A.
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Sélo por una cuestién de clasicismo vamos a examinar una simetrizacién del complejo
que se obtiene a partir del morfismo introducido. Esta revision sigue el enfoque de Buch-
baum y Eisenbud y proporciona una introduccién natural al complejo de Eagon-Northcott.

Supongamos que F' y G son dos A-mdédulos libres de rango m y n respectivamente.
En este caso, es sabido que se tiene un morfismo F* ® 4 G = Homu(F,G), dado por
f®g+— fyy donde, si e es un elemento de F entonces f,(e) = f(e)g. Bajo las hipétesis
mencionadas, este morfismo es un isomorfismo, para lo cual sélo basta verificar que si
{e1,...,em} es una base de F, y {e},... e} } es la base dual asociada de F*, entonces
a cada flecha 6 : ' — G se le asocia el elemento ) ef ® 6(e;). Por abuso de notacién
escribiremos 6 = Y a; ® b; € F* ® G, al cual pensaremos como un elemento de (bi)grado
1-1 en el algebra

A = N\ F* ®syn(G).

Dado que #? = 0, con el producto en el dlgebra %, se tiene una estructura de &lgebra
diferencial, o de complejo de cadenas, con el diferencial determinado por la multiplicacion
por 6 en el dlgebra ', que escribiremos - s6lo aqui - dy. Y en realidad, £, es una suma
directa de complejos de cadenas de A-mddulos de la forma

T r+1
* 8 *
.—>/\F ®ASymS(G)—0>/\F ®4 Sym, 1 (G) — ...,

donde, como se comenté antes, el morfismo Jy estd definido tal que dgp(e; A...Ne, @ f) =
YiaiNet N Ne @b f

A partir de acd supondremos, a menos que se aclare lo contrario, que todos los anillos
son conmutativos y noetherianos, y los médulos, finitamente generados. En un futuro, para
resumir notacién, denotaremos por A\ M y S(M) a las dlgebras exterior y simétrica sobre
un A-médulo M. Naturalmente A" M y S, (M) denotaran las respectivas componentes de
grado r de \ M y S(M).

Los dos complejos que queremos se obtienen tomando duales de algunos de estos
sumandos y aumentandolos adecuadamente. Para el caso en que los mdédulos consider-
ados resulten A™ y A" respectivamente, con m > n. Sean:

E—N(0):

O—>7\F®Sm,n(G*) - ... H/Z\F@gsi,n(c:*) — .. —>/n\F®SO(G*) Ai?/n\c;*@gA,

y 4(0):

m 7 n+1
0> ANF@8mn1(G)—...> NF@8i_1,(G")—...—» \ Fos)G)5F -G,

y donde los diferenciales se obtienen también dualizando, méas explicitamente, si llamamos
dg : \" F @ S¢(G*) alos diferenciales de borde, se tiene: dg(e;, A...Nej, @ fiy. .. f,) =
Z;Zl Sohet (CDF e Al AE AN )@ fi(0(e ) (fiy- - fiy- - - fi)- Y el morfismo
€ esta definido como: €(e; A. .. Ae;, ) = Z?ill(—l)j_l(e(eil)/\. S AO(ei )N NO(ei, ))eqs,
identificando A" G y So(G*) con A.
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En una notacién mas acorde al problema que nos convoca, reanalizaremos algunas de
estas cuestiones clasicas en un lenguaje mas propicio y con menos rodeos.

Consideremos el siguiente diagrama de A-mddulos:

r—Y.q

|+

A

Consideraremos ahora el complejo doble de Koszul asociado a este diagrama. Interpreta-
mos al dlgebra bigraduada A F ® 4 Sym(G) como un complejo doble, con los diferenciales
0 y 0" abajo definidos:

0= d¢ : /\TF ®A SS(G) - /\Tﬁ1 F ®A SS(G) )

et A...hep @ f)=3(-1)""e1 Acc . AEGA ... ANer@d(e)f, y

O =dy: N Foa8:(G) = N 'Foas1(G),
dEerN...Ne,@f)=>(-1)""e1r A NG N ... Nep @(e;).f .

donde ¢(e;) f es la multiplicacién de un elemento de Sym(G) por un escalar de A, y ¥(e;).f
denota la multiplicacién de dos elementos del dlgebra simétrica de la misma forma en que
se defini6 antes a ).

Verificaremos ahora que efectivamente esta estructura define un complejo doble; para
ello sélo basta verificar cémo conmutan los diferenciales asi definidos:

00 (e1N...Nex® f) =
=00 ,(-1)" et A AG A A e @Y(e).f) =
=Y (D)0t A NG N Ner @1(eg).f) =

= VD) T (D) e A NG AL AG A A @ dleg)($(er).f) +
S (CDTTI T AL NG AL AE NN ey @ () (1(e:)-f)).

Por otro lado, un calcqlo idéntico nos permite obtener que 9'd(e; A ... A e, ® f') =
2D TS (D) e AL NG AL AE A ./\€T®¢(€j)(w(€i).f)+zj>i(—1)r_1_]61/\
o NEGN L NE NN e @ Pe)((e).f)). Y como Sym(G) es A-dlgebra, se tiene que
Y(ej).(o(ei) f) = p(ei)(¢(e;).f). Ahora, reordenando las sumas, se tiene la igualdad bus-
cada.

3.5.1 Definicién. Al idlgebra bigraduada resultante, también llamada complejo doble de
Koszul, la notaremos con .Z(¢,1)).
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Nos interesara analizar un caso particular de esto. Para ello consideremos una sucesién
de elementos de A x = {z1,...,2,}, que genera un ideal I. Fijemos F' = G = A", el
morfismo ¢ : A" — A de Koszul dado por la multiplicacién por la matriz fila (x4, ..., 2,),
v la flecha 1 la identidad.

3.5.2 Definicién. Este complejo doble denotado por Z((x1,...,2y), [dan) también lo
notaremos simplemente con %, y luce como se ilustra en el siguiente diagrama:

(3.8)
0 _
N F ®485(G) N F @4 8(G)— ...
o Y
_ o} _
= N T F @4 801(G)—> NP F @4 8341 (G)— ...
Si FF = G = A"™ este diagrama se reescribe como sigue:
(3.9)

N A @4 ATy, .., To)e—2—> N A" @4 AT, . .. Tls— -
4 4

_ 0 _
/\T 1An®AA[T177T7’L]S+1 /\T 2An®AA[T17'*‘7Tn]5+1 - ...

Es claro que, mirando el diagrama 3.8 para s fijo (o sea, observando el complejo hori-
zontal), se tiene un complejo de cadenas . .. 2, N F®48:(G) 2, N F®484(G) LA
que no es mas que el complejo de Koszul asociado a la sucesién x, con coeficientes en
el médulo S4(G). Ademds, considerando sélo la graduacién en la parte antisimétrica y
sumando en la variable s, se tiene un complejo

T r—1
.i/\F@ASym(G) LA /\F®ASym(G) 9, e
que es el complejo de Koszul asociado a la sucesion x con coeficientes en el dlgebra graduada
Sym(G), llamado K (x, Sym(G)).
Paralelamente podemos considerar el complejo total que se obtiene sumando a lo largo
de las columnas, que denotaremos por .Z := .Z(9), cuyos diferenciales son los morfismos
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0. Se obtiene

= Z (/\F@Sj(G))g Z(/\F@Sj(G))g Z (AF@Sj(G))—m...

i+j=t+1 itj=t i+j=t—1

Si denotamos por .Z; := Ziﬂ:t(/\i F ®8;j(G)) ala componente de grado total ¢t de .Z, el
complejo anterior se reescribe como:

0 1o)
b1 L oL

A su vez, cada uno de estos médulos ., también admite una estructura de complejo
de Koszul con los diferenciales @' y consisten en los complejos que se obtiene a partir de
cada columna del diagrama (3.8). Veremos en los préximos parrafos que estos complejos
se construyen a partir de una sucesién de elementos de A[T1,...,T,] muy particular.

Por otro lado, sumando a lo largo de s, para r constante, el complejo £ (9’') también
resulta un complejo de Koszul, éste es el complejo vertical con los morfismos de borde &,
pero construido sobre otra sucesiéon de elementos de A[T7,...,T,], distinta a la anterior,
como se explica a continuacion.

Sea 1 definido como la composicion de los dos morfismos exhibidos en el diagrama:

(Sym(A™))" = A" @4 Sym(A") — Sym(A"),

que aplica (by,...,b,) — >, b;Ti. Entonces £ (9") es el complejo de Koszul correspondi-
ente, es decir, el complejo de Koszul asociado a la sucesién {T1,...,T,}, que escribfamos
como Ke((T1,...,Ty),Sym(A™)).

Se tiene entonces una graduacién en el complejo £ (9') dada por subcomplejos de
A-médulos, £ = ), %, donde los .%; son los complejos antes definidos (como algebras
diferenciales), que debido a la regularidad de la sucesién {T1,...,T,} resultan aciclicos.

3.6 Complejos de aproximacién

Hemos mencionado en la seccién anterior en un contexto muy general la definicion del
complejo doble de Koszul y algunas de sus propiedades basicas. Un poco més en particular,
definimos . como el complejo doble que se obtiene considerando una sucesién de elementos
del anillo conmutativo A, x = {z1,...,z,} (que a partir de ahora se llamard {f1,..., fn}),
que generan un ideal I, F = G = A™ mddulos libres, ¢ : A™ — A el morfismo de Koszul
dado por la multiplicacién por la matriz fila (f1, ..., fn), v ¢ la identidad. En este contexto
es que definiremos los complejos de aproximacion tan mencionados.

Es conveniente no perder de vista el problema original, en donde A = k[X1,...,X,] e
I =(f1,...,fn). Con esta notacion, se tienen dos complejos de Koszul asociados:

1
d
Ke(fisoo o fui AT, D)) o= NAT, L T = AT T
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que se denotard /Cq(f; A[T]), y

1
Ko(Tt,.. o T AT, Ta) oo — NAIT . T 5 AT T

que se denotara KCo(T; A[T]).
Estos dos complejos son los asociados a los morfismos

ATy, T A T B be) = S b,

(T1:~-~7Tn)
—

A[Tlv"'aTn]n A[TlaaTn}(bh’bn)’_)szTYz

respectivamente.

A partir de ahora denotaremos por ds a los diferenciales 0 = dy y por dr a &' = dy,
se verifica que
aoﬁ'iﬁlazdfodT:thodf =0,

y el signo depende de como se coloquen los signos a la hora de definir los diferenciales
(obteniéndose asi o bien un complejo doble o bien un complejo de complejos).

En particular esto dice que dy induce un morfismo en los ciclos, en los bordes y en las
homologias de Ko (f; A[T]). Esto se muestra de la siguiente forma:

Sea w tal que d¢(w) = 0, para ver que dp(w) es un los ciclo de K, (f; A[T]) basta observar
que: df(dr(w)) = £dr(df(w)) = £d7(0) = 0. Nétese también que si w esta en los bordes,
entonces w = dg(#) para algin 6. Luego dr(w) = dp(ds(0)) = —ds(dr(9)) = ds(—dr(6))
lo cual muestra que dp(w) es un borde de Ko(f; A[T]). Y por lo tanto como los ciclos van
a parar a ciclos y los bordes a bordes los morfismos inducidos en los primeros pasan al
cociente por los segundos, es decir se inducen morfismos en las homologias.

Si denotamos por Z;, B; y H; al i-ésimo mddulo de ciclos, bordes y a la homologia
del complejo ICq(f; A[T]) respectivamente, entonces para todo i lo anterior se resume en el
siguiente diagrama conmutativo:

7. dr
Hi=%——-Hi1=%

7 i—1

Los complejos obtenidos a partir de ciclos, bordes y homologias, y cuyos morfismos
son los recién construidos, se denotardn con Z,, ., .#. respectivamente.

Hemos desarrollado toda esta teoria como respuesta a los problemas de encontrar gen-
eradores para el ideal de presentacién de las dlgebras de Rees Ra(I) y gr4([), y obtener
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condiciones, lo mas finas posibles para que estas algebras coincidan con sus respectivas
algebras simétricas. Con este objeto estudiaremos los médulos de homologia de los com-
plejos introducidos.

El complejo Z, termina con la sucesién ker(dy) 9z [T1,...,T,] — 0. Entonces el

0-ésimo médulo de homologia Ho(Z,) = A[Th,...,T,]/dr(ker(dy)), donde dr(ker(dy)) =
{32, 0i(Th, ..., T,)T; tales que g; € A[Ty,...,T),> , 9i(T1,...,Ty) fi = 0}, que coincide
con el ideal de presentacién de Sym4(I) que notdbamos por J', definido en (3.2), luego:

AlTy, ..., T]

Hol2) = = kentd)

~ Sym 4 (I). (3.10)

Una situacién similar se presenta con el complejo .#,. Dado que este complejo termina
con la sucesion:

g, -gm) Zigifizo}d_T) AT, T
h = dp(N* ATy, ..., Tnl) o = de(A[Ty, ..., T,]")

— 0.

Luego Ho(A#) = % Basta observar que el morfismo se puede definir entre los numer-
adores como se hace en el caso del complejo Z,. Ahora, componiendo con la proyeccién
al cociente, se tiene la flecha a .#(, que por la buena definicién del complejo .#, pasa al

cociente .. Esto dice que:

ATy, ..., T, AT, T
dT(ker(df)) + I.A[Tl, “en ,Tn] o dT(ker(df))

Ho( M) = ®4 ? ~ Sym,,(I/17). (3.11)

Recordemos, que denomindbamos Z; al i-ésimo ciclo del complejo Co(f; A[T]), deno-
taremos con Z;(K) al correspondiente médulo de ciclos de K = ICq(f, A) y con B;(K) y
H;(K) a sus respectivos bordes y homologias. Como la diferencial de I, llamémos la d,
verifica que

d(z Ay) = d(z) Ay + (1) z Ad(y),

Z(K) := ®;Z;(K) resulta una A-subélgebra de K y B(K) := ®;B;(K) es un ideal en Z(K).
Ademéds, existe otro ideal relevante de Z(K), que es aquel formado por los elementos con
coeficientes en I, es decir Z(K) := Z(K) N I.K . Como B(K) C Z(K), existe un morfismo
de A-dlgebras (que también lo es de A/I-algebras) tal que se tiene la siguiente sucesién
exacta:

0—d(I):=Z2(K)/B(K) — H(K) = Z(K)/B(K) — H(K) = Z(K)/Z(K) — 0.

Con esta notacién, los complejos Z,, Be y .#, introducidos al comienzo de esta seccién
resultan:

e~ Z(K) @4 8ymy(A") ~ Z(K) @4 ATy, ..., T,];

PBo ~ B(K) @4 Symy(A™) ~ B(K) ®4 A[T1,...,T,];
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Mo =~ H(K)®4Symy(A") ~ HIK)@a AT, ..., To] =~ HK)®4,1 A/I[TY, ..., Tn] ~
H(K) ®4/1 Symy / 1((A/I)™), donde los dos tultimos isomorfismo resultan de que el
ideal I anula a H (KC).

Un punto clave de esta seccion es interpretar la aciclicidad de los complejos 2 v M.

Una propiedad importante de los complejos de aproximacién es que éstos, a diferencia
del complejo de Koszul, no dependen de los generadores elegidos para el ideal I, como se
enuncia en el siguiente resultado.

3.6.1 Proposicién. Con las definiciones anteriores, H;(%s), Hi(%Bs) y Hi(Ms) son in-
dependientes de los generadores elegidos para I, para todo i.

Para la demostracién de este resultado, ver la Proposicion 3.2.6 y Corolario 3.2.7 de
[Vasl].

Denotemos por (Z4):, (PBe)t v (M) a las componentes de grado ¢ en las variables
Ty,...,T,, de 24, PBo y Mo respectivamente y S, a la componente de grado s de Sym(A™).
Extendamos por cero para s < 0, asi S; esta definido para todo s € Z.

Como el morfismo dp tiene grado 1 en las variables T;, se tiene, para cada t, el sub-
complejo de Z, correspondiente a la capa de grado t,

dr dp dr dr
(Ze)e: 0— (Zn)t = (Zn-1)t — - — (Z1)t — (Zo)¢ — 0.
Por la definicién de los complejos de aproximacién (mirando el compejo doble de Koszul
asociado) podemos escribir al médulo (Z;); como Z;(K) ®4 S¢—;. Se tiene entonces que

(Z)e: 0= Zo(K) @4 Sien B .. B Z0(K) @4 821 D5 Zo(K) @4 S — 0.

Anélogamente, el complejo (.4, ); se obtiene como:

(M) 00— Hy(K) @4 Sien Z .. B HY(K) @4 Si—1 D Ho(K) ®4S: — 0.

Dado que el compejo Z, sera de gran utilidad en el capitulo siguiente, proponemos
aqui una notacién que serd muy conveniente. Obsérvese que el médulo Z; es un ideal de
del i-ésimo médulo del complejo de Koszul Ko (f; A[T]), donde los morfismos tienen grado
d en la graduacién de A. Si escribimos a este complejo con el “shift” correspondiente , se
obtiene lo siguiente:

KoBAT]): 0 Knl-dn] & Kpoi[-din-1)] % ... % K\ [-d) & ATy, ..., T) — o,
Con esta notacién, el complejo Z, es aquel cuyos objetos son
% = Z;(K)[di] @4 A[Th, ..., Ty)]. (3.12)

Es decir, escribimos al complejo %, como:

0 — Zo(K)[dn] @4 A[Th, ..., To) S5 ... 5 20(0)[d) @4 AT, ..., Tp] 2 A[Th, ..., Tp] — 0.
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En el futuro, también notaremos con .%,, o simplemente con . al complejo ICo (T; A[T]).
Con esta notacion se tiene una sucesion exacta corta de complejos

0— % — 2% B]-1] 0.

Seteando el grado de T; como cero, se tiene, para cada ¢, una sucesién exacta corta de
complejos como sigue:

0= (Z) = (L) D (Bu[-1])i1 — 0,

d
donde la i-ésima fila es 0 — (Z;); — (L) “, (Bi—1)t—1 — 0, que con la notacién anterior
corresponde a:

: d
0= Zi(K) @4 81— — \ A" @4 81— = Bi1(K) ®4 84— — 0.

Luego, para cada t, se tiene una sucesion exacta corta de complejos:

0—(Zip1)t ——(ZLit1)i——(Bi)t-1—0
dp dp dp

d
0——>(Z): (Z)i—>(Bi_1)i-1—>0
dr dr dr
0—(Zi—1)t ——(Zi-1)t—(Bi—2)t-1—0

Aqui el cuadrado

se reescribe como

Zix1(K) ®4 8 (i41) = A" A" @4 St—(z‘+1)*f> N A" @48 (i41y<—(Bi)i1

df

Zi(K) ©a 8- i ———— N A" ®4 S; i N A @48 i< (Bis1)i1

Ny . d .
De la sucesién exacta corta de complejos 0 — Z < % —> PBe|—1] — 0, se tiene una
sucesion exacta larga en las homologias

L= Hay(L) — Hi(Ba) > Hi(Z) — Hi(L) — Ho(Be) > Ho(2a) — Ho(L) — 0,
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donde H;(%.) LN H;(Z,)(1) es el morfismo de conexién y H(Z,)(1) es el médulo grad-

uado H(Z,) con un corrimiento en el grado. Luego para cada t se tiene (H;(Z%.)): LA

(Hi(Ze))t41-

Recordemos que como el complejo %, es el complejo Ko (T; A[T]) con el diferencial drp,
y la sucesion {T1,...,T,} es regular, entonces (%, dr) es aciclico en grado positivo. Mds
precisamente
(Hi(Z)): =0 sii>06,t>0.

Entonces se tiene que para i,t > 0, (H;(%))t LA (Hi(Zs))t+1 resulta un isomorfismo.

Si llamamos 7 al iltimo morfismo (no nulo) de la sucesién exacta larga de homologias, se
obtiene la sucesion exacta corta

0 — Ho(%.) > Ho(Z) & Hy(L) — 0,

lo cual dice que Hy(AB,) =~ ker(w) via §. Como ademds (Hy(Zs))t =0siysolosit=0y
(Ho(Z))o = A, definimos nuevos médulos graduados H/(Zs):

(H{(24))e = (Hi(Ze))e sii >0y t>0;

(2

(Ho(Ze))o = 0.
Se tiene entonces que

3.6.2 Teorema. Para todo iy todot, el morfismo de conexion § : (Hi(Be))t — (Hi(Z24))141
induce un isomorfismo

0"+ (Hi(%s))r = (Hi(24))e1

(2

Por la definicién de los complejos %o, PBe v M, para cada t se tiene otra sucesion
exacta de complejos
0= (Ba)t — (Zo)1 — (M)t — O,

y un sucesién exacta corta de complejos graduados

0 — Bo — Zo — Mo — 0.

De esta tultima, se obtiene una sucesion exacta larga en las homologias, y por el teorema
3.6.2, se rescribe como sigue

o Hipy (M) S HI(Z)(1) — Hi(Z) — Hy(#) S H_(Z)(1) — . ..

= Hy () S HY(Z) (1) — Ho(2,) — Ho(Ma) — 0, (3.13)

donde H;(.A,) EY H! [(Z,) es la composicién del morfismo de conexién obtenido en la
nueva sucesion exacta larga, con el morfismo inducido ¢’ del teorema 3.6.2.
Se deduce de aca el siguiente resultado:
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3.6.3 Proposicién. Si H;(.#,) = 0 entonces H;(Z) = 0. En particular, si M es acicli-
co, entonces Z, también lo es.

Demostracion. En primer lugar es facil ver que si H;11(.#,) = H;(.#,) = 0 entonces
H;(Z,) = 0, ya que de la sucesién exacta larga de las homologias se concluye 0 =
Hipy(Me) — H{(2)(1) — Hi(2,) — Hi(Ma) = 0.

Probaremos ahora el resultado enunciado. A partir de la sucesién exacta larga de recién
se tiene que H;(%,)(1) — H;(%.) — H;(.#,) resulta exacta para todo t y todo i > 0. Por
hipétesis, H;(.#,) = 0, luego el morfismo de A[T1, ..., T,]-médulos H](Z,)(1) — H;(Z)
resulta suryectivo. Como estamos bajo la hipdtesis de noetherianidad de A y entonces
AlTy,...,T,] también lo es, luego H;(Z,) resulta un A[T7y,...,T,]-médulos de tipo finito
ya que es un cociente de médulos de ciclos de un complejo de Koszul. Como el morfismo
H(Z)(1) — H;(Z,) viene dado por la composicién del isomorfismo ¢’ con la inclusién
de (%) en (Z4)s, entonces se tiene un isomorfismo H;(2,)(1) = H;(Z3). Esto dice que
para cada t

(Hi(Ze))1+1 = (Hi(Z3)):-

Como (H;(Z,))-1 = 0, iterando, se deduce que (H;(Z,)): = 0 para todo t.
O

3.6.4 Observacion. Obsérvese que si H;(Ko(f; A[T])) = 0, entonces por construccién del
complejo .#,, éste se anula. En particular H;(.#,) = 0.

Recordemos que nuestro principal interés se centra en el estudio de la cola de la sucesién
exacta larga anterior para cada grado t fijo, esto es

= Hi(()e) 2 HY(Za)enr) 2> Ho((Za)e) — Ho((Aa):) — 0, (3.14)

que reemplanzando de acuerdo con los isomorfismos (3.10) y (3.11) se reescribe como

c— Hy((A0)e) 2 (Syma(D))er 2> (Syma(D))e — (Syma, (1/1%)e — 0,

donde, como antes A es el morfismo de conexién (compuesto con 0') y A es el morfismo
que baja el grado, es decir
5/—1
A (Syma(D))e1 = (Ho(26))e41 "= (Ho(%e))e — (Ho(24))e ~ (Symy(1))r,

inducido por la flecha T/ (A) — T¥(A), donde T;(A) denota el dlgebra tensorial en A de
1, definido como 1 ® ... ® 441 — T1T2 @ T3 ® ... ® x441. Kl correspondiente morfismo
en las algebras simétricas es el morfismo (Symy(1))e+1 — I.(Symy (1)) C (Symy(1))s, que
aplica x1. ... w1 — z1(22. ... Tpy1).

Veremos ahora como se relacionan estos resultados con el estudios de la “aproximacién”
del algebra de Rees por el algebra simétrica. Como consecuencia de la sucesiéon exacta
larga de las homologias proveniente de 0 — By — % — Mo — 0 (3.13), se obtiene una
condicién para que el morfismo o : Symy(I) — Ra(l) resulte un isomorfismo, es decir,
condiciones para determinar cudando I es de tipo lineal.



IMPLICITACION DE HIPERSUPERFICIES 49

Juntando la cola de la sucesién exacta larga (3.14) con la sucesién exacta
0 — ITL+1 N I?’L N ITL/ITL+1 =0

se tiene el siguiente diagrama

Hy (M) —>Symy(I)—>>Sym 4 (I)—">Sym 4, (I/T*)—0

Lk |
0 Ra(l)+—=Ra(I) gra(l)—0

donde R A(I)+ consiste en el ideal de R4(I) de grado positivo.

Supongamos, que se tuviera que Hj(.#,) = 0, entonces a partir de estas dos sucesiones
exactas, miradas grado a grado, se puede confeccionar un diagrama

0——(Sym4(I))ip1——(Sym,(I));

—(Ra(l)4)it1——(Ra(l)):

Obsérvese que og : A = (Symy(I))o — (Ra(I))o = A es la identidad (por ser morfismo
de A-dlgebras). Ahora, como og o A es inyectivo, entonces o1 también, y como ya era
suryectivo, se tiene que es un isomorfismo. Iterando, se obtiene que o; es un isomorfismo
para todo t. Hemos probado que:

3.6.5 Proposicién. Si Hy(.#,) =0 entonces o : Sym,(I) = Ra(I) resulta un isomorfis-
mo, es decir, I es de tipo lineal.

3.6.6 Teorema. Si denotamos por o : Symy(I) — Ra(I) al morfismo de la proposicion
anterior y por 7y : SymA/I(I/IQ) — gra(I) a su reduccion mddulo I, se tiene que para el
caso en que A sea un anillo noetheriano, o es un isomorfismo si y sélo si v lo es.

Demostracion. Es claro que si o es un isomorfismo, entonces su reduccién modulo I tam-
bién lo es.
Para ver que vale la afirmacion contraria, apliquemos el lema de la serpiente al diagrama

0 Kt (Symy(I))iy1——=I1——0
]
0 K; (Symy(1)); I 0,

se obtiene una sucesién exacta corta como la siguiente:

0 — Ki/ X1 (Ki1) — Symy r(I/1%); — gr4(I)i — 0.
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Por hipétesis K; = \j11(K;y1) sii > 1. Por otro lado, como K es un ideal finitamente
generado de Sym,(]), existe un natural n > 1 tal que K;1; = Symy([);.K;, para i > n.
Aplicando A a la ecuacién anterior se obtiene

KZ‘ = )\(Kz+1) = )\(SymA(I)l.Ki) = IKZ .

Ahora, por un argumento de localizacién seguido del lema de Nakayama, se obtiene
que K; = 0 para ¢ > n. Usando induccién descendente se prueba la nulidad de las otras
componentes.

O

3.7 Aciclicidad de los complejos de aproximacién

Probaremos en esta seccién resultados sobre la aciclicidad de los complejos de aproxi-
macioén, que usaremos en el capitulo siguiente.

En lo que sigue asumiremos que A es un anillo noetheriano, N-graduado. Denotamos
por m al ideal formado por los elementos de grado positivo, es decir m = @._, A;, que
frecuentemente denotaremos A .

1>0

8.7.1 Observacion. Si I y m tienen el mismo ideal radical, entonces los médulos de ho-
mologia H;(K,) del complejo de Koszul asociado a la sucesién {x1,...,z,}, Ko = Ko(x; A),
estan soportados en V(m), es decir, H;(K,)p = 0 para p # m.

Esto se debe a que como localizar en p equivale a tensorizar sobre A con Ay, y la
localizaciéon conmuta con tomar cocientes, basta ver que el complejo de Koszul KCq(x : Ap)
es aciclico. Ahora, si algin x; no esté en p, este es una unidad en Ay, y por el Lema 3.4.10
se tiene que el complejo en cuestién resuta aciclico. Por otro lado, obsérvese que no puede
suceder que todo x; esté en p, ya que si no, I resultaria dentro de p, y como p es primo
(entonces radical), resultarfa que el radical de I, que coincide con m (por ser maximal),
coincidiria con p en contra de la hipétesis.

8.7.2 Observacion. Teniendo en cuenta lo visto recién, la Observacion 3.6.4 y la Proposicion
3.6.3, se tiene que los médulos H;(#) y Hi(Z.) también estan soportados en V(m)

A continuacion enunciaremos el primer resultado sobre aciclicidad de los complejos de
aproximacion.

3.7.3 Proposicién. Sea I = (x1,...,x,) un ideal de A tal que los ideales I y m tienen el
mismo radical. Supongamos ademds que r = depth(m : A) > 1. Entonces los mddulos de
homologia H;(Zs) se anulan para i > max{l,n —r}. En particular sin>2 yr >n—1,
entonces el complejo % resulta aciclico.

Demostracion. Sea Ko = Ko(x; A) el complejo de Koszul asociado a la sucesién {x1, ..., z,},
con coeficientes en A. Sea H;(K,) el i-ésimo mddulo de homologia de Ko, Z; y B; a los
ciclos y bordes de Iy respectivamente.
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Como I y m tienen el mismo radical, por la Observaciéon 3.7.1, entonces los médulos
de homologia H;(KC,) estan soportados en V(m), es decir, H;(Ks)p, = 0 para p # m.

Ahora, por la Observacién 3.7.2 se tiene que los médulos H;(A#,) v H;(Zs) también
estan soportados en V(m), y consecuentemente se tiene que

depth(m : H;(Z,)) = 0 para todo i > 0, si H;(Z,) # 0. (3.15)

Como I y m tienen el mismo radical, entonces por la Observacion 3.4.7 y el Teorema
3.4.4, se tiene que depth(l : A) = depth(m : A) = r y se deduce del Lema 3.4.8 que
H;(Ke) = 0 para i > n—r. Se deduce de aca que el complejo de Koszul truncado siguiente
es exacto:

0= Kp—Kp1— ... > Ky 1 — Ky,

y como 7 > 1 se tiene sucesiones exactas como las siguientes:
0— K, — B,1—0,

0— By-1— Ky1— B,_2—0,

0— Bpr41 — Kpyy1 — By — 0,

Usaremos ahora [Eisl] Cor. 18.6 . Como depth(m : K;) > r para todo i, iterando se
obtiene que depth(m : B;) > r—(n—i)+1paran—r < i <n—1. Como r > 1 se tiene que
Zy, =0y que Z; = B; para i como antes. Mas aun, Z,,_, C K,,_, y depth(m : K,,_,) > 1y
por lo tanto depth(m : Z,_,) > 1. Finalmente, usando que %; = Z;[T1,...,T,] para todo
i—0,...,n se obtiene que Z, = 0y que depth(m : %) >i—(n—r—1) paran—r <i < n.

Por el Lema 3.4.8, (3.15) y lo recién observado, se tiene que el complejo

0—Zn1— ... Znyy1— Znr

es exacto, y por lo tanto se tiene que H;(Z,) = 0 para ¢ > max(1l,n —r). O

El resultado anterior sélo vale cuando ambos ideales I y m tienen el mismo radical. Por
lo tanto, desde un enfoque mas geométrico, sélo podremos aplicarlo cuando el conjunto
de puntos base es vacio. Enunciaremos a continuacién otros casos, que nos permitiran
trabajar cuando si existan puntos base.

Previamente, repasaremos la definicion de un ideal de interseccion completa local
proyectiva. Dado un ideal J de un anillo A denotamos por p(J) al entero que corresponde
al nimero minimal de generadores de J.

3.7.4 Definicién. Sea I un ideal de un anillo A. Se dice que [ es una interseccién completa
local en Proj (A) siy solo si para todo p € Spec (A)—V (m) se tiene que p(1p) = depth(Iy :
Ap).
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3.7.5 Proposicién. Sea I = (fi,...,fn) un ideal de A tal que I es una interseccion
completa local en Proj (A), y n > 2. Supongamos ademds que depth(m : A) >n—1 y que
depth(I : A) =n — 2. Entonces el complejo %, asociado a I es aciclico.

Demostracion. Para comenzar, es conveniente observar que dado que depth(I : A) =n—2,
se tiene que () > n — 2. Aca surgen dos casos de estudio: el caso en que pu(I) =n—2y
que pu(I) >n—2.

En el primero de ellos, cuando p(I) = depth(I : A) = n — 2, es decir, cuando I es una
interseccién completa, se tiene que I = (z1,...,2,—2), donde x = {x1,..., 2,2} es una
sucesion regular. Entonces por 3.4.2 se tiene que Ko(x) es aciclico, y por lo tanto, como
la construccion de los complejos de aproximacién no depende de los generadores, sino solo
de I (ver Teorema 3.6.1), a partir de la Observacién 3.6.4 se tiene que .#, es aciclico y
por lo tanto (por 3.6.3) Z, también.

Supongamos ahora que u(I) > depth(l : A) = n — 2. La demostracién es similar a la
de la Proposicién 3.7.3, y se basa en perseguir profundidades (depths) y en el Lema 3.4.8.
Consideremos para comenzar el complejo

Ze 021> % 90— ...~ 24— 2 — 0.

Obsérvese que como [ es una intersecciéon completa local en Proj (A), es decir, u(I,) =
depth(I, : Ap) para todo p # m los médulos de homologia H;(K,) estan soportados en
V(m), esto es, H;(KCs)p, = 0 para p # m por estar generados localmente por sucesiones
regulares de longitud p(Ap).

Considerando ésto y que la construccién de Z, v .#, no depende de los generadores
de I elegidos (ver Teorema 3.6.1), se tiene que H'(.#,) esté soportado en V(m) para todo
i > 0, y consecuentemente por la proposicién 3.6.3 se tiene que H;(Z,) también estén
soportados en V(m) para i > 0. Y por lo tanto:

depth(m : H;(Z,)) = 0 para todo i > 0, si H;(Z) # 0. (3.16)

Como supusimos que depth(I : A) = n—2, los médulos de homologia H;(/C,e) se anulan
para ¢ > 2, luego el complejo de Koszul truncado

0O—K,— K, 1— ... K3— Ky
es exacto, y se tienen las sucesiones exactas:
OHKnHanlﬂo,

0—Bp1— Ky 1— By 2—0,

0 — By — K3 — By — 0.

Como se procedi6 en la demostracién anterior, usando [Eisl] Cor. 18.6. y teniendo en
cuenta que como depth(m : K;) > n—1 para todo i; iterando se obtiene que depth(m : B;) >
ipara2 <i<n-—1.Como Z, =0y Z; = B; paran—1 > i > 2, entonces depth(m : Z;) > i
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paran—1 > 1
depth(m : Zy) >
tiene que

> 3. Se tiene ademds que Z; C Kj y depth(m : K1) > 1, entonces
1. Como % = Z;[Th,...,T,] (con el shift de indices corrspondiente), se

2 =0,

y que
depth(m : Z;) > iparai >3, 6i=1.

Bastarfa probar que depth(m : 2%) > 2 y usar el Lema 3.4.8 para poder afirmar que el
complejo Z, es aciclico. Para poder demostrar este caso restante se usaran dos lemas que
se enuncian (sin demostracién) al final de esta prueba.

Veremos que tanto si u(I) = n — 1 como si u(I) = n, se tiene que que Ha(A,) = 0.
Para el primer caso, el Lema 3.7.7, implica directamente lo deseado. Para el segundo caso,
este mismo lema implica que Hy(#,) = HY(Ha(.#,)), y por el Lema 3.7.6 se obtiene que
HY(Hy(A)) = 0, luego Ha(.#,) = 0. En ambos casos se sigue que B2 = Z5 y por lo
tanto, hemos probado que depth(m : %3) > 2 y finalmete depth(m : Z5) > 2 tal como se
deseaba. O

3.7.6 Lema. Sea I = (fi,..., fn) un ideal de A tal que depth(m : A) > depth(I : A) =r.
Entonces HY(H,_(Ks)) = 0.

3.7.7 Lema. Sea I = (f1,...,fn) un ideal de A, se tienen las siguientes dos propiedades:
(a) para todo i > ¢ := pu(I) — depth(I : A), se tiene que H;(.#s) = 0;

(b) si ademds suponemos que para todo p € Spec (A) — V(m) se tiene que ( > (p =
w(Ip) — depth(Iy : Ay), entonces He(Mo) = HA(H (M)).

Para ver una demostracién de estos dos resultados, recurrir a [B-J] Lemas 4.10 y 4.11.

El siguiente resultado vincula lo estudiado en esta seccién con las definiciones dadas
en la seccién 3.2.

3.7.8 Teorema. Sea A un anillo e I un ideal de A. Consideremos las afirmaciones:
(a) I estd generado por una sucesion propia;
(b) el complejo %o asociado a I es aciclico.

Entonces (a) implica (b). Mds ain, si A es un anillo local, con ideal maximal m, y cuerpo
residual k infinito, o si A es un anillo graduado tal que Ay = k es un cuerpo infinito y
m es su ideal irrelevante, que estd generado en grado 1, y tal que x; € m son elementos
homogéneos; entonces (a) y (b) resultan equivalentes.

Demostracion. Se puede encontrar una demostracién en [HSV3]. O



Capitulo 4

Implicitaciéon

En este capitulo estudiaremos el problema de impicitacién. Primeramente, veremos breve-
mente el método introducido por Sederberg y Chen y luego desarrollado en profundidad
por Busé, Cox y D’Andrea, que consiste en el método de Curvas y Superficies méviles,
méas comunmente llamadas moving curves o moving lines y moving surfaces. Veremos
que este método es una “inocente” forma de atacar un profundo problema, que involucra
sofisticadas técnicas de geometria algebraica, dlgebra conmutativa y homoldgica.

En la segunda seccién abordaremos en el problema de implicitacion usando los comple-
jos de aproximacion y toda la maquinaria introducida en el capitulo anterior. Este enfoque
fue desarrollado por Busé, Chardin y Jouanolou desde comienzos de este siglo.

4.1 Moving Lines y Moving Surfaces

El objetivo de esta seccién es comentar algunos de los resultados sobre moving curves
y moving surfaces obtenidos por Sederberg y Chen en el articulo [SC], y las posteriores
sofistificaciones de Busé, Cox y D’Andrea [Cox1, Cox2, DAn, BCD].

Para esta seccién emplearemos la notacion clasica utilizada por D. Cox. Para una maés
facil lectura del texto siguiente, y para poder vincular con lo ya desarrollado y lo que ex-
pondremos en la seccion siguiente, exhibimos a continuacién un diccionario. Notaremos con
s,t,u a las variables X7, Xo, X3, el cuerpo k serd C y entonces el anillo A = k[ X1, X3, X3] 0
A = k[ X1, Xo] serd R = C[s, t,u] o C[s, t] respectivamente. x, y, z, w serdn las variables que
denotabamos por 17,715,715, Ty y escribiremos como a,b, c,d a las funciones f1, fo, f3, f1,
y con A, B,C,D a las syzygies que notabamos con a, b, c,d, es decir, ahora la relacién
Y Aifi = 0setraduce a A.a+ B.b+C.c+D.d=00 A.a+ B.b+C.c =0, dependiendo del
contexto. Ademds, ahora denotaremos por k al grado de las funciones A, B, C, D, antes
denotado por d.

La pregunta que nos interesa responder es cémo obtener una ecuacion implicita F' que
defina a la curva en cuestién como V(F'), asumiendo que se conoce una parametrizacion.

o4
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4.1.1 Moving curves

Asumiremos que siempre se trabaja sobre el cuerpo C. Supongamos que ¢ : ]P’(lC — IP’(QC es
una aplicacién (posiblemente con puntos base), cuya imagen es una curva en P2. La idea
es tratar de implicitar la imagen de ¢, dada por ¢(s,t) = (a(s,t),b(s,t),c(s,t)), donde
a,b,c € R = C[s,t] son polinomios homogéneos de grado d. Primero asumiremos que el
minimo comun divisor, denotado por gcd es 1, es decir, ged(a, b, c) = 1. Esto asegura que
¢ no tenga puntos base. Sederberg y sus colaboradores introdujeron en [SC] y [CSC] la
idea de moving lines en P!,

Sean z,y, z coordenadas homogéneas para P?, entonces una moving line consiste en
una ecuacién de la forma

A(s,t)x + B(s,t)y + C(s,t)z =0

donde A, B, C' € R son polinomios homogéneos del mismo grado. Podemos mirar la férmula
anterior como una familia de rectas parametrizadas por (s,t) € PL.

4.1.1 Definicién. Se dice que la moving line A(s,t)z + B(s,t)y + C(s,t)z = 0 sigue a la
parametrizacién ¢(s,t) = (a(s,t),b(s,t),c(s,t)) si

A(s,t)a(s,t) + B(s,t)b(s,t) + C(s,t)c(s,t) =0
para todo (s,t) € PL.

Geométricamente esto significa que para todo (s, t) el punto yace en la recta parametriza-
da.

Ma4ds importante aun es la interpretacion algebraica de la definicién 4.1.1 que dice
que A, B,C es una syzygy en a,b, c. Escribimos esto asi: (4, B,C) € Syz(a,b,c), donde
Syz(a,b,c) C R? es el médulo de syzygies de (a, b, c).

Dado que Syz(a,b,c) es un médulo graduado, podemos hablar de su s-ésima compo-
nente graduada, denotada Syz(a,b,c)s. Veremos ahora cémo Syz(a,b, c)y—1 determina la
ecuacién implicita de la imagen de ¢.

Para ello, consideremos la aplicacién de Koszul dada por (a,b,c). Esto es

R}, (@0 Rog—1,
estos médulos representan las piezas de grado kK — 1y 2k — 1, y como se dijo antes el mor-
fismo (a, b, ) tiene grado k. Claramente el nicleo de este morfismo resulta Syz(a, b, ¢)g_1.
Obsérvese también que la dimension de R2—1 es k+ k+ k = 3k, y que la dimensién de
Roj.—1 es 2k. Entonces la dimension de Syz(a, b, ¢)x_1 resulta k si y solo si el morfismo de
multiplicacién por (a, b, ¢) tiene rango maximo.

Daremos mas adelante, en 4.1.3, alguna idea de por qué este morfismo tiene rango
maximo, y esto se debe a cierta condicién de regularidad que satisface. Asumiremos esto
por ahora. Como consecuencia se obtiene que dimc(Syz(a,b,c)y—1) = k, de lo cual se
sigue que podemos encontrar k generadores (moving lines) linealmente independientes
que siguen a ¢. Escribiremos a estas moving lines como sigue:

k—1
A;x+ By + Ciz = ZL@j(w,y, z)sjtk_l_j, 1=0,...,k—1.
j=0
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Donde las L; j(x,y, z) son formas lineales con coeficientes en C.

Uno de los resultados més importantes en este area es el siguiente:

4.1.2 Teorema. Sea € la imagen de ¢, y sea e el grado genérico del morfismo inducido
por la aplicacién P! — €. Entonces det(L; ;) = A\F¢, donde A € C— {0} y F =0 es la
ecuacion implicita (irreducible) de la curca € C P2,

Este teorema se puede consultar en cualquira de los dos articulos de D. A. Cox men-
cionados [Cox1, Cox2].

Observemos c¢émo se comportan algunos nimeros en este teorema: dado que a,b,c
tienen grado k, la curva € definida por ¢ tiene grado k/e, donde e es el grado genérico.
Se deduce que F° tiene grado k. Por otro lado, el determinante del teorema 4.1.2 también
tiene grado k, ya que (L; ;) es una matriz de k x k de formas lineales.

El siguiente paso sera ver con mayor profundidad cuéles son las herramientas de dlgebra
conmutativa involucradas en este anédlisis. Sea I = (a,b,c) C R. Entonces como I es un
ideal de R se tiene la siguiente sucesién exacta

0 — Syz(a,b,c) — R(—k)3 @5 1 o,

En el caso de dos variables el Teorema de las Syzygies de Hilbert implica que el médulo
de syzygies es libre. Mds atn, usando el polinomio de Hilbert, se puede mostrar que

Syz(a,b,c) ~ R(—k — pu1) & R(—k — ua), 1+ po = k.

Este isomorfismo dice que si escribimos p = u1 < ps = k — u, entonces existen syzygies
p,q € Syz(a,b,c) tales que
Syz(a,b,c) = Rp® R.q

donde el grado de p es v y el de p es k — p. En este caso se dice que {p, ¢} es una p-base
de la parametrizacién ¢ : P — P2,
Se tiene entonces la siguiente presentacion libre del ideal [

0 — R(—k — 111) & R(—k — pia) — R(—k)* “%7 1 0.

La existencia de una u-base tiene algunas consecuencias importantes.

4.1.3 Nota. La existencia de una p-base tiene algunas consecuencias importantes:

(a) esto implica que cada syzygy de grado k — 1 puede ser escrita de forma tnica como
h1.p + ha.q, donde hj tiene grado k — pu— 1y hg, p— 1. Como hay k — u elecciones
linealmente independientes para hi y p para ho se deduce que hay k moving lines

linealmente independientes de grado k£ — 1 que siguen la parametrizacion ¢. Esto

. 7 ’ a,b,c . . ’ .
explica por qué afirmabamos que R%A ( — ) Roj_1 tiene tiene rango maximo.
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(b) Otro aspecto interesante es que si se permite que hj recorra todos los monomios
de grado k — pt — 1 y ho todos los de grado p — 1, entonces la matriz (L; j(x,y, 2))
resulta la matriz de Sylvester de p y q. Mds precisamente, dado que p, g € Syz(a, b, c),
podemos interpretarlos como polinomios en las variables z, y, 2z, de la siguiente forma
p=p.(z,y,2) y ¢ = q.(x,y, z) que, abusando de la notacién, seguiremos escribiendo
como p y q. Luego podemos reescribir a estos polinomios, hasta ahora pensados con
coeficientes en R = C|[s, t| y variables x,y, z, como polinomios en C[z,y, z|[s, t]. En
estos términos, la matriz de Sylvester de p y ¢ indica la matriz de Sylvester asociada
Py G, en las variables s, t, con coeficientes en x, ¥, z.

A partir de este segundo item se tiene el siguiente resultado que se desprende princi-
palmente a partir del teorema 4.1.2:

4.1.4 Corolario. Si p,q forman una p-base de la parametrizacion ¢. Entonces
Res(p,q) = F*,

donde como antes € es la imagen de ¢, e el grado genérico del morfismo inducido por la
aplicacion P* — € y F = 0 es la ecuacion implicita de la curva € C P2,

La regularidad de un ideal I, en nuestro caso I = (a, b, ¢), denotada reg(I) significa lo
siguiente: como a, b, c € R = C[s, t] no tienen ceros comunes entonces fijando ¢t = 1 se tienen
polinomios a(s) = a(s,1),b(s) = b(s,1),&(s) = ¢(s,1) € C[s] también sin ceros comunes.
Por el teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz) se sigue que estos polinomios
a(s),b(s), &(s) generan todo el anillo C[s].

En el caso homogéneo, I = (a,b,c) no puede resultar todo el anillo R, ya que los
elementos de I tienen al menos grado k. Sin embargo, es cierto que para k suficientemente
grande I, = Ry, resultado que se sigue de la versién proyectiva del Nullstellensatz. El
valor a partir del cual esto sucede se denomina reg(/)

La regularidad de un ideal es I es un valor reg(/) que puede calcularse a partir de una
resolucion libre minimal de un ideal.

Es importante destacar que la existencia de una u-base también tiene resultados rele-
vantes sobre la regularidad del ideal I = (a, b, ¢). A partir de la presentacién libre obtenida
para I, se puede probar que para este ideal reg(I) = 2k —  — 1. Y por lo tanto la u-base
determina la regularidad del ideal.

4.1.2 Moving surfaces

Nos concentraremos ahora en el problema de implicitacién de superficies en P3. Para ello
consideremos ¢ : P2 — P23, dada por polinomios homogéneos a,b,c,d € R = Cls,t,u] de
grado k. Supongamos, como antes que a, b, ¢, d no tienen ceros comunes, esto es que ¢ no
tiene puntos base.
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El andlogo a las moving lines en P? antes estudiadas son los moving planes en P3. Esto
es una ecuacion de la forma

A(s,t,u)x + B(s,t,u)y + C(s,t,u)z + D(s,t,u)w = 0,

donde z, v, z, w son coordenadas homogéneas en P? y A, B, C, D son elementos de R del
mismo grado.

4.1.5 Definicién. Como antes, diremos que este moving plane sigue la parametrizacién
dada por ¢ si

A(s,t,u)a(s, t,u) + B(s, t,u)b(s,t,u) + C(s,t,u)c(s, t,u) + D(s,t,u)d(s,t,u) =0

para todo (s,t,u) € P2. Es decir, este moving plane sigue la parametrizacién si y solo si
A’ B’ C’ D 6 Syz(a/’ b’ C’ d)

Como veremos los moving planes no son suficientes para obtener la ecuacion implicita
de la imagen de ¢, serd necesario usar moving surfaces de grado mayor. En este caso
consideraremos las moving quadrics, que son ecuaciones de la forma

A(s,t,u)z® + B(s, t,u)zy + ...+ I(s, t,u)zw + J(s,t,u)w? = 0,

donde A, B,...,I,J son elementos de R homogéneos y del mismo grado. Se define como
antes qué significa que la moving quadric siga la parametrizacién, idea que se corresponde
con que

A,B,....1,J € Syz(a®,ab,...,cd,d*) c RY.

En este caso, los moving planes y moving quadrics también pueden expresarse como
nucleos de morfismos. Consideremos las aplicaciones

MP R Ry

MQ: R}, (a2t o) R3i—1

Obsérvese que dim(Rox—1) = 2k(2k + 1)/2 = k(2k + 1) y dim(R}_,) = 4(k(k +
1)/2) = 2k(k + 1) de lo cual se deduce que el espacio de moving planes tiene dimensién
2k(k+1) —k(2k+1) = k si y solo si el morfismo M P tiene rango méaximo. Analogamente
se calcula que el espacio de moving quadrics tiene dimensién (k? 4+ 7k)/2 si y solo si MQ
tiene rango maximo.

Es un hecho importante notar que cada moving plane da lugar a cuatro moving
quadrics, que son las que se obtienen multiplicando por las cuatro variables z, y, z, w. Con
lo cual, si M Py MQ tienen rango maximo, entonces hay exactamente (k%4 7k)/2 — 4k =
(k? —k)/2 moving quadric linealmente independientes, que no provienen de moving planes.
Utilizando estas (k% — k)/2 moving quadrics y los k moving planes, se puede construir una
martiz M de (k? + k)/2 x (k% + k)/2, donde:

(a) k de las filas corresponden a los k moving planes de grado k — 1;
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(b) (k? — k)/2 filas que provienen de las moving quadrics de grado k — 1.
En este caso se tiene un resultado andlogo al teorema 4.1.2:

4.1.6 Teorema. Sea ¢ : P? — P3 tal que ¢(s,t,u) = (a(s,t,u),b(s,t,u),c(s,t,u),d(s,t,u)),
sin puntos base, y tal que posea exactamente k moving planes linealmente independientes
de grado k — 1 que sigan su parametrizacion. Entonces la imagen de ¢ estd dada por
det(M) =0, donde M es la matriz recién descripta.

Reescribiendo esto con una notaciéon un poco més acorde a nuestra notacién anterior,
donde el morfismo ¢ estd dado por los polinomios homogéneos de grado k f1, fo, f3, f4 ¥ no-
tamos por x1, T2, T3 a las variables s, t,u y por t1,to, t3,t4 a las variables x, y, z, w,entonces
escribimos a los moving planes como polinomios de la forma

ai(xy1, x2, x3)t1 + az(w1, 2, 3)t2 + az(x1, x2, x3)ts + as(wy, x2, x3)t4
v a las moving quadrics de la forma
a11(1, T2, 23)t3 + a1.9(x1, 29, w3)t1te + . .. + az (21, w2, v3)tsts + aga(w1, T2, 23)t5,

donde los a; y los a; ; son polinomios homogéneos. Y tales que estas ecuaciones se anulan
al remplazar las variables t; por f;.

Si tomamos k moving planes L1, ..., L, y | = (k?—k)/2 moving quadrics Q1, ..., Q; de
grado k —1 que sigan la parametrizacién, construimos una matriz cuadrada que llamamos
M correspondiente al morfismo de C[z, y, z, w]-mddulos

(@lec[xvyv va}) S (@ézlc[xaya va])H(C[Svtu]k—l) Qc (C[l',y, Z, ’UJ]

k l
(pla"'7pk7QIa"'7Ql)l Zi:lpiLi+Zj:1 QJQJ

Se puede ver que siempre es posible elegir L1,...,Lgy Q1,...,Q; tales que el determi-
nate det(M) sea no nulo y que los ceros de éste resulten la ecuacién implicita de la imagen
del morfismo ¢ elevado a su grado. Obsérvese que nuevamente se identifica C[s, ¢, u|x_1 con
C!, esto permite ocultar las variables s,t,u y obtener asi expresiones que sélo dependan
de x,y, z,w.

4.2 Implicitacion via Complejos de Aproximacion

Recordemos el panorama del primer capitulo: teniamos k£ un anillo conmutativo y un
morfismo graduado h de k-algebras graduadas, que estaba definido asi:

h:k’[Tl,...,Tn]HA, Tzl—>fz
Este morfismo de k-dlgebras induce un morfismo de k-esquemas proyectivos

¢:Proj A=V (fi,..., fa) =D+ (fi) = U Dr(Th) =P
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Se pretende obtener una ecuacién implicita para el esquema imagen de ¢, que llamdbamos
la “scheme-theoretic image” de ¢.

Como hemos visto en el Lema 2.0.8, el nucleo del morfismo h define la clausura de la
imagen de ¢, y con la notacién de esquemas, llamando ¢ al haz de ideales ker(h)™, se
tiene que V(_#) = V((ker(h) : (T1,...,T,,)*)™) en el contexto proyectivo.

En esta seccién investigaremos el problema de implicitaciéon de V(_¢) desde un enfoque
diferente al de la seccién anterior. Para esto, supondremos primero que k es un cuerpo y que
(como ya se venia sugiriendo) A es el anillo de polinomios en las variables X7, ..., X, _;.
De esta forma los morfismos i y ¢ se reescriben como:

h:k[Ty,..., Ty = k[X1,...,. Xn 1],  Tie fi
y
¢ Py 2=V (fi, .., fo) = JDs () = Do (T) = P
Esto dice que ¢ es un morfismo racional de la forma ¢ : PZ_Q - — = }P’Z_l, que aplica
(1, y2pn—1) — (f1,.-., fn)(@1, ..., xp—1). Si el morfismo ¢ es genéricamente finito, en-

tonces el esquema imagen es una hipersuperficie de ]P’Z_l, y el problema de implicitacién
consiste en calcular explicitamente la ecuacién que define al ideal principal ker(h).

Notaremos como antes con [ al ideal formado por los polinomios homogéneos { f; }i=1,... n
de grado d, la graduacion en el anillo A sera la graduacion estandar de un anillo de poli-
nomios, donde deg(X;) = 1y Z, Bo y Mo seran los complejos de aproximacién asociados
a I, definidos como en el capitulo anterior.

4.2.1 Nota. El objetivo principal de esta seccién serd mostrar que bajo ciertas condiciones
el complejo Z, es aciclico y que resulta una resolucién graduada del algebra simétrica
Sym4(I). Veremos entonces que separando este complejo en sus partes homogéneas, se
puede obtener la ecuacién implicita buscada como el determinante de una de estas com-
ponentes.

La relacion de esta parte del trabajo, con lo estudiado en los Capitulos 2 y 3 esta dada
por el siguiente resultado:

4.2.2 Teorema. Si H)(A) = 0, cosa que se satisface trivialmente cuando se tiene que
A=k[X1,...,X,_1], entonces para todo v € N

anngr, .. 7,](Ra(l),) = ker(h).

Demostracion. Recordemos, como se mostré en 3.3 que el dlgebra de Rees mencionada

se presenta como 0 — J — A[Ty,...,T,] LA Ra(I) — 0, entonces escribimos Ra([) =
AlTy, ..., T,/ ker(3). De acuerdo con la proposicién 3.3.4, se tiene que ker(3) = (ker(f) :
(m)*°) y por lo tanto ker(h) = (ker(3) : (m)>®) Nk[T1,...,Ty).

Ahora, dado que HO(Ra(I)) = %, se tiene que Hy(Ra(I)) = 0.

Por el lema siguiente, tomando R = A/ ker(h) y B = R4a([), y usando que
E[Ty,...,T,] k[Ty,...,T,]

- ker(3) N k[Ty,...,T,]  ker(h) ’

Ra(I)o
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se tiene que:
anngr, . 7,](Ra(l)y) = anngpy  11(Ra(l)o) = ker(h)

O]

Este resultado se deduce del siguiente lema que puede consultarse en la primera seccién
de [Busé].

4.2.3 Lema. Sean R un anillo, y B = R[X1,..., X,,_1]/I', tales que RNI' =0, y sea
n € N un entero tal que HY(B), = 0. Entonces, para todo v € N

anng(B,) = anng(B,+,) = H%(B)o.

A pesar de esta buena propiedad que satisface el dlgebra R 4(I), para poder calcular
un generador de ker(h), es necesario conocerle una resolucién libre. Lamentablemente no
existe ninguna resolucién “universal” conocida de esta algebra. Acd es donde aparece en
escena, en el problema de implicitacién, el dlgebra simétrica de I, que vimos que bajo
ciertas condiciones resulta una buena aproximacién de R 4([). Buscaremos en adelante,
dar condiciones para poder calcular el generador de ker(h) a partir de Sym (/).

Como consecuencia de la graduacién de los dos anillos de polinomios en cuestién
k[Ty,....,T,) y A = k[X1,...,Xn_1], se tiene que A[T1,...,T,] resulta bigraduado, es-
to le confiere a Sym 4 () una doble graduacién, que es preservada por la presentacién:

0—J — A[T1,..., Ty = Sym, (1) — 0,

donde J' = {3} ¢;T;, tales que g; € A[Ty,...,T,],y > ¢ifi = 0} segin se probé al princi-
pio del capitulo 3.

Denotaremos por Sym4(I), a la parte graduada en grado v de Sym 4 (), correspondiente
a la graduacién de A. Para ser mds preciso, Symy(I), = @,5¢ AvSym 4(I), y Sym (1)
denota la componente de grado t respecto de la graduacién en las T}’s.

Denotemos por m al ideal maximal (X1,..., X,_1) de A, luego Vi(m) =0 € A}~
4.2.4 Proposicién. Supongamos que I es de tipo lineal fuera de V(m), y sea n un entero
tal que HY(Sym(I)), = 0 para todo v > 7. Entonces

annk[Tthn](SymA(I),,) = ker(h)
para todo v > 1.
Demostracion. Primero repasemos brevemente algunas definiciones:
(a) anngr, 1, (Symy(I)y) = {f € k[Th,...,Ty] tales que f.Sym,(I), = 0};

(b) H(Sym4(I),) = {f € Sym,(I), tales que f.m™ = 0,Vn > 0}.
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De acuerdo con la descripcién de Sym 4(I) dada, podemos reescribir (a) de la siguiente
forma

annk[Thm’Tn](SymA(I)Z,) ={f €klTh,...,T,] tales que f.A[T1,...,T,], C ker(a)}, (4.1)
del mismo modo se reescribe la condicién H2(Sym4(I),) = 0 como
{f € AlT1,...,T,], tales que 3 n € N, fm"™ C ker(a)} = ker(«), (4.2)

Por el Lema 4.2.3 recién enunciado, la hipdtesis HO(Sym4(I)) = 0 para v > 1 implica
que
anngry . 1,1 (Symy(I)y) = anngry . 1, (Symy(1)y) = HY\(sym4(I))o.
Dado que H2(A) = 0 porque A = k[X1, ..., X,,_1] es integro, a partir de la Proposicién
3.3.4 se tiene que ker(h) = ((ker(3)) : m®) N k[T1,...,T,]. Y entonces como ker(a) C
ker(f3), se deduce que:

ker(h) = ((ker(8)) : m™) NE[T1,. ... T] O ((ker(a)) : m™) O K[TY, ..., T

Por otro lado, como I es de tipo lineal fuera de V' (m) por la Proposicién 3.3.5 se tiene
que

ker(h) = ((ker(a)) : m>) N k[Th, ..., Ty] = ((ker(B)) : m™) Nk[Ty,...,T,].
O

4.2.5 Corolario. Se deduce de la demostracion que basta con que HL\(Sym4(I),) = 0 para
que
anngry . ,](Syma (1)) C ker(h)

para todo v > 1.

A partir de acd supondremos que el morfismo ¢ : Proj A --» P} es genéricamente
finito, lo cual implica que la imagen de ¢ define una hipersuperficie en P} y por lo tanto
el ideal ker(h) es principal. Denotemos por H a la ecuacién libre de cuadrados que define
a la clausura de la imagen de ¢, que esta bien definida salvo una constante no nula en k.

Primero trataremos el problema de implicitacién de la imagen de ¢, para el caso en
que I y m tengan el mismo radical, es decir que V' (I) = V(m) en Spec A, lo cual equivale
a decir que ¢ no tenga puntos base.

Supongamos entonces que V' (I) es vacio en Proj A. Bajo esta hipétesis, usando la
Proposicién 3.7.3 se tiene que el complejo Z, es aciclico ya que depth(m : A) =n — 1.
Se obtiene entonces el complejo exacto siguiente:

0—- 21— Z2—...— 24— ATh,...,T,] — Symy(I) — 0.

Recordemos que tanto Z; como A[T1,...,T,] y Sym, (/) son bigraduadas. Denotaremos
con (25), como A,[Th,...,T,] y Symy(I), a las respectivas componentes homogéneas de
grado v respecto de la graduacién de A.
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Todo esto sugiere que bajo las hipdtesis que se precisaron recientemente, podemos
calcular ker(h) como el invariante de MacRae &(Sym,(/),), que es el determinante del
complejo (Z4),, para v > 1. Esto se precisa en el caso en que V(I) es vacio en Proj A en
el siguiente teorema.

Para la definicion y algunos resultados conocidos sobre el determinante de un complejo
ver el Apéndice, seccién 2, o para mayor detalle, consultar el Apéndice del libro [GKZ].

4.2.6 Teorema. Supongamos como antes que rad(I) = rad(m). Sea n un entero tal que
HY\(Sym,(I))v = 0 para todo v > 1. Entonces el determinante de la parte homogénea de
grado v del complejo

0— (ffnfl)u - (%172)1/ — ... (-Qpl)u - AV[Tla cee 7Tn]
es exactamente HI8(9)  de grado d"—2.

Demostracion. Recordemos que como rad(/) = rad(m), a partir de las Observaciones 3.7.1
y 3.7.2 se tiene que los médulos de homologia H;(KC,) del complejo de Koszul asociado a
la sucesion {x1,...,z,}, Ke = Ko(x; A), estan soportados en V(m), y por lo tanto H;( %)
y H;( M) también, para todo i. Luego por la Proposicién 3.6.5 I resulta de tipo lineal
fuera de V(m).

Fijemos v > n. Por el Teorema 4.2.2, se tiene que

annyr, .1, (Ho((26)v)) = ker(h) = (H).A .

Por la Proposicién 3.7.3 el complejo Z, asociado a I es aciclico, ahora, a partir de
algunas propiedades sobre determinantes de complejos, que se pueden consultar en [K-M],
se tiene que:

det((%)l/) = diV(HO((%)V)) = length((symA(I)V)(H))‘[H] :

Faltarfa probar que length((Symy (1)) #))-[H] = deg(¢). Esto se desprende de la de-
mostracién de la férmula sobre el grado 5.1.4 enunciada en el Apéndice. De ahi mismo
sale que H98(®) tiene grado d"2. O

4.2.7 Nota. Se puede probar que si d > 1 y el morfismo ¢ no tiene puntos base, entonces
éste es genéricamente finito.

A partir del Teorema 5 enunciado en el apéndice, se tiene el siguiente resultado:

4.2.8 Proposicion. Bajo las hipdtesis del Teorema 4.2.6, He@) se puede calcular como
el mdzimo comin divisor de los menores mazximales del morfismo de k[T, ..., T,|-mdédulos
con el que el complejo Z4 termina, es decir:

(%)Vd_’z; V[T17"'7Tn]7

para todo v > 1.
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Es posible ademés, dar una cota especifica para el valor n mencionado. Recordemos
que para el caso de las “moving curves y surfaces” los tamanos de las matrices en cuestion
eran conocidos a priori y estaban relacionados con un cierto valor llamado la regularidad,
de la misma forma este valor 1 depende de ciertas caracteristicas intrinsecas del ideal I.

4.2.9 Proposicién. Sea n > 3 y supongamos como antes que los ideales I y m tienen el
mismo radical. Entonces HY(Symy(I)), = 0 para todo v > (n — 2)(d — 1).

La demostracion de este resultado es un poco técnica y la dejamos para que el lector
la consulte en Proposicién 5.5 de [B-J]. La idea consiste en ver que HQ(Sym, (1)), = 0
para todo v tal que Hi (%;), = 0 para todo i, a partir de calcular una sucesién espectral
asociada a un cierto complejo doble.

En lo que sigue analizaremos el problema de implicitacién para cuando ¢ presenta
puntos base. Debido a que el tratamiento de este caso en toda su generalidad atin no se
conoce, supodremos aqui que la variedad de puntos base que estd dada por los ceros de
I =(f1,...,fn), es una interseccién completa local en Proj A (como se definié en 3.7.4)
de codimensién n — 2. Entonces se tiene que V(I) C ]P’Z_2 estd localmente generado por
una sucesién regular y depth(I : A) = n —2 < depth(m : A) = n — 1. A partir de la
Proposicion 3.7.5 se tiene que el complejo %, resulta aciclico. De la misma forma en la
que se procedié antes, para el caso en que no habia puntos base, este complejo resulta una
resolucién proyectiva de Sym 4 (1), es decir, el complejo

0—- 21— Z2—...—> 28— AT,...,T,]| = Symy(I) — 0

resulta exacto.
De esta forma se obtiene un resultado andlogo al obtenido en el contexto sin puntos
base:

4.2.10 Teorema. Sea I = (fi,...,fn) una interseccion completa local en Proj A de
codimension n — 2, tal que la aplicacion ¢ es genéricamente finita. Sea n un entero tal que
HY.(Sym,(I))v = 0 para todo v > 0. Entonces el determinante de la parte homogénea de
grado v del complejo

0—(Zh-1)— (Zh2)y—...— () — AT, ..., T)]
es exactamente HI8®)  de grado d"—2 — dim;, I'(Proj A/I, Opbroj A/1)-

Demostracion. Razonando como en la Observacién 3.7.1, si I es localmente una intersec-
cién completa en Proj (A), entonces los médulos de homologia H;(/Ce) del complejo de
Koszul asociado a la sucesion {z1,...,2,}, Ko = Ko(x; A) estédn soportados en V(m), es
decir, verifican que H;(/Cq)p = 0 para p # m. De acuerdo con esto, H;(.#,), = 0 para todo
p # m y para todo ¢ > 0. Consecuentemente, I es de tipo lineal fuera de V(m).

Fijemos v > n. Por el Teorema 4.2.2, se tiene que

annyr, .1, (Ho((26),)) = ker(h) = (H).A .
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Por la Proposicién 3.7.5 el complejo Z, asociado a I es aciclico. Similarmente, como
en el Teorema 4.2.6, se obtiene que

det((Z2),) = HI8(@),

y por el Teorema 5.1.4 se tiene que, como V(I) es localmente una interseccién completa,
el polinomio H&(®) es de grado d"~2 — dimy, I'(Proj A/I, Oproj A/1)-
O

Nuevamente, a partir del Teorema 5 se tiene que:

4.2.11 Proposicion. Bajo las hipdtesis del Teorema 4.2.10, H8(®) se puede calcular
como el mdzimo comun divisor de los menores mazimales del morfismo de k[T, ..., T,]-
mddulos con el que el complejo %4 termina, es decir:

(20), B ATy, ..., T,

para todo v > 1.

Andlogamente a lo hecho en la Proposicién 4.2.9, es posible dar una cota especifica
para 7, como se enuncia en el siguiente resultado:

4.2.12 Proposicién. Sea n > 3 y supongamos que el ideal I = (f1,...,fn) es una
interseccion completa local en Proj A de codimension n — 2. Entonces HO(Sym,(I)), = 0
para todo v > (n —2)(d — 1).

La demostracién de este resultado es similar a la Proposicion 4.2.9 y puede ser consul-
tada en [B-J].

A continuacién se presentan algunos resultados que extienden lo presentado peceden-
temente en este capitulo y que resumen los tUltimos avances en este drea. Recordemos que
si I es un ideal de una k-édlgebra Z-graduada A, denotamos e¢; = indeg(l) = inf{v €
Z tales que I, # 0}.

4.2.13 Teorema. Sea I = (f1,...,fn) un ideal de A de codimension n — 2 en Proj A.
Sean:=(n—-1)(d—1)—e;.

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. V(I) estd localmente definido por a lo sumo n — 1 ecuaciones;
2. Z4 es aciclico;

3. (Za)v es aciclico para v >> 0.
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(b) Si Z4 es aciclico, entonces:
det((22),) = &(Symy(I),) = HIBODG = F(sym,(1),),

para cada v > 1.

G # 0 es un polinomio constante si y solo si V(I) es localmente una interseccion
completa en Proj (A).

(c) Ademdas, las siguientes cuatro afirmaciones también resultan equivalentes:

1. V(I) es localmente de tipo lineal;

2. V(I) es localmente una interseccion completa;

3. Proj (Sym,(I)) = Proj (Ra(l);

4. G =1, es decir: det((2,),) = &(Symy(I),) = H8) para todo v > 7.
Ymy

4.2.14 Nota. Recordemos que se tiene a: A[Ty,...,T,] — Sym,([) suryectivo, como A =
k[X1,..., X, 1], se tiene que existe un morfismo inyectivo Proj (Symy(I)) < Py~ x P7.
Con la notacién del teorema anterior, se tiene que

&(symy(I),) = (m2)«(Proj (Symy(I))) ~ k[Th, ..., Tp)(—d" 2+ > dy)
zeV(I)

para cada v > (n—1)(d—1) —¢;. Esto dice que el grado de G es la suma de los nimeros que
miden cuédn lejos estd V(1) de ser una interseccién completa en cada uno de sus puntos.
Ma4s precisamente

deg(@) = 3 (er — do),

zeV(I)

donde e, := e(J;, R;) es la multiplicidad en z y se define como en 5.1, y d, es llamado
grado de A/I en z y se define como d, := dimy, /, 4, (Az/12).

4.3 Algunas consideraciones especiales para Curvas y Su-
perficies

En esta seccion nos centraremos en analizar para el caso de curvas y superficies la teoria
desarrollada en la seccién anterior. Estos casos resultan particularmente interesantes, no
sélo porque son los que permiten mayor contraste empirico, sino porque son aquellos que
fueron estudiados por Sederberg et al. mediantes los métodos de moving curves y moving
surfaces.

Complementaremos el enfoque tedrico antes desarrollado, con una visiéon mas com-
putacional del problema, es decir, presentaremos aqui métodos efectivos para calcular las
férmulas mencionadas.
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A continuacién expondremos una versiéon algoritmica de los Teoremas 4.2.6 y 4.2.10
para el caso en que n = 3 y n = 4. Esto no sélo es beneficioso porque permite hacer
efectivo el calculo de ecuaciones implicitas para dimensiones bajas, sino que ademas estos
procedimientos sélo involucran rutinas de dlgebra lineal.

4.3.1 El Algoritmo para Curvas Proyectivas

Con la notacién establecida en el capitulo anterior, para n = 3, el complejo Z, es
0— 25— 25— 2 — A, 15,15 — 0,

donde los objetos son
2 = Z;(K)[di] @4 A[Th, T, T3],

y K denota el complejo de Koszul asociado a la sucesién {f1, f2, f3} en el anillo A =
k[X1, X2]. Si denotamos v, va,v; a los morfismos de este complejo, se tiene que:

4.8.1 Observacion. En el lenguaje de las moving lines introducido en 4.1.1, la imagen de
una terna (g1, g2, 93) € (£1)., via el morfismo v1, no es mas que una moving line de grado
v qu sigue a la curva parametrizada por los polinomios fi, f2, f3. Ademda como alguno de
los f; es no nulo, se tiene que Z3(K) = 0y por lo tanto 25 =0

En este caso, los teoremas 4.2.6 y 4.2.10 se rescriben como:

4.3.2 Teorema. El determinante del complejo
0— (22)a-1 — (Z1)a-1 — (20)a-1,

coincide con H8@)  donde H es la ecuacién implicita de la curva € que describen los
polinomios f1, fa, f3.

Mas ain, si 6 := gcd(f1, fa, f3) = 0, entonces (Z2)q—1 = 0 y el determinante de la
matriz del morfismo v : (£7)a—1 — (20)q—1 resulta Hdeg(®)

La segunda afirmacion de este teorema da exactamente la matriz construida por el
método de las moving lines. La primera afirmacién muestra que este método puede ser
extendido al caso en que no se asuma deg(d) = 0, siendo asi HA8(9) obtenido como
el cociente de los determinantes de dos matrices, de tamano d x d y deg(d) x deg(d)
respectivamente.

A continuacién, convertimos el teorema recién enunciado en un algoritmo que sélo
involucra eficientes rutinas de dlgebra lineal.

4.3.3 ALGORITMO (Algoritmo de implicitacién de curvas racionales proyectivas en
P2).

6= ng(fh f?a f3)7

= rg(( )

ry = 1g((22)

—1);
d—1);

I
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< INPUT: Tres polinomios homogéneos f1(X1, X2), fo(X1,X2)y f3(X1, X2), de gra-
do d > 1, tal que deg(d) < d.

= OUTPUT:
o si deg(med(f1, f2, f3)) = 0, entonces la matriz A; es cuadrada y det(A;) =
Hd8(®) return: Aq;
e 0 bien, se obtienen dos matrices Ay, As respectivamente de tamano d X d y

deg(d) x deg(d), tales que 3?:%23 = Hd8(9) return: A, Ao;

PROCEDIMIENTO:

(a) Calcular la matriz Fy del primer morfismo A3 | — Asq_1 de Koszul, en la cual cada
entrada es o bien 0 o bien un coeficiente de fi, f2, f3, v F1 es una matriz de tamano
2d x 3d.

(b) Calcular la matriz asociada al nicleo de Fj, que denotaremos por Ki, que tiene
tamano r; X 3d.

(c) Construir la matriz M, definida por:

(M) (i gy = Tr-(K1) ) + To-(K1) ita) + T3-(K1) it 2a),
coni=1,...,dyj=1,...,r;. Esta es la matriz asociada al morfismo (27)4_1 —

(20)d—1-
(d) if M; es cuadrada then definimos A := M;. else:
1. Computar una lista L; de d enteros indexando columnas independentes de Mj.
Sea A1 la matiz de d x d que se obtiene quitando las columnas que no estan en
L.

2. Computar la matriz F5 correspondiente al segundo morfismo A3—1 — Ag’ a1, de
Koszul, y la matriz correspondiente al nticleo de este morfismo, de dimensién

3d x 9.
3. Constrir la matriz M} formada por: Para cada j =1,...,79
x ifi=1,...,d = (Mé)(ld) = TQ.(KQ)(j,i) + Tg.(Kg)(j’l-er); else:

x ifi=d+1,...,2d = <Mé)(ld) = —Tl.(KQ)(jﬂ-,d) + T3.(K2)(j’i+d); else:
x if 1 =2d + 1, ey 3d = (Mé)(%]) = _Tl'(KQ)(j,i—d) — TQ.(KQ)(]'J;).
endif
4. Contruir la matriz M, de tamano ry X rg, tal que la columna j, es decir (Ms).e;,
es solucién del sistema lineal ((Ms).e;)". K1 = Mj.ej, donde ¢ es el j-ésimo
vector candnico. Esta es la matriz del morfismo (2%)4-1 — (27)4-1-
5. Definimos Ay como la matriz formada a partir de My, extrayendo las filas
indexadas en Lq.

endif
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4.3.2 El Algoritmo para Superficies Proyectivas

El problema aqui es computar una ecuacién implicita para la imagen de un morfismo dado
por polinomios f1, fo, f3, f4 homogéneos de grado d, que describen una superficie .S en IP’%.
En esta situacién las cosas son menos sencillas que antes, ya que aqui no siempre es posible
eliminar los puntos base, y estos pueden resultar de naturaleza variada.

Si llegara a haber puntos base, la componente de dimensién 1 del base locus puede ser
facilmente eliminada dividiendo cada f; por el méaximo comun divisor entre ellas, denotado
por 0. Esto permite suponer que el ideal I tiene codimensién al menos 2 en k[X7, X2, X3],
y por lo tanto, define un conjunto de puntos aislados en IP’%.

En este contexto, lo desarrollado en la seccién anterior puede resumirse en el siguiente
resultado:

4.3.4 Teorema. Supongamos que el ideal I = (f1, fa, f3, fa) tiene codimension al menos
2 en A. Sea V(I) el esquema de puntos base, y denotemos por I*™ a su saturacion respecto
del mazimal m = (X1, X9, X3) de A. Entonces

(a) El complejo Z4 es aciclico siy solo si V(I) localmente estd definido por 3 ecuaciones.

(b) Asumamos que V (I) estd localmente definido por 3 ecuaciones, entonces para todo
entero v > vy := 2(d — 1) — indeg(I®at), el determinante del complejo:

0— (%)V - (”%)V - (%)V - (%)V = AV[T17T2aT37T4]7

es un elemnto homogéneo de grado d*> — ZIEV(I) dp, y es un mailtiplo de Hdeg(¢)’
donde H es la ecuacion implicita de la superficie S que describen los polinomios

f17f27f37f4-

Es exactamente H8®) si y solo si I es una interseccion completa local.

(¢) Mds ain, en el caso anterior, para todo v € Z, (23), es siempre un k[Ty,To, T3, Ty]-

(v—d+2)(v—d+3
2

madulo de rango ) (0 0 si este valor es negativo). En particular, (23),

0 sty solosiv<d—1.

(d) Mads ain, en esta misma situacidn, siv > vy, todo menor mazimal no nulo de tamano
(v+2)(v+1)/2 de la matriz del morfismo v : (27), — Au[Th, T2, T3,T4] = (Z20)u
resulta un maltiplo no nulo de H8(9) y st V(I) es una interseccion completa local,
entonces el ged de estos menores mazimales coincide con HI8(9),

Como en el caso de curvas, daremos a continuacién una versién algoritmica de este
teorema.

4.3.5 ALGORITMO (Algoritmo de implicitacién de superficies racionales proyectivas
en P3).

6 1= ged(fi, fas f3);

1= rg((£1)v);

ro :=rg((£2)v);
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< INPUT: Cuatro polinomios homogéneos:
fi(X1, X2, X3), fo(X1, X2, X3), f3(X1,X2,X3) v fa(X1, X2, X3),

de grado d > 1, tales que el ideal I := (fi, fa, f3, f4) C A esté localmente generado
por 3 elementos fuera de V(X7, X3, X3) y al menos codimensién 2. Y un valor entero
v:=2d—2.

= OUTPUT:

e si la matriz A; es cuadrada, entonces det(A;) = det((Zs),). return: Ay,

e 0 bien, se obtienen dos matrices A1, Ay cuadradas tales que 32%23 =det((Z%)y).

return: Ay, Ao;

e 0 bien, se obtienen tres matrices Ay, As y Az cuadradas tales que % =

det((Ze),). return: Ay, Ay, As.

PROCEDIMIENTO:

(a) Calcular la matriz F; del primer morfismo A% — A,.4 de Koszul, en la cual cada
entrada es o bien 0 o bien un coeficiente de fi, fa, f3, y F1 es una matriz de tamano
2d x 3d.

(b) Calcular la matriz asociada al nicleo de Fj, que denotaremos por Kj.
(c) Seam :=(v+2)(v+1)/2.

(d) Construir la matriz M; definida por:

(M1) 5y = T1.(K1) (i) + T2- (K1) (ivm) + T3-(K1) (jiv2m) + Ta-(K1) (jit3m)
coni=1,....,myj=1,...,r;. Esta es la matriz asociada al morfismo (27), —

(Z20)w-
(e) if M; es cuadrada then definimos A := M;. else:

1. Computar una lista L1 de m enteros indexando columnas independentes de M.
Sea A la matiz de m X m que se obtiene quitando las columnas que no estdn
en Ll.

2. Computar la matriz F» correspondiente al segundo morfismo A% — Aﬁ 40 de
Koszul, y la matriz correspondiente al nticleo de este morfismo, Ko, que tiene
r9 columnas.

3. Constrir la matriz M} formada por: Para cada j =1,...,79
xif i =1,...,m = (Mé)(m) = —TQ.(KQ)(jﬂ;) — Tg.(KQ)(j,ier) —
T4'(K2)(j,i+3m); else:
x ifi=m+1,...,2m = (Mé)(%]) = Tl'(KZ)(j,i—m) + T3'(K2)(j,z‘+m) -
T4'(K2)(j,i+3m)§ else:
x* if 1 =2m+1,...,.3m = (Mé)(m) = Tl.(KQ)(j,i,m) + TQ.(KQ)(J'J;) -
Ty.(K2)(ji+3m); else:
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T5.(K2) (jit2m)-
endif

4. Construir la matriz My de tamano r; X ra, tal que la columna j, es decir
(M3).€j, es solucién del sistema lineal ((Maz).e;)*. K1 = Mj.ej, donde e; es el
j-ésimo vector candnico. Esta es la matriz del morfismo (%£3), — (Z£1),.

5. Definimos Af, como la submatriz de My que se obtiene al quitar las columnas
indexadas en L7.

if Al es cuadrada then A, := Al else:

i.

ii.

iii.

Computar una lista Lo de enteros indexando columnas independentes de
Al (que son m). Sea Ay la matriz cuadrada que se obtiene quitando las
columnas que no estdn en Ls.

Computar la matriz F3 correspondiente al tercer morfismo A} — Ag L0 de
Koszul, y la matriz correspondiente al nicleo de este morfismo, K3, que
tiene r3 columnas.

Construir la matriz M; formada por: Para cada j =1,...,r3

xifi=1,...,m = (Mé)(z’]) = _TS.(KQ)(j,i) + T4~(K2)(j,i+m);
else:

wifi=m+1,....2m = (Mb)uj) = —T3-(K2)(jimm)+Ta-(K2) (jitm);
else:

x ifi=2m+1,...,3m = (Mé)(l,j) = Tl-(K2)(j,i—2m) +T3-(K2)(j,i—m);
else:

* if i =3m+1,...,4m = (Mé)(m) = —Tz.(KQ)(j’i,Qm) —Tg.(Kg)(jji,m);
else:

x ifi=4m+1,...,5m = (Mé)(z,]) = Tl.(KQ)(jJ_gm) — T3-<K2>(j,i—m);
else:

* ifi=bm+1,...,6m= (Mé)(i,j) = Tl-(KZ)(j,i—3m) +T2'(K2)(j,i—2m)'
endif

iv. Construir la matriz M3 de tamano r9 X r3, tal que la columna j, es decir
(Mj).e;, es solucién del sistema lineal ((Ms).e;) . K1 = Mj.e;, donde e; es
el j-ésimo vector candnico. Esta es la matriz del morfismo (23), — (23),.
v. Definimos A3 como la matriz cuadrada que se obtiene q)uitando las colum-
nas que no estdn en Lo. Az tiene tamaifio M.
endif
endif

En el lenguaje de las moving surfaces, la matriz M, construida en el algoritmo anterior,
guarda los moving planes de grado v que siguen a la superficie S.
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4.4 Algunos ejemplos

En esta secciéon veremos algunos casos que ejemplifiquen y clarifiquen el funcionamiento
del método de implicitacién desarrollado en la Seccién 4.2 y en algunos casos veremos como
se relaciona éste con aquel desarrollado por Sederberg y Cheng expuesto en la seccién 4.1.

4.4.1 Ejemplo. Primero veremos cémo funciona el método desarrollado para el caso
de implicitaciéon de una curva en ]P’i, sin puntos base, usando las técnicas desarrolladas.
Supongamos entonces que n = 3. Se tiene entonces que A = k[X1, Xo] y m = (X1, X»)
el ideal maximal del origen. Sean fi, fa, f3 tres polinomios homogéneos de grado d > 1,
que no tienen ceros comunes, salvo eventualmente el 0, esto dice que si I = (f1, fa, f3)
V(I) =0 en P}.

Estos polinomios definen una aplicacién ¢ : P} — P# definida por (X1 : Xa) — (f1 :
fa : f3)(X1,X2), cuya imagen es la curva ¢ que tiene como ecuacién implicita reducida
al polinomio C. Es facil ver que todas las hipdtesis requeridas en el terorema 4.2.6 se
satisfacen, entonces se tiene que el determinante de la parte homogénea de grado v del
complejo

0= (22)y 4 (21)y 4 AT, T,

es exactamente C9°8(®) de grado d, para todo v > 1 = d—1, de acuerdo con la Proposicién
4.2.9.

Ahora, dado que depth(I : A) =r > 2, se tiene que los tltimos médulos de homologia
del complejo de Koszul asociado a la sucesion { f1, fa, f3}, que denotaremos por KCe(I), y
escribimos:

0 — K3[—3d] & Ko[—2d] 2 Ky [-d] & A — 0

se anulan, para i > n—r, es decir Ha(Ko(I)) = 0, y se tiene entonces que como K3[—3d| =
A[—-3d] ~ Z3, de acuerdo a (3.12) resulta que 25 = Z3[2d] ® A[T1,T5, T3] = Al—d] ®
A[Ty, T, T3). Como (2%), = 0 para todo v < d — 1, deducimos que el determinante del
complejo (Z4)4—1, que coincide con Cdeg(@) | puede calcularse como el determinante de la
matriz del tltimo morfismo, es decir:

det((.,@‘”.)d_l) = det(dT : (-Qpl)d—l — Ad—l[le - ,Tn]).

Esto dice que este valor puede calcularse como el determinante de las syzygies de f1, fa2, f3
en grado d — 1. Este procedimiento coincide exactamente con el método de las las moving
curves que hemos mencionado en 4.1.1.

Consideremos ahora un caso particular de lo recién comentado. Sean f; = X2, fo =
X1.Xo, f3 = X%, con lo cual d = 2. Aplicando el método anterior, debemos primero calcular
la matriz F}, que es aquella correspondiente al morfismo Ail — Agg_1. Se tiene que:

=

oS O O
O = O O
o = O O
_ o O O
o o O
O O = O
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Calculamos ahora la matriz Ky correspondiente al nicleo:

01 -10 0 0
m_<00()1—1o>

Procediendo como se indica en el paso (c), se obtiene la matriz

=Ty Ty )

Ay :=M; = ( T

Obsérvese que la ecuacion implicita buscada es
det(My) = TyT3 — T3,

y resulta de grado d = 2 como se preveia.

A continuacién veremos un ejemplo en el que se presentan puntos base. Para ello
multiplicaremos artificialmente a las funciones anteriores por la variable Xj.

4.4.2 Ejemplo. Veremos aqui, qué sucede si se multiplica a las funciones anteriores por
la variable Xi. De esta forma se obtiene un base locus no trivial que consiste en el punto
(0 : 1) € P;. Nuevamente, como las hipétesis del Teorema 4.2.10 se satisfacen, se tiene
que la ecuacién implicita puede calcularse como el determinate del complejo (Z,),, para
v>d-—1.

El primer problema que se presenta, comparando con el ejemplo anterior, es que ahora
depth(I : A) = 1, luego el problema de implicitacién no puede reducirse al célculo de un
tnico determinante como hicimos antes, habra entonces que calcular el determinante del
complejo, es decir, calcular las dos matrices pertinentes y luego hacer el cociente de los
determinantes pertinentes.

Para esto, se computa las matrices correspondientes a este problema como se indica
en el Algoritmo 4.3.3, se obtiene que

Ty, T3 T3 0
Mi=| Tm 0 T, -Tj
o . 0 T

Como las primeras tres columnas forman un sistema linealmente independiente, extraemos
la submatriz A; fomada por estas columnas de M7, cuyo determinate es det(Ay) = T2T5—
T1T3. Continuando con el algoritmo, se tiene que la matriz My = (—T53,T%,0,—T1), y por
lo tanto Ag = (—T7). Se tiene entonces que la ecuacién implicita obtenida es
_det(Ay) T — TV T3

N det(Ag) =Ty

Lo cual coincide con lo anterior (salvo un signo).

C%e9(9)

Los ejemplos siguientes consisten en la aplicacién del método desarrollado para cuando
n = 4, es decir, implicitacién de superficies en }P’z. Presentaremos aqui varios tipos de
situaciones: aquella en donde no hay puntos base, y algunas otras en donde si los hay, y
de diversa naturaleza.

Para comenzar, veremos un ejemplo sencillo del primer tipo:
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4.4.3 Ejemplo. Sean f1, fo, f3, f4 polinomios de grado d en las variables X1, X9, X3,
tales que no tienen ceros comunes, ésto dice que si denotamos por I = (fi, f2, f3, f4),
entonces V (I) es vacio en PZ. Se tiene entonces definido un morfismo regular de esquemas
proyectivos:

¢:P: —P3

definido por (X7 : X9 : X3) — (f1 : fo : f3 : f1)(X1, X2, X3), cuya imagen es una
superficie .¥ que estd dada por la ecuacién implicita reducida S, que se obtiene de aplicar
el Algoritmo 4.3.5. Aplicando los resultados obtenidos en la seccién anterior, se tiene que
el determinante del complejo (Z,), coincide con la ecuacién Gdeg(d)  para v > 2(d —1).
Estos complejos tienen la formas:

0— (%), B (%), % (%), BAM,... T

Al igual que en el caso de curvas, por un argumento similar de profundidad, se tiene que
Y5 ~ A[—d|[Th : To : T5 : Ty]. Pero aca sucede que como d > 1, 2(d — 1) > d. Luego,
obtenemos aqui la ecuacién S9&(@) como el producto de dos determinantes dividido por
un tercero. Veremos cé6mo se aplica esto en dos ejemplos concretos:

(a) Primero consideraremos la situacién dada por fi = X%, fo = X2, f3 = X3, f1 =
X? + X2 + X3. Aplicando el método para v = 2(d — 1) = 2, se computan las tres
matrices del complejo, que resultan respectivamante de tamano 6 x 9,9 x4 y 4 x 1.
Calculando los determinantes, y los productos y cocientes pertinentes, se tiene que
det((Z4)2) = (Th + Ty + T3 — Ty)%, donde 4 = deg(o).

(b) El segundo caso, estd dado por las funciones fi = X?Xs, fo = X3X3, f3 =
X1X32, f1= X} + X3 + X3. Aplicando el método para v = 2(d — 1) = 4, se obtiene
el determinate de (Z4)4, que determina la ecuacién implicita de grado 9, como el

producto de dos matrices, una de 15 x 15 y otra de 3 x 3, dividido por el de una de
9 x 9.

En este dltimo ejemplo se presenta la situaciéon que el ideal I no es una interseccién
completa local, obteniendose asi un “factor extrano” en la ecuacién provista por el deter-
minante del complejo pertinente.

4.4.4 Ejemplo. Consideremos el morfismo ¢ : Pz -—> Pi definido por los polinomios
f1, f2, f3, f4 homogéneos de grado 3, donde:

fi=X1X3 - X3 — XoX2,
fo= X3 — X1 XoX3 — X3X3+ Xo X2 + X3,
f1=X1X0X5 — 2X2 X3,

fi=X2X;3 —2X2X2 + X3
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Usando Macaulay2, es facil ver que I es un ideal saturado, con una resolucién libre de
la forma:

3
0-EPAaat, Lasayr-o

i=1
donde > p; =d, f es el vector (fi1, fo, f3, f4) ¥y
—X3 Xo 0
M= —X3 —X1+ Xo+ X3 —X3
o Xo—X3 X1 —-Xo+2X3 —X3
X3 X1 — X3 Xo+ X3

También se puede mostrar que V' (I) consiste en los dos puntos proyectivos p = (1:0:
0) yg=(2:1:1). Para cada i = 1, 2,3, denotemos por
4
Li=Y_ M;;T; € ATy, Ty, T3, T4,
j=1
como en el método de las moving surfaces.

La resultante de L1, Lo, L3 es el determinante de la matriz de Sylvester que se obtiene
al escribir a cada uno de estos polinomios en las variables X; con coeficientes en las Tj:

0 —Ty — T35+ Ty 0
T3 T +T, — T3 Ty
=Ty =Ty —T5+Ty To+2T5—-T, —To—T5+Ty
yva que las L; son formas lineales en las Xj.
Este polinomio se puede factorizar en un producto

(=ToTy — T2 + T\ Ty + ToTy + 203Ty — T2)(Ty + T3 — Ty).

Facilmente se puede obervar que aca el factor extrano G estd dado por Ty + T3 — Tj.
Evaluando la matriz M en el punto p, obtenemos que

0 0 0
0 -1 0
0 1 0

Esto dice que el médulo de syzygies en este punto estd dado por el factor lineal L, =
—Ty — T3 + Ty, que coincide con —G. Se obtiene que el rango de la matriz M(q) es
2, con lo cual ¢ es una interseccién completa y se tiene que d; = e4. Si X denota el
conjuntos de puntos base que no son una intersecciéon completa, resulta que el factor
extrano estd caracterizado como

G=]] Ly *,

zeX

segtn el dltimo trabajo realizado en el drea [BCJ]. Mds ain, todas las syzygies se espe-
cializan en x como un multiplo de L, y al menos uno de ellos es no nulo.



Capitulo 5
Apéndice

A continuacién se expondran algunos resultados que son necesarios para desarrollar la
teoria que nos convoca, pero cuyo tratamiento consideramos independiente de los temas
desarrollados.

5.1 Foérmulas sobre el grado

En lo que sigue daremos algunos resultados que conciernen al grado de la clausura de
la imagen de ¢. Para esto supondremos que k& es un cuerpo y que C es el anillo de
polinomios k[X1, ..., X;], que es una k-algebra N-graduada, donde deg(X;) = 1 para todo
1. Asumiremos ademds que:

(a) el anillo A es el cociente de C' por un ideal primo homogéneo;

(b) sil=(f1,...,fn)esunideal de A, Proj (A/I) es un esquema cero-dimensional, que
podria ser vacio;

(c) ¢ es genéricamente finito, con lo cual Proj (A4) y la clausura de la imagen de ¢ tienen
la misma dimensién.

A continuacién vamos a introducir la nocién de multiplicidad algebraica, que sera nece-
saria para poder enunciar la férmula sobre el grado.

Sea (R, m) un anillo local noetheriano, y M un R-mdédulo finitamente generado no
trivial. Sea I C m un ideal de R, tal que existe un entero t que satisface que m*M C IM
(un ideal de esta forma se denomina un ideal de definicién de M).

5.1.1 Definiciones Varias.

(a) Para el R-médulo M, una cadena de submédulos de M, es una sucesién de submédu-
los encajados, con inclusiones estrictas de la forma

M=My> M D...D> M,.

Una cadena de este tipo se dice que tiene longitud s.
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(b) Se dice que la cadena es una serie de descomposicion de M si cada cociente M;/M; 1
es un médulo simple, es decir, no tiene submdédulos propios no triviales. Equivalen-
temente, una serie de descomposiciéon es una cadena maximal de submédulos de
M.

(c) Se define la longitud de M, length(M), como la menor longitud de una serie de
descomposicion de M, o como oo si M no admite series de descomposicion finitas.

Obsérvese que para todo entero positivo v, se tiene un submédulo I M de M. Se puede
considerar entonces el médulo cociente M /I” M, y a cada uno de estos objetos, se le puede
asociar el valor entero length(M/IVM).

Este valor numérico resulta, para valores altos de v, una funcién polinomial de v.
Ese polinomio, denotado S]I\/[(x) => a;x’, se lo conoce con el nombre de polinomio de
Hilbert-Samuel de M respecto de I, y su grado estd dado por § = dim(M) y su coeficiente
principal se suele escribir como as = e(I, M)/J!.

5.1.2 Definicién. La multiplicidad algebraica de I en M es el nimero e(I, M) que aparece
en el coeficiente de mayor grado de S1,(z).

Con la definicién recién dada, se puede definir la dimensién algebraica de un subesque-
ma cero-dimensional de Proj (R) como sigue:

5.1.3 Definicién. Sea J un ideal homogéneo de un anillo N-graduado R, si denotamos por
X = Proj (R/J) al subesquema finito X de Proj (R), definimos la multiplicidad algebraica
de X en Proj (R) como:

e(X,Proj (R)) = e(J™,R™) = > e(J7, Obroj (R)x) = D, €(Jas Ra)-
rzeX zeX

Ahora estamos en condiciones de poder escribir la férmula del grado buscada. Recorde-
mos que tenfamos un morfismo de k-dlgebras definido en (2.1) como:

h:k[Ty,...,T,] — A, T; — fi,

que inducia un morfismo de k-esquemas proyectivos definido en (2.3) como sigue:
¢: D+ (f) = | JDu(T) =B,

Si asumimos que ¢ es genéricamente finito, entonces el cuerpo de fracciones de Proj (A)
es una extension (de cuerpos) finita del cuerpo de fracciones de la imagen de ¢,

Frac(A)
deg(¢)
Frae(*2) |

y el grado de esta extensién lo denominamos deg(¢) como se muestra en el diagrama.
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5.1.4 Teorema. Sea k un cuerpo y A una k-dlgebra N-graduada de la forma A =
k[ X1,...,X,])/J, donde J es un ideal homogéneo, y cada X; tiene grado 1. Denotemos
por H a la clausura de la imagen de ¢. Sea § la dimension de A, e I = (f1,...,fn) un
ideal de A, tal que cada f; es homogéneo de grado d > 1. Entonces, si X = Proj (A/I) es
finito sobre k,

o1 degpzq(Proj (A)) —e(X,Proj (A)) = deg(o). degpzq(H),
st ¢ es genéricamente finita. En el caso en que ¢ no sea genéricamente finita, se tiene que

@' degg1 (Proj (4)) — e(X, Proj (4)) = 0.

La demostracion de este teorema es muy técnica y requiere otros conceptos no intro-
ducidos en este trabajo. El lector interesado puede consultarla en [B-J], Thm 2.5.

5.2 Ideales de Fitting, el invariante de McRae y determi-
nantes de complejos

En esta seccién desarrollaremos el contenido basico sobre ideales de Fitting, y determi-
nantes de complejos, necesario para poder abordar la lectura del trabajo sin necesidad
de consultar otra biblografia sobre el tema. Este tema estd vinculado con el invariante
de McRae, que se construye a partir de un A-médulo M, y que bajo buenas condiciones
describe la parte de codimension uno del soporte de M. El lector que esté interesado en
profundizar las ideas rapidamente expuestas en estas notas, puede consultar el trabajo de
McRae [MacRae], que es la fuente original, y un articulo de Northcott [Nor| en el cudl se
trata la existencia y algunas propiedades de este invariante.

Para el cédlculo de este invariante, que definiremos a partir de ideales de Fitting, hare-
mos uso de una técnica desarrollada por Cayley conocida como determinante de un com-
plejo. Para esto se puede consultar unas notas de Demazure [Demaz] y un tratamiento
mas general se puede obtener en el Apéndice del libro [GKZ].

5.2.1 Ideales de Fitting

Sea A un anillo conmutativo, F' y G dos A-médulos libres, y ¢ : F — G un morfismo
de A-médulos. Consideremos bases para estos médulos, y notemos por |¢| a la matriz de
© escrita en estas bases. Definimos det, (¢) como el ideal de A generado por los menores
de tamano v x v de |p|. Haremos la convencién de que la matriz de tamano nulo tiene
determinante 1, con lo cual det,(p) = A para todo v < 0.
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5.2.1 Proposicién. Sea M un A-mddulo finitamente generado, y sean F LG@—-M—0

y F’ %G — M —0 dos presentaciones libres de M. Entonces para todo v € 7 se tiene
que
det rg(G)—V(‘P) = det rg(G’)V(‘P,)'

Podemos ahora dar la definicién de los ideales de Fitting:

5.2.2 Definicién. Sea M un A-médulo finitamente generado, y sea F' LG —M—0
una presentacién libre de M, definimos para cada i € N, el v-ésimo invariante de Fitting
de M, como el ideal

Sy := det rg(G)fll(Qo)‘

En lo sucesivo, el invariante §g serd denotado por § y llamado invariante de Fitting inicial
de M.

Enunciaremos a continuacién algunas propiedades sobre estos invariantes:

5.2.3 Proposicién. Sea M un A-mddulo finitamente generado.
(a) Los invariantes de Fitting de M forman una sucesion creciente:
F(M) =Fo(M) CF1(M) CF2(M) C... .
Mas ain, si M puede ser generado por m elementos, entonces Fn,(M) = A.

(b) Dado un morfismo A — B de anillos, se tiene que, para todo v € N

(c) Para todo v > 1 se tiene que ann(M)F, (M) C Fo—1(M). Mds ain, si M puede ser
generado por m elementos, entonces

ann(M)™ C F(M) C ann(M).

(d) Si M es un A-mddulo que admite una presentacion finita (se dice que M es fini-
tamente presentado), entonces cada uno de sus invariantes de Fitting es un ideal
finitamente generado de A.

Enunciaremos a continuacién un resultado muy importante conocido como Lema de
McCoy.

5.2.4 Teorema. (McCoy) Sea ¢ : F — G un morfismo entre dos A-mddulos libres de
rango T1 y T2 respectivamente. Entonces ¢ es inyectiva si y solo si anny(det,, (¢)) = 0.
mds aun, cuando se estd en esta situacion se tiene que r; < T3.
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5.2.2 La Caracteristica de Euler

Nuevamente aqui A es un anillo conmutativo, y M es un A-mddulo. Antes de poder
definir el invariante de McRae de M, que denotaremos por &(M ), debemos definir algunos
conceptos previos que estan intimamente ligados a él.

Definiremos previamente otro invariante, conocido como Caracteristica de Euler, que
tiene la propiedad de caracterizar a aquellos médulos que tienen anulador trivial.

5.2.5 Proposiciéon. Sea M un A-mddulo, y consideremos dos resoluciones libre finitas
de M
O—F,—-F, 1—... o F—>FI—M-—Q0,

0—F,—F, —...—>F —F —M-0,

entonces se tiene que

donde r; = rg(F;) y ri =rg(F)).
En particular, si0 — F, — F,_ 1 — ... - 1 — Fy — M — 0 es una sucesion exacta
de mddulos libres de rango finito, es decir, M también es libre, entonces Y - o(—1)'r; = 0.

Ahora podemos definir la Caracteristica de Euler de M como sigue:

5.2.6 Definicién. Sea M un A-médulo que admite una resolucién libre finita por médulos
F; de rango r;
0O0—F,—F,1—...—>F —-F—>M-—Q0.

Definimos la caracteristica de Euler de M como

El siguiente teorema, debido a Vasconcelos, caracteriza los médulos cuya caracteristica
de Euler es cero, y que seran de interés préximamente.

5.2.7 Teorema. Sea M un A-mddulo que admite una resolucion libre finita de longitud

finita. Entonces la caracteristica de Furler de M es un entero no negativo y:

(a) x(M) >0 siy solo si anng(M) = 0;

(b) x(M) =0 siy solo sianng(M) # 0, si y solo si (0:4 anng(M)) = 0.
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5.2.3 El Invariante de McRae

Estamos ahora en condiciones de definir el invariante de McRae de un A-mdédulo que
admite una resolucién libre finita y tal que x(M) = 0.

5.2.8 Lema. Sea M un A-mddulo que tiene una resolucion libre finita de longitud uno de
la forma 0 — F; — Fy — M — 0 y tal que x(M) = 0. Entonces el ideal inicial de Fitting
S(M) es un ideal principal de A, generado por un elemento que no es divisor de cero. En
particular anna(F(M)) = 0.

De acuerdo con los establecido en el trabajo de Northcott citado [Nor|, daremos la
siguientes definiciones:

5.2.9 Definiciones Varias.

(a) Si M es un A-médulo que tiene una resolucién libre finita de longitud uno de la
forma 0 — Fy — Fy — M — 0y tal que x(M) = 0, diremos que M es un mddulo
elemental.

(b) Si M es un A-médulo elemental, entonces el ideal de Fitting inicial §(M) es principal
(ademads es integro y fraccionario). Notaremos por &(M) al ideal de Fitting inicial
de estos mdédulos.

(c) Maés en general, si M es un A-médulo. Dada una resolucién por médulos elementales
de longitud finita

O—F,—F, 1—... 0 Fp—>F—>M-—Q0,

se le asocia un ideal invertible fraccionario
n
S(M) = Hg(F»(—l)z?
i=0
que se denomina Invariante de McRae de M.
Enunciaremos a continuacién algunas propiedades importantes del invariante de McRae.

5.2.10 Proposicién. Sea M un A-mddulo que tiene una resolucion finita de mddulos
elementales. Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(a) Supongamos que se tiene dos resoluciones por mdodulos elementales

O—F,—-F,1—...>F—>F—>M-=—0

0—-F,—F,,—...—F —F —M-=0

del A-mddulo M, entonces
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(b) Si se tiene una sucesion exacta de la forma 0 — M' — M — M" — 0 de A-mddu-
los, donde M’ y M" admiten ambos una resolucion finita de mddulos elementales,

entonces S(M) = G(M"S(M").

(¢) Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado de A. Entonces el Ag-mddulo Mg
tiene una resolucion finita de modulos elementales y &(M).As = S(Mg).

(d) Elideal fraccionario S(M) de A, resulta un ideal integro de A. Mds ain es un ideal
principal generado por un elemento que no es divisor de cero, tal que F(M) C S(M)
y es minimal con esta propiedad, es decir, si I es un ideal principal de A que contiene
a §(M), entonces también contiene a S(M).

(e) La propiedad (d) implica que cualquier generador de &(M) sirve como ged (mdximo
comin divisor) de cualquier conjunto de generadores de F(M). En particular, si A
es un DFU, &(M) estd generado por el ged de los generadores de F(M).

A continuaciéon daremos una serie de equivalencias al hecho de tener una resolucién
por médulos elementales.

5.2.11 Lema. Si M es un A-mdodulo, entonces las siguientes tres afirmaciones son equiv-
alentes:

(a) M admite un resolucion finita por mdédulos elementales;
(b) M admite una resolucion libre finita de caracteristica de Euler cero;

(¢) M admite una resolucion libre finita y ann(M) contiene un elemento que no es
dwisor de cero.

A continuacién daremos un método constructivo para calcular el ideal (M ). Para ello,
a partir de ahora supondremos que A es un dominio integro, y que M es un A-mdédulo
que admite una resolucién finita libre de longitud n > 1,

Fo: 0—F,2F ™ B3 FR—M-=0,
tal que x(M) = >".(—1)r; = 0, donde 7; es el rango del médulo F;.

Descompongamos ahora los médulos F; del complejo F,, empezando desde la izquierda.
Sea F,(lo) =0y Frgl) := F},, escribimos entonces F = F,(LO)EBFT(LD . Como ¢, es inyectivo,
entonces por el Lema de McCoy, 5.2.4, se tiene que:

(a) F,—1 se escinde en 1*"750_)1 & Fél_)l, donde estos dos médulos son libres de rango 7,
YV Tn—1 — Tn respectivamente. El morfismo ¢, : F,, — F,_1 se puede escribir ma-
tricialmente como ¢, = (¢, dy), donde det(c,) # 0. Se reescribe el comienzo de la
resolucion anterior de la forma

0 0 FY,
@ o &
0——> g2 g
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(b) Ahora, como el morfismo ¢, es biyectivo sobre el cuerpo de fracciones de A y como
im(d,) = ker(d,—1), se deduce que F,,_o se parte en FT(LO) F( )2, en dos médulos
libres de rango 7,1 — r, ¥ Tn—2 — (rn—1 — ) respectivamente. El morfismo ¢, 1 :

F,, — F,,_1 se escribe matricialmente como

Pl = ( Gn—1 Cp—1 >
" bn—l dn—l

, donde det(cp—1) # 0. Se reescribe el comienzo de la resolucién F, como

dn=1 15(0)
0 0 0 F.”,
Cn, Cn b —1
® ® ® ®
1y dn (1) dn-1"_(1)
0 FT(l ) n—1 Fn—2
(c) de esta forma se obtiene que para cada i = 0,...,n F; se escinde como F; =

Fi(o) @Fi(l) con ambos médulos libres de rango Z?;éil(fl)jri+l+j y Z?;é(—l)jriﬂ
repectivamente, y para ¢ = 1,...,n el morfismo ¢; : Fi(o) @ Fi(l) — FZ-(_O)1 &) Fl(_l)1 se

escribe matricialmente como
a; ¢
WYi = ,
b; d;

donde el determinante de ¢; es no nulo.

(d) Finalmente, dado que x(M) = Z?:O(—l)jrj = 0, una descomposicién de esta for-
ma termina con un morfismo ¢; que se escribe como (a; c1)?, con det(c;) # 0,
obteniéndose una resolucién libre con morfismos como se ilustra en el diagrama:

Obsérvese que se obtiene una familia de matrices cuadradas, que estan definidas com-
plementando las filas o columnas de la matriz anteriormente definida, y cuyo determinate
es no nulo.

5.2.12 Teorema. Con la notacion anterior, se tiene que:

Y4 det(cl)det(Cg,)....A .

S(M) = det(F).A = [ det(c;) ! det(cy) det(ca) ..

=0
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Vimos que &(M) es el menor ideal principal que contiene a F(M), esto dice que S(M)
es la parte de codimensién uno de §(M). A partir de la Proposicién 5.2.3(c), se tiene que
los primos asociados de F(M) son exactamente los mismos que los primos asociados de
ann 4 (M). Mas precisamente, si A esun DFU, y Py, ..., P. denotan los factores irreducibles
del ged de un sistema de generadores de §(M), entonces P ..., P¢" es un generador de
S(M), donde e; denota la multiplicidad de S(M) en A/(F;).
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