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Capitulo 1

Introduccion

Las senales digitales estan definidas en un conjunto discreto y toman
valores en un conjunto finito. Ejemplos de esta clase de seniales son: los estados
de un interruptor (encendido/apagado), la cantidad de individuos de una
poblacién a lo largo de los anos, etc.

En la actualidad se maneja cada vez maéas frecuentemente informaciéon en
formato digital, como por ejemplo camaras de foto y video digitales, CDs,
DVDs, teléfonos celulares, etc.

Sin embargo, la mayoria de la informacién generada por procesos natu-
rales es analogica, es decir, que para su representacion necesita un conjunto
continuo, en tiempo o amplitud, de valores. Ejemplos de este tipo de infor-
maciéon son las senales de audio, las senales de video, las mediciones de un
sismografo o un termoémetro, etc.

El manejo de datos en formato digital ofrece numerosas ventajas, como
ser: la senal digital es més resistente al ruido y a las distorsiones, el proce-
samiento digital es menos costoso y més versatil que el analégico y a través
del mismo se logra mayor precision y rapidez en la transmision y en el al-
macenamiento de la informacion, ademas en el formato digital se pueden
implementar sistemas de correccién de errores.

La demanda de este tipo de representacion de la informacion, hace que haya
gran interés en métodos de conversion analogico a digital (notados como

A/D).

El proceso de digitalizaciéon tiene basicamente dos pasos:
El primero es la buisqueda de la representacion de la senal a través de un



Introducciéon

conjunto discreto de coeficientes. Si la senal es s, se busca una familia de
nucleos {¢, tnea, de forma que

s = Z SnPn,

nen

donde el conjunto A es a lo sumo numerable y s,, € R 6 C. De esta manera
s queda definida por la sucesion {s, }nea-

La descomposicion de la senal se dice redundante si la eleccion de los coefi-
cientes s, no es tnica en la familia {¢, }nea, que se denomina diccionario.

Si bien en este primer paso se logra representar a s por un conjunto discre-
to de niimeros, atin no se ha logrado la digitalizacion, ya que los valores de s,
estdn dentro de un conjunto continuo, pues son ntimeros reales o complejos.

El segundo paso en la digitalizacion es la cuantificacion de los coeficientes
Sn, €s decir, se reduce el rango continuo de valores que pueden tomar estos
coeficientes a un rango discreto (preferentemente finito) de valores prefijados.
Basicamente se sustituye cada valor s,, € R 6 C por un valor ¢, € A, donde
A es un conjunto discreto de valores permitidos llamado alfabeto.
La cuantificacion se denomina uniforme si se utilizan alfabetos cuyos elemen-
tos se encuentran distribuidos de forma equidistante.

Existen principalmente dos mecanismos de cuantificacion uniforme:
La cuantificacion fina: Se aproxima cada coeficiente s, con gran precision,
es decir, se emplea un alfabeto con una numerosa cantidad de elementos.
Y la cuantificacion espaciada: Se utiliza un alfabeto con pocos elementos,
pero se explota la redundancia del diccionario.

Como resultado de los pasos mencionados anteriormente se obtiene una

senal aproximante
§= qupn. (1.1)
neA

Este tipo de reconstruccion se denomina lineal, existen otras formas de con-
struir la senal aproximante dados los coeficientes q,, pero en este trabajo
utilizaremos la expresion (1.1).

Una vez realizada la cuantificacion, se procede a la codificacion, que con-
siste en asignarle a cada elemento del alfabeto un cédigo binario. En el caso
en que el alfabeto tenga dos elementos, a uno de ellos se le asigna el valor 0
y al otro el 1. Esta cuantificaciéon se denomina de 1-bit, ya que se necesita 1
bit de informacién para almacenar la aproximacion de cada coeficiente s,,.



Si la cantidad de elementos del alfabeto es K, donde K > 2, la cuantificaciéon
es conocida con el nombre de multibit. En este caso la cantidad de bits que
se necesitan por coeficiente es log,(K).

La eficacia del sistema de digitalizacion se traduce en encontrar una ade-
cuada descomposicion de la sefial s en coeficientes {s, },ea y un mecanismo
de construccion de la sucesion cuantificadora {g,}nea, de forma que se lo-
gre conjuntamente que el error al aproximar s por § sea pequeno y que la
aplicacion de los procedimientos no resulte costosa.

En este trabajo estudiaremos los algoritmos de cuantificacion Sigma-Delta
(abreviado por X A), que a partir de la cuantificacion espaciada, logran una
buena aproximaciéon de la senal y son de simple implementacion.

Los procesos de cuantificacion XA fueron introducidos en los anos 60 por
Inose y Yasuda en su trabajo [IY]. Ellos usaron el nombre Delta — Sigma
para los esquemas, la denominacion Sigma — Delta comenzd a usarse en los
anos 70 por los ingenieros de AT&T.

En los anos 80, Gray enunci6 resultados muy importantes respecto a estos
cuantificadores en [GCW] y |Gr]. Pero fue a fines de los anos noventa, que se
le di6 un marco teérico matematico a los algoritmos Sigma — Delta, gracias
a Ingrid Daubechies y Ron DeVore [DDV].

Se comenz6 utilizando estos esquemas para cuantificar funciones de banda
limitada (funciones cuya transformada de Fourier tiene soporte compacto),
que son utilizadas para modelar senales de audio. Luego se fue ampliando su
campo de aplicacion, hasta ser utilizados por ejemplo para cuantificar expan-
siones en marcos finitos [BPY|-[BPY06|. En la actualidad estos algoritmos
despiertan gran interés en la comunidad matemaética.

En el segundo capitulo de este trabajo, vamos a estudiar la digitalizacion
de funciones de banda limitada. Para desarrollar el primer paso en la con-
version A /D, comenzaremos con la teoria de muestreo y sobremuestreo. Para
el segundo paso, estudiaremos los esquemas XA y desarrollaremos un méto-
do de cuantificacion fina denominado Modulacién por Impulsos Codificados
(conocido por las siglas PCM, debido a su designacion en inglés de Pulse
Code Modulation), con el objetivo de comparar los distintos mecanismos de
cuantificacion.

En el tercer capitulo se aplicaran los algoritmos XA para la cuantificacion
de coeficientes en marcos finitos, ajustados y uniformes de vectores de R?. Alli
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también estudiaremos el método de Modulacién por Impulsos Codificados

(PCM).



Capitulo 2

Cuantificacion Sigma-Delta (XA)
de funciones de banda limitada

En este capitulo vamos a estudiar el proceso de digitalizacion, generado
por los cuantificadores 3 A, para funciones de banda limitada (las mismas se
utilizan para modelar, por ejemplo, senales de audio).

Una funcion se dice de banda limitada si pertenece al espacio

Bo = {f € L*(R) /sop f € [-2.9]},
donde 2 > 0 y la trasformada de Fourier viene dada por:

; 1 i it
f(ﬁ)ZE/OO f(t)e™" dt.

El mecanismo de conversién analogico a digital se basa en dos pasos funda-
mentales: el muestreo y la cuantificacion.

Cada una de esas etapas serd estudiada con profundidad en este capitu-
lo. Comenzaremos desarrollando algunas cuestiones referentes a la teoria de
muestreo.

2.1. Muestreo

Debido a que las funciones de B, estan definidas en un conjunto continuo
de valores (los nimeros reales), para la digitalizacion de las mismas se busca
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discretizar ese dominio mediante el muestreo.

Dada f € Bg, el procedimiento de muestreo consiste en evaluar f en una
sucesion de elementos de su dominio, de forma que la funcién quede comple-
tamente representada por los valores que toma en esos puntos. Cada uno de
los elementos de la sucesion de evaluaciones se denomina muestra.

El teorema clasico de muestreo establece que la funcion f queda completa-
mente definida por su valor en las muestras f(’g ), ya que las mismas resultan
ser (salvo constante multiplicativa) los coeficientes de f en una base orto-
normal del espacio Bg. A continuaciéon se incluye la demostracion de dicho
teorema.

Teorema 2.1.1. St f € Bq, entonces
nmy\ sen(Qt — nw)
t) = ==
1 (®) %f<§2) (Qt —nm)

con convergencia en L*(R) y uniforme sobre R.
Demostracion. Es sabido que cualquier funcion g € L?|—, 7] puede ser rep-
resentada por su serie de Fourier de la forma

. 1 ™ .
— —inx — ny .
g(x) nEEZ Cn€ , con ¢, gy B g(y)e Yy

Como f(%) € L2[—m, ], ya que f(z) € L2[—Q, €], podemos decir que

~ 7§ ,
f(x—> = che’m:" para |z| <, (2.1)
T neZ
con
LTy 1 /Q A o inam T
= — g mn d - _d
e Ay [ e

27
1 & ~ inzm
:ﬁ/gf(z)e 2 dz.

Si aplicamos la formula de inversion ( f(t) = \/L?? [0 e dt) en esta
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iltima igualdad, queda que

1 Q ~ inzm 1 oo ~ inzm
cnzﬁ/ﬂf(z)e Q dz:ﬁ/oo f(z)e o dz
1 Jm  /nm
ﬁ\@f (5)
Tomando £ = £ en (2.1), resulta que
1 | N\ —ingr
N _ < (). .
Q\@%sz(Q)e = para g <0 (2:2)
Como sopf C [—0, Q], vale que

Y Lol

neEL

Aplicando la trasformada de Fourier inversa, y usando que la antitransfor-

mada de la funcién
1 —in&m
5\/;“791 €

es
sen(Qt — nm)
(Qt —nm) ’
se obtiene que
Zf<n7r> sen(Qt — nm)
—nm)
nez

Si definimos la funcién seno cardinal como

senc(x) = #,

entonces el teorema anterior nos dice que

Z f( )senc (Qt — nm). (2.3)
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Observacion 2.1.1. A partir del teorema cldsico de muestreo se puede probar

fdcilmente que el conjunto {\/gsenc(Q . —mr)} es una base ortonormal
nez

de Bq, valiendo que f (%) = £(f, senc(Q - —nm)).

La formula de reconstruccion (2.3) no es utilizada en la practica debido
a la poca estabilidad que ofrece.
Al muestrear la funcién f se cometen errores en el célculo de los coeficientes

f(*g), si llamamos ¢, al error cometido en la muestra n-ésima, resulta que en

la formula (2.3) los coeficientes f(%g") son reemplazados por fo=1Ff ('g) +éen.
En ese caso, la nueva funciéon quedaria

ft) = Z fnsenc(Qt — nr),

neL

y el error cometido al utilizar f en lugar de f serfa

() — f(t)] = ‘ S e senc(Q — nr)|. (2.4)

nel

La funcion senc(z) no tiene buen decaimiento, mas ain

Z |senc(Qt — n7)| = oo,

nez

entonces no s6lo no se puede establecer una cota para el error (2.4), sino que
ni siquiera se puede asegurar la convergencia del mismo.

Para resolver este problema de estabilidad en el muestreo, se usa el so-
bremuestreo. Es aqui donde entra en juego la importancia de la redundancia
en el proceso de digitalizacion de una senal.

2.1.1. Sobremuestreo

En la seccion anterior se descompuso a f en niicleos que tenfan poco
decaimiento, esto hizo que la introducciéon de errores en el calculo de las
muestras produzcan errores globales importantes.

En esta seccion se busca reemplazar esos niicleos por otros que tengan
buen decaimiento. Una forma de hacer esto es tomar una funcion cuya trasfor-
mada de Fourier sea ademés de localizada, suave.
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Dado A > 1, sea g, tal que:

= & [ <7
gy € O™ g ={ Vor - 2.5
Gx vy 9§ {0 § I > A (2.5)

Utilizaremos la notacién g := g, para simplificar la escritura.

Para probar que el seno cardinal se puede reemplazar por la funcién g en
la descomposicion de f de forma que la misma sea estable, debemos primero
demostrar el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Sea A > 1 y g una funcion derivable en R, tal que g € L*(R)
y g € L'(R), entonces

o b(G-Plso veew

donde Cy = |1¢'l| + llgll -

Demostracion. Sea &, tal que
’ QU n+1 QU n
o= min i /s [ -2, -5]).

Como

vale que

(=Y < [0 (%)~ g(6n)] + loten)

™ ™

Ot n
DN
< / 19/ (5)] ds + g(Enn)
gt,n

Qt

S \[Zt n+1 |g/(8)’ dS + |g<€t’n)‘ (26)
E P

Por definicion de &, se cumple que

9(6ea)| < lg(s)] Vs € | = = =, — — 2],
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entonces o
1 E DY
ol < [7 7 la)ds (2.7)
S

Usando (2.6) y (2.7), queda que

PNTESS) !—AZ[R Ol S )
/|g |d8+2[2t ni s)| ds

neL

<5 [lgelds+ [ 1ol as

Corolario 2.1.1. Si g cumple (2.5) y A > 1, entonces

AZ( ( t-3)| =6, vier

donde C, = %Hg/HLl + llgll -

Demostracion. Basta observar que si g cumple (2.5), entonces se encuentra
en la clase de Schwartz, ya que g esta en dicha clase. Esto hace que tanto g
como ¢’ tengan buen decaimiento, resultando ser ambas integrables.

O
Teorema 2.1.2. Sea f € Bq, si g cumple (2.5) y A > 1, entonces

0=3 21 Gae-3)

con convergencia absoluta y uniforme en R.

Demostracion. Como sopf C -0, Q] y A > 1, sopf C [— A0, AQ]. Aplicando
la igualdad (2.2) obtenida en la demostracion del teorema 2.1.1, pero ahora
viendo a f € Byq, queda que

1 N\ —ingr
= )\—Q\/;Zf<)\—9>e A para €] < AQ. (2.8)
nez
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Usando esta expresion para f podemos afirmar que

mzf< ) §<%5> VEER, (2.9)

ya que:

= Si[¢] < 9, entonces §(5) =
79(%) queda (2.9).

= Si Q< €] < AQ, como f(€) = 0y la formula (2.8) es valida, resulta
que

—=. Reemplazando en (2.8) a /7 por

g~

por lo que

s SifE] >N f(€) =0y Q(%f) =0, ya que sop g C [—Am, Arr|. Esto hace
que
(TEN T NI\ —inén .
i(5 )50 2/ (Ga)e ™ -0 fo:

Si aplicamos la trasformada de Fourier inversa en (2.9) y usamos que la
antitransformada de

€s

tenemos que
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La convergencia absoluta de la serie se prueba usando el corolario 2.1.1:
1 nm
S (e (R =) < Uiy Z (%= )| < 1w
nez

Para probar la convergencia uniforme de la serie, veremos que la sucesion de
sumas parciales es una sucesion de Cauchy.

Para la prueba usaremos el resultado del teorema 2.1.1 aplicado al caso en
que f € Byq, es decir que vale la descomposicion

Z f( )senc (AQU — nm). (2.10)

neL

Usando esta representacion de f y que {@ [ 2senc(AQt — mr)} es una base
nez

ortonormal para B)q, podemos decir que
nm\ |2 s
% ’f<)\_f2)’ = )\_QHf”?y(—m,m) < 0.

Esto nos asegura que dado £ > 0 existe ng, tal que si N, M > ng,con N < M,

entonces /2
(= WGl <=
N<n|<M

Usando Cauchy-Schwarz queda que

LT G Dd T )

N<|n|< <In|<

<( 3 Gl 5 Z|Mg<%-§>\2)m

n<|n|<M N<|n|<

(Sl se(M52%)"

En la ultima desigualdad hemos usado el corolario 2.1.1, pues

> s Ce-2)" < lollew © 3o (2= 2)] < gl €
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Observacion 2.1.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior vale que

125 = 2(ra®2)).
0= 25 (ra( (1)

ne”L

por lo que

Demostracion. Usando Plancherel,

(1o(®2)) = e T)a= [ ol e a

Probaremos ahora que la descomposicion

=325 (Gl (Ge-3)

resulta estable bajo la introduccién de errores en las muestras.

Generalmente no se conocen con exactitud los errores ,, cometidos al muestrear
la funcion, solo se sabe que |e,| < &, con € > 0 conocido.

Dada

con f, = f (6%) + €n, el error al utilizar f en lugar de f resulta

A)ZE" < EVIEE A’Z ( t-2)| <ec.

Esto nos dice que la descomposicion es estable, ya que pequenos errores en el
célculo de las muestras, no producen diferencias considerables al reemplazar

f por f

Si las muestras de una funcién son tomadas periddicamente a un intervalo

de tiempo T, se define la frecuencia de muestreo como % Resulta entonces

\z

/()
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que la cantidad de muestras que se toman en una unidad de tiempo es L%J,
donde |z| = méx{n € Z /n < x}.

En la seccion anterior, se utilizaban las muestras f(%), esto hacia que la
frecuencia de muestreo fuera %, que se conoce con el nombre de frecuencia
Nyquist.

En esta seccion usamos las muestras f(%), por lo que la frecuencia de
muestreo es de % y dado que A > 1, resulta que la cantidad de muestras que
se toman por unidad de tiempo es mayor. Es por esto que este procedimiento
se denomina sobremuestreo.

2.2. Cuantificacion

Hasta ahora logramos expresar a f € Bg a partir de sus muestras de la

siguiente forma: . N
10 =321 Ga)o (G- 3)

Como f queda representada por un conjunto discreto de niimeros reales, que
es la sucesion { f (;—g) }nez, podemos decir que obtuvimos la discretizacion de
f en funcién del tiempo.

Dado que los coeficientes f (f\‘—g) son nimeros reales, para la digitalizacion de
la senal, nos resta discretizar la amplitud de las muestras.

Si notamos z)\ := f(%), el objetivo de la cuantificaciéon es asignarle
a cada r) un valor ¢\ que pertenezca a un conjunto finito preestablecido
llamado alfabeto y notado como A.
La sefial aproximante generada a partir de la sucesion cuantificadora {q) } ez,

sera . O
) = XZQ29<? - ;)
nez

Definiremos el error de aprozimacion como || f — f)\HLoo(R).

En lo sucesivo, para simplificar los célculos, vamos a suponer que {2 = 7

y que ||fllr= < 1.
A partir de estas normalizaciones, podemos decir que en la seccién anterior
obtuvimos que una funcién f en la clase

C:={heL*R)/ ||z~ <1,s0ph C [-7,7},
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se puede descomponer en base a sus muestras f(%) de la forma

Tal como lo mencionamos en la introduccion, se utilizan generalmente dos
métodos para construir la sucesién cuantificadora {q}},ez: la cuantificacion
espaciada v la cuantificacion fina.

La cuantificacion espaciada combina una alta frecuencia de muestreo con
una pequena cantidad de elementos en el alfabeto cuantificador.
Recordemos que la frecuencia de muestreo al utilizar el sobremuestreo era
de % Si A aumenta su valor, como se incrementa la cantidad de muestras
tomadas por unidad de tiempo, se tiene mas informacién acerca de la senal
y por consiguiente se logra que la descomposicion de la misma tenga mayor
precision. El problema es que si se tiene asignado un presupuesto de cierta
cantidad de bits para el total de datos requeridos para la digitalizacion, al
tomar muestras a una mayor frecuencia se va a poder gastar menos bits en
cada una de ellas, es por esto que el alfabeto necesariamente debe tener pocos
elementos.

En este capitulo estudiaremos los algoritmos XA que hacen uso de este tipo
de cuantificacién y trabajaremos con el caso extremo en que ¢, solo puede
tomar dos valores, es decir, que el alfabeto A tendra dos elementos.

La cuantificacion fina, para minimizar el error de aproximacion, fija la fre-
cuencia de muestreo e incrementa la cantidad de elementos del alfabeto. El
método de cuantificacion denominado Modulacién por Impulsos Codificados
utiliza este principio para la reduccion del error. Comenzaremos estudiando
este algoritmo con el objetivo de establecer una comparacion en el rendimien-
to y aplicabilidad de ambos métodos de cuantificacion.
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2.3. Algoritmo de Modulacién por Impulsos Cod-
ificados

Si se tiene un presupuesto de N-+1 bits por muestra, con N € N, el
algoritmo de Modulacion por Impulsos Codificados (conocido como PCM) le

asigna a cada z;, = f(%) su desarrollo binario truncado en la cifra N.

Dado que z € [—1,1], pues 2 = f(%) v || fll <1, su desarrollo binario
es del tipo:

wy=—1+Y 270} cond} €{0,1}.
=0

El algoritmo define al elemento cuantificador de la siguiente forma:
N
g =—1+) 27
i=0

Para relacionar este algoritmo con la definicién de cuantificacion dada
anteriormente, podemos pensar que se le asigna a cada ) el elemento menor
mas cercano del alfabeto que es una progresion aritmética de paso § = 27V
con 2V*! elementos y cuyo primer término es -1. Es decir,

A={—-1,-1427" . =27V 027V .. .. ,1—27V 1 — 27N

qzzméx{qu:qu;\L}.
El error que se comete al cuantificar cada muestra es
o o
=gl = Y 2 < Yo 2=,
i=N+1 i=N+1
El algortimo PCM es un ejemplo de cuantificacion fina, ya que incrementando

la cantidad de elementos del alfabeto (aumentando N), logra aproximar con
exactitud cada muestra.

El error global de cuantficacion resulta ser

IUEAOEESY

A A
Ty — 4y

o(t=3)]

A3 <
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Podemos ver que la acotacion es de tipo exponencial en N, por lo que si
se incrementa la cantidad de bits asignados a cada muestra, se obtiene una
buena aproximacion de la funciéon f.

Si bien este algoritmo ofrece un error con 6ptimo decaimiento, en el pro-
ceso de conversion analogico a digital (A/D), no se utiliza este mecanismo,
ya que resulta muy costoso construir dispositivos analdgicos que posean el
grado de precision requerido para este tipo de cuantificacion. Veremos més
adelante que el algoritmo PCM no es robusto, ya que ante la introducciéon de
pequenos errores en el calculo de los coeficientes cuantificados, se producen
errores globales significativos.

2.4. Algoritmos de cuantificaciéon Sigma-Delta

(ZA)

En la seccion anterior vimos que en el algoritmo de Modulaciéon por Im-
pulsos Codificados, la eleccién del elemento cuantificador ¢ dependia exclu-
sivamente del valor de la muestra ).

En esta seccion estudiaremos los algoritmos XA, que tienen en cuenta para la
eleccion del valor aproximante, no solo al coeficiente ) sino a los errores pro-
ducidos al cuantificar las muestras en los pasos anteriores. Estos algoritmos
no buscan que cada ¢ esté lo mas cerca posible del 2}, sino que aproximan

los promedios de ambas sucesiones.

Los esquemas que vamos a estudiar producen cuantificaciones cuyo error
disminuye, no al incrementar la cantidad de elementos del alfabeto, sino
al aumentar la frecuencia de muestreo. En este capitulo, para simplificar
el estudio del algoritmo XA, trabajaremos con A = {—1,1}, es decir que
utilizaremos la cuantificacion de 1-bit. En el préximo capitulo estudiaremos
la cuantificacién multibit.

Para el célculo de la sucesiéon cuantificadora, los esquemas YA introducen
variables internas. El orden del algoritmo viene dado por la cantidad de vari-
ables utilizadas. Comenzaremos estudiando los de orden uno y luego veremos
los de orden arbitrario.
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2.4.1. Cuantificaciéon Sigma-Delta (XA) de orden uno

Algoritmo Sigma-Delta (XA) de orden uno para sucesiones con
subindices naturales

Dado que el alfabeto elegido es A = {—1,1}, podriamos tomar ¢\ =
sign(f(%)), pero esta eleccién no es apropiada, ya que cualesquiera dos fun-
ciones positivas tendrian la misma funcién aproximante.

Buscamos definir el algoritmo XA para una sucesion de datos {s,}nez
tal que —1 < s, < 1 para todo n € Z, ya que buscamos cuantificar las
muestras f(%) (recordemos que || f||~ < 1). Comenzaremos definiendo el
algoritmo sélo para sucesiones con subindices naturales, veremos luego como
se extiende al caso general.

Para entender el origen de la formula y del nombre del algoritmo YA,
vamos a definir a continuacion los operadores sigma (X) y delta (A).

Definicion 2.4.1. i) Dada s = {, }nen, una sucesion de nimero reales,
se define el operador integral discreto X3 de la siguiente manera:

{(Es)n =>"r,s VYneN
(ES)O = Sp.

i1) El operador diferencial discreto A se define por:

(AS)y =8, —Sp-1 VneN.

Observacion 2.4.1. A partir de las definiciones anteriores, si s = {S, fnen,

vale que
AY.s = s.

Demostracion. Sin > 2, entonces

n n—1

(AXs), = (28), — (28)p_1 = Zsi — Z S; = Sp.

i=1 i=1
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Sin =1, tomando sy = 0,
(AYs); = (2s); — (Xs)og = 81 — S0 = S1-
O]
El algoritmo XA busca que, dada una sucesion {s,},en tal que —1 <

sp < 1 para todo n € N, se construya una sucesion {g, },en tomando valores
en {—1,1} de forma que exista C' > 0 tal que

N+j N+j
‘ZSH—Z%SC, VNENyjeN,. (2.11)
14j 1+j
Pues se logra asi que
N+j N+j
1 1 C )
N ZASk_N ZA% SN VNeNyjeN,
k=1+j k=1+j

es decir, que el promedio de cualesquiera N coeficientes ¢,, consecutivos aprox-
ima con error del orden de N~! al promedio de los datos.

Si definimos la variable interna u := s — Yq, es decir

n n
un:ZSi—Zqi VnéeN
i=1 i=1
y tomamos uy € R, la propiedad (2.11) se traduce en
lun+; —uj| <C VNeNyjeN,.
Para lograr esta condicion, pediremos que la sucesion {u, },en, sea acotada,

més ain que —1 < u, < 1 para todo n € Nj.

Una vez establecida la variable interna u, se busca definir la sucesion
cuantificadora ¢ = {¢, }nen, con g, € {—1,1}, de forma que —1 < u, < 1
para todo n € Nj.

Como
u=Xs — 2q,

aplicando el operador A y usando la observacion 2.4.1,

Au=s—gq,
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es decir que
Up = Up—1 + Sp — Qn-

Supongamos que —1 < u, 1 < 1, como —1 < s, < 1, sucede que —2 <
Up—1 + S, < 2. Tenemos entonces dos casos:

Si0<u, 148, <2, dado que u, = uy,_1+ S, — qn v Gn € {—1, 1}, para
que —1 < wu, < 1, debemos pedir que ¢, = 1.

Si —2 < up_1 + s, < 0, para que —1 < u, < 1 debemos pedir que

Resulta entonces que

)1 si0<up_1+s, <2
(n —1 si —2<up_1+s,<0.

Si definimos la funcién signo como

. 1 siz>0
SN =3 _| Ga.<o

tenemos que g, = sign(u,—1 + sp).

Obtuvimos finalmente que, suponiendo —1 < u,_; < 1, para que —1 <
up, < 1 debemos pedir que ¢, = sign(u,—1 + s,). Es por esto que dado
up € [—1,1), y la sucesion {s,}nen, con —1 < s, < 1 para todo n € N, el
algoritmo XA de orden uno se define recursivamente como

{un = Up—1+ Sp — Qn (2 12)

qn = Sign(un_l + sn),

para n € N.

Logramos entonces definir la sucesion cuantificadora {¢, }nen, con ¢, €
{—1,1}, de forma que los promedios de la misma aproximen con precision los
promedios de la sucesion de datos. Observemos que esto se logré definiendo la
sucesion de variables internas {u, }nen,, que cumple —1 < u,, < 1 para todo
n € Ny. El esquema (2.12) se dice estable debido a la acotacion uniforme de
las variables internas.

La funcion @ : R — {—1, 1}, definida por Q(u) = sign(u), se denomina
cuantificador escalar.
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El algoritmo (2.12) se utiliza para cuantificar una sucesiéon acotada por
el valor uno a partir del alfabeto A = {—1,1}. Si se quiere emplear este
algoritmo para una sucesion génerica de niimeros reales acotada, y un alfa-
beto arbitrario, el cuantificador escalar () cambiaria, y el esquema seria el
siguiente:

Definicion 2.4.2. Dada {s,}nen una sucesion de nimeros reales, y dado
ug € R. Si A es el alfabeto establecido para la cuantificacion y @ : R — A
es el cuantificador escalar, el algoritmo XA de orden uno se define a partir
de la siguiente recursion:

{un = Up—1+ Sp — dn (2 13)

qn = Q(un—l + 3n)>

donde n > 1.

Para implementar el algoritmo, dado el elemento ug se calcula primero
¢ = Q(ug + s1). Usando el coeficiente ¢; se obtiene u; = ug + s1 — ¢;. El
siguiente paso es calcular ¢y utilizando wuq, luego se calcula us, y asi suce-
sivamente. De esta manera se generan las sucesiones {u,}nen, de variables
internas y {g, tnen de elementos cuantificadores.

Para que el algoritmo (2.13) sea aplicable, el cuantificador escalar @Q,
debe ser elegido de forma tal que la sucesion {u, },en, resulte acotada. En
ese caso el algoritmo se dice estable. Obviamente para lograr la estabilidad,
se va a requerir que la sucesion de datos {s, },eny también sea acotada.

Una vez enunciada la generalizacion del algoritmo, volveremos al caso que
nos interesa, la recursion (2.12). Nosotros vamos a utilizarla para la sucesion

A

sp = f(%), es decir, trabajaremos con el siguiente esquema:

Definicién 2.4.3. Dados A > 1, f € C yuy € [—1,1), el algoritmo LA de
orden uno se define por

{uz =)+ f(3) -

q
2.14
= sin(i 4 13 .

).

para n € N.

Recordemos que este esquema solo sirve para cuantificar las muestras
con subindices naturales. En la seccion de filtros finitos veremos que en la
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practica solo se utilizan las cuantificaciones con esos subindices, pero que por
fines teodricos se define el algoritmo para todos los n € Z. Antes de definir el
esquema para n < 0, veremos que el sistema (2.14) hereda las propiedades del
esquema (2.12), es decir, la estabilidad (la acotacion de las variables internas)
y la aproximacion de los promedios.

Estabilidad

Proposicién 2.4.1. Sea f € C y A > 1, si —1 < uj < 1, entonces —1 <
u) < 1 para todon > 0, donde {u) }nen s la sucesion definida en el esquema

(2.14).

Demostracion. Se prueba por induccion. La prueba es obvia debido a que la
sucesion {q}}nen fue definida de forma tal que la sucesion {u}},cn, cumpla
que —1 < u) < 1 para todo n € Ny.

]

Dado que las variables internas estan acotadas independientemente de A,
es decir, si —1 < u) < 1, entonces

luM| < 1 para todon € N, A > 1,
usaremos la notacion u, := u).
Observacion 2.4.2. La variable interna u,, es la suma de los errores cometi-

dos al aproximar f(f) por gy con 1 <k <n.

Demostracion. Por el esquema (2.14),

entonces
N N I
UN — Uy = Z (Uk _Uk—l) = Z (f(x) - q,’})
k=1 k=1
Resulta finalmente que
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El error cometido al cuantificar la muestra n-ésima es F, := f(%) —q). Si
definimos Fy := ug, resulta que

N
unN = E En
n=0

O

Observacion 2.4.3. Recordemos que la estabilidad del sistema, es decir, la
acotacion de las variables internas, hace que el promedio de cualesquiera N
coeficientes q consecutivos aprozime con error del orden de N=' al promedio
de las muestras, pues

LA | Nt
v 5w 2 e

k=1+j k=1+j

1 2 .
:)N(umj_uj) < YNeNyjeN,.

A diferencia del esquema de Modulacion por Impulsos Codificados, el al-
goritmo YA no logra generalmente que el error al aproximar individualmente
cada muestra sea pequeno. De hecho sé6lo se puede afirmar que

1(5) -

Pero este algoritmo logra una buena aproximaciéon de los promedios de las
sucesiones.

= ’un - un—1| <2

Finalmente podemos observar que

N-1
o = Sign(“Nl + f(%)) = Sign< ; E, + f(%))

Esto muestra que el algoritmo YA para cuantificar la muestra N-ésima, tiene
en cuenta los errores cometidos anteriormente.

Veremos a continuaciéon como definir el algoritmo XA para subindices
negativos.
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Algoritmo Sigma-Delta (XA) de orden uno para sucesiones con
subindices enteros

Para dar una relacion recursiva en el caso de subindices negativos necesi-
tamos definir u,,_; en funcién de u,,.
De (2.14) sabemos que para n > 1

G )

Ademas vale que sign(un_l + f(%)) = —sign(un — f(%)) ya que,

>~

Up—1 —|—f<§> >0 = Sign<un_1 +f<
— unzun_1+f<
u

Up_1 —l—f(%) <0 = sign(un,l —i—f(%)) =-1
— un:un_l—l—f(;)—i-l

— un—f(§>:un_1+120.

(En las ultimas implicaciones usamos que —1 < uy, < 1 para todo k > 0).

Entonces la formula en el caso en que n > 1 podemos pensarla como:

o= (3) oo 1(3)

Si copiamos este esquema para n < 0, tenemos lo siguiente:

Definiciéon 2.4.4. Dados A > 1, f € C yug € [—1,1), el algoritmo XA para
n < 0 se define:

{qzz—szgn(un—f@)). (2.15)

La siguiente proposiciéon enuncia la estabilidad para el caso n € Z.
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Proposicién 2.4.2. St f € C y —1 < uy < 1, entonces —1 < u,, < 1 para
todo n € Z, donde los u, son los definidos en los esquemas (2.14) y (2.15).

Demostracion. La demostracion es analoga que para el caso n € N. O

Observacion 2.4.4. Se puede demostrar por induccion que si en la proposi-
cion anterior en lugar de requerir que —1 < ug < 1, se hubiese pedido que
lug| < 1, se habria obtenido que |u,| <1 para todo n € Z.

Hasta ahora, los resultados obtenidos acerca del algoritmo XA, es decir
la estabilidad y la aproximacion de los promedios, son validos para cualquier
tipo de sucesion de nimeros reales acotada por el valor uno. A continuaciéon
veremos que, para el caso en que la sucesion son las muestras de una funcion,
la estabilidad del sistema produce un error de aproximacion que depende de
la frecuencia de muestreo.

Error de aproximacion

Vimos ya que los algoritmos XA no buscan que el error local de aprox-
imacién sea pequeno, sino que los promedios de la sucesion cuantificadora
aproximen con precisiéon a los promedios de la sucesion original. Vamos a es-
tudiar ahora el error global de aproximacion, representado por la diferencia
en norma infinito entre la funcién original f y la funcién aproximante:

A =1 ae(t-5). (2.16)

donde {g) } ez es la sucesion generada por los esquemas (2.14) y (2.15).

Teorema 2.4.1. Sea f € C, A > 1, ug € [~1,1) y g que cumple (2.5). Si
definimos la sucesion {q) }nez como en (2.14) y (2.15), y fr como en (2.16),
entonces

~ 1
7@ = A0 < 59l VieR,
Demostracion. Usando la férmula de sumacion por partes:

Z(wn — wn—l)vn = an<vn - Un+1)>

neZ nel
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y que |u,| <1 para todo n € Z, tenemos que

76 - Al =] S (D)a(t-5) - et - 2)]

SR -l
=32t = uea(- 3]

=51 Z (o) o))
<Al D) a1
oI CLE

S D) BNUICIES (T

]

Observemos que si bien la funciéon g depende de A, pues sop g C [—Am, A7),
si fijamos Ag > 1, entonces la funcion gy, cumple (2.5) para todo A > Ao.
Entonces a partir del teorema anterior podemos decir que

~ 1
1f = Allze < Sllgholler ¥ A = Ao (2.17)

Con lo cual el error tiende a cero si A tiende a infinito, es decir, si la frecuencia
de muestreo tiende a infinito.

Esto es lo que comentamos en la introduccion. El algoritmo XA tiene
error pequeno si la cantidad de bits (1 en este caso) usados por muestra esté
fija y se incrementa la redundancia del muestreo.

La acotacion (2.17) se dice de tipo O(A™"), ya que existe una constante
C' > 0 que no depende de A, tal que ||f — fillz= < % para todo A > Ag.



2.4 Algoritmos de cuantificacién Sigma-Delta (XA)

31

Algoritmos Sigma-Delta (XA) de orden uno con cuantificadores
imperfectos

En la practica, debido a que los esquemas de cuantificacién deben imple-
mentarse con dispositivos analogicos que introducen errores, en los sistemas
(2.14) y (2.15) que definen el algoritmo XA, la funcién Q(x) = sign(z) puede
llegar a ser reemplazada por Q(z) = sign(z + d). Donde de § sblo se sabe que
|0] < 7 con 7> 0.

Incluso el error 4 puede variar de un paso a otro, haciendo variar el cuantifi-
cador, entonces podemos decir que Q,(x) = sign(z + d,,) con |§,| < T para
todo n € Z.

Observemos que:

2 >7>0=2+4+6,>7+0, >0= Q,(r) =1=sign(z).
n < T7<0=124+0, < -7+, <0= Qn(x) = —1 = sign(x).

» Para —7 < x < 7, el comportamiento de (), depende de ¢, que es
desconocido, por lo que, al ser (), una traslacién de la funciéon signo,
s6lo podemos decir que |Q,(x)] < 1.

Obtenemos finalmente que:

(2.18)

Qn(x) =sign(x) para |z| > 7
|Qn(z)] <1 para |z| < T.

Definicion 2.4.5. Si Q,, cumple (2.18), el esquema XA paran > 1 con estos
nuevos cuantificadores es

{qz—@n<un-1+f<§>>- (219

El algoritmo se dice robusto, si sigue siendo estable aunque el cuantifi-
cador () implemente pequenos errores de los cuales s6lo conocemos la cota 7.
Veamos que efectivamente los esquemas XA son robustos.

Proposicion 2.4.3. Sea f € C, 7 > 0 y {up}nen definida como en (2.19).
Si |upl < 1+ 7, entonces |u,| < 14 7 para todo n > 0.
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Demostracion. Usamos induccion.
Para el caso n = 0 es trivial.

n
Supongamos que |u, 1| < 1+ 7, entonces |u,—1 + f(%)| < 7+ 2.
Separemos en casos,

m SiT <y, + f(%) < 7+ 2, entonces

o= (i 5 (2)) = sl £ (2)) .

por lo que
n
—T—1<T—1§un:un,1+f<x>—1§T+1,

lo que probaria que |u,| < 7+ 1.

= Si—7—2<u,_1+ f(}) < —7, entonces
n . n
= 1) =i 1) =
A A
por lo que
—T—lgun:un_l—i—f(g)+1§—7’—|—1§T+1,

lo que probaria que |u,| <7+ 1.

s Si—7 < Up_1+ f(%) < T, entonces

o 5(2) =1

por lo que
—T—1<u, Zun_1+f(;> _Qn<un—1+f<;>> <7+1
m

El algoritmo para subindices negativos lo definimos en funciéon a la de-
duccion hecha en el caso en que Q(x) = sign(z).
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Definiciéon 2.4.6. Si Q,, cumple (2.18), el algoritmo XA para n < 0 con
estos cuantificadores, se define

QT){H = _Qn(un+1 - f(nTH))

Proposicion 2.4.4. Sea f € C, {up}tnez definida en (2.18) y (2.20). Si
lup| < 1+ 7, entonces |u,| <1+ 7 para todo n € Z.

Demostracion. Es analoga a la anterior.
O

Veamos ahora el efecto de los cuantificadores imperfectos en la acotacion
del error.

Teorema 2.4.2. Sea f € C, A > 1 y g que cumple (2.5). Si definimos la
sucesion {q) ez como en (2.18) y (2.20), con |ug| <1+ 7, entonces

() — L)) < 1j\_T||g'||L1 VteR.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del teorema para el caso
Q(x) = sign(x).
]

El teorema anterior enuncia una de las propiedades mas sobresalientes del
algoritmo XA que es la robustez. Al introducir cuantificadores imperfectos, si
bien la cota del error aumento6 en 1+ 7, ésta sigue siendo del tipo O(A™!). El
hecho de que no haya ningun tipo de restriccion sobre 7 (que es el margen de
error de los cuantificadores ),,), hace que estos esquemas sean los preferidos
para la conversion A /D de senales de audio.

Filtros finitos

Hemos mencionado al definir los esquemas XA de orden uno, que los
coeficientes ¢, con n < 0 se definen s6lo por cuestiones teédricas. Esto se debe
a que en la practica, en la formula de la funcién aproximante fy, en lugar
de utilizar las funciones g que cumplen (2.5), se usan nicleos G de soporte
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compacto.

Obviamente al pedir que el soporte de GG sea acotado, se pierde la condicién
de que G sea de soporte compacto, sin embargo veremos que sigue valiendo
la acotacion del orden de A\™! en el error de aproximacion.

Supongamos que sop G C [-R, R| y G € C*, entonces

ORES Sl (RS | ER OIS SN I(Iel R
Yoz (f(3) —@)G(E = 3)|

El segundo sumando puede ser acotado, usando los mismos argumentos que
en la prueba del teorema 2.4.1, por

)\’Z< (5)-@)a(e-3)| = 516 e

Para el primer sumando podemos usar el resultado del lema 2.1.1 para la
funcion G — g, donde g es tal que cumple (2.5). La acotacion resulta entonces

015122 = ISA60-D) e D)
L) o)

1
1G — gllorw) + XHG/ — 9|l m)-

+

IN

IN

Finalmente obtenemos que
\ I Lo
() - —Zq ¢(t=3)] < 31w + 16 = glle + $16 = gl

1
< —HG/ — g llw + XHQIHD(R) + |G = gllw + XHG/ —dllw

Fijada g que cumple (2.5), sea G tal que ||Gx—g|| r1r) < % yIIGA—=9' |l prmy <
1, entonces el error al aproximar f por la reconstruccion

At) = %ZQQG,\ (t - %) (2.21)
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va a ser del tipo O(A™1).

Como el soporte de G esta contenido en [—R, R], sélo se utilizardn en
(2.21) los coeficientes ¢ con |t — %| < R. Dado que en la practica general-
mente se busca aproximar los valores de f(t) para t > t,, resulta que so6lo se
consideraran los coeficientes con subindice n tales que n >ty — R.

Este analisis justifica el hecho de que se le otorgue mayor relevancia a las
recursiones del algoritmo XA definidas para n > 1.

2.4.2. Comparacion entre los esquemas Sigma-Delta (X A)

y los de Modulacién por Impulsos Codificados

En la seccion 2.3 estudiamos el algoritmo de Modulaciéon por Impulsos
Codificados para funciones de banda limitada. Obtuvimos que el error global
era acotado por

1f = Flle= < 27VC,

donde C; = A7Y|¢'|lzr + llgllzr ¥y N + 1 es la cantidad de bits asignados a
cada muestra.

En la seccion correspondiente al algoritmo XA de orden uno, vimos que
el error al cuantificar con esos esquemas es:

I1f = fillo < A7 N1

Comparando estas dos cotas vemos que con el algoritmo de Modulacion
por Impulsos Codificados obtenemos una aproximacion de orden exponencial
en N, mientras que con los XA es polinémica en .

Claramente, el grado de precision logrado con el primer algoritmo es mucho
mayor que con el segundo. Sin embargo, la eficacia del algoritmo XA radica
en su robustez, tal como lo explicamos anteriormente.

Veremos a continuacién que el costo de implementacion del algoritmo
PCM no es alto, ya que para la aplicaciéon del mismo se puede utilizar un
esquema muy similar al del ¥A. Pero demostraremos que la gran desventaja
del PCM es su falta de robustez.

Recordemos que el PCM utiliza como sucesiéon aproximante, aquella que
proviene del desarrollo binario de las muestras hasta el coeficiente N-ésimo.
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Presentamos a continuacion un esquema introducido en [DDVGV], similar a
los de XA, que permite calcular el desarrollo binario de un ntmero.

Dado r € [—1, 1], como |r| € [0, 1], su expansion binaria es de la forma
Ir| = ZbiZ_i, con b; € {0,1}.
i=1
Podemos decir entonces que

r = by Z b;27*, donde by = sign(r). (2.22)

i=1
Sean

-1 <0
1 x>0

Ov(z) = {O r<l1

Qo(x) = sign(x) = {

1 z>1.

Buscamos definir recursivamente a partir de estos cuantificadores, a los coe-
ficientes b;, para i > 0, de la descomposicion (2.22).

Resulta entonces que by = Qo(7).

Para calcular b;, recordemos que como es el primer coeficiente en el desarrollo

binario de |r|, vale que
0 <
o [0 b
L[>

por lo que podemos decir que by = Q1 (u1) si uy = 2|r|.
En el caso de by sucede que

%::{0 7| — 0271 <

N D=

)

NN

1 ‘7"‘ — 612_1 >

dicho de otra manera

L _ [0 2 -b) <1
2T 202k —by) > 1,
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con lo cual by = @Q1(us), donde us = 2(u; — by).
Si se contintia con estos razonamientos, se tiene el siguiente algoritmo que
calcula los coeficientes b;, para ¢ > 1:

Uipr = 2(u; — b;)
2.23
{bi-H = Ql(ui+1>a ( )

donde uy = 2|r| y by = Q1(uq).

Veamos que el algoritmo es estable.

Proposiciéon 2.4.5. Dado r € [—1,1], si definimos la sucesion {u;}ien a
partir del esquema (2.23), entonces u; € [0, 2] para todo i > 1.

Demostracion. Lo probamos por induccion.
Para i = 1 vale pues |r| € [0,1] y u; = 2]r|.
Supongamos vale para ¢, queremos ver que vale para i+ 1. Tenemos dos casos:

Sil < w; <2 entonces b; = Qq(u;) =1, porloque 0 < wujpq = 2(u;—1) <

Si0 < w; <1, entonces b; = Q1(u;) = 0, por lo que 0 < uypq = 2u; <
2. O

Si definimos la sucesion {z, }nen, como zo = |r| y z; = 0 para todo i > 1,
usando (2.23), el algoritmo para calcular la expansion binaria de |r| resulta
ser

Ujr1 = Q(Uz + Zi — bl>
biy1 = Ql(ui—i-l)a

para todo ¢ > 0, tomando a ug =0y by = 0.

Esto nos muestra que el esquema anterior es muy parecido al XA (salvo el
factor multiplicativo 2), por lo que el costo de implementacion de ambos
métodos es el mismo.

Aplicando el algoritmo (2.23) hasta el paso N, obtenemos la expansion
binaria de |r| hasta la cifra N-ésima. Dado que la expansion binaria de r es

r = bo i bi27i,
=1
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el elemento aproximante obtenido a partir del esquema (2.23), tomando by =

Qo(r), sera
N
Py =bo » b2
i=1

Si definimos el error de aproximacion como Ey = |r — 7|, entonces Ey <
2-N,

El esquema (2.23) presenta dos grandes ventajas: tiene bajo costo de
implementaciéon y logra un error de aproximacion de tipo exponencial. La
gran desventaja de este esquema, que lo hace inaplicable a los fines practicos,
es su falta de robustez.

Como la senal original es analogica, el cuantificador (); va a ser general-
mente analdgico, por lo que es probable que al hacer el cambio rotundo del
valor 1 al 0, introduzca pequenos errores.

Supongamos que el cuantificador ()1 se desvia un poco de su definicién orig-
inal, presentandose como el siguiente cuantificador con error ¢:

0 z<1+6
Qs =
1 x>1+49,

sabiendo s6lo que |§| < 7, con 7 > 0 conocido.
Nuestro esquema seria para i > 1:

i1 = 2(u; = b) (2.24)
bi-‘,—l = Ql,a(ui+1)>

con uy = 2|r|, by = Q1,6(u1) y by = sign(r). B

Si[r| € (3, 1£2), entonces 2|r| < 1+ 6, por lo que by = @Q1,4(2|r|) = 0. Pero
como |r| > 1/2 deberia ser b; = 1.

El elemento aproximante con este nuevo esquema (2.24) quedaria acotado de
la siguiente forma

N N N 1
il = b2 =Y R < Yo = o,
i=1 i=2 i=2

entonces
5 1 N 1
|r]—|TN|Z|7"|—§+2 >|T|—§>O.



2.4 Algoritmos de cuantificacién Sigma-Delta (XA)

39

Este pequeno error en el cuantificador ()1, lleva a la siguiente cota minima
para el error Ey:

~ . ~ . . 1

Ey = |r —rn| = |bolllr] = 7]l = [lr] = [Pwll > || = 5. (2.25)
Esto nos dice que aunque incrementemos la cantidad de bits N asignados a
cada muestra, el error no va a poder achicarse. De hecho éste puede llegar
a ser de hasta 2 (pues |r| € (3, 1£2)), y por consiguiente Z. Entonces para
pedir que el error sea pequeno se debe pedir que 7 lo sea, es decir, que el
cuantificador () sea preciso, lo que acarrea aumento de costos.

T

Supongamos ahora que el cuantificador @)y introduce errores, presentan-

dose como
-1 z<é
Qos = { 1 ©> 4
y supongamos que r € [0,0). Resultara entonces que EO = Qos(r) = —1,

cuando en realidad deberia valer uno, pues r es mayor o igual que 0.
En este caso el elemento aproximante resulta

N
Pv=— b2,
=1

por lo que
~ ad N
Balr sl =3b2 4 b2 = ki 2 (220
i=1 i=1

Lo que prueba nuevamente que el error no podra achicarse aunque N tienda
a infinito.

Con estos dos ejemplos hemos probado que el algoritmo PCM, a diferen-
cia del XA, no es robusto frente a la introduccién de errores en los cuantifi-
cadores.

Otra cuestion que surge al analizar los ejemplos, es que la cota minima
del error Ey cambia segiin cual sea el coeficiente b; en el que se introduce el
error. Esto nos muestra que el algoritmo PCM no le da un trato igualitario a
todos los elementos de la sucesion cuantificadora. Veamos que esto no sucede
con los esquemas XA.
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Si suponemos que la sucesion a cuantificar {s, },en, toma constantemente
el valor r € R, con —1 < r < 1, en la observacion 2.4.3 vimos que

lem | [ITex 1T 1 Ly |2
’“N;%\—\N;“N;qk\—h;s'fﬁ;%\—N-

Si se cometiese un error €,, en el calculo del coeficiente g¢,,,, obtendriamos
una nueva sucesion cuantificadora {g, }nen, definida como ¢, = ¢, si n # ng
Y Gny = Eny + Gn,- Sucederia entonces que

1N
-5
N;k

Los promedios seguirfan aproximando al valor r con orden de N~!, indepen-
dientemente del coeficiente en el que se introdujo el error.

1 & 1 2 ¢
I R P
‘T N;Qk‘JF‘N(q"O )| =¥ty

Este trato igualitario de todos los ¢, en los algoritmos XA es estudiado en
[CD] como el concepto de cuantificacion "democratica". El algoritmo PCM
es considerado no "democratico", ya que a partir de (2.25) y (2.26) podemos
decir que la cota minima del error depende de si el bit modificado es b; 6 by.

2.4.3. Cuantificaciéon Sigma-Delta (¥ A) de 6rdenes may-
ores

Con los esquemas YA de orden uno obtuvimos una cota para el error
global del tipo O(A™!). Los esquemas de mayor orden nos van a permitir
mejorar esa cota.

Recordemos que el algoritmo de orden uno para una sucesion {x, }nen de
nameros reales, tal que |z,| < 1 para todo n € N, era

Up = Up—1 + Ty — dn
qn = sign(u,_1 + x,).

udiar e uema, introdujim rador diferenci iscr
Al estudiar este esquema, introd os al operador diferencial discreto A,
que en la sucesion s = {s, },ez actuaba de la siguiente manera:

A,s=58,— S,-1 VY neZ.

En realidad, habiamos definido A para subindices naturales, pero se puede
extender su aplicacion a todos los enteros.
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Definicion 2.4.7. Dado k > 1, el operador diferencial discreto de orden k
en la sucesion s = {sp}nez, se define de la siguiente forma:

Als:= A} (A" s),  con

Als: =5, 85,1 yAls:=s,.

Observacion 2.4.5. A partir de la definicion 2.4.7 se puede probar que

k
Aks = Z(—l)j (k) Sp—j, VEk>0yneclZ.
J

j=0

Utilizando el operador diferencial discreto, el sistema de orden uno para
subindices naturales, puede ser interpretado como una ecuacion diferencial
discreta de la siguiente manera:

Alu =z, —q,
In = sign(F(AY_ u, 2,)),

donde F(x,y) =z +y.

El algoritmo YA de orden k es una generalizaciéon del algoritmo anterior, en
lugar de utilizar los operador diferencial discreto de orden uno, se usa el de
orden k.

Definicion 2.4.8. Dados k > 1 y A > 1. Si {x,}nen es tal que |z,| <1
para todo n € N, el algoritmo XA de orden k con el cuantificador escalar
Q(z) = sign(x), se define para n > 1, como:

Aq]iu =Tp —(Qn
an = Sign(F(AgL—lu? Ai—lua R AZ:%U, xn))a

donde ug,U_1,...,u_+1 son dados como dato y F : R — R es una
funcion elegida de forma tal que el sistema resulte estable, es decir, que la
sucesion {un }nen sea acotada.

Observemos que la definiciéon anterior corresponde a una ecuaciéon difer-
encial discreta de orden k.

Nosotros utilizaremos el esquema anterior aplicado al caso en que )} =

£(3). ’
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La prueba de la estabilidad y la robustez para los sistemas de orden uno
era sencilla. Para 6rdenes mayores resulta bastante complicada, de hecho se
necesitan nociones de diferentes campos de la matematica, pues se utilizan
resultados de analisis armoénico, teoria de ntimeros y sistemas dindmicos.

En su trabajo [DDV], Ron DeVore e Ingrid Daubechies fueron los primeros
en construir una familia de esquemas YA estable de orden arbitrario. Incluso
lograron que el algoritmo tenga la caracteristica de ser robusto, es decir, al
modificar la funcién sign(x) por sign(z + 7) y las constantes multiplicativas
M en la funciéon F' por M + ¢, el sistema seguia teniendo variables internas
uniformemente acotadas.

Antes de especificar la familia con la que se trabajo en [DDV], veamos como
resulta la cota del error en el caso en que el algoritmo de orden k sea estable.

Error de aproximacion para algoritmos YA estables de orden arbi-
trario

Para la prueba del teorema de acotacion del error necesitaremos una
definicion y algunos lemas que se encuentran en [Ch].

Definicion 2.4.9. Se define la B-spline de orden k como:

Y = 2([0,1] koK X[‘”l’

-
k veces

donde X[, es la funcion caracteristica del intervalo [0, 1].

Proposicion 2.4.6. La B-spline de orden k tiene las siguientes propiedades:

i) pr > 0.
i) sopr C [0, kl.

Demostracion. i) Es trivial, ya que ¢ es la convolucién de funciones no
negativas.

i1) Vale pues,

sop(X[Oﬂ * ...k X[o,l]) SOPX|o,1] + ...+ SOPX(o0,1]

0,1] + ... +[0,1] = [0, k.
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Lema 2.4.1. Si ¢y, es la B-spline de orden k, entonces:

a) Dada f € L'(R), vale que

/Rf(:c)gok(x)da::/ol.../Olf(xl—i—...—i—xk)da:l...dxk.

b) Sige CHR) yg®) € LY(R), entonces

[ @ente) do - S (1 (’?)gm.

J=0

Demostracion. a) Se prueba por induccion.

Para k = 1,
[r@a = [ jexenw = [ s

Supongamos que vale para k, para probar la propiedad en k 4 1 usamos que
Pr+1 = Pk * X[0,1]

/Rf(37)<Pk+1($)dx = /f /gok x — t)x(0.(t) dtdz
= /f /gok:v—t)dtcm
-/ / fla+ Dpule) dide
- [([ rerta)at i
[ et

En la dltima igualdad utilizamos la hipo6tesis inductiva.

b) Usando el item a) vale que

1 1
/ g(k)(a:)gok(x) do = / .. / g(k)(xl + ...+ xp)dry .. dxy
R 0 0
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Resta probar que

/01.../Olg(k)(x1 .o ag)dey . odrg = zk:(_l)k—j (];)g(j).

=0

Esto se demuestra por induccién.
Para k=1

Suponiendo que vale para k,

1 1
/ . / g(k+1)(x1 + ..t wp)dry . dTgg
0 0
1 1

:/ / (g(k)(xl—l—...—l—xk—irl)—g(k)(azl—l—...—i—xk))da:l...d:ck
0 0
k

Lema 2.4.2. Si ¢y es la B-spline de orden k, entonces

Z(pk(y+m):1 VyeR.

meZ
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Demostracion. Usando el item a) del lema anterior, y que Y X[—m,1—m)(2) =
1 para todo z € R, tenemos que

> only+m) = 3 [ ooty +m o) d

meZ meZ
MEZL R
1 1
— Z/ / X[OJ)(y—i—m— (xl—l—...—i—xk_l)) dxy ... dx,_
meZ 0 0
1 1
= / .. / Z X[—m,1—m) (y —(z1 4 ...+ xk_l)) dxy...dx,_q
0 0 MmEZ

1 1
0 0

]

Lema 2.4.3. Si g € C*(R), g € L'(R) y ¢r(x) es la B-spline de orden k,
entonces

k

S (o3 - [0  Jocrra

Jj=0

Demostracion. Usando el item ii) de la proposicion 2.4.6,

1 & n+k
= /0 g™ (t - + s) or(As) ds
1 [k n+k u
S k)[4 _ e
¥ /. g (t 3 + )\)gok(u) du

1 n+k wu
:F Rg(k) (t — b\ + X)gok(u) du.

>l

Sea h(u) := g(t — "TH“ + %), entonces h®) (u) = /\ikg(k) (t — "TH“ + %), por lo
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que usando el item b) del lema 2.4.1, tenemos que

=),
A1 0

>l

k
g® (t U 1— + s) or(As)ds

]

Teorema 2.4.3. Sea f € C, A > 1 y g que satisface (2.5). Si la sucesion
{a)}nez cumple que Afu* = f(%) — ¢ para todo n € Z, donde {u}}nez es
una sucesion acotada. Entonces vale que

1

V||u>‘||loo||g(k)||L1 para todo t € R.

HORFAGIES

Demostracion. Utilizando la observacion 2.4.5 obtenemos que

76— Fa(o)l = 5 > (r(5) =)t -5),
S atenle-2)
S (e (e -3
Ame(Sor () e
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Esto altimo vale por la sumaciéon por partes, es decir

> (S (e)sli-5) - D () (Sesli-5)

_ g(_l)j (’;’) (;ugg(t -z 1“7>)

- (e (o(- 1)),

J

nez 7=0

Usando el lema 2.4.3, el item i) y ii) de la proposicion 2.4.6 y el lema 2.4.2,
a partir de (2.27) tenemos que:

k .
()] = A i(* n+j
0= Aol =5 S (T (o~ "52))]
nez j=0
k
L Y N 0Y Rl ‘
=5 t— As)d
3 ;un()\k_l/o g \ + s ) pr(As)ds
1 A 1 oo (k) n+k
D) ;u”()\k—l /_OO g t_T+5 Pr(As) ds ‘
1 - n+k
< )\_Z‘UA‘(/ ’g(k)< ;) )‘gpk()\s)> ds
nez
([ w00 =3 dy
nez
1 400 ®)
< gl [ g™ I D enOy = At +n+k) ) dy
e neZ
1 oo 1
=l [ 19 dy = Sl

]

Recordemos que la funcion g dependia de A, pero que habiamos acordado
notar ¢ = g). Suponiendo que elegimos g\, = ¢, para todo A > Ag, el
teorema nos dice que, si la sucesion {u) },cz estd uniformemente acotada por
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una constante independiente de A, con el algoritmo de orden k, el error es del
tipo O(A™"). Esto prueba que incrementando el orden en un sistema estable,
se logra mayor precision en la cuantificacion.

Estabilidad y robustez

En esta seccion trabajaremos con esquemas definidos para una sucesion
n

{zn}nen que cumple |z,| < 1 para todo n € N. Tomando z)) = f(%), se
aplican los resultados para la cuantificacién de las muestras.

La principal dificultad en 6rdenes mayores que uno es la prueba de la
estabilidad y de la robustez del sistema. Estudiaremos los esquemas de orden
dos para entender los aspectos que resultan conflictivos.

La definicion 2.4.8 establece que el algoritmo de orden dos paran > 1 es:

G = sign(F(A)_ju, AL ju,x,)).

Copiando los métodos utilizados para ecuaciones diferenciales en variables
continuas, se define una nueva variable v, := Alu = u,, — u,,_;. A partir de
esto, el esquema anterior puede ser reescrito como:

1, _
A v=1x,—qp
ALy = v,

¢n = sign(F(up—1,Vn-1, Tpn)),

es decir,
Up = Un—1+Tpn — Qn
Up = Up_1 + Un, (2.28)
qn = sign(F (tup_1, Vp_1,Ty))-
Como dijimos anteriormente la estabilidad del sistema va a depender de
la eleccion de F'. Se ha estudiado el comportamiento del algoritmo (2.28) con

distintas funciones, por ejemplo:
Yilmaz trabajo en [Yi] con

F(u,v,2) = v+ yu,
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Thao utilizé en [Th]:

6x — Tsign(z) N ( LT + 3 + sign(z)
=—=—2+ (v

Flu,v,0) = 2= d )2 + 201 — Ja)u.

Para probar la estabilidad, ambos demostraron que existe un conjunto A, C
R? acotado, tal que si |r,| < a < 1 para todo n y (ug,vy) € A,, entonces
(U, v,) € A, para todo n.

Veremos en el capitulo correspondiente a la cuantificacién de vectores de R¢,
una idea general de la prueba utilizada por Yilmaz, para la demostracion de
lo anteriormente dicho.

Ron DeVore e Ingrid Daubechies utilizaron en [DDV] un método distinto
para probar la estabilidad de su sistema, que a diferencia del de Yilmaz, se
extiende a mayores 6rdenes.

Ellos trabajaron con

F(u,v,z) = v+ x4+ M sign(u),

donde M > 1.

No so6lo probaron que su algoritmo es estable, sino que modificando la funcion
sign(z) por sign(x 4+ 7), y la constante M por M + &, probaron la robustez
del sistema.

Definicion 2.4.10. Dado 0 < p < 1, el esquema utilizado en [DDV] para
n>1 es:

Up = Up—1 + Xy — dn
Uy, = Up_1 + Uy, (2.29)
Gn = erl[vnfl + 2, + M (1 + €n>Qi(unfl>]a

donde Q) y Q% cumplen (2.18), |e,| < p para todo n > 1 y ug, vy son dados.

Para deducir el algoritmo en el caso de subindices negativos, observemos
que para n > 1, en los esquemas de orden dos se cumple que

A2 =ty — 2y 1+ Up_o = Ty — Gn,
por lo que podemos decir que

2
AZ U = Upqo — 2Upqy + Up = Tygo — Gnia.
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Esto nos permite definir el algoritmo para n < —2 como

{un—l—Z - 2un+1 +u, = Tn4+2 — Gn+2

Gn+2 erz[vn-l—l + Zpio + M(1+ €n)Q,21(Un+1)].

Tomando v,, = u,, — u,1, resulta que el algoritmo es:

Definicion 2.4.11. Sean 0 < p < 1, ug, vg los definidos en (2.29). Siv_q =
—Vp Y U_1 = Ug — Vg, Se define el algoritmo para n < —2 como:

Unp, = Unp+1 + Tp+2 — 4n+2
U, = Upi1 + Up (2.30)
qn+2 = Q}L[Un-i-l + Tn42 + M(l + gn)Qi(unﬁ-l)L

donde QL, Q% cumplen (2.18) y |e,| < p para todo n < —2.

A partir de la definicion de los esquemas (2.29) y (2.30), se puede decir
que
Aiu:xn—qn VnéeZ.

Con lo cual, para poder aplicar el resultado obtenido en el teorema 2.4.3,
debemos probar la acotacion uniforme de {uy, }nez-

La siguiente proposicion demostrada en [DDV] afirma la estabilidad del
sistema de orden dos presentado anteriormente.

Proposicion 2.4.7. Supongamos que |x,| < a < 1 para todo n € Z, sean
{un}tnez, {vntnez, ¥ {@n}tnez definidos a partir de (2.29) y (2.80), con M >
2‘1;—7:1. Entonces, si |vg] < M(1+ p) + 14 7, resulta que |v,| < M(1+
) + 1+ 7 para todo n € Z. Mds ain, si |ug|,|vo| <

[M(14p)+7+3/2—a/2)?
T+ M2(1fa)

7, vale que |u,| <

para todo n € 7.

Para probar esta proposicion se usan dos lemas, realizaremos la demostracion

del primero, la otra demostraciéon no fue incluida debido a que los argumentos
para su prueba son similares a los utilizados en el primer lema.

Lema 2.4.4. Si |vg] < M(1+ p)+ 1+ 7, entonces |v,| < M(1+p) +14+7
para todo n € 7.
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Demostracion. Probaremos el lema para el caso n € N por induccién, para
los subindices negativos se procede de manera analoga.

Para n = 0 vale por hipotesis.

Supongamos |v, 1| < M(1+p)+1+7.

Si |vp_1 + 2, > M(1 +¢,) + 7, entonces usando que |Q?| < 1,

[Un 1 4+ T+ M(1+6,)Q% (tun_1)| > |vn1+ 20| — M(1+£,)|Q2%(un_1)|
> M(l+4e,)+7—M(1+4¢e,) =1

Como Q! cumple (2.18),
Q;(Un—l +z, + M(1+ 5n)Qi(un—1)) = sign(v,—1 + 2z, + M(1+ En)Qi(un—l))-
Si v,_1 + x, > 0, entonces v,y + x,, > M(1+¢€,) + 7, por lo que

Vpo1 + Tp + M(14+6,)Q% (tn_1) > M(1+ep)+7+M(1+e,)Q (up_1)
> M(1+e,)+7+M(1+e,)(-1)=7>0.

Entonces ¢, = 1, y usando la acotaciéon sobre M, resulta que

Up =Upg+Tp— 1= +ax,| —1>M1+e,) +7—1
>MA1—-—p)+7—1>2a0+7+14+7—1>2a+27>0.

Finalmente queda que
al = vy = vpe1 + | = 1< o] +a— 1< M +p)+ 147

Si vp_1 + 2, <0, entonces v, 1 + T, = —|Vp_1 + | < =M (1 +¢€,) — T, por
lo que

Vp1+ T+ M1 +6)Q% (1) < —M(1+e,)—7+M(14+e,)=—1.
Entonces ¢, = —1, y resulta que
Up =Up1+Tp+1l=—v1+a,| +1<-M(1+¢e,)—T7+1<0.
Finalmente queda que
U] = |vn—1 + 20| =1 < |vpq| +a—1< M1 +p)+ 147
En el caso en que |v,_1 + z,| < M(1+¢,) + 7, sucede que

o] <1+ 2| + 1< MA+e,)+7+1 <M1+ p)+ 1+
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Lema 2.4.5. Sea up < 7, Yy Upy1, Ugs2, .-, Uprr > T. Sieziste j € {1,... L}
tal que Vgyj + Tppjp1 < —M(1—p)+14+a+ 7, sea

jo=min{je{l,....L} /vpyj + Tppj1 < —MQ—p)+1+a+7},

entonces Vgi; — Vgrit1 > 1 — a para todo 1 < i < jo, Yy vgri < 0 para todo
Jo <1< L.

St Vi + Thair1 > —M(1—p) + 1+ a+7 para todo i € {1,..., L}, entonces
Vs < 0 para todo 1 <1 < L.

Lo mismo vale para el caso en que ug > —T, Y Uki1, Ugt2, - -, Upsrl, < —T, Si
se invierten todos los signos.

Este lema se prueba usando la definicion de las variables internas y de
la sucesion {q, }nez, ademas se usa la acotacion de M. Su demostracion se
encuentra en [DDV].

Veamos como estos lemas prueban la prosicion 2.4.7 que establece la
acotacion uniforme de la sucesion {u, },ez.

Demostracion. La primer parte de la proposicion fue probada en el lema
2.4.4. Demostraremos la segunda parte para n > 0, el caso n < 0 es analogo.
Si u, < 7 para todo n € N, entonces vale la acotacién. Si no sucede esto,
como uy < 7, existen k y L tales que uxy < 7y Upi1,. .., Upyr > T

Siexiste un j € {1,..., L} tal que vgpj + wprj1 < —M(1 —p) +1+a+T,
por el lema 2.4.5, si m € {1,..., L}, tenemos que

Jo—1

m
Ugpm = U + 5 Vi ST+ E Ukti-
i=1 =1

Ademas dados j,i € {1,...,jo — 1},
Vkj — Uktj1 = 1 — @,

por lo que

i1
Vg1 — Ugyi = ka-i—j = Uppjp1 > (1= a)(i — 1),
j=1

resultando que
Vg+1 — (1 — Oé)(l — 1) Z V-
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A partir de esto obtenemos que

jo—1

Ukym < T+ Z(UkJrl —(1-a)(i—-1))

< THmaxgst Y (v — (1—a)(i— 1))
=1
1 -1
— T—l—maanl(kan(n; )—(1—a)w>
< T+maxn21<M(1+M2)+T+an2+M(l—l—,u)—;2+7'—ozn>
- [M(1+4p)+7+3/2—a/2)?
- 2(1 — «) '

Si Upas + Tpyipr > —M(1 — p) + 14 a+ 7 para todo i € {1,..., L}, por el
lema 2.4.5, sucede que si m € {1,..., L}, entonces

m
Ugym = Uk + E Vggs < T
i=1

[M(A+p)+7+3/2—a/2]?

Probamos asi que u,, < 7+ para todo n € N.

2(1—a)
La acotacion u,, > —7 — [M(H“);Hfj)/%amp para todo n € N se prueba de la

misma forma.

]

Recordemos que los esquemas (2.29) y (2.30) fueron construidos de forma
que
Au=zx,—q, YVnez

Si en dichos esquemas utilizamos z) = f (%), resulta que
2, A n A
Alu :f<X)_q" VneZ.

Es por esto que si || f]|o < a <1y |ug|,|vo] < 5, entonces

[M(1+4p) +7+3/2—a/2)

A
<
ual < 7 + 21— )

para todo n € Z, A > 1.
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Debido a que la sucesion de variables internas resulta uniformemente acotada
independientemente de A, a partir del teorema 2.4.3 se puede afirmar que el
error de aproximacion global es del tipo O(A™?).

En [DDV] se presentan esquemas XA de orden k general y se demuestra
la proposicion que enuncia la estabilidad de los mismos. La prueba de la
proposicion es una generalizacion de lo realizado para el caso de orden dos.
Dado que en esos esquemas se cumple que A¥(u) = z,, — ¢, para todo n € Z,
donde {u, }nez es acotada, a partir del teorema 2.4.3 se obtiene que el error
de aproximacion es del tipo O(A7F).



Capitulo 3

Cuantificacion Sigma-Delta (XA)
de expansiones en marcos finitos

En este capitulo estudiaremos la digitalizacion, a partir de los esquemas
YA, de vectores de R?. El proceso constara de dos pasos: la descomposicién
del vector en un marco finito, ajustado y uniforme, y la cuantificacion de los
coeficientes del vector en el marco.

Para comenzar con el desarrollo del primer paso, recordaremos la defini-
cion y algunas propiedades de los marcos finitos.

3.1. Teoria de marcos finitos

En las siguientes definiciones J serd un conjunto a lo sumo numerable.

Definiciéon 3.1.1. Una sucesion de elementos {e;};c; en un espacio de
Hilbert separable H se dice un marco de H si existen

0<A<B<

tales que
VaeH, Alzl® <) | e < Bl
j€J
Las constantes A y B se denominan cotas del marco.
El marco se dice ajustado si A = B, finito si J es finito y H = R? ¢ H = C¢,
y uniforme si ||e;|| =1 para todo j € J.
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Observacion 3.1.1. {e;};es es un marco ajustado de H con constante A si
y solo si

VeeH, Alz]®=)[ze)l*

jedJ

Proposicién 3.1.1. Si{e;};es es un marco ajustado uniforme con constante
A en un espacio de Hilbert separable H,

A =1<+= {e;}jes es una base ortonormal.

Demostracion. =) Si A = 1, por la observacion 3.1.1 vale que
l=)1* = [z, e5)[*
jed

Si (z,e;) = 0 para todo j € J, entonces x = 0, por lo que la sucesion {e;};c;
genera H.
Falta ver que son ortogonales,

leall” = D 1ens )l = lleall* + D ens e
jeJ j#n
Como el marco es uniforme, entonces
L=1+4) [ew e =D ene))]> =0=>(en,e;) =0 Vj#n.
j#n j#n
<=) Dado = € H, como {e;};c; es una base ortonormal, vale que

xr = Z(x, e;)e;,

jeJ

Izl = 1w, e)

jed
Entonces resulta por la observacion 3.1.1 que {e;};es es un marco ajustado
de constante uno.
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Definicion 3.1.2. Sea {e;};es un conjunto de vectores de H.
Se define el operador de andlisis

L:H— %))
' (L) = (2, cx).

El operador de sintesis
L*:1*(J)— H

es el adjunto de L, definido como
L*({ci}jes) = Y ciey.
El operador de marco

S:H— H,

es
S=L"L.

Proposicion 3.1.2. {e;};cs es un marco de H con constantes A y B si y
solo si el operador de marco S satisface

AI < S < BI,

donde I es el operador identidad en H.

Demostracion. Por definicion de S, dado x € H, vale que

Sz =L"Le = L' ({{z, ;) }jes) = D> _(x,¢5)e;.

jedJ

Entonces

(Sz,a) = |{w, e,
jet
por lo que resulta que

Alle|® <Y e, e;)? < Blla|® <= Aljal| < (Sz,2) < Bla||*.
jeJ
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Corolario 3.1.1. {e;};cs es un marco ajustado de H con constante A si y

solo si S = Al.

Teorema 3.1.1. Sea {e;}jc; un marco de H con constantes A y B, y sea S
el operador de marco. Entonces {S™'e;};cs es un marco de H con constantes
A=ty B™1, denominado marco dual candnico de {e;};c;. Mds ain, para todo
x € H wvale
-1 -1
v=Y (x,e))(57"es) = (z,5 "e;)e
jed jeJ

con convergencia incondictonal en ambas sumas.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [Da].

Corolario 3.1.2. Si {e;};c; es un marco ajustado de H con constante A,
entonces
VeeH x=A" Z(x,q)q.

jeJ

Dado que en la descomposicion de la senal utilizaremos marcos finitos,
ajustados y uniformes de R, enunciaremos dos proposiciones referidas a ese
tipo de marcos. Notaremos || - || como la norma dos euclidea de R? 6 C.

Proposicion 3.1.3. Un conjunto de vectores {e,}Y_| en H = R% 6 C? es
un marco ajustado con constante A si y sdlo si la matriz asociada L € CN*?,
cuya n-ésima fila es e,, satisface S = L*L = Aly, donde L* es la matriz
transpuesta conjugada de L e I; es la matriz identidad.

Demostracion. Como las filas de L son los vectores e,, entonces L es el
operador de analisis, ya que

(Lx) = (z, ex).

La demostracion es trivial debido al corolario 3.1.1.
O

Proposicién 3.1.4. Si{e,}_, en H =R 6 C¢ es un marco finito ajustado

uniforme con constante A, entonces A = %.
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Demostracion. Como {en}f:’:l es un marco ajustado, por la proposicion 3.1.3,
vale que L*L = Aly, entonces tr(L*L) = tr(Al;) = dA.
Usando la definicion de L, tenemos que

N N N
tr(L°L) = tr(LL*) = ) Enel = len]> =D 1=N.
n=1 n=1 n=1

_ * _ _ N
Resulta entonces que N = tr(L*L) = dA, por lo que A = 7.
UJ

A continuacién veremos que construir marcos finitos en R% es muy sencillo,
ya que cualquier conjunto de generadores del espacio cumple con la condiciéon
de marco.

Observacion 3.1.2. {e,}Y_, es un marco finito de R? si y sélo si es un
conjunto de generadores de ese espacio.

Demostracion. =) Sea x € R? tal que (z,e,) = 0 para todo 1 < n < N,
queremos ver que z = 0.

Debido a que el conjunto {e, }_, cumple la condiciéon de marco, existe A > 0
tal que:

N
Allz)* <) (e e) > =0,
j=1

por lo que x = 0.

<=) Si definimos B := Zgzl llen]|?, usando Cauchy-Schwarz, vale que

N N
> e < > leall® = 12]1°B.
n=1 n=1

Para lograr la cota inferior de la condicién de marco, tomamos

A= (min HL(x)H)2,

llzll=1

donde L es el operador de anélisis, es decir

L:R* — RY, L(z) = ((l’,€1>,...,<l’,€]\/>>.
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Observemos que A > 0, ya que si A=0, entonces existe z € R? tal que
|z]| = 1y L(x) = 0. Por la definicién del operador L, esto implicaria que
para ese x vale que (z,e;) = 0 para todo 1 < j < N, pero dado que {e,}Y,
genera R?, deberia suceder que z = 0, y esto resulta absurdo ya que ||z|| = 1.
La constante A verifica la desigualdad de marco, ya que

1)) > (min 2@l o« € R,

implica que

IL(2)]* = Z| zen)? > Ale|? Yz eRY

n=1

O

Para construir un marco finito, ajustado y uniforme en R? no basta con
que el conjunto de vectores genere el espacio, ya que se deben chequear las
proposiciones 3.1.3 y 3.1.4.

Veamos dos ejemplos tipicos de este tipo de marcos que tienen una cantidad
arbitraria de elementos.

Ejemplo 3.1.1. Raices de la unidad
Consideremos las raices N-ésimas de la unidad Ry = {eN}N_,  con el =

(005(2””) sen(2”")), donde N > 2.

La matriz asociada al operador de andlisis es
cos(35) sen(3)
I — ) )

cos('27r) sen@w)

La matriz del operador de marco es
Samicos® () 30 cos(BE)sen(5E)
SV cos (%) sen(%5") SV sen® (52)

L'L =
Observemos que

al 2mn 2mn 1 4mn 1
4mni
E COS<T>S€TL<T> = 5 E S@TL(T> == 5[7’”( E e N > = 07

n=1 n=1 n=1
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al 2mn 2mn al dmn al
2 2 _ _ dmni \
> (ot (57) = sen* (7)) = Leos(F7) = me( o) =0

Z <COS2 (27%) + sen2<%Tn>) = N. (3.2)

Sumando las ecuaciones (3.1) y (3.2) queda que

N 2mn N 2mn N
226082<—> =N = 20032(—> =
n=1 N n=1 N 2

restandolas

al 2mn N 2mn N
2286%2<T> =N — Zsen2<T> = 5
n=1

n=1
N
5 0
vi=(i 2)
0 3

por lo que, usando la proposicion 3.1.3, probamos que para cada N > 2, Ry
es un marco de R? finito y ajustado de longitud N. Ademds resulta uniforme,
pues los vectores e, son raices de la unidad.

Entonces

Ejemplo 3.1.2. Marcos armodnicos

El ejemplo anterior sélo sirve para R?, veremos un ejemplo que funciona para
R? con d > 2.

Dado N > d, consideramos la familia HY = {eéy}éy:f)l definida de la siguiente
forma:

Si d es par
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St d es impar

eN— \/g L COS(@> sen(@> COS<27T2j> sen<@>
TVd V2 N/’ A N /)’ N )

cos(ZZY sen (222
scos(TEE ) sen (T2

Observemos que para d = 2 los marcos armonicos son las raices de la
unidad reordenadas.

Tal como en el ejemplo anterior se prueba, usando la proposicion 3.1.3,
que HY es un marco ajustado en RY,
Ademads observemos que el marco fue construido de forma que los vectores
tengan norma uno, con lo cual resultan marcos finitos, ajustados y uniformes
para todo d > 2 y N > d.

Usando el corolario 3.1.2 y la proposicion 3.1.4, podemos decir que si
{e,}N_, es un marco finito, ajustado y uniforme de R¢, entonces

N
d
Ve eRY 1= N anen, con x, = (x,ey,). (3.3)
n=1

Logramos asi concretar el primer paso en la digitalizacién, que es con-
seguir una descomposicién de la sefial € R? en base a los coeficientes
x, = (zx,e,) en el marco {e,}_,.

Observemos que si {e,}_, es un marco finito, ajustado y uniforme de

R?, por la observacién 3.1.2, resultara ser un conjunto de generadores de ese
espacio y por consiguiente sucedera que N > d.
Dado que la constante de marco es A = % > 1,si A > 1, entonces {e,}_; es
un conjunto linealmente dependiente, por lo que la descomposicion (3.3) no
seré Unica. Podemos afirmar entonces que cuanto mayor sea A, mayor seré
N y por lo tanto mas redundante sera el marco.

Si utilizamos valores grandes de N, como la descomposicion (3.3) incre-
menta su redundancia, la pérdida o modificaciéon de algunos coeficientes x,,
no acarrea graves consecuencias en la senal digitalizada. Es por esto que la
representacion en marcos de la senal permite compensar errores introducidos
por ciertos hardwares durante la digitalizacion, ademas asegura la estabili-
dad ntmerica del proceso y minimiza los efectos del ruido. Cuanto mayor es
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la cantidad de elementos del marco, mayor es la robustez en los procesos de
cuantificacion.

Antes de continuar con la cuantificacién para marcos finitos, recordemos
que para funciones de banda limitada se obtuvo una descomposicién similar
a (3.3), ya que en la observacion 2.1.2 del capitulo anterior vimos que

e 1= 5Dl 2 o (2) = (ral- )

En este caso la constante A := A también mide la redundancia de la de-
scomposicion, ya que cuanto mayor es la misma, mayor es la frecuencia de
muestreo.

Una diferencia que se puede marcar entre la expresion obtenida para fun-
ciones de banda limitada y la de marcos finitos, es que en la primera, los
coeficientes de la descomposiciéon son muestras de la funcion.

3.2. Cuantificacién

El segundo paso en la digitalizacion de senales representadas por vectores
es la cuantificacion, es decir, la asignacion a cada coeficiente x,, del marco de
un elemento ¢, que se encuentra dentro de un alfabeto fijo.

A diferencia de lo hecho para funciones de banda limitada, para el al-
goritmo YA de orden uno, vamos a usar alfabetos que pueden tener una
cantidad arbitraria de elementos. Es decir que trabajaremos con la cuantifi-
cacion multibit.

Dados 6 > 0 y K € N, el alfabeto formara una progresion aritmética de
paso 0 con 2K elementos definida por

A= { (= rag)a (< x D)o —g0. g0 (- )a (- 5)o)

(3.4)
Al cambiar el alfabeto también se modificara el cuantificador escalar, ya no
sera la funciéon signo, sino que estard definido por

QR — A, Q(u) = arg{ i fu— al}. (3.5)
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Es decir, que el cuantificador le asignara a cada wu el elemento més cercano
en el alfabeto. En el caso en que dos elementos del alfabeto estén a igual
distancia, se toma @ (u) como el mayor de ellos.

A partir de la definicion (3.5), se puede probar que

e+ 8 si|u| < K6
Qw) = {sign(u)(QK ~1/2)6 i Ju| > K.

Vimos en la seccion anterior que la senal x queda representada en un
marco ajustado uniforme {e,}_, de la siguiente forma:

N
d
r=— g Tp€n, con  x, = (x, e,).
N
n—=

Una vez cuantificados los coeficientes z,,, la senal aproximante seré

g X
r=— anen. (3.6)

N n=1
Definiremos el error de aprozimacion como ||x — Z||, donde || - || es la

norma dos euclidea de R<.

Tal como lo hicimos para las funciones de banda limitada, vamos a es-
tudiar primero el algoritmo PCM, luego vamos a presentar los esquemas de
cuantificacion XA de orden uno y haremos una breve comparacion de ambos
algoritmos. Por ultimo analizaremos los esquemas XA de orden dos.

3.3. Algoritmo de Modulacién por Impulsos Cod-
ificados

En el caso de funciones de banda limitada, el PCM asignaba a cada x,, su
desarrollo binario hasta las cifra N. Vimos que en realidad podiamos pensarlo
como que el alfabeto era

A={-1,—-1+27% . 27N 02N . 1-27V1 12V}
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y se le asignaba a cada coeficiente el elemento menor mas cercano en el
alfabeto.
Dicho de otra forma,
= QB (xn)a
con

Qp(u) :=max{q e A/q < u}.

En el caso en que la sefial es un vector de R?, para compatibilizar con
la definiciéon que daremos del algoritmo YA de orden uno, vamos a cambiar
el cuantificador @) y el alfabeto. Definiremos al PCM como el proceso que
le asigna a cada x,, el elemento més cercano del alfabeto A% con K € Ny
0 > 0 cualesquiera.

Formalmente,

dn = Q(xn)u
con Q y A$ definidos como en (3.5) y (3.4) respectivamente.

Observemos que por la forma en que se define g, y A%, como los elementos
del alfabeto distan 6 uno de otro, resulta que:

)

Veamos cual es el error de aproximacion al utilizar el PCM.

Proposicion 3.3.1. Dado {e,}"_, un marco ajustado uniforme de R?, § >
0y K € N. Si|z|| < K§y iz es definido como en (3.6) a partir de los
coeficientes {qn }_, producidos por el algoritmo PCM, entonces

d
[l — 2| < 5.
2
Demostracion. Como x, = (x,e,) y |len|]| =1 V1 <n <N, vale que
|2n| = [{z, en)| < [zllllen]] = 2] < K9,

entonces podemos afirmar por (3.7) que |z, —g,| < %. Usando esta acotacion,
el error queda

d N
o =l = NHZ@

d N
=N Z |xn - Qn|||en||
1

n=
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O

La cota obtenida en la proposicion 3.3.1 s6lo depende de ¢, por lo que se
podria conjeturar que no siempre el incremento de la redundancia del marco
implica la disminucién del error producido por el PCM. De hecho veremos un
ejemplo que muestra que aunque aumentemos la cantidad de elementos del
marco, si se mantiene fijo el paso § del alfabeto, el error en el procedimiento
PCM no se puede reducir.

A continuacién se enuncia una propiedad necesaria para demostrar una
desigualdad en el ejemplo que presentaremos.

Proposicién 3.3.2.
le* — e’ <la—p] VaBeR.
Demostracion. Como
le’ = || = [le? [l — 1| = [|e" =" — 1],

basta probar que '
le’ = 1|| < |a] VaeR.

Resulta entonces que
e — 1]| = || cos a + isena — 1|
= H cos® (%) — sen2<%) + 42 cos (g)sen< ) — 1H
= H — 2sen’ (2) +22cos( sen(i)”
«
= 2fsen(3) | icos (5) —sen (3|
2 2

<2|2| =lal
2

]

Ejemplo 3.3.1. En la seccion de teoria de marcos vimos que Ry = {eN}N_,,
las raices N-ésimas de la unidad, forman un marco ajustado uniforme de R?.
Si consideramos x = (0,b) con 0 < b < 1, los coeficientes de x en el marco

resultan
N = <(O, b), (cos(?),sen(ﬁwn>>> = bsen(QWTn)
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Supongamos que N es par, entonces para 1 <n < X yn =N, 2 >0, y
pam5<n<N,a:n < 0.

Fijemos el alfabeto A% con 6 = 1 y K = 2, es decir, Ay = {-1/2,1/2}.
Entonces si aplicamos el método PCM para cuantificar los coeficientes en el
marco, obtenemos:

N _ J1/2 st 1<n<N/2,n=N
Y12 si N2<n <A

Uscmdo2 esto y la proposicion 3.3.2 para o = QW’T y B = 0, si identificamos
N min

e, =€ N ysuponemos N >4, resulta que
N N/2 N-1
-2 N N[ _ 2 L v, 1N L N
H»’UNH—HNZ%% —NHZ?% T5eN — Z 56n
n=1 n=1 n=N/2+1
2 %é 1 2min i 1 N2 1 1 2mi(nN/2)
= — —e - — —e
NIl £=2 2 =2
N/2 N/2—-1
2 2min 1 ]_ 2min
S e N 44 Ze N
viZa et
2 1"t 1 22
_ T N/2 H _ H 7Tl7l
N ; eV 5 ol T w Z
2 -2 1H_ e +1H 2|ReeN + 1)
Nl NI =7 e
2 [cos(3)+1] _ 1
2N m 2
N
Se puede probar que en el caso en que N sea impar, se obtiene la misma cota
para Ty. Resulta entonces que si b es pequenio, como ||z|| = b y ||Zn] > %,
vale que

1
|z —Zn|| > = —b>0.
T

Esto prueba que aunque N tienda a infinito, el error siempre serd mayor que
una constante positiva.

El ejemplo anterior nos muestra un caso en el que el PCM no hace uso
de la redundancia del marco para lograr disminuir el error de aproximacion.
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Teniendo en cuenta el resultado de la proposicion 3.3.1, podemos decir
que para reducir el error obtenido al utilizar el PCM, se podria pedir que
0 tienda a cero. Pero si esto pasa, como la acotacion vale para los = tales
que ||z|| < K0, si dejaramos el valor K fijo, sélo podriamos cuantificar x
cerca del origen. Entonces generalmente se trabaja con K = [%1, donde
[z] = min{n € Z / x < n}. Con esta eleccion de K, logramos que el conjunto
de los valores que pueden ser cuantificados, contenga a la bola de radio 1
alrededor del origen.

Si 0 tiende a cero, K = [ﬂ tiende a infinito, por lo que se achica el paso
del alfabeto A, pero se incrementa la cantidad de elementos. Esto hace que
el cuantificador () deba realizar muchos saltos entre valores que distan muy
poco, entonces para que el algoritmo PCM resulte robusto, se debe extremar
la precision de @), lo que produce que la implementacion del mecanismo sea
muy costosa.

En la préctica, para demostrar que el PCM utiliza la redundancia en
promedio, se usaron suposiciones probabilisticas sobre x, — ¢,, como por
ejemplo: la suposicion del ruido blanco de Bennett. La misma consiste en
asumir que los errores en los canales individuales 7,, := z, — ¢,, se comportan
como ruido blanco, es decir, que {n, }_, son variables aleatzorias independi-

s

entes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza 3.

El error cuadrdtico medio se define como
ECM := E(||lz — ||*),

donde E es la funcién esperanza.
Se prueba en [GK] el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Bajo la suposicion del ruido blanco de Bennett, el error
cuadrdtico medio al utilizar el algortimo PCM resulta:

d?6*

12N°

ECMpcy =

Demostracion. Dado que {n;}}¥, son variables aleatorias independientes e

1, . . . . . . 2
idénticamente distribuidas con media 0 y varianza &, sucede que

127

52
Em) =0y E(mm) = 5““@ para todo i,k € {1,...,N}.
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Tenemos entonces que
P N N
Bz — #P) (HNZW ) . WE(ZZW%@)

=1 k=1

&2 52 R
= o 61 T\ .
NQZ; kg ) = 33 122” ~ 12N

En la ultima igualdad hemos usado que ||e;]| = 1 para todo 1 <1i < N,

]

A partir de las hipdtesis de Bennett, se obtuvo un error cuadratico que
depende de N, por lo que se puede decir que el PCM usa en promedio la
redundancia del marco. Sin embargo se presenta el problema de que lo asum-
ido respecto a la independencia de las variable 7, no se cumple en general,
ya que como los coeficientes x, corresponden a una descomposicion de x
redundante, estan relacionados entre si.

3.4. Algoritmos de cuantificaciéon Sigma-Delta

(X4)

3.4.1. Cuantificacion Sigma-Delta (X A) de orden uno

A diferencia del caso de funciones de banda limitada donde A = {—1,1},
utilizaremos en esta secciéon el alfabeto A definido en (3.4) que tiene 2K
elementos.

En el capitulo anterior podriamos haber usado este tipo de alfabetos, pero
para simplificar las cuentas decidimos trabajar con la cuantificacion de 1-bit.

Dado que el algoritmo XA utiliza para el calculo del coeficiente ¢, a los
T,, con m < n, el orden en que se cuantifica la sucesion {z,}2_, adquiere
relevancia. Es por esto que en la definicion del esquema que daremos a con-
tinuacién, va a aparecer una permutacién p de los N elementos del marco,
que marca dicho orden. Explicaremos despiies la razén por la cual no se tenia
en cuenta esta cuestion para las funciones de banda limitada.
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Definicién 3.4.1. Dados K € N y § > 0, consideremos el alfabeto A% y
el cuantificador Q definidos en (3.4) y (3.5) respectivamente. Sea {x,}Y_,
la sucesion de coeficientes del vector x € R% en el marco ajustado uniforme
{e.}N_, y p una permutacion de {1,2,..., N} que marca el orden de cuan-
tificacion de los coeficientes.

El esquema de cuantificacion XA de primer orden se define por la siguiente

iteracion:
Up = Up—1 T Tpm) — 4n (38)
qn = Q(un—l + xp(n))v

donden =1,2,...,N yuy=0.
El algoritmo produce una sucesion {u,}Y_, de variables internas y una suce-
sion de coeficientes cuantificados {q,}N_;.

Observemos que si tomamos 6 = 2 y K = 1, el alfabeto resulta ser
A? = {—1,1}, y el cuantificador @ es la funcion signo. Por lo que podemos
decir que estamos trabajando con un alfabeto y un cuantificador que son una
generalizacion de los utilizados para funciones de banda limitada.

Tal como lo hicimos en el capitulo anterior, veremos primero que el al-
goritmo es estable, es decir, que las variables internas estan uniformemente
acotadas si la sucesion de coeficientes {x,}_, también lo esta. Luego hare-
mos estimaciones sobre la cota del error de aproximacion.

Estabilidad

Proposicion 3.4.1. Sea {u, }_, la sucesion de variables internas producidas
por el esquema (3.8), si

o] < (K —1/2)§  V¥ne{l,2,...,N},

entonces
lun| <6/2  Vne{0,1,...,N}.

Demostracion. Se prueba por induccion.

Para n = 0 vale pues uy = 0.

Supongamos que |t,—1| < /2. Como |z,m)| < (K —1/2)d, entonces |u,—1 +
Tpm)| < K6. Usando (3.7)

|un—1 + :L'p(n)| < Ké = |un| = |un—1 + Tpn) — Q(un—l + xp(n))| < 5/2
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O

Podemos notar que la prueba de la estabilidad es similar a la de funciones
de banda limitada, de hecho lo podemos ver como una generalizacion de la
misma.

Una vez probada la estabilidad, nos gustaria obtener una expresion de la
cota del error de cuantificacion.

Error de aproximaciéon

Observemos en (3.8) que el coeficiente g, cuantifica a x,,). Si bien nuestra
senal la habiamos representado por

N
d
Tr = N E Tn€n,
n=1

podemos permutar el orden de la suma y resulta que

d N
T= ; Tp(n)Cp(n)-

A partir de la definicién de los ¢,, la senal aproximante obtenida por recon-
struccion lineal seré:

d N
P= > o). (3.9)
n=1

Para la acotacion del error necesitaremos introducir la nociéon de variacion
del marco, que es un coeficiente que relaciona el orden en que se eligen los
coeficientes para cuantificar, es decir, la permutacion p, con los elementos del
marco.

Definicion 3.4.2. Sea F = {e, }_, un marco finito, ajustado, uniforme en
R?, y sea p una permutacion de {1,..., N}. Se define la variacion del marco
F con respecto a p como

N-1
o(F,p) =Y llepm) = epminl
n=1
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Calculemos ahora el error al aproximar x por Z usando el algoritmo XA
de orden uno. La demostraciéon del teorema es similar a la de funciones de
banda limitada, se usa la formula de sumacion por partes.

Lema 3.4.1. Formula de sumacion por partes
Dados {w,}YN_o y {v.}2_,, entonces

N N-1
Z(wn — Wp—1)Up = WNUN — Wol1 + Z Wy (U, — Vpg1)-
n=1 n=1

Teorema 3.4.1. Dado el esquema A definido por (3.8), sea F = {e,}_,
un marco finito, ajustado, uniforme en R?, y sea p una permutacion de
{1,...,N}. Si z € R? satisface ||z|| < (K —1/2)0 y @ es definido como
en (3.9), entonces

d )
_Fl < = e
|z — ]| < N(U(F,p)2 +|uN|>~

Demostracion. Usando el lema 3.4.1, obtenemos que

d N
el = < Z Zota = tn)eptn)| = || D (1 = ttn-1)epin
n=1

= H Z Un (Ep(n) — Ep(nt1)) + UNER(N) — Uoep(1)

d
< N(Z [l llepry = estnsn | + lullepy | + Tuolllepll).
n=1

Para acotar la tltima expresion, como ||z| < (K — 1/2)6 implica que
|zn| = [{z, en)| < lzflllen]] < (K =1/2)0  Vne{l,...,N},
aplicando la proposicion 3.4.1, tenemos que
lun| < 0/2 Vne{l,...,N}

Si ademaés usamos que ug =0y HenH = 1 para todo n, resulta que

(G Z lepmy = e | + )

<20(F,p) - |UN|>
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La cota del error de aproximacién al utilizar el algoritmo XA de orden
uno para vectores de R? es

d )
A< = e
o — 2] < N(U(F,p)2 +\UN!>

y la obtenida en el caso de funciones de banda limitada era
< 1
— < ¢l 1.
1f = flloe < S19lle

La forma en que se demuestran los teoremas de acotaciéon de ambos errores
es la misma: se basa en la sumacién por partes. Sin embargo, en la expresion
de R? aparece fuera de la sumatoria principal el término |uy/|, que es la suma
de los errores cometidos hasta el paso N. Esto se debe a que la aplicacion
del algoritmo XA a sucesiones finitas, produce la aparicion de errores no
compensados.

Si aplicamos la cota obtenida en la proposicion 3.4.1 al término uy de la
expresion del teorema 3.4.1, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.1. Dado el esquema LA definido por (3.8), sea F = {e, }_,
un marco finito, ajustado, uniforme en R?, vy sea p una permutacion de
{1,...,N}. Si z € R? satisface ||z|| < (K —1/2)0 y 7 es definido como
en (3.9), entonces

- dd
o~ 3 < 5 (0(F.p) + 1)

Demostracion. La prueba es inmediata usando el teorema 3.4.1 y que |uy| <
5

5

]

Observemos que, a diferencia de lo ocurrido en funciones de banda limita-
da, al utilizar alfabetos de paso general ¢, en la acotacion del error aparece el
factor %, es decir, que si usamos alfabetos con paso pequeno podemos obten-
er menores cotas. Recordemos que generalmente se elige K = [%1, por lo
que disminuir ¢ es equivalente a incrementar la cantidad de elementos del
alfabeto.

A continuacién enunciaremos un lema que nos va a permitir probar que,
en el caso en que los elementos del marco sumen cero, si la extension del
marco es par, la constante de acotacion del error es menor que en el caso en
que sea impar.
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Lema 3.4.2. Dado el esquema YA definido por (3.8), sea F = {e,}_,
un marco finito, ajustado, uniforme en R?, y sea p una permutacion de
{1,...,N}. Si z € R? satisface ||z|]| < (K —1/2)6 y F cumple la condi-
cion de suma cero, es decir,

N
E e, =0,
n=1

entonces

0 si N es par
lun| = . :
d/2 si N es impar.
Demostracion. Por definicion del esquema (3.8), tal como lo probamos en la

seccion de funciones de banda limitada, las variables internas son la suma de
los errores, es decir,

N N N N
uN:uO+§ xn_E QnZE xn_E Qn-
n=1 n=1 n=1 n=1

Como F satisface la condicion de suma cero,

N N N
an = Z(:{:,en> = <$,Zen> =0,
n=1 n=1 n=1

entonces resulta que

N
unN = — E dn-
n=1

Dado que ¢, € A% = {(=K+1/2)5,(=K+3/2)6,...,(K—-3/2)5, (K—1/2)6},
podemos decir que ¢, = Mng con M, un entero impar, por lo que

N
)
uNy = — E Mn —.
2
n=1
Sl N es par, como la suma par de enteros impares €S par, entonces

N
(Zn:l Mn)5 — AN5

UN:_ 9
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con Ay € Z. Por la proposicion 3.4.1, dado que |uy| < g, resulta que |Ayx| <
%, pero al pertenecer éste a los enteros, sucede que Ay = 0, provocando que
unN = 0.

Si N es impar, como la suma impar de enteros impares es impar,

J
‘UN’ = AN§
con Ay entero impar. El hecho de que |uy| < g, implica que |Ax| < 1. Como
Ay es impar, necesariamente debe suceder que |[Ay| = 1, por lo que |uy| = 2.
0
Corolario 3.4.2. Dado el esquema LA definido por (3.8), sea F = {e,})_,
un marco finito, ajustado, uniforme en R?, y sea p una permutacion de
{1,...,N}. Si z € R? satisface ||z|| < (K — 1/2)8, @ es definido como en
(3.9) y F' cumple la condicion de suma cero, entonces

o — 3] < %ga(F,p) si N es par
| L2(o(F,p)+1) si N es impar.

Demostracion. Se aplica el teorema 3.4.1 y el lema 3.4.2.
[

Si bien el corolario anterior no marca gran diferencia entre las cotas para
marcos con extension par y las de impar, veremos mas adelante que para
los algoritmos de orden dos, esta variacion del término uy en funcion de la
paridad de NN, ocasiona diferencias sustanciales en la acotacion del error.

Por el corolario 3.4.1, sabemos que para marcos ajustados, finitos y uni-
formes de R%, sucede que

N

(o(F,p) +1),

d
le — 2l <
N

con o (F,p) = 32,71 lepm) — epturn)|

Para disminuir el error, podriamos fijar N y el marco, y hacer tender ¢
a cero (achicar cada vez mas la distancia entre los elementos del alfabeto).
Pero tal como explicamos en la seccion del PCM, esto es costoso para ser
implementado. En cambio, asi como lo hicimos en el caso de funciones de
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banda limitada, buscamos fijar § (fijar el alfabeto) y hacer tender N a infinito
logrando que el marco sea més redundante.

En el caso en que la senal era f € B, como los ntcleos g dependian de
A, concluimos que para hacer chico el error, debiamos tomar g, = g\, para
todo A > Xg. Con esto logramos una cota del tipo O(A71).

En el caso de marcos finitos, como o(F,p) depende de N, para lograr
una disminuciéon del error incrementando la redundancia, debemos buscar
marcos que, para alguna permutacion p, tengan la variacion acotada inde-
pendientemente de N. Si conseguimos esto, la acotacion va a ser del orden
de N1,

Vamos a ver a continuaciéon que tanto las raices de la unidad como los
marcos armoénicos tienen la variaciéon uniformemente acotada si p = id.

Ejemplo 3.4.1. Raices de la unidad

Si Ry = {e n 1, con e = (005(2””) sen(zm)), usando la proposicion

3.8.2, y haciendo la identificacion e = eT’, podemos decir que

n

e el < [P 2rtn b 1)) 2T

Si tomamos p = id, entonces

2
o(Ry,p) = ZHe 7]:7+1||§FN:27T v N.

Con lo cual la variacion queda acotada independientemente del valor N. Ob-
servemos ademds que estos marcos tienen la condicion de suma cero, ya que

> - (L) Lo ()

(B n($)) -0

Six € R es tal que ||z| < (K —1/2)8, usando el corolario 3.4.2,

Iz — x| < 5” st N es par
2r +1) si N es impar.
o ( I4
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Ejemplo 3.4.2. Marcos armonicos

Recordemos que dado N > d (d > 2), la familia HY = {ej-v ;-V:_Ol se definia
de la siguiente forma:

Si d es par

N 2 (27rj> (27rj> <27r2j) (2712]’)
S =/—=|cos| —— n{ —- sen| ——1,...
€; S N , s€ N , COS N , s€ N )
d
2

cos(222) sen( 222
vcos(ZEY sen (2222

Si d es impar

N \/5 1 (27rj> (27rj) <2772j> <27r2j>
e; =\/5|—=,cos| —=),sen| —=),cos sen(———1,...
J d 27 N ) N ) N ) N )

1

cos(Z2Y sen (222
ercos(ZZE) sen(Z2E)].

La condicion de suma cero se cumple solo en el caso en que d sea par. En el
caso impar vale que

Veamos que esta familia tiene la variacion acotada independientemente de
N.

Supongamos d par, p = id, si usamos la propiedad de la proposicion 3.3.2
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obtenemos que

d deZ
ottt = I3 e — el
§=0
N-2  d/2 . .
ok 2mk(j + 1)\ 2
<3 [ (o -G
7j=0 " k=1
( o7k 27rk;(j—|—1)>2 1/2
sen———— — sen————
N N
N-2  d/2 _ it /2 N=2d/2 1/2
Y [T < [ 2
j=0 “k=1 J= k=1
T d(d/2 +1)(d + 1)
§2W{Zk2} :27r[ B }
k=1

d
< — .
< 274/ 12(d—|—1)

Si d es impar, utilizando las mismas acotaciones, resulta que

y @-1/2 112 y
—o(H id) < 2| <2my/—= :
\/;O'(Hn,ld) _27?[ ; /{;} <27 12(d+1)

Conclutmos entonces que tanto para d par como para d impar vale que

2m(d + 1
o(HY, p) < 224D

IR

La cota para el error, tomando x € R? tal que ||z|| < (K — 1/2)8, y usando
que estos marcos tienen la condicion de suma cero si d es par, resulta ser

vV N.

i 2(5_1%2”(\%-1) si d es par y N es par
|z —2n] < 9 54 [2n(d+1) . 1} "
i ey en otro caso.

El siguiente teorema establece que en R? siempre existe una permutacion
p de forma que la variacion del marco sea uniformemente acotada, por lo que
la cota del error al aplicar el algoritmo XA en R? resultard siempre del tipo

O(NY).
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Teorema 3.4.2. Sea Fy = {e,})_, un marco uniforme ajustado de R?,
con e, = (cos(ay,),sen(ay,)), ¥y 0 < a,, < 2m. Si p es una permutacion de
{1,..., N} tal que apm)y < i1y para todo n € {1,...,N — 1}, entonces
o(Fyn,p) < 2.

Demostracion. Identificando e,, = e*! y aplicando la proposicion 3.3.2, ten-
emos que

lepn) — epmanll < pm) = Apman)| = Apnr1) — Ay,

entonces

N-1 N-1
o(Fn,p) = Z lepm) — epman |l < Z(O‘p(mrl) — Qp(n))
n=1 n=1

= Qp(N) — Op(1) < () < 27,
O

A partir del ultimo teorema y de los dos ejemplos mencionados anteri-
ormente, podemos explicar la apariciéon de la permutaciéon p en el algoritmo
YA para vectores de R?. El hecho de poder elegir el orden de cuantificacion,
nos permite lograr que la variaciéon del marco no dependa de N.

En el caso de funciones de banda limitada no hacia falta esto, ya que la

variacion: . nt 1
Sl 2) o2

era acotada por ||¢'|| 11, y tal como lo hemos mencionado en otra oportunidad,

tomando g\ = g», para todo A > A, se obtiene una constante independiente
de \.

3.4.2. Comparacion entre los esquemas Sigma-Delta (3 A)
y los de Modulacién por Impulsos Codificados

En la seccion correspondiente al algoritmo PCM probamos que el error
cuadratico medio alcanzado bajo la suposiciéon de ruido blanco de Bennett
era




80

Cuantificacién Sigma-Delta (¥ A) de expansiones en marcos finitos

Pero luego vimos que esa suposicion podia fallar en ciertos casos, y que se
basaba en hechos probabilisticos.

Al considerar el algoritmo A de orden uno obtuvimos la cota para el
error

o -3 < 2L
2N

Veamos cual seria el error cuadratico correspondiente a este algoritmo.

(o(F,p) +1). (3.10)

Teorema 3.4.3. Si B C {z € R?: ||z]| < (K — 1/2)d}, definimos el error
cuadrdtico medio del esquema XA sobre B como

HM@Az/Wx—w%mm,
B

donde 1 es una medida de probabilidad sobre B. Entonces vale que

272

< — 2,
ECMEA 4N2( (F7p)+1>

Demostracion. Es trivial debido a (3.10). O

Si tenemos un marco con o(F, p) acotado uniformemente, podemos decir
a partir del teorema anterior que
1

ECMsa S N

(La notacion A < B implica que existe una constante C' > 0 tal que A <
CB).
La acotacion obtenida para el error cuadratico medio en los algoritmos

YA es mucho mejor que la que teniamos para el esquema PCM (pues en ese
caso EC'Mpcyr %) y es valida aun sin hacer suposiciones probabilisticas.

Debemos aclarar que el algoritmo XA ofrece errores mas pequenos que el
algoritmo PCM cuando la redundancia del marco es grande. Si N es chico,
puede suceder que el PCM supere en optimicidad al ¥A. De hecho, si N = d
la constante del marco es igual a uno, entonces, tal como vimos en la seccién
de marcos finitos, el marco es una base ortonormal. En ese caso sucede que

Hx—ﬂf—H}j " = Ga)en }jun—%
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Esta expresion va a minimizarse cuando cada diferencia x,, — ¢, sea lo méas
pequena posible y esto se logra asignando el ¢, mas préximo a z, en el
alfabeto, es decir, aplicando el algoritmo PCM.

3.4.3. Cuantificacion Sigma-Delta (XA) de 6rdenes may-
ores

El algoritmo YA de orden mayor que uno para vectores de R?, se define
de manera anéloga al de funciones de banda limitada, sélo que vamos a tener
en cuenta, al igual que en el caso de orden uno, a la permutaciéon p que marca
el orden en que se cuantifican los coeficientes.

Por una cuestion de conveniencia en la notaciéon, llamaremos v a la variable
interna en lugar de u.

Definicién 3.4.3. Dados K € N, § > 0 y el alfabeto A% = {(—K +
1/2)6, (=K +3/2)9,...,(K —3/2)d,(K —1/2)d}, junto con el cuantificador
Q(u) = arg{ming s |u — q|}. Sea {2}, la sucesion de coeficientes del
vector x € R en el marco {e,}_,,

p una permutacion de {1,2,..., N}.
El esquema de cuantificacion XA de orden k se define, para 1 <n < N, por
la siguiente iteracion:

Afv =ap) —
n 3.11
{Qn = Q(F(Aﬁj% Afl:%/07 ) A?L—lv> xp(”)))’ ( )

que es finito, ajustado y uniforme, y sea

donde F : RF*' — R es una funcion que permite la estabilidad del sistema,
yv; =0 para todo i € {—k+1,...,—1,0}.

En el capitulo correspondiente a funciones de banda limitada vimos que la
estabilidad para sistemas de orden mayor que uno no se prueba facilmente.
Hablamos del enfoque utilizado en [DDV]| y probamos que para cualquier
sistema estable de orden k, el error de aproximacion es del tipo de O(A7F).

Para marcos finitos la prueba de la estabilidad tampoco resultara sencilla.
Estudiaremos los resultados obtenidos por J.Benedetto, A.Powell y O.Yilmaz
en [BPY], quienes utilizan la teoria de conjuntos invariantes para probar la
estabilidad de ciertos algoritmos de orden dos. Debido a que las ideas ex-
puestas en [BPY] no pueden generalizarse a mayores érdenes, en esta seccion
s6lo trabajaremos con esquemas de segundo orden.
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Con respecto al error de aproximacion, veremos que para marcos finitos,
a diferencia de lo que sucede para funciones de banda limitada, no siempre se
va a lograr un error del tipo O(N~2). De hecho veremos que para las raices
N-ésimas de la unidad, en el caso de N impar, el error se comporta asintoti-

camente como %

Para definir el esquema XA de orden dos, primero tomaremos u, :=
Alv =wv, — v, en (3.11), por lo que obtendremos el algoritmo:

Up = Up—1 + Tpm) — 4n
Up = Up + Up—1
Gn = Q(F(un—lavn—laxp(n)>)7

con ug = vy = 0.
Para simplificar el estudio del algoritmo, utilizaremos el alfabeto de dos ele-
mentos y paso d, es decir, A5 = {—g, %} El cuantificador () con este alfabeto
resulta ser

6 .

5 siz >0
-5

=2 six < 0.

Q) = 3 sign(r) = {

En el capitulo de funciones de banda limitada habiamos hablado de dis-
tintas elecciones de la funciéon F' del esquema, se trabajara en esta seccion
con F(u,v,x) =u+ v, para vy > 0 fijo.

El esquema XA de orden 2 que utilizaremos sera:

Definicién 3.4.4.

Up, = Up—1 + Tp(n) — qn
Up = Up—1 1+ Up (312)

Gn = § sign(Un—1 + Y0n_1),

donden € {1,...,N}, ug = vg = 0, p es una permutacion de {1,...,N}, y
v > 0.

Tal como lo hicimos para el algoritmo de orden uno, primero estudiaremos
la estabilidad y luego el error de aproximacion.
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Estabilidad de los esquemas Sigma-Delta (X¥A) de orden dos

Para simplificar los célculos supondremos que p = id y 6 = 2 en la férmula
(3.12), veremos luego como extenderlo al caso general.

El esquema con estas suposiciones resulta

Uy = Up—1 + Ty — dn
Up = Up_1 + Up (3.13)
Gn = Sign(unfl + an*1)7

donden € {1,..., N}, up=vo=0y v >0.

Para demostrar la estabilidad del sistema probaremos que existe un con-
junto R C R? acotado, tal que para ciertos 0 < o < 1y v > 0,

|z, <a Vne{l,....N} = (up,v,) €ER ¥V 0<n<N.

Esto probaria la estabilidad, ya que las variables internas se encontrarian
dentro de un conjunto acotado.

Para hallar la region R, definiremos una funciéon S tal que
(U, V) = S(Up_1,Vp-1,2,) ¥V 1<n <N, (3.14)
y probaremos que

Viz| <a, (u,v)€ R= S(u,v,z) € R.

El primer paso hacia la prueba de la estabilidad consistird entonces en
encontrar la funcién S de forma que se cumpla (3.14). Trabajaremos con
coeficientes que cumplan |z,| < a, con 0 < a < 1 (las condiciones sobre «
las estableceremos mas adelante).

Dado 6, := |z, — gn|, vale que

Up + 70, 2 0= ¢, =1=q, >a >z, = 0, =q, — Tn,

Up + 70, < 0= q, = 1= q, < —a <z, = 0, =Tp — Q.

Usando el esquema (3.13),

un+vvn20:>un:un—l_6n y Un:Un—1+un—1_5na



84

Cuantificacién Sigma-Delta (¥ A) de expansiones en marcos finitos

Up + 70 <0=Up =Up_1+ 0y ¥ Up="0Up_1+ Up_1+ Op.

Si definimos
S (u,v) := (u— 6,u+v—0)

S2u,v) = (u+6,u+v+9),

entonces

(tns v0) = Sy (tn1,Vn-1)  Si U + Y0 > 0
ny Un an (’U,n,17 'Unfl) si Uy, + YUn < 0.

Finalmente, podemos decir que

(Un, Un) = S(un—h Un-1, 571)7
donde
Si(u,v) siu-+yv >0

3.15
S (u,v)  siu+yv <0, (3.15)

S(u,v,0) = {

Una vez definida la funcién S, para probar la estabilidad veremos que
para ciertos 0 < a < 1y v > 0, existe un conjunto R C R? tal que si
d €[l —a,1+ a entonces

(u,v) € R= S(u,v,9) € R.

Es decir que, si notamos S5 := S(-,-,d) : R* — R?, estamos buscando un
conjunto R C R? tal que

Ss(R)ICR Viée[l—a,1+al

Definicién 3.4.5. Un conjunto R C R? es invariante para el mapa T :
R? — R? si T(R) C R.

En base a esta definicién, podemos decir que estamos buscando un con-
junto R C R? que resulte invariante para el mapa Ss := S(-,-,d) : R? — R?,
para todo 6 € [1 —a,1+ ).

Observemos que el mapa Ss es afin a trozos, ya que si definimos

Uy = {(u,v) €R* Ju+~yv >0} y U_ = {(u,v) € R* Ju+~yv < 0},
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entonces

V (u,v) € Uy,  Ss(u,v) =S} (u,v) = (i ?) (Z) +(=9) (1)

W (wv) € U_,  Sy(u,v) = S(u,v) = G (1’) (Z) +o G) |

Dado que el esquema (3.13) puede ser visto como un sistema dindmico
determinado por una regla que es afin a trozos, para hallar la region R
buscada, se puede aplicar la teoria de conjuntos invariantes desarrollada para
esta clase particular de sistemas. A continuacion veremos la region definida
por Benedetto, Powell y Yilmaz en [Yi] y [BPY].

Dados 0 < a < 1,0, :=14a,d_:=1—ay C > 0 (que sera determinado
mas adelante), se definen las funciones By, By : R — R de la siguiente forma:

1 d-\2 | 0- .
—g(u—F)+5+C siu>0
Bi(u) = | 5 ) 5 . (3.16)
— FP+%E4+C siu<0

—~
£ <
|

L u+2)2-%_C siu>0
Bg<u>={2‘”(u S, L (3.17)

%%(qu%‘)Q—%‘— si u < 0.

SiI'p, v I'p, son los graficos de las funciones By y Bs respectivamente,
definimos el conjunto R como la region encerrada por ambas curvas. Es decir

R = {(u,v) : By(u) <v < Bi(u)}.

Dado que R depende de a, vy C, para probar que la regiéon es invariante
para S(-,+,d) con § € [d_,d.], se necesita imponer condiciones sobre esos
parametros.

Para enunciar el teorema de estabilidad demostrado en [BPY], primero se
definen subregiones de R y coeficientes que involucran a o, vy C.

Como la definicion (3.15) de la funcion S depende de si v > —%u o6 si
v < —%u, dada l(u) := —%u, vamos a dividir la regiéon R en dos subregiones:

Ry = {(u,v) : Bo(u) <v < By(u),v>1l(u)} =RNU;
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Ry = {(u,v) : Ba(u) <v < By(u),v<l(u)}=RNU_.
Si L es la grafica de la recta [, definimos
PO = (ao,b0> = FB1 N F32 N {(U,’U) S Rz/u < O},

Plz(al,bl) ::LﬂFBI, sz(ag,bg) I:LﬂFBz, y
P = (a37b3) = FBl N FB2 N {(’LL,U) € R? /U > 0} = (—CL[), —bg)

Un esquema ilustrativo de las regiones y los puntos definidos anterior-
mente seria:

Usando la definiciéon de las funciones By, By v [, se tiene que

ag = —[20(1 — 042)]1/2, bQ = Bl(ao), (ag, bg) = (—(11, —bl),
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o (1+a)(1+2/7)— /(1 +a)2(1+2/7)2+8(1+a)C v b= 1
1= 9 1——;a1.

Enunciamos a continuacion el teorema demostrado en [BPY] que sirve
para probar que la regiéon R es invariante para Ss, con 6 € [d_,d].

Teorema 3.4.4. Sean Py, P, y P los puntos definidos anteriormente. Si se
cumple que

as + by — § > Bsy(ay — ) para 0 =04,0_ (3.19)
)
a; + by 4+ 6 < By(ag + 9) para 6 = 04,0_, (3.20)

entonces SP(R1) C R y S°(R2) C R para todo 6 € [§_,0,].

La demostracion del teorema no la incluiremos, se basa principalmente
en la convexidad de la regién R y la afinidad de S? y S°. La misma se puede
encontrar en [BPY] y [Yi].

Veamos como a partir del teorema 3.4.4 se deducen corolarios que prueban
la estabilidad de los algoritmos XA de orden dos para vectores de R

Corolario 3.4.3. Si«,y y C cumplen las condiciones (3.18), (3.19) y (5.20),
entonces R es un conjunto invariante de S(-,-,0) para todo § € [§_,d.]. Es

decir, S(u,v,d) € R para todo (u,v) € R yd € [0_,04].

Demostracion. Dadod € [0_,d,]y (u,v) € R queremos probar que S(u,v,d) €

R.

Como R = Ry U Ry, (u,v) € Ry 6 (u,v) € Ry.

Si (u,v) € Ry, por como se define esa region, sucede que u + yv > 0, en-
tonces S(u,v,8) = S?(u,v). Por el teorema 3.4.4, sabemos que S?(R;) C R,
resultando entonces que S(u,v,0) € R.

Si (u,v) € Ry, por como se define esa region, sucede que u + yv < 0, en-
tonces S(u,v,d) = S%(u,v), usando nuevamente el teorema 3.4.4, se prueba
lo pedido.

]

Con este resultado podemos probar el siguiente teorema.
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Teorema 3.4.5. Dados o,y y C que cumplen las condiciones (3.18), (3.19)
y (3.20). Si |v,| < a <1 para todo 1 <n < N y {u, }Y_, {v,}, son las
variables internas definidas por (3.13), con ug = vy = 0, entonces

(un,vp) € R Vne{0,...,N}

Demostracion. Se prueba por induccion.

Como (ug,vg) = (0,0), B1(0) = C'y By(0) = —C, entonces By(0) < 0 <
By (0), por lo que (ug,v) € R.

Para continuar observemos que §,, € [0_,04] =[1—a,14+a] V1<n <N,
ya que 0y, = |z, — qu| ¥ |20| < o

Supongamos que (u,_1,v,_1) € R, como (U, v,) = S(Up_1,Vn_1, ), usando
el corolario anterior se deduce inmediatamente que (u,,v,) € R .

]

Con el teorema 3.4.5 se concluye la estabilidad del sistema (3.13), ya que
definiendo C" := % + C, se cumple que

R C [CL(), —CL()] X [—C/,C/]

(pues C’ representa el valor maximo de la funcion By y —C” el minimo de
By). Dado que las variables internas se mantienen dentro del conjunto R,
esto nos dice que estan acotadas.

Como el resultado anterior vale para el caso en que el esquema XA usa
para cuantificar la funcion sign(z) (utiliza § = 2) y p = id, nos resta gener-
alizar la prueba para cualesquiera 6 > 0 y p permutacion de {1,..., N}.

Teorema 3.4.6. Si |z,| < 3o <1 para todo 1 <n < N y {u, 10, {va}2,
son las variables internas definidas por (3.12), con ug = vy = 0. Dados «,~y
y C que cumplen las condiciones (3.18), (3.19) y (3.20), entonces

)
(un,vn)€§R Vne{0,...,N}

Demostracion. Definimos la sucesion z,, := %xp(n) y las variables u,, := %un
Y Up := 20,. Como {u, }3_,, {v,}_; cumplen el esquema (3.12), resulta que
{3, {0, 3, chequean la definicién (3.13). Ademas |7,| < «, entonces
vale el teorema 3.4.5, por lo que

(Un,vp) €R Vmne{l,...,N}
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El resultado de este teorema sigue de observar que (u,, v,) = (%un, %Un).

O

Observacion 3.4.1. Como
R - [Clo, —Clo] X [—Cl, Cl],
el teorema 3.4.6 nos dice que

(U, vp) € [gao,—gao} X [— gC”, gC"} Vne{l,...,N},

es decir que

) )
un| < —§a0 Y v, < 50' Vne{l,...,N}.

Estimacion del error de aproximacion producido al cuantificar con
el algoritmo Sigma-Delta (XA) de orden dos

Una vez finalizada la prueba de la estabilidad para el esquema (3.12),
comenzaremos con el analisis del error de aproximacion. Tal como lo hicimos
para el algoritmo de orden uno, vamos a definir un coeficiente que mide la
variacion del marco en relacion al orden en que se cuantifican los coeficientes.

Definicién 3.4.6. Sea F = {e,}\_, un marco finito en R? y sea p una
permutacion de {1,..., N}, se define la variacion de orden k del marco F
respecto a p como

N—k
on(F,p) = D A%,
n=1

donde AF es el operador diferencial discreto de orden k.

Para los esquemas de orden dos vamos a usar la variaciéon de orden dos:

N-2
oa(Fip) = Z I €p(n+2) = 2€p(n+1) + Epmy I
n=1
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Teorema 3.4.7. Sea F' = {e, }_, un marco ajustado uniforme de R? y sea p
una permutacion de {1,...,N}. Dado x € R, si {g,}_, son los coeficientes
producidos por la iteracion (3.12) y & = ]iv 2521 Unp(n), entonces

5 d
|z — 2| < N(||U||oo02(F»p) + Jonv—lllepv-1) — epn || + |UN|)-

Demostracion. Usando el lema 3.4.1 de sumacion por partes y definiendo
Jn 1= €p(n) — €p(n+1), Obtenemos que

d d
7= &= ([t — B)pi) = 37 D (tn = Un1)epim)
n=1 n=1
g Nl
- N( Z Un(Ep(n) — Ep(n+1)) — Uo€p(1) T uNep(N))
n=1
g Nl
= —( (Un — Vp—1) fn + uNep(N))
N n=1
g N2
= N( Vn(fr = fos1) +on—1 N1 —U0f1+UN€p(N)>
n=1
g N2
— N( Un(frn — for1) Fon—1fn-1 + UN@p(N)>
n=1
g N2
= N( Un(€pn) = 2€p(n+1) T Ep(n+2)) + UN-1(Epv—1) — €pv)) + “Nep(N)>'
n=1
(3.21)
Entonces
J N—2
I =2 < 5 (Iolloe 3= 18%smenll + o1 llepv1 = gl + )
n=1
d
< N(||U||oof72(F7P) + [onvalllepw—1y = epawll 4 lunl).
O

Tal como en el caso de orden uno, tenemos un lema que establece el valor
del término uy.
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Lema 3.4.3. Sea F = {e,}\_, un marco finito, ajustado y uniforme de R?,
y sea S = fo:l en. Six € RY, entonces

(x,5) + 0Z si N es par
u
N (2,8) 4+ 6(Z+ %) si N es impar.
Demostracion.
N N N N N
uy =ug+ Y ;=Y ;= () =Y g =(x,9) =Y g
=1 =1 =1 =1 =1

Como g, € {—0/2,6/2}, con un anélisis similar al realizado para los esquemas
de orden uno, podemos decir que

al 07 si N es par
20 € 5(Z+1/2) siNesi
= si N es impar.
0

Recordemos que para los esquemas de orden uno, si el marco F' cumple
la condicién de suma cero, entonces

] 0 si N es par
Un| =

5 . .

5 si N es impar.

La demostracion de esta propiedad se basaba en el hecho de que |uy| < g.
Incluso, si se tiene en cuenta la prueba del lema 3.4.2, basta usar que |uy| < 4.
Si queremos obtener una propiedad analoga para orden dos, utilizando el lema
3.4.3, deberiamos probar que bajo ciertos requisitos |uy| < d.

A partir de la observacion 3.4.1 sabemos que pidiendo que o,y y C cum-
plan las condiciones (3.18), (3.19) y (3.20), entonces |uy| < —2aq. Si ademés
pedimos que ag > —2, entonces |uy| < 0.

En el caso en que o,y y C verifiquen (3.18), (3.19), (3.20) y ay > —2,
diremos que «,v y C' cumplen la condicion (A).

Para enunciar el siguiente teorema, recordemos que la notacion A < B es
utilizada para expresar que existe una constante 3 > 0 tal que A < 6B.
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Corolario 3.4.4. Sea F = {e,})_, un marco finito ajustado uniforme en
R? que cumple la condicion de suma cero, p una permutacion de {1,..., N}
y x € R? tal que ||z|| < ga, con los pardmetros o,y y C que satisfacen la
condicion (A). Si el marco cumple que

1 1
ENSy v IdalSy Yee{l. N}
entonces st N es par, vale que
- do
|z —z[| £ N2’
Si N es impar y N > 3, vale que
dé dd
W’S |z — 2| 5ﬁ-

Las constantes que intervienen en la acotacion no dependen de x ni de N.

Demostracion. Como a,, C' cumplen la condicion (A), por lo observado an-
teriormente, vale que

o
(un,vn)€§R Vne{0,...,N} 'y RC(-22)x[-C"C,
entonces
lun| <O (3.22)
,0
|vn|§C§ Vne{l,...,N}. (3.23)
Si N es par, usando el lema 3.4.3 y que S = ij:l en = 0 (condiciéon de suma

cero), sucede que uy € 0Z. Por (3.22) podemos decir que uy = 0, por lo que
la cota obtenida en el teorema 2.4.1 resulta

d

N(||U||oo02(FaP) + lon-alllepv—1) — epamyll + |UN|)
< i(C_’éi SN
~N\ 2 N 2 N/~ N2
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Si N es impar, por el lema 3.4.3, uy € 0(Z + 1). Usando (3.22), vale que
lun| = £, entonces
d
lz = 2l < = (Ivllooo2(F,p) + lon—illlepv-1) — epm || + lunl)
d <C”5 1 Cé1 5) do

<
~ N ~ N

2

2N 2N 2
Para la acotacion inferior usaremos la igualdad obtenida en (3.21) en el teo-
rema 3.4.7:

N—-2
= ( > Vnlntm = 2€p0041) Fepniz) +on-1(Epr-1) —€p<N>)+uN6p<N>>-
n=1

A partir de esta expresion podemos decir que

N—-2

d o d
N(Uzvepuv)) —TTtTy ( > Un(6p<n>—2€p<n+2)+€p<n+1>)+w—1(€p<N—1>_eP<N))> ‘

n=1

Aplicando la norma euclidea queda que

%g d!uN|HepN>H<Hx—x\|+ 5 (I0lloco2(F,p) + oy | Aca )
She-dl+ 5 (5 y Cl(si) < o =2l + o
N\ 2 N 2 N/~ N2
entonces

>ig_d_5 d5<__i).

[

Como conclusion del corolario 3.4.4, podemos decir, que al aproximar un
vector de R? a partir de la cuantificaciéon realizada con los esquemas LA de
orden dos, no siempre se va a obtener una cota del tipo O(N~2). Esto es muy
diferente a lo que pasa en el caso de funciones de banda limitada, en donde
siempre se podia lograr una estimaciéon del tipo O(A72). La razon de esta
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diferencia de comportamiento en los errores de los distintos tipos de senales,
se debe a la aparicion en la expresiéon de la suma por partes de términos
acotados no nulos.

A continuacién veremos que los marcos armonicos y las raices de la unidad
cumplen con las condiciones del corolario 3.4.4.
Ejemplo 3.4.3. Marcos armoénicos

Si HY = {en}N L son los marcos armdnicos, vimos que para d par se
cumple la condicion de suma cero. Supongamos que p = id, entonces a partir
de la proposicion 3.3.2 se demuestra que

md
A < 55
Ademds usando el teorema del valor medio, si af = QWTkj, tenemos que
cos(oz?) — 2cos(oz?+1) + cos(oz?”) = sen(ﬁf)% — sen( J’?H)%
= —(sen(3) — sen(3) 2
= —cos(1}) (B — ) 2.

donde 5;“ € (Oz ]+1) Yy 7] ( H j+1)
Como

27k

ko k
o — 0] < aj,—af _QT’

0<

resulta que

2 Ok 2
(cos(a ) — 2003(()4]+1) + cos( §+2)> = (603(7]’?))2( ) ﬁk) < ; )
2wkN\2 21k 2mkN\ 4
< (%) (%) =4(%)"
De forma andloga se puede probar que

27rk:> '

2
(sen(a?) - 25671(04;““) + sen(afﬂ)) < 4( N
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Finalmente obtenemos que

d d =
\/%@(H]dv,id) =5 > el —2ef, + el
jf

2rkq 2rk(j + 1 2rk(j +2)\2
< [Z(cos ™ — 2cos T (Z]V+ )—l—cos T (]‘i]+ )) +
7=0 k=1
2mkg 2nk(7 + 1 2mk(7 +2)\271/2
(sen 7]ij —23671% +sen%> ]
N-3 d/2 d/2
o2rk\411/2  4x? 1/2
< my < kﬂ
SMADNCINRES DS
]:O k=1 k=1
d/2 5
47 d\411/2 2123
< — = ,
<TIXE)] -7
k=1
Por lo que
23 122
OQ(H]%,])) S

Usando el corolario 3.4.4 podemos afirmar que si cv,7y,C' cumplen (A) y d es
par, entonces ||x — || va a tener una acotacion del tipo O(N~2) si N es par,

. o ds . .
y se va a comportar asintdticamente como ¢ si N es impar.
Ejemplo 3.4.4. Raices de la unidad

Dado que el marco Ry = {e,})_, corresponde a un reordenamiento de
H?%,, se puede probar que si p = id,

8/27m2
N

2
o2(Ry,p) < y [|Ae,|| < N

Como estos marcos cumplen la condicion de suma cero, entonces si a,~y,C
verifican (A), valen las acotaciones obtenidas en el corolario 3.4.4.
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