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Introducción

La cohomología de Hochschild es un invariante relevante: es invariante por equivalen-
cias Morita, por procesos inclinantes y por equivalencias derivadas. Las técnicas que
utilizamos han permitido calcular la cohomología de Hochschild de numerosas álgebras.

El cálculo de estos invariantes requiere de una resolución del álgebra considerada co-
mo bimódulo sobre sí misma. Siempre se cuenta con una resolución canónica, la resolu-
ción bar, muy útil desde el punto de vista teórico, pero poco satisfactoria en la práctica: la
complejidad de esta resolución rara vez permite llevar a cabo cálculos explícitos. Existen
familias de álgebras que poseen una resolución minimal, única a menos de isomorfismo,
por ejemplo los cocientes de álgebras tensoriales de espacios vectoriales de dimensión
finita por ideales que contienen el radical de Jacobson, o por ideales graduados [BK].
Una resolución minimal permite obtener inmediatamente algunos invariantes del álge-
bra considerada. Por ejemplo, su longitud es igual a la dimensión global del álgebra. Sin
embargo, aún cuando su existencia está asegurada, una resolución minimal no es sencilla
de construir.

Las álgebras de Nichols son generalizaciones de las álgebras simétricas en el contexto
de las categorías tensoriales trenzadas. Se trata de álgebras graduadas, que aparecie-
ron por primera vez en un artículo de Nichols [Ni] en 1978, en el cual el autor buscaba
ejemplos de álgebras de Hopf. Estas álgebras fueron redescubiertas más tarde por Wo-
ronowicz [Wo]. Se trata de objetos fundamentales para la clasificación de las álgebras de
Hopf punteadas, como fue puesto de manifiesto por los trabajos de Andruskiewitsch y
Schneider (ver por ejemplo [AS]).

Heckenberger clasificó las álgebras de Nichols de dimensión finita de tipo diagonal.
La clasificación separa a las álgebras de Nichols en diversas clases: álgebras de Nichols
de tipo Cartan, relacionadas esencialmente con los grupos cuánticos finitos de Lusztig;
álgebras de Nichols relacionadas con supergrupos cuánticos finitos; y una tercera clase
relacionada con superálgebras de Lie contragradientes. Posterioremente, Angiono des-
cribió las relaciones de definición de las álgebras de Nichols de la lista de Heckenberger
[Ang]. Estos resultados abrieron el camino para el estudio nuevos problemas en teoría
de representación y en la clasificación de las álgebras de Hopf punteadas.

La categoría de módulos sobre un álgebra de Hopf H es, gracias a la existencia de
la comultiplicación, de la counidad y de la antípoda, una categoría tensorial con objeto
unidad y duales. La cohomología de H se define como la generalización de la cohomo-
logía de un grupo, es decir H•(H,k) = Ext•H(k,k). Tal como sucede para el caso de la
cohomología de un grupo, H•(H,k) es un álgebra conmutativa graduada con el producto
cup.

La generación finita del anillo de cohomología de las álgebras de Hopf de dimensión
finita es un problema abierto e interesante por sus consecuencias sobre la categoría de
representaciones y porque permite el uso de métodos geométricos. En algunas situacio-
nes este resultado es conocido, como sucede en el caso de las álgebras de grupo (finito)
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en característica positiva. Se trata de resultados ya clásicos de Venkov [Ve], Golod [Go] y
Evens [Ev]. Friedlander y Suslin [FrSu] probaron que el resultado es cierto para álgebras
de Hopf coconmutativas de dimensión finita. En 1993, Ginzburg y Kumar demostraron
la generación finita de la cohomología de grupos cuánticos pequeños cuando el cuerpo
de base son los números complejos y bajo ciertas restricciones de los parámetros [GiKu].
Más recientemente, Bendel, Nakano, Parshall, y Pillen [BNPP] calcularon la cohomología
de los grupos cuánticos pequeños bajo condiciones mucho más generales sobre los pará-
metros. Todos estos resultados llevan a preguntarse si es cierto que el álgebra de cohomo-
logía de cualquier álgebra de Hopf finito dimensional es finitamente generada. En 2004

Etingof y Ostrik conjeturaron este resultado en el contexto más general de las categorías
tensoriales finitas [EtOs]. En un artículo reciente de Mastnak, Pevtsova, Schauenburg y
Witherspoon [MPSW], los autores obtuvieron resultados parciales para álgebras de Hopf
no conmutativas de dimensión finita y punteadas sobre un cuerpo de característica 0 cuyo
grupo de elementos de tipo grupo es abeliano, bajo algunas restricciones sobre el orden
del grupo. En este trabajo los autores usaron la clasificación de [AS]. El articulo trata de
álgebras de Hopf cuya estructura de álgebra es una deformación de un producto smash,
en el sentido siguiente: puede darse una filtración del álgebra de Hopf cuyo graduado
asociado es isomorfo al producto smash B(V)#kG, donde B(V) es el álgebra de Nichols
de un módulo de Yetter-Drinfeld V sobre kG.

Este problema se relaciona con la cohomología de Hochschild, ya que para toda ál-
gebra A con aumentación ε : A → k, el espacio graduado Ext•A(k,k) es isomorfo a la
cohomología de Hochschild de A con coeficientes triviales, es decir Ext•Ae(A,k). Más
aún, si A es un álgebra de Hopf cuya antípoda es biyectiva, Ext•A(k,Aad) es isomorfo
como álgebra a Ext•Ae(A,A) y Ext•A(k,k) es isomorfa a un sumando directo de la cohomo-
logía de Hochschild H•(A,A). Como consecuencia, si esta última es finitamente generada
como álgebra, lo mismo sucederá con la primera.

El objetivo de esta tesis es calcular la homología y cohomología de Hochschild del
álgebra A = k〈x,y|x2,y2x− xy2 − xyx〉, llamada el super plano de Jordan cuando k es
un cuerpo de característica 0 y algebraicamente cerrado. Se trata del álgebra de Nichols
B(V(−1, 2)), cuya dimensión de Gelfand-Kirillov es 2. Este es el caso más simple, después
del plano de Jordan, de la familia de álgebras que queremos estudiar posteriormente: la
familia de álgebras de Nichols B(V) con dimensión de Gelfand-Kirillov finita.

Los resultados principales obtenidos son los siguientes.
En el Teorema 3.2.1 damos bases explícitas para los espacios de homología de Hochs-

child Hi(A,A), para todo i ≥ 0. En el Teorema 3.3.1 hacemos lo mismo para los espacios
de cohomología Hi(A,A). Los espacios Hi(A,A) y Hi(A,A) son todos de dimensión
infinita salvo el centro H0(A,A), que es isomorfo a k.

En la Tabla 3.1 describimos el producto cup entre los generadores de los espacios
de cohomología Hi(A,A). A partir de esta descripción vemos que el isomorfismo entre
H2p(A,A) y H2p+2(A,A), donde p > 0, está dado por la multiplicación con u20. Para los
grados impares sucede lo mismo.

Finalmente, en la Sección 3.5 describimos la estructura de álgebra de Lie de H1(A,A)
con el corchete de Gerstenhaber (Teorema 3.5.1). La misma resulta isomorfa a una subál-
gebra de Lie del álgebra de Virasoro: H1(A,A) es isomorfo como álgebra de Lie a h⊕Vir−.
Queda por describir la estructura de módulo de Lie de Hn(A,A) para todo n ≥ 0 y ver
cuáles son las representaciones del álgebra de Virasoro que estos inducen.

Los contenidos de la tesis son los siguientes. En el Capítulo 1 damos una introducción
a las álgebras de Hopf con el objetivo de presentar el concepto de álgebra de Nichols y ex-
poner algunos ejemplos. En el Capítulo 2 resumimos las definiciones y los resultados del
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álgebra homológica que serán necesarios para el siguiente capítulo. En el capítulo 3 cal-
culamos la homología y cohomología de Hochschild del super plano de Jordan. También
describimos parte de la estructura de álgebra de Gerstenhaber que tiene la cohomología
de Hochschild. Por último, en el Apéndice incluimos las reglas de conmutación del super
plano de Jordan.
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Capítulo 1

Álgebras de Hopf

El objetivo de este capítulo es presentar el concepto de álgebra de Nichols y exponer
algunos ejemplos, entre ellos el super plano de Jordan que será nuestro objeto de estudio.
Para esto, primero haremos una introducción a las álgebras de Hopf. A partir de ahora y
por el resto de la tesis ⊗ denota el producto tensorial sobre k.

1.1 Definiciones básicas

Esta sección se basa en [Mon].

1.1.1 Álgebras y coálgebras

Empecemos definiendo k-álgebra de una manera alternativa a como usualmente se define
en un curso básico de estructuras algebraicas, con el propósito de definir luego de manera
análoga k-coálgebras.

Definición 1.1.1. Una k-álgebra con unidad es un k-espacio vectorial A junto con dos
transformaciones k-lineales

m : A⊗A→ A y η : k→ A

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(a) (asociatividad)

A⊗A⊗A m⊗id //

id⊗m

��

A⊗A

m

��
A⊗A m // A
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(b) (unidad)

A⊗A

m

��

k⊗A

η⊗id
::

$$

A⊗ k

id⊗η
dd

zz
A

El morfismo m se llama multiplicación y el morfismo η unidad. Notar que el elemento
unidad de A viene dado por 1A = η(1k).

Definición 1.1.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Definimos la transposición

τV ,W : V ⊗W →W ⊗ V

como la única transformación k-lineal tal que τV ,W(v⊗w) = w⊗ v para todo v ∈ V y
w ∈W.

Notar que A es conmutativa si y sólo si m ◦ τA,A = m.

Observación 1.1.1. Si A y B son dos k-álgebras, entonces A⊗ B también lo es con multi-
plicación mA⊗B definida en los elementos homogéneos como

mA⊗B((a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)) = a1a2 ⊗ b1b2

y unidad ηA⊗B definida como la única transformación k-lineal tal que

ηA⊗B(1k) = ηA(1k)⊗ ηB(1k).

Esta reformulación de la definición de k-álgebra mediante morfismos y diagramas
nos permite dualizar fácilmente esta estructura.

Definición 1.1.3. Una k-coálgebra con unidad es un k-espacio vectorial C junto con dos
transformaciones k-lineales

∆ : C→ C⊗C y ε : C→ k

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(a) (coasociatividad)

C
∆ //

∆

��

C⊗C

∆⊗id

��
C⊗C id⊗∆ // C⊗C⊗C
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(b) (counidad)

C

∆

��

zz $$
k⊗C C⊗ k

C⊗C
ε⊗id

dd

id⊗ε

::

El morfismo ∆ se llama comultiplicación y el morfismo ε se llama counidad. Decimos que
C es coconmutativo si τC⊗C ◦∆ = ∆.

Definición 1.1.4. Sean C y D coálgebras con comultiplicaciónes ∆C y ∆D y counidades
εC y εD respectivamente. Decimos que f : C → D es un morfismo de coálgebras si es una
transformación k-lineal y los siguientes diagramas conmutan.

C
f //

∆C

��

D

∆D

��

C
f //

εC

��

D

εD

��
C⊗C f⊗f // D⊗D k

Notar que si damos vuelta las flechas en estos diagramas, cambiamos comultiplica-
ción por multiplicación y counidad por unidad obtenemos la definición de morfismo de
álgebras.

Definición 1.1.5. Sea C una coálgebra. Un subespacio I ⊆ C es un coideal si

∆(I) ⊆ I⊗C+C⊗ I y ε(I) = 0.

Si I es un coideal, el espacio vectorial C/I con la comultiplicación y la counidad
inducidas por ∆ y ε respectivamente, es una coálgebra.

Definición 1.1.6. Sea C una coálgebra. La coálgebra coopuesta Ccop tiene a C como espacio
vectorial subyacente, comultiplicación ∆cop = τC⊗C ◦∆ y counidad εcop = ε.

Observación 1.1.2. Análogamente a lo que sucede para las álgebras, si C y D son coálge-
bras, entonces C⊗D es una coálgebra con comultiplicación

∆C⊗D = (id⊗ τC⊗D ⊗ id) ◦ (∆C ⊗∆D)

y counidad

εC⊗D = mk ◦ (εC ⊗ εD).

1.1.2 Biálgebras

Combinaremos ahora las nociones de álgebra y coálgebra.
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Definición 1.1.7. Un k-espacio vectorial B es una biálgebra si (B,m,η) es un álgebra,
(B,∆, ε) es una coálgebra y alguna de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

• ∆ y ε son morfismos de álgebras

• m y η son morfismos de coálgebras.

Definición 1.1.8. Sean B y E dos biálgebras. Decimos que f : B → E es un morfismo de
biálgebras si es un morfismo de álgebras y de coálgebras.

Ejemplo 1.1.1. Sea G un grupo. El álgebra de grupo kG resulta ser una biálgebra defi-
niendo ∆(g) = g⊗ g y ε(g) = 1 para todo g ∈ G. Esta biálgebra es coconmutativa pero
sólo es conmutativa cuando G es abeliano.

Ejemplo 1.1.2. Sea g un álgebra de Lie. El álgebra envolvente U(g) es una biálgebra
definiendo ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x y ε(x) = 0 para todo x ∈ g. Esta biálgebra también
resulta ser coconmutativa y sólo es conmutativa cuando g es abeliana.

Estos dos ejemplos motivan las siguientes definiciones.

Definición 1.1.9. Sea C una coálgebra y c ∈ C. Decimos que c es tipo grupo si

∆(c) = c⊗ c.

Definición 1.1.10. Sean C una coálgebra y c ∈ C. Decimos que c es primitivo si

∆(c) = c⊗ 1+ 1⊗ c.

Ejemplo 1.1.3. Sean q ∈ k, q 6= 0 y B = k 〈x,y | xy = qyx〉. Si definimos ∆(x) = x⊗ x,
∆(y) = y⊗ 1+ 1⊗ y, ε(x) = 1 y ε(y) = 0, B resulta ser una biálgebra conocida como
el plano cuántico. Notar que x es un elemento tipo grupo e y es primitivo. El conjunto
{yixj : i, j ≥ 0} es una base de B como k-espacio vectorial.

Definición 1.1.11. Sea B una biálgebra. Un subespacio I ⊆ B es un biideal de B si es un
ideal y un coideal simultáneamente.

Ejemplo 1.1.4. Sea B el plano cuántico del Ejemplo 1.1.3. El ideal bilátero I ⊆ B generado
por y resulta ser un coideal y por lo tanto un biideal. Para ver esto primero verifiquemos
que ∆(I) ⊆ I⊗ B+ B⊗ I. Sea p ∈ I, como ∆ es lineal podemos suponer que p es un
elemento de la base, es decir p = ynxm, con n ≥ 1. Luego

∆(p) = ∆(λynxm) = λ∆(y)n∆(x)m

= λ((y⊗ 1+ 1⊗ y)n)(xm ⊗ xm) = λ
(

n∑
i=0

yi ⊗ yn−i
)
(xm ⊗ xm)

= λ

n∑
i=0

yixm ⊗ yn−ixm.

Como yixm ⊗ yn−ixm ∈ I ⊗ B para todo i ≥ 1 y xm ⊗ ynxm ∈ B ⊗ I, obtenemos que
∆(p) ∈ I⊗ B+B⊗ I. Es fácil ver que ε(I) = 0 usando que ε es morfismo de álgebras.
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1.1.3 Notación de Sweedler y producto de convolución

Antes de continuar con nuevas definiciones y ejemplos vamos a introducir una nueva
notación muy útil a la hora de trabajar con coálgebras. Si C es una coálgebra y c ∈ C,
existen ai, bi ∈ C tales que ∆(c) =

∑n
i=1 ai ⊗ bi. Lo que sugiere Sweedler es que no

usemos nuevas letras a y b sino subíndices c(1), c(2) de modo que

∆(c) =

n∑
i=1

c(1)i ⊗ c(2)i.

Para ciertas manipulaciones que involucren operaciones lineales no necesitamos tener
en cuenta el índice i de la sumatoria y por lo tanto podemos escribir:

∆(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2)

o más aún podemos no escribir el símbolo de la suma. Esta notación se vuelve muy
útil cuando aplicamos ∆ varias veces. La coasociatividad de la comultiplicación dice en
notación de Sweedler que

c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2) = (id⊗∆) ◦∆(c) = (∆⊗ id) ◦∆(c) = c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2).

Esto nos permite escribir

(∆⊗ id) ◦∆(c) = (id⊗∆) ◦∆(c) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3)

y más en general

∆n(c) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ . . .⊗ c(n+1),

donde ∆1 = ∆ y ∆n+1(c) = (∆⊗ id⊗n
) ◦∆n.

Utilizando esta nueva notación el axioma de counidad se puede expresar de la si-
guiente forma:

c = ε(c(1))c(2) = ε(c(2))c(1).

Definición 1.1.12. Sea (A,m,η) un álgebra y (C,∆, ε) una coálgebra. Definimos el produc-
to de convolución ∗ sobre Homk(C,A) de la siguiente manera: Dados f, g ∈ Homk(C,A),

f ∗ g = m ◦ (f⊗ g) ◦∆.

En notación de Sweedler el producto está dado por

(f ∗ g)(c) = f(c(1))g(c(2)) para todo c ∈ C.

Este producto y la unidad η ◦ ε le dan a Homk(C,A) estructura de álgebra.

1.1.4 Álgebras de Hopf

Definición 1.1.13. Una biálgebra (H,m,η,∆, ε) es una k-álgebra de Hopf si existe un mor-
fismo S ∈ Homk(H,H), llamado antípoda, tal que

S ∗ idH = idH ∗ S = η ◦ ε.

Es decir, S es la inversa de idH para el producto convolución.
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En notación de Sweedler la antípoda S cumple que

S(h(1))h(2) = ε(h)1H = h(1)S(h(2)) para todo h ∈ H.

Definición 1.1.14. Sean H,K álgebras de Hopf con antípodas SH y SK respectivamente.
Decimos que f : H→ K es un morfismo de álgebras de Hopf si es un morfismo de biálgebras
y f ◦ SH = SK ◦ f.

Definición 1.1.15. Un subespacio I ⊆ H es un ideal de Hopf si es un biideal y S(I) ⊆ I. En
este caso H/I es un álgebra de Hopf con la estructura inducida por H.

Ejemplo 1.1.5. El álgebra de grupo H = kG es un álgebra de Hopf definiendo Sg = g−1

para todo g ∈ G. En general si H es un álgebra de Hopf y h ∈ H es un elemento tipo
grupo, entonces S(h) = h−1 debido a que S(h)h = 1Hε(h) = 1H.

Ejemplo 1.1.6. El álgebra asociativa envolvente H = U(g) es un álgebra de Hopf defi-
niendo S(x) = −x para todo x ∈ g. En general si H es un álgebra de Hopf y h ∈ H es un
elemento de primitivo, entonces S(h) = −h.

Ejemplo 1.1.7. (Álgebra de Sweedler) Hasta ahora todos los ejemplos que dimos son
coconmutativos. El álgebra de Hopf más chica no conmutativa y no coconmutativa tiene
dimensión 4 y es única si car(k) 6= 2. Se trata del álgebra

k
〈
1,g, x | g2, x2, xg+ gx

〉
,

con estructura de álgebra de Hopf dada además por ∆(g) = g⊗ g, ∆(x) = x⊗ 1+ g⊗ x,
ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g = g−1 y S(x) = −gx.

Las siguientes dos propiedades de la antípoda son muy importantes. Daremos la
demostración de la primera para mostrar la utilidad de la notación de Sweedler.

Proposición 1.1.1. Sea H un álgebra de Hopf con antípoda S.

(1) S es un antimorfismo de álgebras, es decir,

S(hk) = S(k)S(h) para todo h,k ∈ H y S(1H) = 1H.

(2) S es un antimorfismo de coálgebras, es decir,

∆ ◦ S = τ ◦ (S⊗ S) ◦∆ y ε ◦ S = ε.

Demostración. Notemos primero que como H⊗H es una coálgebra, Homk(H⊗H,H) es
un álgebra con el producto de convolución. Sean f y g ∈ Homk(H⊗ H,H) los únicos
morfismos k-lineales que cumplen que f(h⊗ k) = S(hk) y g(h⊗ k) = S(k)S(h) para todo
h, k ∈ H. Para ver que f = g vamos a probar que f es la inversa a izquierda de mH y g la
inversa a derecha, es decir,

f ∗mH = mH ∗ g = ηH ◦ εH⊗H.

Sean h y k ∈ H,

(f ∗mH) (h⊗ k) = f
(
(h⊗ k)(1)

)
mH

(
((h⊗ k)(2)

)
= f

(
h(1) ⊗ k(1)

)
mH

(
h(2) ⊗ k(2)

)
= S

(
h(1)k(1)

)
h(2)k(2) = S

(
(hk)(1)

)
(hk)(2)

= ηH ◦ εH(hk) = ηH ◦ εH⊗H(h⊗ k).
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De manera similar,

(mH ∗ g)(h⊗ k) = mH

(
(h⊗ k)(1)

)
g
(
(h⊗ k)(2)

)
= mH

(
h(1) ⊗ k(2)

)
g
(
h(1) ⊗ k(2)

)
= h(1)k(1)S

(
k(2)
)
S
(
h(2)

)
= h(1)(η ◦ ε)(k)S

(
h(2)

)
= h(1)S

(
h(2)

)
ε(k)1H

= ε(h)ε(k)1H = ηH ◦ εH⊗H(h⊗ k).

Por lo tanto f = g. Para ver que S(1H) = 1H alcanza con evaluar la expresión

S ∗ idH = η ◦ ε

en 1H. Esto prueba (1), para probar (2) se utiliza un argumento similar.

1.1.5 Módulos y comódulos

Al igual que para las coálgebras primero vamos a dar una definición alternativa de mó-
dulo que facilite dualizar la estructura.

Definición 1.1.16. SeaA una k-álgebra. UnA-módulo a izquierda es un k-espacio vectorial
M junto con una transformación k-lineal

γ : A⊗M→M

tal que los siguientes diagramas conmutan:

A⊗A⊗M mA⊗id //

id⊗γ

��

A⊗M

γ

��

k⊗M

##

η⊗id // A⊗M

γ

��
A⊗M γ //M M

Denotamos por AM a la categoría de A-módulos a izquierda. Los A-módulos a derecha
se definen de manera análoga.

Definición 1.1.17. Sea C una k-coálgebra. Un C-comódulo a derecha es un k-espacio vecto-
rial M junto con una transformación k-lineal

ρ :M→M⊗C

tal que los siguientes diagramas conmutan:

M
ρ //

ρ

��

M⊗C

id⊗∆

��

M

""

ρ //M⊗C

id⊗ε

��
M⊗C ρ⊗id //M⊗C⊗C M⊗ k

Denotamos porMC a la categoría de C-comódulos a derecha.
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La notación de Sweedler se puede extender a comódulos a derecha escribiendo

ρ(m) = m(0) ⊗m(1),

manteniendo la convención de que m(i) ∈ C para todo i 6= 0. El primer diagrama de la
definición de comódulo dice que (id⊗∆) ◦ ρ = (ρ⊗ id) ◦ ρ. Si escribimos esta condición
en notación de Sweedler obtenemos que

m(0)(0)
⊗m(0)(1)

⊗m(1) = m(0) ⊗m(1)(1)
⊗m(1)(2)

.

Esto permite escribir

(id⊗∆) ◦ ρ(m) = (ρ⊗ id) ◦ ρ(m) = m(0) ⊗m(1) ⊗m(2).

El segundo diagrama dice, en notación de Sweedler, que

m = m(0)ε(m(1)).

De manera análoga se define k-comódulo a izquierda mediante un morfismo

ρ ′ :M→ C⊗M.

En este caso escribimos ρ ′(m) = m(−1) ⊗m(0).

Definición 1.1.18. Sean M y N dos C-comódulos a derecha con morfismos de estructura
ρM y ρN respectivamente. Una transformación k-lineal f : M → N se dice morfismo de
C-comódulos a derecha si ρN ◦ f = (f⊗ id) ◦ ρM.

Ejemplo 1.1.8. Sea C una coálgebra, el espacio vectorialM = C es un cómodulo a derecha
definiendo ρ = ∆.

Ejemplo 1.1.9. Si G es un grupo y M un k-espacio vectorial, entonces M es un kG-
comódulo si y sólo si M es G-graduado. Para ver esto empecemos suponiendo que M es
un kG-comódulo. Debido a que los elementos de G forman una base de kG, podemos
escribir ρ(m) =

∑
g∈Gmg ⊗ g de manera única para todo m ∈M. Esto define, para cada

g ∈ G, el subespacio Mg = {mg | m ∈M}. Como

m � ρ //
∑
g∈Gmg ⊗ g � id⊗ε //∑

g∈Gmg ⊗ 1 � ∼ //
∑
g∈Gmg

para todo m ∈ M y esta composición de morfismos resulta ser la identidad, entonces
M =

∑
g∈GMg. Nos resta ver que la suma es directa. Si usamos que

(id⊗∆) ◦ ρ = (ρ⊗ id) ◦ ρ

obtenemos que para todo m ∈M∑
g∈G

mg ⊗ g⊗ g =
∑
g∈G

∑
h∈G

(mg)h ⊗ g⊗ h.

Como los elementos de G forman una base de kG, entonces (mg)h = δg,hmg y luego,
M = ⊕g∈GMg. Si empezamos suponiendo que M = ⊕g∈GMg definimos ρ(m) = m⊗ g
para todo m ∈M.
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1.1.6 Invariantes y coinvariantes

Dado un grupo G actuando sobre un k-espacio vectorial M, los invariantes y los coinva-
riantes de M por esta acción son isomorfos cuando el orden de G no es cero en k. Vamos
a ver cómo estos objetos se generalizan al caso de la acción de un álgebra de Hopf.

Definición 1.1.19. (1) Sean H un álgebra de Hopf y M un H-módulo a izquierda. Los
invariantes de M por la acción de H son los elementos m ∈M tales que h ·m = ε(h)m
para todo h ∈ H. Este conjunto lo denotamos por MH.

(2) Sean H un álgebra de Hopf yM un H-comódulo a derecha. Los coinvariantes de H en
M son los elementos m ∈M tales que ρ(m) = m⊗ 1H. Este conjunto los denotamos
por McoH.

Ejemplo 1.1.10. Sea H = kG. Si M es un H-módulo a izquierda, entonces MH = MG.
Si M es un H-comódulo a derecha, entonces McoH = M1, donde M1 es la componente
identidad de la graduación del Ejemplo 1.1.9.

Ejemplo 1.1.11. Sea H = U(g). Si M es un H-módulo a izquierda, entonces

MH = {m ∈M | x ·m = 0 para todo x ∈ g} .

1.1.7 Producto tensorial de módulos y comódulos

Sea H un álgebra de Hopf y sean V y W dos H-módulos a izquierda. El espacio vectorial
V ⊗W resulta ser un H-módulo a izquierda definiendo

h · (v⊗w) = h(1) · v⊗ h(2) ·w

para todo h ∈ H, v ∈ V y w ∈W. Lo mismo sucede para H-módulos a derecha.
Si H es coconmutativo, entonces V ⊗W ∼= W ⊗ V , donde el isomorfismo está dado

por la transposición τV ,W . Si removemos la hipótesis de que H sea coconmutativo este
resultado es falso. Por ejemplo, sea H = Homk (kG,k), donde G es un grupo finito no
conmutativo. Veamos primero que H es un álgebra de Hopf. Su estructura de álgebra
está dada por mH (f⊗ g) (x) = f(x)g(x) y ηH(λ) = λεkG para todo f,g ∈ H, x ∈ G y λ ∈ k.
Para describir la estructura de coálgebra consideramos la base {pg | g ∈ G} de H, dual a
la base de elementos de G, es decir, pg(h) = δg,h para todo g,h ∈ G. La comultiplicación
se define en esta base como ∆H(pg) =

∑
h∈G ph⊗ ph−1g y se extiende linealmente a H. La

counidad εH está dada por εH(f) = f ◦ ηkG(1k). Por último la antípoda se define como
SH = S∗kG. Sean g,h ∈ G tales que gh 6= hg y sean 〈pg〉 ⊆ H y 〈ph〉 ⊆ H los subespacios
generados por pg y ph respectivamente. Estos subespacios son H-módulos con la acción
dada por la multiplicación a izquierda. Es fácil ver que pgh(〈pg〉 ⊗ 〈ph〉) = 〈pg〉 ⊗ 〈ph〉
y que pgh(〈ph〉 ⊗ 〈pg〉) = 0. Luego 〈pg〉 ⊗ 〈ph〉 y 〈ph〉 ⊗ 〈pg〉 no son isomorfos como
H-módulos.

Vimos que si H es un álgebra de Hopf y V y W son dos H-módulos a izquierda,
entonces V ⊗W resulta ser un H-módulo a izquierda y dimos una fórmula para la ac-
ción. Reescribamos esta fórmula en términos de morfismos para que resulte más sencillo
dualizar. Si φV : H⊗ V → V y φW : H⊗W → W son las acciones de H sobre V y W
respectivamente, entonces la acción de H sobre V ⊗W está dada por

φV⊗W = (φV ⊗φW) ◦ (id⊗ τH,V ⊗ id) ◦ (∆⊗ id⊗ id) .
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SeaH un álgebra de Hopf y sean V yW dosH-comódulos a derecha con coacciones ρV
y ρW respectivamente. El espacio vectorial V ⊗W resulta ser un H-comódulo a derecha
mediante el morfismo

ρV⊗W = (id⊗m) ◦ (id⊗ τH,W ⊗ id) ◦ (ρV ⊗ ρW) .

En notación de Sweedler ρ(v⊗w) = v(0) ⊗w(0) ⊗ v(1)w(1) para todo v ∈ V y w ∈W.

1.1.8 Módulo álgebras, comódulo álgebras y productos smash

A partir de ahora todos los módulos son módulos a izquierda y todos los comódulos son
comódulos a derecha.

Definición 1.1.20. Sea H un álgebra de Hopf. Un álgebra A es un H-módulo álgebra si:

(1) A es un H-módulo con acción · : H⊗A→ A,

(2) h · (ab) = (h(1) · a)(h(2) · b),

(3) h · 1A = ε(h)1A,

para todo h ∈ H, a,b ∈ A. Las condiciones (2) y (3) dicen que la multiplicación mA y la
unidad ηA son morfismos de H-módulos.

Definición 1.1.21. Sea H un álgebra de Hopf. Un álgebra A es un H-comódulo álgebra si:

1. A es un H-comódulo con coacción ρ : A→ A⊗H,

2. la multiplicación mA y la unidad ηA son morfismos de H-comódulos.

En notación de Sweedler la condición (2) dice que

(ab)(0) ⊗ (ab)(1) = ρ(ab) = a(0)b(0) ⊗ a(1)b(1)

para todo a,b ∈ A y que ρ(1) = 1⊗ 1.

Definición 1.1.22. Sean H un álgebra de Hopf y A un H-módulo álgebra. Se define el
producto smash A#H de la siguiente manera:

(1) El espacio vectorial subyacente es A⊗H y escribimos a#h en vez de a⊗ h.

(2) La multiplicación está dada en los tensores elementales por

(a#h)(b#k) = a(h(1) · b)#h(2)k.

Ejemplo 1.1.12. Sean H un álgebra de Hopf y A un álgebra. La acción trivial h ·a = ε(h)a
para todo h ∈ A y a ∈ A le da estructura a A de H-módulo álgebra. Es fácil ver que en
este caso A#H ∼= A⊗H.

Ejemplo 1.1.13. Sea A un kG-módulo álgebra. Como ∆(g) = g⊗ g para todo g ∈ G y
mA es un morfismo de kG-módulos, entonces g · (ab) = (g · a)(g · b) para todo g ∈ G
y a,b ∈ A, es decir que cada g actúa como endomorfismo de A. Más aún como g es
inversible, g actúa como un automorfismo. Luego la estructura de kG-módulo álgebra de
A induce un morfismo de grupos G → AutkA. Recíprocamente un morfismo de grupos
de G en los automorfismos de A induce una estructura de kG-módulo álgebra en A. En
este caso A#kG es el producto semidirecto de A con G.
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Ejemplo 1.1.14. Sea A un kG-comódulo álgebra. Ya sabemos que A = ⊕g∈GAg como
k-espacio vectorial y que para todo ag ∈ Ag, ρ(ag) = ag ⊗ g. Como mA es un morfismo
de H-comódulos, entonces ρ(agbh) = agbh ⊗ gh, es decir, agbh ∈ Agh o lo que es lo
mismo AgAh ⊆ Agh. Más aún, como ηA es un morfismo de H-comódulos, entonces
ρ(1A) = 1A ⊗ 1G y por lo tanto A es un álgebra G-graduada.

Ejemplo 1.1.15. Sea A un U(g)-módulo álgebra. Como ∆(x) = x⊗ 1+ 1⊗ x para todo
x ∈ g, entonces x · (ab) = (x · a)b + a(x · b) para todo x ∈ g y a,b ∈ A, es decir, los
elementos de g actúan como k-derivaciónes y esto induce un morfismo de álgebras de
Lie U(g)→ DerkA.

1.1.9 Dimensión de Gelfand-Kirillov

En esta subsección definimos la dimensión de Gelfand-Kirillov que será mencionada al
final de la próxima sección. Nos basamos en [McR, Capítulo 8]. Todas las demostraciones
omitidas se encuentran en ese capítulo.

Empezamos con una definición auxiliar.

Definición 1.1.23. Sea f : N→ R≥1 una función. Decimos que f tiene crecimiento polino-
mial si existen ν ∈ R y N ∈ N tales que f(n) ≤ nν para todo n ≥ N. Si este es el caso
llamamos

γ(f) = inf {ν | f(n) ≤ nν para todo n lo suficientemente grande } .

Si f no tiene crecimiento polinomial decimos que γ(f) =∞.

Sea A una k-álgebra finitamente generada y sea V ⊆ A un subespacio generador de
dimensión finita. Llamamos Vn al subsespacio de A generado por los elementos de la
forma x1 . . . xn, donde xi ∈ V para todo i y llamamos Rn =

∑n
i=0 V

i, donde R0 = V0 = k.
El conjunto {Rn}n≥0 es una filtración de A. Resulta que γ(dim(Rn)) no depende del
subespacio generador V y eso permite hacer la siguiente definición.

Definición 1.1.24. Sea A una k-álgebra finitamente generada, sea V ⊆ A un subsespacio
generador y sea {Rn}n≥0 la filtración asociada a V . Se define la dimensión de Gelfand-Kirillov
de A como

GK(A) = γ(dim(Rn)).

Esta definición se extiende a k-álgebras arbitrarias como sigue

GK(A) = sup {GK(R) | R es una subálgebra de A finitamente generada} .

Ejemplo 1.1.16. Damos algunos ejemplos sencillos:

• Si A = k [x1, . . . , xs], entonces GK(A) = s.

• Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita, entonces GK(U(g)) = dim(g).

• Si A es el álgebra libre k < x1, . . . , xs >, con s ≥ 2, entonces GK(A) =∞.

1.2 Álgebras de Nichols

Esta sección se basa en [AS2]. Todas las demostraciones omitidas se encuentran en ese
artículo salvo que aclaremos lo contrario.
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1.2.1 Espacios vectoriales trenzados y módulos de Yetter-Drinfeld

En esta subsección estudiaremos cuándo el producto smash de un álgebra de Hopf H por
un H-módulo álgebra resulta ser un álgebra de Hopf. Un teorema de Radford [Ra] dice
que si H es un álgebra de Hopf y B es un álgebra de Hopf en la categoría de módulos
de Yetter-Drinfeld sobre H, entonces B#H es un álgebra de Hopf. En general que B sea
un álgebra, coálgebra, biálgebra o álgebra de Hopf en una categoría k-lineal C quiere
decir que los morfismos de estructura de B son morfismos en C. Las categorías que nos
interesan son las de módulos y comódulos sobre un álgebra de Hopf H. Por ejemplo,
un álgebra A en HM es simplemente un H-módulo álgebra a izquierda. Análogamente
una coálgebra C en HM es un H-módulo coálgebra. Para que B sea una biálgebra en
una categoría C no solo se requiere que B sea un álgebra y una coálgebra en C, sino que
también la comultiplicación ∆B : B → B⊗ B debe ser un morfismo en la categoría. En
particular B⊗B debe ser un álgebra en C. La multiplicación usual del producto tensorial
de dos álgebras A y B está dada por

mA⊗B = (mA ⊗mB) ◦ (id⊗ τA,B ⊗ id) .

Notar que antes de usar los morfismos mA y mB se aplica la transposición τA,B. Esto
sugiere que en la categoría C debe haber una forma de "torcer" productos tensoriales.

Definición 1.2.1. Sean V un k-espacio vectorial y c : V ⊗ V → V ⊗ V un isomorfismo
lineal. Decimos que (V , c) es un espacio vectorial trenzado si c es solución de la ecuación de
trenzas, es decir,

(c⊗ id) ◦ (id⊗ c) ◦ (c⊗ id) = (id⊗ c) ◦ (c⊗ id) ◦ (id⊗ c).

Ejemplo 1.2.1. Sea V un k-espacio vectorial con base {xi}i∈I y sea {qi,j}i,j∈I ⊆ k un conjunto
de escalares no nulos. El isomorfismo c : V ⊗ V → V ⊗ V dado por

c(xi ⊗ xj) = qi,jxj ⊗ xi

es solución de la ecuación de trenzas. A estos espacios vectoriales trenzados se los llama
de tipo diagonal.

En esta sección nos vamos a concentrar en estudiar ejemplos de espacios vectoriales
trenzados que provengan de módulos de Yetter-Drinfeld.

Definición 1.2.2. Sea H un álgebra de Hopf. Un k-espacio vectorial V es un módulo de
Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H si (V , ·) es un H-módulo a izquierda, (V , ρ) es un H-
comódulo a izquierda y se satisface la siguiente condición de compatibilidad:

ρ(h · v) = h(1)v(−1)S(h(3))⊗ h(2) · v(0)

para todo h ∈ H y para todo v ∈ V . La categoría de módulos de Yetter-Drinfeld a
izquierda sobre H se denota por HHYD y sus morfismos preservan la acción y la coacción.

Sea H un álgebra de Hopf y sean V ,W ∈ H
HYD. El espacio vectorial V ⊗W resulta ser

un módulo de Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H definiendo

ρ(v⊗w) = v(−1)w(−1) ⊗ (v(0) ⊗w(0)) y h · (v⊗w) = h(1) · v⊗ h(2) ·w

para todo v ∈ V , w ∈W y h ∈ H.
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Definición 1.2.3. Sea H un álgebra de Hopf y sean V ,W ∈ H
HYD. La trenza

cV ,W : V ⊗W →W ⊗ V

es la única transformación k-lineal que cumple que

cV ,W(v⊗w) = v(−1) ·w⊗ v(0)

para todo v ∈ V y w ∈W.

Los módulos de Yetter-Drinfeld sobre álgebras de grupo son muy importantes por
sus aplicaciones al estudio de álgebras de Hopf punteadas.

Ejemplo 1.2.2. SeanG un grupo abeliano y V ∈ kG
kGYD. Análogamente a lo que sucede pa-

ra kG-comódulos a derecha, resulta que V = ⊕g∈GVg, donde Vg = {v ∈ V | ρ(v) = g⊗ v}.
Debido a la condición de compatibilidad, resulta que ρ(h · v) = hgh−1 ⊗ h · v = g⊗ h · v
para todo v ∈ V y h ∈ H. Luego para cada g ∈ G, el subespacio vectorial Vg es un
G-módulo. En este caso la trenza asociada a V ⊗ V está dada por cV ,V(x⊗ y) = g · y⊗ x
para todo g ∈ G, x ∈ Vg, y ∈ V .

Si suponemos que para cada g ∈ G el grupo G actúa por caracteres sobre Vg, entonces
Vg = ⊕ξ∈ĜVξg , donde

Vξg = {v ∈ Vg | h · v = ξ(h)v para todo h ∈ G} .

Notar que V es un módulo de Yetter-Drinfeld de tipo diagonal. Si k es algebraicamente
cerrado, la característica de k es cero y G es un grupo finito abeliano, entonces todo
módulo de Yetter-Drinfeld sobre kG de dimensión finita es de tipo diagonal.

1.2.2 Álgebras de Hopf trenzadas

El hecho de que haya productos tensoriales en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld
permite definir allí la noción de álgebra y coálgebra.

Definición 1.2.4. Sean H un álgebra de Hopf y B ∈ H
HYD. Decimos que B es un álgebra

en H
HYD si (B,mB,ηB) es una k-álgebra tal que la multiplicación mB y la unidad ηB son

morfismos en H
HYD.

Definición 1.2.5. SeanH un álgebra de Hopf y B ∈ H
HYD. Decimos que B es una coálgebra

en H
HYD si (B,∆B, εB) es una k-coálgebra tal que la comultiplicación ∆B y la counidad εB

son morfismos en H
HYD.

Sean H un álgebra de Hopf y B un álgebra en H
HYD. La trenza cB,B : B⊗B→ B⊗B le

da a B⊗ B estructura de álgebra en H
HYD definiendo

mB⊗B = (mB ⊗mB) ◦ (id⊗ cB,B ⊗ id) .

Esta estructura de álgebra trenzada que tiene el producto tensorial de álgebras permite
hacer la siguiente definición.

Definición 1.2.6. Sea H un álgebra de Hopf. Decimos que B es un álgebra de Hopf trenzada
en H

HYD si

• (B,mB,ηB) es un álgebra en H
HYD,
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• (B,∆B, εB) es una coálgebra en H
HYD,

• ∆B y εB son morfismos de álgebras en H
HYD,

• existe un morfismo SB : B → B en H
HYD que resulta ser la inversa de idB para el

producto de convolución.

Para no confundir el coproducto de B con el deH escribimos ∆B(b) = b(1)⊗b(2) para todo
b ∈ B. Un álgebra de Hopf trenzada graduada en H

HYD es un álgebra de Hopf trenzada
B en H

HYD junto con una graduación B = ⊕n≥0B(n), donde cada B(n) es un módulo
de Yetter-Drinfeld y con esta graduación B es un álgebra graduada y una coálgebra
graduada.

Ejemplo 1.2.3. Si H es el álgebra del grupo trivial, entonces B es un álgebra de Hopf
trenzada en H

HYD si y sólo si B es un álgebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.4. Sean H un álgebra de Hopf y V ∈ H
HYD. El álgebra tensorial T(V) =

⊕n≥0V⊗n es un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD con comultiplicación y counidad

dadas por

∆(v) = v⊗ 1+ 1⊗ v, ε(v) = 0 para todo v ∈ V .

La existencia de la antípoda se puede encontrar en [Mon, 5.2.10]. Si H = kG, V es de tipo
diagonal, g ∈ G, v ∈ Vg y w ∈W, entonces

∆(vw) = 1⊗ vw+ (g ·w)⊗ v+ v⊗w+ vw⊗ 1.

Proposición 1.2.1. (Biproducto de Radford, bosonización de Majid) Sean H un álgebra
de Hopf y B ∈ H

HYD un álgebra de Hopf trenzada. El product smash B#H resulta ser un
álgebra de Hopf definiendo:

∆(b⊗ h) =
(
b(1) ⊗ (b(2))(−1)h(1)

)
⊗
(
(b(2))(0) ⊗ h(2)

)
,

S(b⊗ h) =
(
1⊗ S(h)S

(
b(−1)

)) (
SB
(
b(0)
)
⊗ 1
)

para todo b ∈ B y para todo h ∈ H.

Demostración. Ver [Ra].

1.2.3 Definiciones y ejemplos de álgebras de Nichols

Una herramienta esencial para el estudio de álgebras de Hopf punteadas es la filtración
coradical

A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ A,∪n≥0An = A

donde A es un álgebra de Hopf, A0 es la suma de todas las subcoálgebras simples de A
y An+1 = ∆−1 (An ⊗A+A⊗A0), para todo n ≥ 1. En el caso en el que A sea un álgebra
de Hopf punteada, esta filtración resulta ser una filtración de álgebras de Hopf. Por un
teorema de Radford [Ra] el graduado asociado gr(A) a esta filtración es el biproducto
R#kΓ , donde Γ es el grupo de todos los elementos tipo grupo de A y R es un álgebra de
Hopf trenzada graduada en la categoría de módulos a izquierda de Yetter-Drinfeld de kΓ .
El espacio vectorial V formado por todos los elementos primitivos de R es un submódulo
de Yetter-Drinfeld de R. La subálgebra B(V) de R generada por los elementos de V es
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una subálgebra de Hopf trenzada. En su tesis [Ni], Nichols estudió las álgebras de Hopf
de la forma B(V)#kΓ . El álgebra B(V) se llama álgebra de Nichols de V .

Para poder definir formalmente álgebra de Nichols necesitamos enunciar el siguiente
lema.

Lema 1.2.1. Sean H un álgebra de Hopf, V ∈ H
HYD y T(V) el álgebra de Hopf trenzada

del Ejemplo 1.2.4. Existe un único coideal maximal J(V) entre todos los coideales de
T(V) que están contenidos en ⊕n≥2V⊗n. Este coideal es homogéneo con respecto a la
graduación de T(V) y resulta ser un ideal.

Definición 1.2.7. La coálgebra cociente B(V) = T(V)/J(V) se llama álgebra de Nichols de
V.

Teorema 1.2.1. La coálgebra B(V) es un álgebra de Hopf trenzada N0-graduada.

Los siguientes dos ejemplos son los más sencillos de álgebras de Nichols. Para sim-
plificar no vamos a escribir los elementos de T(V) con el símbolo del producto tensorial.

Ejemplo 1.2.5. Si H es el álgebra del grupo trivial, entonces V = V1 y 1 · v = v para todo
v ∈ V . Utilizando la fórmula del Ejemplo 1.2.4 obtenemos que

∆(vw−wv) = 1⊗ (vw−wv) + (vw−wv)⊗ 1

y por lo tanto vw−wv ∈ J(V) para todo v,w ∈ V . Se puede ver que J(V) es el ideal
generado por los elementos de la forma vw−wv con v,w ∈ V y luego B(V) resulta ser
el álgebra simétrica S(V).

Ejemplo 1.2.6. Sea H = kZ2 y supongamos que V = V−1 y que −1 · v = −v para todo
v ∈ V . Utilizando la misma fórmula que en el ejemplo anterior obtenemos que

∆(v2) = 1⊗ v2 + v2 ⊗ 1

y por lo tanto v2 ∈ J(V). Nuevamente se puede ver que J(V) está generado por los
elementos de la forma v2 con v ∈ V . En este caso B(V) resulta ser el álgebra exterior∧
(V).

Un problema importante y difícil es determinar el coideal J(V) como hicimos en los
ejemplos anteriores.

A partir de ahora H = kG, donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado, car(k) = 0
y G es un grupo abeliano. Sea V un módulo de Yetter-Drinfeld a izquierda sobre H. Ya
sabemos, por lo que vimos en el Ejemplo 1.2.2, que V = ⊕g∈GVg y que Vg es un G-módulo
para cada g ∈ G.

En el artículo [AAH2] y las referencias incluidas, los autores estudian la siguiente
versión del problema que mencionamos antes. Supongamos que la dimensión de V
es finita. Se quiere determinar cuándo la dimensión de Gelfand-Kirillov de B(V) es
finita y describir el coideal J(V). Por hipótesis, V es suma directa de indescomponibles,
lo cual permite suponer que V es indescomponible y por lo tanto V ⊆ Vg para algún
g ∈ G. A su vez esto nos permite suponer que V ∈ kZ

kZYD donde Z = 〈g〉. Como
restringimos escalares, V puede dejar de ser indescomponible. Sea Vn(ε, l) un objeto en
kZ
kZYD, homogéneo de grado gn y dimensión l > 1, donde la acción de g está dada por
un bloque de Jordan de tamaño l y autovalor ε. En este caso, vale el siguiente teorema
[AAH].
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Teorema 1.2.2. La dimensión de Gelfand-Kirillov de B(Vn(ε, l)) es finita si y sólo si l = 2
y ε = ±1. Además,

• si ε = 1, entonces

B(Vn(1, 2)) = k
〈
x,y | yx− xy+

1

2
x2
〉

.

• Si ε = −1, entonces

B(Vn(−1, 2)) = k
〈
x,y | x2,y2x− xy2 − xyx

〉
.

El álgebra B(Vn(1, 2)) se conoce como el plano de Jordan y B(Vn(−1, 2)) se conoce
como el super plano de Jordan.

En el mismo artículo en el que se encuentra el teorema recién mencionado, se de-
muestra que el super plano de Jordan tiene como base al conjunto

B =
{
xa(yx)byc | a ∈ {0, 1},b, c ≥ 0

}
.
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Capítulo 2

Preliminares homológicos

En este capítulo daremos ciertas definiciones y resultados del álgebra homológica que
serán necesarios para el próximo capítulo. En la primera sección daremos una definición
de la homología y la cohomología de Hochschild. En la segunda sección describiremos
ciertas estructuras algebraicas que tiene la cohomología de Hochschild. En la última
sección resumiremos algunos resultados de sucesiones espectrales que serán utilizados
para facilitar los cálculos del siguiente capítulo.

2.1 Homología y cohomología de Hochschild

Esta sección se basa en [We] y en [Gi].
Antes de definir homología y cohomología de Hochschild es necesario observar el

siguiente hecho. El álgebra envolvente de A es la k-álgebra Ae = A⊗Aop con producto
definido por (a⊗ b)(c⊗ d) = ac⊗ db. Debido a que el producto en Aop está invertido,
es lo mismo considerar un A-módulo a derecha que un Aop-módulo a izquierda. Por lo
tanto dar un A−A bimódulo M es lo mismo que dar un Ae-módulo a izquierda, con
acción de Ae dada por (a⊗ b) ·m = a ·m · b para todo a,b ∈ A y para todo m ∈ M;
también es lo mismo que un Ae-módulo a derecha, con acción dada por m · (a⊗ b) =
b ·m · a. Esto permite identificar a la categoría de A − A bimódulos con la categoría
de Ae-módulos a izquierda, lo cual asegura que la categoría de A−A bimódulos tiene
suficientes proyectivos.

Definición 2.1.1. Sea A una k-álgebra y M un A−A bimódulo. Se define la homología de
Hochschild de A con coeficientes en M como

H•(A,M) = TorA
e

• (A,M)

y se define la cohomología de Hochschild de A con coeficientes en M como

H•(A,M) = Ext•Ae(A,M).

Para calcular los grupos de homología y cohomología de Hochschild es necesario
elegir alguna resolución de A como A−A bimódulo, o lo que es lo mismo, como Ae-
módulo a izquierda. Sabemos que siempre existe una tal resolución porque la categoría
tiene suficientes proyectivos. La resolución que fue usada en la definición original de
homología y cohomología de Hochschild es la resolución bar.
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Definición 2.1.2. Sea A una k-álgebra. Se define el complejo bar de A de A−A bimódulos

B•A : . . .
b ′3 // A⊗A⊗3A

b ′2 // A⊗A⊗2A
b ′1 // A⊗A⊗A

b ′0 // A⊗A // 0

donde, para cada n ≥ 0, el diferencial bn : A⊗A⊗(n+1) ⊗A → A⊗A⊗n ⊗A está dado
por

b ′n(1⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1) = a0 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1

+

n−1∑
i=0

(−1)i+1 ⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1+ (−1)n+1 ⊗ · · · ⊗ an.

El complejo bar junto con la multiplicación mA : A⊗A → A es una resolución libre
de A como Ae-módulo a izquierda. Una demostración de este hecho se puede encontrar
en [CE, Capítulo 9].

Para calcular los espacios Hi(A,M) aplicamos el funtor M⊗Ae − al complejo bar y
obtenemos

M⊗Ae B•A : . . .
id⊗b ′2 //M⊗Ae A⊗4

id⊗b ′1 //M⊗Ae A⊗3
id⊗b ′0 //M⊗Ae A⊗2 // 0.

Es posible realizar la siguiente simplificación. Dado

m⊗Ae (a0 ⊗ · · · ⊗ an) ∈M⊗Ae A⊗n,

observemos que:

m⊗Ae (a0 ⊗ · · · ⊗ an) = m⊗Ae (a0 ⊗ aopn ) · (1⊗ a1 · · · ⊗ an−1 ⊗ 1)
= m · (a0 ⊗ aopn )⊗Ae (1⊗ a1 · · · ⊗ an−1 ⊗ 1)
= (an ·m · a0)⊗Ae (1⊗ a1 · · · ⊗ an−1 ⊗ 1).

Esta igualdad sugiere el siguiente isomorfismo k-lineal

m⊗Ae (a0⊗ · · · ⊗an) ∈M⊗Ae A⊗n 7→ (an ·m · a0)⊗Ae (a1 · · · ⊗an−1) ∈M⊗Ae A⊗n−2

que identifica M⊗Ae A⊗n con M⊗Ae A⊗n−2 e induce el siguiente complejo isomorfo

. . .
b3 //M⊗A⊗3 b2 //M⊗A⊗2 b1 //M⊗A b0 //M // 0.

donde los diferenciales están dados por

b0(m⊗ a) = m · a− a ·m,
bn(m⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) = m · a1 ⊗ · · · ⊗ an

+

n−1∑
i=1

(−1)im⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an + (−1)nan ·m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1.

para todo n ≥ 1.
Para calcular la cohomología de Hochschild aplicamos el funtor HomAe(−,M) al com-

plejo bar y obtenemos

. . . HomAe

(
A⊗4,M

)d ′2oo HomAe

(
A⊗3,M

)d ′1oo HomAe

(
A⊗2,M

)d ′0oo 0oo
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donde d ′n(f) = fb ′n para todo f ∈ HomAe

(
A⊗n+2,M

)
y para todo n ≥ 0.

Nuevamente es posible realizar una simplificación. Para todo n ≥ 0,

HomAe

(
A⊗(n+2),M

)
∼= Homk

(
A⊗n,M

)
,

mediante el isomorfismo que asocia ϕ ∈ HomAe

(
A⊗(n+2),M

)
con la transformación k-

lineal

(a1 ⊗ . . .⊗ an) ∈ A⊗n 7→ ϕ(1⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ 1) ∈M.

Esto reduce el cálculo de la cohomología de Hochschild al cálculo de la homología del
siguiente complejo:

. . . Homk
(
A⊗2,M

)d2oo Homk (A,M)
d1oo M

d0oo 0oo

donde los diferenciales están dados por

d0(m)(a) = a ·m−m · a,
dn(f)(a1 ⊗ . . .⊗ an+1) = a1 · f(a2 ⊗ . . .⊗ an+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1) + (−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an) · an+1

para todo f ∈ Homk
(
A⊗n,M

)
y para todo n ≥ 1.

A partir de la definición, es claro que si A es proyectivo como Ae-módulo, resulta que
Hn(A,M) = Hn(A,M) = 0 para todo n ≥ 1 y para todo Ae-módulo M. Por lo tanto, es
importante poder determinar cuándo A es Ae-proyectivo. Al igual que en el Capítulo 1,
llamamos mA : Ae → A a la multiplicación del álgebra.

Proposición 2.1.1. El álgebra A es Ae-proyectiva si y solo si existe un elemento e ∈ Ae tal
que mA(e) = 1 y ae = ea para todo a ∈ A.

Demostración. Supongamos primero que A es un Ae-módulo proyectivo. Como el mor-
fismo mA es sobreyectivo, existe un morfismo σ : A→ Ae tal que mAσ = idA. Llamamos
e = σ(1), luego mA(e) = 1 y ae = aσ(1) = σ(a) = σ(1)a = ea para todo a ∈ A.

Ahora supongamos que existe un elemento e perteneciente a Ae que cumple las con-
diciones del enunciado. Sea σ : A → Ae la función dada por σ(a) = ae. Debido a
que ae = ea para todo a ∈ A, resulta que σ es un morfismo de Ae-módulos y como
mA(e) = 1, entonces mAσ = idA. Veamos que A es Ae-proyectivo. Sean M y N dos
Ae-bimódulos y sean f : M → N y g : A → N dos morfismos de Ae-módulos, con f so-
breyectivo. Como Ae es Ae-proyectivo, existe un morfismo h : Ae →M tal que fh = gmA

y por lo tanto fhσ = g.

Ejemplo 2.1.1. Sea A = Mn(k), el álgebra de matrices cuadradas de tamaño n con coe-
ficientes en un cuerpo k y sea e =

∑n
i=1 Ei1 ⊗ E1i ∈ Ae. Veamos que e verifica las
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condiciones de la proposición anterior. Dado B ∈ A, resulta que

Be =

n∑
i=1

BEi1 ⊗ E1i =
n∑
i=1

 n∑
j=1

BjiEj1

⊗ E1i = n∑
i=1

n∑
j=1

Ej1 ⊗ BjiE1i

=

n∑
j=1

n∑
i=1

Ej1 ⊗ E1iBji =
n∑
j=1

n∑
i=1

Ej1 ⊗ E1iBji =
n∑
j=1

Ej1 ⊗
(

n∑
i=1

E1iBji

)

=

n∑
j=1

Ej1 ⊗ E1jB = eB.

Por otro lado, mA(e) =
∑n
i=1 Ei1E1i = IdA y por lo tanto Hm(Mn(k),M) y Hm(Mn(k),M)

son nulos para todo m ≥ 1 y para todo Mn(k)-módulo M.

Ejemplo 2.1.2. Sea A = kG, donde G es un grupo finito cuyo cardinal es inversible en
k. El elemento e = 1

|G|

∑
x∈G x

−1 ⊗ x ∈ Ae verifica las condiciones de la proposición
anterior y por lo tanto Hm(kG,M) y Hm(kG,M) son nulos para todo m ≥ 1 y para todo
kG-módulo M.

Describamos ahora los primeros dos espacios de cohomología.

• H0(A,M) es isomorfo Ker(d0). Un elemento m pertenece a Ker (d0) si y solo si
a ·m−m · a = 0 para todo a ∈ A. En particular, si M = A, resulta que H0(A,A) es
el centro del álgebra.

• Para obtener una descripción de H1(A,M) vamos a calcular por separado Ker(d1)
e Im(d0). Dado f ∈ Homk (A,M), f pertenece a Ker(d1) si y solo si

0 = d1(f)(a1 ⊗ a2) = a1 · f(a2) − f(a1a2) + f(a1) · a2

para todo a1,a2 ∈ A. Por lo tanto, Ker(d1) es el subespacio de Homk (A,M) cuyos
elementos son las derivaciones, Derk(A,M). Por otro lado la imagen de d0 es el
conjunto de derivaciones interiores Innk(A,M), es decir, los morfismos de la forma
a 7→ a ·m −m · a para algún m ∈ M. Luego H1(A,M) resulta ser isomorfo al
conjunto de derivaciones exteriores

Derk(A,M)/ Innk(A,M).

Notar que siM = A, entonces Derk(A) := Derk(A,A) es un álgebra de Lie e Innk(A)
es un ideal de Lie. Por lo tanto H1(A,A) es un álgebra de Lie.

Ejemplo 2.1.3. Sea Q un carcaj finito y sea kQ el álgebra de caminos. Sea A = kQ/J2,
donde J es el ideal generado por las flechas. Vamos a probar que si H1(A,A) es igual
a cero, entonces Q es un árbol. Sea Q0 = {e1, . . . , en} el conjunto de vértices, sea Q1 =
{α1, . . . ,αr} el conjunto de flechas y llamamos G al grafo que resulta de ignorar el sentido
de las flechas en Q. Dada una flecha α, llamamos G \ α al grafo que resulta de eliminar
la arista correspondiente. Si Q no es un árbol, entonces existe una flecha α ∈ Q1 tal que
G \α es conexo. Supongamos que α = α1. Sea δ : A→ A la derivación definida como

δ(ei) = 0 para todo i, 1 ≤ 1 ≤ n,
δ(α1) = α1,
δ(αi) = 0 para todo i, 2 ≤ i ≤ r.
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Si vemos que δ no es una derivación interior obtendremos el resultado buscado ya que
H1(A,A) es isomorfo a Derk(A,M)/ Innk(A,M). Supongamos que δ es una derivación
interior y sea x ∈ A tal que δ(a) = ax− xa para todo a ∈ A. Escribimos x =

∑n
i=1 λiei +∑r

j=1 µjαj, donde λi y µj pertenecen a k para todo i y para todo j. Llamamos, para
todo α ∈ Q1, s(α) al vértice donde empieza α y t(α) al vértice donde termina. Como
δ(a) = ax− xa para todo a ∈ A, resulta que

α1 = δ(α1) = α1x− xα1 =
(
λs(α1) − λt(α1)

)
α1,

0 = δ(αi) = αix− xαi =
(
λs(αi) − λt(αi)

)
αi para todo i, 2 ≤ i ≤ r.

Por lo tanto λs(α1) − λt(α1) = 1 y λs(αi) − λt(αi) = 0 para todo i, 2 ≤ i ≤ r. Como G \ α1 es
conexo, existe un camino en G \ α1 que conecta s(α1) con t(α1). Sean αi1 ,αi2 , . . . ,αik las
flechas que componen este camino.

s(α1)
αi1

!!

· · · // · · ·
αik−1

��

t(α1)

αik}}· ·
αi2

oo

αi3

??

·

Al recorrer el camino empezando en s(α1) podemos asignarle a cada flecha un número,
1 ó −1, según si la flecha apunta en el sentido del recorrido o no, respectivamente. Para
cada j, llamamos sg(αij) a este número. Resulta que

1 = λs(α1) − λt(α1) =

k∑
j=1

sg(αij)
(
λs(αij

) − λt(αij
)

)
=

k∑
j=1

0 = 0,

lo cual es absurdo. Esta contradicción proviene de suponer que δ es una derivación
interior.

Ejemplo 2.1.4. Sea k un cuerpo de característica distinta de 2 y sea A = k[x]/(x2). En
este ejemplo vamos a calcular la homología y la cohomología de Hochschild de A con
coeficientes en A. Consideramos el siguiente complejo de Ae-módulos

· · · // Ae
δn // Ae // · · · // Ae

δ2 // Ae
δ1 // Ae

δ0 // Ae
mA // A // 0,

donde mA es la multiplicación del álgebra y para todo i ≥ 0, δ2i es la multiplicación por
x⊗ 1− 1⊗ x y δ2i+1 es la multiplicación por 1⊗ x+ x⊗ 1. Veamos que el complejo es
una resolución proyectiva de A como Ae-módulo. El conjunto {1, x} es una base de A
como k-espacio vectorial y por lo tanto {1⊗ 1, 1⊗ x, x⊗ 1, x⊗ x} es una base de Ae como
k-espacio vectorial. Resulta que

mA (a · 1⊗ 1+ b · 1⊗ x+ c · x⊗ 1+ d · x⊗ x) = a · 1+ (b+ c) · x,
δ2i (a · 1⊗ 1+ b · 1⊗ x+ c · x⊗ 1+ d · x⊗ x) = a · (x⊗ 1− 1⊗ x) + (b− c)(x⊗ x),

δ2i+1 (a · 1⊗ 1+ b · 1⊗ x+ c · x⊗ 1+ d · x⊗ x) = a · (x⊗ 1+ 1⊗ x) + (b+ c)(x⊗ x).

A partir de este cálculo es sencillo verificar que el complejo es efectivamente una reso-
lución. Empecemos con el cálculo de la homología de Hochschild. Aplicamos el funtor
A⊗Ae − al complejo truncado y obtenemos el siguiente complejo

· · · // A⊗Ae Ae
id⊗δ2 // A⊗Ae Ae

id⊗δ1 // A⊗Ae Ae
id⊗δ0 // A⊗Ae Ae // 0,
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que a su vez resulta ser isomorfo al complejo

· · · // A
d2 // A

d1 // A
d0 // A // 0,

donde los diferenciales están dados por d2i(a) = ax− xa = [a, x] y d2i+1(a) = ax+ xa
para todo i ≥ 0 y para todo a ∈ A. Es fácil verificar que Ker(d2i) es igual a A y que
Im(d2i+1) = Ker(d2i+1) está generado por x, luego se tienen los siguientes isomorfismos

H0(A,A) ∼= A, Hn(A,A) ∼= k para todo n ≥ 1.

Continuemos con la cohomología de Hochschild. Aplicamos el funtor HomAe(−,A) a la
resolución proyectiva y obtenemos el siguiente complejo

· · · HomAe(Ae,A)
δ∗2oo HomAe(Ae,A)

δ∗1oo HomAe(Ae,A)
δ∗0oo 0oo

donde δ∗i (f) = fδi para todo i ≥ 0 y para todo f ∈ HomAe(Ae,A). A su vez, este nuevo
complejo es isomorfo al siguiente complejo

· · · A
d2oo A

d1oo A
d0oo 0oo

donde los diferenciales están dados por d2i+1 = d2i+1 y d2i = −d2i = 0. Debido a que los
diferenciales son los mismos que para la homología, se tienen los siguientes isomorfismos

H0(A,A) ∼= A, Hn(A,A) ∼= k para todo n ≥ 1.

Es importante aclarar que si bien los espacios H2i(A,A) y H2i+1(A,A) son isomorfos a k
para todo i ≥ 1, el primero está generado por la clase del morfismo 1⊗ 1 7→ 1, mientras
que el segundo está generado por la clase del morfismo 1⊗ 1 7→ x.

2.2 Estructura de álgebra de Gerstenhaber

Sea A una k-álgebra. La cohomología de Hochschild de A con coeficientes en A tiene
estructura de álgebra conmutativa graduada y de álgebra de Lie graduada junto con
cierta relación de compatibilidad.

Definición 2.2.1. Un álgebra de Gerstenhaber es un álgebra conmutativa graduada G• =
⊕iGi junto con un corchete [·, ·] : Gp ×Gq → Gp+q−1 tal que (G•, [·, ·]) es una álgebra de
Lie graduada y para todo a ∈ G•, el morfismo b ∈ G• 7→ [a,b] ∈ G• es una derivación
graduada con respecto al producto, es decir,

[a,bc] = [a,b] c+ (−1)(gr(a)−1)gr(b)b [a, c]

para todo a,b, c ∈ G•.

Empecemos dándole estructura de álgebra graduada a ⊕n≥0 Homk
(
A⊗n,A

)
.

Definición 2.2.2. Sean f ∈ Homk
(
A⊗n,A

)
y g ∈ Homk

(
A⊗m,A

)
, se define el producto

cup f^ g ∈ Homk
(
A⊗n+m,A

)
como la única transformación k-lineal que cumple que

f^ g(a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ an+1 ⊗ . . .⊗ an+m) = f(a1 ⊗ . . .⊗ an)g(an+1 ⊗ . . .⊗ an+m)

para todo a1, . . . ,an+m ∈ A.
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Los diferenciales del complejo resultan ser derivaciones graduadas con respecto a este
producto, es decir, si f y g son dos elementos homogéneos de grados n y m respectiva-
mente, entonces

dn+m(f^ g) = dn(f) ^ g+ (−1)nmf^ dm(g).

Esta fórmula muestra que el producto de dos cociclos es un cociclo y que el producto de
un coborde con un cociclo es un coborde. Por lo tanto H•(A,A) resulta ser una k-álgebra
graduada con el producto inducido por el producto cup.

También existe en ⊕n≥0 Homk
(
A⊗n,A

)
una estructura de álgebra de Lie graduada.

Definición 2.2.3. Sean f ∈ Homk
(
A⊗n,A

)
y g ∈ Homk

(
A⊗m,A

)
, se define el asociador

entre f y g, f ◦g ∈ Homk
(
A⊗n+m−1,A

)
como la única transformación k-lineal que cumple

que

f ◦ g(a1 ⊗ . . .⊗ an+m−1) =
n∑
i=1

(−1)(i−1)(m−1)f (a1 ⊗ . . .⊗ ai−1 ⊗ g(ai ⊗ . . .⊗ ai+m−1)⊗ ai+m ⊗ . . .⊗ an+m−1)

para todo a1, . . . ,an+m−1 ∈ A. Se define el corchete de Gerstenhaber entre estos dos ele-
mentos como

[f,g] = f ◦ g− (−1)(n−1)(m−1)g ◦ f.

El producto cup y el corchete de Gerstenhaber hacen de H•(A,A) un álgebra de
Gerstenhaber.

Ejemplo 2.2.1. Vamos a calcular la estructura de álgebra de Gerstenhaber de la cohomo-
logía de Hochschild del álgebra A = k[x]/(x2), donde k es un cuerpo de característica
distinta de dos. Si bien para calcular la cohomología podemos usar cualquier resolución
proyectiva, el producto cup y el corchete de Gerstenhaber están definidos a partir de la
resolución bar. Para transportar la estructura de álgebra de Gerstenhaber de la cohomo-
logía calculada a partir de la resolución bar a la cohomología calculada en el Ejemplo
2.1.4 es necesario encontrar morfismos de comparación f y g entre las dos resoluciones:

· · · // Ae
δ2 //

f3
��

Ae
δ1 //

f2
��

Ae
δ0 //

f1
��

Ae
mA //

idA⊗A

A //

idA

0

· · · // A⊗A⊗3 ⊗A
b ′2 //

g3

OO

A⊗A⊗2 ⊗A
b ′1 //

g2

OO

A⊗A⊗A
b ′0 //

g1

OO

Ae
mA // A // 0

Es sencillo verificar que la sucesión de morfismos de Ae-módulos {fn : Ae → A⊗A⊗n ⊗
A}n≥0 definida como f0 = idA⊗A y fn(1⊗ 1) = 1⊗ x⊗n ⊗ 1 para todo n ≥ 1 resulta ser
un morfismo de complejos y un levantado de la identidad. Para todo n ≥ 0, definimos el
morfismo de Ae-módulos gn : A⊗A⊗n ⊗A→ Ae como

gn(1⊗ x⊗n ⊗ 1) = 1⊗ 1,
gn(1⊗ a1 ⊗ . . .⊗ ai−1 ⊗ 1⊗ ai+1 ⊗ . . .⊗ an) = 0

para todo i, 1 ≤ i ≤ n y para todo a1, . . . ai−1,ai+1, . . . an ∈ A. La sucesión {gn}n≥0
resulta ser un levantado de la identidad. Para encontrar estos morfismos nos basamos en
[GGRSV].
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Ya estamos en condiciones de calcular el product cup. Debido a que el producto es
bilineal, alcanza con calcular los productos entre los elementos de la base de H•(A,A).
El espacio H0(A,A) tiene como base al conjunto formado por la clase del morfismo α0 :
1⊗ 1 7→ 1 y la del morfismo α1 : 1⊗ 1 7→ x. Denotamos por

β2n : 1⊗ 1 7→ 1 ∈ H2n(A,A) y γ2m+1 : 1⊗ 1 7→ x ∈ H2m+1(A,A)

a los generadores de sus respectivos espacios de cohomología para todo n ≥ 1 y para todo
m ≥ 0. Por definición, si ϕ ∈ Hi(A,A) y ψ ∈ Hj(A,A), entonces ϕ ^ ψ ∈ Hi+j(A,A).
Por lo tanto, para calcular ϕ^ ψ necesitamos saber qué valor toma en el elemento 1⊗ 1.
Resulta que

ϕ^ ψ(1⊗ 1) = (ϕgi ^ ψgj) fi+j(1⊗ 1) = (ϕgi ^ ψgj)
(
1⊗ x⊗i+j ⊗ 1

)
= ϕgi

(
1⊗ x⊗i ⊗ 1

)
ψgj

(
1⊗ x⊗j ⊗ 1

)
= ϕ(1⊗ 1)ψ(1⊗ 1)

y por lo tanto es sencillo verificar las siguientes igualdades:

α0 ^ α0 = α0 α1 ^ β2i = 0
α0 ^ α1 = α1 α1 ^ γ2j+1 = 0

α0 ^ β2i = β2i β2i ^ β2j = β2(i+j)

α0 ^ γ2j+1 = γ2j+1 β2i ^ γ2j+1 = γ2(i+j)+1

α1 ^ α1 = 0 γ2i+1 ^ γ2j+1 = 0

para todo i y para todo j.
Por último vamos a calcular la estructura de álgebra de Lie graduada. Al igual que pa-

ra el producto, solo es necesario conocer los valores que toma el corchete de Gerstenhaber
entre los elementos de la base. Empecemos calculando los asociadores. Si ϕ ∈ Hm(A,A)
y ψ ∈ Hn(A,A), resulta que

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) = (ϕgm ◦ψgn) fm+n−1(1⊗ 1) = (ϕgm ◦ψgn)
(
1⊗ xn+m−1 ⊗ 1

)
=

m∑
i=1

(−1)(i−1)(n−1)ϕgm

(
1⊗ x⊗i−1 ⊗ψgn

(
1⊗ x⊗n ⊗ 1

)
⊗ x⊗m−i ⊗ 1

)
=

m∑
i=1

(−1)(i−1)(n−1)ϕgm

(
1⊗ x⊗i−1 ⊗ψ(1⊗ 1)⊗ x⊗m−i ⊗ 1

)
.

Separamos el calculo del asociador en casos.

• Si n es par,

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) =
m∑
i=1

(−1)(i−1)ϕgm

(
1⊗ x⊗i−1 ⊗ψ(1⊗ 1)⊗ x⊗m−i ⊗ 1

)
,

– si m es par,

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) = 0,

– si m es impar y ψ(1⊗ 1) = 1,

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) = 0,
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– si m es impar y ψ(1⊗ 1) = x,

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) = ϕ(1⊗ 1),

• si n es impar,

ϕ ◦ψ(1⊗ 1) =
m∑
i=1

ϕgm
(
1⊗ x⊗m ⊗ 1

)
= mϕ(1⊗ 1).

A partir de este cálculo es fácil verificar las siguientes igualdades:

[α0,α0] = 0
[
α1,β2i

]
= 0

[α0,α1] = 0
[
α1,γ2j+1

]
= 0[

α0,β2i
]
= 0

[
β2i,β2j

]
= 0[

α0,γ2j+1
]
= 0

[
β2i,γ2j+1

]
= 2iβ2(i+j)

[α1,α1] = 0
[
γ2i+1,γ2j+1

]
= 2(i− j)γ2(i+j)+1

para todo i y para todo j.

2.3 Sucesiones espectrales

En esta sección resumiremos algunos resultados sobre sucesiones espectrales que provie-
nen de una filtración de un complejo.

Empecemos considerando el problema de calcular la homología del complejo total T•
de un complejo doble E•,• de espacios vectoriales, cuyas únicas columnas no necesaria-
mente nulas son E0,• y E1,•.

�� �� �� ��
0oo

��

E0,q+2
dh0,q+2oo

dv0,q+2

��

E1,q+2
dh1,q+2oo

dv1,q+2

��

0
dh2,q+2oo

��

oo

0oo

��

E0,q+1
dh0,q+1oo

dv0,q+1

��

E1,q+1
dh1,q+1oo

dv1,q+1

��

0
dh2,q+1oo

��

oo

0oo

��

E0,q
dh0,qoo

dv0,q

��

E1,q
dh1,qoo

dv1,q

��

0
dh2,qoo

��

oo

0oo

��

E0,q−1
dh0,q−1oo

��

E1,q−1
dh1,q−1oo

��

0
dh2,q−1oo

��

oo

Como primer paso, calculamos la homología vertical H•(Ep,•) para todo p. Denota-
mos por E1p,q al espacio vectorial Hq (Ep,•) y lo ubicamos en el punto (p,q) de un nuevo
diagrama junto con los diferenciales horizontales inducidos.
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0oo E10,q+2
dh0,q+2oo E11,q+2

dh1,q+2oo 0
dh2,q+2oo oo

0oo E10,q+1
dh0,q+1oo E11,q+1

dh1,q+1oo 0
dh2,q+1oo oo

0oo E10,q
dh0,qoo E11,q

dh1,qoo 0
dh2,qoo oo

0oo E10,q−1
dh0,q−1oo E11,q−1

dh1,q−1oo 0
dh2,q−1oo oo

Denotamos por E2p,q al espacio de homología horizontal Hp

(
E1•,q

)
. El objetivo es

encontrar, para cada q, la relación entre los espacios E20,q+1, E
2
1,q y Hq+1(T•). Como solo las

columnas E0,• y E1,• son no necesariamente nulas, escribimos (a,b) ∈ E0,q+1×E1,q cuando
nos referimos a un elemento de Tq+1 y llamamos d• a los diferenciales del complejo total.

Si a pertenece a Ker
(
dv0,q+1

)
, resulta que

dq+1(a, 0) =
(
dv0,q+1(a) + d

h
1,q(0),d

v
1,q(0)

)
= (0, 0).

Esta observación permite definir el morfismo

ι̂ : a ∈ Ker
(
dv0,q+1

)
7→ [(a, 0)] ∈ Hq+1(T).

Sea a ∈ Ker
(
dv0,q+1

)
. Si a = dv0,q+2(b) para algún b ∈ E0,q+2, entonces (a, 0) = dq+2(b, 0),

y si a = dh1,q+1(c) para algún c ∈ Ker
(
dv1,q+1

)
, resulta que (a, 0) = dq+2(0, c). Luego el

morfismo ι̂ pasa al cociente y obtenemos un nuevo morfismo inyectivo

ι : E20,q+1 → Hq+1(T).

Por otro lado, el elemento (a,b) pertenece a Ker (dq+1) si y solo si b pertenece a Ker
(
dv1,q

)
y dv0,q+1(a) = −dh1,q(b). Esto permite definir un morfismo

π : [(a,b)] ∈ Hq+1(T) 7→ [b] ∈ E21,q.

Es claro que Im(ι) está incluida en Ker(π). Sea [(a,b)] ∈ Ker(π), queremos encontrar
un elemento a ′ tal que (a ′ − a,b) pertenezca a Im (dq+2). Como π([(a,b)]) = 0, existe
c ∈ E1,q+1 tal que dv1,q+1(c) = b, y como (a,b) pertenece a Ker(dq+1), se cumple que

dv0,q+1(a) = −dh1,q(b) = −dh1,qd
v
1,q+1(c) = d

v
0,q+1d

h
1,q+1(c).

Por lo tanto dv0,q+1
(
a− dh1,q+1(c)

)
= 0 y si llamamos a ′ = a− dh1,q+1(c), obtenemos lo

que buscábamos. Acabamos de probar que hay una sucesión exacta corta

0 // E20,q+1
ι // Hq+1(T)

π // E21,q
// 0,
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que relaciona E20,q+1 y E21,q con Hq+1(T). Como estamos trabajando con espacios vectoria-
les, π es una retracción y resulta que

Hq+1(T) ∼= E20,q+1 ⊕ E21,q.

Definición 2.3.1. Una sucesión espectral de homología (que empieza en s) en una categoría
abeliana A consiste de los siguientes objetos:

• Una familia
{
Erp,q
}

de objetos de A definidos para todo p,q, r ∈ Z, r ≥ s.

• Una familia de morfismos
{
drp,q : Erp,q → Erp−r,q+r−1

}
que resultan ser diferenciales,

es decir drp,q ◦ drp+r,q−r+1 = 0, de manera que la recta de pendiente −(r+ 1)/r en el
reticulado Er•,• resulte ser un complejo.

• Isomorfismos entre Er+1p,q y la homología de Er•,• en el punto Erp,q:

Er+1p,q
∼= Ker

(
drp,q

)
/ Im

(
drp+r,q−r+1

)
.

El grado total de Erp,q es n = p+ q. Los términos de grado total n yacen en una recta de
pendiente −1 y cada diferencial hace decrecer el grado total por uno. Llamamos páginas
a cada reticulado Er•,• para todo r ≥ s.

Una sucesión espectral de homología ubicada en el primer cuadrante es una sucesión
espectral tal que Erp,q = 0 a menos que p ≥ 0 y q ≥ 0. Si fijamos p y q, entonces
Erp,q = Er+1p,q para todo r suficientemente grande. Esto se debe a que eventualmente el
dominio de drp+r,q−r+1 va a estar ubicado en el cuarto cuadrante y el codominio de drp,q
en el segundo cuadrante. Denotamos por E∞p,q a este valor estable de Erp,q.

Definición 2.3.2. Una sucesión espectral de cohomología (que arranca en s) en A es una familia{
E
p,q
r

}
de objetos de A junto con morfismos

{
d
p,q
r : Ep,q

r → E
p+r,q−r+1
r

}
que son diferen-

ciales, es decir dr ◦ dr = 0, e isomorfismos entre Er+1 y la homología de Er.

Definición 2.3.3. Una sucesión espectral de homología se dice acotada si para todo n
existe una cantidad finita del términos no nulos de grado total n en Es•,•. Recordar que
Es•,• es la primera página. Si este es el caso, para cada p,q existe un r0 tal que Erp,q = Er0p,q
para todo r ≥ r0. Denotamos por E∞p,q a este valor estable de Erp,q. Decimos que una
sucesión espectral acotada converge a H• si existe una familia de objetos {Hn}n∈Z en A,
cada uno con una filtración finita

0 = Fs Hn ⊆ · · · ⊆ Fp−1 Hn ⊆ Fp Hn ⊆ Fp+1 Hn ⊆ · · · ⊆ Ft Hn = 0

tal que E∞p,q
∼= Fp Hp+q /Fp−1 Hp+q. Si la sucesión espectral E converge a H• escribimos

Esp,q ⇒ Hp+q.
Una sucesión espectral de cohomología se dice acotada si para todo n existe una can-

tidad finita de términos no nulos de grado total n en E•,•s . Decimos que una sucesión
espectral acotada converge a H• si existe una familia de objetos {Hn}n∈Z en A, cada uno
con una filtración finita

0 = Ft Hn ⊆ · · · ⊆ Fp+1 Hn ⊆ Fp Hn ⊆ Fp−1 Hn ⊆ · · · ⊆ Fs Hn = 0

tal que Ep,q∞ ∼= Fp Hp+q /Fp+1 Hp+q.
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Una filtración F de un complejo C es una familia ordenada de subcomplejos de C

· · · ⊆ Fp−1C ⊆ FpC ⊆ · · · .

Como en los cálculos que se harán en esta tesis las sucesiones espectrales se estabilizarán
en la segunda página, al igual que en el ejemplo introductorio de esta sección, omitimos
la demostración del siguiente teorema. Ver el Capítulo 5 de [We].

Teorema 2.3.1. Una filtración F de un complejo C determina una sucesión espectral que
empieza con E0p,q = FpCp+q/Fp−1Cp+q y continúa con E1p,q = Hp+q(E

0
p,•).

Una filtración de un complejo C induce una filtración en la homología de C, el espacio
Fp Hn(C) es la imagen del morfismo Hn(FpC)→ Hn(C).

Teorema 2.3.2. Si C un complejo provisto de una filtración F acotada, entonces la sucesión
espectral asociada es acotada y converge a H•(C):

E1p,q = Hp+q(FpC/Fp−1(C))⇒ Hp+q(C).

Hay dos filtraciones usuales asociadas a cualquier complejo doble C que resultan en
sucesiones espectrales relacionadas con la homología del complejo total Tot(C). En esta
tesis vamos a hacer uso de una de estas.

Definición 2.3.4. (Filtración por columnas) Si C es un complejo doble, se puede filtrar
el complejo total Tot(C) de la siguiente manera. Sea 1Fn Tot(C) el complejo total del
subcomplejo doble de C

(
τ≤nC

)
p,q =


Cp,q si p ≤ n,

0 si no.

Esta filtración da lugar a una sucesión espectral
{
Erp,q
}

que empieza con E0p,q = Cp,q. Los
morfismos d0 son los morfismos verticales dv de C y por lo tanto E1p,q = Hv

q(Cp,•). Los
morfismos d1 son los morfismos horizontales dh inducidos en al homología. Si C es un
complejo doble ubicado en el primer cuadrante la filtración es acotada y por lo tanto la
sucesión espectral es convergente: E0p,q ⇒ Hp+q(Tot(C)).

La otra sucesión espectral usual es la que surge de filtrar por filas y se define de
manera análoga.
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Capítulo 3

Super plano de Jordan

El super plano de Jordan es la k-álgebra A = k
〈
x,y | x2,y2x− xy2 − xyx

〉
. En este ca-

pítulo calcularemos la homología y cohomología de Hochschild de A con coeficientes
en la misma álgebra. Luego describiremos la estructura de álgebra graduada que tiene
H•(A,A) y por último calcularemos la estructura de álgebra de Lie de H1(A,A).

El álgebra libre k 〈x,y〉 tiene una graduación tal que el grado x y el grado de y es 1.
Como el ideal (x2,y2x− xy2− xyx) es homogéneo con respecto a esta graduación, resulta
que A es un álgebra graduada. Dado a ∈ A, denotaremos por gr(a) al grado de este
elemento. Recordemos que A tiene como base al conjunto

B =
{
xa(yx)byc | a ∈ {0, 1},b, c ≥ 0

}
.

Todos los cálculos los haremos utilizando esta base, por eso es necesario conocer las
reglas de conmutación del álgebra que se encuentran en el Apéndice A.

3.1 La resolución proyectiva

Si bien la resolución bar es muy útil para probar resultados teóricos, a la hora de rea-
lizar cálculos explícitos es conveniente trabajar con resoluciones más chicas. Cuando se
trata de un álgebra graduada, como es el caso del super plano de Jordan, sabemos que
existe una resolución minimal. En esta sección construiremos una resolución proyectiva
minimal de A como Ae-módulo utilizando el método desarrollado en el articulo [CS].

Primero debemos definir un sistema de reducción R que satisfaga la condición del
diamante para el el ideal I =

(
x2,y2x− xy2 − xyx

)
. Fijamos el orden y < x entre las

variables, que induce un orden entre los monomios de k〈x,y〉 y sea

R = {(x2, 0), (y2, xy2 + xyx)}

el sistema de reducción asociado a este orden y al ideal I. Es claro que, para todo (s, f) ∈
R, f es irreducible. Nos resta verificar que todas las ambigüedades se resuelven. El
conjunto de ambigüedades es {x3,y2x2} y los siguientes diagramas muestran que ambas
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ambigüedades se resuelven:

x(x2) // x0

x3 0

(x2)x // 0x

(y2x)x // (xy2 + xyx)x xy2x+ xyx2 // x(xy2 + xyx)

$$
y2x2 0

y2(x2) // y20 0

Denotamos por An al conjunto de n-ambigüedades para todo n ≥ 2. Es inmediato
verificar que An = {xn+1,y2xn}. Además llamamos A0 al conjunto {x,y} y A1 al conjunto
{x2,y2x}. Ya estamos en condiciones de construir la resolución proyectiva. Consideramos
el siguiente complejo P•A de Ae-módulos

P•A : · · · d3// A⊗ kA2 ⊗A
d2 // A⊗ kA1 ⊗A

d1 //// A⊗ kA0 ⊗A
d0 // A⊗A // 0

donde los diferenciales están definidos como

d0(1⊗ x⊗ 1) = x⊗ 1− 1⊗ x,
d0(1⊗ y⊗ 1) = y⊗ 1− 1⊗ y,

d1(1⊗ x2 ⊗ 1) = x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x,

d1(1⊗ y2x⊗ 1) = y2 ⊗ x⊗ 1+ y⊗ y⊗ x+ 1⊗ y⊗ yx

−
(
xy⊗ y⊗ 1+ x⊗ y⊗ y+ 1⊗ x⊗ y2

)
− (xy⊗ x⊗ 1+ x⊗ y⊗ x+ 1⊗ x⊗ yx) ,

dn(1⊗ xn+1 ⊗ 1) = x⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+1 ⊗ xn ⊗ x,

dn(1⊗ y2xn ⊗ 1) = y2 ⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+1 ⊗ y2xn−1 ⊗ x

−
(
x⊗ y2xn−1 ⊗ 1+ xy⊗ xn ⊗ 1+ 1⊗ xn ⊗ y2 + 1⊗ xn ⊗ yx

)
para todo n ≥ 2. Veamos que P•A resulta ser una resolución proyectiva de A. Primero
debemos verificar que mAd0 = 0:

mAd0(1⊗ x⊗ 1) = mA(x⊗ 1− 1⊗ x) = x− x = 0,
mAd0(1⊗ y⊗ 1) = mA(y⊗ 1− 1⊗ y) = y− y = 0.
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Ahora vamos a probar que P•A es efectivamente un complejo:

d0d1

(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= d0(x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x) = x(x⊗ 1− 1⊗ x)

+ (x⊗ 1− 1⊗ x)x
= x2 ⊗ 1− x⊗ x+ x⊗ x− 1⊗ x2 = 0⊗ 1− 1⊗ 0 = 0,

d0d1

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= d1

(
y2 ⊗ x⊗ 1+ y⊗ y⊗ x+ 1⊗ y⊗ yx

−
(
xy⊗ y⊗ 1+ x⊗ y⊗ y+ 1⊗ x⊗ y2

)
− (xy⊗ x⊗ 1+ x⊗ y⊗ x+ 1⊗ x⊗ yx)

)
= y2(x⊗ 1− 1⊗ x) + y(y⊗ 1− 1⊗ y)x+ (y⊗ 1− 1⊗ y)yx

− xy(y⊗ 1− 1⊗ y) − x(y⊗ 1− 1⊗ y)y− (x⊗ 1− 1⊗ x)y2

− xy(x⊗ 1− 1⊗ x) − x(y⊗ 1− 1⊗ y)x− (x⊗ 1− 1⊗ x)yx

=
(
y2x− xy2 − xyx

)
⊗ 1− 1⊗

(
y2x− xy2 − xyx

)
= 0,

d1d2

(
1⊗ x3 ⊗ 1

)
= d1(x⊗ x2 ⊗ 1− 1⊗ x2 ⊗ x)

= x(x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x) − (x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x)x
= x2 ⊗ x⊗ 1+ x⊗ x⊗ x− x⊗ x⊗ x+ 1⊗ x⊗ x2 = 0,

d1d2

(
1⊗ y2x2 ⊗ 1

)
= d1

(
y2 ⊗ x2 ⊗ 1− 1⊗ y2x⊗ x− x⊗ y2x⊗ 1− xy⊗ x2 ⊗ 1

− 1⊗ x2 ⊗ y2 − 1⊗ x2 ⊗ yx
)

= y2x⊗ x⊗ 1+ y2 ⊗ x⊗ x− y2 ⊗ x⊗ x+ xy⊗ y⊗ x
+ x⊗ y⊗ yx+ 1⊗ x⊗ y2x+ xy⊗ x⊗ x− xy2 ⊗ x⊗ 1
− xy⊗ y⊗ x− x⊗ y⊗ yx+ x⊗ x⊗ y2 + x⊗ x⊗ yx
− xyx⊗ x⊗ 1− xy⊗ x⊗ x− x⊗ x⊗ y2 − 1⊗ x⊗ xy2

− x⊗ x⊗ yx− 1⊗ x⊗ xyx

=
(
y2x− xy2 − xyx

)
⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗

(
y2x− xy2 − xyx

)
= 0,

dndn+1

(
1⊗ xn+2 ⊗ 1

)
= dn

(
x⊗ xn+1 ⊗ 1+ (−1)n+2 ⊗ xn+1 ⊗ x

)
= x

(
x⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+1 ⊗ xn ⊗ x

)
+ (−1)n+2

(
x⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+1 ⊗ xn ⊗ x

)
x

= (−1)n+1x⊗ xn ⊗ x+ (−1)n+2x⊗ xn ⊗ x = 0,
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dndn+1

(
1⊗ y2xn+1 ⊗ 1

)
= dn

(
y2 ⊗ xn+1 ⊗ 1+ (−1)n+2 ⊗ y2xn ⊗ x− x⊗ y2xn ⊗ 1

− xy⊗ xn+1 ⊗ 1− 1⊗ xn+1 ⊗ y2 − 1⊗ xn+1 ⊗ yx
)

= y2 ⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+1y2 ⊗ xn ⊗ x

+ (−1)n+2
(
y2 ⊗ xn ⊗ x− x⊗ y2xn−1 ⊗ x

− xy⊗ xn ⊗ x− 1⊗ xn ⊗ y2x
)
− xy2 ⊗ xn ⊗ 1

+ (−1)n+2x⊗ y2xn−1 ⊗ x+ x⊗ xn ⊗ y2

+ x⊗ xn ⊗ yx− xyx⊗ xn ⊗ 1+ (−1)n+2xy⊗ xn ⊗ x
− x⊗ xn ⊗ y2 + (−1)n+2 ⊗ xn ⊗ xy2 − x⊗ xn ⊗ yx
+ (−1)n+2 ⊗ xn ⊗ xyx

=
(
y2x− xy2 − xyx

)
⊗ xn ⊗ 1

+ (−1)n+1 ⊗ xn ⊗
(
y2x− xy2 − xyx

)
= 0.

Llamamos δn a los diferenciales de la resolución de Bardzell del álgebra monomial aso-
ciada k〈x,y〉/(x2,y2x). El teorema [CS, Thm. 4.1] dice que si P•A es un complejo y para
todo i ≥ 0, los elementos que aparecen en la expresión (di − δi)(1 ⊗ q ⊗ 1) al borrar
los tensores, son más chicos en el orden inducido por el sistema de reducción, entonces
P•A → A → 0 resulta ser exacto. Como este es el caso y todos los Ae-módulos que
componen la resolución son libres, resulta que P•A es una resolución proyectiva. Co-
mo la imagen de cada diferencial está contenido en el radical del módulo codominio, la
resolución es minimal.

3.2 Homología de Hochschild

Para calcular la homología y la cohomología va a ser conveniente pensar a la resolución
P•A como el complejo total del siguiente complejo doble

A⊗ k{x4}⊗A

δ
��

��
∂

A⊗ k{y2x4}⊗Adoo

δ ′

��

�� ∂
′

A⊗ k{x3}⊗A

∂
��

A⊗ k{y2x3}⊗Adoo

∂ ′

��
A⊗ k{x2}⊗A

δ

��

A⊗ k{y2x2}⊗Adoo

δ ′

��
A⊗A A⊗ k{x,y}⊗Ad0oo A⊗ k{y2x}⊗Ad1oo
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donde A⊗A está en la posición (0, 0), A⊗ k{x,y}⊗A está en el lugar (1, 0) y así sucesi-
vamente. Los diferenciales de Ae-módulos son los siguientes:

d0(1⊗ v⊗ 1) = v⊗ 1− 1⊗ v, para todo v ∈ k{x,y},

d1(1⊗ y2x⊗ 1) = y2 ⊗ x⊗ 1+ y⊗ y⊗ x+ 1⊗ y⊗ yx
− (xy⊗ y⊗ 1+ x⊗ y⊗ y+ 1⊗ x⊗ y2)
− (xy⊗ x⊗ 1+ x⊗ y⊗ x+ 1⊗ x⊗ yx),

d(1⊗ y2xn ⊗ 1) = y2 ⊗ xn ⊗ 1− xy⊗ xn ⊗ 1− 1⊗ xn ⊗ y2 − 1⊗ xn ⊗ yx n ≥ 2,

δ(1⊗ xn ⊗ 1) = x⊗ xn−1 ⊗ 1+ 1⊗ xn−1 ⊗ x,

δ ′(1⊗ y2xn ⊗ 1) = −(x⊗ y2xn−1 ⊗ 1+ 1⊗ y2xn−1 ⊗ x) n ≥ 2,

∂(1⊗ xn ⊗ 1) = x⊗ xn−1 ⊗ 1− 1⊗ xn−1 ⊗ x,

∂ ′(1⊗ y2xn ⊗ 1) = −(x⊗ y2xn−1 ⊗ 1− 1⊗ y2xn−1 ⊗ x) n ≥ 3.

Llamamos X•,• a este complejo doble. Los diferenciales están elegidos de manera tal que
el complejo total de X•,• sea P•A. Al mirar las columnas, vemos que los diferenciales son
muy similares a los diferenciales de la resolución proyectiva de k [x]/(x2). Esto se debe
a que las columnas se corresponden con la relación cuadrática. Por otro lado las filas se
corresponden con la relación cúbica y son finitas debido a que esta relación no produce
ambigüedades consigo misma.

Para calcular la homología de Hochschild aplicamos el funtor A⊗Ae (−) al complejo
doble X•,• y obtenemos un nuevo complejo doble tal que la homología de su complejo
total es isomorfa a H•(A,A). El complejo es el siguiente

A⊗Ae (A⊗ k{x4}⊗A)

id⊗δ
��

��
id⊗∂

A⊗Ae (A⊗ k{y2x4}⊗A)id⊗doo

id⊗δ ′
��

��
id⊗∂ ′

A⊗Ae (A⊗ k{x3}⊗A)

id⊗∂
��

A⊗Ae (A⊗ k{y2x3}⊗A)id⊗doo

id⊗∂ ′
��

A⊗Ae (A⊗ k{x2}⊗A)

id⊗δ
��

A⊗Ae (A⊗ k{y2x2}⊗A)id⊗doo

id⊗δ ′
��

A⊗Ae (A⊗A) A⊗Ae (A⊗ k{x,y}⊗A)id⊗d0oo A⊗Ae (A⊗ k{y2x}⊗A)id⊗d1oo

Identificando de manera natural A⊗Ae (A⊗W ⊗A) con A⊗W para todo espacio vec-
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torial W resulta el complejo doble

A

δ
��

∂

A
doo

−δ
��

−∂

A

∂
��

A
doo

−∂
��

A

δ
��

A
doo

−δ
��

A A⊕Ad0oo A
d1oo

con los siguientes diferenciales k-lineales

d0(a,b) = [a, x] + [b,y] ,

d1(a) =
(
[a,y2] − (axy+ yxa), [x,a]y+ y [x,a] − xax

)
,

d(a) = [a,y2] − (axy+ yxa),

δ(a) = (ax+ xa, 0),
δ(a) = ax+ xa,
∂(a) = [a, x] .

Para calcular la homología total de este complejo vamos a utilizar la sucesión espectral
inducida por la filtración por columnas. Denotamos por Er•,• a la sucesión espectral.

3.2.1 Primera página

Para poder calcular los espacios de homología de la primera página de la sucesión espec-
tral vamos a necesitar saber qué valores toman los morfismos δ, δ y ∂ en los elementos
de la base B.

Empecemos con δ. Sea z = xa(yx)byc ∈ B, luego δ(z) = xa(yx)bycx+ xa+1(yx)byc.
Nos va a resultar conveniente escribir esta última expresión como combinación lineal de
elementos de B usando las reglas de conmutación demostradas en el Apéndice. Para eso
vamos a necesitar considerar diferentes casos.

• Si a = 0 y c = 2k,

δ(z) = (yx)by2kx+ x(yx)by2k = (yx)b

(
k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i

)
+ x(yx)by2k

=

k∑
i=0

k!

i!
(yx)bx(yx)k−iy2i + x(yx)by2k.

– Si b = 0,

δ(z) =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i + xy2k.
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– Si b ≥ 1, como x2 = 0,

δ(z) =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b−1(yx)x(yx)k−iy2i + x(yx)by2k = x(yx)by2k.

• Si a = 0 y c = 2k+ 1,

δ(z) = (yx)by2k+1x+ x(yx)by2k+1

= (yx)b

(
k∑
i=0

k!

i!
(yx)k−i+1y2i

)
+ x(yx)by2k+1

=

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1.

• Si a = 1 y c = 2k,

δ(z) = x(yx)by2kx+ x2(yx)byc = x(yx)by2kx

= x(yx)b

(
k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i

)

=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)bx(yx)k−iy2i.

= 0,

ya que como x2 = 0, resulta que x(yx)bx = 0 para todo b ≥ 0.

• Si a = 1 y c = 2k+ 1

δ(x) = x(yx)by2k+1x = x(yx)b

(
k∑
i=0

k!

i!
(yx)k−i+1y2i

)

=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i.

Con este cálculo probamos que

Im(δ) =

〈
k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i + xy2k, x(yx)b+1y2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1,

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i : b,k ≥ 0

〉
.

Ahora que ya tenemos un conjunto de generadores de Im(δ), queremos extraer una base.

Proposición 3.2.1. El conjunto{
x(yx)by2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1 : b,k ≥ 0

}

es una base de Im(δ).
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Demostración. Vamos a usar las siguientes notaciones:

ηk =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i + xy2k,

θb,k = x(yx)
b+1y2k,

λb,k =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1,

µb,k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i.

Sabemos que el conjunto {ηk, θb,k, λb,k, µb,k : b,k ≥ 0} genera Im(δ). Como

ηk =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i + xy2k =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i + 2xy2k

=

k−1∑
i=0

k!

i!
θk−i−1,i + 2xy

2k

y la característica de k es 0, resulta que xy2k pertenece a Im(δ) para todo k ≥ 0. Por otro
lado,

µb,k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i =

k∑
i=0

k!

i!
θb+k−i,i.

Por lo tanto{
θb,k, xy2k, λb,k : b,k ≥ 0

}
=

{
x(yx)by2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1 : b,k ≥ 0

}

genera Im(δ). Más aún, se trata de una base ya que cualquier combinación lineal de
elementos de este conjunto es una combinación lineal de elementos distintos de B.

Proposición 3.2.2. El conjunto{(
x(yx)by2k, 0

)
,

(
k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1, 0

)
: b,k ≥ 0

}

es una base de Im(δ).

Demostración. Se deduce de que para todo z ∈ A, δ(z) = (δ(z), 0).

Nos resta calcular los valores que toma ∂ en los elementos de la base y obtener una
base de su imagen. Calculemos ∂(z) para z = xa(yx)byc ∈ B. Como

∂(z) = xa(yx)bycx− xa+1(yx)byc,

resulta que
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• si a = 0 y c = 2k,

∂(z) = (yx)by2kx− x(yx)by2k =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)bx(yx)k−iy2i − x(yx)by2k.

– Si b = 0,

∂(z) =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i − xy2k =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i.

– Si b ≥ 1, usando nuevamente que x2 = 0,

∂(z) = −x(yx)by2k.

• Si a = 0 y c = 2k+ 1,

∂(z) = (yx)by2k+1x− x(yx)by2k+1 =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i − x(yx)by2k+1.

• Si a = 1 y c = 2k,

∂(z) = x(yx)by2kx− x2(yx)by2k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)bx(yx)k−iy2i = 0,

ya que x(yx)bx = 0 para todo b ≥ 0.

• Si a = 1 y c = 2k+ 1,

∂(z) = x(yx)by2kx− x2(yx)by2k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i.

Con este cálculo probamos que

Im(∂) =

〈
k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i, x(yx)b+1y2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i − x(yx)by2k+1,

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i : b,k ≥ 0

〉
.

Proposición 3.2.3. El conjunto{
x(yx)b+1y2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i − x(yx)by2k+1 : b,k ≥ 0

}

es una base de Im(∂).
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Demostración. Llamamos como antes

ηk−1 =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i,

θb,k = x(yx)
b+1y2k,

λb,k =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i − x(yx)by2k+1,

µb,k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i.

Como k− i ≥ 1 para todo i, 0 ≤ i ≤ k− 1, entonces

ηk−1 =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i =

k−1∑
i=0

k!

i!
θk−1−i,i.

Por otro lado como b+ k− i+ 1 ≥ 1 para todo i, 0 ≤ i ≤ k, entonces

µb,k =

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k−i+1y2i =

k∑
i=0

k!

i!
θb+k−i,i.

Luego el conjunto{
x(yx)b+1y2k,

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i − x(yx)by2k+1 : b,k ≥ 0

}

genera Im(∂) y es fácil ver que es una base.

Ya estamos en condiciones de calcular la primera página de la sucesión espectral.

Proposición 3.2.4. El espacio vectorial E11,0 =
A⊕A
Im(δ)

tiene como base al conjunto{[
((yx)byc, 0)

]
: b, c ≥ 0

}
∪
{[

(0, xa(yx)byc)
]

: a ∈ {0, 1} y b, c ≥ 0
}

.

Demostración. Debido a la Proposición 3.2.2, resulta que[
(x(yx)by2k, 0)

]
= 0,[

(−x(yx)by2k+1, 0)
]
=

k∑
i=0

k!

i!

[
(yx)b+k−i+1y2i, 0)

]
y por lo tanto, el conjunto que aparece en el enunciado de la proposición genera E11,0. Es
fácil verificar que también es linealmente independiente.

Vamos a identificar a E11,0 = A⊕A
Im(δ)

con A
Im(δ) ⊕ A y vamos escribir a los elementos

[(a,b)] ∈ E11,0 como ([a] , [b]) para poder trabajar más fácilmente con cada coordenada
por separado.
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Proposición 3.2.5. El espacio vectorial E12,0 =
A

Im(δ) tiene como base al conjunto{[
(yx)byc

]
: b, c ≥ 0

}
.

Demostración. Se deduce mediante un razonamiento análogo al anterior.

Proposición 3.2.6. Los espacios vectoriales E11,2i+1 ∼= E12,2i+1 tienen como base al conjunto{[
xy2n

]
: n ≥ 0

}
, para todo i ≥ 0.

Demostración. Es claro que el núcleo y la imagen de δ : E01,2i+1 → E01,2i son isomorfos,
respectivamente, al núcleo y la imagen de −δ : E02,2i+1 → E02,2i. Lo mismo ocurre con los
morfismos ∂ y −∂. Además Ker(δ) es igual a Ker(δ) y luego E11,2i+1 es isomorfo E12,2i+1,
para todo i ≥ 0. Sea z ∈ Ker(δ), como δ(w) = 0 ó gr(δ(w)) = gr(w) + 1 para todo w ∈ A
y las relaciones que definen a A son homogéneas, podemos suponer que z es homogéneo.
Separamos el cálculo según la paridad del grado de z.

• Si gr(z) = 2n, entonces

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l +

n∑
i=1

βix(yx)
n−iy2i−1.

Por la Proposición 3.2.3, sabemos que x(yx)n−iy2i−1 −
∑i−1
j=0

(i−1)!
j! (yx)n−jy2j perte-

nece a la imagen de ∂ para todo 1 ≤ i ≤ n. Por lo tanto, reduciendo módulo
bordes, podemos suponer que z =

∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l. Si z pertenece al núcleo de δ,
entonces

0 = δ(z) = δ

(
n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l

)
=

n∑
l=0

αlδ((yx)
n−ly2l)

=

n−1∑
l=0

αlδ((yx)
n−ly2l) +αnδ(y

2n)

=

n−1∑
l=0

αlx(yx)
n−ly2l +αn

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l +αnxy

2n

=

n−1∑
l=0

(αl +αn
n!

l!
)x(yx)n−ly2l + 2αnxy

2n.

Como el monomio xy2n no aparece en la sumatoria, resulta que αn = 0. Luego

n−1∑
l=0

αlx(yx)
n−ly2l = 0

y como los monomios que aparecen en la suma son linealmente independientes,
entonces αl = 0 para todo l, 0 ≤ l ≤ n− 1. Es decir, z = 0.

• Si gr(z) = 2n+ 1, entonces

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l+1 +

n∑
l=0

βlx(yx)
n−ly2l.
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La Proposición 3.2.3, asegura que x(yx)n−ly2l ∈ Im(∂) para todo 0 ≤ l ≤ n− 1. Por
lo tanto, reduciendo módulo bordes, podemos suponer que z =

∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l+1+
βxy2n. Si z pertenece al núcleo de δ, entonces

0 = δ(z) =

n∑
l=0

αlδ((yx)
n−ly2l+1) +βδ(xy2n)

=

n∑
l=0

αl

(
l∑
i=0

l!

i!
(yx)n+1−iy2i + x(yx)n−ly2l+1

)

=

n∑
l=0

l∑
i=0

αl
l!

i!
(yx)n+1−iy2i +

n∑
l=0

αlx(yx)
n−ly2l+1.

En particular
∑n
l=0 αlx(yx)

n−ly2l+1 = 0, por lo tanto αl = 0 para todo l, 0 ≤ l ≤ n.
Es decir, z = βxy2n y

E11,2i+1 = E
1
2,2i+1 =

〈[
xy2n

]
: n ≥ 0

〉
.

Veamos que los generadores que encontramos forman una base. Sea [w] ∈ Ker(δ)
Im(∂) una

combinación lineal de elementos de la forma [xy2n] y supongamos que [w] = 0, es decir,
w ∈ Im(∂). Como los elementos que generan Im(δ) son homogéneos podemos suponer
que w también lo es y por lo tanto w = λxy2n para algún n ≥ 0 y para algún λ ∈ k. Pero
los únicos elementos de la forma x(yx)byc que pertenecen a Im(δ) cumplen que b ≥ 1.
Por lo tanto λ = 0 y el conjunto

{
[xy2n] : n ≥ 0

}
es una base de Ker(δ)

Im(∂) .

Proposición 3.2.7. Para todo i ≥ 1, los espacios vectoriales E11,2i ∼= E
1
2,2i tienen como base

al conjunto
{∑n

l=0
n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]
: n ≥ 0

}
.

Demostración. Sea z ∈ Ker(∂), nuevamente podemos suponer que z es homogéneo por la
misma razón que antes. Separamos el cálculo de z según la paridad de su grado.

• Si gr(z) = 2n,n ≥ 0,

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l +

n∑
i=1

βix(yx)
n−iy2i−1.

Debido a la Proposición 3.2.1, sabemos que x(yx)n−iy2i−1 +
∑i−1
j=0

(i−1)!
j! (yx)n−jy2j ∈

Im(δ) para todo 1 ≤ i ≤ n. Por lo tanto, reduciendo módulo bordes, podemos
suponer que z =

∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l. Si z ∈ Ker(∂), entonces

0 =

n∑
l=0

αl∂((yx)
n−ly2l) =

n−1∑
l=0

αl∂((yx)
n−ly2l) +αn∂(y

2n)

=

n−1∑
l=0

αl(−x(yx)
n−ly2l) +αn

n−1∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l =

n−1∑
l=0

(−αl +αn
n!

l!
)x(yx)n−ly2l.

Por lo tanto αl = αn n!l! para todo 0 ≤ l ≤ n y

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l = αn

n∑
l=0

n!

l!
(yx)n−ly2l.
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• Si gr(z) = 2n+ 1,n ≥ 0,

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l+1 +

n∑
l=0

βlx(yx)
n−ly2l.

Por la Proposición 3.2.1, x(yx)n−ly2l ∈ Im(δ) para todo l, 0 ≤ l ≤ n. Nuevamente
reduciendo módulo bordes, podemos suponer que z =

∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l+1. Si z
pertenece al núcleo de ∂, entonces

0 =

n∑
l=0

αl∂((yx)
n−ly2l+1) =

n∑
l=0

αl

(
l∑
i=0

l!

i!
(yx)n−i+1y2i − x(yx)n−ly2l+1

)

=

n∑
l=0

l∑
i=0

αl
l!

i!
(yx)n−i+1y2i −

n∑
l=0

αlx(yx)
n−ly2l+1.

En particular
∑n
l=0 αlx(yx)

n−ly2l+1 = 0 y por lo tanto αl = 0 para todo 0 ≤ l ≤ n.
Luego E11,2i ∼= E

1
2,2i y están generados por el conjunto{

n∑
l=0

n!

l!

[
(yx)n−ly2l

]
: n ≥ 0

}
.

Nuevamente para verificar que estos generadores forman una base alcanza con probar
que para todo n ≥ 0, w =

∑n
l=0

n!
l! (yx)

n−ly2l no pertenece al subespacio Im(δ). Como
el grado de w es par, si w ∈ Im(δ), entonces necesariamente w debería pertenecer al
subespacio〈

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1 : b,k ≥ 0

〉
.

Pero esto es absurdo debido a que aparecen términos de la forma x(yx)by2k+1.

El siguiente diagrama describe la primera página de la sucesión espectral:

〈[
xy2n

]〉 〈[
xy2n

]〉d(1)oo

〈∑n
l=0

n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉 〈∑n
l=0

n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉d(1)oo

〈[
xy2n

]〉 〈[
xy2n

]〉d(1)oo

A
〈([

(yx)byc
]

, 0
)〉⊕

A
d
(1)
0oo

〈[
(yx)byc

]〉d
(1)
1oo

donde d(1)0 , d(1)1 y d(1) son los morfismos inducidos en la homología por d0, d1 y d,
respectivamente.
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3.2.2 Segunda página

Debido a la forma del complejo doble, la sucesión espectral se estaciona rápidamente y
E2 = E∞. Para el cálculo de la segunda página procederemos de igual manera que para la
primera. Calcularemos qué valores toman los morfismos d(1)0 ,d(1)1 y d(1) en los elementos
de las bases correspondientes y luego obtendremos una descripción de las imágenes de
estos morfismos. Por último calcularemos las homologías en cada lugar.

Proposición 3.2.8. Para todo k ≥ 0, el morfismo d(1) : E12,2k+1 → E11,2k+1 es nulo.

Demostración. Sea
[
xy2n

]
un elemento de la base de E12,2k+1, entonces

d(xy2n) =
[
xy2n,y2

]
− xy2nxy =

[
xy2n,y2

]
− x

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l+1

=
[
xy2n,y2

]
=
[
x,y2

]
y2n + x

[
y2n,y2

]
=
[
x,y2

]
y2n

= (xy2 − y2x)y2n = (−xyx)y2n.

Luego d(xy2n) ∈ Im(∂) y por lo tanto d(1)(
[
xy2n

]
) = 0.

Proposición 3.2.9. Para todo k ≥ 1, el morfismo d(1) : E12,2k → E11,2k es nulo.

Demostración. Sea w =
∑n
l=0

n!
l! (yx)

n−ly2l, de modo que [w] es un elemento de la base de
E12,2k.

• Si n = 0, entonces

d(w) = d(1) =
[
1,y2

]
− (xy+ yx) = −xy− yx.

Luego d(w) ∈ Im(δ) y d(1)([w]) = 0. De hecho, utilizando la notación de la demos-
tración de la Proposición 3.2.1, resulta que d(w) = −λ0,0.

• Si n ≥ 1 podemos suponer que n = m+ 1, donde m ≥ 0. Usando en la última
igualdad la Proposición A.0.1, deducimos que

w =

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!
(yx)m+1−ly2l =

(
(m+ 1)

m∑
l=0

m!

l!
(yx)m+1−ly2l

)
+ y2m+2

= (m+ 1)y2m+1x+ y2m+2.

Aplicando d obtenemos que

d(w) = d((m+ 1)y2m+1x+ y2m+2) = (m+ 1)d(y2m+1x) + d(y2m+2).
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Calculemos d(y2m+1x) y d(y2m+2) por separado:

d(y2m+1x) =
[
y2m+1x,y2

]
− yxy2m+1x = y2m+1

[
x,y2

]
− yxy2m+1x

= y2m+1(−xyx) − yxy2m+1x = −y2m+1xyx− yxy2m+1x

= −

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−i+1y2i+1x−

m∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j

= −

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−i+1

 i∑
j=0

i!

j!
(yx)i−j+1y2j

−

m∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j

= −

m∑
i=0

i∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j −

m∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j

= −

m∑
j=0

m∑
i=j

m!

j!
(yx)m−j+2y2j −

m∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j

= −

m∑
j=0

(m− j+ 1)
m!

j!
(yx)m−j+2y2j −

m∑
j=0

m!

j!
(yx)m−j+2y2j

= −

m∑
j=0

(m− j+ 2)
m!

j!
(yx)m−j+2y2j

y

d(y2m+2) =
[
y2m+2,y2

]
− (y2m+2xy+ yxy2m+2) = −y2m+2xy− yxy2m+2

= −

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!
x(yx)m−l+1y2l+1 − yxy2m+2.

Luego

d(1)([w]) = −

m∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

−

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!

[
x(yx)m−l+1y2l+1

]
−
[
yxy2m+2

]
= −

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

−

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!

[
x(yx)m−l+1y2l+1

]
.

Como
∑k
i=0

k!
i! (yx)

b+k−i+1y2i + x(yx)by2k+1 ∈ Im(δ) para todo b,k ≥ 0, eligiendo
k = l, b = m− l+ 1, obtenemos que −

[
x(yx)m−l+1y2l+1

]
=
∑l
j=0

l!
j!

[
(yx)m−j+2y2j

]
.

Por lo tanto
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d1([w]) =

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]
−

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!

[
x(yx)m−l+1y2l+1

]

= −

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

+

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!

 l∑
j=0

l!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]
= −

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

+

m+1∑
l=0

l∑
j=0

(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

= −

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

+

m+1∑
j=0

m+1∑
l=j

(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

= −

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]

+

m+1∑
j=0

(m− j+ 2)
(m+ 1)!

j!

[
(yx)m−j+2y2j

]
= 0.

El siguiente paso va a ser calcular qué valores toma d(1)1 en los elementos de la base
de E12,0. Llamemos f a la composición de d1 con la proyección en la primera coordenada
y llamemos g a la composición de d1 con la proyección en la segunda coordenada, de
modo que

d1(a) =
([
a,y2

]
− (axy+ yxa), [x,a]y+ y [x,a] − xax

)
= (f(a),g(a)), para todo a ∈ A.

Para no complicar la notación seguiremos llamando f al morfismo inducido por f en la
homología. Lo mismo haremos con g. Empecemos calculando qué valores toma f en
los elementos de la base de E12,0. Sean b, c ≥ 0 y z = (yx)byc, de modo que [z] sea un
elemento de la base de E12,0. Luego

f(z) =
[
(yx)byc,y2

]
−
(
(yx)bycxy+ yx(yx)byc

)
=
[
(yx)b,y2

]
yc − (yx)b(ycx)y− (yx)b+1yc

= (yx)byc+2 − y2(yx)byc − (yx)b(ycx)y− (yx)b+1yc
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y debido a la Proposición A.0.3,

f(z) = (yx)byc+2 − ((yx)by2 + b(yx)b+1)yc − (yx)b(ycx)y− (yx)b+1yc

= −(b+ 1)(yx)b+1yc − (yx)b(ycx)y.

En la homología, resulta que

• si c = 2k,

f([z]) = −(b+ 1)
[
(yx)b+1y2k

]
−

k∑
i=0

k!

i!

[
(yx)bx(yx)k−iy2i+1

]
.

– Si b = 0

f([z]) = −
[
(yx)y2k

]
−

k∑
i=0

k!

i!

[
x(yx)k−iy2i+1

]
.

Como
(∑n

l=0
n!
l! (yx)

d+n−l+1y2l + x(yx)by2n+1, 0
)
∈ Im(δ) para todo n,d ≥ 0,

podemos elegir n = i, d = k− i y obtenemos que

−
[
x(yx)k−iy2i+1

]
=

i∑
l=0

i!

l!

[
(yx)k−l+1y2l

]
.

Luego

f([z]) = −
[
(yx)y2k

]
+

k∑
i=0

i∑
l=0

k!

l!

[
(yx)k−l+1y2l

]
= −

[
(yx)y2k

]
+

k∑
l=0

(k− l+ 1)
k!

l!

[
(yx)k−l+1y2l

]
=

k−1∑
l=0

(k− l+ 1)
k!

l!

[
(yx)k−l+1y2l

]
.

– Si b ≥ 1,

f([z]) = −(b+ 1)
[
(yx)b+1y2k

]
.

• Si c = 2k+ 1,

f([z]) = −(b+ 1)
[
(yx)b+1y2k+1

]
−

k∑
i=0

k!

i!

[
(yx)k+b−i+1y2i+1

]
= −(b+ 2)

[
(yx)b+1y2k+1

]
−

k−1∑
i=0

k!

i!

[
(yx)k+b−i+1y2i+1

]
.

Ahora vamos a calcular qué valores toma g. Dados b, c y z como antes,

g(z) = [x, z]y+ y [x, z] − xzx =
[
x, (yx)byc

]
y+ y

[
x, (yx)byc

]
− x(yx)bycx

= x(yx)byc+1 − (yx)bycxy+ (yx)b+1yc − y(yx)bycx− x(yx)bycx.
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• Si b = 0,

g(z) = xyc+1 − ycxy+ yxyc − yc+1x− xycx.

– Si c = 2k,

g(z) = xy2k+1 − y2kxy+ yxy2k − y2k+1x− xy2kx

= xy2k+1 −

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+1 + yxy2k −

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i

= −

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+1 −

k−1∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i.

– Si c = 2k+ 1,

g(z) = xy2k+2 − y2k+1xy+ yxy2k+1 − y2k+2x− xy2k+1x

= xy2k+2 −

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i+1 + yxy2k+1 −

k+1∑
i=0

(k+ 1)!

i!
x(yx)k+1−iy2i

−

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+1−iy2i

= −

k−1∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i+1 −

k∑
i=0

(
(k+ 1)!

i!
+
k!

i!

)
x(yx)k+1−iy2i

= −

k−1∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i+1 −

k∑
i=0

(k+ 2)k!

i!
x(yx)k+1−iy2i.

• Si b ≥ 1, debido a la Proposición A.0.3,

g(z) = x(yx)byc+1− (yx)bycxy+ (yx)b+1yc− x(yx)b−1yc+2x− (b+ 1)x(yx)bycx.

– Si c = 2k,

g(z) = x(yx)by2k+1 + (yx)b+1y2k.

– Si c = 2k+ 1,

g(z) = x(yx)by2k+2 − (yx)by2k+1xy+ (yx)b+1y2k+1

− x(yx)b−1y2k+3x− (b+ 1)x(yx)by2k+1x

= x(yx)by2k+2 −

k∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k+1−iy2i+1 + (yx)b+1y2k+1

−

k+1∑
i=0

(k+ 1)!

i!
x(yx)b+k+1−iy2i − (b+ 1)

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)b+k+1−iy2i

= −

k−1∑
i=0

k!

i!
(yx)b+k+1−iy2i+1 −

k∑
i=0

(k+ b+ 2)k!

i!
x(yx)b+k+1−iy2i.
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Con este cálculo encontramos generadores de Im
(
d
(1)
1

)
. Nos resta obtener una base de

este espacio.
Para enunciar la próxima proposición vamos a utilizar la siguiente notación:

θ1b,k = −(b+ 1)
[
(yx)b+1y2k

]
,

θ2b,k =
[
x(yx)by2k+1

]
+
[
(yx)b+1y2k

]
,

λ1b,k = (b+ 1)
[
(yx)by2k+1

]
+

k−1∑
i=0

k!

i!

[
(yx)k+b−iy2i+1

]
λ2b,k =

k−1∑
i=0

k!

i!

[
(yx)b+k−iy2i+1

]
+

k∑
i=0

(k+ b+ 1)k!

i!

[
x(yx)b+k−iy2i

]
para todo k ≥ 0, b ≥ 1.

Proposición 3.2.10. El conjunto
{(
θ1b,k, θ2b,k

)
,
(
λ1b,k, λ2b,k

)
| k ≥ 0,b ≥ 1

}
es una base de

Im
(
d
(1)
1

)
.

Demostración. Llamamos

η1k =

k−1∑
l=0

(k− l+ 1)
k!

l!

[
(yx)k−l+1y2l

]
,

η2k = −

k−1∑
i=0

k!

i!

[
x(yx)k−iy2i+1

]
−

k−1∑
i=0

k!

i!

[
(yx)k+1−iy2i

]
para todo k ≥ 0. Sabemos que el conjunto{(

θ1b,k, θ2b,k

)
,
(
λ1b,k, λ2b,k

)
,
(
η1k,η2k

)
| k ≥ 0,b ≥ 1

}
genera Im

(
d
(1)
1

)
. Si k = 0, entonces η1k = 0 y η2k = 0. Si k ≥ 1, entonces

(
η1k,η2k

)
=

k−1∑
l=0

(
θ1k−l,l, θ

2
k−l,l

)
.

Por lo tanto el conjunto
{(
θ1b,k, θ2b,k

)
,
(
λ1b,k, λ2b,k

)
| k ≥ 0,b ≥ 1

}
genera Im

(
d
(1)
1

)
y es

fácil ver que es una base.

Nos resta calcular qué valores toma d(1)0 en los elementos de la base de E11,0 y obtener
una base de su imagen. Recordemos que E11,0 está generado por los elementos de la
forma

([
(yx)byc

]
, 0
)

y
(
0,
[
xa(yx)byc

])
para todo a ∈ {0, 1} y para todo b, c ≥ 0. Sea

z = ((yx)byc, 0) ∈ A⊕A, como d0(z) = ∂(z), resulta que:

• si c = 2k y b = 0,

d0(z) =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i.
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• Si c = 2k y b ≥ 1,

d0(z) = −x(yx)by2k.

• Si c = 2k+ 1,

d0(z) =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+b+1−iy2i − x(yx)by2k+1.

Sea z = (0, xa(yx)byc), como d0(z) = d0((0, xa(yx)byc)) = xa(yx)byc+1 − yxa(yx)byc,
resulta que:

• si a = 1,

d0(z) = x(yx)
byc+1 − (yx)b+1yc.

• Si a = 0 y b = 0,

d0(z) = 0.

• Si a = 0 y b ≥ 1,

d0(z) = (yx)byc+1 − x(yx)b−1yc+2 − bx(yx)byc.

Estos valores que obtuvimos generan Im(d
(1)
0 ). Antes de encontrar una base de Im(d

(1)
0 )

vamos a darle nombres a estos generadores, como hicimos antes, para simplificar la
escritura del cálculo:

ηk =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i,

θb,k = x(yx)
b+1y2k,

λb,k =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+b+1−iy2i − x(yx)by2k+1,

µb,c = x(yx)
byc+1 − (yx)b+1yc,

νb,c = (yx)b+1yc+1 − x(yx)byc+2 − (b+ 1)x(yx)b+1yc,

para todo b,k, c ≥ 0. Sabemos que el conjunto

{ηk, θb,k, λb,k,µb,c,νb,c | b,k, c ≥ 0}

genera Im
(
d
(1)
0

)
. Como µb,c+1 + νb,c = −(b+ 1)x(yx)b+1yc para todo b, c ≥ 0, resulta

que x(yx)b+1yc ∈ Im
(
d
(1)
0

)
y por lo tanto x(yx)b+1yc+1 − µb+1,c = (yx)b+2yc ∈ Im

(
d
(1)
0

)
para todo b, c ≥ 0. A partir de esta observación es fácil probar la siguiente proposición.

Proposición 3.2.11. El conjunto{[
x(yx)b+1yc

]
,
[
(yx)b+2yc

]
,
[
xyc+1 − (yx)yc

]
| b, c ≥ 0

}
es una base de Im

(
d
(1)
0

)
.
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Ya estamos en condiciones de calcular E2. Vamos a escribir a, en vez de [a], cuando
nos refiramos a un elemento de la segunda página.

Las siguientes tres proposiciones son consecuencia inmediata de las Proposiciones
3.2.8, 3.2.9 y 3.2.11 respectivamente.

Proposición 3.2.12. Para todo i ≥ 0, los espacios vectoriales E21,2i+1 ∼= E22,2i+1 tienen como

base al conjunto
{
xy2n : n ≥ 0

}
.

Proposición 3.2.13. Para todo i ≥ 1, los espacios vectoriales E21,2i ∼= E
2
2,2i tienen como base

al conjunto
{∑n

l=0
n!
l! (yx)

n−ly2l : n ≥ 0
}

.

Proposición 3.2.14. El espacio vectorial E20,0 tiene como base al conjunto
{
xyn,yn : n ≥ 0

}
.

Nos resta calcular E21,0 y E22,0.

Proposición 3.2.15. El espacio vectorial E22,0 tiene como base al conjunto{
n∑
l=0

n!

l!
(yx)n−ly2l : n ≥ 0

}
.

Demostración. Nuevamente escribimos d(1)1 = (f,g). Sea [z] ∈ Ker
(
d
(1)
1

)
, como f(z) = 0 ó

gr(f(z)) = gr(z) + 3, g(z) = 0 ó gr(g(z)) = gr(z) + 3 y la graduación pasa a la homología,
debido a que los diferenciales son graduados, podemos suponer que [z] es homogéneo.
Separamos el cálculo de [z] según la paridad de su grado.

• Si gr(z) = 2n, z =
∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l. Como [z] pertenece a Ker
(
d
(1)
1

)
, en particular

f([z]) = 0 y por lo tanto

0 = f([z]) =

n∑
l=0

αlf
([

(yx)n−ly2l
])

= −

n−1∑
l=0

αl(n− l+ 1)
[
(yx)n−l+1y2l

]
+

n−1∑
l=0

αn(n− l+ 1)
n!

l!

[
(yx)n−l+1y2l

]
=

n−1∑
l=0

(n− l− 1)

(
αn
n!

l!
−αl

) [
(yx)n−l+1y2l

]
.

Por lo tanto αl = αn
n!
l! para todo l, 0 ≤ l ≤ n y [z] = αn

∑n
l=0

n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]
. Es

fácil verificar que si este el caso, d(1)1 ([z]) = 0.

• Si gr(z) = 2n+ 1, z =
∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l+1. Al igual que antes, como [z] pertenece a
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Ker
(
d
(1)
1

)
, resulta que f([z]) = 0 y por lo tanto

0 = f([z]) =

n∑
l=0

αlf
([

(yx)n−ly2l+1
])

= −

n∑
l=0

αl(n− l+ 2)
[
(yx)n−l1y2l+1

]
−

n∑
l=0

l−1∑
i=0

αl
l!

i!

[
(yx)n−i+1y2i+1

]
= −

n∑
l=0

αl(n− l+ 2)
[
(yx)n−l1y2l+1

]
−

n−1∑
l=0

n∑
j=l+1

j!

l!
αl

[
(yx)n−l+1y2l+1

]

= −2αn(yx)y
2n+1 −

n−1∑
l=0

(n− l+ 2) +

n∑
j=l+1

j!

l!

αl [(yx)n−l+1y2l+1]
Luego αl = 0 para todo l, 0 ≤ l ≤ n.

De este cálculo se deduce que E22,0 =
〈∑n

l=0
n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]
| n ≥ 0

〉
. Más aún, como los

generadores que encontramos son combinaciones lineales homogéneas no nulas de ele-
mentos de la base de E12,0 y entre ellos tienen grados distintos, resulta que son linealmente
independientes.

Proposición 3.2.16. El espacio vectorial E21,0 tiene como base al conjunto{
n∑
l=0

n!

l!

(
(yx)n−ly2l, 0

)
,
(
−(yx)2n, xy2n+1 + (yx)y2n

)
,
(
0,yn

)
,(

y2n+1,
n∑
l=0

n!

l!

n+ 1

n+ 1− l
x(yx)n−ly2l +

n∑
l=0

n!

l!

1

n− l
(yx)n−ly2l+1

)
,n ≥ 0

}
.

Demostración. Sea ([z], [w]) ∈ Ker(d(1)0 ), nuevamente podemos suponer que w y z son
homogéneos y tienen el mismo grado. Separamos el cálculo de [z] y de [w] según la
paridad sus grados.

• Si el grado es 2n,

([z], [w]) =

(
n∑
l=0

αl

[
(yx)n−ly2l

]
,
n−1∑
l=0

βl

[
x(yx)n−l−1y2l+1

]
+

n∑
l=0

γl

[
(yx)n−ly2l

])

57



y por lo tanto

0 = d
(1)
0 ([z], [w]) = αn

n−1∑
l=0

n!

l!

[
x(yx)n−ly2l

]
−

n−1∑
l=0

αl

[
x(yx)n−ly2l

]
+

n−1∑
l=0

βl

([
x(yx)n−l−1y2l+2

]
−
[
(yx)n−ly2l+1

])
+

n−1∑
l=0

γl

([
(yx)n−ly2l+1

]
−
[
x(yx)n−l−1y2l+2

]
− (n− l)

[
x(yx)n−ly2l

])
=

n−1∑
l=0

(γl −βl)
[
(yx)n−ly2l+1

]
+

n−1∑
l=0

(βl − γl)
[
x(yx)n−l−1y2l+2

]
+

n−1∑
l=0

(
αn
n!

l!
−αl − (n− l)γl

) [
x(yx)n−ly2l

]
.

Como todos los monomios que aparecen en las sumas son linealmente indepen-
dientes, resulta que βl = γl y αl = αn

n!
l! − (n− l)γl para todo l, 0 ≤ l ≤ n− 1.

Luego

([z], [w]) =

(
n∑
l=0

(
αn
n!

l!
− (n− l)γl

) [
(yx)n−ly2l

]
,

n−1∑
l=0

γl

[
x(yx)n−l−1y2l+1 + (yx)n−ly2l

]
+ γn

[
y2n
] )

= αn

n∑
l=0

n!

l!

([
(yx)n−ly2l

]
, 0
)
+ γn

(
0,
[
y2n
])

+

n−1∑
l=0

γl

(
−(n− l)

[
(yx)n−ly2l

]
,
[
x(yx)n−l−1y2l+1

]
+
[
(yx)n−ly2l

])
= αn

n∑
l=0

n!

l!

([
(yx)n−ly2l

]
, 0
)
+ γn

(
0,
[
y2n
])

+ γn−1

(
−
[
(yx)y2n−2

]
,
[
xy2n−1

]
+
[
yxy2n−2

])
.

La última igualidad se debe a que(
−(n− l)

[
(yx)n−ly2l

]
,
[
x(yx)n−l−1y2l+1

]
+
[
(yx)n−ly2l

])
pertenece a Im

(
d
(1)
1

)
para todo l, 0 ≤ l ≤ n− 2. De hecho, utilizando la notación

de la Proposición 3.2.10, resulta que(
−(n− l)

[
(yx)n−ly2l

]
,
[
x(yx)n−l−1y2l+1

]
+
[
(yx)n−ly2l

])
=
(
θ1n−l−1,l, θ

2
n−l−1,l

)
.

• Si el grado es 2n+ 1,

([z], [w]) =

(
n∑
l=0

αl

[
(yx)n−ly2l+1

]
,
n∑
l=0

βl

[
x(yx)n−ly2l

]
+

n∑
l=0

γl

[
(yx)n−ly2l+1

])
.
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Por la Proposición 3.2.10,
(
λ1b,k, λ2b,k

)
pertenece a la imagen de d(1)1 para todo b ≥ 1

y para todo k ≥ 0. Por lo tanto reduciendo módulo bordes podemos suponer que

([z], [w]) =

(
αn

[
y2n+1

]
,
n∑
l=0

βl

[
x(yx)n−ly2l

]
+

n∑
l=0

γl

[
(yx)n−ly2l+1

])
.

Si ([z], [w]) pertenece al núcleo de d(1)0 , entonces

0 = d
(1)
0 ([z], [w]) = α

n∑
l=0

n!

l!

[
(yx)n+1−ly2l

]
−α

[
xy2n+1

]
+

n∑
l=0

βl

([
x(yx)n−ly2l+1

]
−
[
(yx)n−l+1y2l

])
+

n−1∑
l=0

γl

([
(yx)n−ly2l+2

]
−
[
x(yx)n−l−1y2l+3

]
− (n− l)

[
x(yx)n−ly2l+1

])
= (αn! −β0)

[
(yx)n+1

]
+

n∑
l=1

(
n!

l!
α−βl + γl−1

) [
(yx)n+1−ly2l

]
+ (β0 − γ0n) [x(yx)

ny] +

n−1∑
l=0

(βl − γl−1 − γl(n− l))
[
x(yx)n−ly2l+1

]
+ (βn − γn−1 −α)

[
xy2n+1

]
.

Como todos los monomios son linealmente independientes obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones:

β0 = n!α,

βl =
n!

l!
α+ γl−1 para todo l, 1 ≤ l ≤ n,

βl = γl−1 + γl(n− l) para todo l, 1 ≤ n ≤ n− 1,

γ0 =
1

n
β0,

γn−1 = βn −α.

De estas ecuaciones se deduce que γl = αn!l!
1
n−l para todo l, 0 ≤ l ≤ n− 1 y que

βl = α
n!
l!

n+1
n−l+1 para todo 0 ≤ l ≤ n. Por lo tanto, ([z], [w]) es igual a

α

( [
y2n+1

]
,
n∑
l=0

n!

l!

n+ 1

n− l+ 1

[
x(yx)n−ly2l

]
+

n∑
l=0

n!

l!

1

n− l

[
(yx)n−ly2l+1

] )
+ γn

(
0,
[
y2n+1

])
.

Con este cálculo probamos que el conjunto que aparece en el enunciado de la proposición
genera. Alcanza con mirar los grados de estos generadores para deducir que el conjunto
es una base.

De manera similar al ejemplo introductorio de la Sección 2.3 se tiene la siguiente
sucesión exacta corta

0 // E21,p
ι // Hp+1(A,A) π // E22,p−1

// 0.
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Para encontrar una base de Hp+1(A,A) alcanza con completar una base de ι
(
E21,p

)
con

elementos tales que sus imágenes, por medio de π, formen una base de E22,p−1. Más
concretamente, si {ai}i es una base de E21,p, el conjunto {bj}j es una base de E22,p−1 y {cj}j son
elementos tales que f(cj) = −d(bj) para todo j, donde f = δ ó f = ∂ según corresponda,
entonces el conjunto {(ai, 0)}i ∪ {(bj, cj)}j es una base de Hp+1(A,A). A partir de esta
observación es sencillo verificar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Se tienen los siguientes isomorfismos:

H0(A,A) ∼= 〈xyn,yn | n ≥ 0〉 ,
H1(A,A) ∼=〈(

y2n+1,
n∑
i=0

n!

i!

(
n+ 1

n− (i− 1)
x(yx)n−iy2i +

1

n− i
(yx)n−iy2i+1

))
| n ≥ 0

〉

⊕
〈(

n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i, 0

)
,
(
0,yn

)
,
(
−yxy2n, xy2n+1 + yxy2n

)
| n ≥ 0

〉
,

H2(A,A) ∼=

〈(
xy2n, 0

)
,

(
0,

n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i

)
| n ≥ 0

〉
,

H2p+1(A,A) ∼=

〈(
n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i, 0

)
,
(
−(yx)y2n, xy2n

)
| n ≥ 0

〉
,

H2p+2(A,A) ∼=

〈(
xy2n, 0

)
,

(
n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i+1,

n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i

)
| n ≥ 0

〉
,

para todo p ≥ 1. En cada caso los conjuntos generadores son bases del espacio que
generan.

3.3 Cohomología de Hochschild

Para calcular la cohomología de Hochschild procederemos de manera similar al cálculo
de la homología. Nuevamente consideramos el complejo doble X•,• pero esta vez le
aplicamos el funtor HomAe(−,A). La homología total de este nuevo complejo es isomorfa
a H•(A,A). Identificando de manera natural HomAe(A⊗W ⊗ A,A) con Homk(W,A),
Homk(W,A) con W∗ ⊗A y luego este último con Adim(W) para todo espacio vectorial W
de dimension finita, resulta el complejo doble
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A

∂

OO

d // A

∂ ′

OO

A

δ

OO

d // A

δ ′

OO

A

∂

OO

d // A

∂ ′

OO

A
d0 // A⊕A d1 //

δ̂

OO

A

δ ′

OO

con los siguientes diferenciales k-lineales

d0(a) = ([x,a], [y,a]) ,

d1(a,b) = [y2,a] + [yb+ by, x] − (xya+ ayx) − xbx,

d(a) = [y2,a] − (xya+ ayx),

δ̂(a,b) = xa+ ax,
δ(a) = xa+ ax,
∂(a) = [x,a].

Para calcular la homología total de este complejo vamos a utilizar la sucesión espectral
inducida por la filtración por columnas. Denotamos por E•,•r a la sucesión espectral.

3.3.1 Primera página

Esta vez no es necesario calcular las imágenes de los morfismos verticales debido a que
los morfismos son los mismos que en el complejo doble asociado a la homología de
Hochschild. Procederemos directamente al cálculo de la primera página. Es claro que
E0,01 = A, E1,01 = Ker(δ̂) = Ker(δ)⊕A y E2,01 = Ker(δ ′) = Ker(δ), por lo tanto empezamos
calculando Ker(δ).

Proposición 3.3.1. El espacio vectorial Ker(δ) tiene como base al conjunto{ [
x(yx)by2k+1

]
−

k∑
i=0

k!

i!

[
(yx)k+b+1−iy2i

]
,
[
x(yx)by2k

]
| b,k ≥ 0

}
.

Demostración. Sea z ∈ Ker(δ). Al igual que en todos los cálculos anteriores podemos
suponer que z es homogéneo y separar el cálculo según la paridad de su grado.

• Si gr(z) = 2n,

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l +

n−1∑
l=0

βlx(yx)
n−l−1y2l+1.
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Luego

0 = δ(z) =

n∑
l=0

αlδ
(
(yx)n−ly2l

)
+

n−1∑
l=0

βlδ
(
x(yx)n−l−1y2l+1

)
=

n∑
l=0

(
αl +αn

n!

l!

)
x(yx)n−ly2l +

n−1∑
l=0

l∑
i=0

βl
l!

i!
x(yx)n−iy2i

=

n∑
l=0

(
αl +αn

n!

l!

)
x(yx)n−ly2l +

n−1∑
i=0

n−1∑
l=i

βl
l!

i!
x(yx)n−iy2i

=

n∑
l=0

αl +αnn!
l!

+

n−1∑
j=l

βj
j!

l!

 x(yx)n−ly2l.
Como los monomios que aparecen en la suma son linealmente independientes,
resulta que αn = 0 y αl = −

∑n−1
j=l βj

j!
l! para todo l, 0 ≤ l < n. Por lo tanto

z = −

n−1∑
l=0

n−1∑
j=l

βj
j!

l!

 (yx)n−ly2l +

n−1∑
l=0

βlx(yx)
n−l−1y2l+1

= −

n−1∑
j=0

βj

(
j∑
l=0

j!

l!
(yx)n−ly2l + x(yx)n−j−1y2j+1

)
.

• Si gr(z) = 2n+ 1,

z =

n∑
l=0

αl(yx)
n−ly2l+1 +

n∑
l=0

βlx(yx)
n−ly2l.

Luego

0 = δ(z) =

n∑
l=0

αlδ
(
(yx)n−ly2l+1

)
+

n∑
l=0

βlδ
(
x(yx)n−ly2l

)
=

n∑
l=0

l∑
i=0

αl
l!

i!
(yx)n+1−iy2i +

n∑
l=0

αlx(yx)
n−ly2l+1

y por lo tanto αl = 0 para todo l, 0 ≤ l ≤ n, es decir, z =
∑n
l=0 βlx(yx)

n−ly2l.

Este cálculo prueba que el conjunto del enunciado genera Ker(δ) y es claro que es lineal-
mente independiente.

Como E1,2i+11
∼= E

2,2i+1
1

∼= Ker(∂)/ Im(δ) para todo i ≥ 0 y E1,2i1
∼= E

2,2i
1

∼= Ker(δ)/ Im(∂),
se obtienen las siguientes dos proposiciones.

Proposición 3.3.2. Los espacios vectoriales E1,2i+11
∼= E

2,2i+1
1

∼= Ker(∂)/ Im(δ) tienen como
base al conjunto

{∑n
l=0

n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]
|n ≥ 0

}
, para todo i ≥ 0.

Proposición 3.3.3. Los espacios vectoriales E1,2i1
∼= E

2,2i
1

∼= Ker(δ)/ Im(∂) tienen como base
al conjunto

{[
xy2n

]
|n ≥ 0

}
, para todo i ≥ 1.
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El siguiente diagrama describe la primera página de la sucesión espectral

〈∑n
l=0

n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉 d(1) //
〈∑n

l=0
n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉
〈[
xy2n

]〉 d(1) //
〈[
xy2n

]〉
〈∑n

l=0
n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉 d(1) //
〈∑n

l=0
n!
l!

[
(yx)n−ly2l

]〉

A
d0(1) // Ker(δ)⊕A

d1(1) // Ker(δ)

donde d0(1),d
1
(1) y d(1) son los morfismos inducidos en la homología por d0,d1 y d respec-

tivamente.

3.3.2 Segunda página

Al igual que para el cálculo de la homología de Hochschild, la sucesión espectral se
estaciona rápidamente y E2 = E∞. Vamos a empezar calculando bases para las imágenes
de d0(1),d

1
(1) y d(1).

Proposición 3.3.4. Para todo i ≥ 0, el morfismo d(1) : E
1,2i+1
1 → E2,2i+11 es nulo.

Demostración. Sea w =
∑n
l=0

n!
l! (yx)

n−ly2l, de modo que [w] es un elemento de la base de
E1,2i+11 .

• Si n = 0, resulta que d(w) = d(1) =
[
y2, 1

]
− xy− yx = −xy− yx. Luego d(w)

pertenece a la imagen de δ y d(1)([w]) = 0.

• Si n ≥ 1, podemos suponer que n = m+ 1, donde m ≥ 0. Esto permite reescribir
w de la siguiente manera

w =

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!
(yx)m+1−ly2l = (m+ 1)y2m+1x+ y2m+2.

Aplicando d obtenemos que d(w) = (m+ 1)d
(
y2m+1x

)
+ d

(
y2m+2

)
. Calculamos

d
(
y2m+1x

)
y d

(
y2m+2

)
por separado:

d
(
y2m+1x

)
=
[
y2,y2m+1x

]
− xy2m+2x− y2m+1xyx

= y2m+1
[
y2, x

]
− y2m+1xyx

= y2m+1
(
y2x− xy2 − xyx

)
= 0

y

d
(
y2m+2

)
=
[
y2,y2m+2

]
− xy2m+3 − y2m+3x

= xy2m+3 −

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!
(yx)m+2−ly2l.
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Como xy2m+3 −
∑m+1
l=0

(m+1)!
l! (yx)m+2−ly2l pertenece a la imagen de δ, entonces

d(1)([w]) = 0.

Proposición 3.3.5. Para todo i ≥ 1, el morfismo d(1) : E
1,2i
1 → E2,2i1 es nulo.

Demostración. Dado un elemento
[
xy2n

]
de la base de E1,2i1 , sabemos que

d(xy2n) =
[
y2, xy2n

]
− xyxy2n − xy2n+1x

= y2xy2n − xy2n+2 − xyxy2n −

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−l+1y2l

= xy2n+2 + xyxy2n − xy2n+2 − xyxy2n −

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−l+1y2l

= −

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−l+1y2l.

Como x(yx)byc pertenece a Im(∂) para todo b ≥ 1 y para todo c ≥ 0, resulta que
d(1)(

[
xy2n

]
) = 0 para todo n ≥ 0.

Corolario 3.3.1. Para todo i ≥ 0, los espacios vectoriales E1,2i2 y E2,2i2 tienen como base al

conjunto
{
xy2n|n ≥ 0

}
.

El siguiente paso consiste en calcular qué valores toma d0(1) en los elementos de la

base de E0,01 = A. Por definición d0(z) = ([x, z], [y, z]) para todo z ∈ A. Ya hemos escrito
[x, z] y [y, z] en términos de la base de A cuando obtuvimos las bases de las imágenes de
los morfismos ∂ y d0 en el cálculo de la homología de Hochschild. Si z = xa(yx)byc ∈ B,
resulta que

• si a = 0,

– si c = 2k,

∗ si b = 0,

d0(1)([z]) =

(
−

k−1∑
l=0

k!

l!

[
x(yx)k−ly2l

]
, 0

)
,

∗ si b ≥ 1,

d0(1)([z]) =
([
x(yx)by2k

]
,
[
x(yx)b−1y2k+2

]
+ b

[
x(yx)by2k

]
−
[
(yx)by2k+1

])
.

– Si c = 2k+ 1,

∗ si b = 0,

d0(1)([z]) =

(
−

k∑
l=0

k!

l!

[
(yx)k+1−ly2l

]
+
[
xy2k+1

]
, 0

)
,
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∗ si b ≥ 1,

d0(1)([z]) =

(
−

k∑
l=0

k!

l!

[
(yx)k+1+b−ly2l

]
+
[
x(yx)by2k+1

]
,

[
x(yx)b−1y2k+3

]
+ b

[
x(yx)by2k+1

]
−
[
(yx)by2k+2

] )
.

• Si a = 1,

– si c = 2k,

d0(1)([z]) =
(
0,
[
(yx)b+1y2k

]
−
[
x(yx)by2k+1

])
,

– si c = 2k+ 1,

d0(1)([z]) =

(
−

k∑
l=0

k!

l!

[
x(yx)k+1+b−ly2l

]
,
[
(yx)b+1y2k+1

]
−
[
x(yx)by2k+2

] )
.

Es posible simplificar el conjunto de generadores que acabamos de obtener notando que
si b ≥ 0 y k ≥ 0, entonces

d0
(
(yx)b+1y2k+1 + x(yx)by2(k+1)

)
=(

−

k∑
l=0

k!

l!
(yx)k+2+b−ly2l + x(yx)b+1y2k+1, (b+ 1)x(yx)b+1y2k+1

)
y

d0
(
x(yx)by2k+1 + (yx)b+1y2k

)
=

(
−

k−1∑
l=0

k!

l!
x(yx)k+1+b−ly2l, (b+ 1)x(yx)b+1y2k

)
.

Para enunciar la próxima proposición vamos a utilizar la siguiente notación:

ηk =

(
k−1∑
l=0

k!

l!

[
x(yx)k−ly2l

]
, 0

)
,

θb,k =
([
x(yx)b+1y2k

]
,
[
x(yx)by2k+2

]
+ (b+ 1)

[
x(yx)b+1y2k

]
−
[
(yx)b+1y2k+1

])
,

λk =

(
k∑
l=0

k!

l!

[
(yx)k+1−l

]
−
[
xy2k+1

]
, 0

)
,

µb,k =

(
−

k∑
l=0

k!

l!

[
(yx)k+2+b−ly2l

]
+
[
x(yx)b+1y2k+1

]
, (b+ 1)

[
x(yx)b+1y2k+1

] )
,

νb,k =
(
0,
[
(yx)b+1y2k

]
−
[
x(yx)by2k+1

])
,

ξb,k =

(
−

k−1∑
l=0

k!

l!

[
x(yx)k+1+b−ly2l

]
, (b+ 1)

[
x(yx)b+1y2k

] )
.

Proposición 3.3.6. El conjunto {ηk, θb,k, λk,µb,k,νb,k, ξb,k | b,k ≥ 0} es una base de Im
(
d0(1)

)
.
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Demostración. Ya sabemos que el conjunto del enunciado genera Im
(
d0(1)

)
. Nos resta

verificar que los generadores son linealmente independientes. Sea w una combinación
lineal de los generadores y supongamos que w es igual a cero. Como todos los elementos
son homogéneos, en el sentido que cada coordenada es homogénea y a su vez tienen
el mismo grado, podemos suponer que w es una combinación lineal homogénea. Si
gr(w) = 2k+ 1, entonces

0 = w = αηk +

k−1∑
i=0

βiθk−i−1,i +

k−1∑
i=0

γiξk−i−1,i = αηk +

k−1∑
i=0

γiξk−i−1,i

+

k−1∑
i=0

βi

( [
x(yx)k−iy2i

]
,
[
x(yx)k−i−1y2i+2

]
+ (k− i)

[
x(yx)k−iy2i

]
−
[
(yx)k−iy2i+1

] )
.

Los términos de la forma (yx)k−iy2i+1 no aparecen en los elementos ξ∗,∗ ni en los ele-
mentos η∗, por lo tanto βi = 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ k − 1 y obtenemos la siguiente
igualdad

0 = w = αηk +

k−1∑
i=0

γiξk−i−1,i

= αηk +

k−1∑
i=0

γi

(
−

i−1∑
l=0

i!

l!

[
x(yx)k−ly2l

]
, (k− i)

[
x(yx)k−iy2i

] )
.

Como la segunda coordenada de ηk es cero, entonces γi = 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ k− 1 y
por lo tanto α = 0. El caso gr(w) = 2k es análogo.

Nos resta calcular una base de Im
(
d1(1)

)
. Sea z = (z1, z2) un elemento de la base de

Ker(δ)⊕ A. Como ya obtuvimos una base de Im
(
d0(1)

)
podemos reducir a z módulo

Im
(
d0(1)

)
para simplificar el cálculo. Utilizando la notación de la proposición anterior,

sabemos que θb,k, λk y µb,k pertenecen Im
(
d0(1)

)
para todo b,k ≥ 0 y por lo tanto po-

demos restarle a z una combinación lineal de estos elementos. Esta observación permite
suponer que z = (xy2k, 0) ó z = (0, xa(yx)byc). Si z = (xy2k, 0) para algún k ≥ 0, entonces

d1(z) =
[
y2, xy2k

]
− x(yx)y2k − xy2k+1x = −

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+1−iy2i.

Si z = (0, xa(yx)byc), separamos el cálculo en distintos casos.

• Si a = 0,

d1(z) =
[
y(yx)byc + (yx)byc+1, x

]
− x(yx)bycx.

– Si b = 0,

d1(z) = 2
[
yc+1, x

]
− xycx = 2

(
yc+1x− xyc+1

)
− xycx.
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∗ Si c = 2k,

d1(z) = 2
(
y2k+1x− xy2k+1

)
= 2

(
k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i − xy2k+1

)
∗ Si c = 2k+ 1

d1(z) = 2
(
y2k+2x− xy2k+2

)
− xy2k+1x

= 2

k∑
i=0

(k+ 1)!

i!
(yx)k+1−iy2i −

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+1−iy2i

= (2k+ 1)

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+1−iy2i.

– Si b ≥ 1,

d1(z) =
[
x(yx)b−1yc+2 + bx(yx)byc + (yx)byc+1, x

]
− x(yx)byc

= x(yx)b−1yc+2x+ bx(yx)bycx+ (yx)byc+1x

− x(yx)byc+1 − x(yx)bycx

= x(yx)b−1yc+2x+ (b− 1)x(yx)bycx+ (yx)byc+1x− x(yx)byc+1.

∗ Si c = 2k,

d1(z) =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+b+1−iy2i − x(yx)by2k+1.

∗ Si c = 2k+ 1,

d1(z) =

k∑
i=0

k!

i!
(k+ b)x(yx)k+b+1−iy2i.

• Si a = 1

d1(z) =
[
(yx)b+1ycx+ x(yx)byc+1, x

]
= (yx)b+1ycx− x(yx)b+1yc + x(yx)byc+1x.

– Si c = 2k,

d1(z) =

k−1∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+b+1−iy2i.

– Si c = 2k+ 1,

d1(z) =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+b+2−iy2i − x(yx)b+1y2k+1.

Como
∑k
i=0

k!
i!

[
x(yx)k+b+1−iy2i

]
y
∑k−1
i=0

[
x(yx)k+b+1−iy2i

]
pertenecen a Im

(
d1(1)

)
, enton-

ces su resta también, es decir,
[
x(yx)b+1y2i

]
pertenece a Im

(
d1(1)

)
para todo b, i ≥ 0. Con

esta observación y el cálculo anterior probamos la siguiente proposición.
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Proposición 3.3.7. El conjunto{
k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+b+1−iy2i − x(yx)by2k+1, x(yx)b+1y2i | b,k ≥ 0

}

es una base de Im
(
d1(1)

)
.

La siguiente proposición es consecuencia inmediata de la proposición anterior.

Proposición 3.3.8. El espacio vectorial E2,02 tiene como base al conjunto
{
xy2n | n ≥ 0

}
.

Nos resta calcular E0,02 y E1,02 .

Proposición 3.3.9. El espacio vectorial E0,02 = Ker(d0(1)) es isomorfo a k.

Demostración. Sea [z] ∈ Ker
(
d0(1)

)
homogéneo de grado 2n. Por definición, z ∈ Ker

(
d0
)

si y solo si [x, z] = [y, z] = 0. Veamos qué condiciones impone sobre z la ecuación
[y, z] = 0. Como gr(z) = 2n, resulta que z =

∑n
l=0 αl(yx)

n−ly2l +
∑n−1
l=0 βlx(yx)

n−l−1y2l+1

y por lo tanto, usando la Proposición A.0.2, sabemos que

0 = [y, z] =
n∑
l=0

αl

[
y, (yx)n−ly2l

]
+

n−1∑
l=0

βl

[
y, x(yx)n−l−1y2l+1

]
=

n−1∑
l=0

αl

(
x(yx)n−l−1y2l+2 + (n− l)x(yx)n−ly2l − (yx)n−ly2l+1

)
+

n−1∑
l=0

βl

(
(yx)n−ly2l+1 − x(yx)n−l−1y2l+2

)
=

n−1∑
l=0

(βl −αl) (yx)
n−ly2l+1 +

n−2∑
l=−1

αl+1(n− l− 1)x(yx)n−l−1y2l+2

+

n−1∑
l=0

(αl −βl) x(yx)
n−l−1y2l+2.

Debido a que en las dos últimas sumas no aparecen términos de la forma (yx)n−ly2l+1,
resulta que αl = βl para todo l, 0 ≤ l ≤ n− 1 y

n−2∑
l=−1

αl+1(n− l− 1)x(yx)n−l−1y2l+2 = 0.

Por lo tanto αl = 0 para todo l tal que 0 ≤ l ≤ n− 1 y z = αny
2n. Por otro lado z debe

cumplir la ecuación [x, z] = 0, es decir,

0 = [x, z] = αn

(
xy2n −

n∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l

)
.

Luego αn = 0 ó n = 0 y entonces z debe pertenecer a k.
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Si el grado de z es 2n+ 1, resulta que z =
∑n
l=0 αn(yx)

n−ly2l+1 +
∑n
l=0 βlx(yx)

n−ly2l.
Como z pertenece a Ker

(
d0
)
, entonces

0 = [y, z] =
n−1∑
l=0

αl

(
x(yx)n−l−1y2l+3 + (n− l)x(yx)n−ly2l+1 − (yx)n−ly2l+2

)
+

n∑
l=0

βl

(
(yx)n−l+1y2l − x(yx)n−ly2l+1

)
=

n∑
l=1

αl−1x(yx)
n−ly2l+1 +

n−1∑
l=0

αl(n− l)x(yx)n−ly2l+1 −

n∑
l=1

αl−1(yx)
n−l+1y2l

+

n∑
l=0

βl(yx)
n−l+1y2l −

n∑
l=0

βlx(yx)
n−ly2l+1

=

n∑
l=1

(βl −αl−1) (yx)
n−l+1y2l +β0(yx)

n+1 + (α0n−β0) x(yx)
ny

+

n−1∑
l=0

(αl−1 +αl(n− l) −βl) x(yx)
n−ly2l+1 + (αn−1 −βn) xy

2n+1.

Como todos los monomios son linealmente independientes obtenemos el siguiente siste-
ma de ecuaciones:

β0 = 0, (3.1)
βl −αl−1 = 0 para todo l, 1 ≤ l ≤ n, (3.2)
α0n−β0 = 0, (3.3)
αl−1 +αl(n− l) −βl = 0 para todo l, 1 ≤ l ≤ n− 1. (3.4)

Sumando (3.2) y (3.4) obtenemos que αl = 0 para todo l, 1 ≤ l ≤ n− 1. De (3.1) y (3.3) se
deduce que α0 = 0 y de (3.1) y (3.2) se deduce que βl = 0 para todo l, 0 ≤ l ≤ n. Luego
z es igual a αny2n+1. Además [x, z] debe ser nulo, es decir

0 = [x, z] = [x,αny2n+1] = αn

(
xy2n+1 −

n∑
l=0

n!

l!
(yx)n+1−ly2l

)
.

La única posibilidad es que αn sea cero y por ende z también.

Para terminar de calcular la segunda página de la sucesión espectral debemos obtener
una base de E1,02 . Sea [z] = ([z1], [z2]) ∈ Ker

(
d1(1)

)
. Como siempre, podemos suponer que

cada coordenada de [z] es homogénea y que z1 y z2 tienen el mismo grado. Al igual que
en el cálculo de la base de Im

(
d1(1)

)
, podemos reducir a [z] módulo bordes y suponer

que [z] se escribe como combinación lineal de elementos del conjunto{([
xy2n

]
, 0
)

,
(
0,
[
xa(yx)byc

])
| n ≥ 0,a ∈ {0, 1},b, c ≥ 0

}
.

Si el grado de z es 2k, resulta que

z =

(
0,

k∑
i=0

αi(yx)
k−iy2i +

k−1∑
i=0

βix(yx)
k−i−1y2i+1

)
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y luego

0 = d1(z) =

k−1∑
i=0

αi

(
i∑
l=0

i!

l!
(yx)k+1−ly2l − x(yx)k−iy2i+1

)

+ 2αk

(
k∑
i=0

k!

i!
(yx)k+1−iy2i − xy2k+1

)

+

k−1∑
i=0

βi

(
i∑
l=0

i!

l!
(yx)k+1−ly2l − x(yx)k−iy2i+1

)
.

Debido a que el término (yx)y2k solo aparece en la suma que acompaña al coeficiente αk,
resulta que αk = 0 y por lo tanto

0 =

k−1∑
l=0

(
k−1∑
i=l

i!

l!
(αi +βi)

)
(yx)k+1−ly2l −

k−1∑
i=0

(αi +βi) x(yx)
k−iy2i+1.

De esta igualdad se deduce que αi = −βi para todo i, 0 ≤ i ≤ k− 1 y como αk = 0,
resulta que

[z] =

k−1∑
i=0

αi

(
0,
[
(yx)k−iy2i

]
−
[
x(yx)k−i−1y2i+1

])
= 0,

donde la última igualdad proviene de que
[
(yx)k−iy2i

]
−
[
x(yx)k−i−1y2i+1

]
pertenece a

Im
(
d0(1)

)
para todo i, 0 ≤ i ≤ k− 1.

Mientras que si el grado de z es 2k+ 1, podemos escribir

z =

k∑
i=0

αi

(
0, (yx)k−iy2i+1

)
+

k∑
i=0

βi

(
0, x(yx)k−iy2i

)
+ γ

(
xy2k, 0

)
y luego

0 = d1(z) =

k−1∑
i=0

i∑
l=0

αi
i!

l!
kx(yx)k+1−ly2l +

k∑
i=0

i−1∑
l=0

βi
i!

l!
x(yx)k+1−ly2l

+ (αk(2k+ 1) − γ)

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k+1−iy2i.

Esta ecuación dice que αk(2k + 1) = γ, ya que solo podemos encontrar al término
x(yx)y2k en la última suma, y por lo tanto

0 =

k−1∑
i=0

i∑
l=0

αi
i!

l!
kx(yx)k+1−ly2l +

k∑
i=0

i−1∑
l=0

βi
i!

l!
x(yx)k+1−ly2l

=

k−1∑
l=0

(
k−1∑
i=l

αi
i!

l!
k

)
x(yx)k+1−ly2l +

k−1∑
l=0

(
k∑

i=l+1

βi
i!

l!

)
x(yx)k+1−ly2l.
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A partir de esta observación obtenemos que
∑k−1
i=l αi

i!
l!k = −

∑k
i=l+1 βi

i!
l! = −

∑k−1
i=l βi+1

(i+1)!
l!

para todo l, 0 ≤ l ≤ k− 1. Si llamamos cl =
∑k−1
i=l αii!k+ βi+1(i+ 1)! = 0, resulta que

0 = cl− cl+1 = αll!k+βl+1(l+ 1)! y por lo tanto βl+1 = −αl
k
l+1 para todo l, 0 ≤ l ≤ k− 2.

Como 0 = ck−1 = αk−1k! + βkk!, entonces βl+1 = −αl
k
l+1 para todo l, 0 ≤ l ≤ k− 1 y

luego

z =

k−1∑
i=0

αi

(
0, (yx)k−iy2i+1

)
−

k∑
i=1

αi−1
k

i

(
0, x(yx)k−iy2i

)
+αk

(
(2k+ 1)xy2k,y2k+1

)
+β0

(
0, x(yx)k

)
=

k−1∑
i=0

αi

(
0, (yx)k−iy2i+1 −

k

i+ 1
x(yx)k−1−iy2i+2

)
+αk

(
(2k+ 1)xy2k,y2k+1

)
+β0

(
0, x(yx)k

)
.

Con este cálculo probamos que

E1,02 =

〈(
0, (yx)b+1y2k+1 −

b+ k+ 1

k+ 1
x(yx)by2k+2

)
,
(
0, x(yx)k

)
,

(
(2k+ 1)xy2k,y2k+1

)
| k,b ≥ 0

〉
.

Proposición 3.3.10. El conjunto
{
(0, x) ,

(
(2k+ 1)xy2k,y2k+1

)
| k ≥ 0

}
es una base de E1,02 .

Demostración. Vamos a utilizar la notación de la Proposición 3.3.6. Es un cálculo directo
verificar las siguientes igualdades:(

0,
[
x(yx)k+1

])
=

1

k+ 1
ξ0,k,(

0,
[
(yx)y2k+1

]
−
[
xy2k+2

])
= −θ0,k + ξ0,k +

1

k+ 1
ηk+1,(

0,
[
(yx)b+1y2k+1

]
−
b+ k+ 1

k+ 1

[
x(yx)by2k+2

])
= −θb,k + ξb,k −

1

k+ 1
ξb−1,k+1

para todo b ≥ 1 y para todo k ≥ 0. Por lo tanto, el conjunto del enunciado genera E1,02 .
Seaw una combinación lineal homogénea de estos generadores y supongamos quew = 0.
Si w es combinación lineal de elementos de grado 1 de este conjunto, entonces 0 = w =
α(0, x) + β(x,y). Como no aparecen monomios de grado 1 en las segundas coordenadas
de los generadores de Im

(
d0(1)

)
, resulta que α = β = 0. Siw se escribe como combinación

lineal de elementos de grado mayor que 1, entoncesw =
(
(2k+ 1)xy2k,y2k+1

)
para algún

k ≥ 1. El monomio
[
y2k+1

]
no aparece en las segundas coordenadas de los generadores

de Im
(
d0(1)

)
, por lo tanto α = 0.

Debido a la forma del complejo doble, es claro que H0(A,A) = E0,02 y H1(A,A) = E1,02 .
De manera similar al ejemplo introductorio de la Sección 2.3, sólo que con las flechas
invertidas, se tiene la siguiente sucesión exacta corta

0 // E2,p−12
ι // Hp+1(A,A) π // E1,p2

// 0.
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donde ι(a) = (0,a) para todo a ∈ E2,p−12 y π((a,b)) = b para todo (a,b) ∈ Hp+1(A,A).Para

encontrar una base de Hp+1(A,A) alcanza con completar una base de ι
(
E
2,p−1
2

)
con ele-

mentos tales que sus imágenes, por medio de π, formen una base de E1,p2 . A partir de
esta observación es sencillo verificar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Los espacios de cohomología de Hochschild de A con coeficientes en A
puede describirse como:

H0(A,A) ∼= k,

H1(A,A) ∼=
〈
(0, x) ,

(
(2n+ 1)xy2n,y2n+1

)
: n ≥ 0

〉
,

H2p(A) ∼=

〈(
0, xy2n

)
,

(
n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i,−y2n+1

)
: n ≥ 0

〉
,

H2p+1(A) ∼=

〈(
0,

n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i

)
,
(
xy2n, xy2n+1

)
: n ≥ 0

〉

para todo p ≥ 1.

Existe una clara identificación entre los espacios de cohomología de grado par positi-
vo, dada por el siguiente isomorfismo

H2p // H2q

(∑n
i=0

n!
i! (yx)

n−iy2i,−y2n+1
)
� //
(∑n

i=0
n!
i! (yx)

n−iy2i,−y2n+1
)

(
0,
∑n
i=0

n!
i! (yx)

n−iy2i
)
� //

(
0,
∑n
i=0

n!
i! (yx)

n−iy2i
)

De manera análoga existe una identificación entre los espacios de cohomología de grado
2p+ 1, con p ≥ 1. Dos espacios vectoriales que tienen la misma dimensión son isomorfos,
por lo tanto no resulta interesante decir que los espacios de cohomología de grado 2p,
con p ≥ 1, son simplemente isomorfos, lo importante es cuál es el isomorfismo entre
ellos. Lo mismo podemos decir para los espacios de cohomología de grado impar. La
identificación evidente que mencionamos antes proviene del hecho que la resolución es
periódica, de período 2, a partir de grado 2, explicitamente para todo n,m ≥ 2, los A−A
bimódulos PnA y PmA son isomorfos mediante

PmA // PnA

xm � // xn

y2xm−1 � // y2xn−1.

Una vez que realizamos estas identificaciones entre los A − A bimodulos que compo-
nen la resolución, los isomorfismos entre los espacios de cohomología que mencionamos
antes se vuelven igualdades. Más adelante, cuando calculemos la estructura de álge-
bra graduada que tiene la cohomología, vamos a ver que estas identificaciones entre los
espacios de cohomología pueden ser pensadas de otra manera.
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3.4 Estructura de álgebra graduada de H•(A,A)

En la Sección 2.2 vimos que la cohomología de Hochschild de un álgebra A con coefi-
cientes en A tiene estructura de álgebra de Gerstenhaber. El objetivo de esta sección es
calcular la estructura de álgebra graduada de la cohomología en el caso en el que A es el
super plano de Jordan.

3.4.1 Morfismos de comparación

Si bien la resolución P•A resultó muy útil para calcular la homología y la cohomología de
Hochschild, el producto cup y el corchete de Gerstenhaber están definidos a partir de la
resolución bar B•A. Suele ser posible calcular el producto cup a partir de otra resolución
pero no sucede lo mismo con el corchete de Gerstenhaber. Es por esto que necesitamos
encontrar morfismos de comparación entre las dos resoluciones, es decir, morfismos de
complejos

f• : P•A→ B•A y g• : B•A→ P•A

que extiendan a idA. Como las dos resoluciones son proyectivas, sabemos que estos
morfismos existen.

Proposición 3.4.1. Sea f• : P•A→ B•A la sucesión de morfismos de Ae-módulos

{fn : PnA→ BnA}n≥0

definidos como

• si n = 0,

f0 : A⊗A→ A⊗A, f0 = idA⊗A,

• si n = 1,

f1 : A⊗ k {x,y}⊗A→ A⊗A⊗A,
f1(1⊗ v⊗ 1) = 1⊗ v⊗ 1 para todo v ∈ k {x,y} ,

• si n ≥ 2,

fn : A⊗ k
{
xn,y2xn−1

}
⊗A→ A⊗A⊗n ⊗A,

fn(1⊗ xn ⊗ 1) = 1⊗ x⊗n ⊗ 1,
fn(1⊗ y2xn−1 ⊗ 1) = y⊗ y⊗ x⊗n−1 ⊗ 1+ 1⊗ y⊗ yx⊗ x⊗n−2 ⊗ 1

− x⊗ y⊗ y⊗ x⊗n−2 ⊗ 1− 1⊗ x⊗ y2 ⊗ x⊗n−2 ⊗ 1
− x⊗ y⊗ x⊗n−1 ⊗ 1− 1⊗ x⊗ yx⊗ x⊗n−2 ⊗ 1

+

n−3∑
i=0

(−1)i
(
1⊗ x⊗2+i ⊗ y2 ⊗ x⊗n−3−i ⊗ 1+ 1⊗ x⊗2+i ⊗ yx⊗ x⊗n−3−i ⊗ 1

)
,

donde la última suma es cero si n = 2.

El morfismo f• resulta ser un morfismo de complejos que levanta a la identidad.
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Demostración. Es claro que f• levanta a la identidad ya que f0 = idA⊗A. Para probar que f
es un morfismo de complejos debemos verificar que bn ◦ fn+1 = fn ◦ dn para todo n ≥ 0.
Es un cálculo directo, aunque tedioso, hacer esta verificación por inducción y omitiremos
la demostración.

El morfismo f• guarda la información de los distintos términos que aparecen al
aplicarle las reglas de reescritura a las n−ambigüedades: estos términos pueden ob-
tenerse cambiando los tensores por productos en la definición de fn(1 ⊗ xn ⊗ 1) y de
fn(1⊗ y2xn−1 ⊗ 1).

No vamos a dar una fórmula explícita de g• : B•A→ P•A sobre todo el complejo bar
sino solo sobre los términos que nos interesan para poder calcular el producto cup y el
corchete de Gerstenhaber. Como B•A es una resolución libre, es posible definir, para cada
n ≥ 0, el morfismo gn sobre un conjunto linealmente independiente Bn ⊆ A⊗A⊗n ⊗A
siempre y cuando dn ◦ gn(z) = gn ◦ bn(z) para cada z ∈ Bn+1. Notar que para que sea
posible verificar esta condición bn(Bn+1) debe estar incluido en Bn. Al igual que para
el morfismo f• no daremos una demostración de la siguiente proposición ya que es una
verificación directa por inducción.

Proposición 3.4.2. Existe un morfismo de complejos g• : B•A→ P•A que cumple que

• g0 = idA⊗A,

• para todo xa(yx)byc perteneciente a la base de A,

g1

(
xa(yx)byc

)
= a⊗ x⊗ (yx)byc +

b−1∑
i=0

xa(yx)i ⊗ y⊗ x(yx)b−1−iyc

+

b−1∑
i=0

xa(yx)iy⊗ x⊗ (yx)b−1−iyc +

c−1∑
i=0

xa(yx)byi ⊗ y⊗ yc−1−i

y para todo n ≥ 2,

• gn
(
1⊗ y⊗ x⊗n−1 ⊗ 1

)
= 0,

• gn
(
1⊗ y⊗ yx⊗ x⊗n−2 ⊗ 1

)
= 1⊗ y2xn−1 ⊗ 1,

• gn
(
1⊗ y⊗ y⊗ x⊗n−2 ⊗ 1

)
= 0,

• gn
(
1⊗ x⊗n ⊗ 1

)
= 1⊗ xn ⊗ 1,

• gn
(
1⊗ y2 ⊗ x⊗n−1 ⊗ 1

)
= 1⊗ y2xn−1⊗1,

• gn
(
1⊗ x⊗i ⊗ y2 ⊗ xn−1−i ⊗ 1

)
= 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n− 1,

• gn
(
1⊗ yx⊗ xn−1 ⊗ 1

)
= y⊗ xn ⊗ 1,

• gn
(
1⊗ x⊗i ⊗ yx⊗ x⊗n−1−i ⊗ 1

)
= 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n− 1,

• gn
(
1⊗ xy2 ⊗ x⊗n−1 ⊗ 1

)
= x⊗ y2xn−1 ⊗ 1+ 1⊗ xn ⊗ y2 + 1⊗ xn ⊗ yx

• gn
(
1⊗ x⊗i ⊗ xy2 ⊗ x⊗n−1−i ⊗ 1

)
= 1⊗ xn ⊗ y2 + 1⊗ xn ⊗ yx para todo i,

1 ≤ i ≤ n− 2,

• gn
(
1⊗ x⊗n−1 ⊗ xy2 ⊗ 1

)
= 1⊗ xn ⊗ y2,
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• gn
(
1⊗ xyx⊗ x⊗n−1 ⊗ 1

)
= xy⊗ xn ⊗ 1,

• gn
(
1⊗ x⊗i ⊗ xyx⊗ x⊗n−1−i ⊗ 1

)
= 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n− 2,

• gn
(
1⊗ x⊗n−1 ⊗ xyx⊗ 1

)
= 1⊗ xn ⊗ yx.

El morfismo g• también guarda la información de los distintos términos que aparecen
al aplicarle las reglas de reescritura a las n−ambigüedades.

3.4.2 Producto cup

Como f y g son levantados de la identidad, resulta que los morfismos inducidos en la
cohomología f∗ y g∗ son isomorfismos y más aún (f∗)−1 = g∗. Esta observación nos
permite transportar la estructura de álgebra de Gerstenhaber de la cohomología calcu-
lada a partir de la resolución bar a la cohomología calculada a partir de P•A. Dados
ϕ ∈ HomAe (PnA,A) y φ ∈ HomAe (PmA,A), el producto cup entre las clases de estos
dos elementos resula ser ϕ ^ φ = (ϕgn ^ φgm) fn+m. Como todos los cálculos serán
realizados en la cohomología, dejaremos de escribir la barra sobre los elementos para
indicar que se trata de una clase en el cociente. Además, utilizaremos indistintamente la
notación de morfismo y la notación de vector de dos coordenadas para los elementos de
H•(A,A).

Antes de calcular los productos entre los distintos generadores de H•(A,A) vamos a
introducir una notación para estos elementos:

c = (0, x) ∈ H1(A,A),

sn =
(
(2n+ 1)xy2n,y2n+1

)
∈ H1(A,A),

t2pn =
(
0, xy2n

)
∈ H2p(A,A),

u2pn =

(
n∑
i=0

n!

l!
(yx)n−iy2i,−y2n+1

)
∈ H2p(A,A),

v2p+1n =

(
0,

n∑
i=0

n!

l!
(yx)n−iy2i

)
∈ H2p+1(A,A),

w2p+1n =
(
xy2n, xy2n+1

)
∈ H2p+1(A,A)

para todo n ≥ 0.
Es sencillo verificar que si λ ∈ H0(A,A) y ϕ ∈ Hn(A,A), entonces

ϕ^ λ = λ^ ϕ = λϕ.

Observación 3.4.1. Como H1(A,A) es de dimensión infinita y H0(A,A) ∼= k actúa sobre
la cohomología como producto por escalares, resulta que H•(A,A) no es finitamente
generada como álgebra.

Sean n,m ≥ 1 y sean ϕ ∈ Hn(A,A) y φ ∈ Hm(A,A) elementos homogéneos de
la cohomología. Por definición del producto cup, el morfismo ϕ ^ φ pertenece a
Hn+m(A,A), por lo tanto para calcular ϕ ^ φ debemos saber qué valor toma en 1⊗
xn+m ⊗ 1 y en 1⊗ y2xn+m−1 ⊗ 1. Como el producto cup es conmutativo en el sentido
graduado, podemos calcular los productos en el orden que nos resulte más conveniente.

Ahora vamos a calcular estos productos para finalmente resumir los resultados en la
Tabla 3.1.
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1) c^ sn:

c^ sn

(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= (cg1 ^ sng1) f2

(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= (cg1 ^ sng1) (1⊗ x⊗2 ⊗ 1)

= c(1⊗ x⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1) = 0(2n+ 1)xy2n = 0,

c^ sn

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= (cg1 ^ sng1) f2

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= (cg1 ^ sng1)

(
y⊗ y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ yx⊗ 1− x⊗ y⊗ y⊗ 1

− 1⊗ x⊗ y2 ⊗ 1− x⊗ y⊗ x⊗ 1− 1⊗ x⊗ yx⊗ 1
)

= yc(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1) + c(1⊗ y⊗ 1)sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)
− xc(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ y⊗ 1) − c(1⊗ x⊗ 1)sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)
− xc(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1) − c(1⊗ x⊗ 1)sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

= yx(2n+ 1)xy2n + x
(
y(2n+ 1)xy2n + y2n+1x

)
− x2y2n+1

− 0
(
y2n+2 + y2n+2

)
− x2(2n+ 1)xy2n − 0

(
y(2n+ 1)xy2n + y2n+1x

)
= (2n+ 1)xyxy2n + xy2n+1x = (2n+ 1)xyxy2n +

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i.

Si bien con este cálculo obtuvimos que

c^ sn =

(
0, (2n+ 1)xyxy2n +

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

)
,

el producto no está escrito en términos de la base de H2(A,A). Esto dice que es posible
reducir a c ^ sn módulo bordes. Haciendo esto veremos que este producto es nulo.
Para esto, denotamos por dn a los diferenciales del complejo HomAe (P•A,A). Sea α ∈
HomAe (A⊗ k{x,y}⊗A,A) tal que

α(1⊗ x⊗ 1) = −xy2n y α(1⊗ y⊗ 1) = 0,

luego

d1(α)
(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= α

(
d1

(
1⊗ x2 ⊗ 1

))
= α(x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x)

= x
(
−xy2n

)
− xy2nx = 0
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y

d1(α)
(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= α

(
d1

(
1⊗ y2x⊗ 1

))
= α

(
y2 ⊗ x⊗ 1+ y⊗ y⊗ x+ 1⊗ y⊗ yx− xy⊗ y⊗ 1− x⊗ y⊗ y− 1⊗ x⊗ y2

− xy⊗ x⊗ 1− x⊗ y⊗ x− 1⊗ x⊗ yx
)

= −y2xy2n + xy2n+2 + xyxy2n + xy2n+1x

= −xy2n+2 − xyxy2n + xy2n+2 + xyxy2n +

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

=

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i.

Por otro lado, sea β ∈ HomAe (A⊗ k{x,y}⊗A,A) tal que

β(1⊗ x⊗ 1) = 0 y β(1⊗ y⊗ 1) = y2n+1 − (2n+ 1)xy2n,

luego

d1(β)
(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= β(x⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ x) = 0

y

d1(β)
(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= β

(
d1

(
1⊗ y2x⊗ 1

))
= β

(
y2 ⊗ x⊗ 1+ y⊗ y⊗ x+ 1⊗ y⊗ yx− xy⊗ y⊗ 1− x⊗ y⊗ y− 1⊗ x⊗ y2

− xy⊗ x⊗ 1− x⊗ y⊗ x− 1⊗ x⊗ yx
)

= 2
(
y2n+2x− xy2n+2

)
− xy2n+1x− (2n+ 1)

(
xy2n+1x− xyxy2n

)
= 2

(
n∑
i=0

(n+ 1)!

i!
x(yx)n+1−iy2i

)
−

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

− (2n+ 1)

n−1∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

=

n∑
i=0

(
2(n+ 1)!

i!
−
n!

i!

)
x(yx)n+1−iy2i − (2n+ 1)

n−1∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

= (2n+ 1)

n∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i − (2n+ 1)

n−1∑
i=0

n!

i!
x(yx)n+1−iy2i

= (2n+ 1)xyxy2n.

Por lo tanto c^ sn = d1(α+β) = 0.
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2) sm ^ sn:

sm ^ sn

(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= (smg1 ^ sng1) f2

(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= (smg1 ^ sng1) (1⊗ x⊗2 ⊗ 1) = sm(1⊗ x⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1)
= (2m+ 1)xy2m(2n+ 1)xy2n = 0,

sm ^ sn

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= (smg1 ^ sng1) f2

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= (smg1 ^ sng1)

(
y⊗ y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ yx⊗ 1− x⊗ y⊗ y⊗ 1

− 1⊗ x⊗ y2 ⊗ 1− x⊗ y⊗ x⊗ 1− 1⊗ x⊗ yx⊗ 1
)

= ysm(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1) + sm(1⊗ y⊗ 1)sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)
− xsm(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ y⊗ 1) − sm(1⊗ x⊗ 1)sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)
− xsm(1⊗ y⊗ 1)sn(1⊗ x⊗ 1) − sm(1⊗ x⊗ 1)sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

= (2n+ 1)y2m+2xy2n + (2n+ 1)y2m+2xy2n + y2(m+n+1)x− xy2(m+n+1)

+ 2(2m+ 1)xy2(m+n+1) − (2n+ 1)xy2m+1xy2n − (2m+ 1)(2n+ 1)xy2m+1xy2n

− (2m+ 1)xy2(m+n)+1x

= (4n+ 2)

m+1∑
i=0

(m+ 1)!

i!
x(yx)m+1−iy2(i+n) +

m+n+1∑
i=0

(m+n+ 1)!

i!
x(yx)m+n+1−iy2i

− (4m+ 3)xy2(m+n+1) − (2m+ 2)(2n+ 1)

m+1∑
i=0

(m+ 1)!

i!
x(yx)m+1−iy2(i+n)

− (2m+ 1)

m+n∑
i=0

(m+n)!

i!
x(yx)m+n+1−iy2i.

Cuando escribimos a c ^ sn en términos de la base, encontramos un elemento β, tal
que d1(β)(1⊗ x2 ⊗ 1) = 0 y d1(β)(1⊗ y2x⊗ 1) = (2n+ 1)x(yx)y2n. Esto permite borrar
cualquier término de la forma x(yx)y2i de la segunda coordenada de sm ^ sn. Notar
que es esencial que d1(β)(1⊗ x2 ⊗ 1) sea 0.

Ahora sean b ≥ 1 e i ≥ 0 y sea γb,i ∈ HomAe (A⊗ k{x,y}⊗A,A) tal que

γb,i(1⊗ x⊗ 1) = 0 y γb,i(1⊗ y⊗ 1) =
1

b+ i
(yx)by2i+1 − x(yx)by2i,

resulta que

d1(γb,i)
(
1⊗ x2 ⊗ 1

)
= 0 y d1(γb,i)

(
1⊗ y2x⊗ 1

)
= x(yx)b+1y2i.

Por lo tanto podemos borrar cualquier término de la forma x(yx)b+1y2n de la segunda
coordenada de sm ^ sn y obtenemos que

sm ^ sn(1⊗ y2x⊗ 1) = (4n+ 2)y2(m+n+1) + xy2(m+n+1) − (4m+ 3)xy2(m+n+1)

= 4(n−m)xym+n+1,

es decir, sm ^ sn = 4(n−m)t2n+m+1.

78



3) c^ c:

Como el producto cup es conmutativo graduado y el grado de c es 1, resulta c^ c = 0.

4) t2pm ^ c:

t2pm ^ c(1⊗ x2p+1 ⊗ 1) = t2pm
(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1) = 0,

t2pm ^ c(1⊗ y2x2p ⊗ 1) =
(
t2pm g2p ^ cg1

)(
y⊗ y⊗ x⊗2p ⊗ 1+ 1⊗ y⊗ yx⊗ x⊗2p−1

− x⊗ y⊗ y⊗ x⊗2p−1 ⊗ 1− 1⊗ x⊗ y2 ⊗ x⊗2p−1 ⊗ 1− x⊗ y⊗ x⊗2p

− 1⊗ x⊗ yx⊗ x⊗2p−1 ⊗ 1+
2p−2∑
i=0

(−1)i
(
1⊗ x⊗2+i ⊗ y2 ⊗ x⊗2p−2−i ⊗ 1

+ 1⊗ x⊗2+i ⊗ yx⊗ x⊗2p−2−i ⊗ 1
))

= yt2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1) + t2pm
(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1) − xt2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1)

− t2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1) − xt2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1) − t2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1)

+

2p−3∑
i=0

(−1)i
(
t2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1) + t2pm (0)c(1⊗ x⊗ 1)

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x) = 0,

ya que c(1⊗ x⊗ 1) = t2pm
(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
= 0 y por lo tanto t2pm ^ c es igual a 0.

5) t2pm ^ sn:

t2pm ^ sn

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1) = 0,

t2pm ^ sn

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

= xy2m(2n+ 1)xy2n = 0.

Nuevamente resulta que t2pm ^ sn es igual a 0.
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6) u2pm ^ c:

u2pm ^ c
(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1) = 0,

u2pm ^ c
(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1)

+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
c(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i (yx+ xy)

=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i+1x+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2ixy

=

m∑
i=0

m!

i!

i∑
l=0

i!

l!
(yx)m+1−ly2l + y2mxy

=

m∑
i=0

m!

i!

i∑
l=0

i!

l!
(yx)m+1−ly2l +

m∑
i=0

m!

i!
x(yx)m−iy2i+1

=

m∑
i=0

m!

i!

(
i∑
l=0

i!

l!
(yx)m+1−ly2l + x(yx)m−iy2i+1

)
.

Sea αb,i ∈ HomAe (P2pA,A) tal que

αb,i

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
= 0 y αb,i

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
= −(yx)by2i,

luego

d2p(α)
(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= 0 y d2p(α)

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
=

i∑
l=0

i!

l!
(yx)b+i+1−ly2l+x(yx)by2i+1

y por lo tanto u2pm ^ c =
∑m
i=0

m!
i! d

2p (αm−i,i) = 0.

Antes de continuar calculando los productos vamos a probar un lema auxiliar.

Lema 3.4.1. Sean n,m ≥ 0, resulta que

m∑
i=0

(n+ i)!

i!
=

(m+n+ 1)!

m!(n+ 1)
.

Demostración. Si dividimos por n! ambos lados de la igualdad que aparece en el enuncia-
do obtenemos la siguiente expresión

∑m
i=0

(
n+i
i

)
=
(
m+n+1
m

)
. Probaremos por inducción

en m que esta nueva igualdad vale para todo n,m ≥ 0. Si m = 0, resulta que

0∑
i=0

(
n+ i

i

)
=

(
n

0

)
= 1 =

(
n+ 1

0

)
.
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Si m ≥ 1,

m∑
i=0

(
n+ i

i

)
=

m−1∑
i=0

(
n+ i

i

)
+

(
n+m

m

)
=

(
m+n

m− 1

)
+

(
n+m

m

)
=

(
m+n+ 1

m

)
.

Sigamos ahora calculando el producto cup entre los generadores.

7) u2pm ^ sn:

u2pm ^ sn

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

=

m∑
i=0

(yx)m−iy2i(2n+ 1)xy2n = (2n+ 1)

m∑
i=0

m!

i!
x(yx)m−iy2(i+n),

u2pm ^ sn

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ x⊗ y)

= −y2m+1(2n+ 1)xy2n + 2

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2iy2n+2

+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

(
(2n+ 1)yxy2n + y2n+1x

)
= 2

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n+1) + (2n+ 1)

m−1∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i+1xy2n

+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)+1x.

Calcularemos cada una de las sumas por separado:

2

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n+1) = 2

m+n+1∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!
(yx)m+n+1−ly2l,

(2n+ 1)

m−1∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i+1xy2n =

m−1∑
i=0

i∑
l=0

m!

l!
(yx)m+1−lyl+n

= (2n+ 1)

m−1∑
l=0

m!

l!
(m− l)(yx)m+1−ly2(l+n)

= (2n+ 1)

m+n−1∑
l=n

m!

(l−n)!
(m+n− l)(yx)m+n+1−ly2l,
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m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)+1x =

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−i

i+n∑
l=0

(i+n)!

l!
(yx)i+n+1−ly2l

=

m∑
i=0

i+n∑
l=0

m!

l!

(i+n)!

i!
(yx)m+n+1−ly2l =

n∑
l=0

m!

l!

(
m∑
i=0

(i+n!)

i!

)
(yx)m+n+1−ly2l

+

m+n∑
l=n+1

m!

l!

(
m∑

i=l−n

(i+n!)

i!

)
(yx)m+n+1−ly2l

Debido a las reglas de conmutación del Apéndice y al Lema 3.4.1, resulta que

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)+1x =

n+m∑
l=0

m!

l!

(
(n+m+ 1)!

m!(n+ 1)

)
(yx)m+n+1−ly2l

−

m+n∑
l=n+1

m!

l!

(
l!

(l−n− 1)!(n+ 1)

)
(yx)m+n+1−ly2l

A partir de ahora denotaremos por λl a (yx)m+n+1−ly2l. Con los cálculos que hicimos
obtuvimos que

u2pm ^ sn

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= 2

m+n+1∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!
λl +

n+m∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!(n+ 1)
λl

+ (2n+ 1)

m+n−1∑
l=n

m!

(l−n)!
(m+n− l)λl −

m+n∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!(n+ 1)
λl.

Sea i, 0 ≤ i < m y sea αi ∈ HomAe (P2pA,A) tal que

αi

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
= (2n+ 1)

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n) y αi

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
= 0,

resulta que

d2p(αi)
(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= (2n+ 1)

m!

i!
x(yx)m−iy2(i+n)

y

d2p(αi)
(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= (2n+ 1)

m!(m− i)

i!
(yx)m−i+1y2(i+n)

− (2n+ 1)
m!

i!

i+n∑
i=0

(i+n)!

i!
(yx)m+n+1−ly2l.

Reduciendo a u2pm ^ sn módulo bordes, obtenemos que

u2pm ^ sn

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
=

(
u2pm ^ sn −

m−1∑
i=0

d2p(αi)

)(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
= (2n+ 1)xy2(n+m)
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y

u2pm ^ sn

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
=

(
u2pm ^ sn −

m−1∑
i=0

d2p(αi)

)(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
= 2

m+n+1∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!
λl +

n+m∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!(n+ 1)
λl

−

m+n∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!(n+ 1)
λl + (2n+ 1)

m−1∑
i=0

m!

i!

i+n∑
l=0

(i+n)!

l!
λl

= 2

m+n+1∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!
λl +

n+m∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!(n+ 1)
λl −

m+n∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!(n+ 1)
λl

+ (2n+ 1)

m∑
i=0

i+n∑
l=0

m!

i!

(i+n)!

l!
λl − (2n+ 1)

m+n∑
l=0

(m+n)!

l!
λl

= 2

m+n+1∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!
λl + (2n+ 2)

n+m∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!(n+ 1)
λl

− (2n+ 2)

m+n∑
l=n+1

m!

(l−n− 1)!(n+ 1)
λl − (2n+ 1)

m+n∑
l=0

(m+n)!

l!
λl

= 2λn+m+1 + (2m+ 1)

n+m∑
l=0

(n+m)!

l!
λl

= 2

(
n+m+1∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!
λl −

n+m∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!
λl

)
+ (2m+ 1)

n+m∑
l=0

(n+m)!

l!
λl

= 2

n+m+1∑
l=0

(n+m+ 1)!

l!
λl − (2n+ 1)

n+m∑
l=0

(n+m)!

l!
λl

Sea β ∈ HomAe (P2pA,A) tal que

β
(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
= 0 y β

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
= −y2(n+m)+1,

resulta que

d2p(β)(1⊗ x2p+1 ⊗ 1) = 0 y d2p(β)(1⊗ y2x2p ⊗ 1) =
n+m∑
l=0

(n+m)!

l!
λl + xy

2(n+m)+1

y por lo tanto el producto cup u2pm ^ sn queda escrito en términos de la base como sigue

u2pm ^ sn = u2pm ^ sn −

m−1∑
i=0

d2p(αi) + d
2p((2n+ 1)β) = 2v2p+1n+m+1 + (2n+ 1)w2p+1n+m.

8) v2p+1m ^ c:

v2p+1m ^ c
(
1⊗ x2p+2 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1) = 0,
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v2p+1m ^ c
(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1)

− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x) = 0

Por lo tanto v2p+1m ^ c es igual a cero.

9) v2p+1m ^ sn:

v2p+1m ^ sn

(
1⊗ x2p+2 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1) = 0,

v2p+1m ^ sn

(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i(2n+ 1)xy2n = (2n+ 1)

m∑
l=0

m!

l!
x(yx)m−ly2(l+n).

Como x(yx)by2i pertenece a Im (∂) para todo b ≥ 1 y para todo i ≥ 0, resulta que
v
2p+1
m ^ sn

(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= (2n+ 1)xy2(n+m) y por lo tanto

v2p+1m ^ sn = (2n+ 1)t2p+2m+n.

Es importante notar nuevamente que este argumento solo puede ser utilizado para tér-
minos que aparezcan en la segunda coordenada del producto que estemos calculando.

10) w2p+1m ^ c:

w2p+1m ^ c
(
1⊗ x2p+2 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1) = 0,

w2p+1m ^ c
(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
c(1⊗ x⊗ 1)

−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
c(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

= −xy2m(yx+ xy) =

m∑
i=0

m!

i!
x(yx)m+1−iy2i.

Como x(yx)by2i pertenece a Im (∂) para todo b ≥ 1 y para todo i ≥ 0, resulta que
w
2p+1
m ^ sn

(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= 0 y por lo tanto w2p+1m ^ c = 0.
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11) w2p+1m ^ sn:

w2p+1m ^ sn

(
1⊗ x2p+2 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

= xy2m(2n+ 1)xy2n = 0,

w2p+1m ^ sn

(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
sn(1⊗ x⊗ 1)

−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(y⊗ y⊗ 1+ 1⊗ y⊗ y)

−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
sn(y⊗ x⊗ 1+ 1⊗ y⊗ x)

= xy2m+1(2n+ 1)xy2n − 2xy2my2n+2 − xy2m
(
(2n+ 1)yxy2n + y2n+1x

)
= −2xy2my2n+2 − xy2(n+m)+1x

= −2xy2(m+n+1) −

n+m∑
i=0

(n+m)!

i!
x(yx)m+n+1−iy2i.

Como x(yx)m+n+1−iy2i pertenece a Im (∂) para todo i, 0 ≤ i ≤ n+m, resulta que

w2p+1m ^ sn

(
1⊗ y2x2p+1 ⊗ 1

)
= 2xy2(n+m+1)

y por lo tanto w2p+1m ^ sn = −2t2p+2n+m+1.

12) t2pm ^ t
2q
n :

t2pm ^ t2qn

(
1⊗ x2p+2q ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
= 0,

t2pm ^ t2qn

(
1⊗ y2x2p+2q−1 ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ y2x2q−1 ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
y⊗ x2q ⊗ 1

)
= 0.

En consecuencia, t2pm ^ t
2q
n es igual a cero.

13) u2pm ^ t
2q
n :

u2pm ^ t2qn

(
1⊗ x2p+2q ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
= 0,

u2pm ^ t2qn

(
1⊗ y2x2p+2q−1 ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
1⊗ y2x2q−1 ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
t2qn

(
y⊗ x2q ⊗ 1

)
=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−ly2ixy2n =

m∑
l=0

m!

l!
x(yx)m−ly2(l+n)
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Como x(yx)m−ly2(l+n) pertenece a Im (∂) para todo l, 0 ≤ l ≤ m− 1, resulta que

u2pm ^ t2qn = t2p+2qn+m .

Antes de continuar calculando productos vamos a probar el siguiente lema que utili-
zaremos en los cálculos que siguen.

Lema 3.4.2. Sean n,m ≥ 0, resulta que(
m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)n−jy2j

 =

m+n∑
k=0

(m+n)!

k!
(yx)m+n−ky2k

Demostración. Dados n,m ≥ 0, calculamos el producto de la izquierda de la igualdad(
m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)n−jy2j

 =

m∑
i=0

n∑
j=0

m!n!

i!j!
(yx)m−iy2i(yx)n−jy2j

=

m∑
i=0

n−1∑
j=0

m!n!

i!j!
(yx)m−iy2i(yx)n−jy2j +

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n).

Debido a las reglas de conmutación del Apéndice, obtenemos que(
m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)n−jy2j


=

m∑
i=0

n−1∑
j=0

m!n!

i!j!
(yx)m−i

i∑
l=0

(
i

l

)
(n− j+ i− l− 1)!

(n− j− 1)!
(yx)n−j+i−ly2(l+j)

+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)

=

m∑
i=0

n−1∑
j=0

i∑
l=0

m!n!

i!j!

(
i

l

)
(n− j+ i− l− 1)!

(n− j− 1)!
(yx)m+n−(j+l)y2(l+j)

+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)

=

n−1∑
j=0

m∑
l=0

(
m∑
i=l

(n− j+ i− l− 1)!

(n− j− 1)!(i− l)!

)
m!n!

l!j!
(yx)m+n−(j+l)y2(l+j)

+

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)

=

n−1∑
j=0

m∑
l=0

(
m−l∑
r=0

(
n− 1− j+ r

r

))
m!n!

l!j!
(yx)m+n−(j+l)y2(l+j) +

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)
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Debido al Lema 3.4.1, resulta que
∑m−l
r=0

(
n−1−j+r

r

)
=
(
m+n−(j+l)

n−j

)
y por lo tanto

(
m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)n−jy2j


=

n−1∑
j=0

m∑
l=0

(
m+n− (j+ l)

n− j

)
m!n!

l!j!
(yx)m+n−(j+l)y2(l+j) +

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2(i+n)

=

n∑
j=0

m∑
l=0

(
m

l

)(
n

j

)
(n+m− (j+ l))!(yx)m+n−(j+l)y2(l+j).

Como la igualdad que queremos probar es simétrica en m y en n, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que n ≤ m y escribir m = n+ t con t ≥ 0. Realizamos el cambio
de índice k = j + l y denotamos por λk a (yx)m+n−ky2k para simplificar la escritura.
Separamos la suma en tres partes, según el valor de k

n∑
j=0

m∑
l=0

(
m

l

)(
n

j

)
(n+m− (j+ l))!(yx)m+n−(j+l)y2(l+j)

=

n∑
k=0

k∑
j=0

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
(2n+ t− k)!λk +

n+t∑
k=n+1

n∑
j=0

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
(2n+ t− k)!λk

+

2n+t∑
k=n+t+1

n∑
j=k−(n+t)

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
(2n+ t− k)!λk.

Para probar la proposición lo único que falta verificar es que se cumplen las siguientes
igualdades

k∑
j=0

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
=

(
2n+ t

k

)
para todo k, 0 ≤ k ≤ n,

n∑
j=0

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
=

(
2n+ t

k

)
para todo k,n+ 1 ≤ k ≤ n+ t,

n∑
j=k−(n+t)

(
n+ t

k− j

)(
n

j

)
=

(
2n+ t

k

)
para todo k,n+ t+ 1 ≤ k ≤ 2n+ t.

Vamos a probar estas igualdades mediante un argumento combinatorio. El coeficiente
binomial

(
2n+t
k

)
cuenta de cuántas maneras es posible elegir k elementos de un conjunto

de tamaño 2n+ t. Una manera de calcular esto es dividir el conjunto en dos subconjuntos,
uno de tamaño n y el otro de tamaño n+ t, y elegir j elementos del primer conjunto y
k− j del segundo.
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14) u2pm ^ u
2q
n :

u2pm ^ u2qn (1⊗ x2p+2q ⊗ 1) =
(

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)n−jy2j


=

m+n∑
k=0

(m+n)!

k!
(yx)m+n−ky2k,

donde la igualdad se desprende del lema anterior.

u2pm ^ u2qn (1⊗ y2x2p+2q−1 ⊗ 1) = u2pm
(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
u2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
u2qn

(
1⊗ y2x2q−1 ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
u2qn

(
y⊗ x2q ⊗ 1

)
= −

n∑
l=0

n!

l!
y2m+1(yx)n−ly2l −

m∑
l=0

m!

l!
(yx)n−ly2ly2n+1

+

m∑
l=0

m!

l!
(yx)m−ly2l+1

n∑
i=0

n!

i!
(yx)n−iy2i

= −

n∑
l=0

n!

l!
y2m+1(yx)n−ly2l −

m∑
l=0

m!

l!
(yx)n−ly2(n+l)+1

+

m−1∑
l=0

m!

l!
(yx)n−ly2(n+l)+1 +

m−1∑
l=0

n−1∑
l=0

m!n!

l!i!
(yx)m−ly2l+1(yx)n−iy2i

+

n∑
l=0

n!

l!
y2m+1(yx)n−ly2l = −y2(m+n)+1.

Es decir, u2pm ^ u
2q
n es igual a u2p+2qm+n .

15) t2pm ^ v
2q+1
n :

t2pm ^ v2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
v2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0,

t2pm ^ v2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
v2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
v2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
v2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0.

y en consecuencia t2pm ^ v
2q+1
n es igual a cero.

16) t2pm ^ w
2q+1
n :

t2pm ^ w2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0,
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t2pm ^ w2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q ⊗ 1

)
= t2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
+ t2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= xy2mxy2m = 0.

Por lo tanto t2pm ^ w
2q+1
n es igual a cero.

17) v2p+1m ^ u
2q
n :

v2p+1m ^ u2qn (1⊗ x2q+2p+1 ⊗ 1) = 0,

v2p+1m ^ u2qn (1⊗ y2x2q+2p ⊗ 1) = v2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
u2qn

(
1⊗ x2q ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
u2qn

(
1⊗ y2x2q−1 ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
u2qn

(
y⊗ x2q ⊗ 1

)
=

(
m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i

) n∑
j=0

n!

j!
(yx)m−jy2j


=

m+n∑
i=0

(m+n)!

i!
(yx)m+n−iy2i.

y luego v2p+1m ^ u
2q
n es igual a v2p+2q+1m+n .

18) u2pm ^ w
2q+1
n :

u2pm ^ w2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2ixy2n = y2mxy2n =

m∑
l=0

m!

l!
x(yx)m−ly2(l+n),

u2pm ^ w2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q ⊗ 1

)
= u2pm

(
1⊗ y2x2p−1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
+ u2pm

(
1⊗ x2p ⊗ 1

)
w2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= −y2m+1xy2n +

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2ixy2n+1 +

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2i+1xy2n

= y2mxy2n+1 +

m−1∑
i=0

i∑
l=0

m!

l!
(yx)m+1−ly2(l+n)

=

m∑
l=0

m!

l!
x(yx)m−ly2(l+n)+1 +

m−1∑
i=0

m!(m− l)

l!
(yx)m+1−ly2(l+n).
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Como x(yx)m−ly2(l+n)+1 +
∑l+n
i=0

(l+n)!
i! (yx)m+n+1−iy2i pertenece a Im(δ) para todo

l, 0 ≤ l ≤ m− 1, resulta que

u2pm ^ w2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q ⊗ 1

)
= xy2(m+n)+1

−

m−1∑
l=0

l+n∑
i=0

m!(l+n)!

l!i!
(yx)m+n+1−iy2i +

m−1∑
l=0

m!(m− l)

l!
(yx)m+1−ly2(l+n).

Sean l, 0 ≤ l ≤ m− 1 y αl ∈ HomAe (P2p+2qA,A), tales que

αl

(
1⊗ x2p+2q ⊗ 1

)
= (yx)m−ly2(l+n) y αl

(
1⊗ y2x2p+2q−1 ⊗ 1

)
= 0,

resulta que

d2p+2q(αl)
(
1⊗ x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= x(yx)m−ly2(l+n),

d2p+2q(αl)
(
1⊗ y2x2p+2q−1 ⊗ 1

)
= (m− l)(yx)m+1−ly2(l+n)

−

l+n∑
i=0

(l+n)!

i!
(yx)m+n+1−ly2l

y por lo tanto

u2pm ^ w2q+1n = u2pm ^ w2q+1n −

m−1∑
l=0

d2p+2q(αl) = w
2p+2q+1
n+m .

19) v2p+1m ^ v
2q+1
n :

v2p+1m ^ v2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+2 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
v2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0,

v2p+1m ^ v2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
v2qn

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
v2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
v2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0.

Lo cual implica que v2p+1m ^ v
2q+1
n es igual a cero.

20) v2p+1m ^ w
2q+1
n :

v2p+1m ^ w2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+2 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= 0,

v2p+1m ^ w2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= v2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
w2qn

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
− v2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
=

m∑
i=0

m!

i!
(yx)m−iy2ixy2n =

m∑
l=0

m!

l!
x(yx)m−ly2(l+n).
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Como x(yx)m−ly2(l+n) pertenece a Im(∂) para todo l, 0 ≤ l ≤ m− 1, resulta que
v
2p+1
m ^ w

2q+1
n es igual a t2p+2q+2n+m .

21) w2p+1m ^ w
2q+1
n :

w2p+1m ^ w2q+1n

(
1⊗ x2p+2q+2 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= xy2mxy2n = 0,

w2p+1m ^ w2q+1n

(
1⊗ y2x2p+2q+1 ⊗ 1

)
= w2p+1m

(
1⊗ y2x2p ⊗ 1

)
w2qn

(
1⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
1⊗ y2x2q ⊗ 1

)
−w2p+1m

(
1⊗ x2p+1 ⊗ 1

)
w2q+1n

(
y⊗ x2q+1 ⊗ 1

)
= xy2m+1xy2n − xy2mxy2n+1 − xy2m+2xy2n

=

m∑
i=0

m!

i!
x(yx)m+1−iy2(i+n)

Como x(yx)m+1−iy2(i+n) pertenece a Im (∂) para todo i, 0 ≤ i ≤ m, resulta que

w2p+1m ^ w2q+1n = 0.

Resumimos los resultados obtenidos en la siguiente tabla, donde en la entrada (i, j)
escribimos el producto entre el i-ésimo término de la primera columna y el j-ésimo tér-
mino de la primera fila.

c sn t
2q
n u

2q
n v

2q+1
n w

2q+1
n

c 0 0 0 0 0 0

sm 0 4(n−m)t2n+m+1 0 2v
2q+1
n+m+1 −(2n+ 1)t2p+2n+m 2t

2p+2
n+m+1

+(2n+ 1)w2q+1n+m

t
2p
m 0 0 0 t

2p+2q
m+n 0 0

u
2p
m 0 2v

2p+1
n+m+1 t

2p+2q
n+m u

2p+2q
m+n v

2p+2q+1
n+m w

2p+2q+1
n+m

+(2n+ 1)w2p+1n+m

v
2p+1
m 0 (2n+ 1)t2p+2n+m 0 v

2p+2q+1
m+n 0 t

2p+2q+2
m+n

w
2p+1
m 0 −2t2p+2n+m+1 0 w

2p+2q+1
m+n −t2p+2q+2m+n 0

Tabla 3.1: Productos entre los elementos de la base de H•(A,A).

A partir de esta descripción es sencillo verificar que H•(A,A) está generado como
álgebra por los elementos 1, c, t20, sn, u2n y v3n para todo n ≥ 0.

Al final de la Sección 3.3, mencionamos que todos los espacios de cohomología de
grado 2p, con p ≥ 1 se pueden identificar entre si de manera evidente y lo mismo sucede
con los espacios de cohomología de grado 2p+ 1, con p ≥ 1. Más aún, observamos de
dónde proviene esta identificación. Podemos ver en la tabla que estos isomorfismos están
dados por la multiplicación con u2p0 . Más precisamente, la identificación está dada por
los morfismos

ϕ ∈ H2q 7→ ϕ^ u
2p
0 ∈ H

2q+2p, ϕ ∈ H2q+1 7→ ϕ^ u
2p
0 ∈ H

2q+2p+1.
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3.5 Estructura de álgebra de Lie de H1(A,A)

Si restringimos el corchete de Gerstenhaber a H1(A,A) obtenemos un álgebra de Lie. En
esta sección vamos a describir esta estructura que resultará ser isomorfa a una subálgebra
de Lie del álgebra de Virasoro. Al igual que para el producto cup solo vamos a calcular
el corchete entre los elementos de la base de H1(A,A). Vamos a empezar con el corchete
entre c y sn y para eso debemos calcular los respectivos asociadores:

c◦sn(1⊗ x⊗ 1) = (cg1 ◦ sng1) f1(1⊗ x⊗ 1) = (cg1 ◦ sng1) (1⊗ x⊗ 1)

= cg1 (1⊗ sn(1⊗ x⊗ 1)⊗ 1) = cg1
(
1⊗ (2n+ 1)xy2n ⊗ 1

)
= (2n+ 1)c

(
1⊗ x⊗ y2n +

2n−1∑
i=0

xyi ⊗ y⊗ y2n−1−i
)

= (2n+ 1)

2n−1∑
i=0

xyixy2n−1−i

= (2n+ 1)

n−1∑
i=0

xy2i+1xy2(n−i−1)

= (2n+ 1)

n−1∑
i=0

x

i∑
l=0

i!

l!
(yx)i−l+1y2(n−i+l−1)

= (2n+ 1)

n−1∑
i=0

i∑
k=0

i!

(i− k)!
x(yx)k+1y2(n−1−k)

= (2n+ 1)

n−1∑
k=0

(
n−1∑
i=k

i!

(i− k)!

)
x(yx)k+1y2(n−1−k)

= (2n+ 1)

n−1∑
k=0

(
n−1−k∑
l=0

(k+ l)!

l!

)
x(yx)k+1y2(n−1−k)

= (2n+ 1)

n−1∑
k=0

n!

l!(n− l)
x(yx)n−ly2l,
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donde en la última igualdad utilizamos el Lema 3.4.1. Ahora vamos a calcular el otro
asociador:

c◦sn(1⊗ y⊗ 1) = (cg1 ◦ sng1) f1(1⊗ y⊗ 1) = (cg1 ◦ sng1) (1⊗ y⊗ 1)

= cg1 (1⊗ sn(1⊗ y⊗ 1)⊗ 1) = cg1
(
1⊗ y2n+1 ⊗ 1

)
= c

(
2n∑
i=0

yi ⊗ y⊗ y2n−i
)

=

2n∑
i=0

yixy2n−i =

n∑
i=0

y2ixy2(n−i) +

n−1∑
i=0

y2i+1xy2(n−i)−1

=

n∑
i=0

i∑
l=0

i!

l!
x(yx)i−ly2(n−i+l) +

n−1∑
i=0

l∑
i=0

i!

l!
(yx)i−l+1y2(n−i+l)−1

=

n∑
i=0

i∑
k=0

i!

(i− k)!
x(yx)ky2(n−k) +

n−1∑
i=0

i+1∑
k=1

i!

(i− k+ 1)!
(yx)ky2(n−k)+1

=

n∑
k=0

(
n∑
i=k

i!

(i− k)!

)
x(yx)ky2(n−k) +

n∑
k=1

(
n−1∑
i=k−1

i!

(i− k+ 1)!

)
(yx)ky2(n−k)+1

=

n∑
k=0

(
n−k∑
l=0

(k+ l)!

l!

)
x(yx)ky2(n−k) +

n∑
k=1

(
n−k∑
l=0

(k+ l− 1)!

l!

)
(yx)ky2(n−k)+1

=

n∑
i=0

(n+ 1)!

i!(n− i+ 1)
x(yx)k−iy2i +

n−1∑
i=0

n!

i!(n− i)
(yx)ky2i+1,

sn◦c(1⊗ x⊗ 1) = (sng1 ◦ cg1) f1(1⊗ x⊗ 1) = (sng1 ◦ cg1) (1⊗ x⊗ 1)
= sng1 (1⊗ c(1⊗ x⊗ 1)⊗ 1) = sng1 (1⊗ 0⊗ 1) = 0,

sn◦c(1⊗ y⊗ 1) = (sng1 ◦ cg1) f1(1⊗ y⊗ 1) = (sng1 ◦ cg1) (1⊗ y⊗ 1)
= sng1 (1⊗ c(1⊗ y⊗ 1)⊗ 1) = sng1 (1⊗ x⊗ 1) = (2n+ 1)xy2n,

luego

[c, sn] (1⊗ x⊗ 1) = (2n+ 1)

n−1∑
k=0

n!

l!(n− l)
x(yx)n−ly2l,

[c, sn] (1⊗ y⊗ 1) =
n∑
l=0

(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)
x(yx)k−ly2l +

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
(yx)ky2l+1

− (2n+ 1)xy2n.

Utilizando la notación de la Proposición 3.3.6, sea l tal que 0 ≤ l ≤ n− 1 y sean

θn−l−1,l =
(
x(yx)n−ly2l, x(yx)n−l−1y2l+2 + (n− l)x(yx)n−ly2l − (yx)n−ly2l+1

)
,

ξn−l−1,l =

(
−

l−1∑
i=0

l!

i!
x(yx)n−iy2i, (n− l)x(yx)n−ly2l

)
,

ηn =

(
n−1∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l, 0

)
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pertenecientes a Im
(
d0
)
. Por un lado

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
θn−l−1,l(1⊗ x⊗ 1) =

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
x(yx)n−ly2l

y por otro lado

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
θn−l−1,l(1⊗ y⊗ 1)

=

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)

(
x(yx)n−l−1y2l+2 + (n− l)x(yx)n−ly2l − (yx)n−ly2l+1

)

=

n∑
l=1

n!

(l− 1)!(n− l+ 1)
x(yx)n−ly2l +

n−1∑
l=0

n!

l!
x(yx)n−ly2l

−

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
(yx)n−ly2l+1

= nxy2n +

n−1∑
l=1

(
n!

(l− 1)!(n− l+ 1)
+
n!

l!

)
x(yx)n−ly2l +n!x(yx)n

−

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
(yx)n−ly2l+1

= −xy2n +

n∑
l=0

(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)
x(yx)n−ly2l −

n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
(yx)n−ly2l+1,

teniendo en cuenta ahora al elemento ξn−l−1,l, resulta que

n−1∑
l=0

2(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)(n− l)
ξn−l−1,l(1⊗ y⊗ 1) =

n−1∑
l=0

2(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)
x(yx)n−ly2l,

mientras que

n−1∑
l=0

2(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)(n− l)
ξn−l−1,l(1⊗ x⊗ 1)

= −

n−1∑
l=0

l−1∑
i=0

2(n+ 1)!

(n− l+ 1)(n− l)i!
x(yx)n−iy2i

= −

n−2∑
i=0

(
n−1∑
l=i+1

1

(n− l+ 1)(n− l)

)
2(n+ 1)!

i!
x(yx)n−iy2i

= −

n−2∑
i=0

(
n−i−1∑
k=1

1

(k+ 1)(k)

)
2(n+ 1)!

i!
x(yx)n−iy2i

= −

n−2∑
i=0

(n− i− 1)2(n+ 1)!

(n− i)i!
x(yx)n−iy2i,
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donde en la última igualdad usamos que
∑n
i=1

1
(i+1)i =

n
n+1 . Es sencillo verificar que

[c, sn] +
n−1∑
l=0

n!

l!(n− l)
θn−l−1,l −

n−1∑
l=0

2(n+ 1)!

l!(n− l+ 1)(n− l)
ξn−l−1,l = 2(n+ 1)ηn

y por lo tanto [c, sn] resulta nulo en la cohomología.
Ahora vamos a calcular el corchete entre sm y sn para todo m,n ≥ 0. Como antes,

empezamos con los asociadores:

sm◦sn(1⊗ x⊗ 1) = (2n+ 1)sm

(
1⊗ x⊗ y2n +

2n−1∑
i=0

xyi ⊗ y⊗ y2n−1−i
)

= (2n+ 1)(2m+ 1)xy2(n+m) + (2n+ 1)

2n−1∑
i=0

xyiy2m+1y2n−1−i

= (2n+ 1)(2m+ 1)xy2(n+m) + (2n+ 1)2nxy2(m+n)

= (2n+ 1)(2(m+n) + 1)xy2(m+n),

por otro lado

sm◦sn(1⊗ y⊗ 1) = sm

(
2n∑
i=0

yi ⊗ y⊗ y2n−i
)

= (2n+ 1)y2(n+m)+1,

luego [sm, sn] = 2(n−m)sm+n.

El álgebra de Virasoro, denotada por Vir, es el álgebra de Lie con base {Ln, c | n ∈ Z}
y corchete definido, para todo n,m ∈ Z, como

[Lm,Ln] = (m−n)Lm+n + δm,−n
m3 −m

12
c,

[Lm, c] = 0.

Esta álgebra es la única extensión no trivial, unidimensional y central del álgebra de Witt,
que consiste en la subálgebra de Lie generada por el conjunto {Ln | n ∈ Z}. Notar que Vir
tiene la siguiente descomposición triangular en subálgebras de Lie:

Vir+ =
∞⊕
n=1

kLn h = kc⊕ kL0 Vir− =
∞⊕
n=1

kL−n.

Para identificar a H1(A,A) con una subálgebra de Lie del álgebra de Virasoro va a
ser conveniente hacer un cambio de base. Llamamos L−m = 2−m−1sm para todo m ≥ 0.
Es claro que el conjunto {L−m, c | m ≥ 0} resulta ser una base de H1(A,A) y es sencillo
verificar que el corchete cumple las siguientes igualdades

[L−m,L−n] = (−m− (−n))L−(m+n) y [L−m, c] = 0.

A partir de esta observación es evidente que H1(A,A) es una subálgebra de Lie de Vir.
Más precisamente se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Existe un isomorfismo de álgebras de Lie

H1(A,A) ∼= h⊕Vir− .
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3.6 Comentarios finales y perspectivas

Al final de la última sección probamos que H1(A,A) resulta ser isomorfo a h⊕Vir−. Si M
es un módulo de Lie sobre h⊕Vir−, o lo que es lo mismo, una representación del álgebra
envolvente U(h⊕ Vir−), entonces U(Vir)⊗U(h⊕Vir−)M resulta ser una representación de
U(Vir). La familia de espacios vectoriales Hn(A,A) da una familia de representaciones de
H1(A,A) y debido al comentario anterior, se obtiene así una familia de representaciones
del álgebra de Virasoro. Queremos saber cuál es esta familia y si se trata de represen-
taciones ya conocidas. También nos interesa saber cuáles son las álgebras de Lie que
aparecerán para otras álgebras de Nichols de dimensión de Gelfand-Kirillov finita.
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Apéndice A

Reglas de conmutación

En este apéndice se incluyen las reglas de conmutación del super plano de Jordan.

Proposición A.0.1. Para todo c ≥ 0,

ycx =


∑k
i=0

k!
i! x(yx)

k−iy2i si c = 2k,∑k
i=0

k!
i! (yx)

k−i+1y2i si c = 2k+ 1.

Demostración. Lo probaremos por inducción. Los casos c = 0, 1, 2 son claros. Si k ≥ 1 y
c = 2k+ 1,

y2k+1x = y(y2kx) = y(

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i) =

k∑
i=0

k!

i!
(yx)k−i+1y2i.

Si k ≥ 1 y c = 2k+ 2,

y2k+2x = y2ky2x = y2k(xy2 + xyx) = y2kx(y2 + yx)

=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i(y2 + yx)

=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+2 +

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+1x

=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+2 +

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−i

 i∑
j=0

i!

j!
(yx)i−j+1y2j


=

k∑
i=0

k!

i!
x(yx)k−iy2i+2 +

k∑
i=0

i∑
j=0

k!

j!
x(yx)k−j+1y2j

=

k+1∑
j=1

k!

(j− 1)!
x(yx)k−i+1y2j +

k∑
i=0

i∑
j=0

k!

j!
x(yx)k−j+1y2j

=

k+1∑
j=1

k!

(j− 1)!
x(yx)k−i+1y2j +

k∑
j=0

(k− j+ 1)
k!

j!
x(yx)k−j+1y2j
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= xy2k+1 +

k∑
j=1

k!

(j− 1)!
x(yx)k−i+1y2j

+ (k+ 1)!x(yx)k+1 +

k∑
j=1

(k− j+ 1)
k!

j!
(yx)k−j+1y2j

= xy2k+1 +

k∑
j=1

(
k!

(j− 1)!
+ (k− j+ 1)

k!

j!

)
(yx)k−j+1y2j + (k+ 1)!x(yx)k+1

= xy2k+1 +

k∑
j=1

(k+ 1)!

j!
(yx)k−j+1y2j + (k+ 1)!x(yx)k+1

=

k+1∑
j=0

(k+ 1)!

j!
(yx)k−j+1y2j.

El siguiente resultado será utilizado en la demostración de la Proposición A.0.3.

Proposición A.0.2. Sea b ≥ 1, entonces y(yx)b = x(yx)b−1y2 + bx(yx)b.

Demostración. Lo probaremos por inducción. El caso b = 1 es claro. Sea b ≥ 1, luego

y(yx)b+1 = y(yx)b(yx) = (x(yx)b−1y2 + bx(yx)b)yx = x(yx)b−1y3x+ bx(yx)b+1

= x(yx)b−1(yxy2 + (yx)2) + bx(yx)b+1 = x(yx)by2 + (b+ 1)x(yx)b+1.

Proposición A.0.3. Si k ≥ 0 y b ≥ 1, entonces

y2k(yx)b =

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− i− 1)!

(b− 1)!
(yx)b+k−iy2i,

y2k+1(yx)b =

k+1∑
i=0

(
k+ 1

i

)
(b+ k− i)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−iy2i.

Demostración. Lo probaremos haciendo inducción en k. Empecemos con los elementos
de la forma y2k(yx)b. El caso k = 0 es claro. Si k ≥ 1,

y2k(yx)b = yy2(k−1)+1(yx)b = y

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− 1− i)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−1−iy2i

=

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− 1− i)!

(b− 1)!
(yx)b+k−iy2i.

Continuemos con los elementos de la forma y2k+1(yx)b. El caso k = 0 es el resultado de
la Proposición A.0.2. Si k ≥ 1,

y2k+1(yx)b = yy2k(yx)b =

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− i− 1)!

(b− 1)!
y(yx)b+k−iy2i
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y debido a la Proposición A.0.2, resulta que

y2k+1(yx)b =

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− i− 1)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−1−iy2(i+1)

+

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− i)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−iy2i

=

k+1∑
j=1

(
k

j− 1

)
(b+ k− j)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−jy2j

+

k∑
i=0

(
k

i

)
(b+ k− i)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−iy2i

=

k+1∑
i=0

(
k+ 1

i

)
(b+ k− i)!

(b− 1)!
x(yx)b+k−iy2i.
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