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Introduccion

Diversos problemas concretos de las areas mas diversas pueden plantearse en térmi-
nos de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales con coeficientes en R:
estos sistemas modelizan problemas de robética, procesamiento de senales, biologia
molecular, disenio por computadora, estadistica y teoria de juegos, entre otras areas.
La resolucion de estos problemas involucra el estudio del conjunto de las soluciones
en R" de los sistemas que los describen. En los tltimos anos, ha cobrado interés el
tratamiento computacional de estos problemas debido a los avances recientes de la
informatica.

El conjunto de los puntos de R™ que satisfacen un sistema finito de ecuaciones e
inecuaciones dadas por polinomios en R[X7, ..., X, ] es un conjunto semi-algebraico
de R™. Mas generalmente, un conjunto semi-algebraico es un subconjunto de R"
definido por una férmula booleana cuyos dtomos son ecuaciones e inecuaciones po-
linomiales.

En algunas ocasiones, es suficiente con poder determinar algoritmicamente si un
sistema de ecuaciones e inecuaciones dado tiene una soluciéon o no, pero frecuen-
temente la resolucién del problema subyacente requiere el célculo de (algunas de)
las soluciones del sistema. Mas atn, para algunas aplicaciones resulta fundamental
un analisis o descripcion méas especifico del conjunto semi-algebraico que define el
sistema.

Por ejemplo, ciertos problemas de robética han motivado el estudio, desde el punto de
vista efectivo, de cuestiones de conexion en conjuntos semi-algebraicos. El problema
general consiste en guiar un robot automéaticamente en un ambiente con obstaculos:
dados dos puntos, se busca determinar si hay un camino que los une evitando los
obstaculos y, en caso afirmativo, construir uno. En la mayoria de las situaciones las
restricciones para el movimiento del robot son polinomiales y el conjunto en el que
pueden elegirse los parametros para moverlo es semi-algebraico.

Un procedimiento para resolver este problema fue propuesto en [15] en base al méto-
do de descomposicion cilindrica de conjuntos semi-algebraicos de Collins [7]. Sin
embargo, el uso de este método tan general (de hecho, permite resolver el problema
de la eliminacién de cuantificadores en la teorfa de primer orden sobre R) lleva a



6 INTRODUCCION

complejidades (es decir, cantidad de operaciones y comparaciones a realizar por el
algoritmo) doblemente exponenciales en la cantidad de variables.

Con el objeto de disenar un procedimiento especificamente adaptado a la resolu-
cién del problema, en [4], se introdujo la nocién de roadmap de un conjunto semi-
algebraico. Un roadmap en un conjunto semi-algebraico S C R™ es un subconjunto
semi-algebraico de S de dimensién menor o igual que 1 que tiene interseccién no
vacia con cada componente conexa de S y que es conexo dentro de cada una de
ellas. Canny desarroll6 un algoritmo para el célculo de roadmaps en ciertos con-
juntos semi-algebraicos y lo aplicé para construir un procedimiento que decide si
dados dos puntos de un conjunto semi-algebraico arbitrario pertenecen a la misma
componente conexa con la misma complejidad.

Esta nueva herramienta introducida por Canny ha sido utilizada desde entonces en
el estudio de diversos problemas de conexién desde el punto de vista efectivo, obte-
niéndose asimismo mejoras sucesivas a su algoritmo ([10], [9], [11], [8], [5], [6],[12]).
El algoritmo mas eficiente para el calculo de roadmaps en conjuntos semi-algebraicos
arbitrarios se encuentra en [2]. Para el caso particular de una hipersuperficie compac-
ta con finitos puntos singulares, recientemente, en [14] se obtuvo un procedimiento
con mejores cotas de complejidad. Sin embargo, es todavia un problema abierto el
determinar si el cdlculo de roadmaps en subconjuntos semi-algebraicos de R™ pue-
de efectuarse con complejidad polinomial en el tamano de la representacion de los
polinomios que describen al conjunto por medio de sus vectores de coeficientes.

Esta tesis se centra en el problema del calculo algoritmico de roadmaps de conjuntos
semi-algebraicos de R™.

En el capitulo 1 se introducen algunas nociones bésicas y se establecen algunas pro-
piedades geométricas y topologicas fundamentales de los conjuntos semi-algebraicos
y de las funciones entre estos conjuntos, que se utilizan a lo largo de todo el trabajo.

El capitulo 2 presenta un analisis detallado de los aspectos tedricos subyacentes al
algoritmo de [2] (ver también [3, Capitulo 15]) para el cdlculo de roadmaps de conjun-
tos algebraicos de R™ (es decir, conjuntos definidos sélo por ecuaciones polinomiales):
en primer lugar, se considera el caso de conjuntos acotados y, posteriormente, se ex-
tienden los resultados al caso no acotado. Al final del capitulo se incluye una breve
descripcion de las técnicas fundamentales que permiten el tratamiento del problema
para conjuntos semi-algebraicos (ver [2] y [3, Capitulo 16]).

Finalmente, en el capitulo 3 se describen de manera mas precisa los algoritmos
analizados en el capitulo previo y se enuncian los resultados sobre las complejidades
de estos algoritmos. Por otra parte, se exhibe el desarrollo completo del algoritmo
principal en un ejemplo. Como aplicacién, se describe un algoritmo que permite
determinar si dos puntos dados de un conjunto pertenecen a la misma componente
semi-algebraicamente conexa del conjunto.



Capitulo 1

Nociones de geometria algebraica
real

En toda la tesis, notaremos N al conjunto de los niimeros naturales, Ny a NU{0}, Z
al anillo de los nimeros enteros, Q y R el cuerpo de los niimeros racionales y reales
respectivamente.

Escribiremos K |[Xy, ..., X,| para denotar el anillo de los polinomios en las variables
Xi,...,X, con coeficientes en K. Dado un monomio m = [[;_, Xidi, con d; € Ny,
llamaremos grado de m al ntimero > d;, y dado un polinomio f € K[Xj,...,X,],
llamaremos grado total de f, o simplemente grado de f, al maximo de los grados de

todos los monomios que aparecen en f. Lo notaremos gr(f).

Comenzaremos introduciendo algunas definiciones y resultados bésicos de geometria
algebraica real que utilizaremos. Nuestra presentacion se basa en [1] y [3].

1.1. Cuerpos reales cerrados

1.1.1. Definiciones y propiedades elementales

Un cuerpo ordenado (F'; <) es un cuerpo F provisto de un orden total < que satis-
face:

Her<y= z+z<y+z,
i) 0<z,0<y=0<uay.

Dados dos cuerpos ordenados F' C E, donde el orden de F extiende al orden de F/,
un elemento z € F se dice infinitesimal sobre F' si es positivo y menor que cualquier
elemento positivo y € F.

Llamaremos cono propio de un cuerpo F' a un subconjunto P de F' que verifica:

7



8 CAPITULO 1. NOCIONES DE GEOMETRIA ALGEBRAICA REAL

i) x,ye P=>x+vy, vy € P,
i) e F=a?€ P,
iii) —1¢ P.
Proposicién 1.1 Sea F' un cuerpo y P un cono propio de F que wverifica F' =
P U (—P). Entonces F puede ser ordenado por

r<y<—=y—xeckh

Mds ain, si P es un cono propio de F', existe un cono propio ) de F que contiene
a P yverifica F = QU (—Q).

Demostracion. Como F' = P U (—P), se tiene que la relacion x <y < y—z € P es
una relacion de orden total en F. Para x,y,z € F":

s r<ysy—crePesytz—(rv+z2)ePesar+z2<y+z,
s 0< 2,0y r,ye P=>2xye P 0 < ay.

Luego F es un cuerpo ordenado con esta relacion.

Supongamos ahora que P es un cono propio arbitrario de F. Consideremos el con-
junto ¥ = {C' cono propio de F// P C C'} con el orden dado por la inclusién.

Toda cadena creciente {C;}, ., en X estd acotada superiormente por J,., C; € X.
Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal ) € X. En particular, P C Q.
Veamos que Q U (—Q) = F: Sea a € F. Si a € ), no hay nada que probar.

Sia ¢ Q, entonces Q[—a| = {z —ay/z,y € Q} resulta ser un cono propio de F' que
contiene a Q: Si x,z,y,y € Qy c € F:

s (x—ay)+ (T —ab)=(x+7)—aly+7) € Ql—a].

= 2 € Q, pues @ es un cono propio de F. Luego ¢* € Q[—al.

w (z—ay)(T — ay) = (27 + a*yy) — a(yT + xy) € Q|—al, pues a* € Q.

» —1 ¢ Q[—a]. De lo contrario, —1 = z—ay, con z,y € Q. Como —1 ¢ Q, y # 0.
Luego a = (1 + a:)i =(1+ a:)(i)Qy € @, lo cual es un absurdo pues a ¢ Q.

Por la maximalidad de @ se tiene que —a € @), y por lo tanto a € —(Q). O

Teorema 1.2 Sea F' un cuerpo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) F' es un cuerpo ordenado.
ii) F tiene un cono propio.
wi) —1¢ S F*={x € F/ x es suma de cuadrados de elementos de F }.

w) Para cualesquiera xy,...,x, € F, > " 27 =0= 21 =... =1z, =0.
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Un cuerpo que satisface alguna, y por lo tanto todas las propiedades anteriores se
llama un cuerpo real.

Notar que un cuerpo real tiene caracteristica 0.
Demostracion. Probaremos 1) = ii) = iii) = i) y 1ii) < v).

i) = 1) El conjunto P = {z € F'/ 0 < z} resulta ser un cono propio de F', pues la
suma vy el producto de elementos de P estd en P, F? C P, pues producto de
elementos positivos es positivo, y —1 ¢ P.

i1) = ii1) Sea C' el cono propio en F. Si —1 € > F? C C, se tiene que —1 € C, que
es un absurdo pues C' es un cono propio.

i11) = i) Como —1 ¢ > F? se tiene que Y. F? es un cono propio y luego, por la
proposicion 1.1, F puede ordenarse.
i) = iv) Supongamos Y ', x7 = 0. Si existe x; # 0 entonces —1 = 37 (%) €
J
>~ F? lo cual es un absurdo.
iv) = iii) Si—1¢€ Y F?entonces —1 =Y. 7 por lo que 12 + >~ 27 = 0, contradi-
ciendo v).

0

Definicién 1.3 Un cuerpo real cerrado es un cuerpo real F' que no admite una
extension real algebraica no trivial Fy D F, Fy # F.

Teorema 1.4 Sea F' un cuerpo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) F es un cuerpo real cerrado.

ii) Eziste un orden en F para el cual los elementos positivos de F' son cuadrados
en F y todo polinomio en F[X| de grado impar tiene una raiz en F.

iwi) Fli|=F[Z]]{(Z*+ 1) es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostracion.
i) = i1) Probaremos que F =Y F?U (—Y_ F?), con lo cual se tiene el orden en F
definido por: x <y & y—xz € F2

Sea a € F. Si a no es un cuadrado en F, se tiene que F[y/a] = F[X]/(X? — a)
es una extension algebraica de F' no trivial y por lo tanto no real. Luego
—1 € > (F[y/a])?. Entonces se tiene que

n

“L=D (+ Vay)t =Dt ad yi+2va Y ay
=1 i=1 j=1

j=1
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Por unicidad de escritura en base {1,/a}, >°7_, 7;y; = 0y como F' es real,
—1# 377 a3, luego se tiene 37, y7 # 0. Se sigue que

j=1"js
—a=1+Y 2D y)ed 2
j=1 j=1

Luego a € — > F?. Esto implica que F = F?U (= > F?) y, ademds, que si a
no es un cuadrado, entonces a es negativo para el orden definido en F'.

Supongamos que existe f € F[X], de grado impar d > 1 que no admite raiz
en F. Podemos suponer que f es moénico y el de menor grado impar que
verifica esto. Entonces f es irreducible en F[X], y se tiene que F[X]/(f) es
una extension algebraica no trivial de F'y, por lo tanto, no real. Luego —1 €
S(F[X]/(f))?. Se tiene que —1 = Y~ h% + fg, con gr(h;) < gr(f) = d; por lo
tanto gr(d_ h?) < 2d —2 y es par puesto que F' es real. Luego, gr(g) <d—2y
es impar, y por lo tanto g admite una raiz x en F'. Evaluando en x se obtiene
—1=>"h3(x) € > F? lo cual es un absurdo.

i1) = 1ii) En primer lugar, probaremos que todo f € F[X] admite una raiz en Fi].

Si el grado de f es 2™n, con n impar, lo probaremos por induccién en m:
Sim = 0, el grado de f es impar y por hipdtesis admite una raiz en F.
Supongamos que el resultado vale para polinomios de grado 2™ 'n, con n
impar. Sea f € F[X] de grado d = 2™n, con n impar. Sean yi,...,yq las
raices de f en una clausura algebraica de F'. Para cada h € Z, consideremos el
polinomio g, = HA<M(X — Y — Yu — hyry,). Observemos que gy, es simétrico
en yi, ..., Y4, por lo tanto g, € F[X], y tiene grado @ =2m"1n(2™n —1).

_‘,—/

impar

Por hipétesis inductiva g, admite una raiz en F[i]. Luego existen A, u que
verifican y) + vy, + hyny, € F[i]. Como h toma infinitos valores y A\, pu €
{1,...,d}, existen A\t y hy # he que verifican yy + y, + hayay, € Fli] y
Yx + Yu + hayny, € Fi]. Restando se concluye que y\y,, yr + y, € F|[i]; luego
son raices de un polinomio en F[][X] de grado 2.

Ahora, todo polinomio en F[i][X] de grado 2 tiene sus raices en F'[i]: en efecto,
como todo elemento de F[i] es un cuadrado (se procede igual que para ver
que todo elemento en C es un cuadrado) y la caracteristica de F es 0, vale:
aX?’+bX +c=0& X = %,COHQGF[Z’] tal que ¢ = b* — 4ac.

Por lo tanto, f admite raices en F[i].

Para el caso general, sea f = 2?:0 aj)ij € F[i][X]. Sea f = Z?:o @; X7, donde
a es el conjugado de a. Se tiene que ff € F[X] y entonces, por el caso previo,
admite una raiz « € F[i]. Luego x 6 T es raiz de f.
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i1i) = 1) Si vemos que en F' una suma de cuadrados es un cuadrado, como —1 no
es un cuadrado en F' (pues F[i] es un cuerpo), se tiene que F' es un cuerpo
real. Sean a,b € F. Veamos a® + b? es un cuadrado en F: Consideramos
X? — (a + bi) € F[i][X]. Por hipétesis admite una raiz x = ¢ + di € F[i].
Entonces a+bi = (c+di)? y, calculando normas, se tiene que a®>+b? = (c2+d?).

Para ver que es un cuerpo real cerrado alcanza con notar que F[i] es la tinica
extension algebraica no trivial de F', pues es una extensién algebraicamente
cerrada y de grado 2.

[l

Ejemplo 1.5 El cuerpo R de los niimeros reales es un cuerpo real cerrado. El cuerpo
de los numeros reales algebraicos sobre Q es un cuerpo real cerrado que denotaremos
Raig-

Observamos que todo cuerpo ordenado (F; <) tiene una (tnica salvo isomorfismos)
clausura real, es decir, una extension algebraica R de I’ que es un cuerpo real cerrado
y cuyo orden extiende al orden de F' ([3, Theorem 1.3.2]).

Con la notacién usual de intervalos, el siguiente teorema generaliza al Teorema de
Bolzano en R para polinomios con coeficientes en un cuerpo real cerrado arbitrario:

Teorema 1.6 Sean R un cuerpo real cerrado, f € R[X], a,b € R con a < b. Si
f(a) f(b) <0, entonces existe x € (a,b) tal que f(x) =0.

Demostracion. Por el teorema 1.4, los factores irreducibles de f son lineales o tie-
nen la forma (X —¢)* +d? = (X — ¢ — di) (X — ¢+ di). Estos tltimos siempre son
positivos o cero sobre R. Entonces, si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, g(a) y g(b)
también los tendran para algun factor lineal g de f. Luego, existe una raiz x € (a, b)
de g, y por lo tanto de f. O

1.1.2. Series de Puiseux

Sea K un cuerpo y £ una variable. El anillo de series de potencias formales en &
con coeficientes en K, que denotaremos K[[¢]], consiste de las series de la forma
a=Y &, coni€ Nygya; € K. Su cuerpo cociente, que denotaremos K ((§)),
es el cuerpo de series de Laurent en & con coeficientes en K, y sus elementos son las
series de la formaa =3 ,., a;§", coni,k € Zy a; € K.

Una serie de Puiseuzr en la variable £ con coeficientes en K es una serie de la forma

a=7y . a;§/9conk € Z,i €7, a; € K y q un entero positivo.
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Si k=min{i € Z/ a; # 0}, llamamos orden de @ a ord(a) = % y coeficiente inicial
de @ a in(a) = ag.

Observar que las series de Puiseux son las series formales de Laurent en £/7 pa-
ra algin entero positivo q. Dadas dos series de Puiseux a = Zizkl ;1 y b =
> ik ;€Y% podemos escribirlas como una serie de Laurent en /9, donde ¢ es el
minimo comun multiplo entre ¢; v ¢o. Luego la suma y la multiplicacion de series
de Puiseux es la heredada de las series de Laurent.

El cuerpo de la series de Puiseux en la variable & con coeficientes en K sera denotado

K{{6).

Si K es un cuerpo ordenado, definimos un orden en K ((£)) como sigue: dada una
serie @ = Yo, a;£Y/9 con ay, # 0,

0<a<=0<ay.

En este cuerpo y con este orden, £ € K ((£)) resulta ser un elemento positivo e
infinitesimal sobre K.

El cuerpo R ((£)) de las series de Puiseux con coeficientes en un cuerpo real cerrado
R es un cuerpo real cerrado (ver, por ejemplo, [3, Theorem 2.91]).

Mas atin, si consideramos el cuerpo R(&) de funciones racionales en la variable £ con
coeficientes en R con el orden

% > 06 p()g(6) > 0,

el cuerpo de las series de Puiseux algebraicas sobre R(€), que notaremos R (), es la
clausura real de R(&).

Si notamos R ((§)), al conjunto formado por los elementos de R({(£)) que tienen

orden no negativo, es decir, a los elementos de la forma a = Zizo a;€ 5, podemos
definir un morfismo de anillos lim, : R ((§)) , — R de la siguiente manera:

lim(z aifé) = ay.
¢ =
Otra forma de interpretar los elementos de R ((£)), es que son los elementos de

R ((£)) de valor absoluto acotado por un elemento positivo de R. La funcién lim,
simplemente reemplaza £ por 0 en las series de Puiseux acotadas sobre R.

1.2. Conjuntos semi-algebraicos y funciones

En esta seccion introducimos los objetos con los que trabajaremos a lo largo de esta
tesis: conjuntos semi-algebraicos y funciones semi-algebraicas. Presentamos también
algunas de sus propiedades basicas y resultados geométricos fundamentales.

A partir de ahora, y durante toda la tesis, R denotara un cuerpo real cerrado.
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1.2.1. Conjuntos algebraicos y semi-algebraicos

Sea B un subconjunto finito de R[X3,...,X,]. Llamaremos conjunto algebraico y
denotaremos Z(B) a un subconjunto de R" que es de la forma

Z(B) ={x € R"/ f(z) =0 para todo f € B}.

En algunos casos convendrd utilizar la notacién Z(B, R"), enfatizando el espacio
ambiente del conjunto algebraico. Observemos que todo conjunto algebraico de R"
puede ser definido por una sola ecuacion polinomial; basta para ello tomar la suma
de los cuadrados de los elementos del conjunto de polinomios B que lo define.

Definicién 1.7 Un subconjunto semi-algebraico de R"™ es un subconjunto de la
forma | ﬁ {z € R"/ fij*;0}, donde f;; € R[X1,...,X,] y *i; es > 6 =, para

i=1j=1
1=1,...,5y73=1,...,7;.

Notar que la clase de subconjuntos semi-algebraicos es cerrada bajo intersecciones
finitas, uniones finitas y complementos.

Proposicién 1.8 Los subconjuntos semi-algebraicos de R son exactamente las unio-
nes finitas de puntos y de intervalos abiertos (acotados o no acotados).

Demostracion. Alcanza con verlo para conjuntos de la forma {x € R/ f*0} con
« € {>,=}. Para esto hay que notar que por el teorema 1.6, se tiene que el conjunto
{r € R/f(x) =0} es finito 6 vacio y que el conjunto {z € R/f(xz) > 0} es unién
finita de intervalos abiertos, acotados o no. O

Consideraremos en R" la topologia euclideana, heredada del orden en R.
Six=(z1,...,2,) € R", r € R positivo, denotaremos ||z| = /2% + - -+ + 22,

By (z,7r)={y € R"/ |ly—«z|| <r} (bola abierta) ,

B,(z,r) ={y € R"/ |ly — z|| <r} (bola cerrada),

y cuando quede claro por el contexto, suprimiremos el subindice n.

Las bolas abiertas forman una base de abiertos para la topologia euclideana. Los
conjuntos B, (x,7) y B,(x,r) son claramente conjuntos semi-algebraicos. Los poli-
nomios son funciones continuas con esta topologia.
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1.2.2. Principio de Tarski-Seidenberg y transferencia

A continuacion enunciamos el Principio de Tarski-Seidenberg, una herramienta esen-
cial para la geometria algebraica real. Una demostracién de este resultado puede
hallarse en [1, Theorem 1.4.2].

Teorema 1.9 Sea F' un cuerpo real. Sean fi(X,Y) para i = 1,...,s polinomios
en n + 1 variables con coeficientes en F, donde Y = (Y1,...,Y,) y*; € {>,=,<}
para j = 1,...,s. Entonces existe una combinacion booleana B(Y') (es decir, una

composicion finita de disyunciones, conjunciones y negaciones) de ecuaciones e ine-
cuaciones polinomiales en las variables Y con coeficientes coeficientes en F tal que
para todo cuerpo real cerrado R que contiene a F' y para todo y € R", el sistema

fi(X,y) %1 0

Js(X,y) #5 0
tiene una solucion x € R si y solo si B(y) es verdadera en R.
Este resultado puede ser reformulado en términos geométricos como sigue:

Teorema 1.10 Sea A un subconjunto semi-algebraico de R*™' y 7 : R"*!' — R" la
proyeccion al espacio de las primeras n coordenadas. Entonces m(A) es un subcon-
Jjunto semi-algebraico de R™.

Demostracion. Es suficiente probar el teorema para los conjuntos semi-algebraicos
de la forma

{(y,x) € R" XR/ f1(y,l') = :fl(:%x) :Ov gl(y,:c) > 0,,gm(y,£ll') > O}

Por el teorema 1.9, existe una combinacion booleana de ecuaciones e inecuaciones
polinomiales B(Y') en las variables Y con coeficientes en R tal que, para todoy € R",
el sistema
{fl(an) =...= fily,X)=0
9j(y, X)>0,j=1,...,s

tiene una solucién = € R si y sélo si B(y) es verdadera en R. Luego, 7(A) es el
conjunto de los y en R™ que satisfacen B(Y'); por lo tanto es semi-algebraico. [J

Utilizando un argumento inductivo, el enunciado anterior se extiende a la proyeccion
m: R" — RP con p < n. Esto permite probar la siguiente proposicion:

Proposicién 1.11 La clausura A y el interior A° de un conjunto semi-algebraico
A son conjuntos semi-algebraicos.
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Demostracion. Dado A un subconjunto semi-algebraico de R™, se tiene que A =
{reR/Vte RIye A(lly—=|*<t*6t=0)} o, equivalentemente:

A=R'—m(R" —m({(z,y,t) e R/ ye A A (ly—z|’ <> 6t=0)}),

donde m; : R?"*! — R"™! es la proyeccién my(x,y,t) = (x,t) y mp : R"™ — R" la
proyeccion mo(z,t) = x. Luego por el teorema 1.10, A es semi-algebraico. Para ver
que A° es semi-algebraico alcanza con notar que el complemento de A¢ resulta ser
A°. O

En ocasiones nos sera de utilidad describir conjuntos semi-algebraicos por medio de
formulas que involucran igualdades y desigualdades polinomiales y cuantificadores.
Mas precisamente, una formula de primer orden del lenguaje de cuerpos ordenados
con parametros en R es una férmula escrita con una cantidad finita de conjunciones,
disyunciones, negaciones y cuantificadores (universales V o existenciales 3) sobre
variables, empezando por férmulas atémicas del tipo f(Xi,...,X,) * 0, con * €
{>,=} y f un polinomio con coeficientes en R. Las variables libres de la férmula
son aquellas variables de los polinomios que no estan cuantificadas. Notaremos L(R)
al lenguaje de primer orden de cuerpos ordenados con parametros en R.

Por definicién, los conjuntos semi-algebraicos estan descriptos por férmulas libres
de cuantificadores de L(R). El principio de Tarski-Seidenberg da lugar al siguiente
resultado:

Proposicién 1.12 Sea ®(X,...,X,,) es una formula de L(R) con variables libres
Xi, ..., Xn. Entonces {x € R"/ ®(x)} es un conjunto semi-algebraico.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en la construccion de la férmula, empe-
zando por las formulas atomicas. Los casos conjunciones, disyunciones y negaciones
son inmediatos. Si ®(z) tiene la forma Jy O(x,y), con S = {(z,y) € R"™/ O(x,y)}
un conjunto semi-algebraico, se tiene que {z € R"/ ®(x)} = =(S) (donde 7 es
la proyeccién a las primeras n coordenadas) y, por el teorema 1.10, resulta ser
semi-algebraico. Para ver el caso del cuantificador universal, alcanza con notar que
Yy 0(x,y) es equivalente a no Jy no 6(x,y). O

Si K una extension real cerrada de R, dado un conjunto semi-algebraico A de R",
notaremos Exzt(A, K) al subconjunto de K™ definido por la misma combinacién
booleana que A, es decir, si A = {z € R"/ B(x)} entonces

Ext(A,K) = {x € K"/ B(x)}.

Este conjunto semi-algebraico se llama la extension de A a K, y se puede probar
que depende s6lo de A y no de la combinacién booleana que lo describa (ver [1,
Proposition 5.1.1]).
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Proposicién 1.13 Sea A es un conjunto algebraico de R", y sean 7 : R"™ —

R" y g : K" — K™ las proyecciones a las primeras n coordenadas. Entonces
T (Ext(A, K)) = Ext(r(A), K).

Demostracion. Si A estd dado por una combinacién booleana B(X,Y") de condicio-
nes de signo sobre polinomios en R[X,Y], donde X = (X3,...,X,,), por el teorema
1.9, existe una combinacién booleana C'(X) de condiciones de signos sobre polino-
mios en R[X] tal que, para todo x € K", B(z,Y) tiene solucién en K si y sélo
si C(x) es verdadera en R. Luego, m(A) = {zx € R"/ C(x)} v mx(Ext(A K)) =
{r € K"/ C(x)} = Ext(n(A), K). O

Proposicién 1.14 (Eliminacién de cuantificadores) Sea ® es una formula de
L(R). Entonces existe una formula libre de cuantificadores ¥ de L(R), con las mis-
mas variables libres X1, ..., X, que ®, tal que, para toda extension real cerrada K
de R y para todo v € K", ®(x) & U(x).

Demostracion. Lo haremos por induccién en la construccién de la férmula ¢, empe-
zando por las féormulas atémicas. Los casos de conjunciones, disyunciones y negacio-
nes son inmediatos. Si ® tiene la forma Jy 6(z, y), con @ férmula sin cuantificadores,
se tiene que

{z € K"/ Ty 0z, )} = mic({(z,) € K"/ 0(z,9)}),

que, por la proposicién 1.13, es el conjunto Ext(r({(z,y) € R"*/ 0(z,y)}), K). Por
el teorema 1.10, 7({(x,y) € R"™/ 0(x,y)} es un conjunto semi-algebraico, por lo
que estd descripto por una férmula ¥ de L(R) libre de cuantificadores, que por lo
tanto también define a {z € K"/ Jy 6(z,y)}. Para ver el caso del cuantificador
universal, alcanza con notar que Yy ®(x,y) es equivalente a no Jy no ®(z,y). O

En vista de poder probar que las extensiones de conjuntos semi-algebraicos con-
servan propiedades del conjunto original, introducimos el siguiente resultado, que
resultarda una herramienta fundamental en lo que sigue:

Proposicién 1.15 (Principio de Transferencia) Sea ® una férmula de L(R)
sin variables libres, y sea K una extension real cerrada de R. Entonces ® es verda-
dera en R si y solo si ® es verdadera en K.

Demostracion. La proposicién 1.14 nos da una férmula ¥ de L(R) libre de cuan-
tificadores sin variables libres equivalente a ®. Como ¥ no tiene variables, U es
verdadera en K si y sélo si lo es en R. Luego, lo mismo ocurre para . 0



1.2. CONJUNTOS SEMI-ALGEBRAICOS Y FUNCIONES 17

1.2.3. Funciones semi-algebraicas

Como nuestro objeto de estudio son los conjuntos semi-algebraicos, queremos tra-
bajar con funciones que preserven la propiedad de serlo. Para ello, introducimos la
nocion de funciones semi-algebraicas.

Definicién 1.16 Sean A C R™ y B C R" dos conjuntos semi-algebraicos. Una
funcion f : A — B es semi-algebraica si su grdfico es un subconjunto semi-algebraico
de R™*",

Observar que la composicién de funciones semi-algebraicas es semi-algebraica. Las
funciones semi-algebraicas con valores en R forman un anillo con la suma y el pro-
ducto punto a punto.

Proposicién 1.17 Sean A y B conjuntos semi-algebraicos y sea f : A — B una
funcion semi-algebraica.

i) Si S C A es semi-algebraico, entonces f(S) es semi-algebraico.

i) Si T C B es semi-algebraico, entonces f~1(T) es semi-algebraico.

Demostracién. El conjunto f(S) (resp. f~'(T)) es la imagen del conjunto semi-
algebraico (S x B)Ngraf(f) (resp. (AxT)Ngraf(f)) por la proyeccién Ax B — B
(resp. Ax B — A). O

Veremos ahora que puede generalizarse el Teorema de Bolzano en R para funciones
continuas semi-algebraicas sobre un cuerpo real cerrado:

Proposicién 1.18 Sea f : [a,b] — R una funcion continua y semi-algebraica defi-
nida en un intervalo [a,b] C R. Si f (a) f (b) <0, existe z € (a,b) tal que f (x) = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f (a) > 0y f(b) <
0. El conjunto A = {x € [a,b]/ f(x) > 0} resulta ser semi-algebraico, no vacio y
abierto en [a, b] pues f es continua. Por la proposicién 1.8, A = [a,b;)U...U(ay, b;),
y por la continuidad de f, concluimos que f(b;) = 0. O

Asi como un conjunto semi-algebraico de R™ puede extenderse a un conjunto semi-
algebraico de K™ si K es una extension real de R, el principio de transferencia
permite extender funciones semi-algebraicas:

Proposicién 1.19 Sean A C R™ y B C R" conjuntos semi-algebraicos, y sea f :
A — B una funcion semi-algebraica. Llamemos G = graf(f). Si K es una extension
real cerrada de R, entonces:
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i) Eriste una funcion semi-algebraica f : Ext(A,K) — Ext(B,K) tal que su
grafico es el conjunto Ext(G, K). La funciéon f se llama extensién de f a K.
Usaremos la notacion f = Ext(f, K).

ii) La funcion f es continua si y sélo si f lo es.
Demostracion.

i) El hecho de que G sea el conjunto de puntos del grafico de una funcién de A en
B se expresa con la férmula Vo € R™, (x € A< Jy € R" (z,y) € G) N (Yy €
R" (z,y) e G=y € B)ANVy,y € B (z,y) € G,(x,y) € G=y=1'). Por
la proposicion 1.15, esta férmula es verdadera en R si y sélo si es verdadera
en K. Se sigue que el conjunto G es el conjunto de puntos del grafico de una
funcién de A en B siy s6lo si Ext(G) es el conjunto de puntos del gréfico de
una funcién de Ext(A, K) en Ext(B, K).

i1) La continuidad de f en A puede expresarse de la siguiente manera:
Vee AVe>0en R, 30 >0enR/Vz € A, |z —Z|| <d=|f(z) — f(@)] <e

Por la proposicién 1.15 esta férmula es verdadera en R siy s6lo si es verdadera
en K. Esto dice que f es continua en A siy s6lo si f es continua en Fxt(A, K).

O

Los gérmenes de funciones semi-algebraicas y continuas a la derecha del origen que
introducimos a continuacion nos dan una nueva interpretacion para las series de
Puiseux algebraicas y, en consecuencia, para la extensién de conjuntos y funciones
semi-algebraicas a R(€):

El conjunto de gérmenes de funciones semi-algebraicas y continuas a la derecha
del origen es el conjunto de funciones semi-algebraicas y continuas con valores en
R definidas en un intervalo de la forma (0,¢), con ¢ € R, mddulo la relacién de
equivalencia

i fo=TH>0V0<t <t f1(t) = fo(t)).

Este conjunto es un cuerpo real cerrado que resulta ser una clausura real de R(§)
equipado con el orden que hace a £ un elemento positivo e infinitesimal (ver [3,
Proposition 3.13]). Como consecuencia de la unicidad de la clausura real, se tiene
que:

Teorema 1.20 El cuerpo real cerrado de los gérmenes de funciones continuas y
semi-algebraicas a la derecha del origen es isomorfo a R (), el cuerpo de las series
de Puiseux algebraicas sobre R(E).
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Sea ¢ un germen de funciones continuas y semi-algebraicas a la derecha del origen,
y sea [ definida en (0,¢) un representante de ¢. Si g es una funcién continua y
semi-algebraica definida en la imagen de f, notaremos go ¢ al germen de la funcion
go f definida en (0,t). Notemos que la definicién de go ¢ no depende de f. Ademas,
fo& = ¢ pues € es el germen de la funcién identidad.

El siguiente resultado nos da la interpretacion de la extensién de conjuntos semi-
algebraicos y de funciones semi-algebraicas de R a R (£):

Proposicién 1.21 Sean S C R™ un conjunto semi-algebraico y ¢ = (¢1,...,¢n) €
R(&)". Sean fi,..., fn funciones continuas y semi-algebraicas definidas en un in-
tervalo (0,t) que representan a ¢1,...,¢n, y f = (f1,..., fn). Entonces:

¢ € Ext(S,R(£)) < 3t >0 tal que Vt', 0 <t' <t, f(t') € S.

Ademds, si ¢ € Ext(S,R(£)) y g es una funcion semi-algebraica definida sobre S,
se tiene que Ext(g, R(€))(¢) = g o ¢. En particular, Ext(f, R (€))(§) = ¢.

Demostracion. Podemos suponer que S es interseccién finita de conjuntos de la forma
{x € R"/ P(x) %0}, con P € R[Xy,...,X,] y *x € {=,>,<}. Para ver la primera
parte del enunciado sélo hay que notar que P(¢q,...,¢,) * 0 en R({) si y sélo si
existe un intervalo (0,¢) C R tal que Vt' € (0,t) P(fi(t'),..., fu(t)) * 0. Luego,

¢ € Ext(S,R{&)) < f(t') = (f1(t),..., fu(t) €S, V', 0 <t <t

La segunda parte se deduce de la buena definicion de la extension de g. La ultima
parte es consecuencia de la segunda, tomando S = R(§), ¢ =&, f=idy g=f),y
usando que f o & = ¢. O

Una propiedad importante de R (£) es que las sentencias con coeficientes en R[¢]
que son verdaderas en R (£) también lo son en un intervalo de R suficientemente
pequeno, de la forma (0, 7). Esto es lo que afirma la siguiente proposicién:

Proposicién 1.22 Sean ® una formula sin variables libres en el lenguagje de cuerpos
ordenados con coeficientes en R[¢] y ®'(t) la féormula obtenida al reemplazart € R
por & en ®. Entonces, ® es verdadera en R (&) si y solo si existe un ty € R tal que
®'(t) es verdadera para todo t € (0,tp).

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {t € R/ ®'(¢)}. Si A contiene un in-
tervalo de la forma (0, o) con ty € R, se tiene que Ext((0,ty), R (£)) C Ext(A, R{(£)).
En particular, £ € Ext(A, R (€)) y por lo tanto, ® = ®'(£) es verdadera en R.
Reciprocamente, si A no contiene un intervalo de esa forma, como A es unién finita
de puntos e intervalos, existe to € R, to > 0 tal que (0,%9) N A = 0, y por lo tanto,
Ext((0,t9) N A, R(¢)) = 0. En particular £ ¢ Ext(A, R(£)), lo cual significa que ®
no es verdadera en R (§). O
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Proposicién 1.23 Sea f : (0,7] — R wuna funcion continua, acotada y semi-
algebraica. Entonces f puede ser extendida a 0 de forma continua.

Demostracion. Sea M una cota del valor absoluto de f en (0,r]. Si ¢ € R(&)
representa al germen de f, por la proposicién 1.21 tomando S = B(0, M), se tiene
que M también es una cota para el valor absoluto de ¢. Luego, lim¢ ¢ estd bien
definido. Si b = lim¢ ¢, definimos f : [0,7] — R de la siguiente manera:

_ b sit=0
J0) = {f(t) site (0,r]

Veamos que f es continua en 0: parae € R, ¢ > 0,sea A, = {t € R/ |f(t) — b < &}.
Se tiene que ¢ € Ext(A., R (£)) para todo € > 0, pues Ext(f, R({))(§) —b=¢ —b
que es infinitesimal. Luego, por la proposiciéon 1.22 aplicada a |f(§) —b|] < ¢, el
conjunto A. contiene un intervalo en R de la forma (0, d.). U

Como consecuencia de estos resultados, tenemos el siguiente teorema que establece
que los puntos de la clausura de un conjunto semi-algebraico pueden ser alcanzados
mediante curvas contenidas en el conjunto.

Teorema 1.24 (Lema de seleccién de curvas) Sea A C R" un subconjunto se-
mi-algebraico y sea x € A. Entonces existe una funcion continua semi-algebraica
v :[0,1] = R™ tal que v(0) =z y v((0,1]) C A.

Demostracion. Si z € A, paratodor € R, r > 0, se tiene que ANB(x,r) # (). Luego,
por el teorema 1.15, Ext(A, R(£)) N B(x,§) # (. Sea ¢ € Ext(A, R(£)) N B(x,§).
Por la proposicion 1.21, existe una funcién continua y semi-algebraica f definida en
(0,t) que representa a ¢ tal que, para todo t' € Rcon 0 < t' < t, f(t') € A. En
particular, f : (0,t] — NA para ty < t. Por la proposicién 1.23, f se extiende de
forma continua a f : [0,%y] — A definiendo f(0) = lim¢ ¢ = z. Reparametrizando en
el intervalo [0,1] a f obtenemos la funcién v buscada. O

Se puede probar, aunque no incluiremos la demostracion, que la curva dada por el
teorema anterior puede tomarse de clase C* (ver [1, Proposition 8.1.13]).

Proposicién 1.25 Sean S un conjunto semi-algebraico cerrado y acotado de R" y
g : S — R una funcion continua y semi-algebraica. Si ¢ € Ext(S, R(£)), se tiene
que g o ¢ es acotada sobre R. Ademds, g(limg(¢)) = lime(g o ¢).

Demostracion. Sea f = (fi,..., f,) una funcién continua y semi-algebraica definida
en (0,t) que represente a ¢ = (¢y,...,¢,) € R{E)". Llamemos f a la extensién de f
a [0,t) que existe por la proposicién 1.23. Més ain, como vimos en su demostracién,
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f(0) = limg(¢). Luego, se tiene que ¢ — f es infinitesimal, y como S es cerrado,
f(0) € S. Esto prueba que g es continua en f(0). Luego, para todo r € R, r > 0,
existe § € R, § > 0 tal quesi z € Sy ||z — f(0)|| < & entonces ||g(z) — g(f(0))| < r.
Aplicando el teorema 1.15, como ¢ € Ext(S,R{(€)) v ¢ — f(0) es infinitesimal
sobre R, se tiene que ||g op— g(?(O))H < r, para cualquier r > 0. Luego, g o ¢

estd acotada sobre R e infinitesimalmente cerca de g(f(0)), lo cual prueba que
g(lime(¢)) = lime(g © ¢). 0

1.2.4. Descomposicion de conjuntos semi-algebraicos

En esta seccién veremos que todo conjunto semi-algebraico puede descomponerse en
subconjuntos semi-algebraicos mas simples. El siguiente resultado, cuya demostra-
cién puede encontrarse en [1, Theorem 2.3.1], es la herramienta fundamental para
obtener dicha descomposicion.

Teorema 1.26 Sean f1(X,Y),..., fs(X,Y) polinomios en n+ 1 variables con coe-
ficientes en R, X = (Xy,...,X,). Existe una particion de R™ en finitos conjuntos
semi-algebraicos As, ..., A, y finitas funciones continuas semi-algebraicas &1 <
o< &y, 0 Ai — R que verifican:

i) Para todo x € A;, {&q1(x), ..., & (z)} es el conjunto de raices de los polino-
mios fi(z,Y),..., fs(x,Y) que no sean nulos.

ii) Para todo x € A;, los signos de fr(x,y), k = 1,...,s, dependen sdlo de los
signos de y — & j(x), para j =1,...,1;.

Ademas, si notamos &g = —00 y & 1,41 = +00, cada conjunto

(&ig>&ijr1) = {(xay) ERMzeAy&ya)<y< §i,j+1($)}
es semi-algebraico y semi-algebraicamente homeomorfo a A; x (0,1).

Diremos que una coleccién (Ai, (&) j:l’.”’l.)izl .. que satisface las propiedades 1)

7

y ii) del teorema anterior es una particion de R™ compatible con fi, ..., fs.

Observamos que si un conjunto semi-algebraico de R™ esta definido por una combi-
nacién booleana de férmulas del tipo fi(x) %50, con x; € {<,=, >}, entonces es una
unién finita de algunos de los graficos de las funciones §; ; y algunos de los conjuntos
(&5, & j+1) para la particién de R" compatible con los polinomios f, involucrados
en su definicion.

Teorema 1.27 Todo conjunto semi-algebraico de R"™ es union disjunta de un nime-
ro finito de conjuntos semi-algebraicos cada uno de los cuales es semi-algebraicamen-
te homeomorfo al hipercubo abierto (0,1)¢, para algin d € Ny (con (0,1)° igual a un
punto).
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Demostracion. Por induccién en n: Para n = 1 el resultado vale por la proposi-
cion 1.8. Supongamos que vale para n y sea A un subconjunto semi-algebraico de
R™*! dado por una combinacién booleana de signos sobre polinomios fi, ..., fs. Sea
(AZ-, (éi’j)jzlzmyli)i:l . una particién de R" compatible con fy,..., f;. Entonces A
es una unién finita de algunos de los gréficos de las funciones &; ; y algunos de los
conjuntos (&5, & j+1), que son semi-algebraicamente homeomorfos a A; y a A; x (0, 1)
respectivamente. Por hipdtesis inductiva, todos los A; son semi-algebraicamente
homeomorfos a hipercubos abiertos. Luego A es unién finita de conjuntos semi-
algebraicos semi-algebraicamente homeomorfos a hipercubos abiertos. 0

A continuacién enunciaremos el teorema de trivializacién semi-algebraica de Hardt
(ver [3, Teorema 5.46]).

Teorema 1.28 Sean S C R¥ y T C R™ conjuntos semi-algebraicos. Dada una fun-
cion continua semi-algebraica f : S — T y Sy,..., 5, subconjuntos semi-algebraicos
de S, eziste una particion finita de T en conjuntos semi-algebraicos T = |J T; tal
i=1

que para cada i, para todo x; € T;, el conjunto Ty x f~(x;) es semi-algebraicamente
homeomorfo a f~1(T;).

Mids ain, si F; = f~1(x;), existen subconjuntos semi-algebraicos Fii,...,Fi, de F;
y un homeomorfismo semi-algebraico 0; : Ty x F; — f~YT;) tal que f o 0; es la
proyeccion T; X F; — T; y se verifica 0;(T; x F; ;) = S; 0 f~1(T;).

1.3. Propiedades topolégicas

1.3.1. Conjuntos semi-algebraicos cerrados y acotados

Un conjunto semi-algebraico de R", cerrado y acotado, no necesariamente es compac-
to. Por ejemplo, el intervalo [0, 1] no es compacto en Ry,: la familia {[0,7) U (s, 1]}
para 0 < r < § < s < 1,75 € Ryy, es un cubrimiento de [0,1] por conjuntos
semi-algebraicos abiertos de Ry, del cual es imposible extraer un subcubrimiento
finito. Aun asi, estos conjuntos preservan algunas propiedades usualmente derivadas

de la compacidad.

Teorema 1.29 Sea A un subconjunto semi-algebraico de R™ cerrado y acotado. Sea
f A — RP una funcion continua semi-algebraica. Entonces f(A) es un subconjunto
semi-algebraico de RP cerrado y acotado.

En particular, si f: A — R, entonces f alcanza su mdzimo y su minimo en A.

Demostracion. En primer lugar, y suponiendo que n > 2, vamos a probar el resultado
para la proyeccién 7 : R® — R"! sobre las primeras n — 1 coordenadas: Claramente
m(A) es acotado, y semi-algebraico por el teorema 1.10.
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Sea x € m(A). Si el conjunto A estd dado por una combinacién booleana de condicio-

nes de signos sobre polinomios fi,..., f, sea (A,-, (@-J—)j:l,,_,,li)i:l ., una particion

de R"~! compatible con fi, ..., fs (ver teorema 1.26). Se tiene que x € A; para algtin
7; supongamos ¢ = 1. Como A es cerrado y acotado, existe j tal que A contiene al
grafico de & ;. Por el teorema 1.24, existe ¢ : [0,1] — R"! tal que ¢(0) = z y
©((0,1]) € A;. Consideremos ¢ = & j o (¢|(,1]). Esta funcién resulta ser acotada,
pues A lo es; luego, por la proposicion 1.23, se puede extender continuamente a cero.
Pero entonces (z,1(0)) € A, pues A es cerrado, y por lo tanto, x € m(A).
Inductivamente, se deduce que el resultado vale para 7 : R™ — RP la proyeccién a p
coordenadas.

Para el caso general, basta probar que graf(f) C R" x RP es un conjunto semi-
algebraico cerrado y acotado, y aplicar lo anterior para deducir que f(A) es un con-
junto semi-algebraico cerrado y acotado. Ya sabemos que graf(f) es semi-algebraico,
pues f es semi-algebraica, y como A es cerrado, graf(f) es cerrado. Para ver que es
acotado, alcanza con mostrar que {||f(x)|| /x € A} C R es acotado. Consideremos el
conjunto A" = {((1+ || f(@)|)" z, (1+[|f(z)])"') € R*™'/ x € A} y el homeomor-
fismo semi-algebraico h : A" — A dado por h(z,t) = (%,...,%). Si{||f(2)]| /z € A}
no fuese acotado, el punto (0,0) € A’, y por al teorema 1.24, existirfa una funcién
continua y semi-algebraica ¢ : [0,1] — R"™! tal que ¢(0) = (0,0) y ¢((0,1]) C A'.
Como cada coordenada de 1) = h o (¢|(,1]) es acotada, por la proposiciéon 1.23 pue-
de ser continuamente extendida a 0. Entonces, como A es cerrado, ¥(0) € A; pero
h=1((0)) = ¢(0) = (0,0) ¢ A, lo cual es un absurdo. Luego el graf(f) es acotado.
Si f toma valores en R, se tiene que f(A) es un conjunto semi-algebraico cerrado y
acotado en R. Entonces por la proposicién 1.8, f(A) = J[as, b;], donde —o0 < a; <
b < a;y1 < +oo paratodot =1,...,5 — 1. Luego el nlliriimo y el maximo de f en
A son a; y by respectivamente. U

1.3.2. Conexion semi-algebraica

Un cuerpo real cerrado arbitrario R no resulta conexo con la topologia euclidea-
na. Sin embargo, no es posible encontrar dos conjuntos semi-algebraicos cerrados
disjuntos que lo cubran (ver proposicién 1.8). Esto da lugar a la siguiente nocion:

Definicién 1.30 Un conjunto semi-algebraico A C R" es semi-algebraicamente
conexo si para todo par de conjuntos semi-algebraicos Fy y Fy cerrados en A, dis-
jguntos, que verifiguen Fy U Fy = A se tiene que F} = A ¢ Fy, = A.

Ejemplo 1.31 El hipercubo abierto (0,1)% es semi-algebraicamente conexo.

En efecto, de lo contrario, existirian dos conjuntos semi-algebraicos, cerrados, dis-
juntos y no vacfos Fy y Fy tales que F} U Fy = (0,1)%. Sean x; € F; parai = 1,2,y
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S el segmento que los une. Los conjuntos SN F} y SN F; sirven para contradecir el
hecho de que S es semi-algebraicamente conexo.

Teorema 1.32 Todo subconjunto semi-algebraico A C R" es union disjunta de
finitos conjuntos semi-algebraicamente conexos C, ..., Cy abiertos y cerrados en A.
Estos conjuntos se llaman las componentes semi-algebraicamente conexas de A.

Demostracion. Por el teorema 1.27 sabemos que A es unién disjunta de finitos con-
juntos semi-algebraicos S;, cada uno semi-algebraicamente homeomorfo a un hiper-
cubo abierto (0,1)%, y por lo tanto, semi-algebraicamente conexos. Consideremos la
menor relacion de equivalencia &~ sobre los conjuntos S; generada por:

Si~ S; <=5, QEA # (), donde S_jA es la clausura de S; en A.

Sean (1, ..., (s las uniones de los conjuntos S; en una misma clase de equivalencia.
Los conjuntos Cj son disjuntos y su unién es A. Ademas son cerrados en A: pues
si x € C) N A se tiene que existen i y j tal que z € S, (pues z € A), x € gj para
S; C C}. Se tiene entonces que x € Siﬂgj y por lo tanto S; = S;. Luegoz € S; C Cj,.
También son semi-algebraicamente conexos: Si C, = F} U F, con Fy y F5 disjuntos,
semi-algebraicos y cerrados en (Y, como cada S; es semi-algebraicamente conexo, se
tiene que S; C Cy, = S; C F} 6 S; C Fy. Como Fy (resp. F») es cerrado en Cy, si
S; C Fy (resp. F2) vy S; ﬂE—A # (), entonces S; C Fy (resp. Fy). Luego, por definicién
deCk,Ck:FléC’k:Fg. OJ

Observamos que, en el caso que R = R, como un hipercubo abierto es conexo tene-
mos que un subconjunto semi-algebraico A de R" es semi-algebraicamente conexo
si y solo si es conexo.

Definicién 1.33 Un subconjunto semi-algebraico A de R"™ se dice semi-algebrai-
camente arco-conexo si, para todo x,y € A, existe una funcion continua semi-
algebraica ¢ : [0,1] — A tal que (0) =z y o(1) =y.

Proposicién 1.34 Un conjunto semi-algebraico es semi-algebraicamente conezo si
y solo si es semi-algebraicamente arco-conexo.

Demostracion. Es claro que semi-algebraicamente arco-conexo implica semi-algebrai-
camente conexo. Veamos la otra implicacion: Sea A un conjunto semi-algebraicamen-
te conexo. Por el teorema 1.27, A es unién disjunta de conjuntos semi-algebraicos 5;
cada uno semi-algebraicamente homeomorfo a (0, 1)% y por lo tanto, semi-algebraica-
mente arco-conexo. Ademas, como A es semi-algebraicamente conexo y segun lo que
vimos en la demostracion del teorema 1.32, se tiene que para todo ¢ existe un j tal

—A . . . .
que S; NS; # 0. Como cada conjunto es semi-algebraicamente arco-conexo, sélo
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falta probar que si x € S; e y € S;, entonces existe un arco en S; U S; que los une.
—A . . .
Sea z € S; NS, . Existe 7, un arco semi-algebraico en S; que une x con z. Como

z € EA, por el teorema 1.24, existe un arco semi-algebraico v, : [0, 1] — R" tal que
712(0) = 2y %2((0,1]) C S;. Finalmente, como S; semi-algebraicamente arco-conexo,
existe un arco semi-algebraico v3 en S; que une (1) € S; con y € S;. Concatenando

V1,72 ¥ Y3 se obtiene un arco vy semi-algebraico y continuo en S; US; que une z e y.
OJ

Proposicién 1.35 Sea A C R™ un conjunto semi-algebraico. Se tiene que A es
semi-algebraicamente conexo si y sdlo si Ext(A, R(£)) lo es.

Mas aun, si C' es una componente semi-algebraicamente conexa de A, entonces
Ext(C,R(£)) es una componente semi-algebraicamente conexa de Ext(A, R(£)).

Demostracion. Por el teorema 1.27, existen conjuntos semi-algebraicos A; y homeo-
morfismos semi-algebraicos ¢ : (0,1)% — A; con A = Ui‘:l A;. Las extensiones
Ext(¢, R{€)) : Ext((0,1)% R(£)) — Ext(A;, R(£)), para cada i = 1,...,1, si-
guen siendo homeomorfismos semi-algebraicos y los conjuntos Ext(A;, R (£)) parten
Ext(A, R (£)). La caracterizacién de las componentes semi-algebraicamente conexas
que da la demostracién del teorema 1.32 dice que Ezt(A;, R (£)) es una componente
semi-algebraicamente conexa . 0
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Capitulo 2

Roadmaps de conjuntos
semi-algebraicos

Este capitulo se centra en el andlisis, desde el punto de vista tedrico y efectivo, de
roadmaps de conjuntos semi-algebraicos. Los roadmaps constituyen una herramienta
bésica para el estudio de problemas relacionados con la conexion semi-algebraica en
conjuntos semi-algebraicos. Entre otras aplicaciones, permiten calcular la cantidad
de componentes semi-algebraicamente conexas de un conjunto semi-algebraico y re-
solver el problema de determinar si dos puntos dados de un conjunto semi-algebraico
pertenecen a la misma componente semi-algebraicamente conexa del conjunto.

Comenzaremos introduciendo de manera precisa la nocién de roadmap. A continua-
cion, en la seccién 2.1, analizaremos la relacién entre puntos criticos de funciones
sobre conjuntos algebraicos y cambios en la topologia del conjunto. Finalmente,
en la seccion 2.2, describiremos procedimientos para la obtencién de roadmaps de
conjuntos algebraicos y semi-algebraicos basados en el calculo de puntos criticos de
funciones semi-algebraicas. El desarrollo del presente capitulo se basa en [2] y [3,
Capitulo 15].

Sea R un cuerpo real cerrado y S un conjunto semi-algebraico de R".
En lo que sigue, m : R® — R denotard la proyeccién sobre la primera coordenada.
Dado un conjunto A C R, notaremos

Sy=Snn1A).
En particular, abreviaremos S, = Siz), Sce = S(—o0,e) ¥ S<c = S(—o0,d-

Definicién 2.1 Sea S un conjunto semi-algebraico de R". Un roadmap de S, que
denotaremos R(S), es un conjunto semi-algebraico de dimension a lo sumo uno,
contenido en S y que satisface las dos condiciones siguientes:

27
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RM1 Para toda componente semi-algebraicamente conera C de S, C N R(S) es
semi-algebraicamente conexo.

RM2 Para todo x € R, y para toda componente semi-algebraicamente conexa C' de
Sy, C'"NR(S) #0.
2.1. Topologia de conjuntos algebraicos

Sea @ un polinomio en R[X7,...,X,]. Diremos que Z(Q) C R" es un conjunto
algebraico reqular si el gradiente

O D)oo ()

grad(Q)(p) = (a—le gy P

no se anula en ningun punto p € Z(Q).

Sim: R" — R es la proyeccion a la primera coordenada, un punto critico de w sobre
Z(Q) es un punto de Z(Q) en el cual el gradiente de @ es paralelo al eje X7, y un
valor critico de 7 sobre Z(Q)) es la proyeccién sobre el eje X de un punto critico de
7 sobre Z(Q).

Por el Teorema de Sard semi-algebraico (ver, por ejemplo, [1, Theorem 9.6.2]), se
tiene que el conjunto de valores criticos de 7 : R™ — R sobre el conjunto algebraico
regular Z(Q) es semi-algebraico y de dimensién estrictamente menor que 1, y por
lo tanto, de dimension 0. Luego debe ser un conjunto finito de puntos.

2.1.1. Conjuntos algebraicos regulares y acotados

Comenzaremos viendo que, en el caso en que Z(Q)) C R" sea un conjunto algebraico
regular, los puntos criticos de 7 sobre Z(Q)) proveen puntos en toda componente
semi-algebraicamente conexa y acotada de Z(Q).

Proposicién 2.2 Sea Z(Q) un conjunto algebraico regular y acotado. Sip € Z(Q)p,
no es punto critico de w sobre Z(Q), entonces existe ¢ > 0, € € R tal que Z(Q) N

B(p, 6)<p1 7é @

Demostracion. Como grad(Q)(p) no es cero ni multiplo de (1,0,...,0), existe j,

supongamos j = n, tal que é;9—62(]9) # 0. Por el teorema de la funciéon implicita

Xn
semi-algebraica ([1, cor. 2.9.8]), existen abiertos U C R"™! y V C R, y una funcién

diferenciable ¢ : U — V tales que
(1, Tp) =2 & Q1. .. xy) =0, Y(21,...,241) EU A Vx, €V.

En particular, p € U x V. Luego, existe € > 0 tal que B(p,e) C U x V' y Z(Q) N
B<p7 E)<pl 7£ @ 0
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Proposicién 2.3 Sea Z(Q)) un conjunto algebraico regular. El conjunto de puntos

criticos de w sobre Z(Q) interseca toda componente semi-algebraicamente conexa
acotada de Z(Q).

Demostracion. Sea C' una componente semi-algebraicamente conexa acotada de
Z(Q). Como C' es semi-algebraica, cerrada y acotada, por el teorema 1.29, 7(C) =
[a1,b1], donde 7 es la proyeccién a la primera coordenada y a; < by, por lo tanto
existe p € C' tal que 7(p) = ay. Por la proposicién 2.2, p € C,, resulta ser un punto
critico de m sobre Z(Q). O

Si Z(@Q) es un conjunto algebraico regular y acotado, veremos ahora que los valores
criticos de 7 sobre Z(Q) son los lugares donde la cantidad de componentes semi-
algebraicamente conexas de los conjuntos Z (@), puede cambiar al ir recorriendo
Z(Q) alo largo del eje X;. Mds precisamente:

Proposicién 2.4 Sea Z(Q) C R" un conjunto algebraico reqular y acotado. Supon-
gamos que ™ no tiene valores criticos en [a,b]. Si d € |a,b], entonces:

i) La cantidad de componentes semi-algebraicamente conexas de Z(Q)p y de
Z(Q)q es la misma.

i) Si C' es una componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q)ap), entonces
Cy es un conjunto semi-algebraicamente conezxo.

Para demostrar esta proposicion, probaremos primero que el resultado vale sobre
el cuerpo R de los ntimeros reales. Luego, mediante el Principio de Transferencia
(proposicién 1.15), mostraremos que también es valido para cualquier cuerpo real
cerrado.

Con el objeto de probar la proposicién sobre R utilizaremos un lema previo, conocido
como Lema de Morse, que enunciamos y demostramos a continuacion:

Lema 2.5 (Lema de Morse) Sea Q € R[Xy,...,X,] tal que Z(Q,R") es un con-
Junto algebraico reqular, y sea [a, b] un intervalo donde w : Z(Q,R™) — R no contiene
valores criticos. Entonces los conjuntos

Z(Q,R") sy Z(Q,R")a x [a,b]

son homeomorfos.

Demostracion. Como el conjunto de valores que no son valores criticos de 7 es
abierto, existen a’,0’ € R tales que [a,b] C (a/,b") y 7 no tiene puntos criticos en

Z(Q, Rn)(a/’b/).
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Consideremos el campo vectorial C'*° definido en Z(Q,R") 4y por

1 0Q 2 0Q 0Q 0Q 0Q
I'(p) = T IM)E (— > (aXi(p)) ’G_Xla_)fg(p)"“’a_XlaXn(p))

2<i<n

Notar que I' estd bien definido, puesto que ZKKn(%(p))2 # (0 para todo p €

Z(Q,R") (4 vy, dado que 7 no tiene puntos criticos en este conjunto, y I'(p) # 0 es
tangente a Z(Q,R") en p, para cada p € Z(Q,R").

Para cada € Z(Q,R")( ), existe un abierto U, C R", un intervalo I, C R y una
aplicacién diferenciable v : I, x U, — Z(Q,R") vy tal que (ver [16, Teo 1.48]):

- 7(0,9) =q Vg €U,
. . o
- Vg : In — U, definida por v,(t) = 7(t, q) verifica Z2(t) = T'(7,(t)) ¥ 74(0) = q¢.
Esta curva se conoce como curva integral, y es tnica si la pensamos definida
en un dominio maximal.

Como Z(Q,R™)(a4) es compacto, y los abiertos {Ux}meZ(Q,R”)[a,b] cubren Z(Q,R")(44,
podemos tomar un intervalo I = (—¢,€) C R que no dependa de z.

Para cada t € [0,b — a] definimos una funcién C*, oy : Z(Q,R"), — Z(Q,R™)<;, de
la siguiente manera: sea € Z(Q,R"),

- 510 <t <5, () = 7.(2).
k veces

-sit=k5+6,conk €Nygy0<d< 5, au(r) =0

<3, o...oacoas(x).

N

Se tienen las siguientes propiedades:

- Yz e Z(Q,R"), ap(z) = .

9
- Por construccién, Og—t(x) = T'(ay(x)).

- Como 7(I'(ay(x))) = —1, por lo anterior, (o (z)) = w(x) —t =b—t.

- Cada ay es inyectiva, por la unicidad de curvas integrales. Por lo anterior,
a(Z(Q,R™),) € Z(Q,R™),_4, pero por la existencia de curvas integrales se
tiene que vale

at(Z(Q,R”)b) = Z(Q,Rn)b—t~
Luego, oy : Z(Q,R™), — Z(Q,R™),_; es una biyeccién.

Definimos entonces, la funcién f: Z(Q,R™)n — Z(Q,R"), x [a,b] de la siguiente

manera.:
1

f@) = (a0 0y (), 7 ().

. .y . -1 o 1
Esta aplicacién resulta ser un homeomorfismo, con inversa f~'(y,t) = ap_r0a, ., (y).
U
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Observaciéon 2.6 Una consecuencia inmediata del lema anterior es que, bajo las
mismas hipotesis, también resultan homeomorfos los conjuntos

Z(Q7Rn)[a,b} Yy Z(QaRn>b X [a> b]
Sélo hay que notar que si @(Xl, X)) =Qa+b— X1, Xy, ..., X)) se tiene que

Z(Q RN = Z(Q, Ry y Z(Q,R™), = Z(Q,RM),.

Podemos ahora demostrar la proposicién 2.4:

Demostracion. Probemos primero el resultado para el caso R = R: basta con aplicar
el lema 2.5, la observacién 2.6 y el hecho que [a, b] ¥ [d, b] son homeomorfos, los que
implican que:

Z(Q,R")ap v Z(Q,R"), x [a,b] son homeomorfos,

Z(Q,R")y, X [a,b] y Z(Q,R™), x [d,b] son homeomorfos,
Z(Q, b]
Z(Q,

R™);
)
R™)p x [d,
R™);
)

y Z(Q,R")(qp vy son homeomorfos,
@ ¥ Z(Q,R™)q x [d, b] son homeomorfos,
Z(Q,R")g x [d,b] y Z(Q,R")4 X [a,b] son homeomorfos.

Se concluye asi que Z(Q,R")4 v Z(Q,R")q x [a,b] son homeomorfos, de donde
se desprende el resultado ). Para ver i), basta notar que, por el homeomorfismo
inducido por la construccion del lema 2.5, las componentes semi-algebraicamente
conexas de Z(Q,R")(4 se corresponden con las componentes semi-algebraicamente

conexas de Z(Q,R"), X [a,b] y, por lo tanto, de Z(Q,R"),.

Ahora veamos el caso general:

i) Sea {my,...,ms} la lista ordenada de todos los monomios en las variables
Xq,..., X, de grado a lo sumo el grado de (), usando, por ejemplo, el orden
lexicografico. A un elemento ¢ = (¢y,...,¢5) € R® le asociamos el polinomio
P(c) = Y7, ¢sm;. En particular, lamaremos ¢(Q) a la s-upla de coeficientes

de Q.
Consideremos el cuerpo R, de los nimeros reales algebraicos y definamos el
conjunto

W ={(c,dV,a1,...,2,) € R4 [ 3y € [, V], Ple)(21,...,2,) =0},

alg

que convendra interpretar como la familia de conjuntos

Z(P(c),R5* ™) (), parametrizada por (c,d’,b') € RS>

alg alg
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y el conjunto

W/ = {(C7d/7m17"'axn> S RS+1+n/ P(C)(d/,l'g,...?l'n) =0 /\1‘1 = d/}’

alg

que sera tutil interpretar como la familia de conjuntos

Z(P(c), R e, parametrizada por (¢, d’) € R

Por el teorema 1.28 aplicado a Il : W — RZT;, la proyeccion a las primeras

s 4+ 2 coordenadas, existe una particién finita I' de Rfjf en conjuntos semi-
algebraicos tal que para cada v € T, V(c,a',b), (¢,@,b) € 7, los conjuntos
Z(P(c), R ™)) v Z(P(E), RZ;;“”)[&,J),] son semi- algebraicamente homeo-
morfos. Luego, se tiene que estos conjuntos tienen la misma cantidad de com-

ponentes semi-algebraicamente conexas acotadas. Llamemos a esta cantidad
1(7).

Por la proposicién 1.15, para todo cuerpo real cerrado Ry para todo (¢, a’, V') €
Ezxt(v, R), el conjunto Z(P(c), R¥"**™) 4 1) también tiene {(y) componentes
semi-algebraicamente conexas acotadas. Mas atin, como las componentes semi-
algebraicamente conexas de

W,y:{(c,a’jb/7x1,...,l’n) (= W / (C,a/7b/) E’}/}

son conjuntos semi-algebraicos definidos sobre Ry, para cada v € I' exis-
ten [() férmulas libres de cuantificadores ®;(7)(c,a’, b, x1, ..., 2,), tal que,
para cualquier cuerpo real cerrado R y para todo (c¢,a’,V') € Ext(y, R), los
conjuntos semi-algebraicos

Ci={(x1,...,2,) € R/ ®;(7v)(c,d V', x1, ..., 20)},

para i = 1,...,l(v), son las componentes semi-algebraicamente conexas aco-
tadas de Z(P(c), R¥T*) 1 v

Anélogamente procedemos con W': Existe una particién finita A de R*/!

alg en
conjuntos semi-algebraicos tal que para cada A € A, V(c,d'), (c, d’) € A, los con-
juntos Z(P(c), RZZ{H”) oy Z(P(c), RZ?;J’") 7 son semi-algebraicamente homeo-
morfos. Luego, tienen la misma cantidad de componentes semi-algebraicamente

conexas acotadas. Llamemos a esta cantidad [()\).

Por la proposicién 1.15, para todo cuerpo real cerrado R, y para todo (¢,d’) €
Ext(\, R), el conjunto Z(P(c), R*T'™) 4 también tiene [(\) componentes semi-
algebraicamente conexas acotadas.

Sean v € I' y A € A los conjuntos que contienen a (¢(Q),a,b) € Ext(y, R)
y (¢(Q),d) € Ezt(\, R) respectivamente. Consideremos el conjunto semi-
algebraico £ C Rfjgg cuyos elementos son los (¢, d’, b, d") tales que:
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(c,d V) eyy (e, d) e,

Z(P(e), RZZ]H") es un conjunto algebraico regular,

7 no tiene valores criticos en [d/, b'],

d e lda,V].

Se tiene que FExt(E, R) # (), pues contiene a (¢(Q), a,b,d). Entonces, por la
proposicién 1.15, E # () y, luego, Ext(E,R) # ().

Sea (c,d’,V,d") € Ext(E,R). Como ya probamos que el enunciado vale para R,
se tiene que la cantidad de componentes semi-algebraicamente conexas acota-
das de los conjuntos Z(P(c), R¥"*t™) i, 1y Z(P(c),R*T?")y coinciden. Pero
estos nimeros son /() y [(\) respectivamente, que son a su vez las cantidades
de componentes semi-algebraicamente conexas de Z(Q, R")up v Z(Q, R")q
respectivamente.

Sea E como en 7). Como el item i) vale para R, la férmula:
V(d,d,b,d) € Ext(E,R) I(xg,...,x,) € R" (7)) (a0, d' 2o,... x,)

es verdadera en R. Luego, por el teorema 1.15, se tiene que es verdadera sobre
todo cuerpo real cerrado R. Se sigue que si

D;={(z1,...,2,) € R"/ O;(7)(c(Q),a,b,x1,...,2,)} #0

entonces (Dj)q # 0, para todo j = 1,...,l. Esto dice que cada componente
semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R")q,; aporta por lo menos una compo-
nente semi-algebraicamente conexa distinta al conjunto Z(Q, R")4. Por otro
lado, Z(Q, R")ja ¥ Z(Q, R")q tienen la misma cantidad de componentes semi-
algebraicamente conexas. Luego, cada D; aporta exactamente una compo-
nente semi-algebraicamente conexa a Z(Q, R™)y. En particular, como existe
Jj=1,...,1 tal que C' = Dj, se tiene que Cy debe ser semi-algebraicamente
conexo.

O

Proposicién 2.7 Sea Z(Q, R") un conjunto algebraico reqular y acotado. Sea C
una componente semi-algebraicamente conezxa de Z(Q), R")a)- i Clap) no es semi-
algebraicamente conexo, entonces b es un valor critico de m sobre Z(Q, R™).

Demostracion. Supongamos que b no es un valor critico de 7 sobre Z(Q, R"). Pode-
mos suponer que [a, b] no contiene valores criticos, pues sino tomamos a’ que verifique
maz{v € [a,b]/ v valor critico de 7 sobre Z(Q, R@b])} < a < by C"la componen-
te semi-algebraicamente conexa de Cly ) tal que C’[’a,ﬁ) no es semi-algebraicamente
conexa. Veamos que tal € existe: como Cl,p) no es semi-algebraicamente conexo,
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existen dos puntos distintos x,y € Cl,4) tal que no se conectan en C, ) pero si de-
ben hacerlo en C' = C,4). Supongamos que los conecta el arco v : [0,1] — C', con
7(0) =z y v(1) = y. Debe existir un ¢ € [0, 1] tal que mo~(t) = b, pues si no el arco
los unirfa en Cp, ). Sea tg = min {t € [0,1]/ 7o ~(t) = b}. Como 7(x),w(y) # b, se
tiene que y(t) # y si t € [0,t0]. Luego la imagen de v interseca a dos componentes
semi-algebraicamente conexas distintas de Cly 5 que se conectan en y(tp). Si las
llamamos C; y C5, alcanza con tomar C’ como la componente semi-algebraicamente
conexa de Clyp que contenga a Cy U Cs.

Como Cl,p) no es semi-algebraicamente conexo, existen x e y en Cl,p) tales que
no se conectan en ese conjunto. Si 7(x) = 7(y), por la proposicién 2.4, se tiene
que = e y se conectan en Cr(,, y por lo tanto en Cl,p), lo cual es un absurdo.
Podemos suponer entonces que m(z) < 7(y). Los puntos = e y se conectan por
un arco 7y : [0,1] — Clap, con ¥(0) = z y y(1) = y. Existe ty € (a,b) tal que
Y(to) = z € Gy, si no se conectarian en Cl,p. Si consideramos la funcién continua
y semi-algebraica f : [0,t] — R, f(t) = mo(t) — 7(y), se tiene que en f(0) < 0
y f(to) > 0. Por la proposicién 1.18, existe un t € (0,ty) tal que f(t) = 0. Luego,
7(t) se conecta con y en Cr, con un arco ¢. Si tomamos 7|(p4,] yuxtaposicién ¢, se
obtiene un arco en C’[am(y)], y por lo tanto en C’W,), que conecta x con y. Esto es un
absurdo. O

2.1.2. Conjuntos algebraicos no regulares

Si el conjunto algebraico Z(()) C R"™ no fuese un conjunto algebraico regular, la
idea sera perturbar al polinomio () para que el conjunto de ceros del nuevo polino-
mio si lo sea. Utilizaremos para ello infinitesimales, de manera que podamos seguir
controlando las propiedades de conexién de Z(Q).

Trabajaremos en R (£), el cuerpo de las series de Puiseux en & y coeficientes en R
algebraicas sobre R(£). M4as precisamente, en

R{§) 4 ={ae R()/ ord(@) = 0}.

Recordemos que en este conjunto esté bien definida la aplicacion lim¢ : R (£) , — R,
limg (@) = ag, dondea =}, a; 7%, k> 0. Hay que observar que con esta notacién,
un elemento @ es infinitesimal sobre R si y sélo si lim¢(a) = 0.

Si A C R(§)", notaremos limg : A — R™ a la funcién que aplica lim, coordenada a
coordenada.

El siguiente resultado nos permitira deducir propiedades del conjunto original a
partir de informacién del conjunto obtenido al perturbar el polinomio que lo define.

Proposicién 2.8 Sea A C R(§)" un conjunto semi-algebraico. Entonces limg(A)
es un conjunto semi-algebraico y cerrado de R"™. Si ademds A es acotado y semi-
algebraicamente conezo, lim¢(A) es semi-algebraicamente conezo.
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Demostracion. Sea ® una férmula de primer orden con coeficientes en R[¢] libre de
cuantificadores tal que A = {z € R(§)"/ ®(x,&)}. Consideremos el conjunto

P ={(z,y) € "'/ ®(z,y) Ny > 0}.

Veamos que lim¢(A) = {z € R/ (z,0) € P}, lo que prueba que lim¢(A) es semi-
algebraico y cerrado:

Sea z = (21(§),...,2.(§)) € A. Entonces, (21(§),...,2.(£),€) € Ext(P,R(£)). Por
la proposicién 1.21, existe un intervalo de la forma (0,0) C R tal que cada z; define
una funcion en ese intervalo y tal que

(21(t), ..., 2n(t),1) € PVt € (0,6).

Se tiene entonces que (z,0) = limg(21(§), ..., 20(§),§) = Umyo(21(?), ..., 2a(t), 1) €
P. Esto prueba una inclusion.
Sea ahora (z,0) € P. Por el teorema 1.24, existe una funcién semi-algebraica y de

clase C*, ¢ :[0,) — R""1 tal que
¢(0) = (2,0) v ¢(t) = (21(t),...,z011(t)) € P, VT € (0,9).

En particular se tendra que {v € (0,0)/ %(1}) = 0} no contiene un intervalo de la

forma (0,6"), de lo contrario 2, serfa contante y positiva, pero lim; .o z,41(t) = 0.

Luego, existe 7 > 0 tal que % >0 en (0,71). Sea 75 > 0 tal que existe la inversa
de 241 : (0,71) — (0,72) y resulta ser continua y semi-algebraica. Consideremos el

cambio de variables u = z,.1(t). Definimos las funciones
Yi(u) = 20 2z, {1 (u) con u € (0,7), para cadai=1,...,n.

Se tiene que ; : (0,72) — R es continua y semi-algebraica. Luego, podemos consi-
derar su germen ; € R (), y vale (71(&),...,7.(§)) € A. Entonces

o =l (0., za(0) = (o (0). ... 70(w)) = (Hm(a), . lin(3,) € lim(4).

Supongamos ahora que A es acotado y semi-algebraicamente conexo. Sea M > 0 tal
que A C B(0, M).

Por el teorema 1.28, aplicado a la proyeccion a la ultima coordenada m,1 : P — R,
se tiene que existe ty > 0 tal que PN {z € R"*'/ 0 < z,,1 < to} es homeomorfo a
Pn{zxe R/ z,4 =t} x (0,ty) para todo t € (0,ty). Luego, para t € (0, ),

Ext(PN{z € R"™"/ x4 =t} ,R(S))

es homeomorfo a Ext(P,R(£)) N {z € R(E™ ) zppy =¢} = A, que es semi-
algebraicamente conexo, por lo que Ext(PN{zx € R"*'/ x,,1 =t} , R (£)) también
lo es. En consecuencia, por la proposicion 1.35, resulta que el conjunto

Pn{ze R/ xpq =t}
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también es semi-algebraicamente conexo.
Veamos entonces que si PN{x € R"™/ x,,; = t} son semi-algebraicamente conexos
para todo t € (0,ty), entonces también lo es

1i§n(A) =Pn{ze R/ x,01 =0}.

Supongamos que no lo sea. Como las componentes semi-algebraicamente conexas
del conjunto son cerradas y acotadas (pues A es acotado, luego lim¢(A) lo es), para
cada par de componentes Cy, Cy, la funcién d : Cy x Cy — R, d(x,y) = dist(z,y)
alcanza su minimo por la proposicién 1.29. Se tiene entonces que existe d > 0 menor
que la minina distancia entre dos componentes semi-algebraicamente conexas de
Pni{ze R/ z,, =0}

Sean (1, Cy dos componentes distintas de P N {x € R"*'/ x,,, = 0}. Se tiene que
dist(Cy,Cy) > d. Sea p; € C;. Consideremos D; = {y € R/ dist(y, C;) < %} N
P. Como C; C P, existe 6o > 0 tal que (0,8) C mny1(D;), para i = 1,2, pues
los elementos de C; se conectan con P (teorema 1.24). Luego, V§ € (0, ), existe
pi(6) € D;N{x € R/ x,,1 =5} y un arco 75 que une p;(§) con ps(d) en PN
{z € R/ z,41 = &}. Se tiene entonces que dist(p2(5),Cy) > %; sino, existe p € C;
tal que dist(p,p2(6)) < £. Pero d < dist(p,ps) < dist(p,p2(6)) + dist(ps(6), p2) <
g + % = d, lo cual es un absurdo.

Para cada ¢ € (0, dy), consideremos la funcién continua y semi-algebraica

fs:[0,1] — R, fs(t) = dist(vs(t), Cy).

Se tiene que f5(0) = dist(p1(8),C1) < &y f5(1) = dist(p2(6), C1) > 4. Luego, por el
teorema 1.18, existe un to(d) tal que dist(vs(to(0)),C1) = £.
Asi, para cada 0 € (0,dp), tenemos un punto ps = y5(to(d)) tal que

. d
ps € P, dist(ps,C1) = B Yy  Tar1(ps) = 0.

Miremos ahora el conjunto
— o d
B=<Sye PNnB(0,M)/ dist(y,Cy) = 5(

donde M’" > M + d. Este conjunto resulta ser cerrado y acotado. Luego, por la
proposicién 1.29, 7,1 (B) también lo es, y por lo anterior contiene a (0, dg). Se tiene
entonces que 0 € m,,1(B). Por lo tanto, existe p € B tal que dist(p,Cy) = % <d,lo
cual es un absurdo por definicion de d. O

Supongamos que Z(Q) es acotado y que Q(z) > 0 para todo z € R" (esta tultima
condicién no es restrictiva, pues podemos reemplazar Q por Q?).
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Sean dy,...,d, € N que verifican d; > ... > d,, gr(Q) < d; y que los monomios de
Q@ en los que aparece la variable X; tienen grado total menor o igual que d;, para
1 = 2,...,n. Aqui podemos hacer la aclaracion de que, reordenando las variables
Xq,...,X,, podemos suponer que d; es igual al mayor grado total de los monomios
de Q en los que aparece la variable X;. Tomemos un ndmero par d; > d;, para

i=1,...,n.Sead=(dy,...,d,).

Definimos los polinomios

G(X1,..., X,) = XI 4 4 X4 X244+ X242 €R[Xy,..., X,
Qi(X1,....X,) = —€G(X1,....Xn)+Q(X1,....X,) €RIE[X1,..., X,
Qa(X1,e o X)) = QuXisoo, Xo) + X2, € RIEIXG ., X,
)

>0 Vx € R" y, por lo tanto, Qi(x) < 0 Vz € Z(Q, R™).

Proposicién 2.9 Los conjuntos Z(Qy, R(£)") y Z(Qa, R(£)"") son conjuntos al-
gebraicos requlares.

Observar que G(x

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ : R — R, &(X) = %

Por el teorema de Sard semi-algebraico, el conjunto de valores criticos de ® es
finito. Luego existe a € R, a > 0, tal que el intervalo (0,a) no contiene valores
criticos. Para cada b € (0,a) llamemos @, = @ — bG. Se tiene que Z(Qy, R") =
{z € R*/ ®(x) = b}.

Veamos que grad(Qp)(z) # 0 para todo z € Z(Qy, R"): sea x € Z(Qyp, R™). Si

g;?(’;(:c) =0Vi=1,...,n, se tiene que g—)%(;z:) = bg?_)i(l’) Vi=1,...,n; luego
00 1y = 29 (2)G(x) - Q)2 (x) oG @ =Q@)
0xX;" G?*(x) - 0X; G2(z) = =L...,n,

lo cual resulta ser un absurdo.
En consecuencia, la féormula

VoVx (0 <b<aAQp(zr) =0)= grad(Qy)(z) # 0

es verdadera sobre R. Por el teorema 1.9 se sigue que también lo es sobre R (§).
Luego, como 0 < & < a, Z(Q¢, R(£)") es un conjunto algebraico regular. Pero como
Q¢ = Q1, se deduce que Z(Q1, R(£)") es regular.

Veamos que Z(Qg, R (€)""") es regular: tomemos (z, Tny1) € Z(Qa, R (€)™, con

x = (z1,...,2,). Se tiene que Q;(x) = —a2_ .
Si grad(Qq)(z, Tpi1) = (g% (x),..., %(m), 2x,41) = 0 entonces grad(Q)(x) =0y

Zpt1 = 0, y por lo tanto, @Q1(x) = 0y grad(Q;)(x) = 0. Esto es un absurdo. O

Notaremos Z4(Q1, R (£)") ala unién de las componentes semi-algebraicamente cone-
xas y acotadas sobre R de Z(Q1, R{(§)"). Luego, estard bien definida la funcién
lfme : Za(Q1, R(€)") — R™.
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Proposicién 2.10 Con las hipdtesis y notacion anteriores, se tiene que

Demostracidn. Sea y = limg(x), con x = (21,...,2,) € Za(Q1, R{£)"). Aplicando
lim, a ambos lados de la ecuacién Q1(x) = 0 se obtiene Q(y) = 0. Luego y € Z(Q).
Veamos la otra inclusién: sea z € Z(Q, R™). Como @ # 0, para todo r € R, r > 0,

existe y € B(z,r) tal que Q(y) > 0. Luego x € {y/ Q(y) > 0}. Se tiene entonces,
por el teorema 1.24, que existe v : [0,1] — R™ continua semi-algebraica tal que
v(0) = z y Q(y(t)) > 0 para todo t € (0,1]. Consideremos 7 la extensién de ~y
a R (€). Por la proposicién 1.19, 7 es semi-algebraica y continua y, por el teorema
1.29, su imagen es acotada. Se tiene que

Q1(7(0)) = Qu(x) = =€G(x) <Oy

Q1 (7(1)) = Q(Y(t)) — EG(¥(t)) > 0 para todo t € (0, 1] N R,
Q

pues &(7(t)) > £ dado que G > 0 y que @ > 0 sobre la imagen de 7. Por la
proposicién 1.18 aplicada a @1 o 7, existe ¢ € Ext((0,1), R(£)) tal que @Q1(Y(c)) =
0. Més ain, podemos elegir ¢ infinitesimal sobre R: en efecto, como el conjunto
{t € Ext((0,1),R(£))/ Q1 07(t) < 0} es semi-algebraico, abierto y no vacio, por la
proposicion 1.8, es de la forma (0,b0,) U. ..U (a;, b;), con by infinitesimal sobre R (si
no habria otra raiz de @y o en (0,b1)), y por la continuidad de @, o7, se tiene que
@1 07(by) = 0. En particular, tomando ¢ = by se verifica, por la proposicién 1.25,
que lim¢(7(c)) = v(0) =z € Z(Q, R").

Veamos que la componente semi-algebraicamente conexa D de Z(Qq, R(£)") que
contiene a y(c) es acotada sobre R:

Supongamos que Z(Q, R") C B(0,r). Sea D' la componente semi-algebraicamen-
te conexa de D N Ext(B(0,7), R (£)) que contiene a ¥(c). Supongamos que existe
un elemento z € D — D’. Tomemos un arco I' que conecte a J(c) con z en D,
con I'(0) = (¢) y ['(1) = z. Como z ¢ D', la imagen de I' no esta contenida en
Ext(B(0,7), R(£)). Sea

to = min {t € Ext([0,1], R (€))/ T(t) ¢ Ext(B(0,7), R(€))}.

Notemos que ||I'(tp)|| = 7. Como la imagen T'(]0, to]) es acotada, por la proposicién
2.8, se tiene que lim¢(I'([0, to])) es semi-algebraicamente conexo. Ademds, esta con-
tenido en Z(Q), R") y contiene a lim(I'(ty)). Pero || lim¢(I'(¢9))|| = 7, contradiciendo
el hecho de que Z(Q, R") C B(0,r). Concluimos que D C Ext(B(0,7),R(£)). O

En caso de que el conjunto algebraico sea no regular, la siguiente nocién jugara el
mismo papel que los valores y puntos criticos de 7 sobre conjuntos regulares.
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Definicién 2.11 Sea Z(Q, R") un conjunto algebraico acotado. Un punto pseudo-
critico de m sobre Z(Q, R™) es el lim¢ de un punto critico de w sobre Za(Q1, R{(§)").
Un valor pseudo-critico de m sobre Z(Q, R") es la proyeccion sobre el eje X de un
punto pseudo-critico de m sobre Z(Q, R").

Notemos que la proyeccién a las primeras n coordenadas de un punto critico de m
sobre Z4(Q2, R (€)™"") es un punto critico de 7 sobre Z4(Q1, R (£)™).

Proposicién 2.12 FEl conjunto de puntos pseudo-criticos de w sobre Z(Q,R") in-
terseca toda componente semi-algebraicamente conexa de Z((Q), R™).

Demostracion. Por las proposiciones 2.9 y 2.3, el conjunto de puntos criticos de
7 sobre Z(Q1, R{(£)") interseca toda componente semi-algebraicamente conexa de
Z4(Q1,R(€)"). Como la funcién lim, aplica conjuntos semi-algebraicos conexos y
acotados en conjuntos semi-algebraicos conexos y acotados (ver proposicién 2.8), el
resultado se deduce de la proposicion 2.10. U

El conjunto algebraico Z(Qs, R (£ >n+1) tiene una ventaja respecto del conjunto alge-
braico Z(Q1, R (€)"): nos permite recuperar més informacién sobre las componentes
semi-algebraicamente conexas de Z(Q, R").

Lema 2.13 Sea Z(Q,R") un conjunto algebraico acotado. Para toda componente
semi-algebraicamente conexa C de Z(Q, R")y existe una componente semi-alge-
braicamente conexa D de Z(QQ,R@)”H)[Q’H acotada sobre R tal que lim¢(D) =
C x {0}.

Demostracion. Sea y = (y1,...,yn) € Ext(C, R{£)). Como G(y) > 0 se tiene que
Q1(y) < 0. Luego el polinomio Qa(y1, - - -, Yn, Xny1) = Q1(y) + Xﬁﬂ € R(&) [Xnt]
admite una unica raiz z, > 0 en R (£).

Consideremos la aplicacién f : Ext(C,R(§)) — R (&), f(y) = z,. Esta funcién

resulta ser continua, pues f(y) = v/ —Q1(y), y es semi-algebraica pues

graf(f) ={(y,2)/ y € Ext(C,R(§)) N 2>0 A Qa(y,z) =0}

es semi-algebraico. Ademas, si y € C se tiene que f(y) es un infinitesimal sobre R,
pues Q1(y) = Q(y) — EG(y) = —€G(y) con G(y) > 0, luego —Q1(y) es infinitesimal
sobre R,y por lo tanto f(y) lo es.

Sea z € C fijo. En particular, f(x) es infinitesimal sobre R. Llamemos D a la compo-
nente semi-algebraicamente conexa de Z(Qg, R (€)"*")(4 que contiene a (z, f(x)).

- D es acotada sobre R:
La demostraciéon de que Z(Q,R") C lim¢ Za(Q1, R(£)") (ver la proposicién
2.10, item 7)) se adapta a nuestra situacion. Tomar como D la componente
semi-algebraicamente conexa de Z(Qq, R (6}"“)[&,1,] que contiene a (z, f(z)),
es decir, a la D de esta demostracion.
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- limg(D) = C x {0}: Como f es semi-algebraica y continua, y C' es semi-
algebraicamente arco-conexo, los puntos de la forma (y, f(y)), con y € C
estan en la misma componente semi-algebraicamente conexa del conjunto
Z(Q2, R <£)”+1)[a’b] que esté (x, f(x)). Luego para todo y € C, (y, f(y)) € D
y vale (y,0) = lim¢(y, f(y)). Veamos la otra inclusién: se tiene que lim¢(D) C
Z(Q, R")x{0} (pues si Q2(z, Ty41) = 0, aplicando limg, se tiene que Q(limg )+
(limg z,41)?> = 0 en R y por lo tanto, limg(z) € Z(Q, R") y limg(x,41) = 0).
Ademas, es semi-algebraicamente conexo (por la proposicion 2.8, pues D es
acotada) y contiene a (z, f(x)). Luego, lim¢(D) C C' x {0}.

O

Los siguientes resultados son los andlogos a las proposiciones 2.4 y 2.7 para el caso
no regular, mostrando que los valores pseudo-criticos de 7 sobre Z(Q, R™) son los

unicos lugares en donde la cantidad de componentes semi-algebraicamente conexas
de las fibras Z(Q, R")4 pueden cambiar.

Proposicién 2.14 Sea Z(Q, R™) un conjunto algebraico acotado y sea C una com-
ponente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R")jp). Si v € [a,b] y [a,b] — {v}
no contiene valores pseudo-criticos de m sobre Z(Q,R"™), entonces C, es semi-
algebraicamente conezo.

Demostracion. Por el lema 2.13 existe una componente semi-algebraicamente conexa
D de Z(Qa, R(€)""") s acotada sobre R tal que limg(D) = C x {0}.

Supongamos que Z(Qq, R (£>"+1)[a,b} tiene valores criticos, los llamamos A, ..., A;
entonces limg(\;) ¢ [a,b] — {v}. Luego, existe un infinitesimal 5 tal que, si existen
valores criticos de 7 sobre Z(Qy, R <§>"+1)[a,b], estan en [v — §,v + f].

Veamos que Dy,_g g es semi-algebraicamente conexo:

Sean x,y € Dp_g,4+g. Vamos a mostrar que existe un arco semi-algebraico en
Dpy—gwtp que los une: Como D es semi-algebraicamente conexo, existe un arco
semi-algebraico v : [0, 1] — D tal que v(0) =z y (1) = y. Si ¥(t) € Djy—p,04+5 para
todo t € [0, 1], «y sirve. Si no, es unién de un nuimero finito de arcos conexos cerrados
cada uno de los cuales estd en Dy, g, Djy—gwt+5 0 Dw+sp- La proposicién 2.4 nos
dice que las componentes semi-algebraicamente conexas de D,_g (resp. D,;3) estan
en biyeccién con las componentes semi-algebraicamente conexas de Di,,_g (resp.
Dy i) que las contienen. Luego, cada par de arcos 71,72 en Diqy—g) (resp. Dyyig4))
con extremos v;(0),v2(1) € D,_g (resp. D,13) se puede reemplazar por un arco
en la componente semi-algebraicamente conexa de D,_g (resp. D, ) que contiene
a 71(0), de manera que conecte a y;(0) con v5(1) en D,_g (resp. D,43). Obtenemos
asi un nuevo arco semi-algebraico ¥ que conecta a x con y en Dj,_g.,44]-

Luego por la proposicién 2.8, C, x {0} = lim¢(Dpy—g.044)) es semi-algebraicamente
conexo. UJ
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Proposicién 2.15 Sea Z(Q, R") un conjunto algebraico acotado y C una compo-
nente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R")ay. Si Clap) no es semi-algebraica-
mente conexo, entonces b es un valor pseudo-critico de m sobre Z(Q, R").

Demostracion. Por la proposicién 2.13, existe una componente semi-algebraicamen-
te conexa D de Z(Qa, R (€)"") s acotada sobre R tal que lim¢(D) = C' x {0}. Si
vemos que existe ¢o que verifica que limg(cg) = b, Dy, €s semi-algebraicamente
conexo y Di, ¢, 1o lo es, por la proposicion 2.7, ¢y sera valor critico de m sobre
Z(Q2, R <£>”+1)[a,b], y por lo tanto, b un valor pseudo-critico de 7 sobre Z(Q, R").
Veamos primero que existe a’ € [a,b) tal que para todo d € [a’,b) se tiene que Cj, g
no es semi-algebraicamente conexo:

Por el teorema 1.28 aplicado a la funciéon 7 : Cop) — [a,b) existe o’ € [a,b) tal
que para todo d € [d/,b) se tiene que existe un homeomorfismo semi-algebraico
0 :[a',b) x C4 — Clarp tal que el diagrama

[, b) x Cq % Clar)
N T
[a’, D)

es conmutativo, es decir, tal que 7o (¢, z) =t para todo t € [a/,b) y = € Cy.
Veamos que Cl, 4 es un retracto por deformacién fuerte semi-algebraico de Cigp);
luego, como Cl,p) no es semi-algebraicamente conexo, Cl, 4 tampoco lo sera. Para
esto, definiremos una funcion continua y semi-algebraica H : Cl,p) X 0,1] — Clap)
tal que:

i) H(x,0) =2 Vo € Cly),
it) H(zx,1) € C[a,d] Vo € O[mb),
i1) H(x,t) =2 Vo € Clagq, Vt € [0,1].
Si (2,t) € Cla,wry x [0,1], definimos H(x,t) = x. Falta definir H en Cjypy x [0, 1].
Primero consideremos las funciones continuas II; : [d/,b) x Cy — [d’,b) y Iy :
[a',b) x Cq — Cy definidas como II;(s,z) = sy Ily(s,xz) = z, con s € [d/,b) y

S Cd.
Definimos también la funcién continua K : [a/,b) x [0,1] — [d/,b) de la siguiente

manera:
K(s.t) = ssise [a’,d]'
t(d—s)+ssise(db)

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, donde 7 : Clyq — Clayp) es la
inclusién, ¢ : [@’,b) x Cy — [d,d] x Cq, ¢(s,z) = (K(s,1),z) y con abuso de
notacion, 0 es la restriccién correspondiente:
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C[a’,d) i [CL,, d] X Cd
il B T
C[a’,b) 9—> [a’, b) X Cd

Si (z,t) € Clarpy %[0, 1], definimos H (z,t) = (K (II;00~ (), t), 1500~ (x)). Veamos
que cumple las tres condiciones para x € Cly p):

i) H(z,0) = 9(K(H1 0 071(),0), I, 0 0= (z)) = O(IT, 0 0 (), Iy 0 0} (2)) =

Oob 1 (x
i) Hiz,1) = H(ff(Hl 0074 (2),1),T1, 00 (z)) € Clu .
ela,d R
iii) Six € Cly g, H(z,t) = 0(K(I 007 (2),t),Il0 07 (z)) =00 (z) = a.
:Hloyfl(x)

Notar que la funcién H asi definida resulta continua.

Quedé probado entonces que para todo d € [a', ), Cls,q) nO es semi-algebraicamente
conexo. Se sigue de la proposicién 2.8, que Dy, tampoco lo es para cualquier ¢ €
R (&) con limg(c) = d. Consideremos el conjunto

A= {ce Exzt([d,b],R(£))/ D, es semi-algebraicamente conexo } .

Sabemos que A C {z € Ext([d/,b], R (£))/ lime(x) =b}, puessid € [a/,b) y d =
lime(c), entonces ¢ ¢ A. Por el teorema 1.28 aplicado a la funcién 7 : D — [a,b],
existe una particién finita de [a,b] = Uﬁzl T; en conjuntos semi-algebraicos tal que
Dy, es semi-algebraicamente homeomorfo a D., x T}, Ve; € T;, Vi. Luego, si ¢, ¢ € T;
se tiene que Digq y D4 son homeomorfos y entonces, para cada i, T; C A o
T; N A = (). Podemos suponer que cada 7T; es o bien un punto o bien un intervalo.
Como b € A, existe ig tal que T;,, NA=0y T, CAVi=1ip+1,...,1L

= Si Ty, = [c,d) o (c,d), se tiene que Dy, 4 es semi-algebraicamente conexo (pues
d € A) pero Dj, ) no lo es, pues tomando ¢’ € T}, y procediendo como antes,
probarfamos que D, es retracto por deformacién fuerte de Dig q), v Dige
no es semi-algebraicamente conexo pues ¢ ¢ A.

Luego alcanza con tomar ¢y = d € A.

» SiT;, = [c,d] o (c,d] tenemos la siguiente situacién: Dy, 4 no es semi-algebraica-
mente conexo (pues d ¢ A) pero Djg 445 si 1o es para 0 < § < b — d. Veamos
que esto es un absurdo: Sea d la minima distancia entre dos componentes semi-
algebraicamente conexas distintas de Dy, q;. Sean C y Cs las componentes don-
de se realiza esta distancia y tomemos un punto en cada una de ellas, p; € Cj,
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tal que dist(p1,p2) = d. Para cada 0, existe un arco s : [0,1] = Djs a4 que
une a p; con po. Consideremos la funcién fs : [0, 1] — R, f(t) = dist(ys(t), C1).
Se tiene que f(0) =0y f(1) =d. Como f es continua y semi-algebraica, por
el teorema de 1.18, existe to tal que f(tg) = %l. Sea ps = V5(to) € Diadte-
Observamos que ps ¢ Dj, 4, dado que dist(p,C1) = %; luego 7(ps) € (d,d+ ).
Sea B = {z € D/ dist(z,C;) = £}. Este conjunto resulta ser cerrado, acotado
y no vacio, luego por la proposicién 1.29, m(B) C R es cerrado, acotado y no
vacifo. Ademds contiene puntos en (d,d + §) para todo 0 < 6 < b — d. Luego,
d € n(B). Entonces existe p € D tal que 7(p) = d y dist(p,C}) = g, pero por
la eleccion de d, p no pertenece a ninguna componente semi-algebraicamente

conexa de Dy, g1, lo cual es un absurdo.

O

2.2. Roadmaps

A continuacion veremos como las propiedades de los puntos criticos y pseudo-criticos
de proyecciones estudiadas en la seccién anterior dan lugar a procedimientos para
la obtencion de roadmaps.

2.2.1. Roadmap de un conjunto algebraico acotado

Sea @ € R[Xj,...,X,]. Supondremos que Q(z) > 0 para todo z € R" (de no
serlo, reemplazar @@ por Q?), y que Z(Q, R") es un conjunto algebraico acotado.
En esta seccién describiremos la construccién de un roadmap de Z(Q, R™), con la
condicién extra de que contenga un conjunto finito N de puntos de Z(Q, R") fijado
previamente.

Bésicamente la construccién es la siguiente: llamando @ al polinomio @) visto en
R[X4][X2, ..., X,], primero se construyen de forma paramétrica sobre el eje X; los
puntos pseudo-criticos de m sobre Z (@, R™1). Con esto se obtienen segmentos de
curvas en Z((Q, R") parametrizadas en intervalos abiertos del eje X7, cuyos puntos
finales estan en la fibra del extremo del intervalo donde estdn definidas.

Para todo x € R, el conjunto de curvas y sus puntos finales contienen a los puntos
pseudo-criticos de la proyeccién sobre Z(Q, R"),; luego, por la proposicién 2.12,
intersecan a toda componente semi-algebraicamente conexa de este conjunto. Por lo
tanto, el conjunto construido verifica la propiedad RM2.

Sélo considerando estas curvas, no es cierto que se verifique la propiedad RM1, por
lo que deberemos agregar nuevos segmentos de curvas. En vista de ello, introducimos
la siguiente definicién:
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Definicién 2.16 Un valor distinguido es un elemento v € R que es un wvalor
pseudo-critico de m sobre Z(Q,R"), o la primera coordenada de algin punto de
N o la primera coordenada de algin punto final de algun segmento de curva de la
construccion anterior. Cada uno de los valores distinguidos v, define un hiperplano
distinguido de ecuacion X; = v.

Los puntos distinguidos son los elementos de N junto con los puntos finales de
los segmentos de curvas y las intersecciones de estos segmentos con los hiperplanos
distinguidos.

La idea es, entonces, la siguiente: se construyen y ordenan los valores distinguidos
v; < ... < v. En cada intervalo (v;,v;41) se construye una coleccién de segmen-
tos de curvas C; que intersecan toda componente semi-algebraicamente conexa de
Z(Q, R™),, para todo v € (v, v;11). Encima de cada valor distinguido v;, se constru-
ye un conjunto de puntos distinguidos, que llamaremos /V;, es decir, un conjunto de
puntos distinguidos en Z(Q, R™),,. Cada curva de C; tiene un punto final en N; y
otro en N, 1. Ademas, se tiene que N C Ui;} N;. Luego, se itera este procedimiento
en cada hiperplano distinguido H; : X; = v;, con input Q(v;, Xa, ..., X,). Es decir
que se trabaja en un espacio ambiente de dimensiéon n — 1. Se continia iterando el
mismo procedimiento hasta que el espacio ambiente tenga dimension 0.

Teorema 2.17 S M es el conjunto de segmentos de curvas y sus respectivos pun-
tos finales obtenidos por la construccion anterior, entonces M es un roadmap para

Z(Q, R").

Demostracion. La demostracion se hara por induccién en la dimensién del espacio
ambiente. Tenemos que ver que M verifica RM1, pues ya sabemos que verifica RM2.
Sin = 1, entonces Z(Q, R) es finito 6 vacio. Luego M = Z(Q, R) verifica claramente
RM1. Supongamos ahora que la construccién produce un roadmap de conjuntos
algebraicos de R™, con m <n — 1.

Sea C' una componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R") . Tenemos que
ver que M N C' es semi-algebraicamente conexo. Sean x,y € M N C'. Existe un arco
continuo y semi-algebraico v : [0,1] — C' que une x con y. Vamos a mostrar que
podemos reemplazarlo por un arco en M NC'. La idea es partir el arco v en subarcos
de manera que la proyeccién al eje X; de cada uno de ellos contenga exactamente
un valor distinguido.

Sean v; < ... < u; el conjunto de valores distinguidos. Tomemos u; € R tales que
Uy < v < U < vy < ... <y < up. Entonces existen x = xg, 1, ..., Th, Thi1 = Y
en C' y arcos continuos semi-algebraicos ~; tales que:

= 7y une xr; con Tjyq,

= 7 es la yuxtaposiciéon de los 7;,
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= % [0,1] = Cluy,.

Uk, 1]

Llamemos C; a la componente semi-algebraicamente conexa de Cy, u, ,,] que con-
tiene a ;. Se tiene que C; N Cj11 es union de algunas de las componentes semi-
algebraicamente conexas de Cr(y,,,), y cada una de ellas interseca a M, pues ya
sabemos que RM2 se verifica. Luego, M N C; N Cyy1 # (). Tomemos un elemento en
cada uno de estos conjuntos: yo =x,..., 4, € M NC; N Ciy, ..y, Ypr1 = Y.

Se tiene que y;,y;1 € M N Cipq. Si vemos que M N Cyy1 es semi-algebraicamente
conexo, existird un arco 7; que une y; con ;41 en M N C; 1. Luego tomando 7 la
yuxtaposicién de los 7;, con i = 0,..., 1, se obtiene un arco en M N C que une a x
con y.

Veamos entonces que M N C; es semi-algebraicamente conexo para cada i:

Como el conjunto [ug,, ug,+1] — {vk,} no contiene valores pseudo-criticos de 7 sobre
Z(Q, R™), por la proposicién 2.14, se tiene que (C’i)vki es semi-algebraicamente cone-
xo0. Més atin, se tiene que todas las curvas de M N C; tienen algin punto final en el
hiperplano X; = vy,. Aplicando hipétesis inductiva al conjunto Z(Q, R"),, C R,
los puntos finales de estas curvas se conectan por el roadmap que se calcula en la
recursion en la fibra X; = vy,. O

2.2.2. Roadmap de un conjunto algebraico no acotado

En el caso en que Z(Q, R") no sea un conjunto acotado, donde nuevamente @) es
un polinomio en R[Xj,...,X,], lo que haremos es modificarlo introduciendo dos
nuevas variables € y X, ;. La variable e serd interpretada en ocasiones como un
infinitesimal, lo que nos permitira ver al conjunto definido por el nuevo polinomio
como un conjunto algebraico acotado.

Consideraremos el polinomio Q. € R[¢][X1,. .., X,41] definido como

Qe(Xla s 7Xn+l) = Q2 + (E(XIQ + co Tt X?H—l) - 1)2
Proposicién 2.18 Se tiene que:

i) El conjunto algebraico Z(Q., R (€)"™") es acotado.

i) Si x = (x1,...,2,) € Z(Q,R"), entonces existe un unico x,.1 € R {€) con
Tnpr > 0 tal que (x1,..., %0, Thy1) € Z(Qc, R(e)"). Ademds se tiene que
(T1,...,Tn, —Tns1) también estd en Z(Qe, R ()" 1.

Demostracion.

i) Siz = (x1,...,0001) € Z(Qc, R(e)") se tiene que Q(z1,...,2,) = 0y

23+ ... +a2 ., =1 Luego, ||lz]| = (1)=.

Esto prueba que Z(Q¢, R (e)"!) C {x e Re)" 1/ |lz|| = (%)%}
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i) Six = (x1,...,2,) € Z(Q, R"), de la ecuacion Q(x1,...,x,, Xyi1) = 0 se
obtiene X2, =1 — |z||* > 0, por lo cual el resultado vale.

O

Sean m,y1 : R"™ — R la proyeccién a la tltima coordenada y <, : R"™' — R"
la proyeccion a las primeras n coordenadas. Dado a € R, a > 0, consideremos el
conjunto Z(Q,, R"™), donde

Qu(X1, o, Xny1) = Q%+ (a( X7+ ...+ X2,,) — 1)%
Aligual que lo visto en la demostracion de la proposicion 2.18, este conjunto esta aco-
tado; mds precisamente, estd incluido en E(O,a’%). Ademas, si z € Z(Q,R") N
B(0,a™2), existe un nico pyy € R, oy > 0, tal que (2, 2p41), (2, —Zni1) €
Z(Qa, R™).
Podemos relacionar componentes semi-algebraicamente conexas de Z(Q, R") con las

componentes semi-algebraicamente conexas de Z(Q,, ") mediante el siguiente
resultado:

Proposicién 2.19 Seaa € R, a > 0, y para cada componente semi-algebraicamente
- 1 . .
coneza C de Z(Q, R") N B(0,a"2), consideremos los conjuntos

Ct={peZ(QuR""")/ mp1(p) 20y 7<,(p) €C} y

€™ ={p € Z(Qu, ")/ mn11(p) <0y 7<un(p) € C}.
Entonces:
i) Z(Qq, R™") = Uy CT U C™, donde la unidn recorre las componentes semi-
algebraicamente conezas de Z(Q, R™) N B(0,a"2).

i1) Los conjuntos C y C~ son semi-algebraicos, semi-algebraicamente arco-cone-
xos y disjuntos.

iti) Si Cy y Coy son dos componentes semi-algebraicamente conezxas distintas de
Z(Q, R") ﬂE(O,a’%), y *,0 € {4, —}, se tiene que Cf y C3 estdn incluidos
en componentes semi-algebraicamente conexas distintas de Z(Q,, R™™).

iv) Dada una componente semi-algebraicamente conexa C de Z(Q, R*)NB(0, a’%),
tenemos tres opciones:
a) Si C C {CL‘ e R/ ||z|| = a’%}, entonces C~ = 0 y CT es una compo-
nente semi-algebraicamente conexa de Z(Qq, R™™).
b) Si Cﬁ{x e R/ ||z|| = a_%} 40 yCNB(0,a"2) # 0, entonces C~UCT

es una componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q,, R™1).



2.2. ROADMAPS 47

c) SiC C B(O,a_%), entonces CT y C~ son componentes semi-algebraica-
mente conezas distintas de Z(Qq, R"™).

Demostracion.

i) Por definicion CT U C~ C Z(Qq., R™™). Por otro lado, si p € Z(Q,, R"*), de
la ecuacién Q,(p) = 0 se tiene que 7<,(p) € Z(Q, R™), y por lo tanto pertenece
a alguna componente semi-algebraicamente conexa C' de ese conjunto. Luego
p€ CTsim1(p) >00peC en otro caso.

i1) Claramente C'* y C'~ son semi-algebraicos y disjuntos. Veamos que son semi-
algebraicamente arco-conexos. Sean p, ¢ € C. Como 7<,(p), 7<,(q) € C, exis-

te un arco v en C' que los conecta. Luego el arco 3(t) = (y(¢), /% — v
es un arco en C" que conecta a p con ¢. Andlogamente se procede con C~.

i17) Si estuvieran incluidos en la misma componente semi-algebraicamente co-
nexa del conjunto Z(Q,, R"™'), proyectando a las primeras n coordenadas
tendriamos un absurdo.

iv) a) SiC C {:1: e R/ ||z| = a_%}, entonces m,41(Ct) = {0}. Si existiera
p € C~ entonces m,11(p) < 0y (m<n(p), —mns1(p)) € CT, por lo tanto,
0 # —Tpi1(p) € M1 (CT) = {0}, lo cual es un absurdo. Aplicando

i11), se tiene que C'" es una componente semi-algebraicamente conexa de
Z(Qq, R™1).

b) Si C'nN {x e R/ x| = a_%} 40y CNB0,a"2) # (), entonces exis-

ten p,g € CT tal que 0 < s = mu41(q) ¥y 0 = muy1(p). Se tiene que
T<n(p), T<n(q) € C'y por lo tanto se conectan en C' con un arco ~y. Lue-

go por se tiene que § = (m<,(q), —s) € C~ y que (¥(t), =/ = [
conecta p con g en C~UC™T. Esto prueba que C~UC™ es semi-algebraica-
mente arco-conexo, y por #i7) resulta ser una componente semi-algebrai-
camente conexa de Z(Q,, R™").

¢) Si C C B(0,a™2), entonces 0 ¢ 4, (CT). Si existiera una curva 7y en
Ct U C™ que conecta un punto p € C* con un punto ¢ € C~ se tendria
que m,41(7y) toma valores positivos y negativos pero nunca se anula, lo
cual es un absurdo por el teorema 1.18.

O

Proposicion 2.20 La construccion de un roadmap para un conjunto acotado que
detallamos en la seccion 2.2.1 aplicado al conjunto Z(Q., R{€)"), con input N =0,
produce un roadmap simétrico respecto del hiperplano X, 1 = 0.
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Este resultado sigue valiendo si el conjunto N es un conjunto simétrico respecto al
hiperplano X,,,; = 0.

Demostracion. Lo probamos por induccién en n.

Sin =1, Z(Q,R(e)?) = {(x,y)/ zesrafzreal de Q Ay =+,/1 —x }, que es
finito y simétrico respecto a Y = 0. El roadmap con esta construccién resulta ser el
mismo conjunto.

Supongamos que vale para dimensién del espacio ambiente < n — 1.

Sea () que dependa de n variables. Como @), es simétrico respecto de X,, .1 = 0, si
(715 - -+ Yne1) €s un segmento de curva obtenido en la primera iteracion, se tiene que
(V15 -+, —Yns1) también lo sera. Esto sucede pues el polinomio

(Q)1( X1, ..., Xoy1) = =6G(Xq, ..., X)) + Q( X1, ..., Xui1)

verifica que su derivada respecto de X, es de la forma X, (1 F(X3, ..., X,+1), donde
F es un polinomio cuyas potencias de X,,;; son pares. Cuando hagamos recursién
en cada hiperplano distinguido, por hipdtesis inductiva, el output del procedimiento
aplicado en esa fibra también sera simétrico. O

Proposicién 2.21 Sea N un conjunto finito de puntos de Z(Q, R") N E(O,a’%).
Sea N, = {p € Z(Qu, R"™")/ m<n(p) € N}. Supongamos que RM, es un roadmap
del conjunto Z(Qa, R™™) que pasa por los puntos de N,. Entonces m<,(RM,) es un
roadmap para el conjunto Z(Q, R™") N B(0, a‘é) que pasa por los puntos de N.

Demostracion. Tenemos que ver tres cosas:

= Como RM, pasa por N, se tiene que <, (RM,) pasa por N.

= Sea C' una componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R*)NB(0, a_%).
Tenemos que ver que C' N <, (RM,) es semi-algebraicamente conexo:

- Si ¢ induce dos componentes semi-algebraicamente conexas de la forma
C* y C7, se tiene que la interseccién de cada una de estas componentes
con RM, es semi-algebraicamente conexa, pues RM, es un roadmap de
Z(Qa, R™™). Luego proyectando a las primeras n coordenadas se obtienen
conjuntos semi-algebraicamente conexos. Veamos que m<,(RM,NCT) =
T<n(RM,) N C: Si x € RM, N C* claramente se tiene que m<,(z) €
T<n(RM,) N C. Al revés, si v € m<,(RM,) N C se tiene que = = 1<,(q),
con ¢ € RM,. Luego ¢ € C" 0o q € C~, por lo cual ¢ € RM,NC* o
q € RM,NC~. Pero como <, (RM,NC") = w<,(RM,NC7), en ambos
casos, T = T<,(q) € m<n(RM, N CT).
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- Si C induce una componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q,, R"!)
de la forma C~UC™ (con C~ vacio o0 no), como antes, se tiene que (C~ U
CT)NRM, es semi-algebraicamente conexo. Luego, 7<, ((C~UCT)NRM,)
es semi-algebraicamente conexo, y procediendo como antes, se prueba que
T<,((C-UCH)N RM,) = m<,(RM, N C), con lo cual queda probado lo
que queriamos.

= Para todo x € R, para toda componente semi-algebraicamente conexa D de
—= 1
(Z(Q,R™") N B(0,a"2)),, tenemos que ver que m<,(RM,) N D # ().

Razonando de la misma forma que en la demostraciéon de la proposicion 2.19,
se deduce que las componentes semi-algebraicamente conexas de (Z(Q, R™) N
B(0, a2 )= estan en biyeccion con las componentes semi-algebraicamente cone-
xas de Z(Q,, R"*1), N {X,41 > 0}: para cada D componente semi-algebrai-
camente conexa de Z(Q, R") N B(0,a"2), existe una componente semi-alge-
braicamente conexa C' de Z(Qq, R"), N {X,.1 > 0} tal que D = 7, (C).
Como C'N RM, # 0 se tiene que ) # 7<,(C N RM,) C 7<,(C) N7<n(RM,) =
D N7m<,(RM,). Se deduce de aqui lo que queriamos probar.

O

Teniendo en cuenta este resultado, un roadmap de un conjunto algebraico Z(Q, R")
no acotado constard de dos familias de curvas. La primera familia se construye
proyectando un roadmap de Z(Q,, R"™') para un valor de a convenientemente
elegido, y esencialmente contiene un roadmap para todas las componentes semi-
algebraicamente conexas acotadas del conjunto. A continuacion, se agrega una se-
gunda familia de curvas, obtenida bésicamente haciendo decrecer el parametro a
hacia 0, de manera de extender el roadmap a las componentes no acotadas del con-
junto.

En el capitulo 3, haremos una descripcién més precisa del procedimiento.

2.2.3. Roadmap de conjuntos semi-algebraicos

En esta seccién haremos un esbozo de como se adapta la teoria desarrollada para
conjuntos algebraicos con el objeto de construir un roadmap para un tipo de conjun-
tos semi-algebraicos en particular, los conjuntos semi-algebraicos cerrados y basicos.
Estos son los conjuntos de la forma

S={xe€eR"/ Q(z) =0 N ApegP(x) > 0},

donde U {Q} C R[Xy,...,X,]. En este caso pediremos ademds que Z(Q, R") sea
acotado.

Para poder calcular un roadmap de un conjunto semi-algebraico acotado necesitamos
el resultado analogo a la proposiciéon 2.14 para este tipo de conjuntos. El problema es
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que la nocion de valor pseudo-critico no nos es suficiente para probar esta propiedad,
por lo que tendremos que introducir un nuevo concepto.

Dado un polinomio F' € R[Xy,...,X,] tal que F(z) > 0 para todo z € R", consi-
deremos como siempre el polinomio

FiXy, . X)) = —EXP 4 4+ X2+ X244+ X2+20) + F(X1, ..., X0,

donde gr(F) < dy, dy > .2 d,, d; una cota superior del grado de los monomios

en los que aparece X;, d; un elemeno par mayor que d; y d = (dy,. .., d,).
Seguiremos notando 7 : R" — R a la proyeccién a la primera coordenada.

Definicién 2.22 Un valor especial de 7 sobre Z(F, R") a un elemento ¢ € R para
el cual existe un elemento y € Z(Fyi, R(£)") que verifica limg(m(y)) = ¢, y es un
minimo local de g sobre Z(Fy, R{§)") y g(y) es infinitesimal, donde la funcién g :
Z(Fi, R(&)") — R(&) se define como

B Z2gign(g§t )2

Z1§ign(g§t)2'

Notemos que un valor pseudo-critico de 7 sobre Z(F, R™) resulta ser un valor especial
de 7 sobre el mismo conjunto, pues si z es un punto pseudo-critico de 7 sobre
Z(F, R™) se tiene que existe y punto critico de 7 sobre Z(F, R (§)") con lim¢(y) = .
Luego, y € Z(F1,R(§)"), c=7(x) = m(limg y) = lime 7(y) v g(y) = 0.

9(X)

Si S es un conjunto semi-algebraico cerrado y bésico de la forma
{SL’ S Rn/ Q<$) =0 A /\pegP(I) > 0},

llamaremos valor especial de w sobre S a un valor especial de 7 sobre Z(3'U{Q} , R")
donde ¥’ C S, donde Z(J' U {Q},R") es el conjunto algebraico definido por el
polinomio Q* + 3" peq P*.

El siguiente resultado es el analogo a la proposicion 2.14 para conjuntos de este tipo
y valores especiales:

Proposicién 2.23 Sean Z(Q, R™) un conjunto algebraico acotado y S un conjunto
semi-algebraico cerrado y bdsico definido por

S={reR"/ Qx)=0 A ApesP(z) > 0}.

Seav € [a,b]. Si C es una componente semi-algebraicamente conexa de Siay y |a, b —
{v} no contiene valores especiales de ™ sobre S, entonces C,, es semi-algebraicamente
CONETO.
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Una demostracién de este resultado puede hallarse en [3, Prop. 16.1].

Para calcular los valores especiales de 7 sobre un conjunto Z(F, R™) s6lo hay que
notar que el conjunto

Z = {(a:,)\) € R{)" x R(&) /Fi(x) =0, g—i(x) —)\aa)i(x), i = 1,...,n}

resulta ser un conjunto algebraico tal que su proyeccién a las primeras n coordenadas
contiene a los minimos locales de g sobre Z(Fy, R (§)").

Se puede probar (ver por ejemplo [3, Prop. 16.6]), que si C' es una componente se-
mi-algebraicamente conexa de Z sobre la cual g tiene un minimo local infinitesimal,
entonces limg 7(C') es un conjunto de un solo elemento. Esto nos da el siguiente

proedimiento para calcular un conjunto que contenga a los valores especiales de m
sobre Z(Fy, R(§)"):

- Calcular un conjunto finito N formado por al menos un punto de cada com-
ponente semi-algebraicamente conexa de Z.

- Calcular el conjunto lim¢ V.
- Calcular 7(limg N).

En realidad, el calculo de valores especiales y puntos distinguidos sobre hiperplanos
definidos por estos valores efectuado de manera paramétrica (en forma andloga a
lo visto para puntos pseudo-criticos en el caso de conjuntos algebraicos) permite no
solo la obtencion de un roadmap del conjunto S sino también de todos los posibles
conjuntos no vacios definidos por desigualdades no estrictas de los polinomios en &
a 0. Esto da lugar a la nocién de roadmap uniforme que presentamos a continuacion
(ver [3, Capitulo 16]). Utilizaremos la siguiente notacién:

Sea @ € R[Xi,...,X,] un polinomio tal que Z(Q, R™) es acotado. Consideremos

& = {P,...,Ps} un conjunto de s polinomios de R[Xq,...,X,]. Una condicion
débil de signo o = (01,...,0,) sobre & es una s—upla de elementos de {<,=, >}.
Notaremos

Se={r€R"/ Q(x)=0AP(x)o,0Vi=1,...,s}.

Cada uno de los conjuntos S, resulta ser un conjunto semi-algebraico, cerrado y
bésico contenido en Z((Q, R"). Diremos que o es una condicién de signo realizable

sobre Z(Q, R"™) si S, # 0.

Definicién 2.24 Un roadmap uniforme de (Q,S) es un conjunto finito R(Q, <)
de segmentos de curvas abiertos y puntos en Z(Q, R"™) que verifica las siguientes
condiciones:



52 CAPITULO 2. ROADMAPS DE CONJUNTOS SEMI-ALGEBRAICOS

URM1 Los signos de los polinomios de & son constantes en cada segmento de
CUTVG.

URM2 La interseccion de R(Q,S) con S, es un roadmap para S,, para toda con-

dicion débil de signo o sobre & realizable sobre Z(Q), R™).

En particular, si S = {z € R"/ Q(x) =0 A ApegP(z) >0}y o= (>,...,>), se
tiene que R(Q, <) NS es un roadmap para S.



Capitulo 3

Algoritmos para el calculo de
roadmaps

En este capitulo nos ocuparemos del aspecto algoritmico del calculo de roadmaps.
En primer lugar, introducimos algunas nociones basicas sobre algoritmos y preci-
samos como se codifican los objetos con los que trabajaran nuestros algoritmos. A
continuacion, detallaremos los algoritmos para el calculo de roadmaps presentados
en el capitulo 2. Como aplicacién, mostraremos cémo puede determinarse algoritmi-
camente si dos puntos de un conjunto algebraico pertenecen a la misma componente
semi-algebraicamente conexa del conjunto.

3.1. Algoritmos y codificacion

Un algoritmo es un procedimiento que toma un conjunto finito de datos, que lla-
maremos input, y luego de una cantidad finita de pasos, en cada uno de los cuales
efectiia ciertas operaciones prefijadas, produce otro conjunto finito de datos, que
llamaremos output.

En nuestro caso, un input tipico serd un polinomio @ (o un conjunto finito de
polinomios) que cumpla determinadas condiciones, como por ejemplo, que Z(Q, R")
sea acotado, junto con, por ejemplo, uno o més puntos en este conjunto algebraico.
Trabajaremos en un subcuerpo K efectivo de un cuerpo real cerrado R, es decir,
un subcuerpo en el cual las operaciones aritméticas (+, —, X, ) y comparaciones
(a < b,a = b) pueden realizarse algoritmicamente.

La complejidad de un algoritmo es una nocién que se define para evaluar la eficiencia
con la que se lleva a cabo la ejecucién de este algoritmo en funcién de los datos ingre-
sados como input. Es decir, es una medida por la que un algoritmo resultara mejor
que otro.

Concretamente, la complejidad de un algoritmo es una cota superior para la cantidad
de operaciones aritméticas y comparaciones en el algoritmo que se realizan para

53
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obtener el output medida en funcién del tamano del input.

A la hora de precisar un algoritmo que ejecutarda una computadora, uno de los
problemas a considerar es como ingresar los datos en la maquina. Para ello se necesita
una manera de codificar los datos del input.

Por ejemplo, para codificar un polinomio en una variable de grado d con coeficientes
en Q podremos pensar en la (d + 1)—upla de sus coeficientes, es decir, el i—ésimo
elemento de la upla corresponde al coeficiente en el monomio de grado i — 1. De
manera analoga podremos representar un polinomio de grado d en n variables. Te-
niendo en cuenta que hay N = (d:”) monomios de grado a lo sumo d en n variables,
estableciendo un orden entre estos monomios (por ejemplo el lexicografico), el poli-
nomio puede codificarse como la N—upla de sus coeficientes (incluyendo los nulos)
en este orden.

Si en cambio buscéramos una codificacién para el nimero v/2, podriamos pensar
en un polinomio con coeficientes en Q que lo tenga como raiz, digamos Q(X) =
X?% — 2, pero todavia faltaria diferenciar sus dos raices. Para esto podrfamos pensar
en el signo de la primera derivada, que distingue a la raiz positiva de la negativa.
Justamente esta idea para codificar elementos es la que queremos generalizar a
cualquier cuerpo real cerrado R y a elementos de R". Para ello, introducimos lo
siguiente:

Sea x € R. Notamos el signo de x como sg(z) =1siz >0,sg(z) =0siz =0y
sg(z) = —1 si x < 0. La siguiente proposicién nos dice, en particular, que, como en
el ejemplo anterior, se puede distinguir las raices en R de un polinomio en R[X] por
medio de sus derivadas.

Proposicién 3.1 Sea f € R[X] un polinomio de grado s, y o = (09, ...,05) una
(s + 1)-upla de elementos de {—1,0,1}. Si fO = f y f@ es la derivada i-ésima de
f. el conjunto o(f) = {z € R/ sg(f(x)) =0y, para i=0,...,s} es vacio, o un
punto o un intervalo abierto.

Demostracion. Por induccién en s = gr(f). Si s = 0, como f es una constante, o(f)
resulta ser vacio o R. Supongamos que la proposicion vale para polinomios de grado
menor o igual que s. Sea f con gr(f) =s+1y o = (00,...,0541) € {1,0, =112,
Consideremos el conjunto A = {z € R/ sg(fV(z)) =0y, parai=1,... 5+ 1}.
Por hipétesis inductiva aplicada a f(V), este conjunto es vacio, o un punto o un inter-
valo abierto. Ademés se tiene que f(!) tiene signo constante en A y por lo tanto, f es
constante o estrictamente mondtona en A. Se sigue que {x € A/ sg(f(z)) = oo} es
vacio o un punto o un intervalo abierto. Como la interseccién de intervalos abiertos
es un intervalo abierto, se tiene que o(f) = AN{z € R/ sg(f(x)) = 0o} es vacio, o
un punto o un intervalo abierto. 0
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Definicién 3.2 Sea f € R[X] de grado s y x una raiz de f en R. Sio; = sg(f(z)),
parai=0,...,s, se tiene que o(f) = {x}. En este caso llamamos a 0 = (0g,...,0)
la codificacion de Thom de x.

Finalmente, necesitaremos codificar conjuntos algebraicos finitos y curvas en R". Es-
to se hace habitualmente también por medio de polinomios univariados. Las nociones
involucradas son las siguientes:

Definicién 3.3 Una n—representacién univariada es una (n + 2)-upla

u=(f(T),9o(T), .., g(T))

de polinomios en R[T|, donde gr(g;) < gr(f) v go es coprimo con f. Diremos que el
punto p = (p1,...,pn) € R[i|" estd asociado a u si existe una raiz t de f en R[i] tal

que p; = ;Zf)g; para j = 1,...,n. Diremos que u representa al conjunto

{(91 @) gnl®)

go(t)" " go(?)

)€ R/ (1) = o} .

Una n—representacién univariada real es un par (u, o) donde u es una n-representa-
cion univariada y o es la codificacion de Thom de una raiz t, € R de f. En este

) — gl(to') gn(ta)
caso diremos que (u, o) representa al punto p = (go(ta) e go(t0)>.

Definicién 3.4 Una n—representacién univariada real sobre un intervalo (a, b) estd
especificada por (A, a, B, 3,u,0), donde:

= a (resp. b) es raiz de un polinomio univariado A (resp. B) con codificacion de
Thom « (resp. [3),

s u = (f(Y,T),00Y,T),...,9,.(Y,T)) es una n-representacion univariada pa-
ramétrica, es decir, para cada y € R, u(y) = (f(y,T),90(y,T),...,gu(y,T))
es una n—representacion univariada,

» 0 es una gr(f)-upla de elementos de {—1,0,1} tal que, para todo y € (a,b),
existe una raiz real t,(y) de f(y,T) con codificacién de Thom o.

una n—representacion univariada sobre (a e asoclamos un segmento de curva
A t d b ,b) 1 to d
parametrizado por el intervalo (a,b) sobre el eje Y, mas precisamente, una funcién

. . . . n _ gl(yata(y)) gn(yvta(y))
continua semi-algebraica ¢ : (a,b) — R" tal que ¢(y) = <go(y,ta(y))’ cee go(y,ta(y))>'
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3.2. Calculo de roadmaps de conjuntos algebrai-
cos

3.2.1. Conjuntos algebraicos acotados

El algoritmo que detallamos a continuacién es la piedra fundamental en el calculo
de un roadmap para un conjunto algebraico. Nos permitira construir los segmentos
de curvas en cada paso de la recursiéon del algoritmo.

ALGORITMO [CCS]: Calculo de segmentos de curvas
Input:

= Un polinomio @ € K[X7,...,X,], donde K es un subcuerpo efectivo de R, tal
que @ >0y Z(Q, R") es acotado, y

= un conjunto finito NV de puntos contenidos en Z(Q, R").

Output:
= Puntos ordenados v; < ... < v;, que son los valores distinguidos, representados
por una lista ordenada (fi,01), ..., (fi,01) donde v; es raiz del polinomio f; y

o; la codificacién de Thom de v;.
= Paracada j=1,...,1

a) Un conjunto finito de puntos P; en Z(Q, R"),, cuyos elementos son los
puntos distinguidos en la fibra X; = v;, codificados por un conjunto finito
D; de n-representaciones univariadas reales.

b) Un conjunto finito I'; de curvas de la forma

v (Uj7vj+1) — Z(Q, Rn>(vjvvj+1)7

Esto se hard a partir de los segmentos de curvas de un conjunto finito C}
de n-representaciones univariadas sobre el intervalo (v, v;4+1).

¢) Una lista de pares formados por una curva de segmento y un punto dis-
tinguido que pertenezca a la clausura de la curva. Esto se hara a partir
de una lista de pares de un elemento de C; y otro de Dj.

El conjunto de valores distinguidos, puntos distinguidos y curvas distinguidas que
se obtienen verifican las siguientes propiedades:
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CS1:

CS2:

CS3:

Para todo v € R el conjunto de puntos de a) y curvas distinguidas de b) inter-
secan toda componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R"),, siempre
que Z(Q, R™), # 0.

Para cada curva distinguida de b) sobre un intervalo con punto final un valor
distinguido v; del output, existe un punto distinguido p de a) en Z(Q, R"),,
que pertenece a la clausura de dicha curva.

El conjunto de valores distinguidos contiene a la proyeccién a la primera coor-
denada de todos los elementos del conjunto V.

Procedimiento:

1.

Calcular los valores pseudo-criticos de 7 sobre Z(Q, R"™). Los ponemos en un
conjunto que llamaremos V.

. Pensando que @ € R[Xi|[Xs,...,X,], calcular el conjunto de los puntos

pseudo-criticos de 7 sobre Z(Q, R"~!). Obtenemos representaciones univaria-
das parametrizadas por X; y a partir de la subrutina de determinacion de
signos, una particion del eje X;. Esto nos permite interpretar las represen-
taciones univariadas como curvas definidas en cada intevalo de la particion.
Llamemos P al conjunto de los puntos finales de las curvas.

Calcular las proyecciones al eje X; de los elementos de P y de los elementos
del input N. Agregar estas proyecciones al conjunto V' del paso 1.

Ordenar en forma creciente los elementos del conjunto V. Los notaremos v; <
... < y seran los valores distinguidos.

Para cada j = 1,...,l — 1, interpretar el output de paso 2) como segmentos
de curvas definidas en el intervalo (v;,v;41). Para cada j, sea I'; el conjunto
finito de curvas definidas en el intervalo (v;,v,4+1). El conjunto de todas estas
curvas, para todo j = 1,...,l— 1, forma el conjunto I' de curvas distinguidas.

Para cada j = 1,...,[, calcular P;, el conjunto de intersecciones de los hiper-
planos X; = v; con las curvas distinguidas junto con los puntos de N,,. Estos
seran los conjuntos de puntos distinguidos en la fibra de v;.

Para cada j = 2,...,[, para cada p € P;, calcular el conjunto de curvas v en
I';_1 tales que p es un extremo de 7. Para cada j = 1,...,l — 1, para cada
p € P;, calcular el conjunto de curvas v en I'; tales que p es un extremo de 7.

A continuacion explicamos brevemente como llevar a cabo los pasos mas importantes
del algoritmo:
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» Calculo de puntos pseudo-criticos de m sobre Z(Q, R"):

Primero tenemos que encontrar los puntos criticos del polinomio (); sobre
Z(Q1, R{§)"). Esto corresponde a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

polinomiales:
Q1=0
%:0, parai=2,...,n

0X;

Recordemos que debe haber finitas soluciones por el teorema de Sard semi-
algebraico. A cada una de las soluciones le aplicamos lim,, obteniendo asi los
puntos buscados.

Este procedimiento lo hacemos en el paso 1 y lo volvemos a repetir en el
paso 2 pero trabajando en forma paramétrica, es decir, tomando a X; como
parametro.

Un algoritmo especifico para efectuar este procedimiento puede verse en |3,
Algoritmos 12.10 y 12.14] (ver también [13]).

Determinacion de signos ([3, Algoritmo 12.18)):

Si tomamos como input un subconjunto finito S de R y una familia finita P
de polinomios de R[X], el output de esta subrutina es la lista de condiciones
de signo no vacias de la familia P en los elementos de S.

En particular, esta subrutina permite calcular la codificacion de Thom de
un elemento z € R que es raiz de un polinomio f: basta tomar S = {z} y

P={ffY,...,f@} donde d es el grado de f.

Esta subrutina se aplica cada vez que haya que calcular la codificacion de
Thom de algin elemento, como en los pasos 1) y 3).

Raices reales parametrizadas ([3, Algoritmo 11.19]):

Esta subrutina tiene como input una n—representacién univariada u parame-
trizada por el parametro Y. El output es una familia finita A, de polinomios
en R[Y], cuyas raices producen una particién finita del eje Y, y un conjun-
to finito de n—representaciones univariadas sobre intervalos y puntos de esta
particion.

Siu=(f 90,---,9n), donde f,g; € R[Y,T], se tiene que en cada intervalo de
la particién se mantienen:

- los signos de los polinomios de A,,
- el ninero de raices de [y

- la codificacién de Thom de las raices reales de f(—,T).
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La familia A, consiste de las subresultantes principales entre f y cada una de
sus sucesivas derivadas respecto a T'.

Basicamente lo que hace es partir el conjunto de curvas asociado a u en seg-
mentos de curvas definidos en intervalos de R mas pequenos donde para cada
valor del parametro Y en un intervalo se conserva la cantidad de segmentos
de curvas.

Esta rutina es la que aplicamos al output de paso 2).

Ahora que ya vimos cémo construir los segmentos de curvas, detallamos el algoritmo
para el calculo del roadmap de un conjunto algebraico acotado:

ALGORITMO [CRCAA]: Célculo del roadmap de un conjunto algebraico

acotado.

Input:

= Un polinomio ) € K[X,...,X,], donde K es un subcuerpo efectivo de R,
Q >0y Z(Q,R") es acotado y

= un conjunto finito N de puntos contenidos en Z(@Q), R™), a partir de un conjunto
finito de n-representaciones univariadas reales.

Output:
» Un roadmap R(Z(Q, R™), N) del conjunto Z(Q, R™) que contiene los puntos
de N.
Procedimiento:

1. Aplicar al input dado el algoritmo [CCS| para el célculo de segmentos de
curvas.
Obtenemos asil € N, v; < ... <y, en Ryparacadaj=1,...,[ los conjuntos
P; y I'; de puntos y curvas distinguidas.

2. Paracada j = 1,...,1, aplicar recursién con input Q(v;, Xo, ..., X,)) y N = P;.

El analisis de la complejidad del algoritmo excede el contenido de esta tesis, pero
puede hallarse en [3, Algoritmo 15.3]. El resultado es el siguiente:
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Teorema 3.5 Existe un algoritmo que, dado un polinomio Q@ € D[Xq,..., X,] de
grado d con Z(Q, R") acotado y un conjunto finito N de puntos en Z(Q, R"), cal-
cula un roadmap para el conjunto Z(Q,R") que pasa por N. El nimero total de
operaciones aritméticas en K que efectia el algoritmo es de orden dow?),

Veamos cémo funciona el algoritmo en un ejemplo en R? haciendo las cuentas a
mano:

Ejemplo. Cdlculo de un roadmap para un toro en R3.

Consideremos el polinomio
Q(X1, Xy, X3) = (X7 + X5 + (X5 — 1) +3)" = 16(X] + X)),

y llamemos Z al conjunto Z(Q,R3). Este conjunto es lo que conocemos como un toro
en R3. Serd conveniente pensarlo como girar alrededor del eje X3 el circulo de centro
(0,2,1) y radio 1 incluido en el plano X, = 0. En particular, Q(z) > 0Vr € R®y Z
resulta ser acotado.

Notemos que este conjunto es regular, luego alcanzara con trabajar con el conjunto
de valores criticos de 7 sobre Z. Consideremos el punto (2,0,2) € Z y construyamos
un roadmap para el conjunto Z que pase por este punto utilizando el algoritmo que
antes detallamos:

Input: El polinomio @ y el conjunto N = {(2,0,2)}.

1) Calculamos los valores criticos de 7 sobre Z:
Buscamos los z = (x1, 29, x3) € Z tales que %(x) =0, para i = 2, 3, es decir,

X
las soluciones del sistema

(X2 + X2+ (X3—-1)2+3)2-16(XZ+X2)=0
2(XF + X3+ (X3 —1)2 +3)2X, - 32X, =0
20X2 4+ X2+ (X5—-1)2+3)2(X5-1)=0

Las soluciones de este sistema son los puntos (3,0,1),(1,0,1),(—1,0,1) y
(—3,0,1). Luego, V ={-3,—1,1,3}.
2) Para cada X calculamos los valores criticos de m sobre Z. Tenemos que resolver

en Z la ecuaciéon 59—)?3 = 0: se obtiene el sistema

(X2 + X3+ (X3 — 1)? +3)° = 16(X7 + X3) = 0
20X+ X2+ (X3-1)2+3)2(X3—-1)=0
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3)

)
5)

6)

7)

Las soluciones son los puntos de la forma (z1,x2,1) € Z, lo que nos lleva a la
ecuacion
(X7+ X5 —-9)(X;7+X;—1)=0.

Se tiene entonces que, para cada X, los puntos buscados son de la forma

(X1,+/9— X3 1), con X; € (-3,-1), X; €(1,3) y (Xl,i 1— X2 1), con
—1 < X; < 1. Nuestros intervalos seran entonces (=3,—-1), (=1,1) y (1,3) y
los puntos sobre los extremos del intervalo son (—3,0, 1) (—1,0,1), (1,0,1) y

(3,0,1). Estos puntos forman el conjunto P.

- 73

1
-5 1

Calculamos las proyecciones al eje X; de los puntos de P y de N y los agre-
gamos a V', ahora obtenemos un nuevo conjunto V' = {-3, -1, 1,2, 3}.
Llamamos v1 = =3, v9 = =1, v3 =1, v4 =2y v5 = 3.
Tenemos las curvas
-y (=3,-1) = R3, 41(X)) = (X1, /9 — X2 1),
-2 (=1,1) = R A3(X)) = (X1,/9 — X2, 1),
-3 (1,2) 5 R (X)) = (X1, /9 — XE,1),
-1 (2,3) = R A1(Xy) = (X, /9 — X, 1),
- e (=3,-1) = R34 (X)) = (X, —/9 — X2, 1),
S (<L 1) = RS 30X) = (X1, —/0 = X2,1),
-7 1 (1,2) = R% 93(X0) = (X1, =9 — X7, 1),
S (2,3) — BY, 94(X) = (X1, -9 — X2,1),
(=
(=

1) = R 3(X) = (X0, /1= X3, 1) y
1) = R 43(X0) = (X0, —/1 = X7, 1)

Luego obtenemos los conjuntos I'; = {fyf : z}

Obtenemos los conjuntos:
- P ={(=3,0,1)},
- {( 1,0, 1),(—1,\/@,1),(—1,—\/&1)},
- {(170 1)?(1’\/§a1)’(17_\/g71)}a
h P4_{(2 0, 2)’(2’\/— 1) (27_\/6?1)}}’

- B = {(37 0, 1)}
Obtenemos las adyacencias de:

- (=3,0,1) con 7,
- (_37 07 1) con 7217
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—/8,1) con ~

- (-1,
- (_17

1

Y

8

Observar que las curvas calculadas hasta ahora no pasan por el punto del input
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Ahora hay que aplicar recursién en cada v;:
= Para j = 1,5, Z(Q, R"),, es un punto: los correspondientes a P y a Ps.

= Para j = 2,3, por la simetria del conjunto los calculos para ambos valores son
andlogos. Haremos solamente el caso j = 3: Hay que trabajar en el conjunto
Z(Q, R?),,. El input serd ahora el polinomio

Q(X2, X3) = Q(1, Xa, X3) = (X3 + (X5 — 1)° +4)> = 16(1 + X3)
y el conjunto

N=pP— {(1,0, 1), (1,V8,1), (1, -V, 1)} .

1) Hay que resolver

X, =1 X, =1
Q<X27X3) =0 <~ X3 =1 )
=0 X3(X3-8)=0

lo que nos da como solucién los puntos (1,4+/8,1) y (1,0, 1).

X;=1
2) Para cada X5 hay que resolver el sistema .
Q<X27 X3) =0

La soluciones son entonces los puntos de la forma

(1,X2,j:\/4\/X22 +1— (44 X2)+1), con X, € (—V38,0) 0 X, € (0,V8).

3) Obtenemos el conjunto V = {—\/g, 0, \/§}
4) Llamamos v, = —v/8, v, = 0y v3 = V/8.
5) Obtenemos las curvas:
- 7%13( V8,0) — R?,
P 1(X2) = (1 Xa, \/4y/XF 1 - (4+ X3) + 1),
- 7123( V8,0) — R?,
N o(Xa) = (1 Xa, —/4y/XF+1 - (4+ X3) + 1),
- 711 1 (0,V8) — R?,

21(X2) = (L Xo\/4y/XF T 1 - (44 X3 +1)
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- 7%,2 : (07 \/g) - RS)
725(Xs) = (1 Xa, —[4y/XZ+ 1 — (4+ X3) + 1),

6) Obtenemos los conjuntos:

- P={(1,-v8,1)},
- PQ:{(lvoal)}y
- Py={(1,v8,1)}.

7) Obtenemos las adyacencias:
- (17 _\/§7 1) con 711,17

(17 _\/§7 1) con 711,27
- (1,0,1) con 7, y
(1,0,1

Ahora hay que hacer recursién en el conjunto de soluciones de:

- Q(1,—/8,X3) = 0, pero éste es el conjunto {(1, —/38, 1)}
- Q(1,v/8, X3) = 0, pero éste es el conjunto {(1, V8, 1)}
- Q(1,0,X3) = 0, pero éste es el conjunto {(1,0,1)}.
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= Para j = 4: el input es ahora el polinomio
Q(X2, X3) = Q(2, X2, X3) = (X7 + (X5 — 1) +7)* = 16(4 + X3)

y el conjunto

N = {(2,0,2), (2,5,1), (2, —/5, 1)}.

1) Hay que resolver

X, =2 X, =2
Q(X2, X3)=0 << X;=1 ,
o (X2+3)(X2—-5)=0

lo que nos da como solucién los puntos (2, £+/5, 1).

X1=2
2) Para cada X, hay que resolver el sistema !
Q<X27 X3) = 0

La soluciones son entonces los puntos de la forma

(z,Xg,i\/zh/Xs +4— (T+ X2)+1), con X, € (—/5,0) 0 X5 € (0,/5).

3) Obtenemos el conjunto V = {—\/5, 0, \/3}
4) Llamamos v; = —V/5, v = 0 y v3 = /5.
5) Obtenemos las curvas:
- 741,1 : (_\/3, 0) — R?,
1 (X2) = (2. Xe,\/4y/XF T4 - (T + X3) +1),
- %},2 : (—\/3, 0) — R?,
y(X2) = (2, Xa, —\/4y/XF + 4 - (T+ XP) + 1),
- ”Yil : (0, \/5) — R?,
1(X2) = (2. Xo\/AY/XF T4 - (T4 XD +1) y
- %%,2 1 (0, \/5) — R3,
V25(Xa) = (2, Xo, —\/4y/XF T4 — (T+ X3 + 1),
6) Obtenemos los conjuntos:

- Pl = {(27_\/571)}9
- P, =1{(2,0,2),(2,0,0)}. Acéd podemos observar que el punto (2,0, 0)
aparece por pedir que el roadmap pase por el punto (2,0, 2).
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- Py={(2,v5,1)}.

7) Obtenemos las adyacencias:
- (2,—V/5,1) con Vi
- (2,—+/5,1) con Vi

(
- (2,0,2) con g,y
- (27 07 0) con 74%,2’

y de:

(2

- (2

- (27 \/57 1) con 72,1 y
(2,V5,1) con ~3,.

Ahora hay que hacer recursién en los conjuntos:
- Q(2,—/5,X3) = 0, pero éste es el conjunto {(2, —/5, 1)}

- Q(2,V5, X3) = 0, pero éste es el conjunto {(2, V/5, 1)}
- (2,0, X3) =0, pero éste es el conjunto {(2,0,2),(2,0,0)}.

Output: El conjunto de curvas
{r iy ol gk},
junto con los conjuntos de puntos
{(=3,0. D)}, {(=1,0,1), (=1,v/8,1), (=1, =8, 1)}, {(1,0,1), (1,v8,1), (1, =V8, 1)},
{(3,0,1)} y {(2,0,2),(2,0,0), (2,v/5,1), (2, —V/5, 1)},

que forman un roadmap para el conjunto Z(Q,R3).

3.2.2. Conjuntos algebraicos no acotados

Como vimos en la seccién 2.2.2, cuando Z(Q, R") no es acotado, considerando el
polinomio
Q€(X17 L aXn-i-l) = Q2 + (6(X12 + s + XZ—H) - 1)2

obtenemos un conjunto algebraico acotado Z(Q., R (¢)"™). Més atin, para cada
a € R,a>0,7Z(Q, R"1) es acotado, y un roadmap para este conjunto nos permite
obtener uno de Z(Q, R™) N B(0,a"2) (ver proposicién 2.20).

Al elegir el valor del parametro en a € R requeriremos que satisfaga una condicion
adicional que permite un mayor control de las componentes semi-algebraicamente
conexas de Z(Q, R*)NB(0, a’%). Esto estd garantizado por la siguiente proposicion,
cuya demostracién puede encontrarse, por ejemplo, en [11, Proposicién 10].
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Proposicién 3.6 FEziste un elemento rg € R, r¢ > 0 tal que para todo r > ry
y para toda componente semi-algebraicamente conexa C de Z(Q, R™) se tiene que
C N B(0,r) es un conjunto semi-algebraicamente conexo. En particular se puede
tomar r que satisfaga lo anterior y tal que B(0,r) contenga a toda componente se-
mi-algebraicamente conexa acotada de Z(Q, R™).

El siguiente resultado nos permitird obtener un roadmap de Z(Q,, R"™), para a €

R, a > 0, convenientemente elegido, a partir de un roadmap de Z(Q., R (e>”+1):

Proposicién 3.7 Sea P(X) = a,X? + ...+ a,X? € R[X], conp > q y a,,a, # 0.
1

Denotemos C(P) = 3. cicp |55 Y c(P) = (X j<icyp
una raiz no nula de P, se tiene que ¢(P) < |z| < C(P).

ai
Qq

” )~". Entonces, si v € R es

., . ’ . _ . Z*p‘i’l
Demostracion. Si x es raiz no nula de P se tiene que apx = quigp—l a; .

= Sifz| > 1, |apz| <370 iy lail [P < > g<i<p1 |ail. Luego, vale el resul-
tado.

= Si || <1 se tiene que [z <1< 22| < C(P).
Para ver el resultado con ¢(P), basta con tomar el polinomio reciproco F(X) =
XPP(+): como x es raiz de P siy solo si 1 es rafz de F se tiene que = < C(F)

c(P)~! y por lo tanto ¢(P) < . O

ALGORITMO [CRCANA]: Céalculo del roadmap de un conjunto alge-

braico no acotado.

Input:

= Un polinomio @ € K[X,...,X,], donde K es un subcuepo efectivo de R y
Q@=0y

= un conjunto finito NV de puntos contenidos en Z(@Q, R™), a partir de un conjunto
finito de n-representaciones univariadas reales.

Output:

» Un roadmap M del conjunto Z(Q), R") que contiene los puntos de N.

Procedimiento:

1. Calcular el conjunto N, = {z € R(e)"™/Q.(x) =0y 7<,(z) € N}.
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2. Aplicar el algoritmo [CRCAA] (célculo del roadmap de un conjunto algebraico
acotado) con input Q. y N..

3. Si llamamos A al conjunto de todos los polinomios en R[] cuyos signos han
sido determinados en el paso 2), calcular o' = min {c¢(P)/ P € A}. Sear >0

. . _1
como en la proposicion 3.6. Tomar a = min {a’, rT2 .

4. Reemplazar € por a en el roadmap obtenido en el paso 2. Llamamos a este
conjunto RM,.

5. Calcular m<,(RM,), la proyeccién a las primeras n coordenadas del conjunto
RM,.

6. Calcular todos los puntos del roadmap del conjunto Z(Q., R (€)"™) que verifi-
can €(y?+...+y?2) = 1. Cada uno de ellos estd descripto por una representacién
univariada que depende de e. Agregar al conjunto 7<,(RM,) obtenido en el
paso 5 las curvas que se obtienen al considerar a € como una variable en el
intervalo (0, a] en el segmento de curva asociado a estas representaciones.

El conjunto M esta formado por las curvas y puntos obtenidos al completar los pasos
5y 6.

La correctitud del algoritmo es consecuencia de los resultados probados en la seccion
2.2.2, la eleccién del valor de a y la correctitud del algoritmo [CRCAA]:

Proposicién 3.8 Sea Q € R[X1,...,X,] y sea N un conjunto finito de puntos en
Z(Q, R"™). Entonces, el conjunto M que calcula el algoritmo [CRCANA] resulta ser
un roadmap del conjunto Z(Q, R") que contiene a los puntos de N.

El anédlisis de la complejidad del algoritmo puede encontrarse en [3, pag. 580]:

Teorema 3.9 Existe un algoritmo que, dado un polinomio Q € K[X,...,X,] de
grado d y un conjunto finito N de puntos en Z(Q, R"), calcula un roadmap para el
conjunto Z(Q, R™) que pasa por N. El nimero total de operaciones aritméticas en
K estd acotada por d°").

3.3. Aplicacién

Una de las aplicaciones del calculo de roadmaps de conjuntos semi-algebraicos es
decidir de manera algoritmica si dos puntos dados de un conjunto de este tipo
pertenecen a la misma componente semi-algebraicamente conexa del conjunto.
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A continuacién, veremos cémo puede aplicarse el algoritmo [CRCAA] para resolver
este problema en el caso de conjuntos algebraicos acotados. Asimismo, dados dos
puntos que resulten estar en la misma componente semi-algebraicamente conexa
del conjunto, mostraremos cémo obtener algoritmicamente un arco semi-algebraico,
incluido en el conjunto, que los una. Necesitaremos primero introducir algunas de-
finiciones y notacién.

Un roadmap RM de Z(Q, R") tiene asociado un conjunto finito D de todos los
puntos distinguidos de Z(Q, R™) y un conjunto = de todos los segmentos de curvas
que estan en RM, que vamos a suponer reparametrizados en el intervalo [0, 1] de
manera inyectiva.

Dado un punto distinguido p de Z(Q, R™), definimos inductivamente los conjuntos:

= Do(p) = {p}
= Diti(p) ={q € D/q ¢ U;c; Dj ANIr € Di(p), v € E con r,q extremos de 7}.

Notar que los elementos de D(p) = |J,~o Di(p) estan en la misma componente se-
mi-algebraicamente conexa de Z(Q, R") que contiene a p y que los conjuntos D;(p)
son disjuntos.

Dado ¢ € D(p), definimos la distancia [(p,q) como el numero natural i tal que
q € D;(p), es decir, como la minima cantidad de segmentos de curvas del roadmap
que se necesitan para unir p con q.

Definimos también una aplicacién y(p, —) que le asigna a cada ¢ € D(p) una curva
semi-algebraica inyectiva y(p, ¢) en RM, parametrizada en [0, [(p, ¢)], que une p con
q. Esta curva se obtiene al yuxtaponer curvas v; € Z, donde v, es una curva que une
pcon algin ¢; € Dy(p) y, parai =2,...,l(p,q), i es la curva que une ¢;_; € D;_1(p)
con algin ¢; € D;(p), con qyp.q) = 4.

La funcién [(p, —) se extiende a C'(p) N RM, para C'(p) la componente semi-algebrai-
camente conexa de Z(Q), R") que contiene a p. Dado un punto g en (C(p) N RM) —
D(p), existe ¢ € = y un tdnico t € (0,1) tal que ¢(t) = ¢ (es decir, una curva de
RM que pasa por ¢q). Tomando un extremo r de ¢ tal que [(p,r) sea minima (la
eleccién de r debe ser la misma para cualquier punto en la imagen de ), se define
l(p,q) = l(p,7) + t. De la misma manera se extiende la correspondiente aplicacién
v(p,—) a (C(p) N RM) — D(p): si g € (C(p) N RM) — D(p), se define y(p, g) como
v(p,r) yuxtaposicion ¢l 4.

Si D(p) # D, se toma un punto p’ € D— D(p) y se repite la construccién. Se procede
de esta manera hasta que todos los puntos distinguidos pertenezcan a la uniéon de
los conjuntos construidos.

Asi, se obtiene una particién de D en conjuntos D(p), cada uno de los cuales contiene
a los puntos distinguidos que estan en una misma componente semi-algebraicamente
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conexa del conjunto, y las correspondientes aplicaciones vy(p, —) que dan lugar a ca-
minos semi-algebraicos que conectan al punto distinguido p € RM con los restantes
puntos de RM que pertenecen a su misma componente conexa.

ALGORITMO [AC]: CONEXION
Input:

= Un polinomio ) € K[X,...,X,], donde K es un subcuerpo efectivo de R,
Q >0y Z(Q,R") es acotado y

= un punto z € Z(Q, R™), a partir de una n-representacién univariada real cuyo
punto asociado es x.

Output:

= Un arco y(x) en Z(Q, R™) que conecta un punto distinguido de RM (Z(Q, R"))
con .

Procedimiento:

1. Calcular un roadmap RM (z) de Z(Q, R™) que contenga a x aplicando el al-
goritmo [CRCAA] con input Q y N = {z}.

2. Obtener a partir de RM(x) el arco v(p,x), donde p es un punto distinguido
de RM(Z(Q,R")) que estd en la misma componente semi-algebraicamente
conexa de Z(Q, R™) que z.

Este algoritmo puede adaptarse al caso en que Z(Q, R™) no sea acotado, utilizando
el algoritmo para el célculo de un roadmap de un conjunto algebraico arbitrario.

Aplicando los procedimientos anteriores es posible dar un algoritmo para decidir si
dos puntos z,y € Z(Q, R™) pertenecen a la misma componente semi-algebraicamente
conexa del conjunto: en primer lugar, se aplica a z e y el algoritmo [AC] de manera
de conectarlos a puntos distinguidos p, y p, del roadmap RM (Z(Q, R")) respecti-
vamente. Luego, se utiliza el procedimiento descripto previamente para determinar
si los dos puntos distinguidos p,,p, € RM(Z((Q), R")) pueden conectarse dentro de
RM(Z(Q,R")).

El siguiente teorema establece la complejidad de los algoritmos descriptos ([3, Theo-
rem 15.13]).
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Teorema 3.10 Eziste un algoritmo que, dado un polinomio Q € K[Xy,...,X,| de
grado total d y un punto v € Z(Q,R"), calcula un arco que conecta a x con un
roadmap de Z(Q, R™). La complejidad del algoritmo es de orden don?)

Mas ain, si z,y € Z(Q, R™), existe un algoritmo que decide si x ey estan o no en
la misma componente semi-algebraicamente conexa de Z(Q, R"™) con complejidad de
orden d°™*),

3.4. Roadmaps uniformes

Para concluir, veremos cémo calcular un roadmap uniforme de (@, <), donde @ €
R[X1,...,X,] un polinomio tal que Z(Q,R") es acotado y & un conjunto de s
polinomios de R[Xj, ..., X,] (ver definicién 2.24). Recordemos que dicho roadmap
uniforme permite obtener, en particular, un roadmap del conjunto semi-algebraico
S={rxeR"/ Qx) =0 A ApegP(z) > 0}. Notaremos card(A) al cardinal de un
conjunto finito A.

Ademas del procedimiento mencionado para el calculo de valores especiales, este
algoritmo utiliza como subrutinas:

A Un procedimiento que dado un punto p € Z(Q, R™) calcula una familia de arcos
semi-algebraicos que conectan a p con toda componente semi-algebraicamente
conexa de cada condicion de signo débil sobre una familia de polinomios & en
Z(Q,R") N B(p,r)<p, para r suficientemente chico (ver [3, Algoritmo 16.3])

B Un procedimiento que dado un punto p € Z(Q, R™) produce un arco semi-
algebraico que conecta a p con RM(Z({Q} U ', R")) para algin &' C &
dentro de la realizacién de la condicién de signo de & que satisface p (ver [3,

Algoritmo 16.2])

ALGORITMO [CRU]: Célculo de roadmap uniforme
Input:
= Un polinomio @ € R[Xj,...,X,] tal que Z(Q, R") es acotado y
= un conjunto & de polinomios de R[X7, ..., X,] con card(J) = s.
Output:
= Un roadmap uniforme de (@, <).

Procedimiento:
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1. Para cada j =0,1,...,s, para cada subconjunto ¥ C & con card(Y') = j:

- Correr el algoritmo para calcular segmentos de curvas con input () +
Y pesy P? y un conjunto vacio de puntos. Llamaremos puntos distinguidos
de & a los puntos finales de estas curvas. Su proyecciéan a la primera
coordenada serdn los valores distinguidos de &'.

- Calcular valores especiales con input Q+ 3 pcq P?. Cada uno de ellos de-
fine un hiperplano. Intersecar las curvas obtenidas en el paso anterior con
cada uno de estos hiperplanos. Esto da una particién de la curva. Agre-
gar estos puntos al conjunto de puntos distinguidos de /. Agregar sus
proyecciones a la primera coordenada al conjunto de valores distinguidos
de &'.

- Para cada curva obtenida en 1. calcular su interseccién con Z(P, R"),
para cada P € . Esta interseccion puede ser vacia, un conjunto finito
de puntos o toda la curva. Si es un conjunto finito, agregar estos puntos
al conjunto de puntos distinguidos de 3’ U {P}. Hacer lo mismo con
las proyecciones a la primera coordenada. En cso contrario, ignorar la
situacion.

2. Calcular los signos de los polinomios de & sobre cada una de las curvas y
puntos distinguidos calculados hasta ahora.

3. Para cada &/ C &, para cada uno de sus valores distinguidos v, agregar al

conjunto de puntos distinguidos las intersecciones del hiperplano X; = v con
las curvas construidas para 3”, donde §” varia entre los subconjuntos de &’
con card(S") < s — card(Y’) — 1.

4. Para cada valor distinguido v hacer recursién de este algoritmo con input:

i Q:Q+2Pe%’P2
e &= — &, para cada posible <.
en el hiperplano X; = v.

5. Para cada punto distinguido p, aplicar la subrutina A. Si L es el conjunto
de extremos distintos de p de las curvas obtenidas, aplicar la rutina B para

conectar estos puntos con Z({Q} U, R™) para algin &' C S.

El conjunto de todas las curvas y todos los puntos distinguidos calculados en todas
las recursiones forman un roadmap uniforme de (Q, ).
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En [3, Section 16.2] puede encontrarse una demostracién de la correctitud de este
algoritmo, asi como también estimaciones para su complejidad.
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