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Capitulo 1

Introduccion

La inferencia estadistica comunmente se focaliza sobre funciones de distribucion
que son puramente paramétricas o puramente no paramétricas. En los modelos pa-
ramétricos se comienza haciendo supuestos rigidos sobre la estructura de los datos
para luego estimar de la manera mas eficiente posible los pardmetros que definen su
estructura. Un modelo paramétrico razonable produce inferencias precisas mientras
que un modelo erréneo posiblemente conducira a conclusiones equivocadas.

Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, los modelos paramétricos consti-
tuyen una aproximacion al modelo subyacente, y la biisqueda de un modelo adecuado
suele no ser sencilla. Es aqui donde, las técnicas de estimacién no paramétricas sur-
gen como una alternativa mas flexible a los modelos paramétricos. Como punto en
comun, los métodos no paramétricos explotan la idea de suavizado local, que sola-
mente utiliza las propiedades de continuidad o diferenciabilidad local de la funcion
a estimar. El éxito del suavizado local depende de la presencia de una cantidad su-
ficiente de observaciones alrededor de cada punto de interés, para que éstas puedan
proveer la informacién adecuada para la estimacion. Asi mismo, los procedimientos
de estimaciéon no paramétricos pueden ayudar en el inicio de la investigacion a des-
cubrir la estructura probabilistica que gobierna los datos de modo que los supuestos
del analisis paramétrico estén bien fundamentados.

Entre los métodos no paramétricos de estimacion para la funcién de densidad se
encuentran los estimadores basados en niicleos que fueron introducidos por Rosenblatt
[21] y Parzen [18]. Estos estimadores se construyen en cada punto del eje real de
acuerdo con los valores muestrales mas cercanos al mismo, es decir se considera un
entorno alrededor de cada punto donde se desea estimar la densidad y basados en
las observaciones que se encuentran en ese entorno se construye el estimador, ddandole
mayor peso a aquellas observaciones més cercanas y menor peso aquellas mas alejadas,
dentro del entorno. Para establecer los pesos se suele utilizar diversas funciones de
ponderacion llamadas nicleos. Los entornos estan dados a partir de un parametro
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de suavizado o ventana, para hacernos una idea de los mismos podemos imaginarnos
una bola centrada en el punto a estimar cuyo radio corresponde justamente al ancho
de banda o ventana.

Las propiedades del estimador de la densidad dependen de la eleccién del nicleo
y del ancho de la ventana. La combinacién de la funcién de ponderacién, el ancho de
la ventana y el tamano de muestra hacen a la bondad de la estimacién resultante.
Ventanas demasiado pequenas derivaran en estimadores muy variables ya que en
cada punto los entornos careceran de suficientes observaciones en las cuales basar
la estimacion. Por otra parte, un ventana demasiado grande producira estimadores
muy suaves, que no lograran captar la estructura local de la densidad dando lugar a
estimadores sesgados.

Si aplicamos este estimador a datos procedentes de distribuciones con colas pe-
sadas, con una ventana suficientemente pequena para estimar bien la parte central
de la distribucién no lograremos estimar correctamente las colas de la distribucién.
Mientras que con un valor de ventana grande para la correcta estimacion de las colas
no podremos ver los detalles que ocurren en la parte principal de la distribucion. Para
superar estos defectos, Loftsgaarcen y Quesenberry [16] y Wagner [22] propusieron
un estimador conceptualmente similar al estudiado por Rosenblatt [21] y Parzen [18]
pero cuyos entornos no son fijos sino que se adaptan al punto en el cual se esta esti-
mando. Estos estimadores se conocen con el nombre de estimadores por vecinos mas
cercanos con nucleos.

En muchas aplicaciones, las variables aleatorias toman valores en otros espacios
en lugar de IR, un ejemplo sencillo aparece si estudiamos el viento y consideramos
su velocidad conjuntamente con su direccién. En este contexto es natural pensar
que estas variables descansan en un cilindro en lugar de IR?. Una gran cantidad de
ejemplos pueden encontrarse en la astronomia, la geologia, el andlisis de imagenes,
entre otros campos, donde las variables a estudiar se encuentran en la esfera, en
grupos de Lie, y en diversas variedades diferenciables, ver por ejemplo Joshi et.al.
[12] y Goh y Vidal [7]. Es por eso que resulta interesante estudiar una propuesta de
estimacion de la densidad cuando las variables involucradas toman valores en una
variedad Riemanniana en lugar de IR?, y por lo tanto esta estructura debe tenerse en
cuenta a la hora de generar procedimientos de estimacion e inferencia.

En este contexto, en los ultimos anos han surgido diferentes aportes, particular-
mente en el caso donde la variedad es la esfera (ver Mardia [17] y Fisher et.al. [6] ).
Estimadores no paramétrico con datos direccionales fueron estudiados en Hall et.al.
8], Bai et.al. [1] y més recientemente en Di Marzio et.al. [4], se ha propuesto un esti-
mador basado en nicleos en el caso donde las variables toman valores en el toro. En
Bhattacharya y Patrangenaru [2], Hendriks y Landsman [9] y Pennec [20] se concen-
tran los primeros trabajos de inferencia estadistica sobre variedades Riemannianas,
ya sea desde la definicion de las medidas de posicién y escala hasta su estimacion en
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versiones clasicas y robustas.

Esta tesis se divide en tres capitulos. En el Capitulo 2 se darda un breve resumen
de los estimadores no paramétricos de la funcién de densidad de variables aleatorias
reales. El Capitulo 3 contiene las definiciones y preliminares geométricos necesarios
para el estudio del estimador de densidad cuando consideramos variables aleatorias en
variedades Riemannianas. Finalmente, en el Capitulo 4 se estudiaran dos familias de
estimadores de la densidad de variables aleatorias que toman valores en una variedad
Riemanniana. Por un lado, se estudiard el estimador propuesto por Pelletier [19] y
algunas de sus propiedades. Por otro, se introduciran estimadores de vecinos mas
cercanos en este contexto de variedades y se probara que el estimador propuesto es
uniforme y fuertemente consistente sobre un compacto de la variedad.






Capitulo 2

Estimacion no paramétrica de la
densidad

Una caracteristica basica que describe el comportamiento de una variable aleatoria
X es su funcion de densidad. El conocimiento de la funcién de densidad nos ayuda en
muchos aspectos. Por ejemplo, si tenemos un conjunto de observaciones generadas a
partir de la densidad f y queremos conocer cuantas observaciones caen en un conjunto
podemos calcular a partir de la funciéon de densidad f la probabilidad de que la
variable aleatoria X pertenezca a ese determinado conjunto como una integral sobre
dicho conjunto, es decir

P(X e A) = /Af(x)dx

Si este valor es alto para un cierto conjunto A comparado con la probabilidad sobre
otro conjunto B, de manera informal se podria decir que dado un conjunto de obser-
vaciones, hay una alta probabilidad de encontrar una observacién en la region A y
baja en la region B, es decir, la funcion de densidad nos dird donde las observaciones
ocurren mas frecuentemente.

En la mayoria de los estudios practicos no se conoce la funcién de densidad de X
directamente. Y en su lugar sélo contamos con un conjunto de observaciones X1, ... X,
que suponemos independientes, idénticamente distribuidas y con funcién de densidad
f desconocida. Nuestro objetivo es estudiar como estimar la funcién de densidad
basandonos en la muestra aleatoria Xi,...X,,.

Los métodos de estimacién no paramétricos han surgido con el objetivo de dar una
respuesta a este problema y han sido ampliamente estudiados. En este Capitulo estu-
diaremos dos propuetas para la estimacion de la funcién de densidad: los estimadores
de Rosenblatt—Parzen y los estimadores basados en los vecinos més cercanos.
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2.1. Estimacion de la densidad por nitcleos

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria con funcién de densidad f(z). Como men-
cionamos anteriormente, el problema consiste en estimar f(z) a partir de las obser-
vaciones. En primer lugar, intentaremos dar una idea intuitiva de la estimacion de la
funcién de densidad por nucleos.

Si X es una variable aleatoria con densidad f, luego dado h > 0

1 1 z+h
%P(m—h<X<x+h):ﬁ/xh f(z)dz

y claramente, tenemos que 5-P(x —h < X < z+ h) — f(z) si h — 0. Por otro
lado un estimador natural de P(x —h < X < x + h) es simplemente considerar la
proporcién de la muestra que cae en el intervalo (z — h,z + h). Entonces dado un h

suficientemente pequeno podemos deducir el siguiente estimador de f(z),

f(x):%#{Xi:Xi S éx—h,ﬂﬂ-h)}

Otra forma de expresar este estimador es de la siguiente manera, si definimos la
funcién w como w(x) = 11(4<1), es facil ver que f(z) es equivalente a

fla) = z:%w(x_hx) (2.1)

Notemos que w > 0, fw(s)ds = 1, ademas, para cada 1 < ¢ < n tenemos que

w(%) = % si y solo si X; € (x — h,x 4+ h), es decir la funcién w le otorga un
peso uniforme a cada observacién X; en el entorno (z — h,x + h). De esta forma, una
manera de generalizar (2.1) serfa reemplazar la funcién de peso o niicleo w por una
funcién K no negativa que verifique la condicién [ K(z)dx = 1. Asi, si consideramos

una funcién de pesos K con mayor suavidad obtendriamos un estimador més suave.

De esta manera obtenemos el estimador definido por Rosenblatt y Parzen ([21]
y [18]) que constituye uno de los estimadores no paramétricos mas estudiados y que
definimos de la siguiente manera,

n

flz) = hl—nZK<x _hX> (2.2)

i=1

donde K es una funcién nicleo, h = h,, es llamado el paramétro de suavizado o ancho
de ventana y satisface h,, — 0 si n — oo.

El paramétro de suavizado suele ser un punto crucial en el proceso de estimacion,
ya que como su nombre lo indica se encuentra altamente relacionado con el nivel de
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suavizacion que se introduce en la estimacion. En general los pesos utilizados decrecen
de manera suave, dandole asi menor pesos a las observaciones mas alejadas del punto
x. Algunas opciones posibles de nicleos, podrian ser

Nucleo Gaussiano:

K(t)=e"
Ntcleo Epanechnicov:
3(1—12) It <1
= 4 -
K(t) { 0 1 >1
Ntcleo Tricubico:
_ [ =) it <1
K(”—{o 1> 1.

La siguientes proposiciones establecen que el estimador de Rosenblatt—Parzen es
efectivamente una funcién de densidad y asintéticamente insesgado.

Proposicién 2.1.1. Si [ > K(z)dr =1 entonces [ flz)de =1

Demostracion.

- flz)de = [F—Ooz": %K(a7 _hXi>dx =

00 0 i=1

%i/w% (x_hXi)dx—%i/ooK(s)dS—l

i=1 7/ 10 i=1 7/ 100

Proposicion 2.1.2. Bajo los siquientes supuestos

i) f esr-veces derivable , f) es una funcién acotada.

i) [K=1, [K(s)s’ds =0 para todo j =1,...,r =1y [ K(s)|s"|ds < .
Tenemos que E [f(:n)} = f(x)+ O(h") st h — 0 para cada x.

Demostracion.

2 (o] = p(m ok (57) =R S e G (5))
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o0 -

=B (5)) =5 [ K5 )t

" Ku()flo — y)dy

[e%¢) —+00

Donde Kj(y) = + K (%) Haciendo el desarrollo de Taylor de f de orden r centrado
en x tenemos

: (r=1) (4
fla—y) = fl@) = f @y +...+ %(_y)m i

Entonces

e (r=1) (g
[ RWUE T %i)!)(—y)rl T

G (g) [~ | o0 )
P20 [ ke opdy+ [ Kaln) = (—yyay =
J: +oo 400 r

i@ [ Kty

r—1
+oo j:1

(_1)7‘h7‘ —00

7! oo

B [fe)] — s < 57 [ K@) 11170 as < cO0)

e}

fx) + K(s)f"(¢)s"ds

concluyendo la demostracion. O]

Este resultado muestra que si la ventana es mayor, el sesgo aumentard y para obte-
ner menor sesgo habria entonces que considerar ventanas mas pequenas. Notemos que
por la demostracién anterior si tomamos r = 2 tenemos que

Sesgo(f(z)) = O(h?). Usando argumentos similares a los considerados anteriormente

se puede ver que Var(f(z)) = O(:). Luego, si h — 0 y nh — oo tenemos que f(z)
es débilmente consistente a f(x) para cada x.

Se pueden obtener resultados mas fuertes de consistencia e incluso estudiar la
distribucion asintética de f(z). En el Capitulo 4 estudiaremos la extension de este
estimador en un espacio mds general y probaremos su consistencia fuerte y uniforme
sobre compactos. El estimador f(z), pasard a ser un caso particular del estimador pro-
puesto en el Capitulo 4 y por lo tanto, también tendremos resultados de consistencia
mas fuerte para el estimador expuesto anteriormente.

Respecto a la distribucién asintética, si bien existen resultados tanto para f(z)
como para su generalizacion a variedades Riemannianas, sus demostraciones no fueron
objeto de estudio de esta tesis.
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2.2. Estimaciéon de la densidad por vecinos mas
cercanos con nucleo

Como mencionamos anteriormente el problema de escoger el valor de ancho de
banda es no trivial. Pues un h demasiado pequeno tiene como efecto que la varianza
del estimador aumente demasiado ya que son pocas las observaciones considerados es
cada punto. Mientras que un valor demasiado alto da resultados con un alto sesgo
debido a que se promedian demasiadas observaciones que no logran captar la tendencia
o forma de la curva a estimar. A este compromiso en la eleccion del valor de h se le
denomina compromiso sesgo-varianza.

Una manera de dar una solucién a este problema es considerar entornos variables.
Es decir, en lugar de fijar un ancho de ventana y a partir de los valores muestrales que
caen en él, estimar la funcion de densidad, la idea seria construir en cada punto donde
deseamos estimar entornos que contengan una cantidad fija de observaciones. Mas
precisamente, sea d(x,y) = |x — y| la distancia entre dos puntos z,y. Consideremos
para cada valor de x las distancias d(x, X;) para 1 < i < n y llamemos d;(x) a las
distancias ordenadas, es decir d;(x) = (d(z, X;))®, el estadistico de orden i de las
distancias al punto x.

Definimos el estimador de densidad por el método del k-ésimo vecinos mdas cer-
canos como

~ k
J(w) = 2ndy,(x)

Con el fin de comprender un poco mejor esta definicién, recordemos que, por lo visto
en (2.1), para una muestra de tamano n, uno esperaria aproximadamente 2hnf(z)
observaciones dentro del intervalo [z — h, x + h] para cada h > 0. Por otro lado exac-
tamente k observaciones caeran dentro del intervalo [x — di(x),x + di(x)], entonces
es razonable esperar que k sea aproximadamente como 2di(x)nf(x). Y de aqui obte-
nemos el estimador de k vecinos mas cercanos propuesto en (2.3).

(2.3)

Mientras que (2.1) estd basado en un nimero de observaciones que yacen en un
intervalo de longitud fija centrado en el punto de interés, el estimador de k-ésimo ve-
cinos mds cercanos es inversamente proporcional al tamano del intervalo que contiene
un nimero k de observaciones dado. Es posible generalizar el estimador de k-ésimo
vecinos mds cercanos combinando (2.1) con (2.3) obteniendo asi el siguente estimador

n

fA'(x) - nd:(x) Z K<xdk_($)§z) (24)

=1

donde K es una funcion ntcleo con las mismas propiedades que las definidas ante-
riormente, k = k, es una sucecion tal que k,, — 0o si n — oo y di(z) es la distancia
entre x y el k-ésimo vecino mas cercano.
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Al igual que lo comentado en la Seccién anterior en el Capitulo 4, propondremos
una extencién del estimador de vecinos mas cercanos con nucleos en el contexto de va-
riedades Riemannianas. Y daremos resultados de consistencia fuerte y uniforme sobre
un conjunto compacto. Como se vera méas adelante este resultado se aplicara también
al estimador f(z).



Capitulo 3

Preliminares Geomeétricos

3.1. Variedades Diferenciables

Definicién 3.1.1. Una variedad topoldgica de dimension d € N es un espacio to-
polégico (M, 7) Hausdorff, de base numerable, que es localmente homeomorfo a R4
Es decir, para cada p € M existe un abierto U € 7 y un abierto A de IR?, tal que
p € U y existe un homemorfismo ¢ : U — A.

En la situacién de la definicién, introducimos los siguientes conceptos:

= (U, ) es un entorno coordenado de p. También llamaremos a (U, ¢) una carta
alrededor de p.

= Sea 7' : IRY — IR, dadas por 7'(zy,...,24) = 2;. A las funciones ¢; = 7 o
las llamaremos coordenada i-ésima

» Una coleccién de entornos coordenados A = {(U,, o) : @ € I)} es un atlas si
M =U,U,.

Observacion 3.1.2. La dimension de una variedad topoldgica estd bien definida.
Pues supongamos que tenemos V' entorno de p, B un abierto de IR yv:V — B
un homeomorfismo, luego o™t : p(UNV) — (UNV) es homeomorfismo entre
abiertos de IR y IR, con lo cual necesariamente d = d'.

Sea (M, 7) una variedad topolégica de dimensién d y sean (U, ) v (V,v) dos
cartas. Diremos que son compatibles si U NV = ) o bien si la funcién cambio de
coordenadas es un difeormorfismo, es decir, que las siguientes aplicaciones sean dife-
renciables como funciones entre abiertos de IR%:

11
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wogo_l:go(UﬂV)—>2/1(UﬂV),
gpoqﬂ*l:w(UﬂV)—)gp(UﬁV).

Definicién 3.1.3. Diremos que un atlas A = {(U,,¢a) : @ € I} es diferenciable
si sus cartas son compatibles entre si. Si un atlas diferenciable D es maximal lo
llamaremos una estructura diferenciable de la variedad M. Con maximal queremos
decir lo siguiente: Si (U, ¢) es una carta de M que es compatible con todas las cartas
de D entonces (U, ) € D.

Definicién 3.1.4. Una variedad diferenciable de dimensién d es una terna (M, 7, D)
donde (M, T) es una variedad topoldgica de dimension d y D una estructura diferen-
ciable.

Cuando digamos que M es una variedad diferenciable realmente nos estaremos
refiriendo a la terna antes mencionada. A partir de ahora supondremos que todas las
variedades son conexas, lo cual no significa una restriccion importante para la teoria.
Asi mismo trabajaremos con variedades sin bordes.

Ejemplo 3.1.5. El espacio euclideo d dimensional con la estructura diferenciable in-
ducida por la carta global (IR%,id) es una variedad diferenciable. También IR® es una
variedad diferenciable, distinta a la anterior, si consideramos la estructura diferen-
ciable inducida por la carta (IR%1)), con (x) = (23,...,23).

Ejemplo 3.1.6. Sea S? la esfera de IR™™. El conjunto de cartas (U, p!) donde i =
L...,d+1yl=—-1,1,U ={x € S%: l.a; >0} ypl(x) = (x1,..., T 1, Tis1,. -, Tas1)
es un atlas diferenciable. Luego, S® dotado de la estructura diferenciable inducida por
este atlas es una variedad diferenciable de dimension d.

Ejemplo 3.1.7. El caso anterior es un caso particular del siguiente hecho. Sea
f IR — IR diferenciable. Sea b € IR un valor reqular de f (i.e. el rango de
Df, es 1 para todo q € f~1(b)) tal que f~'(b) # O . Luego, M = f~1(b) es una
variedad diferenciable de dimension d — 1. La demostracion de este hecho, asi como
sus generalizaciones, puede verse en Boothby [3].

Ejemplo 3.1.8. En S¢ consideramos la relacion de equivalencia x ~ vy si y solo si
x = Fy. Luego, el conjunto IRP? = S/ ~ tiene estructura de variedad diferenciable
de dimension d llamada el espacio proyectivo real de dimension d.

Definicién 3.1.9. Sean M y M dos variedades diferenciables de dimensiones d y
d respectivamente. Diremos que una aplicacién f : M — M es diferenciable en un
punto p € M si para un par de cartas (U, ) v (U, ) alrededor de p y de f(p)
respectivamente, tales que f(U) C U se tiene que la aplicacién ¢ o fo @™ : p(U) —

@(U) es diferenciable en ¢(p). f: M — M es diferenciable si lo es para todo p € M.
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La definicién anterior no depende de los entornos coordenados elegidos. En efecto,
sean (V,1) y (V,4) otras cartas alrededor de p y f(p) respectivamente tales que
f(V) CV, entonces

pofoy ™t =wof ) o(Fofoyp ) o(popT)
en un entorno de 1 (p). Como Yod 1y poyp~! son diferenciables en todo su dominio
por ser cambios de coordenadas y @ o f o ¢! es diferenciable en ¢(p), entonces se
tiene que 1 o f o )~! es diferenciable en ¥ (p).

Notamos con F(M) a las funciones diferenciables de M en IR.

Consideremos una variedad diferenciable M de dimensién d y fijemos un punto
pe M. Sea C, = {y: (—€y,¢6,) = M :0 < €,,7(0) = p,~ diferenciable}. Diremos
que dos curvas 7,7, en C, estan relacionadas si para alguna carta (U, ¢) alrededor
de p se verifica que 2 (¢ 0 y)(t) = L(po 'yz)(t)’ . Es facil verificar que es una

= =0
relacion de equivalencia y que es independiente de la carta elegida.

Definicién 3.1.10. Un vector tangente a M en p es una de las clases de equivalencia
definidas de C,/ ~. Al conjunto de clases C,/ ~ lo llamamos fibra tangente de M en
p y lo notamos con T,,M.

Notaremos con 7 (0) al vector tangente inducido por la curva v € C,.

Sea v € (, y consideremos su vector tangente asociado 7' (0). Si f: M — IR es
una aplicacion diferenciable entonces podemos considerar f oy : (—€y,€e,) = IRy

calcular &£ (fo~)(t)] . A este ntimero real lo llamaremos la derivada direccional de
t t=o0

f en la direccién del vector tangente ' (0). Se puede ver sin dificultad que si y; ~ ¥,
entonces

Som®| = S(rom],

= =0

Por lo tanto, cada clase de equivalencia proporciona una tinica derivada direccional
en p y esta es la otra forma en la que veremos a los vectores tangentes. Es decir,
como velocidades de curvas o bien como derivadas direccionales. Si fijamos un vector
tangente en p, v = 7 (0), definimos la aplicacién: D, : F(M) — IR como f — D,(f) =

o(f) con v(f) = #(fo)(®)],

=0
La aplicacion D, verifica las propiedades de una derivacion:

i) Dy(f+9) = Du(f) + Du(g).
ii) Dy(f.9) = Du(f)g(p) + Du(9) f(p)-

Por lo tanto, tenemos una definicién equivalente, y muy til (ver Keilhauer [14]), de
vector tangente:
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Definicién 3.1.11. Sea M una variedad diferenciable y p € M, un vector tangante
en p a M es una aplicacién D, : F(M) — IR que satisface las propiedades i) y ii).

Observacion 3.1.12. Las derivaciones tienen su dominio natural en el germen de
funciones, este conjunto es el que resulta de cocientar el conjunto de funciones di-
ferenciables en un entorno de p y por la relacion de equivalencia f ~ g si y solo si
flw = glw en W entorno de p, ver Warner [23].

La fibra tangente o espacio tangente 7,M es un espacio vectorial real de igual
dimensién que la variedad M. Podemos construir una base de este de la siguiente ma-
nera. Sea dim M =d y (U, = ¢1,...,pq) una carta alrededor de p. Sea {ey,...,eq}
la base canénica de IR?, es decir e; = (0,...,1,...,0) es el vector con un 1 en la
posicién i- ésima y cero en las demés. Consideremos la recta r; : I C IR — IR? dada
por r;(t) = ©(p) + t.e;, luego, levantandolas a M mediante el homeomorfismo ¢,
tenemos las siguientes curvas en M

Y= (o(p) + te)

Se puede ver facilmente que {7{(0),...,75(0)} es una base de T,M. Notaremos
con 8%_|p al vector tangente 7/(0). Veamos como es la derivacién asociada al vector

tangente a%_|p. Por definicion tenemos que

() = S(F o)1)

_9_
¢, v t=o

d

fop ) d
0 o(p) dt

= L(op ™o lpornn)|_ = >

Uj

(5 07)

t=o0

d

w(p)%(ﬂj © 90)(80_1(90(]7) +t.e;))

O(fopt
:Z (fauf )

t=o
J=1

9
t=o

d
8(fog0_1) d j
=) =~ 7 — +te;
; I, L(p)dtﬂ (¢(p) +t.ei)

Por lo tanto, Do - F(M) — IR esta dada por

of | _0(foe )
f 90, v ou, o)
De ahora en adelante nos referiremos a {8%1 lpy - - s a%d\p} como la base de vectores

tangentes inducida por la carta (U, ¢).
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Si v € T,M, entonces podemos escribir a v en la base de vectores tangentes

d 9

inducidos por la carta, v = > ., v;5=|,. La d-upla (vq, ..., v4) son las coordenadas de

dpi

v con respecto a la carta (U, ¢). Si pensamos al vector v como derivacién y evaluamos
. d o

en ;, tenemos que v(y;) = Dy (i) = v;, es decir v =31, v,(9i) 5 |-

El fibrado tangente de una variedad M es la union disjunta de todas las fibras
tangentes T'M = Upe v IpM . Este conjunto tiene estructura de variedad diferenciable
de dimension 2d si dim M = d. Sea 7w : T'M — M la proyeccién candnica del fibrado
tangente a M, i.e. w(v) = ¢ si v € T,M. La topologia de TM es la que hace a 7
una funcién continua. Las cartas de M inducen de manera natural cartas en T'M. Si
(U, @) es una carta de M, sea (TU, @), dada por TU : {v € TM : w(v) € U}, el cual
es un abierto de T'M por ser la pre-imagen via la proyeccién de 7 del abierto U, y

p(v) = ((m(v)),v(1), ... v(pa)) € IR*.

Definicién 3.1.13. Un campo vectorial tangente X sobre M es una aplicacion que
asigna a cada punto p un vector tangente a M en ese punto, X(p) € 7,,(M). Un campo
tangente es una funcion X : M — T'M entre la variedad y el fibrado tangente de
modo que el siguiente diagrama conmuta

TM

1

M

X

idns

M

donde id), es la identidad de M. Un campo tangente X se dice diferenciable si lo
es como aplicacién entre variedades.

El conjunto de campos tangentes diferenciables lo denotaremos con X(M). A
menos que se diga lo contrario, cuando nos referimos a un campo sobre una variedad
nos estamos refiriendo a un campo tangente diferenciable.

Ejemplo 3.1.14. Sea M = S™ x IR un cilindro con n impar, luego si definimos
X(p) = (=p2,p1,- -+, —Pni1,Pn, 1), X es un campo tangente diferenciable.

Si X e X(M),y (U, ) es una carta de M entonces la expresién local del campo

en U esta dada por
d

Xlo() =) Xi(g)

=1

0
dp;

lo

donde X; : U — IR son funciones diferenciables.
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3.2. Conexiones y geodésicas

Definicién 3.2.1. Sea M una variedad diferenciable. Una conexién lineal V sobre
M es una aplicacion V : X(M) x X(M) — X (M) que verifica

1) VxyvZ = VxZ + VvyZ

2) Vx(Y +Z) = VxY + VxZ

3) VixY = fVxY
)

1) VxfY = X(f)Y + fVxY

donde f y g estan en F(M), VxY se lee la derivada covariante de Y con respecto a

X.

Sea V una conexién lineal sobre M y (U, ) una carta de M. Restringiendo la
conexion a U podemos calcular V 2 (%) que resulta ser un campo sobre U. Por lo
2 J

tanto, lo podemos escribir en la base inducida por la carta (U, ¢) como

d

0 0
V.o = r—
Op; 8(,0j P} 8g0k
Las d® funciones diferenciables Ffj : U — IR con 4,5,k € {1,...,d} se llaman

simbolos de Christoffel de la conexién V en U.

Consideremos una variedad dotada de una conexién lineal V y sean X y Y
dos campos cuyas expresiones locales con respecto a la carta (U, ) son X|y(q) =
Zle Xi(Q)%‘q vy Y|u(q) = ijl Yj(q)a%jhl. Luego, de las propiedades de conexion
1), 2), 3), 4) se tiene que

VxYl, = ZX |q+ZX @@yt ()

ijk=1 ¥

Observacién 3.2.2. La conerion en una carta queda completamente determinada
por los simbolos de Christoffel.

Proposicion 3.2.3. Sea M dotada de una conexion lineal V. St X, Y, Z son campos
de M tales que X (p) =Y (p) para algin p € M, entonces VxZ|, = VyZ|,. Por otro
lado, sea ¢ : I — M una curva en M tal que ¢(0) = p y /(0) = X(p), si Yoc = Zoc,
entonces Vx Y], = VxZ|,.
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Demostracion. La proposicién se deduce de la férmula para la expresién local (3.1).
m

Observacién 3.2.4. Usualmente notaremos VxY], = VxpY.

Ejemplo 3.2.5. Sea M = IR?, consideremos la carta global (_le,]led> Y
{8%1 i} los wvectores tangentes inducidos por la carta global. Definimos V :

x(IRY) x X(le) — X(IRY) como VxY = 3, X(Y, )8u , donde X = 30 Zau
eY = Zj 1 18 .V resulta una conezion lineal y los simbolos de Christoffel son

nulos en la carta que hemos considerado (IR ,]led>.

Definicién 3.2.6. Seac: I — M una curvay X : I — T'M, decimos que X es un
campo tangente diferenciable a lo largo de la curva ¢, si es una aplicaciéon diferenciable
y si X(t) € ToyM para todo t € M. Es decir el siguiente diagrama conmuta

TM

A4

I—=M
Al conjunto de campos tangentes diferenciables a largo de ¢ los notamos con x..

Ejemplo 3.2.7. Sea c: I — M una curva de M, luego la curva del fibrado tangente
d(t) dada por las velocidades de ¢ en t es un campo a lo largo de c.

Observacion 3.2.8. Si X € x(M), entonces X oc es un campo a lo largo de c. Por
otro lado, si X € . podemos extender localmente X a un campo de Y € x(M) de tal
forma que Yoc = X. La extension no es zim‘ca, pero si 4 es otra extension, como
Yoc= Zoc, tenemos que Vo) Y = Vo

Ahora estamos en condiciones de definir la derivada covariante a lo largo de curvas.
Esta nocion nos permite generalizar el concepto de aceleracién de una curva.

Definicién 3.2.9. Sea M dotada de una conexién V, ¢ : I — M una curvay X € x..
Llamaremos derlvada covariante de X a lo largo de ¢ a la aplicacion = % 1= T(M)

definida por dt X =V /(tp) Y donde Y es una extensién a x(M) de X

Notar que 2% es un campo a lo largo de c.

Observacién 3.2.10. Sea (U, go) una carta de M y X un campo a lo largo de la
curva c. Luego, X = 30, Xi(t )2 Slew, donde X;: I — IR son d funciones diferen-
ciables. De las propiedades de la demvada covariante y de la definicion de la derivada
covariante a lo largo de una curva se deduce la siguiente expresion local:
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i,j=1
En  particular  si X(t) = J(t), como d(t) = L lc’(t)(goi)£|c(t)
= Zf ) 8¢’°C|ta¢ le(t), tenemos que Xi(t) = 3“"1°C|t, entonces la expresion local en
este caso es
Dd 4 0% 00 4 Bp;oc, dpjoc 0
n=> (5= Z LS (el0)) 5 e 3.2

Ejemplo 3.2.11. Sea IR? dotada de la conexion V definida en el Ejemplo 3.2.5. Para

una curva c(t) = (ci(t), ..., ca(t)) en IR se tiene que ?d—f(t) =7, 8822‘? taiui o(t)-

’ ., 1%
El campo [C)l—j(t) es el campo aceleracién de c. Las curvas de IR? de aceleracién

nula son las rectas. La generalizacion de este hecho es el concepto de geodésica.

Definicién 3.2.12. Diremos que una curva ¢ es una geodésica si 2= <(t) = 0.

De la férmula (3.2) tenemos que ¢ es una geodésica si y sélo si para toda carta se
tiene que

d d
Dc B 0%y 0 c dpioc, dpjoc, 4 0 B
- Z ( 92t |+ E : ot | ot |tFij(C(t)))_a<p |c(t) =0

k=1 ij=1 k

En consecuencia c¢ serd una geodésica si para todo 1 < k < d:

Peoroc : dpioc dpjoc,
WhﬂL Z 5 ¢ 5 :[3;(c(t) =0 (3.3)

2,j=1

Teorema 3.2.13. Si v € T,M, existe un intervalo I de IR tal que 0 € I y una
geodésica v, : I — M que satisface:

i) 1(0) =p y,(0) =wv.

ii) St a:JJ — M es otra geodésica que satisface 1), entonces v,|ins = a|ins-

Demostracion. La demostracién de este teorema puede verse en Lee [15]. La idea de
la demostracion es la siguiente. Sea (U, ¢) una carta alrededor de p. Consideremos el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

%@ + )G @ (M (e(t) =0

ij=1
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donde 1 < k < d, con condiciones iniciales ¢'(0) = ¢*(0) y ¢*(0) = v;, con v; la i-ésima
coordenada del vector v con respecto a la carta (U, ¢). El teorema de existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias nos permite encontrar una solucién
q = (¢*,...,q%). Luego definiendo v,(t) = ¢ 1(q(t)), se comprueba ficilmente que
v, satisface la ecuaciéon (3.3) y la propiedad 7). La propiedad i) se desprende de la
unicidad de ecuaciones diferenciales. O]

Definicién 3.2.14. Sea c: I — M una geodésica de M con respecto a una conexion
V, tal que ¢(0) = p. Decimos que ¢ es maximal si para toda geodésica v : J — M
tal que con I C J y 7|; = ¢ se tiene que [ = J.

Definicién 3.2.15. Una variedad se dice completa si el intervalo donde esta definida
toda geodésica maximal es la recta real.

Sea v € T, M, vamos a notar a la geodésica maximal que en el instante cero pasa

por p con velocidad v como 7, : I, — M. Con T,M notamos al abierto de T, M
que contiene a todos los vectores tangentes v tales que 1 € [,,. Observamos que 0,,

—_~—

el vector nulo de 7, M siempre pertenece T,M y que este conjunto es estrellado con
respecto a 0,. Cuando la variedad es completa, T,M = T,M.

Ejemplo 3.2.16. IR? dotado con la conexidén usual es una variedad completa. Si al
espacio euclideo le sacamos un punto IR — {p} deja de ser completo. Una variedad
compacta dotada de una conexion resulta completa.

Definicién 3.2.17. Sea M dotada de una conexién V y sea p € M. La aplicacién
exponencial en p es la aplicacion exp,, : T,M — M dada por

expy (v) = 70(1)

Observacién 3.2.18. Por definicion exp,(tv) = v, (1). Si consideramos la curva
c(s) = Y(s.t) : 11, — M podemos ver sin dificultad que resulta una geodesica, que
c(0) =p y que ¢(0) = tv. Luego por unicidad de la geodésica,%]v C iy y =Y. En
particular, ¢(1) = v4,(1), con lo cual

exp,(tv) = 7, (1).

Es decir la funcion exponencial transforma segmentos de rectas del tangente en geodési-
cas de la variedad.

El siguiente Teorema es consecuencia de que el diferencial de la aplicacién iden-
tidad en 0, es la identidad y del Teorema de la funcién inversa para variedades. Su
demostracién puede verse en Do Carmo [5].

Teorema 3.2.19. Sea M wuna variedad diferencial dotada de una conexion V. Sea
p € M. Eziste un entorno Uy de 0, € T,,(M) y un entorno U, de p tal que la aplicacon
exponencial restringida a estos entornos es un difeomorfismo.
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3.3. Variedades Riemannianas

Definicién 3.3.1. Un métrica Riemanniana g sobre una variedad diferenciable M es
un campo tensorial diferenciable de tipo (0, 2) sobre M, simétrico y definido positivo.
Es decir para cada punto p € M, la restriccién de la métrica a la fibra T,(M), que
notamos con g,, es un producto escalar definido positivo sobre el espacio tangente.

Definicién 3.3.2. Una variedad Riemanniana es una variedad diferenciable M do-
tada de un métrica Riemanniana g, que denotaremos con (M, g).

Ejemplo 3.3.3. Sea M wuna subvariedad de R® (cuando d = 3 hablamos de su-
perficies). Luego podemos restringir la métrica candnica de IR, es decir el produc-
to interno usual, a cada fibra tangente (plano tangente cuando d = 3), es decir
v,w € T,IRY g,(v,w) =< v,w >.

Ejemplo 3.3.4. Sea M = B,(0) = {x € IR? : ||z|| < 1} la bola euclidea de radio 1.

Para v,w € T,M sea
1
gV, w) = ———= < v,w > .
' (1= lp[*)?

donde ||p|| es la norma euclidea de IR®. g es una métrica Riemanniana conocida con
el nombre de hiperbdlica.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea vy : [a,b] — M una curva diferenciable.
La longitud de v esta dada por

L(y) = /

Definicién 3.3.5. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y dos puntos py ¢ € M,
definimos la distancia entre p y ¢ como:

dy(p,q) = info {L(v): v:[0,1] = M, v(0) =p, (1) = q}.

@) ae = / b (9,00 (0,7 (t))>1/2dt.

El siguiente es el teorema fundamental de la geometria Riemanniana, su demos-
tracién puede verse en Do Carmo [5].

Teorema 3.3.6. Toda variedad diferenciable admite una métrica Riemanniana.

Teorema 3.3.7. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, luego existe una unica co-
nexion lineal V, tal que:

i) VxY —VyX =[X,Y] (simétrica o libre de torsion).
i) X(9(Y,2)) =9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (compatible con la métrica g).
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Para todo X, Y, Z € X(M).

La demostracién puede verse en Boothby [3] y Do Carmo [5], entre otros.

Definicién 3.3.8. A esta conexién se la conoce con el nombre de conexién de Levi-
Civita.

Dada una carta (U, ) los simbolos de Christoffel estan dados por (ver Do Carmo

[5]):
1 ag]l agil . agij Ik

donde g;; : U — IR es la funcién diferenciable dada por g;;(p) = gp(a%-’ a%_) y g'*
la entrada ([, k) de la matriz inversa de la matriz simétrica definida positiva g = [g;;].
Llamamos a la matriz g = [g;;] la representacion local de la métrica en la carta.

Del Teorema 3.3.7 podemos concluir que toda variedad Riemanniana admite una

conexién. El siguiente resultado es el conocido teorema de Hopf-Rinow, ver Lee [15]
y Do Carmo [5].

Teorema 3.3.9. Sea (M, g) una variedad Riemanniana dotada de su conexion de
Levi-Ciwvita. Son equivalentes:

i) (M,g) es completa.

ii) (M,d,) es completo como espacio métrico.

Si (M, g) es completa entonces dado p y q existe una geodésica tal que v(0) = p y
V(1) =q y L(y) = dy(p, @)

Ejemplo 3.3.10. Sea M una superficie reqular de IR® dotada con la métrica inducida
por la métrica canonica de IR®. Luego si X yY son campos de M los podemos pensar
como funciones diferenciables X : M — IR* y Y : M — IR®. Sea p € M,
consideremos

Y., (X(p)) € R*

donde Y, : T,M — IR? es el diferencial de la funcion Y aplicado al vector X(p).
Ahora Y, (X(p)) no tiene porque pertenecer al espacio tangente T,M . Si denotamos
con T la proyeccion ortogonal de IR® a T,M y con L la proyeccion al espacio normal,
tenemos que Y, (X(p) = (Y., (X(p)" + (Y., (X(p)))*. Si definimos

VxY|, = (Y., (X(p)",

V es la conexion de Levi-Cwita de la métrica inducida por la métrica canonica de
IR?. Sic:1 — M es una curva y X € Xe, luego

DX I T
==l = (X))
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es la derivada covariante de X a lo largo de ¢, donde X' es la derivada usual, coor-
denada a coordenada del campo X | i.e. X'(t) = (X (), X5(t), X5(t)). En particular
la derivada covariante del campo velocidad de una curva, es decir su aceleracion, es
la proyeccion ortogonal al tangente de su aceleracion euclidea

DC/ /" T
ol = ()"

Una geodésica en una superficie es una curva que tiene toda su aceleracion euclidea
normal a la superficie.

Ejemplo 3.3.11. Del ejemplo anterior no es dificil ver que las geodesicas de S™ con
respecto a la conexion de Levi-Civita de métrica inducida estdn contenidas en los
circulos mayores, i.e. intersecciones de la esfera con planos que pasan por su centro.

En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario, cuando consideramos una
conexion en una variedad Riemanniana nos estaremos refiriendo a la conexion de
Levi-Civita.

Proposicién 3.3.12. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y vy una geodésica, en-
tonces ||y (t)|| es constante.

Demostracion.
d N d . / Dy , D
(Y ®OI) = =g(+' 1), (1)) = (== “y=o.
S OF) = 2906/ 0.4'0) = (-7 + 90/, ) =0
O
Sea {v1,...,v4} una base ortonormal de T,M, es decir g,(v;,v;) =1sii=jy

gp(vi,v;) = 0sid# j. Sea v € T,M entonces v = Zle x;v;. Definimos la aplicacién
U : T,M — IR dada por

U(v) = \I/(Z zv;) = (T1,...,%q),

(I,M,¥) es una carta global de T,M. Sea B(0,) una bola centrada en 0, de radio
s tal que la exp, : B,(0,) — exp,(B,(0,)) = Bs(p) resulte un difeomorfismo. Por
el Teorema 3.2.19 sabemos que estos entornos existen. Consideramos la carta de M
dada ¢ : B,(p) — IR? donde

o =Voexp, !

Este tipo de cartas las llamaremos cartas normales centradas en p inducidas por
la base ortonormal B = {vy,...,v4}. Nos referiremos al abierto de la variedad B;(p)
como la bola normal centrada en p de radio s.
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El siguiente teorema nos muestra la propiedad de minimizar distancias que local-
mente poseen las geodésicas.

Teorema 3.3.13. Sea p € M y U, una bola normal centrada en p. Dado q € U,
existe una unica geodésica o : [0,1] — U, tal que a(0) = p , a(1l) = q que satisface
dy(p, q) = L(a).

Demostracion. Ver Do Carmo [5]. O

Observacion 3.3.14. La geodésica o mencionada en el teorema anterior es de la
forma = a(t) = exp,(tv), donde v es el vector tangente tal que exp,(v) = q.

El siguiente hecho sera de utilidad en el Capitulo 4.

Proposicién 3.3.15. Sea (U, ¢) una carta normal centrada en p inducida por la base
ortonormal B = {vy,...,vq} de Ty(M). Si q = exp,(v) € U, entonces dy(p,q) = ||ul|

donde v ="3""_ ww; y |ul| es la norma euclidea de IR°.

Demostracién. Sea Uy entorno normal de 0, tal que exp,(Us) = U, y sea a(t) =
exp,(tv) la geodésica radial que minimiza la distancia entre p y ¢ ( ver teorema
anterior)

dg(p,Q)zL(oz):/o e[| dt.

Como « es una geodésica, ||a/(t)|| es constante. Por lo tanto, ||&/(t)|| = ||&/(0)] = ||v||
para todo t. Con lo cual dy(p, q) = ||v||. Por otro lado, como B = {vy,...,v4} es una
base ortonormal de T,M y v = Ele u;v; tenemos que

d d
011 = g5 (Y wivi, Yy ujvg) = Jull?,
i=1 j=1

con lo que la proposicién queda demostrada. O

Definicién 3.3.16. Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién d. Llamamos
radio de inyectividad a

inj,M = plélj‘f/’l sup{s € IR > 0 : B,(p) es una bola normal}.

Ejemplo 3.3.17. Si M = IR? con la métrica canonica entonces injgM = oo. Si
M = IR* — {p} con la métrica usual, entonces el radio de inyectividad es cero. Si
M = S x IR con la métrica inducida de IR® el radio de inyectividad es 7.

Proposicién 3.3.18. Si (M, g) es una variedad compacta entonces el radio de inyec-
tividad es positivo .
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Demostracion. Sea f: M — IR con f(p) = sup{s € IR > 0 : By(p)es una bola normal}.
Recordemos que B es una bola normal centrada en p si existe una bola V en T),(M)
centrada en 0, tal que exp,(V) = By expyly : V — B es un difeomorfismo.
Sabemos que f(p) > 0 para todo p € M. Ahora, como f es continua y M es
compacto existe ¢ € M tal que f(p) > f(¢q) para todo p € M. Por lo tanto,
injoM = infyen f(p) = f(g) > 0. O

Definicién 3.3.19. Consideremos una carta normal centrada en p (U, ) de (M, g)
inducida por la base ortonormal {vy,...,v4} de T,M, con U = B,(p) una bola normal
centrada en p. Definimos la funcién de densidad de volumen sobre (M, g) como:

0
det —
oo (a%‘ <I>

Observacion 3.3.20. Esta definicion es independiente de la eleccion de la carta, ver
Henry y Rodriguez [10] y [11].

9 3

0,(q) = , o

Y

Observacién 3.3.21. Notar que la funcion 0,(q) no estd definida para todo p y q en
M, pero si lo estd para aquellos puntos que verifican dy(p,q) < inj,M. Claramente
0,(q) : Bs(p) — IR > 0 es una funcion diferenciable. Ademds satisface que para todo
P y q para los cuales esta definida, d,(p,q) < inj,M, se tiene que 0,(q) = 0,(p).

Terminemos esta seccién mencionando rapidamente como se integra una funcion
soportada en el dominio de una carta. Para una exposiciéon mas detallada del tema
de integracién en variedades ver Boothby [3] y Keilhauer [14].

Sea (M, g) una variedad Riemanniana orientada (ver Boothby [3]) de dimensién
d. Notamos con dv, al elemento de volumen inducido por la métrica g. Recordamos
que la expresion del elemento de volumen en una carta (U, ) esta dada por

dvglq =1/ det [gij(q)]dpr|g N -+ A @alg.

Si f es una funcién continua f : M — IR soportada en el dominio de una carta
(U, ). La integral de f sobre U estd dada por

/M Jdvy = /deVg = ” fopt(u) <\/d€t [gi4] go_l(u)>du1 ... duy.

3.4. Probabilidades y estadistica en variedades Rie-
mannianas
En esta Seccién introduciremos algunas nociones basicas de probabilidad y es-

tadistica sobre una variedad Riemanniana. El primer concepto a definir, es el de
variable aleatoria.
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Definicién 3.4.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea M una variedad
Riemanniana con su o-édlgebra de Borel, B(M), es decir la generada por la clase de
conjuntos abiertos de M. Sea X : 2 — M, diremos que X es un variable aleatoria si
para todo conjunto x € B(M) se tiene que X () € A.

Como en el caso real, podemos trabajar directamente con la medida de probabi-
lidad inducida en M. Otra definicién que necesitaremos es el concepto de densidad.

Definicién 3.4.2. La variable aleatoria X tiene funcion de densidad f si para todo
X € BOM), P(X () = [, fdv,

En lo que resta de esta Seccién nos centraremos en definir alguna medida de posi-
cion o valor central y dispersion de la distribucién como asi tambien alguna propuesta
de estimacion de las mismas.

Un problema que surge para poder definir la nocién de esperanza es que no tenemos
una manera de generalizar la integral de funciones cuya imagen esta en M. Por lo
tanto la esperanza se definirda de una manera indirecta pero sumamente natural.

En primer lugar notemos que si ¢(p) una funcién boreleana definida sobre M a
valores reales y X una variable aleatoria con valores en M con funcién de densidad
f. Luego ¢ o X es una variable aleatoria real sobre M y su esperanza esta dada por

ElpoX] = /M (@) f(q)d,.

Definicién 3.4.3. Dada X una variable aleatoria con valores en M con funcién de
densidad f. La varianza o%(y) es la esperanza de la distancia al cuadrado entre la
variable aleatoria y el valor fijo y € M, es decir

o2 (y) = E [2(X,y)] = /M Ay, )12 £ (@)dv,.

Se puede demostrar que si la funcién de densidad f tiene soporte compacto en-

tonces 0% (y) existe y es finita para todo valor de y € M.

Definicién 3.4.4. (Media de Fréchet) Dada X una variable aleatoria con valores en
M con funcién de densidad f. Sila varianza 0% (y) es finita para todo valor de y € M,
cada X que minimice a 0% (y) es llamado la esperanza de X. Por lo tanto

X =F[X]= arg;rél;\r}(E [2(X,y)]).

Si este valor existe llamamos varianza al minimo valor 0% = 0% (X).
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Observemos que, como la definicién de la esperanza es el resultado de una minimi-
zacion, su existencia y unicidad no esta garantizada pues el minimo global podria no
ser alcanzado y de cualquier manera este no tendria porque ser unico. Para librarse de
este problema Kacher [13], propuso considerar el conjunto de minimos locales de %,
este conjunto se lo conoce como medias de Kacher . Claramente el conjunto de medias
de Fréchet esta incluido en el conjunto de medias de Kacher. Usando esta extension,
Kacher [13] establecié condiciones sobre la variedad y la distribucién que garantizan
la existencia y unicidad de la media. Mas precisamente, obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 3.4.5. Sea X una variable aleatoria en M con funcion de densidad f. Si el

soporte de f esta incluido en una bola geodésica regular B.(y), luego eziste un tinico
X sobre dicha bola.

Con las definiciones dadas anteriormente para las medidas de posicion y dispersion

es natural definir estimadores de ellas, de la siguiene manera. Dado un conjunto de
datos z1,...,x, se define el promedio empirico como

_ 1
X, = ’ M(- 2(y. X, )
argminy € n;dg(y, )

Luego, si este valor existe , llamamos varianza empirica al minimo valor

1 n
=1



Capitulo 4

Estimacion no paramétrica de la
densidad en variedades
Riemannianas

4.1. Estimacion de la densidad por niucleos en va-
riedades Riemannianas

Sean X1, ..., X, un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas sobre una variedad Riemanniana (M, g) de dimensién d orientada, sin
borde y con funcién de densidad f. Con el objetivo de poder estimar la funcién f ba-
sandose en las observaciones X, ..., X, Pelletier [19] propusé el siguiente estimador
basado en nucleos,

1« 1 dy(p, Xi
o) = g 2 epug)K( &, >) (4.1)

donde K : IR — IR es una funcién no negativa, 6,(q) denota la funcién de volumen
sobre (M, g), d, la distancia inducida por la métrica g, h = h,,, el ancho de banda
o ventana, es una sucesiéon de nimeros no negativos que verifica lim, ,.oh = 0y
h <inj,M, para todo n. Este tltimo requerimiento sobre h garantiza que el estimador
esté definido para todo p € M. Notemos que el estimador definido por Pelletier es
consistente con el estimador definido por Rosenblatt [21] y Parzen [18] en el caso
Euclideo. Ya que en el caso Euclideo, 6,(¢) = 1 para todo p,q € IR y la distancia
geodésica es simplemente d,(p,q) = |p — q|-

Sea U un conjunto abierto de M, denotamos por C*(U) al conjunto de las funciones
k veces diferenciables definidas en U a valores en IR.

27
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En el trabajo de Pelletier [19], se estudiaron algunas propiedades esenciales del
estimador definido en (4.1). Por ejemplo, una propiedad deseable es que f,, el estima-
dor de f, sea efectivamente una funciéon de densidad, asi como obtener una expresién
para su esperanza a los efectos de decidir si el estimador propuesto es insesgado o
asintoticamente insesgado. Por otro parte, es razonable que el estimador sea consis-
tente, es decir al aumentar el tamano muestral, f,, esté cerca en algun sentido a la
densidad f a estimar. En un trabajo reciente , Henry y Rodriguez [11] estudiaron
la consistencia fuerte uniforme sobre compactos para el estimador propuesto por Pe-
lletier. Las siguientes proposiciones resumen estas propiedades y dan una idea de su
demostracion, para ello asumiremos las siguientes hipétesis.

H1. Sea Mj un conjunto compacto de M tal que:

i) f es una funcién acotada tal que inf ey, f(p) = A > 0.

11) l/nfpgeMO ep(q> — B > 0
H?2. Dado cualquier abierto Uy de M, tal que My C Uy, f es de clase C? sobre U,

H3. La sucesién h verifica que h — 0y

hd
ln o 3 0o cuando n — oo.
ogn

H4. K : IR — IR es una funcion de Lipschitz de orden uno, acotada no negativa con
soporte compacto en el [0, 1] satisfaciendo: [, K(|lul[)du =1, [, uK(||lu])du =
0y 0< []ul?K(]u])du < co.

Proposicién 4.1.1. Bajo H4, tenemos que el estimador definido en (4.1) es una
funcion de densidad.

Demostracion. Por la eleccién del niicleo solo bastard demostrar que [, fu(p)dv, = 1.

|, ot = Z [t (57

Como sop K esta incluido en el intervalo [0, 1], para 0 < h < inj,M suficiente
pequeno se tiene que

[, = i [ 3 (M52 = s [ 3 (S5

donde U; es una bola normal de radio h centrada en X;. Ahora, tomando una carta
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normal (U;, ¢"), para cada 1 < i < n, tenemos que

/Ul.hdei " (dg (plei) )d”"

_ /U ihd@(p_l(o)l(@_l(u)) Edg(sol(ui)l, 90‘1(0)))

=

det g(’p—l(u) <

=
Y
=
S
=
AS)

N /Ul.hdewo:wwu))
- / iK <d9(%1(0)’ ('Oil(u)> duy ... dug
P (U;

h B (O))) 9@71(0)“0—1(“

29

1

9 9 ) :
yp; o1 (w) Opp lo=1(w)
))duy . .. dug

]

Proposiciéon 4.1.2. Bajo H2 a H4, el estimador definido en (4.1) es asintdticamente

insesgado, mds precisamente

E(fu(p)) = f(p) + O(h?).

Demostracion. Notemos que si dy(X;,p) > h tenemos que f,(p) = 0. Sea By (p) una

bola normal de radio h centrada en p. Entonces,

e (452

dg(p, Q)

1 / 1 (
N K
nhd ; Ba(p) Op(d h

E(f.(p)) =

) f(q)dv,

—1 —1
L[ (e,
h @(Br(p)) h
1 HUH> 1
= — K<— foo (u)duy....dug
h? J o (B, p) h
1/ <||UH>
S K| — ) m(u)duy....dug
h? J o (B p) h

dul...

dud
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donde m(u) = f o ¢! (u), haciendo un desarrollo de Taylor de orden 2 tenemos,

+Z@u u=0 Z+Zzau18u]

Observemos que m(0) = f(¢71(0)) = f(p).
Luego, como [, K(|lull)du=1, B;(0) C +o(Bu(p)) y sopK C [0, 1] tenemos

—/Bh o) (H ”) m(0) duy... dud:f(p)[sa(Bh(p))K(HuH) duy....dug = f(p).

Usando que [, uK(|[ul|)du = 0 tenemos que

1 HuH> " Om

L % (_

hd @(Bn(p)) h ; O lu=0
. Om

— 8uz

UZU]‘.

w; duy....dug =

h/ K (|[ul]) us dus...dug = 0.
u=0"JLo(Bu(p))

Y, por otro lado por H4 obtenemos que
d
om 1 |||
— ) uu; duy....dug =
22 i 7 gy (R s e

=1 i=1
0? 1
n; —d/ K <M) wi; duy....dug <
u=ch ©(Bn(p)) h

i=1 u;

C’hQ[ K (|[ul]) |[u]]? dus....dug < Ch?

#(Br(p))
donde C' < oo. Por lo tanto concluimos que E(f,(p)) = f(p) + O(h?) O

Teorema 4.1.3. Asumiendo que valen H1 a H4 , tenemos

sup | fu(p) — f(p)] 5 0.

pEMo

Demostracion. Por la proposicion anterior sabemos que

sup [E(fu(p)) — F(p)] < ¢ 2 / 2K (Juf))du

p€Mo
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Como |fn(p) — f(p)| < |fu(p) — E(fu(p)| + |E(fu(p)) — f(p)|, entonces para obtener

la consistencia fuerte es suficiente mostrar que sup |f,.(p) — E(fn(p))| % 0. Dado

pEMo
p € M, denotaremos

Vo gp&i)K (dg(p},LXi)) g (QP&»K (dg(p};X»)) ,

Sea S, (p) = Y_i, Vi(p) = nh?[fu(p) — E(fu(p))]. Notemos que las variables V; = V;(p)
satisfacen,

1) Vi(p) son independientes.
2) E(V;) = 0 para todo i.

3) de H1 y H4 tenemos que |V;(p)| < A para todo i.

0 807) < [ G (B0 feloan, < BRI B G) < 0

la ultima desigualdad de 4) se desprende del hecho que E(f,(p)) — f(p). Luego, la

desigualdad de Bernstein implica que,dado € > 0 existe ng tal que Vn > ny tenemos
—nh?de?

2Chd 4 2Aehd

P(—lSu(p)] > €) < 230 (

L _ _opd
vy > 2exp (—nha),

> 0, luego como la cota no depende de p tenemos que

2
I €
con & = 55570

1
sup P(W]Sn(pﬂ > e) < 2exp (—nh’a). (4.2)

pEMpy

Por otro lado, como M, es un conjunto compacto, podemos considerar un conjunto
finito de bolas (B; = Bp~(p;)) con centros en p; € My de radio hY con v > 2 + d, que
verifiquen My C U'_, B; con | = O(h™?). Luego

1Sn(@)] < [Sn(p) — Sn(p)| + |Sn(pj)| Vo € My y V1 < j <1 entonces

< mé _ , A ). 4.
pseuﬂgolsn(p)\ < gﬁg;&l}gj 1S (p) — Sn(p))] +1H§1§§l18n(p3)! (4.3)

Acotemos en cada B;
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% <dg(Pl;Xi)) K (dg(p;; Xi)) ’

1 1

|Sn<p) - Sn@j)’ < Z epé)(i)

i=1

L i (%P Xi))

v ) g 6
e (B0 (i
el () [ -l

Usando que K es una funcién Lipschitz con constante Lipschitz || K|, , la cota
para 0,(¢q) y p € B; tenemos que:

dg(p, X; dy(pj, Xi - ! - -
‘K( g(p )> K <M> ‘ <B IHK”Lﬁdg(p;pj) <B 1HKHLh’Y !

1
0,(X;) h h

Usando que K es una funcién acotada y la diferenciabilidad de 6,(¢) tenemos que:

Mp&w 1 1 1 1
K g\t'7» _ < K —
(57 Iy il < Wl ~ i
1K | 1K ]|
S B2 Cdg<p;p])§ BQ Ch’Y
Entonces,
1 _ _ _ _
o 180(6) = Sulpy)| < W7D (B|K |y + || K| CB2h) < €7

para todo p € B;.

Como 7 — (d+ 1) > 1y h — 0 podemos afirmar que existe n; tal que para todo
n > np se verifica

1
max sup ——
1<5<l pep,; nh?

|Sn(p) = Sulps)| <€ (4.4)
Luego si n > ny tenemos que

1 1
{w: sup W|Sn(p)] > 2} C {w: max —|S,(p;)| > ¢}

pEMp 1<5<i nhd



SECCION: ESTIMACION POR VECINOS MAS CERCANOS 33

Finalmente, (4.2), (4.3) y (4.4) implica que, para n > max{ng, n; }

1
P (sup W’S”(p” > 25) < P (max hd|S (pj)] > 5)

pe My 1<5<In
1
< P ( U W|Sn(pj)| >5>
1<5<1
< ZP( S0l > )
< Isu P(—Sn >e)
< lsuwp —alSn(p)]
< 2lexp (—nhda) = 2lp "0
< C’(nhd)ﬂn_‘s”aﬂ
donde 6,, = ”g Como 6,, — o0 ynhd — 00, se tiene que (nh?)"In~%"7 < n~% para

todo n > ny y por lo tanto P <sup —|Su(p)| > 25> < cen~?sin > méx{ng,ny, na}.
pE€ My nh

- 1
Lo cual muestra que ZP (sup W\Sn(pﬂ > 25) < oo y por el Lema de Borel-
n=1 peMp Tt

Cantelli se concluye la prueba. O]

Observacion 4.1.4. Notar que para que el Teorema anterior sea cierto, se necesitaria
que injsM > h+ h”, lo cual se satisface cuando h” es pequernio.

4.2. Estimacion de la densidad por vecinos mas
cercanos con nucleo en variedades Riemannia-
nas

Aligual que en la Seccién anterior, sean X ... X, v.a. i.i.d. sobre M con funcién de
densidad f sobre una variedad Riemanniana (M, g) de dimensién d. Como discutimos
en la introduccién al igual que en el caso de variables reales, el parametro de suavizado
en el estimador definido por Pelletier tiene un fuerte efecto en la estimacion. El
hecho de que la ventana sea fija y no se adapte al punto donde estamos estimando
puede conducir a entornos vacios. Por ejemplo,en aquellas regiones de la variedad
donde las variables tiene poca probabilidad de ocurrir posiblemente necesitaremos un
tamano de ventana més grande dando lugar a entornos que recoja una proporcion
de la muestra considerable para obtener estimaciones mas razonables. En cambio,en
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aquellas regiones donde la probabilidad de ocurrencia es mayor posiblemente con un
entorno mas pequeno bastara para dar estimaciones confiables.

Al igual que cuando consideramos variables reales una solucién para reducir este
problema es considerar ventanas que se adapten al punto de la variedad en donde
estamos estimando. De esta forma, con el objetivo de estimar f basandoseen X; ... X,
combinando las ideas propuestas en el caso Euclideo junto con las introducidas por
Pelletier, se propone el siguiente estimador de vecinos mas cercanos con nucleos,

-~ B 1 — 1 dg(ani>
f”(”‘EZep(Xi)Hﬂp)K( ,(7) ) (45)

=1

donde K : IR — IR es una funcién no negativa, 6,(¢q) denota la funcién de densidad
de volumen sobre (M, g) y H,(p) es la distancia d, entre p y el k—ésimo vecino mas
cercano a p con k = k,, una sucesion que verifica k,, — oc.

Es decir, para estimar la funcién de densidad en el punto p consideraremos aquella
ventana H,(p) que nos garantice que en la bola geodésica, {q : dy(p, q¢) < H,(p)} haya
al menos k observaciones entre las X, ... X,,. De esta manera, no corremos el riesgo
de tener entornos vacios al estimar la densidad en cada punto de la variedad.

Es importante notar que el estimador definido en (4.5) al igual que el definido en
(4.1) depende de la distancia geodésica y la funcién de densidad de volumen, entonces
para poder implementar el estimador en una determinada variedad es necesario tener
expresiones explicitas de ellas. En la Seccion 4.1, se observé que en el caso de variables
reales 0,(¢q) = 1 para todo p,q € IR* y d,(p,q) = ||p — q||. En Pelletier [19] y Henry y
Rodriguez [10] se calculan en forma explicita los casos del cilindro y la esfera.

Sea (Cy,g) el cilindro de radio 1 con la métrica inducida por la métrica canéni-
ca de IR® en este caso, en [10], se muestra que ,(¢q) = 1 para todo p, ¢ € Cy, dy(p,q) =
dg(cos(r1), sen(r1), 51), (cos(ra), sen(r), s2)) = ||(r1, s1)—(r2, s2)|[ 81 [|(r1, 51)— (72, 52)|| <
.

El caso de la esfera de radio r fue estudiado en [19] y [10], en este caso 0,(q) = rpZq,
donde pZq denota el angulo entre p y ¢q. Y la funcién de densidad de volumen entre
py q esta dada por

r|sen(dy(p, q)/7)|

QP(CD = dg(p, Q)

para q # p, —p.

Para finalizar, mostraremos el resultado principal de esta tesis. Este resultado es
un andalogo al Teorema 4.1.3 pero para el estimador propuesto con ventana aleatoria.
Para ello sera necesario el siguiente conjunto de hipotesis.

H1. Sea My un conjunto compacto de M tal que:
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i) f es una funcién acotada tal que inf,ep, f(p) = A > 0.
i) inf, 4enm, 0p(q) = B > 0.
H?2. Dado cualquier abierto Uy de M, tal que My C Uy, f es de clase C? sobre U,
H3. La sucesion k, es tal que lim,,_, k, = 0o, lim,,_, ’% =0y lim, ﬁ =00
H4. K : IR — IR es acotada no negativa, Lipschitz de orden uno, con soporte

compacto en el [0, 1] satisfaciendo, [, K(|[u)du = 1, [, uK(|lull)du =0y
0 < Jpa [l*K(Ju)du < oo.

Hb5. El nicleo K (u) verifica K(uz) > K(u)Vz € (0,1)
Teorema 4.2.1. Bajo H1 hasta H5 , tenemos el siguiente resultado

sup |fn(p) — F()] <5 0.

pEMo

Demostracion. Notemos por f,(p,h) el estimador definido en (4.1) con ventana h.
Para cada € (0,1) definimos

—(p\d
0.8 = s dZ oK (550 = Dl Do) = D),
. 6) dZQ i (WP 20) - DU . D1 8) = 570 D),

Donde D (8) = B2ih,, D (8) = B3 h, y ht = W con \(V7) la medida de

Lebesgue de la bola en IR? de radio 1 centrado en el origen. Notemos que D (5) <
D (B), y que D, (8) y D; (/) satisfacen la hipdtesis H3 de la Seccién anterior luego
por el Teorema 4.1.3 tenemos

sup |£;(p, ) = B ()| =5 (4.6)
sup |£(p. B) — B f(p)] 5 (4.7)

pEMo
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Para cada (§ € (0,1) y para cada € mayor a cero definamos los siguientes conjuntos

Su(B.6) = A{w: sup [ (p,f) = F(p)| < €},

SH(B,e) = {W-psellﬂrj (0. B) — f(p)] < €},
Su(9) = {w: sup fa(p) — F()] < €},

-~

An(B) = {fa.B) < fulp) < £ (0. B)}-

Veamos que

An(B) NS, (B,€) NS, (B,€)  Sule). (4.8)

Para ello notemos que,
Siw € S, (B, €) entonces — e < f, (p,8) — f(p) < € ¥p € My, (4.9)
Siw € S;'(8,€) entonces — € < f.7(p, B) — f(p) < e Vp € My, (4.10)

luego si w € A, (8), usando (4.9) y (4.10) tenemos que
—¢ < £ (0.5) = £(p) < Jalp) = £(0) < £ (0. 59) = £(p) < € ¥p € My,
.

Entonces | f,(p) — f(p)| < € Vp € My y por lo tanto supyy, |fo(p) — f(p)| < € demos-

trando asi (4.8).

Sean B = sup,¢,, f(p), tomemos B =1 — 55 con 0 < € < @ y consideremos los
siguientes conjuntos

Gu(e) = {w:D,(8) < Hu(p) < Dy (B)Vp € Mo},
G, () = {w:sup [f, (p,fe) = Bef(p) < 3

[

peMp 3
Gi(0) = {w:sw |f7(p ) = B ()] < g}

Veamos que

Ga(e) CA(B), G, () €S, (Bee) v Gjle) S8 (Bere). (4.11)

Para la primera inclusion,

n

f;;(pa ﬁﬁ) - an(ﬁe)d Z QP(XZ)K ( D;(ﬂe) >

f1 S 1 (Ha@)dy(p X)
B.5)) an<p>d§ep<Xi>K( o))
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luego, si w € Gy(e), ]f;((g)) ly o ((53) > 1 entonces por H5 tenemos que,

n(P)dy (p,X)) (dg(p7Xi))
K K|—=——+
( D)) ) =" )
y por lo tanto f(p,B.) > fn(p) Andlogamente se puede ver que si w € Gy(e),
f(p, Be) < fn( ). Asi , concluimos que G, (€) C A, (5.).

La segunda inclusion se sigue del hecho que

sup | f, (p, Be) = f(p)| < sup |f, (9, Be) = Bef ()| + sup |f(p)]|B—1] < = +B— <e

peMo pEMo pEMy 3B —

Y analogamente para la tercera inclusion,

sup | f (p, Be) — f(p)] < sup |[f (p, Be) — B f(p)| + sup |f(p)I[B7" — 1

pEMy pEMp pE My

Por lo tanto, de (4.8) y (4.11) podemos concluir que G,,(¢)NG., (€)NG; () C S, (¢)
y tomando complemento tenemos que S¢(¢) C G¢(€) UG, (€)°U G, (e)°.

Luego dado k € N se verifica que U S: (¢) U Gi(e)ul| |G, (e)°U U Gl(e),

con lo cual, hen hn k<n k<n
P(|Jsi(e) <P Gi(e) + P G (9 + P Gl (e))

Por (4.6) y (4.7) se tiene que lim P(U G, () =0y h'm P(U Gl(e)) = 0. Por
hvee k<n k>n

otro lado, como se demostré en [10], usando que lim, o V(B,(p))/r?* (V1) = 1, donde

V(B;(p)) es el volumen de la bola geodésica centrada en p y radio r y argumentos

andlogos a los estudiados en Devroye y Wagner (1997) tenemos que

kn
nf(p)Hi(p)A(V1)

c.t.p.

-1 =0

sup
peMp

y por lo tanto lim P(U G: (¢)) = 0 entonces lim P(U S¢ (€)) = 0. Lo que concluye
k—o0 bon k—o0 bon
la demostracién del Teorema. OJ - [
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