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Resumen

En el presente trabajo estudiamos el cédlculo de discriminantes inhomogéneos asociados a
matrices enteras B, como un problema de implicitacién con puntos base, a partir de la
parametrizacion racional ¢p de Horn-Kapranov. Demostramos que g es propia y redu-
cimos el andlisis al caso en que el mdximo comun divisor de los menores maximales de B
es 1. Asimismo, caracterizamos los puntos base en términos de los coeficientes de B y pre-
sentamos numerosos ejemplos que evidencian la dificultad de calcular las multiplicidades
de estos puntos.



Abstract

In the present thesis, we study the computation of inhomogeneous discriminants related
to integer matrices B as an implicitization problem with base points, arising from a Horn-
Kapranov type rational parametrization ¢p. We prove that ip is proper and therefore
we reduce our analysis to the case in which the greatest common divisor of the maximal
minors of B is equal to 1. We also characterize base points in terms of the matrix B and we
present several examples that show numerous difficulties for computing the multiplicities
of these points.



Indice general

1 Introduccién 4
2 Definiciones y conceptos basicos 7
2.1 Parametrizaciones asociadas a B-matrices . . . . . . ... ..o 7
2.1.1 El contexto y la formulacion del problema . . . . . .. ... ... .. 7
2.1.2 Calculode D . . . . . . . . e 10
2.1.3 Descripcién y finitud de los puntos base . . . . . . .. ... ... .. 10
2.2 A-discriminantes . . . . . ... ... 15
2.2.1 Definicién de los A-discriminantes . . . . . . .. ... ... ... .. 15

2.2.2 Deshomogeneizacion de variedades A-discriminantales y parametri-
zaciones asociadas a matrices B. . . . . . ... ... oL 16
3 Multiplicidades 19
3.1 Definicién y propiedades bésicas . . . . . . . ... ... ... 19
3.2 Reduccién al caso de interseccién completa local . . . . . .. ... ... .. 28
3.3 Reduccién al caso de ideales monomiales . . . . . . .. .. .. . L. 36
4 Birracionalidad de ¢ 52
4.1 Consideraciones generales . . . . . . .. ... L L o oo 52
4.2 Un ejemplo motivador . . . . . . . . ... Lo 53
4.3 Teorema de Kapranov precisado . . . . . . .. .. ... ... ... ... 56
4.4 Relacidn entre oy ¥p . . . . . oo 68
5 Trabajo Futuro 83
5.1 Naturaleza de los puntos base . . . . . . . .. ... ... 0L 83
5.2 Formulacion del contexto algebraico para la definicién de Hilbert-Samuel . . 83
5.3 Célculo de multiplicidades y cotas . . . . . .. . ... ... ... ... 84
5.4 Calculo de inversas para las parametrizaciones ¥Yg . . . . . . . ... .. .. 84
5.5 Politopo de Newtonde Ag . . . . . . . . . ... . ... .. 85
5.6 Puntos singulares de las parametrizaciones ¥p . . . . . . ... ... 85



Indice de figuras

3.1 Regién delimitada por el ideal I3
3.2 Regién delimitada por el ideal I

4.1 En la regién sombreada existe una subsucesién (infinita) de (27,),,cy, que
tendra una sub-subsucesién convergente. . . . . . . .. ... L.



Lista de Algoritmos

1 Célculo de la mult. de Hilbert-Samuel para el caso Ip monomial y m =3. . 38
2 Céalculode Ac apartirde Ag . . . . . . . . . 82



Capitulo 1

Introduccion

Una superficie S en el espacio tridimensional estd parametrizada racionalmente si estd de-
finida por la clausura de la imagen de una parametrizacion ¢ = (a/d,b/d,c/d), con
a, b, c,d polinomios bivariados. La mayoria de los modelos geométricos en diseno asis-
tido por computadora (CAD), incluyendo autos, aviones y dibujos animados, usa estas
superficies paramétricas. El problema de implicitacién consiste en encontrar, a partir de
Y, la ecuacién f que define a S, es decir un polinomio f tal que S = (f = 0). Este
problema surge naturalmente en varios contextos, por ejemplo para encontrar los puntos
de interseccion de dos superficies paramétricas o para crear nuevos modelos geométricos
“recortando” modelos existentes ([23]). En general, los métodos para encontrar tales ecua-
ciones implicitas usando resultantes se complican enormemente en presencia de puntos
base, es decir puntos del plano en los que los 4 polinomios a, b, ¢ y d se anulan ([2],[3], [5]).

Dada una configuracién A de n puntos con coordenadas enteras en d — 1 variables,
denotemos por F4 al polinomio genérico en d — 1 variables con exponentes en A. Bajo
ciertas condiciones, Gelfand, Kapranov y Zelevinsky [20] mostraron que existe un polino-
mio irreducible A 4 en los coeficientes de F4, llamado el A-discriminante, que se anula para
cada eleccién de coeficientes para los cuales la hipersuperficie (F4 = 0) del toro (C*)* ! ¢
singular. La teoria de discriminantes esta intimamente relacionada con nuestros esquemas
de visién, ya que lo que vemos de un objeto es su borde, es decir, los puntos para los cuales
el rayo de luz desde nuestro ojo es tangente al objeto ([6]).

Dada una configuracién genérica de n+ 1 puntos en Z", los mismos resultan afinmente

S

independientes. De este modo, si tomamos dichos puntos {ai,...,an+1} y armamos la
matriz
Al — < 1 ... 1 > c Z(n+1)><(n+1) 7
a ... QGp+41

la misma tendrd genéricamente determinante no nulo. De esta forma, ker(A’) tendra di-
mension 0. Es decir, en este caso, la configuracion A tendra codimension 0. En general, si
tenemos A genérica de cardinal n en Z¢ !, la codimensién serd n — d.

En [16] se estudian discriminantes en codimension 2, es decir el cason = d—1+3 = d+2,
y se desarrollan distintas técnicas para calcular el grado de la hipersuperficie discriminantal
(Ay =0).

Por un resultado de Kapranov ([24]), que se remonta a un trabajo de Horn de 1886,
es posible explicitar una parametrizacion racional de apropiadas deshomogeneizaciones de
(Ag =0) de la forma:

yj:H(t*bil—i-S*biQ‘f‘biZS)bij J=123,
7

con b;j € Z, es decir que el calculo de A4 puede reducirse a un problema de implicitacién
con puntos base (se deben eliminar las variables s,t). En el caso de codimensién 2, los
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puntos base son de codimensién 1 y por lo tanto, son sencillos de eliminar, pero en el
caso de codimensién 3, es decir n = d + 3, se han desarrollado ejemplos en [4] donde se
demuestra que naturalmente aparecen puntos base de codimensién 2 que no son localmente
intersecciones completas. Todos los resultados conocidos hasta el presente no permiten
predecir el grado de la ecuacion implicita en estos casos ni proveen técnicas directas para
encontrarla como una resultante residual.

En particular, un punto importante a determinar es la multiplicidad de estos puntos
base ya que no coincide con el grado local. Este grado se lee en el coeficiente de mayor grado
del polinomio de Hilbert del ideal local. Ya por 1940 los geémetras algebraicos compren-
dieron que esta nocién de grado no permitia definir una buena teoria de la interseccion.
Fue Jean Pierre Serre ([32]) quien resolvié el problema desde un punto de vista teérico: la
multiplicidad buscada se lee en el término de mayor grado del polinomio de Hilbert-Samuel
y es en cierto modo la multiplicidad anterior calculada sobre el blow-up a lo largo del ideal
de definicién, pero es mucho mas dificil de obtener en términos computacionales ([8]).

En el presente trabajo, se intenta dar respuesta a algunas de estas cuestiones. En
efecto, dada una matriz entera B, de tamano n X m, n > m con suma de columnas igual
a cero, si consideramos las formas lineales generadas a partir de las filas de dicha matriz
y la parametrizacién correspondiente g (ver Seccién §2.1.1), el Teorema 2.1.2 nos provee
de una férmula para el cdlculo exacto del grado del polinomio que define la hipersuperficie
S = Im(¢p). Gracias a una extensién de un Teorema de Kapranov (Teoremas 1.3 y 2.1 de
[24]), hemos probado que el grado de ¥ es 1. Ademds, hemos caracterizado la magnitud
D en términos de los coeficientes de la matriz B. De ahi nuestro interés en estudiar las
multiplicidades de los puntos base.

En la primera parte del Capitulo 2, se caracterizan los puntos base de la parametriza-
cién en términos de combinatoria entre 3-uplas de filas. Mds atin, este calculo se generaliza
a m-uplas, para cualquier m > 3. Asimismo, un punto particular a desarrollar fue el car-
dinal del conjunto de puntos bases, dividido en 2 tipos segin su origen. En el caso de
codimension 3, el nimero de puntos base de tipo 2 es finito, pero en el caso general esto
no es cierto. En la segunda parte del mismo capitulo, se describen generalidades sobre
la teoria de A-discriminantes, para resaltar la importancia del problema a estudiar, y su
concepcién mas algebraica.

En el Capitulo 3 se estudian las generalidades sobre multiplicidades algebraicas. Se
detallan estas magnitudes en el contexto particular de las parametrizaciones 1. Se han
encontrado ciertas dificultades inherentes al problema que, como es sabido, resulta muy
complejo. Debido a la naturaleza geométrica y algebraica de esas magnitudes, se han es-
tudiado diversos textos ([1], [26]) donde se desarrollan métodos de célculo. En relacién
con esto, presentamos algoritmos para dos casos particulares: el de interseccién completa
local (Seccién §3.2) y el de ideales monomiales (Seccién §3.3). Se han calculado numerosos
ejemplos, donde se ven claramente los inconvenientes existentes para aplicar los diferentes
algoritmos. Mas atun se detallan algunos, donde se muestra el fracaso de los mismos para
el caso no monomial (Ejemplo 3.3.16). En particular, se presenta un ejemplo que evidencia
que no alcanza con resolver el caso monomial ([14]), ya que no existen cambios de coorde-
nadas que reduzcan el calculo a este caso. Todo esto vuelve interesante un estudio general.
Esperamos poder avanzar con esta linea de trabajo.

Por ltimo, se describen algunas cotas que relacionan la multiplicidad de un ideal con
la de su inicial, respecto de un orden monomial. En relacién con esto, hemos encontrado
un ejemplo no monomial para B (el algebra inicial in(R[It]) del Algebra de Rees R[It]
con respecto al orden entre monomios extendido en R[t]) donde B es noetheriana, una
propiedad muy poco frecuente (Observacién 3.3.25).

En el Capitulo 4, se analiza en profundidad el articulo [24], donde se precisa el enun-
ciado del teorema central del mismo. El resultado, sin hipétesis sobre el maximo comun



CAPITULO 1. INTRODUCCION

divisor de los menores maximales de la matriz B también es valido (Teorema 4.3.4). Como
consecuencia de ello, observamos que degp = 1 (Teorema 4.3.11), lo que elimina una de
las indeterminadas de la Férmula de Grado dada en el Teorema 2.1.2.

A partir de la obtencién de una inversa para g en términos de la ecuacién Ag y que
nos da un punto particular en C™ y no sélo en su proyecciéon a P~ (Observacién 4.3.6),
surge un método para estudiar Ap en términos de una inversa para p dada de ante-
mano, sin emplear la funcién logaritmica de Gauss. Se construye un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales y se analizan algunos ejemplos.

Como ultima aplicacion, en la Seccion §4.4 se detalla la relacién existente entre dos
parametrizaciones ¢ y ¥p, en el caso C = B.«, con o € Z™*™ inversible sobre Q. En
particular, existe un morfismo monomial p y un isomorfismo lineal A tal que ¥¢ = poypgoA
en un abierto denso de P™~!. Dadas las ecuaciones Ac y Ap, irreducibles, A¢ o p se
factoriza como polinomio de Laurent, en términos de un monomio y un producto de Apg(e-
y), donde ¢ recorre la preimagen por p del punto (1,...,1) € (C*)™ y - denota la accién
del toro (Teorema 4.4.14). Estos resultados permiten calcular Ag en términos de Ap, que
es mas sencillo de obtener en la practica. Ademds muestran que, salvo una transformacion
afin, el politopo de Newton de ambos discriminantes es el mismo. Presentamos diversos
ejemplos para ilustrar los enunciados.

Por tdltimo, se incluye un capitulo de trabajo futuro donde se desarrollan algunos cami-
nos posibles para continuar con el estudio de estas parametrizaciones y las multiplicidades
de los puntos base. Esperamos avanzar en el calculo exacto de estas magnitudes. Esto per-
mitiria ulteriormente calcular el grado de estas hipersuperficies y sus ecuaciones implicitas,
los discriminantes ralos.



Capitulo 2

Definiciones y conceptos basicos

En el presente capitulo, presentamos el problema estudiado. En la primera parte, descri-
bimos las magnitudes a calcular y en la segunda, damos un contexto mas abstracto para
el mismo. Explicamos el origen del problema y su relacién con A-discriminantes ralos y
A-resultantes en §2.2.

2.1 Parametrizaciones asociadas a B-matrices
Comenzamos con la definicién de parametrizaciones racionales asociadas a B-matrices.

2.1.1 El contexto y la formulacién del problema

Dada una matriz B € Z"*™ (n > m), cuyas columnas suman cero y sin filas nulas,
consideremos las siguientes formas lineales asociadas a cada una de las filas de B:

(Ui, oy tm) = < B (U1, ...y Upy) > conk=1,...,n,
donde By = (bgi,...,bkm) indica la k-ésima fila de B. Las columnas de B se notarin
1) (m)
DA S I

Podemos asociar a esta matriz B una variedad algebraica S en C" definida, como la
clausura de la imagen de la parametrizacion racional de tipo Horn

d),BZ(Cm\Z/—)(Cm (Ul,-uaum)'_}(yla'"?ym))

donde

n
yk:Hli(ul,...jum)b““ — Ikl Vk=1,...,m. (2.1)
i—1 9k,0

Concretamente, gi ¢ contiene las formas lineales con exponentes negativos (i.e. b; ; < 0) y
gk,1 las que tienen exponentes positivos (i.e. bi; > 0). En concreto:

n

max{0,b; .

gka = [JliCur, ... um) {0bux}
=1
n

go = T[lCuns ..ot "m0
=1

Con esta notacién, Z' = Uj, (gro = 0) es el conjunto de ceros de los denominadores.
Cabe senalar que las coordenadas de la parametrizacion estan dadas como el producto de
formas lineales, cuyos exponentes suman cero (ya que > ;" b; p = 0, para todo i), esto es:
deg(gk,1) = deg(gr,0) para todo k. En consecuencia, podemos pensar a la funcién ¢ con
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dominio en un subconjunto del espacio (m — 1)-proyectivo: ((Cm ~ Z’)/ ~ C P Aqui ~
denota la relacién de equivalencia que define a dicho plano'. Para facilitar el trabajo, en
vez de tener m denominadores distintos, vamos a tomar el minimo comiin multiplo de los
denominadores de los ¥y, v lo llamaremos fy. En este caso, cada coordenada resultara de
la forma

yk:&, k=1,...m, (2.2)
fo
donde
- in{0,b; ;: j=1,....,m}
fo _ H lz—mZTL ,0i 50 9=1,...m , (23)
i=1
fr = gk,1-£ Vk=1,...,m. (2.4)
9k,0
Notar que gy o divide a fo por construccién.
Nuestro objetivo es definir S implicitamente, es decir, encontrar f € Clyy, ..., yn] tal

que S = (f =0). La “maquinaria teérica” general para hacer esto estd dada por las bases
de Grobner. Consideremos los polinomios

Fi :=yg 'gk,o(ul,-..,Um) o gkal(ul,-..,Um) =0 5 k=1,...,m.

Para calcular las ecuaciones implicitas de S, el camino naif consiste en obtener una base
de Grobmer del ideal J := (Fi,...,F,,) con respecto a algin orden monomial < que
elimine las variables u; a u,,. Pero esto no es suficiente. Resulta vital evitar el conjunto de
ceros de cada g 9. En consecuencia, es forzoso introducir nuevas ecuaciones que indiquen
la propiedad “inversible” de los gi0: Qr := Wi - gro — 1 = 0. Por ende, las ecuaciones
implicitas para S estdn dadas por los polinomios que sélo dependen de las variables y; a
Ym Pertenecientes a:

gbasis([F1,...,Fp, Q1,...,Qm],plex(u, ..., Un, Wi, .., W, Yiy-- -y Ym)) -

Si utilizdramos SINGULAR ([22]) para efectuar nuestro célculos, las instrucciones a ejecutar
serian:

>ring r = 0,(uy,..., U, Wi, .., Wn,¥15---5Yn) > dP;
>ideal I = Fq,...,Fu,Q1,...,Qn;

>ideal f = eliminate(I, uq*...kup*wik...*wy);
>f;

A su vez, podriamos agregar una unica variable w y un solo polinomio @ :=w -G — 1,
donde G :=red(g1,0-..gm,0) es el reducido del producto de dichos polinomios, y mirar a
los polinomios en las variables 1, ..., y,, pertenecientes a:

gbasis([Fi, ..., Fp, Ql,plex(ui, ..., Un, W, Y1, Ym)) -
O, con SINGULAR,

>ring r = 0,(Uy,..., Uy, W,¥15---,Yn) >, dP;
>ideal I = Fy,...,Fy,Q;

>ideal f = eliminate(I, uq*...¥up*w);
>f;

Sin embargo, por su alta complejidad, este camino no es demasiado practico desde el
punto de vista computacional.
En este contexto, recordemos la definicién de puntos base.

Y.e. x ~ \-x, para todo A € C*
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Definicién 2.1.1 P € P™~! es un punto base de la parametrizacion (2.2) si es un cero
comun de todos los fr. Notaremos al conjunto de los puntos base como Z. Se conside-
rard inmerso en el espacio proyectivo.

Podemos distinguir dos tipos de puntos base. Los puntos base de tipo 1 son aquellos
que pueden eliminarse facilmente: son los ceros del m.c.d. de los fr. Los del tipo 2, en
cambio, son aquellos que permanecen luego de eliminar los factores comunes de todos los

i

En consecuencia, tenemos Z = (fo = ... = f,, = 0) C (fo = 0), lo que nos permite definir
Y P (fo =0) — C™ (U@ i Upy) — (fl fm)
fol 7 fo
Si restringimos atin més el dominio,
zpB:mel\G(fi:O)ﬁ((C*)m (Ug @ oo Uyy) — (fl fm)
= fol 7 fo

De hecho, como todos los fj tienen el mismo grado D, podemos componer con el mono-
morfismo (y1,...,Ym) — (L :y1 : -+ : ym) de C™ a P™ y pensar a 1)p como un mor-
fismo racional de P™~1 a P™, definido salvo una unién finita de hiperplanos. En efecto,
Yp(ur ... um) = (folw), ..., fm(u)) € (C™.

En general, pensando en esta proyeccién, la parametrizacion estara definida fuera del
“base point locus”:

Yp PN Z — (yo #0) C P™ (up:ooium)— (fo:r fioeo i fm) s (2.5)

ya que coincide con la formulacién original en el abierto (fy # 0) del dominio y C™ ~

(yo #0) C P™ .

Esto nos induce a introducir la notacién sencilla
Yp P oo P

para indicar una funcion racional entre planos proyectivos definida en un abierto denso
del dominio.

Para facilitar los céalculos, concentraremos nuestra atenciéon en el caso m = 3, i.e.
cuando la clausura de la imagen de ¥p es genéricamente una superficie en el espacio
tridimensional. En este caso, notaremos en forma mas breve a nuestros polinomios f;:

a:=f ; bi=f ; c=f3 ; d:=f,

y nuestras variables seran u, s y t en lugar de uj, us y us. Cada proposicién seran enun-
ciada lo més general posible, pero tendremos en mente siempre el caso m = 3. En este
caso, podemos asumir siempre que hay un nimero finito de puntos base, ya que podemos
eliminar cualquier factor comun a fy,..., f;, y asumir la ausencia de puntos base de tipo
1. El niimero de puntos base de tipo 2 en P? es siempre finito (ver Proposicién 2.1.12).

Denotemos también con S = Im(g) C P? y asumamos dim S = 2. Bajo estas condi-
ciones, tenemos la siguiente Férmula de Grados (cfr. [8] o [7, Appendix]):

Teorema 2.1.2 Sean vp : P2\ Z — P2 la parametrizacion descrita en (2.5), y D el
grado de los fi.. Entonces,

= deg(S) deg(¥n) + »_ ep;

pPez

donde ep es la multiplicidad de Hilbert-Samuel de P.
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En las proximas secciones mostraremos el estado actual de conocimiento sobre Z, D,
dim(S) y, en los préximos capitulos, sobre las multiplicidades ep y el grado deg(v'p).

Observacién 2.1.3 Para valores de m mayores que 8, y en caso que todos los puntos
base sean aislados (en particular, si son finitos) vale una formula similar a la mencionada
en el Teorema 2.1.2: sélo hay que sustituir D* por D™= (ver [19]).

Problema 2.1.4 Nuestro principal interés consiste en calcular (o al menos acotar)
deg(9), y la ecuacion que describe la variedad.

A partir del Teorema 2.1.2 tenemos un modo de calcular el grado de una ecuaciéon
implicita de S. En el Capitulo 4 se probarad que la parametrizacion es genéricamente 1-
1 (para cualquier g), y sabremos por la Seccién §2.1.2 cémo calcular D. Por lo tanto,
si tuviéramos una forma sencilla de obtener las multiplicidades, el problema quedaria
resuelto. De ahi nuestro interés en estudiar estos objetos.

2.1.2 Calculo de D

En esta seccion calcularemos D, que representa el grado de los polinomios fy, ..., fm. Para
ello, miraremos a D como el grado de fy. Expresaremos dicha magnitud en funcién de los
coeficientes de la matriz B.

Supongamos que la matriz B no admite pares {B;; B;} de filas 1.d. donde B; = AB;,
con A < 0y bjrbir # 0 para todo k = 1,...,m. En tal caso, no existen puntos base de
tipo 1. A partir de la formula (2.3) es facil ver que el exponente en fy de cada forma lineal
l; es —min{0,b;; : j =1,...,m}. Esto implica:

n n
D= Z—ml’n{(),bm cj=1,...,m} = _me{@vbm cj=1,...,m}. (2.6)
i=1 i=1

Si tenemos puntos base de tipo 1, en primer lugar, procedemos a cambiar la matriz
B, reemplazando cada par {Bj, By} (j < k) de filas 1.d. por una tnica j-ésima fila con
valor B;' := Bj + By, si éste es no nulo. En caso contrario, extraemos ambas filas de la
matriz. Esto eliminard las formas lineales comunes entre cada par {gx1; gk 0}, y, por ende,
los puntos base de tipo 1. A continuacién, reconstruimos las f; y calculamos D como se
expresa en (2.6).

2.1.3 Descripcion y finitud de los puntos base

En los siguientes enunciados caracterizaremos los puntos base Z de ¥pg. Supondremos un
namero finito de los de tipo 2, salvo que se indique lo contrario.

Resulta trivial ver que Z es la unién de los ceros comunes a subconjuntos de formas
lineales asociadas a ciertas filas de la matriz B: aquellas que anulan a todos los fj. Notemos,
ademds, que una forma lineal /; se anula en todo cero comin de otras formas lineales
Livy.o . liy sty solo silye (ly,....1L,).

Sea

Di={y={i1,...,im—1} con1<i <...<ip_1 <n tal que
liy=...=lj, , =0 = fr=0 Vk=0,...,m
y {liy,---,li,_, } provienen de filas L.i. de B},
y, para cada v € I,
P,:={P¢ PQ)™ ! [;(P) = 0 para todo j € v},

i.e. los ceros comunes de todos los [}, con j € 7.

10
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Observaciéon 2.1.5 Notemos que en caso de tener finitos puntos base de tipo 2, cada
punto P = (p1 :...: ppy) puede escribirse con p; € Q para todo i, ya que son solucién de
un sistema lineal homogéneo de m—1 ecuaciones con coeficientes enteros. En consecuencia,
puede calcularse el valor exacto de cada uno.

Proposicién 2.1.6 Si los puntos base en P™~1 (de tipo 2) son finitos, entonces
Z={P,: yeT}.

Demostracion. Lo haremos por doble inclusién. Es elemental comprobar que cada Py €
Z, por definicion de punto base. Para comprobar la otra inclusién, el tnico detalle a
tener en cuenta es el siguiente. Todo punto base es cero de algunas formas lineales, que
anulan a todos los fi. Ahora bien, sélo hay que justificar que debe ser cero comtun de
exactamente m — 1 formas lineales Li.. En efecto, si V(l;,,...,lL,) C V(fo,..., fx) = Z,
y s < m — 1, entonces, por argumentos de dimension, Z contendrda un subespacio de
dimensién (m — s) > 2 en C™, cuya imagen en P ~! tendr4 dimensién mayor o igual a 1.
En consecuencia, contendra infinitos puntos base proyectivos, lo cual contradice nuestra
suposicién original de finitud. O

Observacién 2.1.7 Es elemental ver que en caso de admitir infinitos puntos base, pode-
mos describir a Z como el conjunto formado por los P, con v € I, pero donde I' admite
familias de indices de cualquier longitud, no sélo m — 1. Es decir:

I''={yeP{1,...,m}) : v indeza filas l.i. de B A
Alilp) =0Viey = fulp) =0Vk=0,...,n]}

)
Z = U {Ne=0.
vyel’ sl
v minimal

Mds atun, en este caso, por los argumentos esbozados en la demostracion de la Propo-
sicion 2.1.6, el conjunto de puntos base es finito sii todos los v € T tienen cardinal m — 1
o m (que aporta sdlo el punto 0 € C™, que no interesa) sit todos los v € T” minimales
tienen cardinal m — 1.

Observacioén 2.1.8 La notacion elegida para la Proposicion 2.1.6 arrastra un inconve-
niente: asigna diferentes nombres a un mismo punto. Por ejemplo, si tenemos m filas l.d.
{Bi,...,Bi,} tales que cualquier subconjunto de m — 1 filas es Li., resulta

Piyigysim = -+ =

m U yeeesifyeensim U1yesbm—1 *

El principal problema con esta eleccion es que puede haber un nimero exponencial (en
n) de subespacios, y, por ende, de posibles puntos base. La mayoria de estos subespacios
no van a generar puntos base. Una notacion mds apropiada podria ser indexar los puntos
base en términos de subespacios de formas lineales, (m — 1)-dimensionales, generados por
subconjunto de (al menos) (m — 1) formas lj, y, en general, la de la combinatoria de
arreglos de hiperplanos (ver [13]).

A continuacion, describiremos las formas lineales que generan puntos base en términos
de los coeficientes de la matriz B.

11
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Proposicién 2.1.9 Sea {B;,,...,Bi.} un conjunto maximal de filas de B que genera un
unico cero proyectivo P. FEsto significa que cualquier otra fila de B no se anula en P.
Entonces:

P no es un punto base <= [ k € {1,...,m} tal que para todo j, bi; k <0 y ademds es el
menor elemento de la ij-ésima fila de B] o [ todas las ij-ésimas filas (1 < j < s) tienen
sélo entradas positivas o nulas].

Notemos que la primer condicién significa que para algin k¥ > 0 ningtn [;; divide a
fr (i.e. estd presente en el denominador de yg, luego de sacar denominador comin en
la parametrizacién), ya que bi; k. es el exponente de [;; en fo, y la segunda condicion es
equivalente a : “ningin [; ; esun factor de fy” (i.e. l; i sélo aparece en el numerador de todos
los yk, después de tomar denominador comin). Debemos remarcar el hecho de considerar
un Unico denominador, ya que el conjunto de puntos base aumenta considerablemente con
esta técnica.

Demostracion.

(<) Si las filas tienen entradas no negativas, entonces cualquier forma lineal que se anula

en P no serd factor de ningtiin denominador (gx), ergo, tampoco de fy. Luego,
Jo(P) #0.
Si, en cambio, b;; < 0 es el menor elemento de B;;, el exponente de l;; en fy
serd —b;, k, por construccién. Esto significa, simplemente, que /;; no dividird a fx.
Como este hecho es cierto para cada forma lineal que se anula en P, resulta fi(P) #
0.

En consecuencia, en cualquier caso, P no es un punto base, por definicién.

(=) Supongamos que P no es punto base. Entonces, debe existir k € {0,...,m} tal que
fx(P) # 0. Luego, para este k: I;; no divide a f; para ningtin i;. {Cémo puede
suceder esto?

Si k =0, el exponente de /;; en cada y; debe ser no negativo. Con esto, b;, + > 0 para
todot =1,...,m, que nos da la segunda condicién del enunciado.

Si k # 0, cada uno de los B;; tiene un coeficiente negativo. Miremos mas de cerca a
la columna k-ésima: para todo j, l;; no divide a fy. Ergo, b;, x < 0y este ntimero,
cambiado de signo, debe ser el exponente de [;; en fy. Por lo tanto, para todo j,

bij,k < 0 y debe ser el menor elemento de la fila 7;-ésima de B.

a

Refinemos un poco la Proposicién anterior, después de senalar que en ambas condi-
ciones todos los b;; i tienen igual signo. Mds atn, afirmar que cada fila tiene entradas no
negativas es equivalente a decir que ml’n{b,-j,k, 0} = 0 para todo k y j. Luego:

Corolario 2.1.10 Con las mismas hipdtesis de la Proposicion 2.1.9, tenemos:
P no es un punto base <= 3 k € {1,...,m} tal que para todo j, min{b;; x,0} < b;,; para
todol=1,...,m.

O, mejor ain:

Corolario 2.1.11 Con las mismas hipotesis de la Proposicion 2.1.9, resulta:
P es un punto base de B <= para todo k =1,...,m existe j = j) € {1,...,s} tal que
min{b;, 1,0} no es el menor elemento de la fila ij-ésima de B.

Analicemos a continuacion, la hipétesis de finitud de puntos base.

Proposicion 2.1.12 La cantidad de puntos base de tipo 2 es finita para m = 3.

12
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Demostracion. Es claro, ya que decir que con menos de m—1 = 2 formas lineales alcanza
para generar un punto base, es decir que con 1 alcanza, esto es,

= / l;i=0= fr=0 Vk.

Esto significa que [; | fi V k, por la factorizacién de los f como producto de formas lineales.
Ahora bien, ninguna fila de B es nula. En consecuencia, habra finitos puntos base de tipo
2, y el resto de los puntos (infinitos) serdn de tipo 1, que son los que se descartan desde
un comienzo.

Esto significa que I; | fx Vk, por la factorizacién de los fi como producto de formas
lineales. Ahora bien, ninguna fila de B es nula. En consecuencia, habra finitos puntos base
de tipo 2, y el resto de los puntos (infinitos) serd del tipo 1, que son los que se descartan
desde un comienzo. O

Por ultimo, veamos algunos ejemplos donde el ntimero de puntos base de tipo 2 no
es finito. En primer lugar, veamos un ejemplo sencillo con n = m = 4, donde tenemos
infinitos puntos base de tipo 2 en P™~ L

Ejemplo 2.1.13 En este caso vamos a construir la matriz B, a partir de una parametri-
zacién que no cumpla #v > m — 1 para algtin v € I'' minimal :

ll*ZQ*l4 ll*lg*l4

I3 ;3
_ lQ_lQ*l%h
Y2 = E_ l§ ;
- llill*lg_
Ys = E_ lg ;
Iy l4*l§
Yy = E: l%

Esta parametrizacién, nos da la siguiente matriz

Vemos que en este caso:
Z={li=1l3=0}U{la=13=0}U{l3=14,=0}.

Cada uno de los conjunto esta formado por ceros de 2 formas lineales en C*, con lo cual
tenemos dimensién 2, y no 1 como queremos para tener finitos puntos base de tipo 2. Y se
ve claramente que no hay un factor comun entre numerador y denominador de todas las
ecuaciones, pues ningun par de filas es 1.d.. Por lo tanto, tenemos infinitos puntos base, y
todos del tipo 2. En este caso, nuestra matriz tiene rango m — 1 = 3. |

Observacion 2.1.14 El ejemplo anterior nos permite construir una familia de ejemplos
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para cualquier par (n,m), con n > m. La parametrizacion resulta:

lox . oxly  lox..oxly

1 = lgn_l - l;n_l ’
_ b bl
Yy2 = I - l71n_1 )

[ A
Ym = = —Fm=1 >

-1
B} I
y corresponde a la matriz
—(m-=1)| -1 ... -1
1 1 ... 0
B := 1 0o ... 1 |ez™™™.
1 0 0
1 0O ... O

Claramente, esta matriz aporta infinitos puntos base de tipo 2, en forma andloga a lo visto
en el Ejemplo 2.1.13. En efecto, el conjunto de puntos base de tipo 2 es:

Z:CHh:h:m. (2.7)
1=2

Veamos ahora si existe algin par (n,m) para el cual tengamos rango mdzimo: vamos
a encontrar condiciones necesarias y suficientes para el mismo. Dicha condicion de
rango marimo serd importante en el Capitulo 4. Nos permitird considerar este ejem-
plo dentro de una familia itmportante para nosotros: las matrices B de tipo Horn-Kapranowv.

e Supongamos primero n > m. Si miramos la submatriz correspondiente a las filas
2,...,m+1, resulta:

110 ... 0

que claramente tiene determinante 1, y por tanto no nulo.
En consecuencia, si n > m tenemos rango(B) = m, mdximo.

e FEn el caso m =n, B es de la forma:

—(n-1)| -1 ... -1
1 1 ... 0

B :=
1 0 ... 1

En este caso, la matriz resulta singular. Esto es claro pues todas las columnas suman
cero; luego las columnas viven en el mismo hiperplano z1 + ...+ 2z, =0 en C", y no
pueden ser l.i..
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Por lo tanto, en la familia de ejemplos anteriores, el rango de B es mdzimo sit m > n.

2.2 A-discriminantes

En esta seccion, enunciamos resultados conocidos referidos a los A-discriminantes. Esto
ilustrara el origen y la importancia del problema analizado en la Seccién §2.1.

2.2.1 Definicion de los A-discriminantes

Dada una configuracién (reticulado) A de n puntos en Z?~!, designemos con Fy = Z Cqx®

acA
al polinomio de Laurent genérico (complejo) en (d— 1) variables con exponentes en A: una

suma genérica de n monomios de Laurent fijos. Bajo ciertas hipotesis, Gelfand, Kapranov
y Zelevinsky (cfr. [20]) mostraron que existe un polinomio Ay = A 4(c) irreducible sobre
C con coeficientes enteros, llamado el A-discriminante, que se anula en cada eleccién de
coeficientes (c,) para los cuales F)4 y todas sus derivadas parciales de orden uno tienen un
cero comun en el toro algebraico ((C*)d_l. El A-discriminante resulta un invariante afin:
cada configuracién de puntos isomorfa afinmente a A posee el mismo discriminante.

Puede probarse que este discriminante es un factor del A-resultante “no mezclado”
(“unmixed”)

OFy OFy

ReSA FA Tl Ld—-1 .

( ’ ox 1 ’ ’ 0 Td—1 )
Los demaés factores de la resultante son potencias de discriminantes de caras, i.e. discrimi-
nantes ralos asociados a subreticulados de A conformados por todos los puntos pertene-

cientes a cada cara de la cdpsula convexa de A. Es sencillo verificar, por ejemplo, que en
n—1

el caso d — 1 = 1, la resultante de Sylvester de F)y = Z ity zF escy-cp_1-Aa(Fa).
i=0

Los dos monomios corresponden a coeficientes en las dos caras del segmento [0,n — 1] y

A 4 es el discriminante cldsico.

El célculo de discriminantes A4 es un problema de gran interés y de gran dificultad
combinatoria. Existen formulas no elementales para el calculo general que describen el
discriminante como el determinante del complejo de Cayley-Koszul, y en el caso en que la
variedad tdrica asociada a A es regular, es posible describir el grado de A4 en términos
de ciertas clases de Chern (cfr. [20]).

Dado A, construimos la matriz entera de tamano d x n (llamada también A) cuya
primer fila estd formada por unos y cuyas columnas estdn dadas por todos los puntos de
la forma (1,a) con a € A. Es decir,

1
(
En consecuencia, el nucleo de esta matriz representa las dependencias afines entre los
puntos de la configuracién dada.
[16] estudiaron discriminantes en codimensién 2, i.e. con soporte en d + 2 puntos en
7%=1 y, por ende, definido por una matriz A de tamafo d x (d + 2). En este caso, sélo
aparecen puntos base de tipo 1 (cfr. Definicién 2.1.1).

Nos concentraremos en el caso de codimensién 3, i.e. configuraciones de d + 3 puntos
en Z%~1 cuya cépsula convexa es de dimensién méxima.

Qan

1 >€den.
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2.2.2 Deshomogeneizacién de variedades A-discriminantales y parame-
trizaciones asociadas a matrices B

A efectos de estudiar discriminantes, podemos partir de una matriz B = (b;;) i € Z<(n—d)
cuyas columnas forman una Z-base del nticleo de la matriz A; es decir, una matriz B como
las dadas en la Seccion §2.1.1. Dado que la primer fila de A esta formada por unos, las filas
de B suman cero. Como consecuencia de la Proposicién 4.4.1, B sera de rango maximo y
sus menores maximales tendran maximo comun divisor igual a 1. (i.e. las filas generardn
73).

Sabemos que el A-discriminante A4 es un polinomio A-homogéneo (esto es, existe
v € Z% tal que cada exponente de un monomio ¢’ en A4 verifica A.v = v) en las variables
Ca, con coeficientes enteros.? Notemos m = n — d. “Eliminando estas homogeneidades”
obtenemos un polinomio Ap en m variables y1, ..., ¥m, que resulta la ecuacién implicita
de la hipersuperficie paramétrica S a la cual nos hemos referido ya en la Seccién §2.1 (cfr.
[20] y [24] ). Esto se remonta a un antiguo trabajo hecho por Horn en el siglo XIX.

Expliquemos mejor qué significa extraer las homogeneidades. Como mencionamos ya,
existe v € Z% tal que todos los monomios ¢’ presentes en Ay = Z m,, ¢ verifican A.w = v

v
(por def. de A-homogeneidad). En consecuencia, para cada vy que cumple A.vy = v:

Ayg(c) = Zmycl’ﬂ’o,
14

donde m, € Z~ {0} y v — 1 € kergz(A).

m
Escribamos cada diferencia v — vy en la forma v — vy = Z)\Vkv(k), donde, como
k=1
antes, v(¥) denota la k-ésima columna de B (cfr. Seccién §2.1.1). Con eso, existe un po-
linomio de Laurent en m variables Ap(y) tal que, salvo multiplicacién por un monomio,

1 m . . . . ,
AB(CU( Lo )) es igual a A 4(c). En particular, Ap tiene el mismo nimero de mono-
mios y los mismos coeficientes que A 4.
Tomemos m = 3. El calculo del discriminante ralo A4 es equivalente, por tanto,

al problema de implicitacién (en general, con presencia de puntos base) de la variedad
paramétrica dada por

Yj = H(bilu +bigs + bist)™9,  j=1,2,3,

7

que ya hemos comentado.

A modo de ilustracién, veamos un ejemplo en codimension m = 2 y uno en codimensiéon
m = 3. En este ultimo mostramos cémo calcular Ap a partir de una deshomogeneizacién
del discriminante A 4.

Ejemplo 2.2.1 [El discriminante de un polinomio cibico univariado genérico]

El A-discriminante asociado a la matriz de tamano 2 x4 con filas (1,1,1,1) y (0, 1,2, 3),
i.e. el discriminante A 4(zq, 71,2, 3) del polinomio genérico fa(z;t) = wg + 21t + 2ot +
x3t3, es:

Ap(x) = =27 23 % 2% + 18 % w3 % 2o * To * 11 + x5 % 25 — 4 * a3 % 20 — 4 % T3 % 25 .

Notemos que hemos modificado ligeramente la notacién: en este caso, llamamos con t a las
variables x; del polinomio, mientras que x; son los coeficientes ¢;, i.e. las indeterminadas
para el A-discriminante.

28i v = 0 decimos que tiene A-homogeneidad 0.
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A continuacién, elijamos una matriz B particular de tamano 4x2 y con filas by = (1,2) ;
by = (—=2,-3) ; by = (1,0) ; b3 = (0,1). Notemos que g = 1 y las columnas de B son una
Z-base del nicleo “entero” de A. Miremos las formas lineales provenientes de cada fila de
B:

lhi=u+2xv ; lo:=-2xu—-3xv ; lg:=u ; Ilg:=v.

La parametrizacién g resulta:

{ Y1 = ll*l3/(l2)2;

yo = xly/(lo)3.
La clausura de su imagen es la hipersuperficie (Ap = 0), siendo
Ap(yr,ye) = —4dxys — 2T xys + 92 + 18 yo x yy — 4 x 45
que puede calcularse con MAPLE via

> -normal (resultant( 1_272xy_1-1_1%1_3 , 1 _273*%y_2-1_1"2%x1_4 , u) / v'6);

Cabe aclarar que el factor v% se introduce artificialmente porque MAPLE calcula resul-

tantes afines en lugar de uno homogéneo respecto a las variables (u : v). Asimismo, el
discriminante puede calcularse como la deshomogeneizacién de A 4:

Ap(y1,y2) = Aa(l,1,91,92) -
Reciprocamente, salvo multiplicacién por un monomio, Ay resulta igual a

AB(xOmg/x%,xgmg/xi’). [ |

Ejemplo 2.2.2 Tomemos la matriz A = ( 11 11 ), y una posible eleccién de B
cuyas columnas son una Z-base de ker(A):

2 2 1

B I ax3

B=| ", | o |€z".
-1 -1 0

Llamemos a las columnas de B con v(¥, i = 1,2, 3, como lo hicimos en la Seccién 62.1.1.
En este caso, el discriminante A 4 es muy sencillo: Ag = 21 + z2 + x3 + x4. El mismo

provienede Fy :=x1-14+x9-14+23-1+24-1 = 2?21 21 - 1. Observemos entonces que A 4

tiene A-homogeneidad 1. Tomemos una deshomogeneizacién, por ejemplo, respecto de la

variable x1:

T4

).

Tenemos entonces los vectores vy = (0,0,0,0); v1 = (—1,1,0,0) ; vo» = (—1,0,1,0) ;
3

v3 =(—1,0,0,1). Como Ay =z Z " genera H de A-homogeneidad 0, escribamos cada

1=1
——

X X
AA:x1(1+l+i+
T

x1 T

=H
v; como combinacion lineal de las columnas de B:

v= 0B =M @ ) =) ()

(%) .
Tomamos entonces y; = ¥~ como nuevas variables. En tal caso:

1 Y1 . Y3
o= : 772 .oV = 22

Y3 Cyaxys y
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Reemplazando esto en la ecuaciéon A 4 obtenemos

1 x
Ag=az(1+—+ 2 4 By_ 1

= — (1 x Yok ys Y1 * Y2 + YLy *y3) .
Y3 Y2 * Y3 Y1 Y1 * Y2 * Y3

En consecuencia: Ap = (y1 * y2 * y3 + y1 * y2 + y% + yo * y%) Volveremos a esto en el
Ejemplo 3.2.2. |
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Capitulo 3

Multiplicidades

En este capitulo intentaremos responder a la pregunta qué significa la multiplicididad ep
introducida en el capitulo anterior y cémo calcular esta magnitud en general. Histérica-
mente (cfr. [28]), la teoria moderna de multiplicidades comenzé con el estudio del compor-
tamiento asintético de las potencias de ideales: se presentaban las multiplicidades como
limites. Existen dos formulaciones diferentes: una por P. Samuel y otra por C. Lech. Se-
guiremos el primer enfoque.

3.1 Definicion y propiedades basicas

Existen diversas maneras de definir la multiplicidad algebraica de un punto base. En [§]
hay un informe detallado de todas ellas: tanto la de Serre como la de Hilbert-Samuel. La
herramienta basica elegida para entender estos conceptos es la multiplicidad de Hilbert-
Samuel de un ideal. Recordemos esta definicién y el contexto algebraico en el que se
enmarca. Seguiremos el desarrollo de [26]. Aunque el conexto general a describir admite
un anillo semilocal, nuestro interés durante este capitulo recaerd en el caso local. No
obstante, trataremos de dar una formulacién general para cada resultado cuando la misma
sea posible.

Definicién 3.1.1 Sea R un anillo conmutativo, semilocal y noetheriano (esto es, con un
nidmero finito de ideales mazimales), y sea J el ideal de Jacobson (i.e. la interseccion de
todos los ideales maximales de R). Sea I un ideal de definicién de R, esto es, un ideal I C J
tal que T = 3. En tal caso, R/I tiene longitud finita y, en general, R/I™ tiene longitud
finita para todo n € N. Mds aun, ambas condiciones son equivalentes. En particular, si
(R, M) es un anillo local, un ideal de definicion no es otra cosa que un ideal M-primario.

Sea M un R-mddulo finitamente generado. En tal caso, se define el modulo graduado
sobre I y el anillo graduado de R asociado a I:

gri(M) =@M/ 1" M; gri(R) =1/ I
n>0 n>0

Notemos que la seqgunda construccion resulta un caso particular de la primera, si conside-
ramos al anillo R como un R-mddulo a izquierda.
Definimos la funcién de Samuel de M con respecto a I como:

xif(n) = 1(M/I"TYM)  para todon € N,

donde l(_) es la funcion de longitud de un R-mddulo, i.e. la longitud de cualquier serie de
composicion del mddulo.
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Si miramos la construccién del anillo graduado, dada la cadena de ideales
mtcrc...cIcRr

sabemos que extendiendo cada subcadena I/ C I7, j =0, ..., n, obtendremos una serie
de composicién para el cociente R/I"™! de acuerdo con el Teorema de Jordan-Holder.
Notemos que cada extension de dicha subcadena da una serie de composiciéon para el
cociente I/ /1711, Por lo tanto, obtenemos la siguiente igualdad entre longitudes:

IR/ = U(R/T) + ...+ 11"/ ") . (3.1)

En el caso particular de tener I = 91 un ideal maximal del anillo de polinomios R =
klxi,...,zq4) con k algebraicamente cerrado, cada uno de los cocientes involucrados en la
expresién (3.1) adquiere una estructura de k = R/9M-espacio vectorial. Resulta ademas

R/t = @ omd jomitt (3.2)
j=1

ya que cada cociente 9 /M HL tiene como k-base los monomios de grado exactamente
§, mientras que R/9M"*! puede representarse como combinaciones lineales de monomios
de grado a lo sumo n. En particular, la dimension sobre k de cada uno de los cocientes
involucrados es finita, y, mas atin, la dimensién sobre k del cociente R/9" ! coincidird con
la suma de las dimensiones de los cocientes 2t/ /M7 1.

En el caso de un anillo arbitrario R y de un ideal I cualquiera, esta estructura de k-e.v.
para cada R/I’ no es para nada natural. Sin embargo, cuando R es un anillo de polinomios
(o en general, una k-algebra), tenemos una multiplicacién por elementos de k. Sumando
esto a la igualdad (3.2), nos induce a pensar si la longitud de cada cociente dado un ideal
I cualquiera coincidira con la dimension sobre k£ del mismo. Bajo ciertas condiciones, esta
igualdad sera cierta. Daremos un tratamiento completo a esto.

De la definicién anterior de funciéon de Samuel, se desprende lo siguiente. Atun en el
caso de partir de un anillo conmutativo y noetheriano pero no necesariamente semilocal,
es posible definir la funcién de Samuel, con valores en NU{oo}. Para cierto tipo de ideales
I, dicha funcién tomard sélo valores finitos. A modo de ejemplo, si R es un anillo de
polinomios con coeficientes en un cuerpo alg. cerrado e I es un ideal 0-dimensional, (i.e.
con finitos ceros), entonces la funcién de Samuel resultard finita (ver Lema 3.1.18).

Dado el anillo semilocal R y el ideal de definicién I, tenemos entonces definida la
funcién de Samuel

X&:N—>Ng n|—>l(M/In+1M).

Una de las propiedades que se puede analizar de la misma es su comportamiento asintético
con respecto a n. Es un hecho conocido que para valores grandes de n, esta funcién
es un polinomio racional, que manda Z en 7Z por construccién. Estas dos condiciones
equivalen a afirmar que el mismo polinomio debe escribirse con coeficientes enteros en
la base de binomios (7}), i < d. Por lo tanto, existe un polinomio PS};(X) en Q[X] tal
que PS(n) = xi(n) para n >> 0. Més atin, el grado de este polinomio es dim(M) :=

def
dim(R/Ann(M)) < dim(R) := d, y el mismo admite una escritura
d n
PSii(n) = e €L
ar(n) izoe <1> e €

Su “coeficiente principal” en la base usual de monomios n/ (7 = 0,...,d) es de la forma
e/d! con e = egq € Ny.
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Definicién 3.1.2 Se define e(I, M) = e = d! LCoeff(PS};) como la multiplicidad de
Hilbert-Samuel de M con respecto a I. Cuando el médulo M se sobreentienda por contexto,
notaremos simplemente dicha multiplicidad con e(I). En especial, consideraremos el caso
M =R.

Asimismo, cuando el anillo sea local y M = R, omitiremos la notacion del mazximal
M, definiendo e(R) := e(IM, R).

Observacién 3.1.3 Un hecho clarificador a remarcar es el siguiente. En caso de tener
M = R, el grado de PSy; I(n) es efectivamente d y por lo tanto el coeficiente e/d! es no
nulo. Sin embargo, para modulos generales, el polinomio puede tener grado menor a d. De
ahi el uso de las comillas en la expresion “coeficiente principal”.

Mads ain, se verifica:

e(I,M)>0 sidim(M)=d Y e(I, M)=0 sidim(M)<d.

Ejemplo 3.1.4 Tomemos un anillo local noetheriano (R,9) de dimensién d. Por defini-
cién, e(R) = e(IM, R) es, salvo factor 1/d!, el coeficiente principal de I[(R/9M"+1).

Afirmacién. En el caso M = R = k[z1,...,24)0, resulta M = MR y la longitud
Z(R/Dﬁn—i-lR) — (n;&l-d) )

Demostracién. En primer lugar, notemos que el cociente R/9M" ! R es isomorfo canéni-
camente a (k[z1,...,zq]/(21,. .., J:d)"ﬂ)%, ya que el cociente sobre el anillo localizado
es isomorfo a tomar cociente y luego localizar sobre la clase del maximal. Ahora bien,
k[z1,...,24]/(21,...,24)""" ya es un anillo local, pues el tinico maximal de este anillo es
Mo (un maximal del cociente se corresponde con un ideal maximal del anillo de polinomios
que contiene a 9)?8“, y la tdnica posibilidad para esto es tomar el mismo maximal ).
Por lo tanto, la localizacién no altera la estructura del anillo cociente. En consecuencia,
IR/ R) = l(k[z1,. .., zq)/ (1, ..., 2q)" D).

Calculemos la longitud del ultimo cociente. Es natural pensar al mismo como el conjun-
to de polinomios en k[x1, ..., z4]/{(x1,...,24)" " de grado menor que n+1. Para presentar
una cadena, via la correspondencia entre ideales del cociente e ideales de k[z1, ..., x4] que
contengan a 9)?6‘“, vamos a extender una cadena de n + 1 eslabones en el anillo de poli-
nomios, cuyos extremos son el ideal (9)"*! y la cadena My C (1). Dicha extensién, por
el Teorema de Jordan-Holder tendra la longitud deseada. Tomemos la cadena

(mo)n+1CJ1C...CJiC...CJ :imoCJnH:k:[xl,...,xd],

donde J; := (monomios de grado > (n + 1) — 7). Sabemos que cada subcadena J; C Ji;+1
se puede extender, en forma ascendente, agregando de a una vez un monomio adicional de
entre todos los monomios de grado n — ¢. Por construccién, esta subcadena serd maximal.
En consecuencia, cada extensiéon entre los ideales J; y J;11 estard formada por tantos
ideales como monomios de grado n—1 existan. Por lo tanto, la cadena extendida tendra una
extension maximal de #{monomios en d variables de grado < n} = ("jl'd). O

De este modo, la multiplicidad del maximal en este ejemplo es e(R) = 1. En forma
semejante, también se verifica el mismo resultado para un anillo R regular. |

La argumentaciéon utilizada para el ejemplo precedente se relaciona con un hecho méas
fuerte, que vincula la longitud del cociente con su dimensién sobre el cuerpo k, cuando el
mismo es alg. cerrado, o cuando el ideal I es monomial. Veremos esto en detalle.

Observacion 3.1.5 Notemos que se sigue de la definicion de multiplicidad que

n+1 |
(1. 1) = lim I(M/I"+10M) d!

n—00 nd

)

cuando la longitud es finita.
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Supongamos que (R, 1) es un anillo local noetheriano con ideal maximal 9. En este
caso, existen algunas formulas de suma utilidad para el calculo de multiplicidades de un
ideal M-primario Q. En todo lo que sigue asumiremos que M es un R-moédulo finitamente
generado (f.g.) y (R,9M) es anillo local, noetheriano. Citamos a continuacién, aunque sin
demostracién, algunos de los resultados estructurales mas relevantes sobre la teoria general
de multiplicidades.

Teorema 3.1.6 (Theorem 14.6, [26]) (Multiplicidades y sucesiones exactas)
Sea 0 — M' — M — M" — 0 una sucesién ezxacta de R-mddulos f.g.. Entonces,

e(Q,M) =e(Q,M') +e(Q,M").

Teorema 3.1.7 (Theorem 14.7, [26]) (Formula de Factorizacion)
Denotemos con {1, ..., P} al conjunto de ideales primos minimales de R, tales que
dim(R/P;) = d, y sea Q un ideal del anillo R. Entonces,

t
Q M - Ze QzaR/m’L (M‘BZ)7
i=1

donde Q; indica la imagen de Q en R/P; y l(Mg,) es la longitud de Ms, visto como
R, -mddulo.

Teorema 3.1.8 (Theorem 14.6, [26])
Sea (R,9M) un dominio integro noetheriano y local, Q un ideal de definicion de R (es
decir, M-primario) y M un R-mddulo f.g.. Entonces:

e(Q,M)=e(Q,R)s, donde s=rango(M).

Teorema 3.1.9 (Theorem 14.12, [26]) (Lema de Lech)

Sea (R,9M) un anillo local Noetheriano de dimension d, y x1,...,xq un sistema de
pardmetros de R (es decir, un conjunto de d elementos x1,...,xq tal que R/(x1,...,xq)
tiene longitud finita como R-mddulo; equivalemente, si R/(x1,...,xq) tiene dimension
cero) . Sea Q = (x1,...,2q) y supongamos que M es un R-mddulo finitamente generado.
En tal caso:

WM/ (P b M
min(v;)—o0 vi---lq
Observemos que el cardinal del sistema de pardmetros coincide con la dimension del anillo
local.

El anterior resultado es relevante en el siguiente sentido. Sabemos que para calcular
la multiplicidad del ideal Q = (x1,...,z4), debemos considerar la longitud (M /Q"M).
Pero la descripcién de los generadores de Q™ no suele ser agradable. Sin embargo, es
posible considerar en lugar de éste al ideal O definido por potencias de los generadores,
ie. Q= (1", ...,zl"), modificando el valor por el cociente por vy - - - v4. En particular si
tomamos todos los v; iguales resulta:

Corolario 3.1.10 Sea (R,9M) un anillo local Noetheriano de dimension d. Sea Q ideal
generado por un sistema de pardmetros {x1,...,xq} y M un R-mddulo f.g.. Entonces,

¢(O, M) = lim M/, ... xq)M) .

V—00 1/d
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Teorema 3.1.11 (Theorem 3, pag 74 [25]) Sean (R,M) un anillo local y Q un ideal
M-primario de R. En tal caso resulta,

e(Q,R) < dimR! e(M, R)I(R/Q) (3.3)

En particular, si R = k[z1,...,24]p es un anillo de polinomios localizado en el mazimal
asociado al punto P, R resulta un anillo local y reqular, de dimension d. Si Q) tiene como
unico cero al punto P, resulta

e(Q,R) < dl e(Mp,R)I(R/Q).

Ejemplo 3.1.12 Veamos, a modo ilustrativo, el caso de un ideal 9-primario Q que sea
una interseccién completa (para su definicién, referimos a la Seccién § 3.2). Si R es regular,
e(M, R) =1 (Ejemplo 3.1.4) y, como veremos en la siguiente seccién, e(Q, R) = [(R/Q).
Por lo tanto, se verifica el Teorema, ya que:

I(R/Q)=¢e(R,Q) <cl*x1xl(R/Q)=cle(M R)I(R/Q).

En los enunciados anteriores se describieron las generalidades sobre multiplicidades. En
nuestro caso, tenemos como anillo natural al anillo de polinomios R = C|x1, ..., z,,]. Como
hemos mencionado ya, necesitamos un anillo local (o al menos semilocal, ver Capitulo 5)
y noetheriano. Por lo tanto, debemos localizar R en cada punto base P € Z =V (I), I =
(fo,- -+, fm): es decir, localizar R en el maximal asociado a cada punto P. En consecuencia,
tomaremos R := Rp, lo que da dim(R) = m. Consideraremos como médulo f.g. M = R.
Como el anillo es local, J = 9Mp, que denota el inico ideal maximal de C|x1, ..., x| que
se anula en P. El candidato a ideal de definicién serd Ip. Para ello, necesitamos probar
que Ip = J = Mp. Pero esto es consecuencia directa del Nullstellensatz. En efecto, como
I'=(fo,.--, fm), al eliminar los factores que no se anulan en P, resulta Ip = ( f(], o fm)
(donde los f; € R) y V(fo,-- -, fm) = {P} o equivalentemente, Radr ({fo, ..., fm)) =M
en R. Por lo tanto, al localizar en P se verifica la igualdad deseada.

Teniendo todos los elementos necesarios, definimos en este caso:

ep =e(Ip,Rp) .

Cabe aclarar que en nuestro caso, combinando técnicas de cambio de base y afinizacién,
podremos trabajar con una variable menos y un dnico punto: el origen.

En la mayor parte de las referencias bibliograficas, la construccién de la multiplicidad
se hace siguiendo la idea de Samuel, como hemos elegido también nosotros, definiendo
la multiplicidad a partir de la longitud de un médulo. Como hemos visto ya, cuando el
moédulo M es una k-algebra afin (i.e. cociente del anillo de polinomios), con k algebraica-
mente cerrado, y bajo ciertas condiciones sobre I, es posible caracterizar dicha longitud en
términos de la dimensién como k espacio vectorial del cociente. La importancia de partir
de una k-algebra radica en que ya tenemos de antemano la estructura de multiplicacion
por elementos de k. Este hecho sera clave.

Presentamos entonces dicha caracterizacion.

Lema 3.1.13 Sea I un ideal M-primario del anillo del polinomios R = k[z1,...,x4], con
k algebraicamente cerrado. En tal caso, la longitud de R/I es finita y ademds

I(R/I) = dimy(R/I) .
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Demostracion. En primer lugar, notemos que por el Nullstellensatz, todo ideal maximal
es de la forma Mp = (x1 —p1,...,24— pg) (maximal asociado al punto P = (p1,...,pq) €
kd). Ademids, todo cociente de R por un maximal 9T es isomorfo a k.

Dado que I es un ideal 9-primario, I[(R/I"*!) resulta finita para todo n € N. Esto se
desprende de 9° C I para algin s € N, lo que dice [(R/9®) > [(R/I). Como, de acuerdo
con el Ejemplo 3.1.4, la primer longitud es finita, el resultado sigue trivialmente.

Ahora bien, sea [(R/I) = r = longitud de una serie de composicién de R = longitud
de una cadena maximal de R-submédulos (es decir de ideales) de R que contienen a I.
Tomemos una serie de composicién

Ip=IchLc..cl,=R.

Afirmacién. Cada cociente I;11/1; es isomorfo a R/9M ~ k.

Demostracién. Sea f; € I;y1 ~ I;. Sabemos que I;11 = I; + R(f), por ser simple el
cociente. Consideremos el morfismo:

o: R—Iin/Ii p(9)=gf=3gf.

Por ser ¢ no nulo (f # 0), ¢ resulta un epimorfismo. Ademds, J = ker (i) verifica R/J ~
I;+1/1;, por lo cual, J es un ideal maximal de R. En consecuencia, I;11/I; ~ k, como
queriamos.

En conclusién: I;11 = I; + k(f;). O

De acuerdo con la afirmaciéon anterior, el largo de una cadena maximal coincide con
la dimensién de R/I sobre k. En efecto, el hecho de que el cociente sea k quiere decir que
para cada i existe un elemento f; tal que I; + kf; = I;11, o sea: todo elemento de ;11 se
escribe como uno de I; mas un elemento de k por f;. Como cada ideal I; contiene a I, el
conjunto de las clases médulo I de los elementos f;, i = 0,...,r — 1, forma una base de
R/I sobre k y por lo tanto, dimg(R/I) =r = (R/I). ! O

Observacién 3.1.14 Veamos que st el cuerpo no es algebraicamente cerrado, el enun-
ciado anterior no es necesariamente cierto. Por ejemplo, tomemos k = R, R = Rlz] e
I = (22 +1). Afirmamos:

1. Elideal I = (x? 4+ 1) es mazimal en R[z], luego primo.

2. Sea A el anillo local Rlz]; (i.e. localizado en I) y M = IR[z]; su ideal mazimal.
Entonces el cuerpo residual k = A/9M es isomorfo a C y, por tanto, tiene dimension
real = 2.

3. La longitud de A/ es igual a 1, lo que coincide con la dimension de A/ sobre C
pero no con su dimension sobre R.

Demostracion.

1. La primera afirmacion es clara. El polinomio f = x> +1 es irreducible, con dos ceros
complejos conjugados. Cualquier polinomio con coeficientes reales serd multiplo de
f, o coprimo con €l. De este modo, el ideal que genera f serd mazximal. Notemos
ademds, que visto en Clz], f es reducible y por tanto, I no es mazimal.

1Otra posible demostracién es por longitud en el largo de una serie de composicién, considerando el caso
I D I y la serie de conposicién entre I; y R como una serie de composicién de R/I1, que tiene longitud
uno menos. En este caso, verificar la propiedad 1.i. sobre los f; es trivial.
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2. Sabemos que R[x|/I es isomorfo a C como anillos, via el morfismo que manda 1 — 1
y T +— i (dicho morfismo también es de R-e.v.). Ahora bien, sabemos que R/I tiene
como tnico mazimal al ideal (0). Por lo tanto el cociente ya es un anillo local. Por
lo tanto, el proceso de localizacion no altera al mismo. Como localizar el cociente
es isomorfo a tomar el cociente por el ideal localizado, entonces A/ es también

isomorfo a C. Como son también isomorfos como R-e.v., dimg(A/M) = 2.

3. Por dltimo, veamos que la longitud es 1: si J es un ideal R[x] que contiene a I =
(2 + 1) , entonces es todo R[z], por mazimalidad. Luego la cadena en el cociente
es (0) C R[z]/I. Localizando la cadena en I se obtiene una cadena mazimal de 2
eslabones para A/IMM. Por lo tanto, la longitud es 1.

a

Por lo tanto, si el cuerpo es cualquiera, en general la longitud no coincide con la
dimension sobre k.

Si tomdramos en el ejemplo anterior el cociente R/I, entonces [(R/I) =1 y sin em-
bargo dimg (R/I) = 2. Por lo tanto, el enunciado del lema anterior falla tanto en el caso
global como en el local.

En forma similar a lo hecho para ideales 9t-primarios, si el ideal es 0-dimensional,
también vale el resultado. Es decir:

Proposiciéon 3.1.15 Sea I un ideal 0-dimensional del anillo del polinomios R =
klxi,...,z4), con k algebraicamente cerrado. En tal caso, la longitud de R/I es finita

y ademds
I(R/I) = dimg(R/I) .

Demostracién. La finitud de la longitud se sigue de R/I anillo semilocal (tiene tantos
maximales como elementos hay en V(I)). Ahora bien, una cadena maximal en R/I se
corresponde con una cadena maximal Ip = I C Iy C ... C 9 C R. Al igual que en el
Lema 3.1.13 (via el mismo morfismo ¢), I;11/1; seré isomorfo a R/9p para algin P € k.
Por ser k alg. cerrado, R/9Mp ~ k, con lo cual se obtiene el resultado. O

Veamos ahora que en el caso de ideales monomiales, el cuerpo k puede ser arbitrario.
Para esto, necesitamos otra caracterizacién de la dimensién sobre k de R/I, donde R es
un anillo de polinomios e I es un ideal O-dimensional.

Lema 3.1.16 Dado < orden monomial en R, se verifica:
dimg(R/I) = #{monomios z“ ¢ in-(I)} .

Mads atun, podemos interpretar canonicamente a dicho conjunto como incluido en el pri-
mer octante y determinado por la “escalerita” debajo de los exponentes de los monomios
pertenecientes al ideal inicial in<(I).

Con esto, tenemos una caracterizacion directa de la longitud en términos de la dimensién
de R/I sobre el cuerpo cociente k.

Proposicién 3.1.17 Sea k un cuerpo arbitrario, R = k[z1,...,x4] e I un ideal monomial
propio que es ademds 0-dimensional. En tal caso, I((R/I) = dimg(R/I).

Demostracién. Si el ideal es monomial, y 0-dimensional, sabemos que contiene un poli-
nomio f; no nulo en cada variable x;. Por otro lado, como es propio, dicho polinomio es
de grado al menos 1. Por ser monomial, el monomio de cabeza de f; estara en el ideal
I. De este modo, el tinico cero de I sera el origen. Por lo tanto, I serd 9p-primario. En
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consecuencia, una cadena maximal provendra de completar la cadena I C My a una ma-
ximal (de acuerdo con Jordan-Hoélder) ya que la longitud de R/I es finita (I es un ideal
9My-primario y por tanto, R/I = (R/I)om, = Ron,/Iom,, que tiene longitud finita).

Ahora bien, tomando el ideal inicial de I respecto a cualquier orden monomial fijo >,
la dimensién del cociente es la cantidad de monomios debajo de la “escalerita”. Vamos a
proceder en forma similar a lo hecho en el Ejemplo 3.1.4. Si podemos agregar un monomio
por cada elemento de la cadena, estamos hechos. En efecto, ordenemos los monomios
debajo de la escalerita siguiendo el orden monomial fijado, digamos % > x%2 > ... >
x® = 1. El ideal Iy = I 4+ (') contiene estrictamente a I porque z®! no pertenece a I.
En este caso, I; también es monomial. Ahora, la escalerita dada por I; se deberia obtener
agregando el monomio ™ a la escalera original. Como dicho monomio es el maximo de
entre los monomios fuera de I, entonces, al tomar la nueva escalera, no se tacha ningin
monomio fuera de in, (I) a priori, aparte de x®* (pues z! | 2% implica z > x®!). Notemos
que se usa fuertemente la condicién monomial para I. En consecuencia, tenemos el cociente
R/I; con dimensién uno menos y un monomio menos en la escalera. Por induccién (I3
es monomial y 0-dimensional) y usando el Lema 3.1.16 resulta I(R/I;) = dimg(R/I;) =
dimy(R/I) — 1. Si probamos que I(R/I;) = I[(R/I) — 1, estamos hechos.

Veamos entonces esto ultimo. Sea J un ideal tal que I ¢ J C I;. Como I, I; son
monomiales, todo polinomio f € J tiene sus monomios en I;. Por lo tanto, los monomios
de f no pueden ser 2 con k > 1: viven en I o en (z®'). Si para todo f € J los monomios
viven en I, entonces J = I. En caso contrario, existe un polinomio f € J con un monomio
igual a az® (a # 0), es decir (f —ax®) € I C J. Por lo tanto, como a # 0, resulta
x* € Jy J = I;. Ahora bien, como toda cadena en R/I se extiende a una maximal
(via el Teorema de Jordan-Hoélder), resulta que I C I se extiende pero dejando intacta la
subcadena I C Iy. Luego, [(R/I) =l(R/I1) + 1, como queriamos probar.

En resumen: la cadena maximal de ideales se obtiene agregando un monomio debajo
de la escalerita de cada ideal precedente, en forma decreciente con el orden. Por ejemplo
I, = I1 + (z*2) = I+ (x®,2%?). En general, para j = 1,...,r, los ideales a considerar
seran [; = I + (x, ..., 2%). O

Como hemos visto, para el caso de un ideal 0-dimensional en el anillo de polinomios
con k = k, la longitud puede calcularse en términos de una dimensién sobre el cuerpo k. De
acuerdo con la definicién de multiplicidad para un punto base P, trabajaremos a menudo
con el anillo de polinomios localizado en el maximal 9 p. Es por esto que necesitamos una
caracterizacién similar a la del Lema 3.1.13, pero para el anillo localizado. Supondremos
sin pérdida de generalidad (s.p.g.) que el punto P es el origen.

Lema 3.1.18 Sea I ideal My-primario del anillo del polinomios, con k algebraicamente
cerrado. Consideremos dicho ideal en el anillo de polinomios localizado en el origen R =
klz1,...,zd)om,, digamos J = Igy, := I R. En tal caso, la longitud de R/J es finita y
ademds

l(R/J) = dlmk(R/J) = dimk(k‘[wl,...,xd]/l) .

Demostracién. Por ser 91-primario, I estd contenido sélo en el maximal 9. De esta
manera, k[z1,...,24]/] ya es un anillo local. Por lo tanto, R/J =~ k[z1,...,x4]/] y sus
longitudes como médulos sobre el anillo de polinomios coinciden.

Ahora bien, R/.J adquiere naturalmente una estructura de R-médulo via (f/t)-(h/g) =
(fh)/(tg), con f,t € k[x1,...,zq4], (gt)(0) # 0 que coincide con la estructura heredada
de R. En particular, la longitudes de R/J como R-mddulo y como k[x1,...,z4-médulo
coinciden. En particular, esto permitird probar que {(R/J) es finita.

Por el resultado del Lema 3.1.13, [(R/J) = l(k[z1,...,zq]/I) = dimg(k[z1, ..., z4]/]),

lo cual termina de probar el enunciado. O
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En el caso de un ideal 0-dimensional del anillo de polinomios k[z1,...,x4], con k alg.
cerrado, tenemos la descomposicion primaria:

1= m Qp Qp ideal M p-primario .

De esta manera, el cociente R/I es de longitud finita (por Proposicién 3.1.15) y

(R/I) = dimy(R/T) = ) dimi(R/Qp),

PeV(I)

donde la ultima igualdad es un resultado bésico de la teoria de ideales O-dimensionales
(Corollary 2.5, pag. 142, [9]).

Corolario 3.1.19 Sea I ideal del anillo del polinomios con k algebraicamente cerrado, tal
que 0 € V(I). Consideremos dicho ideal en el anillo de polinomios localizado en el origen
R = k[z1,...,z4)om,, digamos J = I R. En tal caso, la longitud de R/J es finita y ademds

Demostracién. Si I no es 0-dimensional, el resultado es claro. Si lo es, entonces I =
JNk[z1,...,2q] DI es My-primario y vale

I(R/IR) = I(R/J) = dimy(R/J) = dimy(R/IR) < dimy(k[z1, ..., z4/I) .
O

Al analizar la longitud de un cociente del anillo de polinomios localizado en el origen,
tenemos una herramienta muy fuerte para realizar nuestros calculos: las bases standard

(cfr. [21]).

Proposicién 3.1.20 (Corollary 4.5, pag. 169, [9]) Sea I un ideal en el anillo local
R = k[z1,...,x4)lm,, < un orden local y supongamos que dim(R/in<(I)) es finito. Enton-
ces

dim(R/I) = dim(R/in<(I)) .

A partir de esto, obtenemos una igualdad entre las longitudes de dichos cocientes que
serd sumamente util. Se usara con frecuencia hacia el final del presente capitulo.

Corolario 3.1.21 Dados J C R = k[x1,...,z4)o ideal My-primario, con k alg. cerrado y
un orden local <, se tiene

U(R/J) = I(Rfin<(J)),
considerando la longitud de cada cociente como R-mddulo.

Demostracion. Sabemos que J es O-dimensional, por ser 9p-primario. En particular, .J
contiene un monomio en cada variable, digamos z;*, con a; > 0 (ya que el origen es el tinico
cero de J). En particular, esto dice que su inicial también contiene a la misma potencia
z}*. Por lo tanto, el inicial también resulta Mg-primario y 0-dimensional (la regién debajo
de la “escalera” contiene finitos monomios, que seran un sistema de generadores sobre k
del cociente). En consecuencia, por el Lema 3.1.18 aplicado a los ideales J e in(J):

W(R/in<(J])) = dimg(R/in<(J)) = dimy(R/I) = I(R/I) ,
donde la segunda igualdad es valida por la Proposicion 3.1.20, producto de la construccién
de bases standard. O

En particular, resulta [((R/J") = I(R/in<(J")) < I(R/in<(J)"), donde ademds se
verifica una desigualdad estricta en general. En consecuencia, las multiplicidades del ideal
J y de su inicial in<(J) no tiene por qué coincidir. Hacia el final del presente capitulo,
relacionamos ambas magnitudes.
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3.2 Reduccion al caso de interseccién completa local

En la presente seccién analizaremos el caso de interseccién completa local. Antes de pro-
ceder, explicamos el contexto geométrico en el cual se enmarca el mismo.

Definiciéon 3.2.1 Un anillo R es una interseccion completa si existe un anillo reqular S
y una sucesion reqular x1,...,x; € S tal que R ~ S/(x1,...,x). Notar que no necesaria-
mente t = dim(S), aunque siempre se tiene t < dim(S5).

Esta es una definicién abstracta de interseccion completa. Sabemos que un anillo de poli-
nomios R = k[z1,...,x4] es regular. Por lo tanto, un cociente de dicho anillo por un ideal
generado por una sucesién regular es una interseccién completa. Esta es la situacién que
queremos explotar.

Maés en general, sea C' = V(I) C k™ (k alg. cerrado) una variedad algebraica afin. Es
un hecho conocido que la cantidad de generadores de I verifica:

#gen(C) > codim(C) = altura([]) .

Sea codim(C') = ¢. En caso de estar I generado por una sucesion regular, C' serd intersec-
cién de ¢ hipersuperficies (I = (g1, ..., ge))-

Tomemos k alg. cerrado y una sucesién regular hy,...,h. en R = k[x1,...,z4]. Si
el ideal que generan es O-dimensional, entonces necesariamente ¢ = d (por Teorema de
Ideales Principales de Krull). Veremos en el Corolario 3.2.9 que, bajo tales condiciones, se
verifica

6([,]{[1’1, N ,.%'d]) = dlmk(k)[[]}h ce ,I‘d]/[) .

En nuestro caso, tenemos un ideal homogéneo en m variables generado por m + 1 polino-
mios f;, que da lugar a una variedad proyectiva en P™. Si tenemos un punto P € V(I),
podemos considerar un abierto alrededor de P isomorfo a C™, via afinizacién con respecto
a una coordenada. En tal caso, el ideal afinizado I estd dado por m + 1 polinomios en
m — 1 variables. Si podemos dar al mismo a través de m — 1 generadores que conforman
una sucesion regular, tendremos una interseccion completa local y podremos calcular la
multiplicidad a través de la dimensién del cociente por el ideal I.

A modo de ejemplo, miremos el anillo C[u, s, t]. Cuando los puntos base P conforman
una interseccién completa local, el ideal I = (a, b, ¢, d) admite dos generadores en el anillo
localizado en P y afinizado, y ep resulta simplemente la dimensién del cociente localizado,
como demostraremos en el Corolario 3.2.9. De acuerdo con la Proposicién 3.1.20, esta
dimension se calcula a partir de una base standard con respecto a un orden local. Tenemos,
entonces, un céalculo algoritmico: dado un orden local <, basta con contar el ntimero de
monomios fuera de in<(I); ésa sera la dimensién (ver Lema 3.1.16). A continuacién, veamos
como funciona esto en un caso particular, que serd analizado mas tarde con otras técnicas.
El problema fundamental consiste en saber si tenemos o no una sucesién regular generadora
del ideal afinizado.

En nuestro caso particular, el cdlculo de las multiplicidades es més directo y no es
necesario calcular una base standard. De acuerdo con [18], Capitulo 3, uno de los axiomas
que debe cumplir la multiplicidad definida, que coincide con la definiciéon que damos en
este trabajo, es el siguiente: si {f, g} es una sucesién regular en el anillo de polinomios en
dos variables, {f?, g®} también es una sucesién regular y se verifica

e((f*,g") = dimg(k[z,y]/(f*,¢")) = ab dimg(k[z,y]/(f.g)) = ab e({f.g)) -

En nuestra situacién, f, g son producto de formas lineales en 2 variables (ya que hemos
afinizado respecto de una variable). Més atin, f y g no pueden compartir ninguna de dichas
formas si conforman una sucesién regular: cada par debe tener como cero comun sélo al
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origen. Concretamente, si f = l1---l, y g = Ly ---L; (las formas lineales se repiten de
acuerdo a su multiplicidad) que verifican que (I; = L; = 0) = {(0,0)} para todo par (i, j)
entonces:
c((f.g) =Y ellliL))=rt.
1<:<r =1
1<j<t

Por lo tanto, la multiplicidad de cada punto base es simplemente el producto de la cantidad
de formas lineales que aparecen en cada polinomio, contadas con multiplicidad.

Ejemplo 3.2.2 [Ejemplo 2.2.2 revisitado] Consideremos la matriz:

2 2 1

-1 0 -1

B:= 0 -1 0
-1 -1 0

Por cuestiones que se desarrollaran en el Capitulo 4, sabemos que la parametrizacién es
genéricamente 1-1, i.e. deg(yp) = 1.
Esta matriz B nos genera los siguientes polinomios:

a::l%*lg ; b::l%*lg oci=lixlgxly 3 di=loxlgxly.

En este caso, D = 3 y tenemos los puntos base Py 1= (—=2:1:2); P,3:=(1:0:—-1);
P31 :=(1:0:-2)y Py :=(—1:1:0). Localizando el ideal I = (a,b,c,d) en cada P, ;
nos da como resultado:

IP2,1 = <l1712> ) IP2,3 = <l27l3> ; IP3,1 = <l%7l3> ; IP4,1 = <l%7l4>‘

Es claro que cada ideal localizado es una intersecciéon completa, ya que basta considerar

a cada par de formas involucradas en cada localizacién como las variables del anillo de

polinomios. De acuerdo con lo visto previo al ejemplo, afinizando con respecto a una

variable conveniente en cada ideal, tenemos e(p, ;) = 1;€ep,5) =15 €py,) =2y €p, ) = 2.
Si aplicamos el Teorema 2.1.2, obtenemos:

D*=9=degS*1+(1+2+1+2) =degS degyp+ » ep,
PeZ

con lo cual, deg S = 3.

Ahora, tratemos de calcular alguna ecuacién implicita para .S, y notemos a la misma
con f. De acuerdo con la formula del Teorema 2.1.2, deberiamos obtener deg f = deg S = 3.
Sabemos que usando técnicas provenientes de las bases de Grobner, indicadas en la Seccién
§2.1.1, podemos calcular f. Mediante el programa SINGULAR obtenemos:

fr=yl i yo*ys+y1 xy2+ Y2 x5 ,

que verifica nuestra prediccion para deg.S, corroborando en consecuencia la Férmula de
Grado.
D*=9=3x1+(1+2+1+2)=degS degthp+ » ep.
pPez
Observemos que la ecuacién f para la hipersuperficie S ya fue calculada en el Ejem-
plo 2.2.2, Seccién §2.2.2 a partir de una deshomogeneizacién del discriminante A 4. |

Nuestro préximo objetivo consiste en aprovechar la simpleza del cédlculo de la mul-
tiplicidad en el caso de interseccién completa, y describir un modo de reduccién del ca-
so general a esta situacion mas sencilla. Recordemos que vamos a trabajar con ideales
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0-dimensionales, ya que en este caso la multiplicidad es finita. La herramienta crucial
estard dada por los llamados ideales de reduccién, de los cuales resumimos algunas propie-
dades. Si dado I C k[z1,...,zq4] (k alg. cerrado) de dimensién cero, encontramos un ideal
J C I 0-dimensional, que sea una interseccién completa, entonces tendremos una forma
de calcular e(I), ya que resultard e(I) = dimy (R/J) (ver Corolario 3.2.9).

La pregunta que surge entonces es como construir un tal ideal J. Afortunadamente,
tenemos un modo genérico de hacerlo. Si I C R = k[z1,...,24-1] es un ideal de dimensién
cero, para constantes genéricas, d — 1 combinaciones lineales de un sistema finito de ge-
neradores del ideal I generan un ideal J que es una interseccién completa 0-dimensional.
En efecto, dichas combinaciones lineales genéricas conformardn una sucesion regular de
tamano d — 1 = dim(R) (cfr. Teorema 3.2.7).

En lo que sigue, daremos una justificacién para ambos resultados. Introducimos a
continuacién dos nociones para ideales, la primera de las cuales hemos dado ya, pero en
el contexto de anillos (cfr. Definicién 3.1.1). Las mismas nos ayudardn a resolver nuestro
problema de reduccion al caso de interseccion completa. Por otro lado, ambas estardn muy
vinculadas entre si, como veremos en el Lema 3.2.6.

Definicién 3.2.3 Sea (R, M) un anillo local noetheriano y M # 0 un R-mddulo f.g.. Un
ideal de definicién de M es un ideal I C M tal que M"M C IM para algin n € N. En
caso de sobreentenderse el mddulo M, lo omitiremos.

De acuerdo con [28], la denominacién “ideal de definicién” tiene un origen topoldgico.
En ciertas ocasiones, es conveniente mirar al anillo R como un espacio topolégico, cuya
base de entornos del cero estd dada por las potencias del maximal 9t (en el caso de un
anillo semilocal, por las potencias del radical de Jacobson). Esta topologia suele llamarse
“natural”. Si, por otro lado, tomamos cualquier ideal B podemos considerar la topologia
generada en el cero por potencias de dicho ideal. Esta topologia originada a partir de B
serd la misma que la topologia natural si y sélo si B es un ideal de definicién. Es decir, B
es un ideal que define la topologia natural de R.

Definicién 3.2.4 (Definition 4.6.4, [1]) Sea R un anillo local noetheriano, I un ideal
propio y M un R-mddulo f.g.. Un ideal J C I se dice un ideal de reduccién de I con
respecto al médulo M si JI"M = It M para algin n >> 0.

Observacién 3.2.5 Notemos que, dada la conmutatividad del anillo R, esta definicion
de ideal de reduccion equivale a pedir que exista un ng = no(y) tal que para todo n > ng
se cumpla JI"M = I"T1M.

El caso interesante a estudiar es el de existencia de un ideal de reducciéon de I que
sea propio (i.e. J C I), ya que I resulta siempre un ideal de reduccién de si mismo. Bajo
hipétesis generales, es posible probar la existencia de reducciones propias. Este hecho es
el que deseamos explotar.

Como corolario inmediato de las definiciones dadas, se tiene:

Lema 3.2.6 (Lemma 4.6.5, [1]) Sea (R,9) un anillo local noetheriano, M un R-
modulo f.g., I un ideal de definicion de M y J un ideal de reduccion de I con respecto a
M. Entonces, J es un ideal de definicion de M ye(J,M)=e(I,M).

Demostracién. Vemos primero que J es un ideal de definicién de M. Por definicién de
ideal de reduccién, sabemos que existe n >> 0 tal que I"t'M = JI"M C JM. Ademss,
existe r >> 0 tal que 9" M C IM. Si tomamos s suficientemente grande (digamos s =
r % (n+ 1)) y aplicamos la inclusién anterior (n + 1) veces, resulta de la conmutatividad
de R,

MM = (") M c "M c M .
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Esto prueba que J es un ideal de definicién de M.

Ahora, explotemos la inclusion J C I y la definiciéon de ideal de reduccién aplicada a
J. Consideremos r >> 0y n > ng = no(J)- Por ser J ideal de reduccién de I con respecto
a M, tenemos aplicando sucesivamente la definicién (alternativamente, via un argumento
inductivo),

I(T‘-‘rn)-i-lM — JI(T+n)M — J(I(T—l-‘rn)-i-lM) — J(JI(T‘—l-‘rn)M) — J2I(T—1+n)M = ... =
=J NI MY =J"T"M c JM .

En consecuencia, resulta I"T"1M c J"M C I"M. Con esto,
M/ PN > (M) JTM) > 1(MTTM) (3.4)

para todo r >> 0 y n > ng fijo. Ahora bien, sabemos que las tres expresiones son polino-
mios en r+n, r—1y r—1, respectivamente. Vistos como polinomios en r, los “coeficientes
principales” no se modifican y toman valores, médulo cociente por un factorial adecuado
(dim(R)!), e(I, M), e(J, M) y e(I, M), respectivamente. Dado que los tres polinomios son
de igual grado d = dim(M), la relacién de orden entre ellos dada por la inecuacién (3.4)
se traslada a los coeficientes. Por lo tanto,

e(I, M) >e(J,M)>e(I,M),

lo que da la igualdad entre las multiplicidades de J y de I. O

A partir de la definicién, la existencia de ideales de reduccién no es, en principio, evi-
dente. Un caso particular de dicha existencia consiste en encontrar J un ideal de reduccién
minimal, es decir, un ideal de reduccién de I que no admita ninguna reduccién propia.
Northcott y Rees ([29]) probaron la existencia de reducciones minimales para ideales pro-
pios de R. Més ain, en caso de ser k = R/ un cuerpo infinito, se tiene una caracterizacion
completa de un ideal de reduccién minimal en términos del ideal I: si dim(I) = 0, existe
un ideal de reduccién generado por un sistema de pardametros (cfr. Remark 4.6.9, [1]).

Pese a tener suma importancia los resultados mencionados hasta el momento, los mis-
mos carecen de algo fundamental: naturaleza algoritmica. No obstante, existe un teorema
muy fuerte, que enunciamos a continuacién aunque sin demostracién, que da un gran paso
en este sentido: provee de un algoritmo probabilistico para calcular un ideal de reduc-
cién a partir de generadores de un ideal I de dimensién cero. En efecto, bastara tomar
d = dim(R) combinaciones lineales genéricas de un sistema finito de generadores del ideal
I, para obtener un ideal de reducciéon de I generado por una sucesién regular de longi-
tud d. De esta manera, conseguimos una interseccién completa incluida en I y de igual
multiplicidad (por el Lema 3.2.6).

Teorema 3.2.7 (Theorem 14.14, [26]) Sea (R,9M) un anillo local noetheriano de di-

mension d, con cuerpo cociente k = R/ infinito. Sea I = (z1,...,x5) un ideal M-
S

primario de R. Entonces, si y; = E a;jxj son d combinaciones lineales suficientemente

j=1

genéricas de x1,...,xs, el ideal J = (y1,...,yq) es un ideal de reduccion de I y, ademds,
Y1, - .-, Yq resulta un sistema de pardmetros de R.

Demostracién. Ver Theorem 14.14, pag. 112 [26]. O

A continuacién, enunciamos el principal resultado para ideales que conforman una
interseccién completa.
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Teorema 3.2.8 (Theorem 14.11, pag. 109, [26]) Sea (R,0M) un anillo local noethe-

riano de dimension d. Sea M wun R-mddulo f.g. y sea Q = (x1,...,x4) generado por
un sistema de pardmetros. Tomemos los cocientes R = R/(x1), M' = M/{x1)M y
d
Q' =Q/(x1)R= > x;R'. Si x1 no es un divisor de cero en M, resulta
i=2

e(Q, M) =e(Q M.

Demostracién. Seguiremos de cerca la argumentacién de [26]. En primer lugar, observe-
mos que por los Teoremas de Isomorfismos, se verifica

M / Qn—i—l M
(<x1> + Qn+1)M/QTL+1M

M'JQ" M = M/((w1) + Q"M ~
y
({z1) + Q) M/ Q"M o (1) M/((x1)M N Q" M) .
Ademss, por definicién del transportador, y por la inclusién Q"M C (Q"MM : x1),
tenemos:
M/Q"M
(QMHIM : x1)/ Q"M

(x) )M /()M N Q" M) ~ M/(Q" M : 2;) ~
Usando la exactitud de la funcién longitud, resulta:

UM/ QM) — 1M/ QT M) = U(((w1) + Q") M/ QM) =
= 1((z))M/{x)M N Q" M) = 1(M/(Q"™M : 1)) = I(M/Q"M)—
— Q"M = x1)/Q" M), (3.5)
con lo cual,
UM QMY = 1((QV T M« 21)/ Q™M) + {I(M/ Q™ M) — I(M/Q"M)} . (3.6)

Observemos que para valores n >> 0, [(M/Q" M) — I[(M/Q"M) es un polinomio de
grado a lo sumo d — 1 = dim(R) — 1 = dim(R’), por ser (x1,...,x4) un sistema de
pardmetros de R (ver Theorem 14.1, pag 105, [26]).

Tomemos el ideal I = (z2,...,24) C R. Por construccién Q = (z1)R + I y, por ende,
Ot = (21)Q" + I"*1. De esta manera, el transportador verifica

(Q"TIM @ 2) = (((21) Q" + I"™HM : 21) = Q"M + (I M : 1) . (3.7)

Ahora bien, de acuerdo con el Teorema de Artin-Rees, existe ¢ € N tal que para cualquier
n > c se verifica I""LM N (x1)M = " ¢(I°T1M N (z1)M).

Afirmacién. Como z1 no es divisor de cero en M, resulta (I""1M : 1) C I""°M.

Demostracién. Tomemos m € (I"T1M : x1). Por definicién, xym € I""*M N (x1)M =
"I M N (x1) M) C I"¢{x1) M. Luego, existe m’ € I"°M tal que zym = z1m’.
Como z1 no es divisor de cero en M, se sigue m =m' € I""°M. O

De este modo, usando (3.7) y la reciente afirmacién, se cumple

(Q"MM 1 21)/Q"M = (Q"M + (I""'M : 21))/Q"M C (Q"M +I""°M)/Q"M ~
~ ["CM/(I" M N Q"M) .

Sumando esto a la ecuacién (3.6), se cumple:

WM Q™M) < 1(ICMJ(I"CM N QM) . (3.8)
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Miremos més de cerca el cociente I" "M /(I"~°M N Q"M). Dado que I"~¢ C Q"™ ¢,
el mismo tiene una estructura de médulo sobre el anillo R/Q°¢. Como I esté generado por
d—1 elementos, cada uno de los ideales I™~¢ esta generado por (”_gfg_Q) elementos (todos

los posibles productos de n — ¢ elementos elegidos entre los d — 1 generadores de I).

Afirmacién. Si n > ¢y s es el numero de generadores de M (M es f.g. por hipdtesis)

tenemos
n—c+d—2

I(I"°M/(I""°M N Q"M)) < ( PR

> I(R/Q%) s, (3.9)

donde la longitud de la izquierda puede interpretarse tanto como R/Q¢ é R-médulo.

Demostracion. Para probar la desigualdad, construiremos una cadena maximal para
I"CM/I"°Q°M (con posible igualdad entre alguno de sus eslabones) de cardinal igual
a (”_(?_“g_Q) I(R/Q°) s. De esta manera, merced a posibles cancelaciones y mediante el
Teorema de Jordan-Holder, la longitud del cociente serd menor o igual a dicho cardinal.
Para concluir con la desigualdad de la Afirmacién bastard observar, simplemente, que

I" QM C I" M N Q"M (ya que "¢ C Q" °), con lo cual

- d—2
LI M /("M 1 Q" M) < [(I" M /(I" QM) < <” ;f ; ) I(R/Q%)s .
Armemos entonces la cadena maximal para I""°M/I""¢Q°M. Sean {mj,...,ms} un

conjunto de generadores de M. A partir de los mismos, construiremos, en forma similar,
s subcadenas: una por cada elemento m;.
Sea r = [(R/Q°) y tomemos una serie de composién para R/Q°¢:

J=Q°CcCc...cJ,=R. (3.10)
Notemos & = (z2,...,2,) y sea {Z*,..., 2%} con t = (”_gi’g_Z) un sistema de generado-

res para I"~¢ dado por “monomios” de grado n — ¢ en los elementos de Z.
S

Sabemos que I" °Q°M = I""°Q%my,...,ms) = ZI”_CQC(mj>. Notemos entonces
j=1

a cada sumando con M; := I""°Q%m;), j = 1,...,s. La cadena maximal para el cociente
I"¢M/I"°Q°M se obtendra en s etapas. Cada una de ellas armara una cadena maximal
para M; C (m;). Encadenando estas s cadenas maximales via sumas (una a continuacién
de la otra, siguiendo el orden my,...,ms), obtendremos el resultado buscado.

Armemos entonces una cadena maximal para M; C (m;). Via el morfismo suryectivo
candnico

O I"TQC — I"TQ%my) a— am;

podemos suponer M = R (y m; = 1), yaque {(I"~¢Q%m;)) < (" Q) como R-mdbdulos.
¢

De acuerdo con la notacién elegida, I"~°Q¢ = (2, ..., 7)Q° = Z (z%)Q°. Llame-

k=1
mos Iy, := (z“*)Q° k =1,...,t. Para cada k, via la serie de composicién para R/Q° dada
en la expresion (3.10) tenemos la cadena
Cr : I, = <i’ak>Jo C <fak>¢]1 C...C <i‘ak>Jr = <§:ak> . (3.11)

Los cocientes sucesivos seran simples o nulos. Esto se deberd a que el epimorfismo
. 5.0k 50 - P
o JifJic1 — (B (J; [ (%) Ji—1 a —— ax%

es nulo o biyectivo.
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Finalmente, adjuntando las cadenas C, (k =1,...,t) dadas en (3.11) una a continua-
cién de la otra:
I = (@*)Jy C ()1 C ... C ("), = () C
() + Lo C(2*) +(T*2)J; C ... C(Z) +(T*) C

(U, ) I C (T, M) ()T C L C (3N L, T (M) = [
obtenemos la cadena deseada para M; C (m;). O

Ahora bien, el lado derecho de la desigualdad es un polinomio de grado d — 2 en n.
Juntando las expresiones (3.8) y (3.9) resulta que el coeficiente de grado d—1 en la longitud
I(M'] Q" M) esté dado por el término correspondiente a la diferencia I(M/Q" 1 M) —
[(M/(Q"M)). De esta manera, de acuerdo con la Observacién 3.1.5 y teniendo en cuenta
que dim(R') = d — 1, resulta

/ m—+1 / _
Q) — tn MOL/QM) (- 1)t

n—oo nd_l
n+1 _ n _
_— {1(M/ Q" M) nzagz\{/g MBE=D_ o a.

donde la ultima igualdad se obtiene por simple manipulacion de coeficientes. En efecto,
para n >> 0, el término de grado d — 1 de la diferencia de longitudes es dagy siendo

aq = e(Q, M)/d! el coeficiente de grado d — 1 del polinomio I(M/Q" 1 M). O
Corolario 3.2.9 Sea I C k[xy,...,2z4] (k alg. cerrado) ideal 0-dimensional generado por
la sucesion regular (hi,..., hq). En tal caso,

e(l) = dimg(R/I) .

Demostracién. De acuerdo con el Teorema 3.2.8, como (hj,...,hy) es una sucesién
regular y el cociente R/I es local, tenemos

€<I,R) :6(I/<h1,...,hd>,R/<h1,...,hd>> =€(O,R/I) .

Por ultimo, por ser R/I artiniano, dicha multiplicidad esta bien definida (por ser la lon-
gitud de R/I finita). Mas atn, dicha condicién de artinianidad indica que la funcién de
Hilbert-Samuel es constante para cualquier ideal del cociente R/I. En particular, en el
caso del ideal 0, esta funcién es siempre constante. Vale entonces e(0, R/I) = [(R/I) =
dimg(R/I) < 0o, como queriamos. O

Recordemos que para el calculo del grado de la hipersuperficie S definida por la para-

metrizacién ¥p era necesario tener, al menos, cotas inferiores para las multiplicidades, ya
que por la Férmula de Grado (Teorema 2.1.2)

deg(S) = D? — Z ep .
PeZz
El siguiente resultado da una respuesta a esta cuestion.
Proposicién 3.2.10 Sea R = k[x1,...,zq] (k alg. cerrado) y sea I C R un ideal de
definicion 0-dimensional. En tal caso, e(I) > I(R/I).

Demostracion. Consideremos J C I un ideal de reduccién de I que sea interseccion
completa. De acuerdo con el Lema 3.2.6, sabemos que e(I, R) = e(J, R). Por dltimo, usando
el Corolario 3.2.9 (después de localizar convenientemente) tenemos e(I, R) = e(J,R) =
I(R/J)>U(R/I) . O

En conclusién: atin si no estuvieramos en el caso de una interseccién completa, siempre
podemos emplear el siguiente algoritmo probabilistico para el cdlculo de la multiplicidad
local:
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Corolario 3.2.11 M¢étodo Probabilistico: Reduccion via una interseccion completa
geneérica.

Tomemos el ideal I, el punto base P y afinicemos el mismo con respecto a una variable
conveniente. Supongamos s.p.g. que la misma es u,,. Notemos a los polinomios afinizados
también con f;. Sil = (fo,..., fm) C kw1, ..., um—1], consideremos m—1 combinaciones
lineales genéricas de estos m + 1 generadores:

Ji= @ fo+ 0@ frt 4o f o fo oY b0 )

para constantes genéricas v} (Teorema 3.2.7). Sabemos que Jp es genéricamente una re-
duccion de Ip, que ademds es una interseccion completa contenida en Ip. En consecuencia,
si calculamos s := dimy, (k[u1, ..., um—1]p/Jp), con probabilidad 1, tenemos ep = s.

Observacion 3.2.12 Notemos que, en nuestro caso, el ideal I (afinizado, por ejemplo,
respecto de la variable u,, ) estd generado por m+1 polinomios que son producto de formas
linales afinizadas provenientes de la matriz B. En general, no todas ellas se anulan en un
punto base dado P. Gracias a esto, es posible (en la mayor parte de los casos) reducir el
numero de generadores de Ip, siempre y cuando la combinatoria de las formas lineales
que se anulan en P sea buena. Dado que Ip es un ideal 0-dimensional en k[z1, ..., Un—1],
a lo sumo, podremos reducir en dos el numero de generadores, de acuerdo con el Teo-
rema de Ideales Principales de Krull, ya que, de otro modo, jamds tendremos un ideal
0-dimensional.

En caso de obtener m — 1 polinomios que se corten bien, estaremos en el caso de una
interseccion completa, sin necesidad de efectuar un cdlculo probabilistico. Un caso muy
particular donde esto se verifica es cuando sélo m—1 formas lineales (l.i.) se anulan en un
punto base P, como vimos en el Ejemplo 3.2.2. St al localizar obtenemos m — 1 polinomios
que conforman una sucesion reqular, cada uno serd potencia de una estas formas lineales.
En tal caso, la multiplicidad serd simplemente el producto de dichos exponentes.

Lamentablemente, no es sencillo encontrar una caracterizacién, en términos de los
coeficientes de la matriz B, que garantice una interseccion completa en cada punto base.
En efecto, presentamos un ejemplo muy sencillo de una matriz de tamano 4 x 3 donde
no se da intersecciéon completa para uno de sus puntos base. Observemos que esta matriz
provendrd de una matriz A muy particular: la formada por una fila de unos en Z'*4.
Esto se debera a que todos los menores maximales de B seran no nulos. En consecuencia,
la condicién de menores maximales no nulos no garantizard la propiedad de interseccion
completa. Mds atn, esta condicién sobre los menores maximales nos pondra en el contexto
de ideales monomiales (ver Corolario 3.3.8).

Ejemplo 3.2.13 Para la contruccién de la matriz B, procedemos del siguiente modo.
Queremos tomar un punto base P que sea cero de sélo dos formas lineales. Partimos de
un ideal generado por 4 monomios coprimos en dos formas lineales genéricas I y ls que
no sea una interseccién completa: esto se lograra, evitando cancelaciones que den lugar a
una sucesién regular. Estos 4 monomios provendran de tomar los polinomios fy, f1, foy
f3 v eliminar las formas I3 y {4 que aparezcan en los mismos, ya que éstas no se anularan
en el punto P. Por ejemplo:

=08 f=hxlk ; f1=0 ; fi=10}.

A partir de esto, tratemos de deducir la forma original de la parametrizacién ¥p. Por
tener 4 monomios coprimos, esto garantizara que al construir los polinomios f; y localizar
en el punto P recuperaremos los polinomios fz Los exponentes b; ; de cada forma lineal se
obtendrén a partir de cancelaciones en los cocientes f;/fo (i = 1,2, 3). En particular, para
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descubrir los exponentes de las formas 1 y la (que caracterizan a las mismas) bastard con
trabajan los cocientes localizados, es decir f;/fo (i = 1,2,3). En consecuencia:

G=B/E 5 p=Ub/B=U/l ; G=1/13.

Esto nos permite recuperar las dos primeras filas de la matriz B. Seran

, (2 1 3
B_<—2 ~1 —2)'

Para finalizar, completemos la matriz B con dos filas adicionales de tal modo que
ninguna sea l.d. con las dos primeras (para garantizar que al localizar en P eliminemos
dichas formas lineales) y tal que la suma total cada una de las columnas sea cero. Por
ejemplo:

2 1 3

-2 -1 =2

B= 1 1 0
-1 -1 -1

En efecto, la parametrizacién da los polinomios
fi=Bxls ; fao=slxlaxls 5 fs=10 ; fo=0Bx*ly.

Los puntos base son Py 4y = (=2:1:1)y P = P13 = (1:—2:0). Los ideales localizados
resultan Ip, , = (13511513 1a) = (li;1a) e Ip, = (3511 195133 13) = (13511 * I3;13). Aunque
el primer ideal localizado es claramente una interseccién completa, el segundo no lo es y
coincide con el ideal original del cual provino toda la construccién. |

Corolario 3.2.14 Con la notacién anterior, combinando el Corolario 8.1.19 con la Pro-
posicion 3.2.10, tenemos

ep > dimk (k[ul, . ,um_l]p/fp) .

Combinando este resultado con el Teorema 2.1.2 tenemos una cota superior para el
grado de la hipersuperficie, que es menor a D?.

Corolario 3.2.15 Dada la matriz B y la hipersuperficie S como en la Seccion §2.1.1, por
ser deg(vyp) =1 (ver Capitulo 4) resulta

deg(S) S D2 — Z dlmk (k[ul, PN ,’U,m_ﬂp/fp) .
pPezZ

3.3 Reduccion al caso de ideales monomiales

Pese a que el caso general de multiplicidades es muy complejo, cuando I es un ideal
monomial, existe una forma “combinatoria” de calcular esta multiplicidad, como se indica
en [14]. En dicho trabajo, el interés recae en el célculo de multiplicidades para ideales
IM-primarios o O-dimensionales en el anillo de polinomios. En cambio, nuestro interés son
ideales en un anillo de polinomios localizado. A partir de los resultados presentados en
dicho trabajo, pudimos obtener versiones “locales” de los mismos.

A continuacion, reproducimos el enunciado principal de dicho articulo adaptado al
caso local y damos un ejemplo. Mas atin, el algoritmo calculara la multiplicidad del ideal
inicial in<(I), con respecto a cualquier orden local. Nos concentraremos principalmente
en el caso m = 3.
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Y
(0,3)
C
K (2,1)
(4,0)
A
Figura 3.1: Region delimitada por el ideal Iy
v
(0,4)
(1,3)
C
K (2,1)
(3,0)
u
Figura 3.2: Region delimitada por el ideal I
Definicién 3.3.1 Dado un ideal I monomial en R = klx1,...,x4], llamemos la region de

Ng definida por I, que notaremos con Ky o simplemente KC, al complemento en el primer
cuadrante de la capsula convexa generada por los monomios pertenecientes a I. Mds atn,
es suficiente tomar la capsula convexa de cualquier conjunto de monomios que genere el
ideal.

Teorema 3.3.2 (Proposition 1.5, pag, [14]) Sea I wun ideal monomial en R =
klx1,...,z4], generado por monomios x'*,...,x%. Supongamos que [(R/I) < oco. Si K
es la region de Ng definida por I, entonces

e(l)=d!' Vol(K) ,
i.e. el volumen normalizado de dicha region.

A continuacion, ilustramos la Proposicién con dos ejemplos, que veremos méas adelante
en detalle (Ejemplo 3.3.16).

Ejemplo 3.3.3 Tomemos como ideales I1 = (u*,s®,u?s) e Iy = (u3,2u?s, 3us®,s?). Si

calculamos los volimenes normalizados correspondientes, obtenemos e(l;) = 10 y e(l2) =
11. Ver Figuras 3.1 y 3.2. |

Antes de proceder con el cédlculo efectivo de multiplicidades para el caso monomial,
relacionemos el cdlculo para el caso de ideales monomiales con el algoritmo probabilistico
presentado en el Corolario 3.2.11.
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Corolario 3.3.4 Sea A = {a1,...,a,} C N4, con r > d. Supongamos ademds que o; =
Aiei, i =1,...,d con \; € k™ y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean
T
Fi(m):Zc;waj, i=1,...,d ; z=(x1,...,2q)
j=1
con (c})j,...,(c?)j € k" wectores genéricos. Es decir, los F;(x) resultan d polinomios

genéricos con soporte dado por el conjunto A en d variables con coeficientes en un cuerpo
arbitrario k.
En tal caso, dimy (%)0 coincide con el volumen normalizado del complemento en

deo de la capsula convexa C de (aq +R2d0, e ,ar—i—RZdo), es decir, el volumen normalizado
de la region K.

Demostracién. Notemos con R = k[zy,...,24| al anillo de polinomios. En primer lu-
gar, observemos que A contiene un multiplo de cada vector canénico. En consecuen-
cia el ideal I = (z™,...,z%") contiene una potencia de cada variable, lo que dice
V(I)={(0,...,0)} C k%

De acuerdo con el Corolario 3.2.11, sabemos que e(l, R) = e(ly, Ry) coincide con
dimy, (%)0 genéricamente. A partir del Teorema 3.3.2, podemos calcular e(, R)
como el volumen normalizado del complemento de C en el ortante positivo.

En consecuencia,

k[, 2]
d —) =e((F,..., Fy)o, klx1,. .. =e(l
1mk(<F1,...,Fd> )0 €(< 1, ’ d>0) [‘Tlu ,SUd]()) 6( )R)
y esta multiplicidad coincide con el volumen normalizado de deo ~C=K. a

Supongamos que P = (0: 0 : 1) es un punto base (podremos asumir que éste es el caso,
luego de aplicar un isomorfimo lineal, gracias al Lema 3.3.5), I := (a,b,c,d) es el ideal e
Ip (el ideal localizado en el punto P), luego de afinizar con respecto a una variable, es un
ideal monomial. Equivalentemente, podemos primero afinizar con respecto a la variable
us (si P = (p1 : p2: 1)) y luego trasladar el origen al punto correspondiente (p1,p2), de
acuerdo con el Lema 3.3.5.

En tales circunstancias, tenemos el siguiente algoritmo para calcular la multiplicidad
del punto P en la parametrizacién .

Algoritmo 1 Célculo de la mult. de Hilbert-Samuel para el caso Ip monomial y m = 3.

Entradas: Un sistema finito y monomial de generadores Ip C k[uy, us] (i.e. uz = 1).
Salida: Multiplicidad ep.
1: A partir del conjunto de generadores de la entrada, calcule su capsula convexa C.
2: Calcule K «— Ng ~\ C, i.e. su complemento en el cuadrante positivo.
3: ep « 2! Vol(K).

La dificultad principal en el caso general radica en calcular el volumen de la capsula
convexa para dimensiones m — 1 mayores a 2. En efecto, si P=(0:...:0:1) € P" L es
punto base, el algoritmo reemplazando 2 por m—1 devuelve la multiplicidad ep. La técnica
a utilizar consistird en aplicar un isomorfismo lineal para llevar el punto Pa (0:...:0: 1),
y calcular su multiplicidad mediante el algoritmo antes descrito. Equivalentemente, afinizar
con respecto a Uy, (si P = (p1:...:pm_1:1) = (P :1))y trasladar el origen de C™~!
al punto correspondiente P’ € C™~!. De esta manera, estaremos ubicando en el origen de
coordenadas de C™ 1.
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Un método que emplearemos con frecuencia luego de afinizar con respecto a una va-
riable conveniente, y siendo P la imagen proyectiva de un vector canodnico, consistird en
encontrar un cambio de coordenadas lineal que convierta nuestro ideal en uno mono-
mial, sin alterar la multiplicidad. En tal caso, diremos que el cambio de coordenadas es
“bueno”.

Lema 3.3.5 La multiplicidad de un punto base resulta invariante por cambios de coorde-
nadas, lo cual es coherente con cualquier nocion de multiplicidad algebraica.

Demostracién. De acuerdo con las definiciones vistas, siendo R = k[z1,..., %], con
dim(R) = m, necesitamos probar que ep = e(Ip, Rp) es invariante por cambios de
coordenadas. Sea entonces ¢ : k™ — k™ un isomorfismo k-lineal. El mismo indu-
ce p : klz1,...,zm] — k[x1,...,2m], via su aplicacién a la m-upla (z1,...,2,,). Sea
Q = ¢(P) € k™. Tomando ambos puntos vemos que P se extiende canénicamente a un
morfismo entre los correspondientes anillos locales

¢ Rg — Rp i'—ffogpa

g goey

que esta bien definido ya que g(Q) # 0 = (gop)(P) = g(Q) # 0. Para facilitar la notacién,
indicaremos a este morfismo también con @. Andlogamente, definimos ¢—1 =@ L.

Observemos que p}(Rp) = Rg. Sea TQ =% Y(Ip). Sabemos que p y % ! inducen
correspondencias entre ideales de R y Rp. Nuestro objetivo es verificar que la longitud de
Rp/(Ip)"! (como Rp-médulo) coincide con la longitud de Ry /(@(1p))" ' = Rg/(Ig)"
(como Rg-médulo). Nos valdremos para ello de los morfismos @ y % L. Estableceremos
correspondencias entre cadenas maximales de ideales.

Tomemos un Rp-submédulo propio del cociente Rp/(Ip)"+!. Sabemos que se corres-
ponde con un ideal propio J C Rp tal que (Ip)"*' € J € MpRp. Aplicando el morfismo
» ! adicho ideal J, p~!(J) resulta un ideal de R tal que (]:Q)"Jrl c o 1(J) Cc MyRy,
que se identifica con un Rg-submdédulo propio del cociente Rg/ (TQ)”H. Por lo tanto, @
induce una correspondencia biyectiva:

«—

——1
Cadena de ideales J C Rp con L NN, Cade{lva de ideales J C Rg con
(IP)n+1 CJ CMpRp (IQ)n'H cJcC E)JTQRQ

y la consecuente biyeccién entre cadenas maximales de submédulos de cada cociente.
Sumando esto a la Observacion 3.1.5, tenemos

I(Rp/(Ip)" L Rp) m I(Ro/(Ig)"" " Rg) m!

e(l = lim = lim — (I,
(Ip, Rp) = lim — lim. o (Ig: Rq)
como queriamos mostrar. O

Definicion 3.3.6 Decimos que el punto base P es “bueno” si el ideal localizado Ip admite
un cambio de coordenadas “bueno”, i.e. un isomorfismo lineal ¢ que convierta a nuestro
ideal localizado en P en un ideal monomial, luego de localizar en el punto ¢(P) = (0:...:
0:1) (o cualquier vector coordenado) y afinizar con respecto a la variable u,,. Asimismo,
podemos primero afinizar y luego componer con un isomorfismo lineal.

Lema 3.3.7 Supongamos que el nimero de puntos base es finito. Si existe un conjunto
de s6lo m — 1 filas que se anulan en el punto base P, entonces P resulta “bueno”.
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad (s.p.g.), supongamos que sélo las primeras
m — 1 filas son las que se anulan en P. Sea j = 1,...,m tal que la j-ésima coordenada
de P es no nula (més adn, supongamos que vale 1), y afinicemos con respecto a esta
variable. Para facilitar la notacién, asumiremos j = m. Dada la finitud de puntos base,
cada uno de estos conjuntos de filas genera en C™ el conjunto de ceros de un espacio
vectorial de dimensién m — 1, i.e. el nicleo de una matriz de rango m — 1. En particular,
tomando P, las m —1 filas que se anulan en el mismo deben ser Li. (ver Proposicién 2.1.6).
Luego de afinizar (deshomogeneizar) con respecto a u,,, podemos elegir como cambio de
coordenadas en C™: x; = li(y; ... up_1um=1) Para todo i = 1,...,m — 1, y afinizar respecto
de la ultima variable x,,, = 1. Es decir, el cambio de coordenadas estard dado por ¢ de la
forma

ll Uil T
lm—1 Um—1 Tm—1 ,
v Um = 1 1
=M
siendo v cualquier vector tal que v. P' = 1. Claramente, (P) = M .P'=(0:...:0:1).

Dado que los ideales son invariantes por multiplos escalares, el proceso de afinizar y calcular
el isomorfismo lineal es equivalente a calcular primero el isomorfismo y luego afinizar.
En consecuencia, el ideal transformado por este cambio lineal y afinizado con respecto
a T, serd de tipo monomial (en las variables x1,...,z;,—1) pues todas las deméas formas
lineales [; con j > m seran inversibles al localizar en P (ya que no se anulan en P). O

Corolario 3.3.8 Supongamos que la matriz B tiene todos sus menores maximales no
nulos. En tal caso, cada ideal Ip es monomial y la multiplicidad de cada punto base P se
calcula mediante el Algoritmo 1.

Ejemplo 3.3.9 [Ejemplo 3.2.2 revisitado] Consideremos nuevamente la matriz:

2 2 1
-1 0 -1
B 0 -1 0
-1 -1 0
En este caso, tenfamos como puntos base Py 1= (=2 : 1 :2); Py3:=(1:0:-1);

Py1:=(1:0:—-2)y Py :=(—1:1:0). Al localizar el ideal I, obteniamos
IP2,1 = <l17l2> ) IP2,3 = <l27l3> ; IP3,1 = <l%’l3> ; IP4,1 = <l%7l4>‘

Es claro que cada ideal localizado tiene el aspecto de un ideal monomial. En efecto, po-
demos aplicar un cambio conveniente de coordenadas: cada forma lineal presente en cada
ideal se toma como una de las nuevas variables, de acuerdo con el Lema 3.3.7. Si efectua-
mos una transformacion lineal de las variables que lleve cada punto base al (0:0: 1),y
aplicamos el Algoritmo 1, resulta e(p, ;) =1 ep, ;) =15 epy,) =2y €p, ) = 2. Estos
valores coinciden con los calculados anteriormente. |

En conclusién, la técnica usual a emplear serd el cambio de coordenadas para convertir
cada Ip en un ideal monomial (un cambio por cada ideal), pues en este caso se tiene un
algoritmo para calcular multiplicidades: el Algoritmo 1.

En el siguiente ejemplo (Ejemplo 3.3.13) mostraremos que aunque se dé el caso que
a, b, c,d no se transformen en monomios, podemos encontrar un isomorfismo lineal parti-
cular que si permita transformar al ideal Ip en uno monomial, aunque se deberan cambiar
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los generadores originales por otros. Desafortunadamente, esta idea no se podra aplicar
para matrices B arbitrarias (ver Ejemplo 3.3.14 a continuacién). Para desarrollar ambos
ejemplos, necesitaremos la ayuda del siguiente lema técnico.

Lema 3.3.10 Sea J := (ho,...,hm) C k[z1,...,2m-1]{0y un ideal monomial, con h; €
klx1,...,Tm—1] para todo i. Entonces, todo monomio z* € J es una combinacion polino-
mial y homogénea de los generadores del ideal.

Demostracién. Supongamos que z¢ es un monomio de J. Por definicién de J,

Go Gm
o ZO0p oy Emy
x Ro ot...+ R,
donde mcd(G;; R;)) =1y R;(0) =1 para todo i.
Sea S := Ry --- R,,. Entonces:

S S
*=Go—nh m—=n"hm .
Sz GORO ot...+G R

Consideremos en la expresiéon anterior la componente homogénea de cada miembro de
grado |a| = a1 + ... 4+ apm—1. Como S(0) =1y hj es un polinomio homogéneo de grado
d;, obtenemos

S S
12% = (Go— ho+ ...+ (Gp— hpm
( R0)<|a\—do> ( Rm)ua\—dm)

Por lo tanto, tenemos una combinacién polinomial y homogénea de los h; que devuelve el
monomio z%. O

Observacién 3.3.11 Una cuenta similar probard el mismo resultado para el caso de tener
J un ideal homogéneo: basta cambiar x* por cualquier forma en J.

Observacién 3.3.12 Para aplicar el Lema 3.8.10, consideraremos J = I:=1Io ol C
klxq,... ,:Em_l]{o} para un cambio de coordenadas conveniente

p:cm 1l — ¢t (X1, oy —1) = (UL, ey U),
extendido a los correspondientes anillos de polinomios (como hicimos en el Lema 3.3.5).

Ejemplo 3.3.13 Un ejemplo interesante.
Sea B la matriz

1 1 2

—1 0 1

B = 0 1 3

0 -1 -2

0 -1 —4

Tenemos entonces la parametrizacion:
ol o lixls ._l%*lz*lg
PO PTG, 0 BT TR

Luego:a::ll*lz*lg ; b::ll*lg*lg*l4>kl§ ; c::l%*l%*lg ; d::lg*lz*lg.

Los puntos base son: Po; = (1 : =3 :1); Py =(1:-2:1); Py =(1:—-4:1);
Pi1=(0:-2:1); P3=P3=(1:0:0)y P51 =(2:—-4:1).
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Veremos que Ip, , admite un cambio de coordenadas especial (“tricky”), después de
afinizar con respecto a xg, que transforma este ideal en uno de tipo monomial.

Ip, , = (li*lg;l3*l4*l§;lg;li*lé):<l3*l4*lg;lg’;li*l@.

Notar que 2x1I3+ 14 + 5 = 0.
Multipliquemos los primeros dos generadores por dos, ya que el ideal no se modifica.
En consecuencia, reemplazando 2 * I3 = —(l4 + l5) y limpiando escalares, resulta:

Ipyy = ((la+1s5) % laxl3; (la+15)%; 15 +13) .

Afinicemos respecto a xg y consideremos un cambio de coordenadas
o(u,v) := (z1(u,v),z2(u,v)) (que corresponde a la inversa del isomorfismo en la
Observacién 3.3.12) tal que lyop =a*xu+b*xvylsop:=cxu+dxv, con ad — bc # 0.
De este modo, ly(1.4,:00) =@ * U+ 0%V Y l5(1:2,:2,) = C*u+ d*0.

Luego J := (((la+15) *lax 3) o 03 ((la+15)*) oo (I3 %15) 0 ) 1oy = (915923 g3) , donde

Nuw) = ((a+c)xu+ (b+d) xv)*(axu+bxv)*(crxu+d*v)?;
P = ((@+c)xut(b+d)*v)?;
93(uw) = (axu+bxv)?*(cxu+d*v)t.

Se presentan dos casos posibles, dependiendo de los valores de {a + ¢,b+ d}. Dado que
ac — bd # 0, los mismos no pueden ser ambos nulos.

CasoI: a+c#0yb+d#0.
Como u> es un monomio presente en g, v J es un ideal monomial, entonces u? € J.
Por ende, siguiendo el Lema 3.3.10:

w3 =Axg +Bxga+Cxgs. (3.12)

Como deg(g1) = 5, deg(g3) = 6 , y son polinomios homogéneos, el monomio u?

debera aparecer en B % go, lo que da B(0,0) # 0, y A = C = 0. Pero, en tal
caso, v> también estara presente en el miembro derecho de (3.12) pues (b + d) # 0.
Contradiccion.

Caso II: a+c=006b+d = 0. Dado que ad—bc # 0 y nuestros polinomios son simétricos, s.p.g.
podemos asumir a+c¢ = 0y b+d # 0. Notar que a # 0 por ser ad—bc = a(b+d) # 0.
En tal situacion, limpiando de nuevo escalares:

J=(laxu+bxv)(—axu+dxv)®;v3; (axut+bxv)’ (—axu+dxv)t) =

= (vlaxu+bxv)(—axut+d*v)3;v3; (axu+bxv)(—axu+dxv)iu),

donde el tltimo polinomio es igual a 5(93 —bx(—a*xu+d=v)x*gp). Para facilitar
la notacién, llamemos también a estos nuevos polinomios con g;. Podemos suponer
a =1, ya que a # 0 y podemos multiplicar cada polinomio por constantes no nulas
sin alterar el ideal.
Sabemos que vu?
tenemos:

es un monomio de g;. Por lo tanto, al igual que en el Caso I,

—out =Axgi +Bxgo+Cxgs. (3.13)

Como deg(uv?) = 5, deg(g1) = 5, deg(g2) = 3 y deg(gs) = 6, entonces deg(A) = 0,
deg(B) =2y C = 0. En este caso, por la forma particular de los g;, es facil ver que
A,0) = 1. Luego:

—vut = v(u+bxv)(—u+d*v)? + Bxov® = —vut + (=b+ 3d)v*ui+
+03 % {(3bd — 3612)11,2 + (—36d2 + d*)vu + bd® x v? + B} .

En consecuencia, —b + 3d = 0.
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Maés aun, esta condiciéon genera un cambio de coordenadas “bueno”: a = 1,¢c = —1y
b = 3d, para cualquier d # 0. Efectuando las sustituciones correspondientes con MAPLE,

expandiendo cada polinomio, y eliminando los monomios divisibles por v® en g1 y g3, y

por vu* en g3 obtenemos

J = (—vut, 03, ub) .

En efecto, los polinomios resultan:

> gl:=vx*(a*utb*v)*(-a*utd*v) "3; g2:=v"3; g3:=(a*utb*v)*(-a*utd*v) "4*u;

3
gl :=v (@u+bv) (cau+dv)
3
g2 = v
4
g3 :=(au+bv) (rau+dv) u

O
]
|

[N

b :=3d

> expand(gl); expand(g2); expand(g3);

4 2 2 3 3 4 4 5
-vu +6u d v -8ud v +3d v
3
v
6 5 4 2 2 3 3 3 2 4 4 5 5
u - u dv-6u d v +14u d v -11u d v +3ud v

> collect(gl,v);

4 2 2 3 3 4 4 5
-vu +6u d v -8ud v +3d v

> collect(g3,v);

6 5 4 2 2 3 3 3 2 4 4 5 5
u - u dv-6u d v +14u d v -11u d v +3ud v

En cosecuencia, mediante el Algoritmo 1, obtenemos e(p, ;) = 18.

Las restantes multiplicidades pueden obtenerse por calculo directo, ya que cada poli-
nomio es producto de dos formas lineales fijas, precisamente aquellas que describen cada
punto base:

e(pm):l ; €(p274):4 ; €(p2y5):8 ; €(p471):4 ; €(p5yl):8.

Mediante un célculo con bases de Grobner, obtenemos la ecuacién implicita de la
superficie:

YPkys — Ay kys xys + 2%y *ys xyz + S —4xys xy3,
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que tiene grado 6. Sabemos que la parametrizaciéon es 1-1 y D = 7. Por lo tanto, la
Foérmula de Grado también se verifica en este ejemplo:

T?=6x1+(18+1+4+8+4+8).

Ejemplo 3.3.14 Sea B la matriz

1 1 3
1 0 2
0 1 1
-2 -2 0
0 0 —6
que genera la parametrizacién:
ll*lg ll*lg l‘%*l%*lg
y = l2 ; Y2 = l2 ; Y3z = l6
4 4 5
Entonces a :=ly xlo 18 ; b=l xl3x18 ; c=08x«Bxl3x13 ; d:=013x%I5

Los puntos base son: Py1 = P51 = Pys = (=1 :1:0); Pso = (0:1:0)y
P5’3:(1:O:0).

Veremos en este ejemplo que el ideal Ip,,, después de tomar x9 = 1, no admite un
cambio de coordenadas que convierta al mismo en un ideal monomial. Notemos que las
unicas formas lineales que se anulan en este punto son ly, l4 y l5. Mas atn, 2xl1+14+15 = 0.

Ip,, = <l1*lg;l1*lg;l:f*lz;li*l@z(ll*lg;l?*li;li*lg).

Llamemos a las variables con u, s, ¢. Después de tomar s = 1 y trasladando el origen
al punto P = (—1,0), tenemos 1 =u+3xt;lg = —2%u;ls = —6*t.

j{o} = (91,92, 93) -

Procederemos por el absurdo. Tomemos un cambio de coordenadas: u :=axx+bxy ;
t:=cxx+dxyconad—bc#0 (ie. o(x,y) = (u,t)). Ignorando las constantes obtenemos

J = (g1 0 p; 92 0 ;93 0 @) (0} := (h1; h2; h3) (o} , donde

hi(zy) = ((a+3¢) xx + (b+3d) % y) * (cx x4+ d*y)°;
ha(zy) = ((a+3¢) xx + (b+3d) *y)* * (axz +bxy)*;
h3(ay) = (axx+bxy)?*(cxx+d*y)s;

En esta situacién, los h; son homogéneos de grados deg(hi) = 7, deg(hg) = 5y deg(hs) = 8.
Miremos més de cerca la forma hy. Supongamos {(a + 3c)a}{(b + 3d)b} # 0. Luego
en hy estidn presentes los monomios z° e y°. Como J es monomial, de acuerdo con el
Lema 3.3.10, tenemos:
2° = Ry * hi + Ro * hy + Ry x hs .

Dado que el valor de los grados de los hj;, sabemos ademds que Ry = R3 = 0y
Ry = 1/{(a+3c)3a?}. Pero entonces no hay modo de cancelar el monomio 4> que aparece
en Ry * ho.Luego (a + 3c)a = 0 o (b+ 3d)b = 0. Usando la simetria de los h; y de la
invariancia de la condicién “monomial” de un ideal con respecto a cualquier permutacién
de variables, podemos suponer (a + 3¢)a = 0.
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e Supongamos a = 0. Entonces bc # 0y hy = b? * (3c* x + (b + 3d) * y)3 * 2. Si el
coeficiente que acompafa a xy* en ha (que es 9b?c(b+3d)?) es no nulo, como hicimos
antes:

."L‘y4:R1*h1+R2*h2—|—R3*h3,

con Ry = R3 =0y Ry = 1/(9b%c(b + 3d)?). Pero en tal caso no podremos cancelar
el monomio Ry * b2 x (b4 3d)3 % y° presente en Ry * hy, a menos que b + 3d = 0.
Como ad — cb = 3cd # 0, entonces cd # 0. Reemplazando b = —3d en cada h; y
limpiando las constantes, obtenemos

hy=ax(cxax+dxy)s;
ho := 23 % y?
hs :=y?*(cxx+d*y)b.

Esto dice que 2’ y 2y® son monomios de hi. Luego:
7 _ 6 3,2 2 6
' =Ry (x(cxx+d*y)°)+ Ry (x°y°) + R3x (y“(cxx+d*y)°),

Y por argumentos de grado, R3 = 0.

En consecuencia, (c* x4+ d )% | {27 — Ry x 23y?} = {23(2* — Ry * y?)}. Dado que
d # 0, se tiene med(c*z +d*y,z3) = 1, lo que implica (cxz+d*y)% | {z* — Ry *y?}.
Finalmente, evaluando en y = 0, obtenemos 1‘6]304. Contradiccién.

Luego a # 0 y simétricamente b # 0.

e Supongamos (a+3c) = 0. Entonces ad—cb = —c(3d+b) # 0. Reemplazando a = —3¢
en cada h;, y eliminando las constantes de cada polinomio, obtenemos

hi =yx(cxx+dxy)’;
ha =3 * (=3ckx +bxy)?;
hs = (=3cxx+bxy)?*(cxx+d*y)b.

Por ende x29? es un monomio de ha, ya que ¢ # 0, y vale

2y’ = Ry (ylexa +d*y)°) + Ry x (4 (—Bcxa +bxy))+
+R3*((—3c*x+b*y)2(c*$+d*y)6)-

Repitiendo los argumentos de grado ya utilizados, tenemos R} = R3 = 0y Ry =
1/(—3c)2. Pero en tal caso, no existe modo alguno de cancelar Ra * b? * y°, a menos
que b = 0.Pero esto contradice el hecho ya conocido: ab # 0.

Notemos que si comenzamos tomando Pj4 = (1: —1:0) y u = 1, después de trasladar
el origen al punto (—1,0), obtenemos lh =s4+3xt, Iy =—2%syls =—6x*t. Pero si
tomamos s = u, obtenemos los mismos [, al igual que al afinizar respecto de la variable s.
En consecuencia, resulta irrelevante qué variable elegimos para afinizar, jamds tendremos
un buen cambio de coordenadas que nos devuelva un ideal monomial.

Calcular las restantes multiplicidades resulta muy sencillo pues en cada ideal localizado
aparecen s6lo dos formas lineales (cfr. Lema 3.3.7):

€(p5y2) =12 ; €(p5‘3) =6.

Con un calculo de bases de Groébner utilizando SINGULAR podemos obtener la ecuacion
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implicita:

4096*y?*y§+24576*yi’*y2*y§—128*y{’*yQ*yg—6144*yi’*y§+61440*y%*
*y%*yg—384*y‘11*y§*y3+y%*y%—30720*y‘11*y2*y32)—48O*y%*y2*y3+3840*
*y%*y§+81920*y{’*y%*y§—384*yi)’*y§’*yg—61440*y%*y§*y§—960*y%*y%*
*y3 + 15360 * Y3 * yo * y2 — 120 * v * y2 * y3 — 1280 x 3 * y2 + 61440 * y? * y3 * y3—
—128 % y? % y3 * y3 — 61440 % y3 * y3 x y3 — 480 x Y% * y3 * y3 + 23040 * yF * y3 x y3—
—120 % y§ x y3 * y3 — 3840 * y? % yo * y3 — 2% Y7 * y2 x Y3 + 240 * y§ x y3 + 24576 * yy*
*yg*yg—30720*y1*y%*y§+15360*y1*yg*y§—3840*y1*y%*y§+480*y1*y2*
*y% — 24 % y1 x y3 + 4096 * y§ * y3 — 6144 % y3 * y2 + 3840 * y5 * y2 — 1280 * y3 * y2+
+240 % y3 Y5 — 24 y2 * Y3 + 43

que tiene grado 8. En este caso D = 8, que es un numero bastante grande. Ademas,
la parametrizacién es 1-1. Por lo tanto, ep,,) = 64 — 8% 1 — (12 + 6) = 38, que es
considerablemente alta. |

Lamentablemente, el “Algoritmo de Volumen” (Algoritmo 1) no funciona para ideales
arbitrarios. Aunque parece razonable esperar la misma multiplicidad algebraica para [
y para in<(I), producto de la igualdad entre las dimensiones de los cocientes R/I y
R/in<(I), dicha igualdad entre multiplicidades no siempre se verifica.

Ejemplo 3.3.15 [Ejemplo 3.3.14, continuacién]

Si usamos, en el Ejemplo 3.3.14, el Algoritmo 1 para el cdlculo de ep, ;, obtenemos
e(in<(I), Py1) = 40, que es mayor a la multiplicidad del ideal calculada anteriormente.
Esto dice, en particular, que el algoritmo no arroja un resultado correcto en este caso, de-
bido a que no se verifica la condicién de “monomialidad”. Cabe sefialar que esta diferencia
no es casual, como veremos en la Proposicién 3.3.17. |

En resumen, dado que el algoritmo calcula la multiplicidad del ideal inicial, pode-
mos obtener una respuesta erronea. Para asegurar que nuestro resultado sea efectivamente
la multiplicidad algebraica que deseamos calcular, debemos tener como entrada un ideal
monomial, como muestran los Ejemplos 3.3.15 y 3.3.16. En efecto, en los mismos encon-
tramos un punto base P para el cual las multiplicidades de Ip y del ideal inicial (local)
correspondiente son diferentes. Retomaremos esta situacion en el Capitulo 5.

Ejemplo 3.3.16 Consideremos la matriz

1 -1 0

1 -1 1

1 -1 0

B = -1 2 0
-1 1 -2

-1 0 1

Observar que la primer y tercer fila son idénticas. Ademds: a := [§ %13 *l5 ; b := I3 * lg’ xlg ;
ci=DBx3xlyx12;d = 13xly*lyx12xlg. Elideal generado a partir de esta parametrizacién
es
IT={((u—8)ts(u—s+t)?x(—u+s—2t);(—u+25)> % (—u+s—2t)>* (—u+1);
(u—5)2 % (u—s+1)% % (—u+28) % (—u+1t)%(u—s5)%*(u—s+1t)* (—u+2s)%
w(—u4s—2t)% % (—u+1)).
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Los puntos base son P g = P34 :== (0:0:1); Pis = Py = P35 :=(1:1:0);
Plg:=(1:1:1); Phy:=(—2:-1:1); Pg:=(1:2:1); Pys:=(—4:-2:1)y
Psg:=(1:3:1).

Al querer calcular la multiplicidad de P 4 localizamos el ideal I en este punto, tomando
t =1, y obtenemos

Ip, , = 03B 5 1) = ((u—s)t (—u+2%5)% (u—s)2 % (—u+2xs)) .

Corramos el Algoritmo de Volumen para este ideal en SINGULAR, tomando un orden local.
En primer lugar calculamos una base standard para < = ds(u, s),? que es un orden local:

J={u® —4u? x5+ 5ux s> — 253 2u% % s — Tu* 5% + 65°; 3u * 55 — 4s1; 51}

y por ende in<(Ip ) = (u;2 % u? « s;3 % u* s3;s%). Si usamos la Férmula de Volumen,
obtenemos e(p, ;) = 11.

Ahora bien, si efectuamos un cambio de coordenadas x ;== u—s;y =u—2x%s, la
multiplicidad del punto base debe ser la misma, como vimos en el Lema 3.3.5. Esta es una
condicién bésica para cualquier definicién de multiplicidad que se considere. En este caso,
el ideal localizado es:

jP1,4 = <$4;y3§ x? % y> .
Maés ain, es un ideal monomial. Por ende, aplicando el Algoritmo de Volumen, tenemos
€(p,4) = 10, en lugar del valor 11 esperado.

Podemos senalar, ademéas, que en este ejemplo la dimensién del anillo cociente es
dim(R/I) =8 < 10 = e(P1 4).

Las multiplicidades de los restantes puntos base, con excepcién de
Pio=P5=PFP2=(1:1:0), se calculan trivialmente. En efecto, los restantes ideales
estdn generados por polinomios en las formas lineales que definen el correspondiente
punto base. Usando el Lema 3.3.7, tenemos:

e(py) = 10 ; €(Pyy) = 9 €(Pys) = 1; €(Psg) = 2 €(Ps1) = 4 €(Psa) = 2.

En consecuencia, solo resta calcular e(p, ,). Sabemos que la parametrizacion es 1-1 y que
D = 7. Mediante la Formula de Grado dada en el Teorema 2.1.2, obtenemos:

D? =49 = deg(S) * 1 + 24+ ep, ,) -

En consecuencia deg(S) + e(p, ,) = 25.
En este ejemplo, se puede calcular “a mano” la ecuacién. Resulta (salvo signo):

—S*y‘f*yg*yg+3>f<y%*y%*y3+16*y§’+1000*y%*y%*y§+3*y1*yQ*ngryi”*
*yg*y3+y3+3125*y11*y%*y§+27*y%*y2+16*yi’*y§*yg’—225*y%*y2*y3—
—225 % 43 % y3 * y3 + 500 * Y3 * y3 x y2 + 500 * yi x Y3 * y3 + 160 * yF * y3 x y3 + 80
*y‘f*y%*yg—48*y%*y§*y%—32*3/{’*yg*yg—i—lﬁ()*yi)’*yg*yg—32*y1*y2*
Y3 — 8% y3 + 80 % Y5 * Y1+ ya -

Como su grado es 13, entonces e(p, ,) = 12.

Por otro lado, si utilizamos el Algoritmo 1 para el ideal localizado en P, tenemos
también como resultado 12. Por ende, en este caso, la multiplicidades del ideal y del inicial
coinciden (ver Teorema 3.3.21, a continuacién). n

2En SINGULAR, ds es el orden de grado negativo y lexicogréfico. Si = (x1,...,2,) entonces
deg(z®) = 31 | i y se tiene 2 < 2° & deg(z®) > deg(z”) 6 deg(z®) > deg(z’)y3I 1 < i < m:
a1 = ﬂl, e, 1 = ﬁifl,Oéi > ﬁl
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Atin en la situacion e(I) # e(in<(I)) existen a priori algunas cotas para la multiplici-

dad. Enel casoenque P = (0 :...:0: 1) es un punto base, tomamos z,, = 1 y trabajamos
en el anillo de polinomios k[z1, ..., Zny,—1], localizado en (0,...,0). Si esto ocurre, I := I
es un ideal (z1,...,Ty—1)-primario (pues el tnico cero de I es el origen) y se tiene:

Proposicién 3.3.17 [Proposition 4.2 adaptada, [14]]
Sea I := Iy es un ideal (x1,...,Tm—_1)-primario en R = k[z1,...,Zm—1]0. Para cualquier
orden local < de R y e(I) :=e(l,R),

e(I) <e(ing(I)) < (m—1)le(I).

Ejemplo 3.3.18 Mirando el ejemplo anterior, después de trasladar el punto (0:1:0) a
Py 4 y afinizar, se tiene:

6([]31’4) =10< e(in<(I)p1,4) < 2! 6([13174) =20 s
—_————
=11

verificando las desigualdades de la Proposicién. |

Demostracién. [Proposicién 3.3.17]

Notemos con L = in<(I) y, més en general, con L, = in<(I"™). Si n >> 0, por
definiciéon de multiplicidad, los coeficientes principales de cada polinomio I(R/I™) y
I(R/L™), son e(I)/(m — 1)y e(L)/(m — 1), respectivamente. Ahora bien, sabemos gra-
cias al Corolario 3.1.21 que [(R/I™) = I(R/Ly). Como consecuencia de ello, dado que
L" =ins(I)" Cin<(I™) = Ly, resulta entonces:

I(R/I") = (R/Ly) < I(R/L") .

En consecuencia, por ser ambos polinomios del mismo grado, la relacién de orden entre
los polinomios debe ser la misma que entre los respectivos coeficientes principales. En
consecuencia

e(I) < e(L) = e(in<(I)) .

La otra desigualdad enunciada se obtiene mediante el Teorema 3.1.11. En efecto, tome-
mos como ideal Q a L. Resulta 9Mp-primario. Ademds, en este caso, m—1 = dim(R). Dado
que e(R) = 1 (ver Ejemplo 3.1.4) y I(R/L) = I(R/I) < e(I) por la Proposicién 3.2.10,
resulta aplicando el Teorema 3.1.11:

e(L) < (m—=1)I(R/L)e(R) < (m—1)!e(l).

a

Esto nos permitird calcular la multiplicidad del ideal inicial, que es de tipo monomial,
y por ende, aproximar la multiplicidad de I. El principal inconveniente que surge es que
estas cotas no son muy finas, y por ende, no nos proveen de informacion sustancial. Para
més informacion, ver Capitulo 5.

En [14] hay otra Proposicién (Theorem 4.3) que explica cudndo hay igualdad entre las
multiplicidades e(I) y e(in<(I)). La misma trabaja sobre el anillo de polinomios y un ideal
M-primario. Adaptamos el resultado al caso local. Dicha proposicién involucra Algebras
de Rees. Recopilamos a continuacion algunas definiciones y hechos enunciados en el mismo
trabajo.

Definicién 3.3.19 Sean L = in<(I) y L, = in<(I"), para cualquier n € Ny como en

la demostracion precedente. Sea B = ZLntn el Algebra de Rees de la filtracion definida
n>0
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por {Ly}n>0. De hecho, B es el dlgebra inicial in<(R[It]) del Algebra de Rees R[It] con
respecto al orden entre monomios extendido en R][t]:

ftr=<gt® & r<s o “r=syf=<g”.
Observacion 3.3.20 En general, B no es noetheriana.

Teorema 3.3.21 (Theorem 4.3 [14] adaptado) Sea I wun ideal (x1,...,ZTm—1)-
primario del anillo de polinomios localizado R := k[z1,...,Zm-1]0, y sea < un orden
local. Supongamos que e(I) = e(in<(I)). En tal caso, el dlgebra inicial B es integra sobre
Rlin<(I)t]. En particular B es noetheriana.

Observemos que si k es alg. cerrado, la condicién de (z1,...,Zy,—1)-primario se verifica
para cualquier ideal (0) C I C R, gracias al Nullstellensatz.

Veamos, previo a la demostracién, una proposicién técnica de suma utilidad, y un
Teorema de Rees, que sera el pilar fundamental de toda la argumentacion.

Proposicién 3.3.22 Dado un ideal I C R = k[z1, ..., x40, resulta
e(I*) = e(I) s,
Demostracién. De acuerdo con la Observacién 3.1.5, y por ser d = dim(R), se verifica:

I(R/(I°)""'R) d! WR/(IG+D-DHER)

e(I*,R) = lim = lim

n—oo nd n—oo nd
~ m WR/(IGCHD=DHR) d@ (s(n+1) —1)¢ i [(R/(IC(F)-DHLR) 41
Tate (s(n+l)— 1) nd Conmee (s(n+1) 1)
_ 13d
lim (S(n—i_nld)l) = e(I) st
como queriamos. O

El siguiente resultado se relaciona fuertemente con un concepto ya presentado en la
secci6én anterior (cfr. Seccién §3.2): el de ideales de reduccion. En efecto, para tales ideales
vimos que la multiplicidad de un ideal coincide con la de su ideal de reduccion.

Teorema 3.3.23 [Rees, cfr. [31]] Sea (R,9M) un anillo local noetheriano, de dimension
finita. Dados I,J € R ideales, con J C I se verifica:

e(J)=e(l) <= IcCJ.
i.e. las multiplicidades coinciden sii I es integralmente cerrado sobre J. Equivalentemente,
sti se verifica I = J.

Es decir, dado J C I un ideal de reduccién de I (que tiene, por ende, igual multiplicidad
que I) se verifica una condicién muy particular: ambos tiene igual clausura entera. Mas
concretamente, J es un ideal que cumple

JcIclJ.

Aplicaremos el resultado anterior para R = k[z1,...,Zm—1]0-

Demostracién.[Teorema 3.3.21]

Con la notacién de la Definicién 3.3.19, bastara ver que para cada s € N el algebra
R[Lt] es integra sobre R[L®t], por argumentos de grado en la variable ¢.

Sabemos que [(R/L™) y I[(R/I") = I(R/Ly) (longitud como R-mdédulos) son polinomios
de grado m — 1 para valores n >> (0. Dado que las multiplicidades de I y L coinciden por
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hipétesis, por definiciéon todos estos polinomios tienen igual coeficiente principal. Dado
que L5 C Ly y L™ C (Lg)"™ C Ly, usando el Lema 3.1.18 resulta

W(R/(L®)") 2 UR/(Ls)") 2 U(R/Lsn) = L(R/T*") = I(R/(I°)") .

Multiplicando cada miembro por % y tomando limite en n resulta e(L®) > e(Ls) >

e(I®), por la Observacién 3.1.5. Por otra parte, de acuerdo con la Proposicién 3.3.22,

sabemos
e(L®) = s™le(L) = s te(I) = e(I°) .

En consecuencia, e(L®) = e(Ls) = e(I*). Sumando esto a la inclusién L* C L, gracias al
Teorema 3.3.23, L es integro sobre L?. Trabajando grado a grado en t, tenemos que B es
integra sobre R[in~(I)t], como querfamos probar. O

Lema 3.3.24 Si I es un ideal monomial, B es noetheriano (como R[It]-mddulo).

Demostracién. Dado que I es monomial, resulta I = in-(I) para cualquier eleccién de
orden <. En particular, B coincide con todo R[[t]. Veamos entonces que R[It] es un anillo
noetheriano. Dado I C R ideal, sabemos, por el Teorema de la base de Hilbert extendido
a cualquier localizacién del anillo de polinomios k[zy,...,Zm,m—1], que I es f.g. sobre R,
digamos I = (g1,...,9s). Con esto R[It] = R[git,...,gst]. Llamemos z; = g;t y sean Z;
nuevas variables, alg. independientes sobre R.

Tomemos un ideal J de R[[t] y veamos que es f.g.. Sea f € J. Por construccién, existe
F € R[Zy,...,Z;] tal que F(z1,...,2:) = f. Por lo tanto, si J = (f : f € J) C R[It] es

ideal, entonces J = (F' : F(z) € J) C R[Z1,...,Z;] es ideal, y por el mismo teorema de
Hilbert, resulta f.g.. Si J = (F;,, ..., F;,), resulta J = (f;,, ..., fi,) como ideal de R[It]. O

Observacién 3.3.25 Como acabamos de probar, es fdacil ver que la condicion B noetheria-
na es cierta para un ideal monomial I. Sin embargo, como hemos senalado anteriormente
en la Observacion 3.3.20, esta propiedad de noetherianidad es muy poco frecuente. Como
vimos en el Ejemplo 3.53.16, se cumple para Py 2:

e(Ip,,) =12 = e(ins(Ip ,)) < 2'e(Ip12) =24 .

Ahora bien, si Ip, , es no monomial tendremos, gracias al Teorema 3.3.21, un ejemplo no
monomial de B noetheriana.

Demostracion. Veamos entonces que Ip, , es no monomial. Sabemos que las tinicas for-
mas lineales que se anulan en dicho punto base son l; = I3, lo y [5. Ademads, la relacién
entre dichas formas es —l1 + 2 % [y + 5 = 0. Siendo a := l‘l" * l% x5 ; b= li’ * lg *lg ;
ci=Bx3xly %125 d:=13xly*ly* 12 *lg, tenemos:

Ip o= (I 3 lsy 1303 % 13503 w o 13) = (13513 % 13503 = Lo # 12) .

Usando la relacién lineal entre las 3 formas lineales involucradas y desarrollando cada
producto:

Ip , = (I3 =65 xly+12xl 13— 81313 x12; 1} xlo —4Ax B x5+ 4x13x13) .

Reemplazando finalmente Iy := u—s, ls := u—s+t, tendremos un ideal Ip, , en Clu, s,t|p, ,.
Via un isomorfismo lineal ¢, transformemos el punto Py = (1:1:0) en (1:0:0).
Tomemos, por ejemplo, la matriz de ¢ en bases candnicas:

1 00
M = -1 1 0
0 0 1
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Por lo tanto, el ideal transformado (de acuerdo con el Lema 3.3.5) es I=1Io 1, siendo

el punto en cuestién (1 : 0 : 0). Por tultimo, afinicemos con respecto a la variable u, y
localicemos el ideal transformado en el origen de C?. Queremos ver que este ideal no es
monomial.

Si dicho ideal resultara monomial, entonces una base standard con respecto a cualquier
orden local <, por ejemplo Is(s,t) 3, deberfa ser monomial. No obstante, si calculamos con
SINGULAR obtenemos

> ring r = 0, (u,s,t), 1s;

// agregamos la variable u para luego especializarla en 1

> ideal I=(8"7+24*u"5*s*t-50%u"3*s 2%t " 2+50%u"2*%s~ 3%t~ 2+8*%u"3*s*t~3-60%
UT4*s 2%t +25%u"4xs*xt " 2+80%u"3*%s 3%t -12*%u"2%s " 2%t " 3-25%ukxs"4*t T 2+24xu*s " bx*
t+8*uxs 3%t "3-60%u"2%s " 4*kt-u"T+7* U 6*ks—4*u”6*kt-T*sT6*u-4*s 6kt -5*xu"5xt"2-
21%u"b*xs " 2+35*%u"4*xs " 3-2*xu"4*t " 3-3b5%u"3*s"4+21*%u"2%s " 5+b5*xs"b5*xt " 2-2%xs 4%t~ 3,
—u”3+3*%uT2%s-6ku" 2%t -3k uks T 2+1 2% uks*kt-12%ukxt T2+s73-6*s " 2*xt+12*%skt "2-8*%t "3,
UT4-4*%u"3ks+2*xu" 3L +6*x U 2% s T 2-6xu" 2k skt +Hu" 2%t T 2-4*u*s " 3+6%uks T2kt -2%kuks*
t72+874-2%s " 3*kt+s 2%t 72, -20*%u” 3kskt+24*xu*s " 2%t " 2-20*%ukxs "3kt —24*ku" 2*s*kt "2+
30*xu" 2% 2%t —8*xuxs*xt " 3+5*xu"4*xt+10*%u"3*xs " 2+8*xu"3*xt "2-10*u"2*s"3-s"5+u"5-5%
U”4*s+4*u" 2%t " 3+5%uks " 4+5%s "4kt -8*s 3%t "2+4*s"2%t"3); // ideal en las
variables (u,s,t)
// hacemos el cambio u =1, s=s+1 , t =1t
> ideal I =

((1+8) "7+24%175% (1+8) ¥t-50%1"3* (1+s) "2*t"2+50*%1"2* (1+s) "3*t "2+
8%17°3x (1+8) *t~3-60%1"4* (1+8) "2%t+25%1"4* (1+5) ¥t " 2+80% 1" 3* (1+8) "3*t-12*%1" 2%
(1+8) 2%t~ 3-25*%1*% (1+8) “4*t " 2+24x1x (1+8) "5kt +8* 1 (1+8) "3*%t"3-60*1"2x (1+s) ~4x*
t=1"T7+7*176% (1+8) —4*176*xt-7* (1+s) "6%1-4* (1+8) "6xt—-5*1"5xt"2-21*%1"5% (1+s) "2+
35%174% (1+8) "3-2%174xt~3-35%173* (1+8) "4+21%1"2x (1+s) "5+5*% (1+s8) "5*t"2-2% (1+
8) "4xt"3,-1"3+3*%17 2% (1+8) —6%1" 2%t -3x 1k (1+s) "2+12*x 1% (1+s) *t-12*x1*t "2+ (1+s) ~3
—6%(14s) "2%t+12% (1+s) %t~ 2-8%t"3,174-4%1 3% (1+s) +2%1"3*%t+6%1" 2% (1+s) "2-6%1"2
*(1+8) ¥t+172%t"2-4x 1% (148) "3+6% 1% (1+8) "2%xt-2*% 1k (1+8) ¥t "2+ (1+8) "4-2* (1+s) " 3%
t+(1+s8) "2%t72,-20%1" 3% (1+s) *t+24* 1% (1+s5) " 2%t~ 2-20%1* (1+s) "3*t—-24*1"2* (1+s) *
t72+30%17 2% (1+8) "2%t—-8*1* (1+8) ¥t " 3+5*x1"4*t+10%1"3* (1+8) "2+8%1"3*t"2-10%1"2*
(1+8) "3-(1+8) "5+175-5%1"4% (1+8) +4x 1" 2%t " 3+5*1* (1+s) "4+5x (1+s) ~4*t-8*(1+s) "3

*t " 2+4% (1+8) "2%t~3) ;
> ideal J = std(I);
> J;

J[1]=8t3-12st2+652t-s3
J[2]=s2t2-2s83t+s4
J[3]1=4s4t-3s5

J[4]=s5b

que no es monomial.
Por lo tanto, Ip, , C Clu, s,t]p, , €s no monomial, como querfamos mostrar. O

Recopilando los ejemplos vistos y las herramientas tedricas analizadas, vemos que
el cdlculo de multiplicidades, lejos de ser facil de efectuar, presenta un sinnimero de
complejidades. Pese a haber algunos casos particulares donde existen algoritmos para
hacerlo, el caso general todavia es una incognita. Algunas de las técnicas mencionadas
pueden ayudar a resolver este problema, pero el calculo todavia no estd cerrado.

3En SINGULAR, Is es el orden lexicogrifico negativo. Si @ = (21, ..., x,) entonces z® < PPedl<i<
niar=p,...,¢i-1 = Pi—1,q; > .
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Capitulo 4

Birracionalidad de ¥¢

4.1 Consideraciones generales

En el presente capitulo, analizaremos en profundidad la inyectividad de nuestras parame-
trizaciones. Existe una magnitud importante a definir, que jugard un papel esencial en
todo nuestro desarrollo.

Definicién 4.1.1 Dada una matriz B € Z™™, con suma de columnas igual a cero (cfr.
Seccion §2.1.1), definimos

g := mcd(menores mazimales de B) .
Observacién 4.1.2 Notemos que B tiene rango mdzimo (en Q™™ ) sii g # 0.

Definicion 4.1.3 La parametrizacion g es propia si es genéricamente 1—-1, esto es

degyp = 1.

Queremos encontrar condiciones que garanticen la inyectividad de nuestra parametri-
zacién. En primer lugar, veremos que la matriz B debe tener rango maximo, es decir,
necesariamente g # 0.

Proposicién 4.1.4 Supongamos que B tiene rango r < m (suponiendo n > m, rango
menor a m equivale a g = 0). Entonces, la parametrizacion g no es 1-1. Mds ain, la
dimension de la imagen es menor o igual a v — 1.

Una pregunta natural que surge es si la dimensién es igual a 7 — 1 0 no. Atn en caso de
rango maximo m, la dimension puede ser menor, como se ilustra en el siguiente ejemplo
sencillo:

Ejemplo 4.1.5

6x2
€ Z°**

donde {b1,b2} es Li. En este caso, es facil ver que las coordenadas de la parametrizacién
son y; = yo = £1,! lo que dice dim S = 0, a pesar de ser rango(B) = 2. |

'El signo depende de la paridad de los exponentes de cada forma lineal.
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No obstante, si g # 0, la dimensién esperada de S es m — 1, con excepcién de “casos
degenerados” como el presentado en el ejemplo anterior. Esto significa, simplemente,
que la clausura de la imagen de op (i.e. S) es una hipersuperficie para matrices
generales B. Aunque la clasificacion de matrices excepcionales es muy sutil, la condicion
dim S = m—1 puede comprobarse algoritmicamente (cfr. [15] y [11]). Mé&s atin, es suficiente
encontrar un punto w para el cual el rango de la matriz jacobiana de g es m—1 (ver [34]).

Para ilustrar la demostracién de la Proposicién 4.1.4, presentamos un ejemplo don-
de r < m y la dimensién de la imagen es r — 1.
Ejemplo 4.1.6 Supongamos

1 -1 0
-1 1 1
B= 2 -2 -1
-2 2 0
En este caso, el rango de B es 2. Como v@ = —v(l), tenemos yo = 1/y;. Ademas, I3 = 11y
y l4 = —2 % [1. La parametrizacion resultante es:
. ll * (ll — 12)2 . . i . L lQ
yl_—lg*(—Q*ll)Q ; y2_y1 ; y3-—l1_l2-
Tomando w = [ /l2, vemos que
_w-vr 1
= "rw ; yQ—yl o= T
Luego, en este caso, tenemos dim(S) =1=2— 1. |

Demostracién. [Proposicién 4.1.4]
Para facilitar la notacién, supongamos que

I

2li-1 (agn_l) « 1)
donde O‘z(] ) € Q para todo i, j, y las primeras r filas de la matriz son l.i. sobre Q. Cuando
escribimos la parametrizacién, encontramos que nuestros g; son funciones racionales de
homogeneidad 0 en las r nuevas variables [1, . .., .. Esto implica que cada y; es una funcién
racional en las r — 1 variables [; := li/l; con i = 1,...,7r — 1. En particular, si 7 < m
tendremos dim(S) <7 —1 <m — 1 = dim(P™~!). Con esto, ¥5 jamas podrd ser 1-1. O

4.2 Un ejemplo motivador

En [24] se presenta una herramienta fundamental para el analisis de nuestras parametriza-
ciones. En efecto, el teorema principal de dicho articulo afirma que la parametrizacion ¢¥p
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es genéricamente 1-1 sii ¢ = 1. En un comienzo, no resultaba clara la argumentacién usa-
da. Es asi como se empezaron a mirar ejemplos particulares. Presentamos a continuacién
uno, que abrié las puertas de todo el trabajo a desarrollar en la siguiente seccion.

Ejemplo 4.2.1 Con la notacién de la Seccion §2.1.1, sea B la matriz

1 1 3
1 0 2
o 1 1|,
—2 -2 0
0 0 —6

donde g = 6. Veremos que ¥p es propia, calculando el cardinal de la preimagen de un
punto genérico en la hipersuperficie S. Mas ain, como resultado de esto tendremos que la
parametrizaciéon no solo es 1-1 genéricamente, sino que ademads es birracional, i.e. existe
una inversa genérica también racional.

La parametrizacién asociada a la matriz B es:

ll*lz ll*lg li)’*l%*lg
Y1 = l2 ; Y2 = l2 ; Y3z = 16
4 4 5

Fijemos (y1,y2,y3) € Sy sea (u,s,t) € (C} \ (ls =15 =0))/ ~ C P? tal que ¢¥p(u,s,t) =
(y1,%2,y3). Queremos calcular el niimero de (u : s : t) € P? con esta propiedad. Recordemos
que en este caso:

lih == u+s+3xt;
lo = u+2xt;
13 = Ss+1;
ly = —2x(u+s);
ls = —6xt.
Dado que I5(u, s,t) = —6t # 0, podemos suponer ¢t = 1, ya que estamos trabajando en el

espacio proyectivo. Luego, la nueva parametrizaciéon afinizada es:

l~1 = u+s+3;
lo == u+2;
ls = s+1;
ly == —2x(u+s);
l5 = —6 ;
y, en consecuencia,
o (uts4+3)(ut2) |
b= 4x(uts)?
. (utst3)(s+1) |
Y2 = dx(u+s)? 7
 (uts+3)3(ut2)2(s+1)
Yys = 66 .
Notemos que
y3 35 = 2wy % (u +5)° . (4.1)

Supongamos que y1 , y2 # 0 y que (u,s,1) € P5" (y1,42,y3). Resulta

Y1 u—+2 u+2—A
e =)\ M1 = 2 = 4.2
e = (I+s)=u+ = s 3 (4.2)

Por lo tanto, en este caso, tenemos un tnico valor para el pardmetro s, una vez que
fijamos el valor de u. Por otra parte, y; estd univocamente determinado por A e y». Luego,
s6lo necesitamos verificar que yi(u,s) = y1 y que y3 * 3% = y2 x yo * (u + 5)°.

o4



CAPITULO 4. BIRRACIONALIDAD DE ¢

.Qué ocurre con u? Dado que y3 * 35 = y? x yo * (u+ 5)% e y; * yo # 0, la primer
respuesta (“naif guess”) serd que tenemos 6 valores para u. Pero este no serd el caso. En
efecto, u debe cumplir:

F .= (u+s)2*4*y1—(u+s+3)*(u+2):4*y1>x<(u+s)2—(u+2)*(u+s)—
3% (u+2)=0.

Como s = %, tenemos una nueva ecuacién cuadratica que deberd verificar u:

rtye)*x(y+dyz—1) o 4 +4) 2y — Ay +1) -t

n Y1 (4‘3)

LAyt g — g o)
Y1

F =

De la férmula clasica se desprende:

4x(y1+y2)*(2y1 —4ya+1) Iy, F 144y,
m + /144y, + 1449 _

9 4 2(y1ty2)*(dy1+dyz—1)
Y1
(y1+y2)*(§?1*4y2+1) L3V T U
(y1+y2)*(4y1+4y2—1) ’
Y1

u =

Combinemos a continuacion las ecuaciones (4.1) y (4.3) para obtener un tunico valor de u.

. Do — .
En efecto, las ecuaciones (4.1) y u + s = u yly% + % en conjunto devuelven:

+ 2% g —
*yl y2+ Y2 y1)6'

G:=(u+s)°=
(uts) (u n n

Dividamos formalmente (reemplazando u por una variable U en G y F ) el polinomio G
por el polinomio F con respecto a la veriable U. Luego de especializar en U = u, el resto
obtenido sera, por argumentos de grado, una expresién lineal en u. Dado que sabemos
F(u) = 0, esto nos da una expresién més sencilla para G. Por el Algoritmo de Divisién,
usando MAPLE:

G=QF+aU+b.

Siy1 #0y (d*xy1 — 1 +4*y2) # 0, tenemos:

y1*(dy1—1+4y2)°
p . —243%(= 12296y *y$ —336y3+y1 —192y5 —9y1 +48y5 —40y7 —160y3 —200y2+y1)

y1#(dy1 —14+-4y2)°

{ a = 486+ (y1+y2)*(12y1 +1+12y2)*(4dy1 +3+4y2) .
T 9

(El cociente @ es una funcién racional en U, y1,y2 € y3, con denominator igual a yp * (4dy; —
1+ 4y2)°).
Especializando en U = u resulta:

(u+s)°=G=a*xu+b.

Combinando esto con la ecuacién (4.1) nos devuelve una expresién para u y, por (4.2),
para s. En consecuencia, hemos encontrado una inversa genérica de g, que notaremos
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con ¥ = (U : Uy : Uy):

Wy = {1/2 % (15360 * y3 * y5 * y1 — 160 * y3 * y1 — 200 * Y3 * y? — 12 % y2 * y1 — 40 * yo*
Y3 — Ok yo xyP —3kys — 192 % y3 * y1 — 96 % Y3 * ¥ + 48 x yo * yi — 336 x y3 * y? — 960
Y3 % Yo % Y1 — 15360 % y3 * 3 * y1 — 23040 % y3 * Y3 * y7 + 5760 * y3 * y2 * y; — 15360 * y3*
Yo * Y3 + 5760 * y3 * Yo * y3 + 30720 * y3 * y3 x y5 + 15360 x y3 * yo * yi + 30720 * y3 * ys*
y%7480*y3>ky%—480*y3*y%+60*y3*y1+60*y3*y273840*y3*y§+1920*y3*
ys — 3840 * y3 * yi + 1920 % y3 * y3 + 3072 % y3 * y + 3072 % y3 * y3)} / {v1 * (y1 + ya)*
(I12%y; + 1+ 12%yo) *x (dxy; + 3+ 4% y2) *xya} ;

Wy = {1/2 % (15360 * y3 * y5 * y1 + 40 * y3 x y? — 40 % yo * y3 — 3 % yo * y2 — 80 * yf — 6%
Y3 — 3k ys + 192 % Y3 x 3 — A8 x yo * yi — 96 % y) + 144 % y3 + y? — 960 * y3 * yo * y1—
—15360 * y3 * y5 * y1 — 23040 * y3 * Y3 * y> + 5760 * y3 * y3 * y1 — 15360 * y3 * y2 * yi+
+5760 * y3 * y2 * y2 + 30720 * y3 * Y3 * y3 + 15360 * y3 * Yo * yi + 30720 * y3 * y3 * y3—
—480 * y3 * y? — 480 * y3 * y3 + 60 * y3 * Y1 + 60 * y3 * yo — 3840 * y3 * y3 + 1920 * y3*
Y3 — 3840 % y3 * yi + 1920 % y3 * y§ + 3072 x y3 *x y7 + 3072 y3 * y3)} / {v3 * (y1 + ya)*
(125 y1 +1+12%yp) * (dxyr + 3+ 4% y2)} ;

\113 =1.

Luego, si elegimos (y1, y2,y3) fuera de (y1*yo = 0)U (4% y1 — 1+ 4% yo = 0) U ((y1 + 12) *
(12%y1 +14+12%yo) * (4 xy1 + 3 +4 % y2) = 0), tenemos una parametrizacién 1-1. Mas
aun, resulta una funcién racional.

Luego, en este ejemplo, vemos que genéricamente tenemos un punto en cada preimagen
y g = 6. Ademsds, la condicién “genérica” es necesaria a la hora de considerar la inyectivi-
dad. Por lo tanto, deg(vg) = 1. [ |

Como hemos mencionado ya, este ejemplo motivo la reformulacién del enunciado del
Teorema de Kapranov, como veremos a continuacién. Para ello, seguiremos de cerca [24]

y [20].

4.3 Teorema de Kapranov precisado

En toda esta seccién, notaremos con * la multiplicacion usual en C y con . con la multi-
b
plicacién de matrices, mientras que la accién del toro sera indicada con - .

Definicion 4.3.1 Sea G un grupo algebraico con Algebra de Lie G y S C G una hiper-
superficie algebraica. Para cada g € G sea lg : h +— gh la traslacion a izquierda por el
elemento g. La funcién de Gauss a izquierda (left Gauss map) de la hipersuperficie S
es la funcion racional vs : S --» P(G*), que manda un punto suave s € S al hiperplano

d(IsV)NT,S) C To(G) = G.

Ejemplo 4.3.2 El caso que nos interesa puntualmente es G = (C*)™. Resulta entonces
G = C™, y la traslacion a izquierda es el morfismo de multiplicacién usual. Si S es una
hipersuperficie, definida por una ecuacién (A = 0), la funcién de Gauss es, simplemente,

0A OA
5o @) (4.4

que transforma un punto suave 4 € S en un punto proyectivo de P~
Geométricamente, 7 se obtiene (localmente) de la siguiente manera. Debemos consi-
derar la imagen de la funcién de coordenadas a, — log(a,) aplicada a la hipersuperficie
S = (A =0) y luego tomar como y(a) el vector normal (proyectivo) a log(.S) en el punto
log(a). De ahi el nombre del morfismo v (cfr. [30]). |

v(y)Z(yl*afyl(y):---:ym*

La funcién de Gauss estara intimamente ligada a nuestra parametrizaciéon ¢ pg.
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Definicién 4.3.3 Una matriz B € Z™"*™, n > m, cuyas columnas suman cero, es no
defectiva si su clausura (Zariski) Im g C C™ tiene dimension m — 1.

Teorema 4.3.4 Sea G = (C*)™ el toro algebraico de dimensién m, S C G una hipersuper-
ficie algebraica irreducible. La funcién de Gauss (Gauss map) vs : S -+ P~ es birracio-
nal si y sélo si existe una matriz entera no defectiva B € Z™*™, de rango mdzimo y suma
de columnas igual a cero, y una constante ¢ € (C*)™ tal que c- g : P™1 -5 8 (i.e. una
traslacion de g por c en el toro) es birracional. Equivalentemente, S = ¢-Im(g)N(C*)™,
siendo Yp : P71 ——s P™. Mds atin, en este caso, la funcion de Gauss es la inversa de

C'wB.

Ejemplo 4.3.5 Verifiquemos nuestro Teorema en el Ejemplo 4.2.1. Recordemos que

1 1 3

1 0 2

C:= 0 1 1
-2 -2 0

0 0 -6

y la ecuacién que define la hipersuperficie, que hemos calculado en el Ejemplo 3.3.13, es:

4096*y?*y§+24576*y?*y2*y§—128*y{’*y2*y3—6144*yi’*y§+61440*y%*
*y%*yg—384*y‘f*y§*y3+y%*y%—30720*y‘11*y2*y§—480*y%*y2*y3+3840*
*y%*y§+81920*y§’*y%*y§—384*y%*y§’*yg—61440*y%*y%*y%—960*y%*y%*
*y3 + 15360 * Y3 * yo * y2 — 120 % v * y2 * y3 — 1280 x 3 * y2 + 61440 * y? * y3 * y3—
—128 x y? % y3 * y3 — 61440 % y3 * y3 x y3 — 480 x y% * y3 * y3 + 23040 * yF * y3 x y3—
—120 % y§ x y3 * y3 — 3840 * y? * yo * y3 — 2% Y7 * y2 x Y3 + 240 * y§ x y3 + 24576 x yy*
*yg*yg—30720*y1*y%*y§+15360*y1*yg*y§—3840*y1*y%*y§+480*y1*y2*
*y§—24*y1*yg—1—4096*3/3*y%—6144*3/5’*@/%—1—3840*@/‘21*3/%—1280*y§’*y§—|—
+240 % y3 * y3 — 24 % yo * y3 + 13 .

En consecuencia, y de acuerdo con la Férmula de Inversién de Kapranov, tenemos ~y :=
(71,72,73), donde ~; 1= y; * 88Ayf (y) para i = 1,2,3. En este caso:

Y1 :z4>f<y1*(—30720*y1*y%*y§+120*y1*yg—480*y?*y2*y3—90*y%*y2*
*yg—46080*y%*y§*y§—160*y%*y2*y3—60*y1*y%*y3—1920*y1*y2*y§+
+30720*y1*y§*y§—30720*y%*y2*y§—720*y%*y%*y3—64*y1*y%*y3—384>(<
*y?*yg*y3+61440*y%*y§*y§—288*y%*y%*y3+30720*y%*y2*y§—yl*yz*
*y3 4+ 11520 * y1 * Y3 * y3 + 61440 * y3 x y3 * y3 — 240 * yy * y3 * y3 + 11520 * y§ * yo * y3+
+6144 * y3 * y3 + 3840 * y3 * y3 — 7680 * y3 * y3 — 7680 * yf * y2 — 960 * y3 * y3 + 120%
*yo * Y3 — 960 * yF x Y3 + v * y3 + 3840 * Y + y3 + 6144 x v x y3 — 6 % y3) ;

Yo 1= 2% Yok (—60 x Y3 % y3 — 61440 x y1 * Y3 * Y3 + 240 * y1 * y3 — 960 * Y3 * yo * y3—
—120*y%*y2*y3—92160*y%*y%*y§—384*y‘11*y2*y3—3840*y1*yg*y§+61440*
*yl*y%*yg—61440*yi)’*y2*y§—720*y%*y§*y3—240*y%*y3—y%*y3—64*y?*
*yg—576*y{’*y%*y3+122880*y%*y§’*y§—256*y%*yg’*y3+61440*y%*y2*y§+
+23040 * y1 * Y3 * y3 + 122880 * 3 * y3 * y2 + 23040 * y2 * yo * Y2 + 12288 * y3 * y2+
+7680 * y3 x y3 — 15360 * y5 * y2 — 15360 * yi * y3 — 1920 * y2 * y3 + 240 * yo * y3—
—1920 % y? * y2 + yi * y2 + 7680 * v  y2 + 12288 % yf x y2 — 12 y2) ;
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3 i= 2% yg * (—1280 * y3 * y3 — 60 x Y3 * y3 — 64 x Y2 * y3 + 24576 * y1 * y3 * y3 — 240%
*y? x Y3 + 15360 * Y3 * y2 * y3 — 3840 x y? * yo * y3 — 30720 * yi * yo * y3 — 3840 * y1 *
*y2 x Y3 + 61440 * yi * y3 x y3 + 23040 * y? * y3 * y3 — 30720 * y1 * ys * y3 — Y3 * Y2+
+3840*yf*y3—192*y%*y§’+240*y%*yg—6144*y?*y3—61440*yi”*y%*y3+
+81920*y§’*y§’*y3—|—61440*y%*y§*y3—61440*y%*y§’*y3—64*yi’*y2—60*
*Y$ * Yo + 480 % Y1 * yo * Y3 + 24576 * y7 * yo * y3 — 192 x 7 * y3 + 15360 * y1 * y3 * y3—
—24 % y1 * y3 + 3840 * y3 * y3 — 1280 * Y3 * y3 — 6144 x y3 * y3 + 4096 * y§ * y3 + 4096x
S % y3 — 240 % yi * yo — 480+ Y7 * Y3 — 24 * Yo * Y3 + 240 % y3 * y3 + y3) -

Calculemos ahora (21 (y,s t), 22(u,s,t)s Z3(u,s,t)) = (7 © ¥B)(u, 5,t). Obtenemos:

2= (u+s+3%) % (Adxu? +8xskut+4dxs?+6xust+6xsxt+9xt2)* (4x
wu? + 8% skut+4d* s+ 18 xuxt +18x s+t +27T+t2) xux (u+2*t) x(s+1)?/
{746496 * t7 * (u + )11} ;

2o = (u+s+3%t) x(dxu?+8xskut+4+s>+ 18 u*t+ 18 s+t + 27 *12)x
$(A*xu? + 8% sxut+4*s?+6xuxt+6xsxt+9%t2)xsx(ut2xt)x(s+1)?/
{746496 % t7 * (u + )11} ;

3= (ud+s+3%t) x(dxu?+8xsxu+4xs>+18xuxt+18xs%t+ 27 *12)x
k(dxu +8xsku+dxs?+6xurt+6xskt+9xt2)x(ut+2xt)xx(s+1)?/
{746496 * 6 x (u + s)'1} .

Verificando con MAPLE, tenemos (21 : 22 : 23) = (u : s : t), como esperabamos. [

Es menester en este punto hacer una observacién importante:

Observacion 4.3.6 Notemos que la aseveracion del teorema se refiere a un punto pro-
yectivo u. No debemos esperar, bajo ningiun punto de vista, que (v o ¥p)(u1,...,Uy) =
(u1,...,un). Presentamos un ejemplo para ilustrar este hecho.

Ejemplo 4.3.7 [Ejemplo 2.2.1 revisitado]

El presente ejemplo fue dado ya en la Seccién §2.2.2, Ejemplo 2.2.1, en el contexto
de la Teoria de A—discriminantes: la matriz A se asocia al discriminante de un polinomio
univariado ctibico genérico.

1 1 11
01 2 3
méximo tal que A.B = 0, digamos:

Tomemos como matriz A := < > Elijamos una matriz B entera de rango

1 2
-2 =3
B:= 1 0
0 1
Obtenemos las formas lineales
li:=u+2*xv ; lb:==-2%xu—3%xv ; lIl3:=u ; lg:=v,
y la parametrizacién v p correspondiente:
o= lyxl3/13;
Y2 = l% *l4/l§ .

Efectuando célculos de bases de Grobner, la ecuacién que describe la hipersuperficie S es

AB(yl,yg):—4*y2—27*y%+y%+18*y2*y1—4*yi’.
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Con las notaciones anteriores, reproducimos calculos realizados con MAPLE si v = (71, 72)

es la funcion de Gauss de dicha hipersuperficie
y= (120y] =25 y7 = 18xyrxyn) 5 y2i= (—4xyp — Sdxys + 18%y1 )
Calculemos (21(y,v), 22(u,v)) = (7 © ¥B)(u,v). Obtenemos:
21 = dx(u+2%0)2xux (WP +9xud kv +2Txux0v? +27%03) /(2% u+ 3% v)
2y = 4dx(u+2%v)? (ud + 9% u?xv+2Txu*v? +27%03) /(2% u+ 3 xv)°
Notemos que no recuperamos (u,v) con (v o ¥pg)(u,v) = (21, 22) sino que sélo resulta
= (u:v). [ ]

z1/z2 = u/v, o sea (z1 : z2)

La demostracién que presentamos a continuacion sigue de cerca lo hecho por Kapranov
|. Se explican con mayor detalle algunas de las afirmaciones y se muestra dénde es

[

en |24|. i
plausible precisar mas atn el resultado obtenido por éste

Demostracién.[Teorema 4.3.4] Condicién Suficiente. .
Sea B := (bij); ;» ¥ =B = ({1, ., ¥m), donde ¢;(u) := [ [ (@), Il =< Bj; e >,
y consideremos, salvo constante !
UcC(C)™—(C)™ log(v) = (log(thr), . .., log(¢m))+
+(log(cr), .-, log(em))

logo(c- ) :

donde U es un abierto simplemente conexo que no contiene al origen, para evitar una

multivaluacién del logaritmo log. En este caso

log(w;) (@ Zbk] « log (I (u))

Z b i * u;, como en la Seccién §2.1.1. El punto clave en la demostracién es el

y le(u) = :
i=1
siguiente:
0log(cj*x1;) Olog ¢ 0 log v .
= = V = 1 e 4.5
que es muy facil de verificar, ya que
dlog 1j <= biy * biy
e Yy Z ==

w
O ui k=1

es una expresion simétrica en i, j. Esto significa, simplemente, que la matriz jacobiana
es simétrica:

Ja . — J( — (9log iy
(log(c-v)) = Jogou) = (T2,

91 91

duq dum

v T
Jlogow) = | | ecmm, (4.6)

9Ym Ym

Ouy Oum_

Ym T Ym
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M4s atn, de esto ultimo, multiplicando cada fila i por 1; (que no cambia genéricamente
el rango del Jacobiano) se desprende que rk(J(logo)) = rk(J ).

Afirmacién. Dado que rk(B) = m y B es no defectiva, resulta rk(J(logo)) = m — 1
genéricamente. En efecto, tenemos rk(Jv¢) = m — 1 si y sélo si dimImyp = m — 1
genéricamente, i.e. B no defectiva.

Demostracién. Por ser B no defectiva, y g : P! -——s P S = Imp es una hi-
persuperficie genéricamente suave y de dimensién m — 1 como variedad holomorfa ([34]).
Sabemos que en un punto suave, el plano tangente a 15 () estd generado por las columnas
de la matriz Jacobiana J v y tiene dimensién m — 1. Esto implica que la matriz Jacobiana
debe tener, genéricamente, rango m — 1. O

Usando la expresién (4.6) anterior, tenemos la siguiente propiedad, vélida para cual-
quier z € C™:
1 * 21
(J)t .z = (J log ¥)'. : . (4.7)
Ym * Zm

Dado que J log v es simétrica, si hallamos T = (z1,...,2,) tal que (J log ).z = 0,
entonces resultard (J log ¢)t .zt = 0.
Relacionemos J ¢y J(c-v):

0 0
01*8151 Cl*a:fl
J(ew) = .
8 m 8 m
Cm * (’9116 . Cp X 815

Luego, para cualquier z € C™,

(J(c-) 2t = (J) . (c-2)". (4.8)

Sabemos que v; y, por tanto, log(t;) son formas homogéneas de grado 0. Gracias a la
Férmula de Euler, resulta

“ alogw] )
§ ; —0, Vj=1,...,m. 4.
uj e 0 J m (4.9)

Esto dice que @ € ker(J(log ©(u))). Mas atin, @ es un generador del nicleo, que tiene
dimensién 1.

Llamemos A a la ecuacién que define a Im(c-vp) = c-Imvypg = c- Imp, esto es
S := (A(c-y) = 0). Por otro lado, como A(cy * 91,...,¢m * ) = 0, el diferencial debe

ser nulo:

V(A(cd))) . J(C ”Lﬂ) =0.

Si transponemos la expresién anterior,

O, usando la ecuacién (4.8),
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Tomando z = ¢ - (g—ﬁ(c )., gyﬁ (c-1)) y reemplazando en la ecuacion (4.7) resulta:

{y1 % G2} (c-¥)
(J log )" . : =0.
{ym 37A}(C¢)

Combinando esto con la ecuacién (4.9), la simetria de J log ¢ y el hecho de que
ker(J log v (a)) = (u), tenemos:

JX=X\a)#0 tal que {y; * gA}(cw(u)) =A*xu.
Yi
; 9A AR . oA - _ . .
En consecuencia, ({y1 * g, He-¥(w) o ... {y1 = 5, He (@) = (ur : ... ¢ up) como
queriamos mostrar. O

Demostracién.[Teorema 4.3.4] Condicién Necesaria.
Notemos con ¢ : P! -5 § la inversa genérica de la funcién de Gauss. Queremos
ver que, salvo una traslacion en el toro, i esta definida a partir de una matriz B tal que

Y =vp.
Dado que v es una funcién racional con dominio incluido en el plano proyectivo, la mis-
ma estd definida a partir de m formas racionales de homogeneidad cero: ¥ = (Y1, ..., ¥m).

La herramienta fundamental consistird en mostrar que la relacién (4.5) se verifica para .
Nuevamente, trabajaremos con la funcién log.

Sea J = J(u) la matriz jacobiana (alaoigjwi(ﬂ))”, que depende del punto proyectivo 1,
y donde log es la funcién multivaluada de (C*)™ en cm que manda (x1,...,Zy) en el punto
(log(z1),...,log(xy,)), para alguna eleccién (local) del logaritmo. El espacio tangente a
log(S) en el punto z = log 1 (u) es la imagen del espacio fila de J()! (por ser imagen
del espacio columna de J(u)). Por argumentos de 0-homogeneidad de ¢ (y por ende de
log 0 1)), sabemos que ker(J(@)) contiene al vector (u1, ..., uy,). Ahora bien, como S es una
hipersuperficie (por ser ¢ genéricamente 1-1), Im(J(a )) EC(J (u)) tiene dimensién m—1
genéricamente y, por tanto, resulta un hiperplano de ecuacién lineal u %1 4. . . 4 i * G,
que se anula en casi todo punto ((1,...,(m) € Im(J(a)). Porlo tanto, (1, ..., fim)«J (@) =
(0,...,0) genéricamente. Esto significa, simplemente, que (p1, ..., im,) genera el espacio
unidimensional ker(.J(a)!) C C™.

Maés aun, dada la inversa ¢ de la funcién logaritmica de Gauss, sabemos que para cual-
quier @ = (uq,...,un), el vector it = (u1,. .., m) resulta proporcional a 4. De hecho, am-
bas condiciones son equivalentes. Veamos esto ﬁltimo Sea (A =0) = m Sabemos que,
dado @, existe A # 0 tal que A\ =y o ¢(a) = (1 * 8y1 A (h(@)), ..., Pm * 8ym A (1h(am))) € C™.
En particular, el ultimo vector es no nulo. Por lo tanto para mostrar que fi es proporcional
a u bastard con ver que (i * 8y1 A (h(T@)), ..., Ym * aym A (4)(@))) vive en ker(J(@)t) = ().
Siguiendo la relacién expresada en (4.7):

e B (@) 98 (y(a))
( log (@)’ . : = (J (@) :

G 5 25 (() 2 (4 ()
Por lo tanto, s6lo resta probar (J(u)) . (g—;‘l(@l)(a)), ey gy—i(w(ﬂ)))t = 0. Ahora bien,
sabemos que la hipersuperficie tiene ecuacién (A = 0). En consecuencia, el vector
(%ﬁ(lﬁ(ﬂ)),...,%(@b(ﬂ))) da los coeficientes de la ecuacién del plano tangente en el
punto (). Por lo tanto, dicho vector estd en el nicleo de (Jv(@))!. La reciproca es
analoga.
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Como corolario de la proporcionalidad vista entre los vectores w y [, tenemos
ker(J(@)!) = (). Es decir:

J(u)t.ut:Zui*w:O, Vi . (4.10)
=1

Por su parte, por homogeneidad de ¢ y, por ende, de logo ), sabemos que

m

, Olog ¥ _ .
Zu T =0, Vi. (4.11)

t t

Esto dice que tanto J(u) como J(#)! se anulan en @t = (u1, ..., un)".
Recordemos que querfamos probar la simetria de la matriz J(u). Para ello seréd sufi-
ciente mostrar:

log(vy) = Zul * log( @Z)Z (4.12)

(cfr. Proposicién 2.5 en [24]). En efecto, la simetria de J serd consecuencia inmedia-
ta de la simetria de las derivadas parciales mixtas de orden 2. Analicemos entonces la
ecuaién (4.12). La misma se deduce naturalmente del miembro derecho, dividiendo la su-
ma en dos partes, i.e. la suma para ¢ = k y la suma para ¢ # k, y reordenando. Por medio
de la ecuacién (4.10) obtenemos 0 + log(t)y), como desedbamos.

Finalmente, necesitamos la siguiente Proposicién, atribuida a Horn.

Proposicién 4.3.8 Supongamos que ezisten funciones racionales ¥;(u), i =1,...,m,
homogéneas de grado 0, y tales que aéogjw _ 9 g)i% para todo i,j5=1,....,m (i.e.

J(logow)(u) es una matriz simétrica). En tal caso, existen n € N, una matriz entera
B de tamano n x m (B = (bjk)jk:’ j=1,...,n, k=1,...,m) y un vector constante

c:=(c1,...,cm) € (C)™ tal que ¢ - = Pp.

Demostracién. La estrategia consistird en mostrar que c¢g * 15 es una funcién racional
homogénea, donde tanto numerador como denominador son producto de formas lineales,
teniendo como exponentes los coeficientes de las formas lineales correspondientes. Esto
dard la matriz B deseada.

Sean fi, ..., fn todos los factores irreducibles de los numeradores y denominadores de
los 93,. Como cada 1), es homogéneo, los f; resultan también homogéneos. Para cada par
(4,k), sea bji, el exponente correspondiente al polinomio f; en la factorizacién de .

G, um) = e [[ f5@)%", exeC b e

n
Maés atn, si notamos con d; = deg(f;), entonces Zdj * bjr = 0 para cada k, por ser la
j=1
homogeneidad igual a 0.
Componiendo cada 1, con log tenemos, por la condicion simétrica dada como hipdtesis,

Z": bjk * (8fj/8ur) _Olog ¢y, _ Olog ¢hr zn: bir * (01;/Our) (4.13)
i=1 7=t

fj 6ur N 8uk fj

Miremos mas de cerca la ecuacién (4.13). En primer lugar vemos que, en cada sumando,
el grado de cada numerador es menor que el grado del correspondiente denominador.
Combinando esto con el hecho que los f; son coprimos dos a dos, resulta

9 f afj

bjk*a =b.. x

Tu, O g Vk,r=1,....m, Vji=1,...,n. (4.14)
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En otras palabras, todos los menores maximales de la matriz de tamafo 2 X m

bjl bj . bjm
d fj af; d fj

Ouy Ousg O um

se anulan para cada j. Esto dice que cada matriz tiene rango 1 para cualquier . En

consecuencia, el vector numérico (b;1, ..., bjm) es proporcional, con razén en C(u1, . .., Up,)
(el cuerpo de fracciones de los polinomios), al vector polinomial (g—ﬁ, e 881{ jn ). Resulta
entonces of

j _

P

para una funcién racional no nula J; (f; no es constante, y por ende, d;(a) # 0). Por su
parte, es facil ver que 6;(u) es, en efecto, un polinomio. Queremos mostrar algo més fuerte
aun: que es constante.
Como f; es homogéneo, tenemos por la Férmula de Euler
m
Zup*gf:dj*fj.
p=1 P

Combinando esto con la expresién (4.15) y reagrupando, resulta:
m
(ijp*up) x0j(u) =dj* fj .
p=1

Veamos, simultaneamente, que d; = 1 y que J;(u) es constante para todo j. Si d;
no es constante, obtenemos una contradiccién con la irreducibilidad de cada f;, pues
degd; < deg f; — 1 . Por tanto, deg(d;) = 0. Calculando el grado de cada miembro en la
ultima ecuacién, obtenemos 1 = 1 + deg(d;) = deg f; = d;, con lo cual d; = 1.

En conclusién, ¢; es constante para todo j, y los f; son formas lineales homogéneas,
digamos

m
fj(ul,.. . ,Um) = Zajp *’LLp .
p=1

A partir de la ecuacién (4.15) vemos que ajp = J; * bj, donde 6; € C*. Por lo tanto,

n m

o) = (e TL67) TL (S b= )™

7j=1 =1

=cg
como queriamos probar. O

Munidos de la Proposiciéon 4.3.8, podemos ahora terminar con la demostracién del
Teorema 4.3.4. Observemos que no hemos obtenido aun la condicién n > m para la
matriz B que devuelve la Proposicién 4.3.8. Dado que S es una hipersuperficie y ¢ es una
biyeccién genérica, el rango de la matriz B := (bjk)j,k debe ser m, como ya vimos en la
Proposicion 4.1.4. Notemos que en la misma no hemos usado que n > m. En efecto, si el
rango fuera menor a m, 1 resultaria no inyectiva. En particular, de aqui se deduce que

n > m = rango(B).

n
Por otro lado, por homogeneidad de cada 1, vemos que ijk = 0 para cada k.
j=1
Esto dice que B es no defectiva, de rango maximo y que verifica A. B = 0, siendo A una
matriz entera A, de tamano (n —m) X n, cuya primer fila resulta (1,...,1). Si tomamos
c = (c1,...,¢) € (C*)" como la constante provista por la Proposicién 4.3.8, entonces
Y =~"1 =c-1p, i.e. el trasladado en el toro por ¢, como necesitdbamos. O
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Observaciéon 4.3.9 En la ultima parte de la demostracion dada recae la imprecision de
Kapranov. En su trabajo afirma que el reticulo (lattice) generado por las columnas de B
(llamado L) deberia ser primitivo (primitive lattice), es decir g = 1. Parafraseando: “In
fact, otherwise the map v would be a v-sheeted cover of S, where v = [(L&Q)NZ"™ : L].” En
nuestro caso, g = v. Esta afirmacion no es vdlida. A priori, seria una situacion bastante
natural. Esto estd relacionado en forma estrecha con el Lemma 6.3.1 (ver [10]). Para mds
detalles, referimos a la Observacion 4.4.7, que haremos en la proxima seccion.

Observacién 4.3.10 Un hecho importante, que se desprende de la demostracion anterior
es el siguiente. Para probar la condicion suficiente no debemos asumir que c-p es birra-
cional. Por el contrario, la técnica empleada consiste en mostrar que v o (c-¢¥pg) = idpm
genéricamente, es decir, usando simplemente la definicion de funcion inversa a izquierda.
Sin embargo, para demostrar la condicion necesaria resulta fundamental partir de la
existencia de una inversa de la funcion . En efecto, se muestra que la misma tiene la
forma deseada: es la traslacion en el toro de una Yp. En particular, esto dice que no todas
las hipersuperficies irreducibles S C (C*)™ wan a admitir una g birracional, sino sdlo
aquellas que son traslaciones en el toro de Im g N (C*)™ para alguna B no defectiva.
Este hecho nos provee de otra motivacion para el estudio de las parametrizaciones Yg.

Como consecuencia fundamental de esta observacién tenemos:

Teorema 4.3.11 Supongamos dim S =m—1 y B € Z™*™ no defectiva, de rango mdzximo
m y con suma de columnas igual a cero. Entonces g es propia.

Observacién 4.3.12 Otra consecuencia natural del Teorema 4.5.4 es la siguiente. Supon-
gamos por un instante que podemos calcular la inversa de vp. Llamémosla V. Sabemos
ademds que v (la funcion de Gauss) es la inversa de Vg, gracias al Teorema 4.3.4. Por
unicidad de la inversa, resulta ¥ = . Dado que v : S C (C*)™ --» P™~1 si consideramos
ambas funciones ¥,y : S --» C™ ~ {0} fijando un punto en C™ ~ {0} por cada punto
proyectivo en P71, existe F:= F(§) # 0 tal que

U, (y) = F(y) *xvi(y) para todoi=1,...,m , g€ S .
O equivalentemente,
Ui(9) * ym(¥) — Yo (y) *vi(g) =0 para todoi=1,...,m , g€ S, (4.16)

ya que F' es nunca nula. Como ¥ es una funcion racional, tomemos ¥; = W, 1 /¥, o, donde
U1, W0 son polinomios. Usando las ecuaciones (4.4) y (4.16) en simultdneo, obtenemos
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

0Ap JA

\Ili,l(gj)*‘llmp@)*ym*ﬁ(gj)—\Ilm’l(y)*\I/w(g)*yi* ay? (y)=0 i=1,....m—-1,gy€S.
(4.17)

Por otra parte, sabemos que S = (Ap = 0), siendo Ap irreducible. Por lo tanto, deben
existir polinomios H;, tales que el sistema (4.17) es equivalente a:

0A 0A _
Wid ()5 Wm0 () 5m 5 ()= W1 (5)+ Wi 0 ()i > (§) = HixAp(5) i =1,...,m~1.

Ym Yi
(4.18)

Tenemos entonces la siguiente ecuacion de derivadas parciales:

O ) W )+ Wi @) wix 2L ) = e f(g) i=1,... m—1.
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con incégnitas (f(g),h(y)). Mds ain, ya sabemos que el discriminante Ap junto con el
polinomio H; es una solucion polinomial para este sistema, y que deg(Ap) estd acotado
por D?, en el peor de los casos (ver Teorema 2.1.2 en Seccion §2.1.1). Esto implica la
acotacion en grado del lado izquierdo de cada ecuacion del sistema. En consecuencia,
podemos estimar el grado de cada polinomio H;. Notemos al mismo con c;.

Podemos intentar resolver el sistema en las “variables indeterminadas” H; y Ap, re-
emplazando las mismas por polinomios con coeficientes indeterminados en m variables, de
grados totales a lo sumo ¢; y D?, respectivamente, como una solucion a nuestro sistema.
De este modo, obtendremos todos los posibles pares (H;, Ag). Es relevante mencionar que
este método puede aplicarse con la ayuda de un sistema de dlgebra computacional eficiente
en el manejo de polinomios.

Otra posible solucion para este método, que no involucra el cdlculo de los polinomios
H;, es el siguiente. Sabemos que Ap(y) se anula en § = ¢p(x). Por lo tanto, si evaluamos
la ecuacion (4.18) en y = ¢p(T) y tenemos una cota para el grado de Ap, obtendremos
un sistema lineal en los coeficientes de este polinomio, a saber

0Ap

(Wi109B)(T)*(Um,0098) (2)* (VB(T)),, *( B

oY) () = (Ym,1098)(T)*(Vipgothp) (T)*

% (Vp(T)), * ( oYp)(E@) =0 i=1,...,m—1, (4.20)

0yi

que tendrd unica solucion, salvo constante. Mds aun, seria deseable conocer el politopo de

Newton de Ap (en vez de su grado), para reducir el nimero de variables involucradas en
)

dicho sistema.

Observacion 4.3.13 A partir de cada ecuacion del sistema (4.18), podemos obtener una
cota superior para cada grado ¢;. Sean d; o = deg(¥;0) y di1 =deg(¥;1) coni=1,...,m.
Tenemos entonces

deg(Hi) =c < (méx{di,l + dmp; dm71 + d@o) + 1} + (deg(AB) - 1) - deg(AB) =

4.21
= méX{di,l + dm,O; dm,l + di,O}v ( )

que es independiente del grado de Ap.

En los siguientes ejemplos, veremos cémo ilustrar estas ideas y cudl es la relacion
entre los grados de los diferentes polinomios involucrados. Existen interesantes patrones
en comun entre los polinomios H;. Para més informacién, ver Capitulo 5.

Ejemplo 4.3.14 Veamos qué ocurre en el Ejemplo 4.2.1, ya que sabemos de antemano
cual es una posible inversa V:

Uy () := {1/2 % (15360 * y3 * y5 * y1 — 160 * y3 * y1 — 200 * y3 * y? — 12 % y3 * y; — 40%
*yQ*yi’—9*y2*y%—3*y3—192*y§*y1—96*y%*y§’+48*y2*y‘11—336*y§’>x<
*y3 — 960 * y3 * y2 * y1 — 15360 * y3 * y3 * y1 — 23040 * y3 * Y2 * y> + 5760 * y3 * y2x
*y1 — 15360 * y3 * yo * y3 + HT60 * ys * yo * y? + 30720 * y3 * y3 * y§ + 15360 * y3 * yox
*yf + 30720 * y3 * y3 * y3 — 480 * y3 * y — 480 * y3 * y2 + 60 * y3 * y1 + 60 * y3 * yo—
—3840 * y3 * y5 + 1920 * y3 * y3 — 3840 * y3 * yi 4+ 1920 * y3 * y§ + 3072 * y3 * y7+
+3072% y3 x y3)} / {ynx (Y1 +y2) * (12691 + 14+ 125 yo) * (4% y1 + 3+ 4+ yo) %y} ;
Wo () := {1/2 % (15360 * y3 * y5 * y1 + 40 * y2 x y? — 40 % yo * y§ — 3 % yo * y? — 80%
*yf — 6 x Y3 — 3k y3 + 192 x y3 * yf — A8 x yo x yf — 96 x ¥} + 144 x y3 * y3 — 960 * y*
*yQ*yl—1536O*y3*y§*y1—23040*y3*y%*y%+5760*y3*yg*y1—15360*y3*
*y2 * Y3 + HT60 * ys * yo * y? + 30720 * y3 * Y5 * y3 + 15360 * y3 * yo * yi + 30720 * yg*
*yg*y%—ZlSO*yg*y%—48O*y3>f<y%+60*y3*y1—{—60*y3*y2—3840*y3>ky§+
+1920 * y3 * y5 — 3840 x y3 * yi + 1920 * y3 * y5 + 3072 * y3 * y? + 3072 x y3 * y3)} /
{07 % (1 +y2) x (2% g1 + 1+ 12% o) x (45 yr + 3+ 4% y2)} ;

[ Us3(y) :=1.
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En este caso, sabemos que el grado del discriminante es a lo sumo 8% — (12 + 6) = 46.
Ademas hemos calculado previamente Apg, con lo cual, podemos resolver H; y Hs. Sea
vi(9) = yi * %(g), como desarrollamos en el Ejemplo 4.3.5. El sistema (4.16) resulta:

Wi(y) *v3(¥) — Us(y) *%i(y) = ¢i(y) x Ap(y) i=1,2,

para una cierta funcién racional g;. Sabemos que el denominador (llamado r;) del miembro
izquierdo de nuestras ecuaciones es coprimo con Ap, por lo que H; = ¢;*1; € Cly1,y2,ys).
Calculamos, con la ayuda de MAPLE, el numerador del miembro izquierdo, y lo notamos
con h;. Observemos que W3(y) * v;(7) es un polinomio en g. Verificando que Ap divide a
hi, y que med(vys3, W19) = 1, resulta r; igual a W, o, y por tanto:

Hy = —3*y3—15360*y3*yg*y%+5760*y3*y§*y1—192*y§*y1—576*y%*

¥y — 192 % yo * yi — 576 % y2 x 3 — 160 * y3 % y1 — 320 * y2 * y7 — 160 * yo * y5 — 12
*y%*yl—12*3/2*3/%—1—5760*3/3*3/2*3/%—960*y3*y2*y1+15360*y3*y§*y1+
+30720*y3*y§*y%+15360*y3*yQ*y‘llJrBO?QO*yg*y%*y%—15360*y3*y§’*y1—
—23040 * y3 * Y2 * Y3 + 60 x y3 * y1 + 60 * y3 * yo — 480 * y3 * y? — 480 * y3 * y3 + 1920%
sy3 * Y3 + 1920 % y3 * Y3 + 3072 * y3 * y3 + 3072 % y3 + y§ — 3840  ys + yf — 3840 * y3*
Y ;

Hy := —3 % y3 — 15360 * y3 * Y2 * y5 — 80 % yi + 5760 * y3 * Y3 * y1 — 6 % 3 — 96 * y7 —
—96 % y3 * y? — 288 * yo * yf — 288 x Y2 x Y3 — 80 % Y2 x y? — 160 * yo * Y3 — 6 % yo * yP+
+5760 * y3 * y2 * Y2 — 960 * y3 * Yo * y1 + 15360 * y3 * y5 * y1 + 30720 * y3 * y3 * yi+
+15360 * y3 * yo * yi + 30720 * y3 * y2 * y5 — 15360 * y3 * y3 * y1 — 23040 * y3 * y2 * y>+
+60 * y3 * Y1 + 60 * y3 * yo — 480 * y3 * y3 — 480 * y3 * Y5 + 1920 * y3 * y3 + 1920 * y3*
*y$ + 3072 % y3 * y5 + 3072 % y3 * 7 — 3840 * y3 * yf — 3840 x y3 * v/5 .

Luego 1 := Hi/{y1 * (d*y1 + 3 +4dxy2) * (y1 +y2) * (12 % y1 + 1 + 12 % y2) * y2},
q2 = Ho/{y? » (4% y1 + 3+ 4% y2) x (y1 +y2) * (12 % y1 + 1 + 12 % y2)}. De acuerdo con
las cotas calculadas, c1,co < méx{6+ 0,045} = 6. En efecto, en este caso, ambos H; son
polinomios de grado 6, mientras que el grado del discriminante es 8. A priori, recordemos
que teniamos como cota superior 46. Més atn, H; y Hs presentan muchos monomios en
comun, incluyendo también los respectivos coeficientes. Ademads, 110 = q1/H1 y 120 =
g2/ Hs tienen una factorizacién muy similar: difieren s6lo en un monomio. |

Ejemplo 4.3.15 Recordemos el Ejemplo 3.2.2:

2 2 1
SEEE
-1 -1 0
y ¥ = (y1,vy2,y3) = (a/d,b/d,c/d), donde:
a::l%*lg ; b::l%*lg ;oci=lixlgxly 5 d:i=laxlzxly,

D = 3 y més ain,
Ap =yl +yi* Yy *ys +y1 *y2 +y2 % U3 -

Tratemos de calcular, a mano, la inversa de . Como las tres ultimas filas de B generan
Q?, podemos expresar la inversa en términos de Iy, I3 y l4. Tenemos, ademés,
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2
con lo cual (Ig,l3,14) = g+ (%, -2, 1). En consecuencia:
Y3 " Y2*ys3
-1
—1 0 -1 0 1 -1
(’U,, S)t)t = 0 _1 0 . (ZQ) l37 l4)t = 0 _1 O . (l27 l3a l4)t =
-1 -1 0 -1 -1 1
2 2 2
=l (14 2y1 ,— le ,—y—;— le +1).
Ys kY2  Ys3*yY2 Yz Y3 xY2
Con esto
2 2 2 2 4 .2
—Y3* Y2ty y Y1 *Y2 — Y1 T Y3k Yo
\Ij(y17y27y3):( 32 1:_ 21 : 2 L 2 ):
Y3 * Y2 Y3 * Y2 Yz * Y2
_(cre el vl ey i s,
1 R 1 ’
ya que y2 * y3 # 0 (en caso contrario: j = 0).
Miremos a continuacién nuestro sistema de EDP, dado por (4.18):
(—y3 *y2 +u3) *ys * G2 () — (—y1 * yo — yT + 43 * yo) 41 = %2?(37) = Hi*Ap;
(1) *ys* G2(0) — (1 + 2 —yi + Ui # o) * o x GUE(Y) = HoxAp.

En este caso, acotando los grados obtenemos deg(H;) < 3 y deg(H2) < 3.

Efectuando los mismos tipos de célculos hechos en el ejemplo anterior (pues ya conoce-
mos Apg), obtenemos Hy := —2xyso *yg +yo k1 +2*y% s Ho i= yoxy1 —yo *yg. Nuevamente,
H; y Hs tienen estructura monomial muy semejante, y deg(H;) = 3, deg(Hs2) = 3. |

Observacién 4.3.16 El ejemplo anterior resulta interesante, ademds, desde otro punto
de vista. En el mismo hemos podido calcular la inversa de la parametrizacion ¥pg sin
necesidad de recurrir al cdlculo de Apg, sino sdlo invirtiendo una submatriz maximal de
B: la formada eliminando la primer fila. En efecto, esta situacion se dio merced a tener
una submatriz B; ;1 de B, inversible en Q3*3, formada por las filas i,j,k de B y tal que
las correspondientes formas lineales l;, l;, i, resultaron un producto entre formas racionales

en las ys y una funcion racional en todas las formas lineales R(l) fija para las tres formas

l;,1;,1,. Concretamente, en el ejemplo, ly := (z—f) * R(I); I3 = (z—é) * R(I); 1y == R(I),

siendo R(l) := ly la funcion racional en las formas lineales Iyt = 1,...,4. Esto puede
generalizarse, como mostramos a continuacion.

Proposicién 4.3.17 Sea B € Z"*™ de rango mdximo m (n > m), y suma de columnas
igual a cero. Construimos la parametrizacion ¥p. Supongamos que existen indices i1 <
... < Uy, tales que la submatriz By, . ;,, formada por las filas i1,...,iy de B es inversible
en QM*™ y tal que existen m formas racionales Q1(y),...,Qm(y) en las variables ys y

una forma racional R(l) en las formas lineales Iy, tales que

li, = Q;(§) R(l) para todo j =1,...,m.
En tal caso, Yp es inversible y su inversa se obtiene como la proyeccion del punto
(Bis i)+ (RO(Q1(D), - -, Qu(#))") = (Biy i)+ (Q1(D): -+, Qua())" en P, que

resulta una funcion racional en las variables ys.

Demostracion. Seguiremos el cilculo efectuado en el dltimo ejemplo numérico.

67



CAPITULO 4. BIRRACIONALIDAD DE ¢

Dado que (B;, ... i,,) € Q™™ es inversible y

al li, Qi (?j) R(l) Qi (g)

Biim=| = | = ¢ | = L [ =EO). : :
tenemos entonces (U1, .., um) = R(I)« (Biy...in)) "'+ (Qiy (7)), - -+, Qi (7))F)!, con lo cual
Vg W ym) = (s ) = (Biyi) ™+ Qi (), -, Qi ()" € P
es una funcién racional en las indeterminadas (y1,...,ym) € S. O

4.4 Relacién entre ¢ y ¢

Antes de proceder con el andlisis, necesitamos precisar notacion. En efecto, el titulo de la
seccion refiere a dos parametrizaciones ¥ y ¥p. Se distinguirdan por medio de la magnitud
g caracterizada en la Definicion 4.1.1.

En [10] hay una Proposicién que nos resultard sumamente util. Supongamos que te-
nemos una matriz C € Z"*™ de rango maximo m (n > m) y suma de columnas igual
a cero, con g(C) = g. Construimos una matriz A de rango méximo, con coeficientes

A= < L A’ L € Z=mxn tal que A-C = 0 (notar que siempre podemos supo-

ner que la primer fila de A es (1,...,1) pues la suma de las columnas de C' es cero). A
continuacién, construimos una matriz B € Z"*™ también de rango maximo, tal que sus
columnas forman una Z-base de Ker(A)NZ",y g(B) = 1 (en otras palabras, las columnas
de B generan el saturado del reticulo de las columnas de C'). Més atn, se verifica:

Proposicion 4.4.1 Las columnas de B generan el saturado del reticulo de las columnas
de C si y sdlo si g(B) = 1.

Para demostrar esto, necesitamos algunos conceptos tedricos mas generales; en especial,
el Lema de Fitting.

Proposicién 4.4.2 Sea A := ( a1 ‘ ‘ an ) € 29" con d < n, de rango mdzimo d.
Sabemos que Ly = Zay+. ..+ Za, es un reticulo de rango d (es libre sobre Z por ser un Z-
submddulo de Z%, que es un Z-mddulo libre, noetheriano y sin torsion, con Z un dominio de

ideales principales). Por ende, este reticulo tiene también una Z-base {v1,...,vq}. Resulta
entonces:

L4 es un reticulo primitivo <= | det ( V1 ‘ ‘ Vg ) |=1.
Demostracién. Ver Lemma 1.11 (pég. 147), en [17]. O

Lema 4.4.3 (Lema de Fitting) Sea R un anillo. Consideremos los siguientes morfis-
mos de R-maddulos f.g.:

F—vG——>M 0

/

@

F' -G - M -0

con F, F', G y G' R-mddulos libres y donde los morfismos ¢ y ¢’ tienen matrices C y C’
respectivamente, previa eleccion de bases para F, F', G y G’ que determinan cada matriz.
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Sean Ij := (menores de tamano j x j de C) , I} := (menores de tamario j x j de C')
ideales del anillo R, conr =1g(G) y ' =rg(G'). Entonces

Ir—i =1

w_; para todo i .

En particular, sii =0, el ideal de R generado por los menores maximales de C coincide
con el ideal generado por los menores maximales de C'.

Lema 4.4.4 Notemos con V a la matriz ( v1 ‘ ‘ Vg ) € 79 Con la notacion de la
Proposicion 4.4.2,

|det (v ‘ ‘ va ) | = g = mcd(menores mazimales de A) .

Demostracién. Consideremos los siguientes morfismos:

zn — A ozd T 74/, — 0
€ — a;
7d Vv 74 ™ Zd/LA s 0
€ — v
Por el Lemma de Fitting, de I;_g = I; = (menores maximales de A) = (9) C Ze
I, o =TI}, = (] det(V)|) resulta el enunciado. 0

Demostracién.|[Proposicién 4.4.1]
Se deduce como Corolario de la Proposicion 4.4.2 y el Lema 4.4.4. O

De acuerdo con los resultados mencionados en la seccién anterior (Teorema 4.3.11),
sabemos que Y p es propia, al igual que 1¢. Existe un modo de relacionar ambas parame-
trizaciones ¥ y ¥ ¢, como veremos a continuacion.

Sabemos que cada columna de C, que notaremos con CU) (j = 1,...,m), vive en
Ker(A)NZ" = Z{vW, ..., ™) lo que implica la existencia de una matriz

aq1 - Q1m
= : : = oM. o™ | ezm™

am1 .- Qmm
tal que CU) = Sy ak,jv(k) para todo j = 1,...,m. Esto significa, simplemente, que

C = B.a. Notar que det(a) = g y que « es inversible sobre Q.
Consideremos el isomorfismo lineal

m m
. pm—1 m—1 . . — e . ) — t
A:P — P A(xlxm)—(g al’]l’].....g Q) = . x’
Jj=1 Jj=1
y sea p el siguiente morfismo monomial:

m
i im €] (m)
p: (CH™ — (CH)™ p(a:l,...,xm):(Hx?’l,...,Hac?’ )= (=% ",z ),
' i=1

(4.22)

donde o¥) indica la j-ésima columna de a. Notemos que el morfismo p es multiplicativo.
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Proposicién 4.4.5 (Lemma 6.3.1, [10]) El siguiente diagrama

]P:mfl *A> mel
| |
Yo lYp

N

A
(C)" ——(C)™

conmuta. Tomaremos un abierto denso U en el dominio de ¥ de forma tal que todos los
morfismos del diagrama estén bien definidos.

Demostracién. Veamos que ¥)c = po g o A. Sean u = (uq,...,u,) € U. Entonces
w = Ala) = (a.ﬂt)t = (Za17sus,...,2am7sus). Ahora bien, si § = (g o A)(a)
resulta: = =
m m n [677%) m n (677
@i = 1w =TT (TT Gem@n) =TT (TT O brrwn)™*)
m nk:1m ]in_l =1 €278 m nk:1 mJ:lmT_1 (€778
~THIT S e X anauh)™) - =TT (ITC (S banau)™) =
k=1 j=1 r=1 s=1 k=1 j=1 s=1 r=1
=cj.s
—lJ(Z)(U)
=11 (HZJ(C)(ﬂ)b"kak’i) =11 (lj(C)(ﬂ)ZZLl (bj‘kak’i)) = 1 Gey@)» = (we(@), ,
k=1 j=1 j=1 j=1
como queriamos. O

Observacion 4.4.6 Como consecuencia natural, p es suryectiva sobre Im(vc|uv), que es
un congunto denso en Im(yc) N (C*)™ en la Topologia de Zariski.

Observacién 4.4.7 Dado que p es una aplicacion g—1 (ver Demostracion de Teore-
ma 4.4.14, ecuacion (4.26), y que o = po g o A, pareceria que ¢ es también g-1.
Sin embargo, esto no sucede, como vimos en el Ejemplo 4.2.1. Mds en general, el Teorema
de birracionalidad 4.3.11 confirma que Vo es genéricamente 1-1.

En efecto, se da una situacién curiosa. A pesar de ser p una funcién g—1, para z €
Im(vc) tenemos que #{p~1({z}) N Im(yp o A)} = 1, también genéricamente. Mds atin,
esta afirmacién y el enunciado del Teorema 4.3.11 son equivalentes.

Msés precisamente:

Proposicién 4.4.8 Con las definiciones y notacion de (4.22), la restriccion de la aplica-
cion p a los ceros de Ap define una aplicacion

ﬁ :p|(AB:0) : (AB = O) -2 (AC = 0)
que es birracional (en particular, genéricamente 1-1).

Demostracién. Veamos, en primer lugar, que la imagen de p estd contenida en (A¢ = 0).
Observemos que para todo punto y € (C*)™ de la forma y = ¥5(A(u)) (que conforman
un conjunto denso en (Ap = 0)) resulta p(y) = (po g o A)(u) = c(u). Por lo tanto,
Ac(p(y)) = 0. Es decir, p define una aplicacién racional p: (Ap =0) --» (A¢ = 0).
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Ahora bien, notemos que p tiene fibras finitas, pues p : (C*)™ — (C*)™ tiene fibras de
cardinal g. Como, por el Teorema 4.3.11, 1o = poyypoA = poygoA es 1-1 y birracional,
al igual que ¥ y A, p debe ser también birracional. O

Ejemplo 4.4.9 Revisemos el Ejemplo 4.2.1. Veremos en este caso cudles son los diferentes
morfismos que intervienen. Recordemos que ¥¢ es genéricamente 1-1. Partimos de

1 1 3

1 0 2

C = 0 1 1
-2 -2 0

0 0 -6

Construimos las matrices

y
0 0 1
-1 0 1
B = 1 0 O
0 1 -2
0 -1 0

Luego de resolver 3 sistemas lineales, encontramos:

Q
Il
= o O

1
0
1

W O =

_ 6, .3
Entonces p(x1, x2, x3) = (23,21 * T3, 21 * 25 * 3).

Calculemos la preimagen de un punto genérico. Si p(z1,z2,z3) = (21, 22, 23), 21 # 0
y 2o # 0 determinan univocamente x; y x3. Obtenemos entonces :L'g = z3/(29 % z%), que
tiene 6 soluciones, cada una de las cuales difiere en una raiz sexta de la unidad.

Por otro lado ¢p(u: s:t) = (=g, s=2ul t(’;(jzﬁj)?). Como Dom(p) = (C*)™, podemos

suponer u = 1. Y resulta ¢p(1:s:t) = (_11+t, S:i*t, ?;(__21%2

empleados en el Ejemplo 4.2.1 para probar que ¢ es 1-1 mostrardn que #{p~'({Z}) N
Im(¢¥p)} =1 para un z € Imipc N (C*)™ genérico. [ ]

). Argumentos andlogos a los

Observacién 4.4.10 Notemos que si p(z1,...,Tm) = D(Y1,---,Ym), como los z; e y;
son no nulos, entonces, por definicion de p, la igualdad anterior equivale a la con-

dicidn p(f/—i, cel, %) = (1,...,1). En conclusion, cada preimagen puede describirse

como sique: sélo tenemos que encontrar un punto particular en p~1({z}) y caracterizar
pt{(1,...,1)}). En efecto:

P {pwd) =2 (e nh) =2 p ({1, DY)

en el toro (C*)™.

Para facilitar la notacion, llamaremos

G=p'({1,....1)}) .
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Observacion 4.4.11 La relacion existente entre la ecuacion implicita y los discriminan-
tes cuando g > 1 deberd describirse en términos de la funcién p definida en (4.22). Por
supuesto, la ecuacion Ac = 0 que caracteriza la clausura de la imagen de Yo es irredu-
cible. No obstante, A. o p se factorizard, siendo uno de sus factores el discriminante no
homogéneo Ap.

Antes de enunciar el Teorema de Factorizacién de A op, presentamos unos lemas previos,
que facilitaran su demostracién.

Lema 4.4.12 Dados o € Z"™**% y 3 € Z5*t, tenemos:

Pa.3 = PB°Pa -
En particular, si o € GL(Z,m), resulta (pa)~' = po-1-
Demostracién. Elemental. O
Lema 4.4.13 Dados C,B,« , p y el grupo G como antes, tenemos que todos los Ap(e-y)
son coprimos dos a dos, para todo € € G.

Demostracion. Procederemos por el absurdo, usando nuevamente la, Proposicion 4.4.8.
Supongamos que existe ¢, ¢’ (con & # ¢) tal que Ag(e-y) y Ap(¢’ - y) no son coprimos.
Como ambos son irreducibles, existe entonces ¢ € C* tal que

Ap(e-y)=cAp(¢'-y) paratodoye C™.

1.2 € C™ y evaluando, resulta

Ap(z) =cAp((e'-e7')-2) paratodo z € C™ .

Tomando y = e~

Si notamos § = ¢’ - e, resulta § € G, § # 1, y Ap(d - y) no coprimo con Ag(y). Por lo

tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer &’ = 1.
Tenemos entonces

Ap(y) =cAp(e-y) paratodoyeC™,

para una constante no nula c. Evaluando la dltima expresion en un punto y de la forma
y = 1¥p(A(u)), que es un conjunto denso en Im g = (Ap = 0) resulta:

0=Agp(y)=cAple-y).

Con esto, Ap(e-y) = 0 para cada y € Im(¢p o A), ya que ¢ € C*. Por lo tanto, dicho
polinomio también se anulard si tomamos y en la clausura Zariski de I'm(¢)p o A). En
consecuencia:
ye(Ap=0)<=(c-y) € (Ap=0).
(Para la reciproca, basta intercambiar los papeles de y y € - .)
Si tomamos y € (Ap = 0) N (C*)™ resulta que y,e -y € (Ap = 0) N (C*)™ son dos
puntos distintos tales que p(y) = p(e-y), contradiciendo la inyectividad genérica de p vista
en la Proposicién 4.4.8, ya que las fibras tendrian al menos dos elementos. O

Teorema 4.4.14 [Factorizacion de Ac o p] Dados C,B,a , p y el grupo G como antes,
existen a € C*, y § € Z(Ci(a),...,Cp()) (i.e. el grupo aditivo generado por las columnas
de la matriz o) tales que

Acop(y) =ay’ [] Asle-y).
eeG

En particular, 3 € Z™ wverifica €® = 1 para todo e € G = p~'({(1,...,1)}).
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Antes de pasar a la demostracion, ilustremos como funciona la factorizacién en algunos
ejemplos.

Ejemplo 4.4.15 Volvamos nuevamente a los Ejemplos 3.3.14 y 4.4.9. Sabemos que:

Ac(y) := 4096 * y§ * y2 + 24576 * y7 * yo * Y3 — 128 % yJ * yo * y3 — 6144 * y * y3+
+61440*y%*y§*y§—384*yil*y%*y3+y%*y%—30720*yi‘*y2*y§—480*y%*y2*
*yg+384O*yf*y§+81920*y%*y§’*yg—384*y{’*y%*y3—61440*y%*y§*y§—
—960 * Y3 * y2 * y3 + 15360 * Y3 * yo * y3 — 120 * y3 * yo * y3 — 1280 * y3 * y2 + 61440 * y?x
*yg x Y5 — 128 % y2 % yg x y3 — 61440 * y? * y3 + y3 — 480 * y? * y3 * y3 + 23040 * y3 * y3*
*y%—120*y%*y%*y3—3840*y%*y2*y§—Q*y%*yQ*y3+240*y%*y?2)—|—24576*
*yl*yg*yg—30720*y1*y%*y§+15360*y1*yg’*y%—3840*y1*y%*y§+480*y1*
sy % Y2 — 24 yy Y3 4 4096 % 5 % y2 — 6144 5y * y2 + 3840 % yd % y2 — 1280 * y  y2+
+240*y%*y§—24*y2*y§+y§.

Calculando con MAPLE, tenemos Ap = 4%y *y3*ya +4*y3*ys —y3 —2*y2 — 1. En este caso,
p(z1, 79, 23) = (3,71 * 23,1 * 2§ * 23), con lo cual p~1({(1,1,1)}) = {(1,w, 1) : w® = 1}.

Nuevamente usando MAPLE factorizamos A¢ o p(y) en Q[(] donde ¢ es una raiz sexta
primitiva de la unidad, y tenemos

Acop(y) :=yivs [ As(1,w,1)-y)

wb=1
pues cada uno de los factores en Q[(] es Ap((1,w,1) - y) para algin w € Gg.

Si llamamos con “Delp” a Ag o p, y elegimos una primitiva particular w € Gg resulta:

> factor(Delp);

2 6 2 2 2
x.1 x3 (4=x3x2 x1-1-2x2-x2 +4x3x.2)
2 2 2
(4 x3x2 x1-1+2x2-%x2 +4x3x2)(
2 4 2 2 3 4
16 x_.3 x.2 x_1 +1+2x2+3x_2 +2zx2 +x_2
2 2 3 3
+4 x 3x 2 x1+4x3x2 -8=x3x2 x_.1-8=zx_3=3x_2
4 4 2 4
-8 x3x 2 x.1-8x_3x_2 +32x.3 x_2 x_1
2 4 2 4 2 2
+ 16 x.3 x_2) (16 x.3 x 2 x1 +1-2x_2+3x_2
3 4 2 2
-2x 2 +x 2 +4x3x 2 x_1+4x.3zx_2
3 3 4 4
+8x 3x 2 x1+8x3x2 -8=x3x2 x_1-8=zx3z3x2
2 4 2 4

+32x.3 x.2 x_1+ 16 x.3 x.2)

>fac:=16%x_372*%x_274*xx_172+1+2%x_2+3%x_2"2+2%x_273+x_2"4+4%x_3%x_272*x_1+
Adxx_3*x_272-8%x_3*x_273*%x_1-8*x_3*x_273-8*x_3*x_274*x_1-8%x_3*x_2"4+
32%x_372%x_274%x_1+16*x_3"2*%x_274;
2 4 2 2 3 4
fac =16 x.3 x 2 x.1 +1+2x 2+3x_2 +2x_2 +x_2
2 2 3 3
+4 x 3x 2 x1+4x3x_2 -8x3x_2 x.1-8=x_.3=x2
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> alias(w=RootOf(x_2"2-x_2+1));

4

-8x3x_2 x.1-8=x_3zx_2

2 4
+ 16 x_3 x_2

> factor(fac,w);

(4 x_3 x_2

> R:=

R :

2

2

(4 x3x2 x1+4x3x2 -x2 -2wx2+1-w

factor(Delp,w);

2

2

x_1+4 x_3 x_2

4

2

2

4

+ 32 x.3 x_2 x_1

- X2 -2x2+2wx2+w

2 2

2 2

= (4x3x2 x1+4x3x2 -x2 +2x2-2wzx2+w

2

(4 x.3x.2 x1+4=x3zx_2

2

(4 x.3x.2 x_1
2

(4 x_.3x_2 x_1
2

(4 x_3 x_2 x_1
2

(4 x_3 x_2 x_1

+

2 2

2 2

-x 2 +2wx2+1-w

4 x3x 2 -x2 -2x2+2wx2+w

4 x3x 2 -x2 -2wzx2+1-w

1 -2x_2-x_2

1 +2x_2-x_2

2 2

2

2

> gi=4xx_3%x_272*xx_1-1+42%x_2-x_272+4x*x_3*%x_272;

G1

G2

g =4x3x2 x1-1+2x2-x2

2

= -4 x 3 x_ 2 x_1+4wzx_3x_2

2

2

2

-wx_2 -4x.3%x_2

2

2

2
+ 4 x 3x_2 w

2

2

+ 4 x 3x.2)

2

+ 4 x_3 x_2

:=normal (subs ({w"2=w-1}, subs ({x_2=w*x_2},g)));

2

= -4 wx_3x 2 x1-1-2x2+2wzx_2+wzx_2

2
-4 x 3% 2 w
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+ 4 x_3x_2) x_1

2

2

x.1-1+2wzx_2+x_2

:=normal (subs ({w"~2=w-1},normal (subs ({x_2=(w-1)*x_2},g))));

x_3

2
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> G3:=normal (subs ({w"2=w-1},normal (subs ({x_2=-1%x_23},g))));

2 2 2
G3 =4 x.3x.2 x1-1-2x2-x_2 +4x_3%x_2

> G4:=normal (subs ({w"2=w-1},normal (subs ({x_2=-w*x_2},g))));

2 2 2
G4 := 4 x 3x2 x1+4wx3x2 x1-1-2wzx_2+zx_2
2 2 2
- wx_ 2 -4x3x2 +4x3x2 w

> G5:=normal (subs ({w~2=w-1},normal (subs ({x_2=(-w+1)*x_2},g))));
2 2
Gb =4 wx3x2 x1-1-2wzx_2+2zx2+wzx_2
2
-4 x 3x 2 w

Esto muestra que la factorizacion predicha de antemano es correcta. Notemos que en este
caso 8 = (2,0,6) = 5C1 () + 2Cs(a) € N3, [ |

Ejemplo 4.4.16 Consideremos

1 0 1 1 3 2
2 11
-1 1 -1 -2 -2 -1
B=| | | o |ia= j ; 1 C=| ],
-1 -2 0 0 -3 -3
Calculando las ecuaciones implicitas, resulta Ap = 32 + y1 * y3 + y2 * yg’ + 1o * yg y

Ac = yiryS+ybeysyd 4+ 3y xydnys+3ryPayakyl + 3y xya Ryl + 6y xySkyd + 3y xydx
2
Y3 +yS +3%y3 xys+3xys kY3 +ysxys. Ademds, p(z1, 2, 3) = (&,xl*x2*$§,x1*x2*x3),
con lo cual p~t({(1,1,1)}) = {(w,w?,1) : w® = 1}.
En consecuencia

Acopy) =vivays [ As((w,w?1)-y),
w3=1

con = (6,3,3) = 1C1(a) + 4C3(c) € N3. [ |

Ejemplo 4.4.17 Tomemos la misma matriz B que en el ejemplo anterior, pero modifi-
cando en cambio « y, en consecuencia, C':

R 100 EERE
Bi=1 1 1 o|io= 8(1)(1) PO= L 1 o
-1 -2 0 1 -2 0

En este caso, Ac(y) := yf * Y2 * y3 + v} * y2 * y3 + y1 * y3 + 1. Luego,

Acoply) =y, *Ap(y)

y tenemos 3 = (—2,0,0) = 20 () ¢ N3. Por lo tanto, la factorizacién es en términos de
polinomios de Laurent y no de polinomios propiamente dichos. |
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Demostracién. [Teorema 4.4.14]
En primer lugar, y de acuerdo con los ejemplos vistos, notemos que la factorizacién debe
ser en términos de polinomios de Laurent (i.e. admitimos 3 con coeficientes negativos),
dado que a puede tener coordenadas negativas.

Sea y € (C*)™. Veamos que

Ac(p(y) =0 <= 3FJeeGtalque Ag(e-y)=0.

Para demostrar esto, trabajaremos con dos casos base. Primero supondremos que p(y) €
Imc),. Luego, por densidad, tendremos el caso general p(y) € Imyc), N (C)" =
Imye N ((C*)m

Dado que p es claramente suryectiva sobre (C*)™, dado v € U C P™~! con (u) €
(C*)™, sea y tal que p(y) = Yo (u). Como o = potpg oA, resulta p(y) = p(poA(u)). En
consecuencia, y de acuerdo con la Observacién 4.4.10, sabemos que existe € € G tal que
e-y = 1Yp(A(u)), donde - indica la accién del toro. Luego, Ag(e-y) = Ap(¢¥p(A(u))) =0,

por definicién de Ap. Con esto obtenemos:
y € (CH™ | ply) e ve(U) = Jee€ Gtal que Ag(e-y)=0. (4.23)

Veamos que esto alcanza para probar la primera implicacién, trabajando con argu-
mentos de densidad. Sea z € (A¢ = 0) N (C*)™ = Imyc), N (C*)™. Existe entonces una

sucesion (Zn)neN en Im wC‘U tal que z = nhi& zn. Tomemos la correspondiente sucesién

(tn)en en U tal que z, = o(u,). Ahora bien, z, = Yc(un) = po ¥p o A(u,) y por
tanto 2/, := ¥p o A(u,) € p~1(2,). En consecuencia, p(z,,) € ¥(U) y por lo visto en la
expresion (4.23), para cada n € N existe g, € G tal que Ag(e, - 2/,) = 0. Dado que G
es finito, existe una subsucesién (5, ),y C G constante. Sea € su valor. Por lo tanto,

como z = kh'm Zn,, podemos suponer que €, = € para todo n € N, trabajando con dicha
—00

subsucesién como sucesién original.

Supongamos entonces que existe una subsucesion (Zvllk)keN convergente a un 2’ en
(C*)™. Por lo tanto lim -z, =¢e-2'y z= lim z,, = lim p(z, ) = lim p(e-z,, ) =
k—oo k—oo k—oo k—oo

p(e - 2') = p(7') por continuidad de p. Ademds, por continuidad de Ag, Ag(e - 2') = 0.
Llamando 2" := ¢ - 2/ resulta

Ac(z)=0 = 32" ep!(2)tal que Ap(z") =0,
o equivalentemente, via la suryectividad de p,
Ac(p(y)) =0 = 3FeecGtalqueAg(e-y)=0.

Resta entonces probar la existencia de una subsucesién convergente de (z;,),cy €n
(C*)™. Pero esto muy sencillo de probar. En efecto, basta decir que, por construccién, el
morfismo p : (C*)™ — (C*)™ es un g-revestimiento (g finito), y que lim p(z}) = lim z, =

n—oo n—oo
z € (C*)™ (ver Figura 4.1).
En consecuencia, por el Nullstellensatz, resulta

Acoply) | [[AsE-»™ , ne>0 (4.24)
ceG

en el anillo de polinomios de Laurent.

Reciprocamente, supongamos que tenemos y € (C*)™ y e € G tal que € -y = ¥p(v)
estd en la imagen de ¥p. Como A es un isomorfismo, esto equivale a ¢ - y = ¥p o A(u)
para algin u € U. Aplicando el morfismo p (o p), resulta p(e - y) = p(y) = ¥ec(u). En
consecuencia, A¢ o p(y) = 0. Usando la densidad de Im(y)p o A) en (Ap = 0) resulta

e-ye(Ap=0) = Acop(y) =0.
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Figura 4.1: En la regién sombreada existe una subsucesién (infinita) de (z},),cy, que
tendra una sub-subsucesién convergente.

Es decir, dado y € (C*)™ se cumple Ag(e-y) =0 = Agop(y) =0.
Esto dice, por el Nullstellensatz, que Ag(e-y) | Acop(y) como polinomios de Laurent,
para cada ¢ (dado que Ap es irreducible, el exponente de A¢c o p es igual a 1).
Por el Lema 4.4.13 sabemos que todos los Ag(e - y) son coprimos dos a dos. En
consecuencia,
[TasE v | Acopy) (4.25)
eeG
como polinomios de Laurent.
Combinando las ecuaciones (4.24) y (4.25) tenemos una factorizacién en términos de
polinomios de Laurent:
Acoply) =ay’ | [ Asle-y)™,
eeG
donde a € C*, B € Z™ y n. € N, ya que Ag o p y el producto de los Ag(e - y)" sélo
difieren en una unidad del anillo de polinomios de Laurent, es decir, en un monomio de
Laurent.
El unico detalle que falta probar es que todos los m. coinciden y valen 1. Veamos
primero que son todos iguales. Consideremos la tltima ecuacién (factorizacién de Ac op),
y evaluemos la misma en y := ¢ - y, para § € G. Resulta

Acop(d-y)=a(-y)’ [[ Ane-(6-y)™ .
eeG

Pero Acop(d-y) = Aco(p(d) -p(y)) = Acop(y). Como la accién del toro - es el producto
—~—

en el grupo abeliano G, el miembro derecho de la tltima ecuacién se transforma en
a(d - y)ﬁ H Ap((e-9)-y)) = a((;)ﬁyﬁ H Ap(e - y)) e s |
c€C e'eG
Por lo tanto:

ay’ [T Aple-9)" = Acoply) = ()’ [] Ap(e’-y)"es .
eeG e'eG
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Por factorizacién tnica en el anillo de polinomios (C[yfc, ...,y~] y por ser los Ag(e - y)
coprimos dos a dos, resulta n.s = n..5-1 para todo § € G, que es un grupo finito (de g
elementos). Esto implica n. = n, para todo ¢,7 € G, y llamamos a este nimero con n.
Asimismo, notemos que ¢ = adé? implica 6° = 1 para todo § € G.

Finalmente, resta probar que € Z{(C1(«),...,Cp(a)), y que n = 1. Veamos en primer
término el enunciado correspondiente a § € Z™*!. Sabemos, por lo observado previamente,
que ¢ = 1 para todo € € G. Por otro lado, es un hecho conocido que la matriz entera o
admite una Forma Normal de Smith:

d 0
a=U. v (4.26)
0 dpm
-D
donde U,V € Z"™*™ son inversiblesen Z y dy | d2 | ... | d;, en Z. Luego, combinando esto

con el Lema 4.4.12, tenemos p, = p(y.p.v) = Pv © pp © py. Més atin pBl({(l, oD =
{(w1,...,wn) : (w;)% = 1Vi}. En consecuencia,

g€ (pa) '({,....1)}) = (py-10(pp) "o py—1)({(1,...,1)}) =
=py-10(pp) T{A,...,)}) . (4.27)

En particular € = py-1(wy, ..., wy,,) para algin w; € Gg,.

Con esto en mente, ¢’ = pple) = pgopy-1(wi,...,wn) = py-15Wwi,..., wy) =
m
Hw;/j = 1 para cualquier eleccién de w; € Gg;, donde U-'.3 =~ € Z™! Fijemos
j=1
i=1,...,my consideremos w; = 1 para todo j # i y w; cualquier raiz d;-ésima primitiva

de la unidad. En este caso, resulta pg(e) = (w;)” =1, con lo cual d; | v; en Z, i.e. existe
s; € Z tal que ; = d;s;. En consecuencia

dis1 S1
y=U1.6= =D
dmSm Sm
y
51 s1 51
B=U.D =U.D. V).V ¢ | =a@W! )
Sm Sm Sm

=(v1,..,0m )t € ZM X1

Luego 8= >_1", (v * Ci(a)) € Z(Ci(a), ..., Crm()), como querfamos demostrar.

Ahora veamos que n = 1. Llamemos F' = F'(y) := [[.cq Ap(e - y). Nuestra factoriza-
cién resulta entonces Agop(y) = ay®F(y)". Diferenciemos esta tiltima ecuacién en el toro
(C*)™. Por Regla de la Cadena, tenemos

(V Ac)(p(y)) . (Jp)(y) = aV(yﬁ) "+ ayﬁnanl(VF)(y) =

4.28
=F" g {V(yﬁ)F—Fyﬁn(VF)(y)} . (4.28)

Miremos méds de cerca a (Jp)(y,), con y en el toro:

AL ) TMiuf™ g
J o= (J(y)); = — = Qi = .
(P)),; = )iy = =L i i
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Luego
yeo 0 1/y1 0

((Jp)(y)>z7j = Q. .
0 y*om 0 1/Ym

En consecuencia, para cualquier y en el toro, ((Jp) (y))z}j es inversible, por ser producto de
matrices inversibles.

Supongamos n > 1, y tomemos cualquier y € (C*)™ tal que A¢ o p(y) = 0. Por ende,
F(y) = 0y por la ecuacién (4.28) tenemos (V Ac) () » (JP)¢) = 0. Pero, dado que
(Jp)(y) es inversible, resulta (V Ac)py)) = 0siy € (C)" y p(y) € Im hc N (C*)™.

Usemos que la imagen de p contiene un abierto denso V de Im ¢ N (C*)™, como
vimos en la Observacién 4.4.6 (por ejemplo, V' = Im(¢¢),)). Se verifica entonces:

(VAC)y) =0 vy Ac(y) =0 para todoy € V C Im e N (C)™,

y, por densidad, para todo y € Im ¢¢c. Como Im )c = (Ac = 0), con A¢ irreducible
y por tanto, libre de cuadrados, por el Nullstellensatz, tenemos Ac | (VAc¢)(y,)), en el
anillo de polinomios C[yy, .. ..ym] para todo i = 1,...,m. Como A¢ es no constante, debe
existir un ¢ tal que %A—mc # (0. Tomando grados con respecto a la variable y; resulta entonces
deg,,(Ac) < degyi(aaATiC) = deg,, (Ac)—1, que es una contradiccién. Por ende, n = 1 como
queriamos probar. O

Como consecuencia natural de esta factorizacion, tenemos los siguientes corolarios y
observaciones.

Corolario 4.4.18 Si |det(a)| = 1, entonces Ac(y®) = y*Ap(y), con lo cual NA¢ (que
denota al Politopo de Newton de Ac) se obtiene a partir de NAp como sigue:

N(Acoya) :LQ(NAc) =a+ NAp

esto es, es la imagen de NApg bajo un isomorfismo afin (Lo(z) = a.xt).

Corolario 4.4.19 Considerando la funcién de grado total deg : C[y!, ...,y ~ {0} —
Z, resulta:

deg (Acop) = B+ g deg (AB) .

Demostracion. Basta decir que el grado es aditivo. En efecto, para demostrar esto,
alcanza con mostrar que el producto de dos formas homogéneas de grado d es no nulo,
por ser el anillo de polinomios de Laurent sobre C un dominio integro. Escribiendo cada
polinomio como suma de sus componentes homogéneas, la componente homogénea de
mayor grado en el producto resulta el producto de las componentes homogéneas de mayor
grado de cada polinomio y, por tanto, es no nula. O

Observacion 4.4.20 De acuerdo con los ejemplos vistos anteriormente, resulta 3 ¢ N™
sit Acop(y) € Clyr, ..., ym]-

A partir de esta factorizacién podemos extraer un método para calcular Agc si Ap es
conocido. Este hecho serd de suma utilidad ya que en muchos casos es dificil calcular Ae,
contrariamente a Apg, pues el iltimo tiene en general menor grado.

Para hacer esto, quisiéramos tomar como ¥ la inversa bajo p de un punto genérico z.
Pero este método funcionard sélo localmente. En efecto, podemos “invertir” p en algin
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abierto simplemente conexo de C™ que no contenga al origen. Tomaremos entonces otra
eleccién para y, muy cercana a la primera.
Es un hecho conocido de Algebra Lineal que 4 t( )Ad]( a) = a~t. Como Adj(a) €

Zm™<™ v det(a) = g tenemos Adj(a) = g.a~! € Zm*m,

Consideremos y = pagj(a)(2) para cualquier z € (C*)™. En tal caso, p(y) = paly) =
Pa © PAdj(a)(2) = PAdj(a)a(2) = pgra(z) = 29, de acuerdo con el Lema 4.4.12. Evaluando
Ac o p(y) en este punto particular y resulta

Ac(29) = a (pagj()(2))° H Ap(e - padj(a)(2)) - (4.29)
eeG

Miremos mas de cerca los nuevos monomios presentes en el miembro derecho de esta
ecuacién. Aplicando nuevamente el Lema 4.4.12 y el Teorema 4.4.14, tenemos

(pAdj(a)(Z))B = pg © (PAdj(a)(2)) = PAdj(a)8(2) = Piga—1)(a(vy,

= (4.30)
P(gId)e(v1,.0m)t (2)) = Plor,om)t © PgId) (2) = Pion,....om)t (Pg1a) (%)) =

= P(v1,...,um)* (Zg) .

Combinando las ecuaciones (4.29) y (4.30), vemos que H Ap(e - padj(a)(2)) es un polino-

eeG
mio de Laurent en z9. Esto nos permitira recuperar A¢. En efecto, si Ag(z Z ayz7,
,yemel
tenemos Ac(29) = Z Ay g2 = Z ayz". Llamemos I" = {y : a; # 0}, i.e. el

’ngNle ,.Yegmel
soporte de Ac(29). Entonces I' € gN™*!. Luego, como C (o simplemente Q) es un cuerpo

infinito,
— (X
z) = Z ayz(g)
~yel

Como tenemos el “levantado” de (pAdj(a)(z))ﬁ s6lo tenemos que levantar

H Ap(e - pagj(a)(2)) a un polinomio de Laurent en z9. Esto es muy simple, pues to-

eeG
dos los polinomios son muy parecidos: los monomios involucrados son los mismos, y sélo

difieren en los coeficientes que acompanan a cada monomio. Consideraremos cada mono-
mio posible del producto indexado sobre G como un producto de g monomios, uno por
cada Ap(e - pagj(a)(2)), con € € G (hay g posibles €). Tomaremos cada producto en for-
ma aislada, sin asociar todos aquellos que devuelvan el mismo monomio. Si el monomio
resultante a,z? vive en gN"™*1 1o levantamos a &;z(“y/ 9). En caso contrario, simplemente
lo descartamos. En resumen, levantamos cada monomio y luego asociamos los que sean
iguales, sumando los respectivos coeficientes entre si.

. Qué podemos decir con respecto a los a,’s? Pensemos cada exponente ’y(l) como vector

columna en N™. Cada “monomio producto” en H Ap(e - pagj(a)(2)), sin su respectivo

eeG
coeficiente, sera:

9 g
; @ ‘ .
A 7 A @ _ (A (59~ (D)
I Pasica SIS H di(0)er D _ L (Adj(e)(I, 1)) _
i=1

=1

_ (ZAdj(m)Zf—““) ,
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Llamemos con 2 = pagj(2) = 24%(®). Por lo tanto, en el producto H Ap(e- Z), tenemos
ecG
e s ) " SS9 ) . o
monomios Z4~=17"". Notemos, asimismo, que Z4~=17"" es un monomio presente a priori en
Ap(2)9. Sea Ap = Z by2". El coeficiente asociado al monomio producto (de variables

’YGNmX 1
g

g g
Z) en el primer producto (el indexado por €) serd H byt = H b, H g;7", mientras que
i=1  i=1

i=1
g

el que acompana en Ap(Z)Y serd H b,,. Vemos entonces que la estructura es muy similar
i=1
en ambos casos. _
Recordemos que necesitamos exp(zA%(@)-27— 7(1)) = Adj(a) . (37D € gzm*L.
Esto puede resolverse pues

g 9

, . 1
Adj(a) (Z’y(’)) € g7™! & (ny(’)) € Adj(a) ' gZz™t = Za . g7 = aZ™ .
: X g
i=1 =1

(4.31)

g .
Esto es, Z ’y(l) es una combinacién lineal entera de los vectores columnas de la matriz a.

i=1

Analicemos los coeficientes de ambos productos: H (Ap(e-2)) vs. Ag(z)9. Cada mo-

eeG
nomio producto en el primero tiene coeficiente

9 g 9
Hb,y(i)e’i’y(i) = HbW(i> H&‘z"y(i) i
i=1 i=1 1=1

En consecuencia, cada monomio producto en H Ap(e - Z) viene acompanado por el coe-
eeG

g g
. (%) . .
ficiente H b,y(i) | | g7, que es (salvo un elemento en G) el coeficiente del monomio pro-
=1 =1

ducto en Ap(2)9.
Con esto tenemos la siguiente Proposicién, que resuelve el problema de levantamiento
del producto indexado por ¢ € G.

g
Proposicién 4.4.21 Siguiendo la notacion del Teorema 4.4.14, el coeficiente H b,y(i) de
i=1
cada monomio de forma Z(Adj(a)'(zziﬂ(l))), presente en H Ap(e - pagj(a)(2)) coincide,
eelG

g
() . ‘ N0 .
salvo factor Heﬂ , con el coeficiente del monomio z2=i=17") presente en Ap(z)9. Mds
.Z:l . .
aun, los unicos monomios presentes en el primer producto son aquellos para los cuales

g
A0 € azmet,
=1

En consecuencia tenemos un algoritmo que resuelve el problema del calculo de A¢ a partir
de la factorizacién de Ag o p. Recordemos que dicha factorizacién era de la forma

Acop(z) = a2’ H Ap(e-z),

eeG

siendo cada factor irreducible. Notemos Ap(z) = Z by27, es decir T = sop(Ap).

'yef
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Algoritmo 2 Caélculo de A¢ a partir de Ap

Entradas: Ap y factorizacién Ag o p(z).

Salida: Ac.
1: Considere el monomio z? de dicha factorizacién y calcule (V1y...,0m) € Z™ tal que
B=a.(vi,...,om)"

g
2: Para cualquier g-upla v = (7(1),...,7(9)) € I'9, verifique si Zﬁy(i) € aZ™ 1. Sea
i=1
A C TY el conjunto de g-uplas que verifican esto.
g

3: Para cada v € A, sea wy := (wy,...,wy) € Z™ tal que Zv(i) =a.(wy,...,wy)

=1
g g o
— A
Sea ¢, = | Ib%. | |z€Z .
j i=1
4: Finalmente,

Ac(z) «— 2 (WLreeeom)f Z C.Yzwzv .
yEA

Asociando los términos por igual exponente, se obtiene el resultado.

Demostracién. Lo tnico que resta por argumentar es el ultimo paso. Sabemos que el
exponente de z en cada sumando del factor no monomial del miembro derecho es Adj(a).

g
ny(i). No obstante, por definicién de A, junto con la expresién (4.31), resulta
i=1

g

g
Adj(a) Yy 7D = (ga™h) Y AW,
i=1

i=1

donde, ademads, los exponentes resultantes son vectores de niimeros enteros en gZ™*!.
Por dltimo, el miembro derecho, que a primera vista parece un polinomio de Lau-

rent debera tener exponentes naturales. Esto se verificard también por construccién del

algoritmo. O

Ejemplo 4.4.22 Consideremos ahora uno de los ejemplo de factorizacion dados anterior-
mente. Recordemos el Ejemplo 4.4.16: Ap := y? + y1 * y3 + Y2 * Y5 + Y2 * 43,

2 11 -1 10
a=| -1 11 | = Adj(a):= 0 -3 3 ],
-1 2 1 -1 -5 3

y 3 = (6,3,3) = 1C1(a) + 4C3(a) = a - (1,0,4)! € N3. Notemos que g = det(a) =
—3. Luego, por la Proposicién 4.4.21, y calculando con MAPLE, tenemos: Ag(z73) =

t
(2*3)(1’0’4) *{ 3k 29 %230 *z2+3*z1*z3 *z2+zl*zg*zz+3*z2*z?*z32+6*z2*z1>x<z3+3*z
23wz +3x23? 120w 2G+ 208+ 2% w2 w2+ B 2gP w2 2§+ 27 % 23%) / (238 %28 % 25) } . Nuevamente,

con la ayuda de MAPLE, sustituimos z por y —1/3 pues ya sabemos de antemano que cada

monomios de la expresién entre llaves es un monomio en 273, y el polinomio resultante
debera ser Ac.

Ac(z):3*23*zé’—f—B*z%*zé%—zé’*z%—i—fﬂ*z%*zl*z§+6*z1*z§*z§+

+3*z%*zg*22+3*zl*z§*zg—I—Zi)’*zg—i—z%*zg*zg’—i—?)*z%*z%*zg%—zg,

que coincide con la ecuacién ya calculada en el Ejemplo 4.4.16. |
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Capitulo 5

Trabajo Futuro

Durante el trabajo realizado surgieron diversas lineas de investigacion, como posibles ca-
minos a seguir. Explicaremos el origen de las mismas y su posible evolucién.

5.1 Naturaleza de los puntos base
Como vimos en la Seccién §2.1, partimos de una parametrizacién racional de tipo Horn
¢IBCm\Z/_>Cm (ulﬂ"'vum)'_)(ylw"?ym)?

donde Z’ era la unién de los ceros de los denominadores involucrados. A continuacién,
observamos que dicha parametrizacion, luego de tomar denominador comun entre los yy,
podia reescribirse en términos de una parametrizaciéon ¥p entre planos proyectivos de
dimensiones m — 1 y m, definida en un abierto denso (P™ \ Z), dando lugar, naturalmente,
a la definicion del conjunto de puntos base proyectivos.

Un problema que surge al tomar denominador comiin entre todas las coordenadas de la
parametrizacion, es el agregado de puntos base superfluos, que no son puntos problematicos
en la parametrizacién original. No obstante, se emplea esta técnica para hacer uso de la
formula de grado enunciada en el Teorema 2.1.2. Esto lleva, obligadamente, a la siguiente
pregunta. ;Podemos evitar este método y trabajar directamente con go,...,gmn? Seria
deseable conseguir una féormula similar a la que brinda el Teorema 2.1.2 en este caso.
Estudiaremos principalmente [19].

5.2 Formulacién del contexto algebraico para la definicion
de Hilbert-Samuel

En el Capitulo 3 se estudié la definicién de multiplicidades de punto base siguiendo la cons-
truccién de Hilbert-Samuel y presentandola en el marco mas general posible. El contexto
usual en el cual se construye el polinomio de Hilbert-Samuel es el de un anillo noetheriano
local. De igual modo, podemos partir de un ideal semilocal. En el caso que nos interesa,
el de ideales generados a partir de nuestras parametrizaciones por matrices de tipo B
(parametrizaciones “a la Horn”), dado que tenemos un nimero finito de puntos base, esta
definicién “semilocal” podria ser de utilidad. Tal vez se podrian calcular al mismo tiempo
todas las multiplicidades, en vez de localizar el ideal en cada punto base y calcular cada
una en forma separada.

En particular, se planea analizar el trabajo [27], para explotar las ideas presentados
sobre el calculo rapido del polinomio de Hilbert en el contexto de ideales primarios.
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5.3 Calculo de multiplicidades y cotas

Al comenzar a estudiar el comportamiento de las multiplicidades, se observaron serios
inconvenientes para el cilculo general de estas magnitudes. En particular, notamos que el
método algoritmico (combinatorio) méas sencillo de emplear fallaba en caso de no partir
de un ideal monomial. Como hemos mencionado ya en la Proposicién 3.3.17, en [14] se
presentan dos cotas para el calculo, en términos de la multiplicidad del ideal inicial respecto
a un orden monomial. Notemos que, via traslaciones, siempre podemos suponer que P =
(1:0:...:0), o cualquiera de los vectores canénicos de C"™*1, es el punto base involucrado.

En relacién con las cotas brindadas, y siguiendo los calculos efectuados en los diversos
ejemplos presentados, cabe observar que, en términos generales, los valores de e(I) y
e(in<(I)) son muy cercanos, siendo la cota inferior e((zmnijg,)) muy lejana al valor real. En
particular, en el Ejemplo 3.3.16 vimos que las cotas resultaban

1 )
—e(ing(l)p,) << e(Ip1a) < e(inz(I)p,,) -
— =10

=55 =

Por lo tanto, es natural preguntarse cuan lejos estd la cota superior para e(I) de ser una
igualdad, como asi también buscar una cota inferior mas fina. Para ello, se planea estudiar
la bibliografia citada en [14], en especial [25] (la cota inferior, dada en (3.3) proviene de
este tultimo articulo) y [28], trabajos precursores en el campo de las multiplicidades.

En relacién con las cotas, otro campo de andlisis es el posible comportamiento asintético
de la multiplicidad e(in < (I)) respecto de e(I). Una forma de proceder, es obtener un
resultado similar al del Corolario 3.1.10, ya que en nuestro caso tenemos Ip generado por
m + 1 polinomios, siendo dim(R) =m — 1.

5.4 Calculo de inversas para las parametrizaciones g

Como mencionamos en diversas oportunidades, el objetivo de todo el trabajo es el cdlculo
de Ap, o al menos, su grado. En el Capitulo 4 hemos encontrado una inversa para la
parametrizacion g, en términos de la ya conocida ecuacién Ap. En consecuencia, surge la
siguiente pregunta. ; Podemos calcular de otro modo la inversa y luego “integrar” respecto
de cada variable para conseguir una férmula explicita para el discriminante?

Como ya observamos, la inversa racional estard univocamente determinada en el plano
proyectivo, no asf en C™*! (Observacién 4.3.6). No obstante, cualquier inversa a derecha
en el plano complejo nos dard informacién sustancial para obtener Ag. En efecto, siguien-
do esta idea, en la Observacion 4.3.16 y la consecuente Proposicion 4.3.17, bajo ciertas
hipétesis especiales de la matriz B, es posible calcular una inversa genérica para la para-
metrizacién. Con esto, podemos recuperar el polinomio Apg. Serfa interesante analizar bajo
qué condiciones la matriz B cumple dichas hipétesis, y encontrar, asimismo, condiciones
menos restrictivas para aplicar estas ideas.

Otra linea de trabajo desarrollada en la Observacién 4.3.12, tendiente también a calcu-
lar la ecuacion Ap, es la construccién de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales,
una vez que tenemos una inversa para la parametrizacion ¥ g. En efecto, sabemos que el
polinomio Ap irreducible es tinico salvo constante. Nuestro sistema tiene como incognitas
a Ap y la familia de polinomios H;, i = 1,...,m — 1, que son también tnicos. ;Cémo
podemos garantizar condiciones sobre el sistema para obtener la unicidad salvo constante
(signo) de Ap definido como solucién de nuestro sistema de EDP? Es posible que esto
aporte algin dato referente al Politopo de Newton de los H;, que son esencialmente igua-
les, ademas de tener coeficientes muy relacionados, como vimos en los ejemplos calculados
(Ejemplos 4.3.14 y 4.3.15).

84



CAPITULO 5. TRABAJO FUTURO

5.5 Politopo de Newton de Ap

Como corolario de la Factorizacién de A o p vista en la Seccién §4.4 (Corolario 4.4.18),
hemos podido relacionar los Politopos de Newton de A¢ vy Ap via una transformacién afin
proveniente de la matriz . Més alld de conocer el grado de la ecuacién Apg, para acelerar
la resolucién del sistema lineal en los coeficientes de la misma, seria deseable conocer su
Politopo de Newton. De ahi la importancia de estudiar dicho objeto. En relaciéon con esto,
actualmente, se estd trabajando para encontrar un invariante que relacione el politopo de
Newton del Discriminante homogeneizado (A 4), con el del deshomogeneizado. Se intenta
conseguir un resultado andlogo al Teorema 1.2 citado en [15].

5.6 Puntos singulares de las parametrizaciones g

En la formulacién de la funcién logaritmica de Gauss (Definicién 4.3.1), hemos visto que
la misma estd definida en el conjunto de puntos suaves de la superficie S. Esto motiva el
interés por calcular los puntos no suaves, i.e. singulares (cfr. [12], [33]). Asimismo, otro
problema interesante es el célculo de las singularidades para la parametrizacién ¥ p.

En [30] se analiza el caso de los discriminantes univariados, que es un caso particular
de las parametrizaciones que hemos trabajado. En particular, en la Seccién §3.4 del mismo
(“Singularities of the discriminant locus”), se estudia el lugar singular de la superficie de-
finida por la parametrizacién. Pese a tratarse de morfismos muy particulares, que facilitan
enormemente los calculos, esperamos poder caracterizar también, en nuestro contexto mas
general, dicho conjunto de puntos.
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