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Introducciéon

El problema de Kakeya es en realidad una familia de problemas reunidos
bajo el mismo nombre. En lineas generales, se entiende como problema de
tipo Kakeya o Besicovitch a cualquier pregunta referente a subconjuntos de
R™ que contengan un segmento unitario o una recta en cada direccién posible.
Si bien el primer problema de tipo Kakeya es relativamente antiguo, dado
que data de principios de siglo XX, fue después de 1970 y principalmente a
partir de los anos 90 que surgieron nuevas y mas profundas versiones de estos
problemas conectadas con areas de la matematica atn en desarrollo.

Un conjunto de Kakeya o Besicovitch es un conjunto compacto de R"
que contiene un segmento en cada direccion posible. La version més antigua
del problema de Kakeya trata de la existencia de conjuntos de Kakeya de
medida cero. En el capitulo 1 se muestra que dichos conjuntos efectivamente
existen y se formulan otros problemas similares. Una formulacién més mod-
erna y més fuerte del problema es la conjetura “H” de Kakeya. La conjetura
es que la dimension de Hausdorff de los conjuntos de Kakeya en R™ es n y
hasta ahora solo se sabe que es cierta en n = 2. En el capitulo 2 se introduce
el concepto de dimension de Hausdorff y se exponen resultados de Davies
y Falconer (|[DavT71],[Fal86]) que prueban la conjetura en este caso. Un en-
foque més moderno del problema aparece por primera vez en trabajos de A.
Cordoba (|Cor75],[Cor77]) y consiste en estudiar propiedades de acotacion
de operadores de tipo maximal sobre familias de tubos delgados y largos en
cada direccion. Mas precisamente, se define el operador maximal de Kakeya
€omo

1
Ksf)(e) = sup
(o)) = 500 5@ s

|/ ()|dx

donde e € S"! y T°(a) es un tubo centrado en a € R" de largo 1 y seccién
transversal de radio ¢. La conjetura “M” de Kakeya dice que estos operadores
estdn acotados de L"(R™) en L"(S"'). Al igual que en el caso de la conje-
tura “H” se sabe que es cierta en dimension 2 pero sigue sin ser resuelta en
dimensiones superiores. En el capitulo 3 se estudian propiedades de este op-
erador y se muestra que efectivamente la conjetura “M” es mas fuerte que la



conjetura “H”. En el capitulo 4 se exponen distintos argumentos que prueban
la conjetura “M” en el caso n = 2. Una de las estrategias usadas para obtener
resultados en dimensiones superiores es considerar problemas analogos sobre
cuerpos finitos. Este enfoque y algunos resultados positivos en dimension n se
encuentran en el capitulo 5. El mayor atractivo de este tipo de problemas sea
quizas que estan vinculados con dos problemas muy profundos y atn abiertos
del analisis armoénico: los multiplicadores de Bochner-Riesz y el problema de
la restriccion de la transformada de Fourier. En el capitulo 6 se muestra el
vinculo entre la construccién que permite definir un conjunto de Kakeya y el
problema del multiplicador para el disco. También se hace una descripcién
informal de estos dos problemas y de su relaciéon con las distintas versiones
de la conjetura de Kakeya.



Notacion

A lo largo de este trabajo usaremos con frecuencia el simbolo < que, co-
mo es de suponer, se refiere a una relacion de desigualdad. Indicamos en este
apartado su significado preciso. Vamos a notar A < B cada vez que exista una
constante C' que permita escribir A < C'B. La constante debe ser indepen-
diente de las variables involucradas, pudiendo depender de la dimension del
espacio en el que se esta trabajando. Por citar algunas situaciones tipicas, ten-
emos por ejemplo que n2+n < n? donde la constante en cuestion es C' = 2. Si
B(0,0) es una bola de radio 4 en R™ escribimos |B(0,d)| < ¢™ donde | B(o, §)|
indica la medida de Lebesgue. También usaremos que [S""'NB(0, )] < 6" 1.
En el caso de tener cualquier cantidad A > 0 podemos escribir A 2 1. En el
Capitulo 4 usamos que Z]K:1 % Slog K

Algunos simbolos especificos estan contenidos en la siguiente lista

Simbolo Pagina

Ay 14
G-set 12
d;, 81
H*(E) 24
dy 81

H; 23
dimy(E) 24
L(E) 34
diam(U) 23
Ns 55

E° 17

Se 12

f 57

To(a) 44

5 44

vp% 86
S(R™) 58



La siguiente es notaciéon completamente estandar:

N, Q R, C
Snfl

]Fq

d(z,y)
B(z,r)
#(E)

2

o (£2)

Ed

Niumeros naturales, racionales, reales y complejos
Elementos de R"™ de moédulo 1

Cuerpo finito de ¢ elementos

distancia entre x e y en el espacio métrico correspondiente
Bola abierta con centro en z y radio r

Cantidad de elementos de E

Medida de Lebesgue de E en R"

Medida del conjunto  en S*~1

Parte entera de x.



Capitulo 1

Conjuntos de Kakeya -
Besicovitch

1.1. El problema original

El problema de Kakeya-Besicovitch tiene su primer antecedente en un
trabajo de Besicovitch de 1919 [Bes19|. En “Sur deux questions d’intégrabilité
des fonctions” consideraba el siguiente problema:

Dada una funcion f : R? — R integrable Riemman, jes siem-
pre posible encontrar un par de direcciones ortogonales u,v tales
que la funcion g(u) = [ f(u,v)dv exista como integral de Riem-
man para todo u, que g(u) sea también integrable Riemman y
que la integracion iterada respecto de esas direcciones sea iqual al
valor de la integral sobre R??

Besicovitch dio una respuesta negativa a este problema que dependia de la
posibilidad de contruir un conjunto compacto de R? de medida de Lebesgue
cero que contenga un segmento unitario en cada posible direccion. Besicovitch
efectivamente logré construir tal conjunto en 1919 pero, dada la situacion de
Rusia en esa época, tuvo poca difusion.

Paralelamente, los matematicos Kakeya y Fujiwara mencionan en [FK17]
el siguiente problema conocido como el “Kakeya needle problem”™

En la clase de las figuras convexas planas dentro de las cuales
puede rotarse en forma continua un segmento de longitud uno,
¢Cudl es la de menor drea?

Ellos conjeturaron que el tridngulo equilatero de altura 1 era la figura buscada
y que si la condiciéon de convexidad era excluida, la figura buscada era el
hipocicloide de tres picos.



Figura 1.1: Conjuntos de Kakeya convexos: el circulo de didmetro uno y area
7> el semicirculo de radio 1 y area 7 y el triangulo equilatero de altura 1y

@/
-

3
Figura 1.2: Conjunto de Kakeya no convexo: el hipocicloide de tres picos
inscripto en un circulo de diametro % y area 3.

En 1928 Besicovitch [Bes28| demostrd que la conjetura de Kakeya era
falsa modificando su construcciéon original y obteniendo conjuntos de Kakeya
de medida arbitrariamente chica. Una versién mejorada de su solucion al
problema de Kakeya se puede encontar en [Bes63| y en [Fal86]. En este 1l-
timo trabajo Besicovitch hace uso de una construccion que llamé “Perron-
Schoenberg trees” y resuelve la dificultad de lograr la construccion sin perder
la continuidad del desplazamiento del segmento gracias a los “joins” sugeridos
por J. Pal.

A continuacién vamos a describir y comentar (sin demasiado rigor, pues
no es el tema central de este trabajo) algunos aspectos relacionados con el
"Kakeya needle problem”. La soluciéon de Besicovitch al problema de Kakeya
estd basada en la idea de partir de un triangulo equilatero de altura 1 y
dividirlo en “triangulos elementales™ de la misma altura y bases iguales.
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Figura 1.3: Shifting triangles

Luego, desplazandolos lateralmente se busca tal grado de superposicion
entre ellos que haga que el conjunto resultante tenga area suficientemente
chica (Figura 1.3). Como dentro del triangulo original se puede rotar en forma
continua un segmento de longitud 1 en un arco de 60°, también se puede lograr
este movimiento usando a los tridngulos elementales si se pudiera resolver el
problema de pasar el segmento de un triangulo a otro en forma continua.
Podemos recurrir a la siguiente idea: ubicamos el punto A y trazamos dos
rectas que lo unan a los vértices B y C. De esta manera, podemos partir con
un segmento dentro de uno de los dos tridngulos, desplazarlo por la recta AB,
girarlo en la zona sombreada y volver al otro triangulo por la recta AC. El
incremento del area puede ser controlado tomando al punto A suficientemente
lejos de By C.

Figura 1.4: Pal’s join

Claramente esta construcciéon conduce a un conjunto que no es convexo.
Tampoco es simplemente conexo, debido a los joins necesarios para pasar de
un triangulo elemental a otro.

A lo largo de este trabajo no nos ocuparemos mas del problema de la
continuidad en el desplazamiento del segmento dentro del conjunto, sino que
centraremos la atencion en distintas nociones de tamano de estos conjuntos y
en su importancia en areas del analisis armoénico en actual desarrollo. Vamos
a adoptar entonces la siguiente definicion:
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Definiciéon 1.1.1 Un conjunto compacto E C R" se llamarda de Kakeya o
Besicovitch si contiene un segmento de longitud 1 en cada direccion. Mds
precisamente,

1 1
VeeS" ! Ja, €R" tal que {ae+te:t6 {—y—ﬂ}@E.

1.2. Un conjunto de Kakeya de medida cero

Damos en esta seccion una demostracion (que no es la original de Besi-
covitch) de la existencia de conjuntos de Kakeya de medida cero en R".
Vamos a probar primero la existencia de conjuntos de medida cero en R? que
contienen un segmento en cada direccién y después extender esa idea a R™.
Introducimos las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.1 Decimos que E C R? es un G — set si es un subconjunto
compacto de la banda {(z,y) : 0 < x < 1} tal que para cada m € [0, 1] hay un
segmento contenido en E que conecta las rectas x =0 y x = 1 con pendiente
m. FEs decir,

Vmel0,1] 3beR:mx+be FE Yz el0,1]. (1.1)

Figura 1.5: El triangulo formado por los puntos (0,0), (1,0) y (0,—1) es un
G — set

Definiciéon 1.2.2 Para cada recta no vertical ¢ = {(x,y) : y = max + b} y
cada § > 0 definimos S = {(z,y) : 0 <2 <1y |y — (mx+b)| < 3}. Con
esta definicion Sg resulta un conjunto compacto.
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Observacion 1.2.3 Esta claro que si probamos la existencia de G — sets de
medida cero tenemos como corolario la existencia de conjuntos de Kakeya
de medida cero. Vamos a usar también el siguiente hecho que se verifica
fdcilmente: si la recta ¢ tiene pendiente m entonces el conjunto S§ contiene
segmentos que conectan x = 0 con x = 1 con cualquier pendiente entre m—20
ym+20.

La construccion fundamental esta basada en la misma idea de desplazamien-
to y superposicion de triangulos de Besicovitch, pero presentamos aca una
version mas directa que puede encontrarse en [Fal86] y en [Wol99].

Teorema 1.2.4 Sea ¢ > 0. Eziste un G-set E C [0,1] x [—1,1] tal que
|E| <e

Demostracion: La idea es la siguiente: dado un N suficientemente grande,
partimos el triangulo de la Figura 1.5 en N triangulos dividiendo el lado
vertical en N segmentos iguales. Dejamos el tridngulo superior quieto y de-
splazamos los demas verticalmente de tal manera que las intersecciones con
la recta x = 0 coincidan. Como segundo paso, tomamos cada tridngulo de la
etapa previa y los dividimos en N triangulos de manera analoga a la anterior.
Dejamos el tridngulo superior de cada conjunto quieto y desplazamos verti-

calmente los demés de tal manera que las intersecciones con la recta x = %

S : ‘n 2 3 4 N-—1
coincidan. Repetimos el proceso con los puntos de abscisa %, %5 3> ~n Y
definimos el conjunto F como la unién de todos los NV tridngulos de base

ﬁ y altura 1. La Figura 1.6 muestra el caso N = 3.

Figura 1.6: La construccion del Teorema 1.2.4 para N = 3

Esta construcciéon nos daré el resultado buscado si podemos probar que el
grado de superposicion de los tridngulos desplazados es suficiente como para
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lograr que la medida de E sea pequena. Més precisamente, vamos a probar
que podemos conseguir que para cada t € [0,1] la medida de la seccion
E, ={(x,y) € E: x =t} tiene medida suficientemente chica. Para describir
rigurosamente esta construcciéon vamos a ver déonde queda ubicado el lado
superior de cada triangulo de base N—IN luego de todos los desplazamientos.

Luego de todas las subdivisiones obtenemos una coleccion de NV trian-
gulos {Tk}fcval Conviene pensar que la division en NV tridngulos se hace
en etapas tal como se describi6é al principio de manera que se obtienen N
colecciones de triangulos:

{szl 1SJSN7

donde para cada j todos los tridngulos Tij resultan de dividir los triangulos
del nivel anterior en N triangulos de igual base y altura 1. Podemos asociar
al lado superior de cada tridngulo T} una recta del tipo gu(t) = a*t — a*
donde el valor a* de la pendiente se puede escribir en base N usando a lo
sumo N digitos.

Por comodidad para la exposiciéon introducimos el siguiente conjunto que
llamaremos Ay: sea N un entero fijo y sea Ay el conjunto de nimeros en
[0,1) tales que su expansion en base N termina después de N digitos:

N

a;
a € .AN < a= ﬁ

j=1

con a; € {0,1,....N — 1}. (1.2)

A modo de ejemplo, describimos Ay = {0; 35 2,2} y A3 = {0; 555 23 23 ... 22 ).
Veamos que los digitos correspondientes a la pendiente a* nos dan la infor-
macion acerca de cuantas unidades debe desplazarse hacia arriba el triangulo
Tj.. Recordemos que N esta fijo. Para calquier k entre 1 y N7 tenemos que la
interseccion del triangulo Tij *1 con la recta vertical z = % 0<j<N-1)
tiene 10ngitud J]\fvﬁg Para ver esto ultimo recordemos que el triangulo Tj 1
tiene base 41 v altura 1 de modo que por semejanza resulta lo aﬁrmado
Volvemos a los digitos: la sucesion de digitos correspondiente a la funcion
gx definida antes para T} nos dice justamente en cuales de los triangulos Tz-j
estaba incluido T}, de manera que los desplazamientos hacia arriba de T}

estan dados por

ozlera2 N3 + as N + ... aNNNJrl
donde
N a’“
J _
Zlm con a 6{01 ..... N 1}
]:
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Por lo tanto, si consideramos este desplazamiento sobre la funciéon g
asociada a T}, obtenemos

gak(t> = gk(t)+ Cl?

<
I
o

- —a +Zaj+1 Nj+2
ok k a; pl—1J
= atl—a +Zﬁ_zaj]\fj+1
j=1 j=1
_ kt_ZN: 1=
= a aij+1
j=1

Ahora la idea es engordar solo un poco a los segmentos ¢, con a € Ay para
reproducir el efecto de los triangulos desplazados. Para cada a € Ay tenemos
que:

(Nt—j+1)a
Ni+1

Mz

={(t,¢a(t): 0 <t <1} con ¢q(t) =

Jj=1
Necesitamos el siguiente lema:

Lema 1.2.5 Para cada t € [0,1] existe un entero k € {0,1,.....N} y una
familia de a lo sumo N*=' intervalos {Ij}ﬁfl cada uno de longitud 2N "

tal que
Nkfl

{6a(t):ac Ay} C | I

J=1

Antes de la demostracion un comentario informal: si miramos la Figura
1.6 notamos que los tridngulos T} (una vez desplazados) se agrupan de tal
manera que en la region entre 0 < ¢ < % hay un “manojo” de triangulos cuya
unién no es més ancha que %, en la region entre % <t< % hay 3 “manojos” de
triangulos cuya union no es méas ancha que 3 2 v en la region entre = <t<1
hay 9 “manojos” de tridngulos cuya unién no es méas ancha que 5- 2 Este lema
muestra que lo mismo ocurre en el caso general.

Demostracion: Sea k tal que % <t < % Dados a y b en Ay decimos
que son equivalentes si a; = b; para todo j < k — 1. Claramente hay N k=1
clases de equivalencia y si a y b son equivalentes entonces
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N

’Z (Nt —j+1)(a bj)’

|¢a<t) - ¢b(t)| S N]+1
Jj=
NNt — G+ 1] ]ay —b|
J
< Z Ni+1 (13)
j=k

Si miramos el factor [Nt — j + 1| vemos que, como % <t< %, tenemos que
k—j<Nt—j7+1<k—-j5+1
y dado que j > k, tomando moédulo queda
INt —j + 1] <méx(j — k,1).

Entonces en (1.3) queda

6ult) — du(t)] < S AU =k Dla; — by

Ni+1
i=k

N —1 max(j — k, 1
Z (J )

<

Nk+1 Ni—k
=k
N -1 2
Podemos definir entonces los intervalos {/; } " tales que para cada clase de

equivalencia [Ay]; en Ay el intervalo I; Contenga a todos sus elementos. Por
la, desigualdad (1.4) sabemos que esos mtervalos pueden elegirse de longitud
2

NF- |

Volvemos ahora a la demostracion del Teorema 1.2.4. Para construir el
G-set E de medida menor que ¢, fijamos primero N € N tal que = < ¢.

N
Definimos (recordar la definicién de S?)
EN = U SéyiN)
a€An

Notar que F es compacto pues es union finita de conjuntos compactos. Dado
que a € Ay, por la Observacion 1.2.3 sabemos que Ey contiene segmentos
con cualquier pendiente entre 0 y 1 pues contiene a f, para todo a € Ay.
Ahora, por el Lema 1.2.5 tenemos que para cada t € [0, 1] la seccion (Ey);

16



puede cubrirse con N*~1 intervalos de longitud 2N =%+ 2N~ <4N~* (pues
—-N
el conjunto Séiv ) tiene un “ancho vertical” de 2N~V ). Es claro entonces

que |Eyx| < % < €. Tomamos F = Ey y esto concluye la demostracion del
Teorema 1.2.4. |

Veamos ahora que podemos “pasar a limite” y construir un conjunto de
Kakeya de medida cero.

Definiciéon 1.2.6 Dado un conjunto E C R"™ definimos el d-entorno de E
como

E:={z eR":d(z,F) < 6} (1.5)

Lema 1.2.7 Sea F' un G-set, ¢ > 0 yn > 0. Eniste un conjunto H que es
un G-set contenido en el e-entorno de F' y de medida menor que 7.

Demostracién: Notamos con F° el -entorno abierto de F. Sea d < ¢y K
un entero tal que K = [%J Como F' es un G-set, podemos elegir un conjunto
de ntimeros {m;}<; = {j0}}<, tal que para cada j existe un segmento

C;={(z,y): 0 <z <1,y=mz+b}

contenido en F' con pendiente m; que une las rectas x = 0y = 1. Consid-
eramos el paralelogramo Sfj y la aplicacion

Aj 2 [0,1] x [-1,1] — 5),

s =(n D)+

Observemos que de la definicién se deduce inmediatamente que la aplicacion
A; reduce medidas en un factor 9, pues el determinante de la matriz es d.
Otra propiedad de A; que vamos a usar es que transforma segmentos de
pendiente p en segmentos de pendiente m; + dpu

Tomamos ahora N > EF149
el Teorema 1.2.4. Si definimos

definida por

y usamos el conjunto Ey definido como en

K

H=|JA;Ey)

J=0

tenemos en H al conjunto buscado: H es compacto pues Ey es compacto y
las aplicaciones A; son todas continuas. H es un G-set, pues tiene segmentos
con pendientes entre 0 y mg41 = ([5] +1)d > 36 = 1. Como la imagen de
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A, esté contenida en Sfj C F? entonces H C F*. Finalmente, para la medida
de H tenemos que

K
|H|<Z|A Ey)| SZ

(K+1)48
€

(K+1)40 <e

1
N

Zlvb

pues tomamos N >

Teorema 1.2.8 Existen conjuntos de Kakeya de medida cero en R2.

Demostraciéon: Vamos a contruir una sucesion de G-sets {F,}2°, v una
sucesion numérica {e,}>2, que satisfacen simultdineamente las siguientes
condiciones:

e €n—1
1. Sea Fi» C F™)
Teo 1
2. || < o
nstruimos inductivamen ucesion iguiente manera:
Const os inductivamente la sucesion de la s te manera
Tomamos como F{, cualquier G-set y ponemos eg = 1. Una vez definidos
F, 1 v e,.1 podemos construir F, gracias al Lema 1.2.7 con ¢ = e,
= L. Como F,_; es compacto, si tomamos e, suficientemente chico
2
podemos asegurar que F» C F"7' pues la distancia entre F, y el comple-

mento de F."7" es positiva y que |F,§n| < 27" pues |F,| < 27" por construc-
cion. Definimos ahora el conjunto

b
n=0

Veamos que H es un conjunto de medida cero que contiene un segmento de
longitud 1 para cada pendiente m € [0, 1).

e H +# () pues es la interseccion de una sucesion decreciente de conjuntos
compactos (los Fen).

o [H| =l | V) Fir] < limyoo [F57] = 0

e H contiene un segmento de longitud 1 para cada pendiente entre 0 y
1: sea m € [0,1). Sea £,(t) = mt + b, un segmento de pendiente m
contenido en F},. Como {/,(1)},>0 es una sucesion contenida en

Hy ={(z,y) e H: 2 =1}
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que es compacto pues H lo es, tenemos que hay una subsucesion de
{l,(1)}n>0 convergente. Sea {/,,(1)}ren esa subsucesion. Dado que
l,, (1) = m + b,, tenemos que b,, converge, digamos, a b. Consider-
amos el segmento

0ty =mt+b
Veamos que para todo ¢ € [0,1) tenemos que ¢(t) € H. La sucesion
{Fu* }ren es una sucesion decreciente de conjuntos, de modo que el

. €n . €n;
segmento £, estd contenido en F,,;” para todo k > j. Como Fy,’ es

cerrado, tenemos que para todo t € [0, 1) el punto ¢(t) esta en F,Z"J . Por

lo tanto el segmento ¢(t) = mt + b esté en stn] para todo j y entonces
esta contenido en H.

Para terminar la construccion del conjunto de Kakeya de medida cero, basta
tomar cuatro copias congruentes del conjunto H de tal manera que contengan
segmentos de longitud 1 con cualquier pendiente e € S!.

|

Es facil ahora conseguir conjuntos de Kakeya de medida cero en R". Basta
tomar el producto de un conjunto de Kakeya de medida cero en R? y un
disco cerrado de radio % en R"2.

Corolario 1.2.9 FEuxisten conjuntos de Kakeya de medida cero en R"

Demostracién: Sea K C R? un conjunto de Kakeya de medida cero. Sea
B C R"2 la bola cerrada centrada en el origen de radio % Afirmamos que
el conjunto £ = K X B es un conjunto de Kakeya de medida cero en R”. Es
evidente que la medida de E es cero pues la medida de K es cero. Veamos
que E contiene un segmento en cada direccién. Dada una direccién e € S* 1,
escribimos

e = (e1,e2,€3,....... ,€n)

Si (eq,e2) = (0,0) el resultado es inmediato. Si no, por hipétesis sobre K,
sabemos que existe un segmento unitario I, C K en direccién (e, ep) € S
Podemos escribir al segmento /. como

11
I, = {(a1,a2) +t(er,e2) : t € [—5, 5}}
con (ay,as) € R% Como el conjunto I, x B esta contenido en E, el segmento

11
Je = {(Gl, GQ,O, ...... ,0) + t(el,eQ, €3, ....,en) :t e [—5, 5]}

esta contenido en E y claramente esta en la direccion e. |
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1.3. Generalizaciones

Existen numerosas generalizaciones y variantes del problema de Kakeya.
El problema general consiste en estudiar la existencia de conjuntos en R?
de medida cero que contengan una traslacion o una copia congruente de
cada miembro de una cierta familia de figuras. Esta claro que estamos con-
siderando s6lo el borde de las figuras. Es decir, si hablamos de rectanglos,
por ejemplo, nos referimos a la unién de los cuatro segmentos que forman su
borde. Citamos algunos ejemplos y resultados sorprendentes!:

1. La primera generalizacion es considerar rectas en lugar de segmentos
en la definicion del conjunto de Kakeya. En [Fal86] se puede encontar
la demostracion de que existen subconjuntos del plano de medida cero
que contienen una recta en cada direccion.

2. Si consideramos el caso de rectangulos en el plano tenemos el siguiente
resultado de Kinney (|[Kin68|): El conjunto de Cantor? E es de medida
cero en la recta. Ademaés se puede probar que dado cualquier A € (0, 1)
existen x,y € E tales que |z — y| = A. Entonces el conjunto

H=(E x[0,1))U([0,1] x E)

es de medida cero en R? y contiene copias congruentes de cualquier
rectangulo de lados de longitud menor que 1. Tomando una unién nu-
merable de copias semejantes de H obtenemos un conjunto de medida
cero en R? que contiene una copia de cada rectangulo.

3. Un problema de similar estilo es construir un conjunto de Nikodym, es
decir, un subconjunto F del cuadrado unitario en R? de medida 1 tal
que para cada x € F' exista una recta que interseque a F' solo en x.
La construccion original de Nikodym de 1927 fue mejorada por Davies
que mostrd que es posible incluso encontrar un conjunto de Nikodym
pero de tal modo que por cada punto pasa una cantidad no numerable
de rectas en las condiciones mencionadas. También probd que dado
cualquier conjunto de R? de medida finita existe otro conjunto de la
misma medida que lo contiene y que es una union de rectas. De la mis-
ma naturaleza sorprendente es el siguiente resultado de Larman: existe
una coleccién {/;},ec; de segmentos congruentes al segmento [0,1] en
R" tal que [U;c;I;| > 0y |Uj€J1:j| = 0, donde notamos con I; al
segmento /; luego de quitarle sus extremos. Es decir, la medida de la

!para mas detalles, ver [Fal86]
2en el Capitulo 2 se hace la construccién de este conjunto
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union esté concentrada en los extremos de los intervalos.

Con respecto a estos conjuntos, comentamos que en [Bou9l| se da la
siguiente definicion de conjunto de Nikodym: Un subconjunto A C R”
se dice de Nikodym si tiene medida cero y para cada z € R" existe un
segmento L centrado en x tal que L\{z} C A. La conjetura (cierta para
el caso de R?) es si la dimension® de un conjunto de Nikodym en R™
debe ser n. Notemos que si solo estuviéramos considerando el cuadra-
do unitario en R? un conjunto de Nikodym con esta tltima definicion
serfa exactamente el complemento de un conjunto de Nikodym con la
definiciéon dada méas arriba. La definicion de Bourgain parece ser la
més adecuada para tratar la conjetura con las técnicas més recientes
del analisis armonico, tales como las formulaciones maximales de todos
estos problemas que desarrollaremos en el Capitulo 4.

. Besicovitch & Rado, Kinney mostraron que existen conjuntos de medi-
da cero en R? que contienen circulos de cualquier radio.

. Conjuntos de (n, k)-Besicovitch. Decimos que un subconjunto de R™ es
un conjunto de (n, k)-Besicovitch si tiene medida de Lebesgue cero (n-
dimensional) y contiene una traslaciéon de cada subespacio k-dimensional
de R". El punto 1 asegura que existen los conjuntos de (2, 1)-Besicovitch
y se extiende inmediatamente a conjuntos de (n,1)-Besicovitch con-
siderando el producto de R"™% con un conjunto de (2,1)-Besicovitch.
El caso (3,2) esta estudiado en [Fal86] donde se demuestra usando du-
alidad y proyecciones que no existen los conjuntos de (3, 2)-Besicovitch.
El caso general esta abierto (se recomienda |[Fal86] para una descripcion
breve y [Bou91| para una prueba de la no existencia de conjuntos de
(n, k)-Besicovitch en el caso n < 271 4 k).

Con el Teorema 1.2.8 quedd completamente resuelta la cuestion acerca del
“tamano” de los conjuntos de Kakeya en relacion a la nociéon de medida. Sin
embargo, no resuelve satisfactoriamente otro tipo de formulacion de la idea de
tamano de un conjunto en R™. Una versiéon mas cuantitativa del problema de
compresion de segmentos puede conseguirse introduciendo una discretizacion
espacial. Por ejemplo, reemplazar los segmentos por d-tubos (tubos de largo
1 y seccion transversal de radio d) con 0 < § < 1 y preguntarse por la
compresion 6ptima de dichos tubos. Otra posibilidad es estimar cotas para
el volumen de un d-entorno de un conjunto de Kakeya. Para tratar estos
problemas es necesario considerar el concepto de dimensiéon de un conjunto
E C R" En la siguiente secciéon se da un resumen de las definiciones y
resultados necesarios.

3En el Capitulo 2 desarrollaremos el concepto de dimension.
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Capitulo 2

Conjetura “H” de Kakeya en R?

En esta seccion introducimos las definiciones y resultados necesarios ac-
erca de la dimensién de Hausdorff de un conjunto en R™. Algunos de los
teoremas no seran demostrados aqui pues son resultados clasicos de la teoria
de la medida. Pueden encontrarse las pruebas en [Fal86] o en [Rog70].

2.1. Medida y dimensién de Hausdorff

Comenzamos con algunas definiciones bésicas y algo de notacion.
Dado un conjunto U C R" definimos el diametro de U como

diam(U) = sup{|z —y| 1 z,y € U} (2.1)

Si E es un subconjunto de R” tal que £ C |J,U; y diam(U;) < 6 (6§ > 0)
decimos que {U;}; es un d-cubrimiento de E.

Sea E/ un subconjunto de R™ y s un ntimero real no negativo. Para cada
0 > 0 definimos

Hi(E) = ian (diam(U;))* (2.2)

donde el infimo se toma sobre todos los d-cubrimientos numerables de FE.
Notar que como todo conjunto estéd contenido en un conjunto convexo de
igual didmetro, en la definiciéon de Hj puede asumirse que el cubrimiento
esta formado por conjuntos convexos. Argumentos de rutina de la teoria de
la medida muestran que Hj es una medida exterior. Observemos que para s
y E fijos, a medida que 0 decrece Hi(E) crece. Esto es asi pues si d; < dy
entonces cualquier d;-cubrimiento de E es también un do- cubrimiento, de
manera que el infimo se toma sobre familias cada vez més chicas, por lo que
resulta cada vez mas grande. Entonces el siguiente limite existe (puede ser
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infinito) y permite definir

H*(E) = (151'11[1) Hj3(E) = sup Hj(F) (2.3)
— 5

para obtener la medida exterior de Hausdorff s-dimensional H*(FE). Notar

que para & C R" tenemos que 0 < H*(F) < co y que puede ocurrir también

que sea 0 o co. Otra vez es de rutina ver que H® es una medida exterior y

no lo haremos. Lo que si mostramos es que es una medida exterior métrica.

Lema 2.1.1 H® es una medida exterior métrica. Es decir, si E y F' son
conjuntos separados por una distancia n > 0 entonces

H*(EUF)=H*(E)+ H*(F).

Demostracion: Sean E y F dos conjuntos separados por una distancia
n > 0. Entonces, para todo 0 < § < 7, ningtin conjunto en un §-cubrimiento
de E U F puede intersecar a E' y a F' al mismo tiempo. Més precisamente,
dado un §-cubrimiento {U;}ie; de EU F con 0 < § < n podemos elegir una
particion de I = I; U I tal que

eclJu y Fcu
S i€l
y entonces como
mf Y " (diam(U;))° = fnf Y (diam(U;))* + fnf Y (diam(U;))*
el i€l i€lq

tenemos que
H3(EUF) = H;(E) + H3(F)
para todo 0 < § < n y en el limite obtenemos la misma igualdad para H®.

De este lema se deduce que la o-algebra de conjuntos H®-medibles contiene
a los conjuntos borelianos (en particular los conjuntos de tipo Gs y F, son
H*-medibles). La restriccion de H® a esta o-algebra nos da la medida de
Hausdorff s-dimensional.

Definiciéon 2.1.2 Un conjunto £ C R™ es un s-set si es H®-medible y
ademds 0 < H*(F) < oo.

Otro resultado que enunciamos sin demostracion y que vamos a usar es el
siguiente:
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Lema 2.1.3 H® es una medida exterior reqular: dado un conjunto E C R"
existen conguntos G y F' de tipo Gs y F, respectivamente tales que

FCECG y H)F)=HFE)=HG)
Estamos ahora en condiciones de definir la dimensién de Hausdorff.
Lema 2.1.4 Sea E C R"™ un conjunto. S1 0 < s < t entonces
1. HY(E) < 0" *Hj(E)
2. Si HY(E) > 0 entonces H*(E) = oo
3. Si H*(E) < oo entonces H'(E) =0

Demostracion: Para el punto 1 basta escribir las definiciones de H® y H*:
H(E) = inf ) _ (diam(0);))" = fnf Y (diam(U;))* (diam(U;))'~* < 6'* H*(E)
i=1 i=1

El punto 2 se obtiene a partir de 1 haciendo § — 0 y el punto 3 es inmediato
a partir de 2. |

Tenemos entonces dos posibilidades para cada conjunto £ C R™. Si vale que
H*(E) = 0 para todo s € Ry diremos que el conjunto E tiene dimension
cero. Si no, por el Lema 2.1.4 existe un tnico niimero d tal que

H(E)=00 VO0<s<d y HE)=0 Vd<s<o0.

Vamos a llamar dimension de Hausdorff de E a ese ntiimero d y lo notamos:
dimgy (E). Una definicién equivalente que puede resultar util para probar
algunas propiedades es la siguiente: en el caso de que el conjunto

A={seR:H*FE) =00}

sea no vacio, definimos dimy(E) := sup(A) (esta definiciéon tiene sentido si
el conjunto A esta acotado, cosa que siempre es cierta y que se prueba en la
Proposicion 2.1.5).

Veamos algunas propiedades de dimpy(F).

Proposicion 2.1.5 Valen las siguientes propiedades

1. Si E C F entonces dimg(F) < dimpy(F)
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2. Sea {E;}$2, una familia de conjuntos tales que para cada ¢ € N vale
que dimpy (E;) = d;. Entonces dimg(|J;2, E;) = d = sup{d;}

3. Si E C R™ entonces dimy(F) < n
4. dimy(R") = n

5. Dado £ C R™ un conjunto con dimgy(E) = s entonces existe un con-
junto G de tipo G4 tal que £ C G y dimg(G) = s

Demostracion: Para el punto 1 basta usar que la misma desigualdad es
valida para las medidas H®. Para el punto 2 calculamos el valor de H*(FE)
con E = J;2, E; distinguiendo dos casos:

1. si s > d entonces H*(E;) = 0 para todo i y entonces
H*(E) <Y H*(E;) =0
i=1

y por lo tanto dimy(FE) < s para todo s > d, lo que implica que

2. si s < d entonces existe ig € N tal que d;, > s. Para ese 7y vale que
H*(E;,) = oo y por el punto 1 tenemos que como E; C E entonces

oo = H*(E;) < H*(E)

y de ahi que dimy(E) > s para todo s < d, lo que implica que

Para el punto 3, notar que el punto 1 permite afirmar que basta probar que
dimgy (R™) < n. Ahora, si usamos la propiedad 2 en el caso particular en que
d; = d para todo i € N, resulta que basta probar que si C' = [0, 1]" entonces
dimg (C') < n. Para probar esto ultimo, veamos que H"(C') < co. Sea § > 0.
Dividimos el cubo unitario en k™ cubitos de lado % de la manera obvia de
modo que cada uno de ellos tiene diAmetro menor o igual que %\/ﬁ Podemos
tomar k de tal modo que § > %\/ﬁ Entonces, por la definicién de Hy vale
que

H(C) < Z (%\/ﬁ) g (%ﬁ) T < o0

y esta acotacion no depende de §, de manera que H"(C') < oo. Por lo tanto,
para todo s > n tenemos que H*(C') = 0 y entonces 0 < dimpy(C) < n.

26



Veamos el punto 4. Ya sabemos que dimy(R") < n. Argumentamos igual
que en el punto 3 y probamos que dimg(C) > n con C' = [0, 1]". Sea {U, };en
un d-cubrimiento. Como diam(U;) < ¢ podemos encontrar para cada U; un
cubo Q; tal que U; C Q; y de lado igual al diametro de U;. Entonces C' C

U?; Qi y

i diam (U, i vol(Q;)) > vol (UQ) > vol(C) = 1
i=1 i=1

Tenemos entonces que H§'(C') > 1 para todo 6 > 0y por lo tanto H™*(C) > 0.
Concluimos que dimg (C) > n y de ahi que dimy(R™) > n. Finalmente, para
el punto 5. basta usar el Lema 2.1.3. |

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es que todo conjunto £ C R”
de interior no vacio tiene dimension de Hausdorff n pues contiene un cubo de
volumen positivo y podemos aplicar razonamientos anélogos a los del punto 4.
de la Proposicion 2.1.5. Esto muestra que la dimensiéon de Hausdorff respeta
la idea intuitiva de que los conjuntos “gorditos” en R™ deben tener la misma
dimension del espacio ambiente. Mas atn, esto vale para todos los conjuntos
de medida de Lebesgue n-dimensional positiva. Es claro que las medidas de
Lebesgue y Hausdorff 1-dimensionales coinciden sobre R y si n > 1 tenemos

que satisfacen la relacion’:

|E] = . H"(E)

donde ¢, es el volumen de la bola de diametro 1 en R"™. De esta relacion se
deduce que si £ C R" tiene medida de Lebesgue positiva (podria ser infinita),
entonces 0 < H"(E) < oo y por lo tanto tiene dimension de Hausdorff al
menos n. Como no puede exceder este valor, resulta que dimgy(E) = n.
[lustramos ahora con algunos ejemplos:

El conjunto ternario de Cantor

Considerar la siguiente familia de subconjuntos del intervalo [0, 1]:

Para la demostracion ver [Fal86]

27



1 2
F, = |0.-|ulZ.1
1 _,3} [3]

2 3 6 7 8

F, = 2.2 21
2 09} M 59)0 (5
r A T R TR I
5 27 27 277 27 27727 27’ 27

U 20 21 U 24 25 U 26 ]
277 27 277 27 27’
Cada conjunto Fj se obtiene dividiendo cada intervalo de Fj_; en tres

partes y removiendo el intervalo abierto central. En la Figura 2.1 se muestran
los primeros 4 pasos.

Figura 2.1: Conjunto ternario de Cantor

Cada conjunto Fj consta de 2/ intervalos de longitud 377. El conjunto
ternario de Cantor se define como

:ﬂpj
§=0

que resulta ser un conjunto perfecto. Notar que el conjunto C' es, salvo un
conjunto numerable de puntos, el conjunto de los ntimeros reales en el inter-
valo [0, 1] cuya expansion decimal en base 3 no requiere el uso del digito 1.
Otra observacion util es que si tomamos dos intervalos cualesquiera en esta
construccion (eventualmente de distintos F;) son disjuntos o estan contenidos
uno en el otro.

Teorema 2.1.6 Sea C' el conjunto ternario de Cantor. La dimension de
Hausdorff de C' es 10%2 = logs 2.

log 2
log

conjunto C' puede ser cublerto con los 27 intervalitos de longitud 377 que

Demostracion: Sea s =

. Veamos primero que H*(C') < 1. Como el
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forman al conjunto F}; para cualquier valor de j, vemos que
H: ,(C) < 273795 =21277 =1

y haciendo tender j a infinito, tenemos que H*(C') < 1 y por lo tanto
dimg(C) > s. Veamos ahora que H*(C') > 0. Méas precisamente, veremos
que H*(C') > 1. Tenemos que probar que si U = {U;};en es un cubrimiento
de C' por intervalos entonces

i diam (U, (2.4)

(pues si vale esto entonces Hi(C) > 1 para algtn ¢ y de ahi deducimos que
H?*(C) > 1). Bastara probar (2.4) para cualquier coleccion finita de intervalos
pues podemos hacer la siguiente reduccion: sea U = {U; }ZeN un d-cubrimiento
por intervalos arbitrario y € > 0 fijo. Podemos definir ¢ = {U }ien un o-
cubrimiento asociado a U tal que para todo ¢ € N, U es un intervalo abierto,
U CUy

(diam(ﬁi)>s < (diam(U;))" + 5

Como C' es compacto, podemos elegir finitos N = N (¢) intervalos tales que

Usamos ahora la hipotesis de la reduccion y tenemos que

N(e) .
1 < (diam(ﬁik)>

kol
—

N(e) N(e)
< 3 (diam(Uy,)* + 27) <e+ Y diam(U,)’
k=1 k=1
< e+ diam(U;)".
k=1

Dado que ¢ es arbitrario, concluimos que

1< Z (diam(U,
i=1

Hacemos ahora otra reduccion similar que nos permite suponer que los ex-
tremos de los finitos intervalos Un, ....... , Uy son puntos del complemento de



C'. Supongamos que en dicha situacion tenemos probada la cota (2.4). Sea
e > 0. Si los extremos de U; caen fuera de C' no hay nada que hacer. Si
no, como todos los puntos de C estan en F; para todo j € N, tenemos la
posibilidad de encontrar dos intervalos de I que contengan a cada uno de
los extremos de U; y que sean de longitud tan chica como se desee. Por lo
tanto, fijada cualquier cantidad n > 0, podemos desplazar los extremos de
U; en menos que n y dejarlos fuera de C'.

NN NN
_ AR N NE _

/7 /% /7

Figura 2.2: Los intervalos V; tienen sus extremos fuera de C' y son apenas
més grandes que los U;.

Con esto podemos conseguir otra coleccion finita de intervalos {V;}¥,
tales que U; C V; y

(diam(V;))* < (diam(U;))° + %

por la hipoétesis de esta reduccion, tenemos que

1 <

WE

(diam(V;))*

k=1

<diam(Ui) + %)

M=

<

i

1

N
< e+ Z diam(U;)*

k=1

y como € es arbitrario, concluimos que
N
1<) diam(U;)".
k=1
Hechas estas reducciones, basta probar la cota (2.4) para un cubrimiento

finito de C por intervalos cuyos extremos caen todos fuera de C. En esta
situacion, resulta que cada intervalo U; puede asumirse de la forma

U=IUKUI (2.5)
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con K un intervalo en el complemento de C'y donde los intervalos I e I’ son
los més grandes contenidos en U;. Por ejemplo, si U; fuera el intervalo |0, 33]
contiene a los intervalos [0, 3] € Fy y [¢, £] € F5>. Reemplazamos en este caso
a U; por el intervalo [0, g] Hechas todas estas observaciones, tenemos que en

la descomposicion hecha en (2.5) se cumple que
diam(I) < diam(K) y diam(I’') < diam(K)
Entonces
(diam(U;))* = (diam(I)+ diam(K) + diam(I"))”
> (diam([) + % (diam([7) + diam(I")) + diam([’))s(Q.G)

_ @ (diam(T) + diam([’)))s
. (% (diam([)+diam(]’)))s (2.7)

2% ((diam(1))* + (diam(I"))") (2.8)
= (diam([1))® + (diam(I"))",

donde usamos en (2.6) que para cualquier intervalo del conjunto F; vale que
el segmento medio extraido mide 37771, al igual que los dos restantes (que
es el caso extremo en el que los dos intervalos I e I’ considerados fueran
iguales). En (2.7) usamos que 3° = 2 y en (2.8) que la funcion ¢(t) = t° es
concava pues s < 1.

Después de finitos pasos, podemos reemplazar cada U; en (2.4) por inter-
valos de longitud 377 sin incrementar el valor de la suma. Estos intervalos
siguen siendo un cubrimiento, de manera que deben estar todos los intervalos

que forman a Fj,, de modo que

290

N
1= ZB’jOs Z (diam(U7))*
k=1

(=1

La misma cota debe valer para el cubrimiento U original y concluimos que

log 2 log 2
con s = 255, Entonces, dimy (C) = 235 ]
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2.2. Dimensiéon de los conjuntos de Kakeya

En el capitulo anterior resolvimos la primera versiéon de la conjetura de
Kakeya al construir un subconjunto del plano de medida de Lebesgue cero
que contiene un segmento de longitud 1 en cada direcciéon. Ahora que hemos
desarrollado otra idea mas delicada acerca del “tamano” de un conjunto en
R™ es razonable enunciar una nueva version de la conjetura en términos de
la dimension de Hausdorft:

Conjetura H:

La dimension de Hausdorff de un conjunto de Kakeya E C R™ esn

En esta secciéon desarrollaremos los resultados obtenidos en los afios 1950-
1970 por Marstrand (|[Mar54a, Marb4b|), Davies (|[Dav71]) y Falconer (|Fal86|)
con respecto a la conjetura en el caso de dimension 2. Estos resultados se
basan en propiedades de las proyecciones de subconjuntos de R? sobre rectas
y en el “principio de dualidad”.

2.2.1. Proyecciones

Definicién 2.2.1 Dado 0 € [0, 7) notamos con Ly a la recta de R* que pasa
por el origen y forma un dngulo 6 con el eje x. Notamos con proy, a la
proyeccion ortogonal sobre dicha recta.

Definicion 2.2.2 Dada una funcion f : R* — R" y un nimero a > 0,
decimos que f satisface una condicion de Lipschitz-a si existe una constante
¢ > 0 tal que para cualquier par de puntos x,y vale

|f(x) = f(y)] < clz —y|*

Lema 2.2.3 Sean E y F' conjuntos H*- medibles y sea 1 : E — F una trans-
formacion sobreyectiva Lipschitz-1 de constante ¢ > 0. Entonces H*(F') <
cH(E).
Demostracion: Si {U;},ey es un d-cubrimiento de E entonces para todo
te€N

diam(¢(ENU;)) < ediam(U;) < ¢d
entonces {¢(F N U;)}ien €s un cd-cubrimiento de F' y por lo tanto

o0

5 (F) < Z (diam(p(E N U;))° < ¢ (diam(U;))*

=1
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y como H{(FE) es un infimo tenemos que
H§(E)c® > Hs(F).
Haciendo § — 0 obtenemos

H*(E)e® > H*(F).

Corolario 2.2.4 Sean E y F' dos conjuntos y sea v : E — F una transfor-
macion sobreyectiva Lipschitz de constante ¢ > 0. Entonces

dimy (F) < dimg(F)

Demostracion: Es inmediato pues si dimg (F) = d entonces para todo s > d
tenemos que H*(E) = 0 y usando la proposicion obtenemos que

H*(F) < ¢H*(E) =0

para todo s > d. Concluimos que dimy(F') < d = dimpy(E) ]

Como las proyecciones ortogonales no aumentan las distancias (son transfor-
maciones Lipschitz de constante 1) tenemos el siguiente corolario inmediato.

Corolario 2.2.5 Sea E C R"™ y S un subespacio. Si IIg : R* — S es la
proyeccion ortogonal sobre S entonces dimy(llg(E)) < dimg(E).

Otro corolario util, sobre la dimensién de conjuntos semejantes, es el siguien-
te:

Corolario 2.2.6 Sean A y B dos subconjuntos de R™ semejantes entre si.
Entonces dimy(A) = dimg(B)

Demostraciéon: Sea GG : A — B la transformaciéon asociada a la relacion

de semejanza entre los conjuntos A y B. Entonces tanto G como G~! son
transformaciones Lipschitz. Mas precisamente, existe ¢ > 0 tal que

IG() ~ )l = el — ]
167 (@) ~ G W) = <l — ]
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Si usamos ahora el Corolario 2.2.4 para G y para G~! obtenemos
dimg(B) < dimgy(A) y dimg(A) < dimy(B)

de modo que dimy(A) = dimg(B) ]

El siguiente teorema es el resultado fundamental acerca de las proyecciones
ortogonales de los s-sets en R2. En este teorema, “para casi todo 0" se refiere
a la medida de Lebesgue. Las demostraciones de estos resultados pueden
encontrarse en |Fal86] o en [Marb4a, Marb4b|.

Teorema 2.2.7 Sea E un conjunto boreliano de R? tal que dimg(E) = s

1. Si s <1 entonces dimpg(proy,(FE)) = s para casi todo 6 € [0, ).

2. Si s > 1 entonces |proyy(E)| > 0 para casi todo 6 € [0, 7).

Otro resultado que necesitaremos es el siguiente teorema sobre secciones de
un conjunto de R?

Teorema 2.2.8 Sea M un subconjunto de R*, M, = {(a,b) € M : a =z} la
seccion respecto de x y A cualquier subconjunto del eje x. Si para cada x € A
vale que H'(M,) > C para alguna constante C entonces existe b > 0 tal que

H(M) > bOH*(A)

donde b depende solo de s y t.

2.2.2. Dualidad

El objetivo de esta seccién es presentar las ideas basicas de dualidad
usadas por Besicovitch y Falconer para tratar el problema de Kakeya. La idea
principal es parametrizar rectas por puntos de tal modo que dado un conjunto
E la proyeccion de F en una direccion resulta semejante a la interseccion del
conjunto de rectas parametrizadas por F con una determinada recta asociada
a la direccion elegida para proyectar. Luego, es posible estudiar la dimensién
de este conjunto de lineas a través de las proyecciones de E en distintas
direcciones.

Empezamos con algunas definiciones y notacion. Dado un punto (a,b) €
R? | notamos con L(a,b) a la recta de ecuacion y = a + bx. Si E es un
conjunto, notamos con L(E) al conjunto de todas las rectas definidas por los

elementos de E:
LE)= |J L(ab) (2.9)

(a,b)eFE
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Dado ¢ € R definimos L.: = {(z,y) € R* : z = ¢}. Tenemos entonces las
siguientes propiedades:

L(a,b) N L. = (¢,a+ be) = (¢, {(a,b),(1,¢)))

y entonces
L(E)N L. = {(c, {(a,b),(1,¢))) : (a,b) € E}.

Por otro lado, dado (a,b) € R? tenemos que para ¢ = tan la proyeccion de
(a,b) sobre Ly es

(1,¢)

proyy((a, b)) = <(a’ b), (1,C)> 1+ 2

Probaremos que dado € € [0,7), si ¢ = tan® entonces L(E) N L. es
semejante a proyy(E) con razon de semejanza /(1 4 ¢2). Consideramos las
siguientes transformaciones:

o T:R?*— R? tal que T'(z,y) = (x + ¢,y)
e R :R? — R? la rotacion tal que R(1,¢) = (0,1/(1 + ¢2))
o H:R?— R?tal que H(x,y) = /(1 +c2)(z,y)

Veamos que podemos aplicar estas transformaciones sobre proy,(E) para
obtener L(E) N L. (ver Figura 2.3) .
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L(4,1)

(32

Figura 2.3: principio de dualidad con ¢ =2 = tanf

Consideremos un punto tipico A € proy,(E) y calculemos 7o Ro H(A).

ToRoH(A) = TOROH(<(aab)>(17C)> l(lJ;CC)2>

_ ToR<«mw«L@%L@>
T+

_ ( ’1+02 (0, (1+02)))

T ({(a,b), ( (0,1))
= T((0,{(a, ) ( c))))
= (¢, {(a,0),(1,¢)))

El altimo renglon no es otra cosa que L(a,b) N L.. Como aplicamos una
dilatacion, una rotacion y una traslacion, resulta que los conjuntos proy,(E)
y L(E) N L. son semejantes con razéon /(1 + ¢?) (que es la razon de la
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dilatacion H). Si usamos ahora el Corolario 2.2.6 obtenemos el siguiente
resultado que llamaremos principio de dualidad

Principio de dualidad Dado un conjunto £ C R? y ¢ = tan 6, entonces

dimy (L(E) N L.) = dimg(proy,(E)). (2.10)

Podemos observar que si proyectamos sobre el eje y, tenemos que para un
punto (a,b) € R? la proyeccion con § = 5 €s b. De manera que si el punto
b pertenece a proy=(E) entonces L(E) contiene una recta con pendiente b.
Estamos ahora en condiciones de probar la siguiente version de la conjetura

de Kakeya:

Teorema 2.2.9 Sea F' un subconjunto de R? que contiene una recta en cada
direccion. Entonces F' tiene dimension de Hausdorff igual a 2.

Demostraciéon: Por la Proposicion 2.1.5 podemos suponer sin pérdida de
generalidad que el conjunto F' es G5. Definimos

E = {(a,b):L(a,b) C F}

= ﬁ{(a,b) : L(a,b) N D(0,r) C FND(0,r)} (2.11)

que resulta ser también de tipo Gs pues cada uno de los conjuntos inter-
secados en (2.11) es de tipo Gs. Veamos esto tltimo: fijamos 7 € N y como
F = N2, F; con F; abierto para todo 7 € N,

{(a,b) : L(a,b) N D(0,r) C (ﬁ E) ND(0,r)} =

={(a,b) : L(a,b) N D(0,r) C (F N D(0, r))}

=1

— ﬂ{(a, b) : L(a,b) N D(0,7) C (F N D(0, 7‘))}

Ahora tomamos (zg, ) € {(a,b) : L(a,b)ND(0,7) C (E N D(0, r))} Como

cada Fj es abierto y para cualquier (x¢,7) € R? el conjunto

L= L(ZL‘Q, yo) N D(O, T‘)
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es compacto, podemos encontrar un § > 0 tal que el d-entorno Ls de L
satisfaga

Ls N D(0,7) € F,n D0, 7).

Entonces se puede encontrar un entorno U de (zo, yo) tal que para cualquier
(z,y) € U vale

L(z,y) N D7) ¢ (F:nD0.1))

(la idea es que si modificamos poco la pendiente y la ordenada al origen de la
recta L(xg,yo) obtenemos rectas que caen dentro del J-entorno Ls). De esto

ultimo se deduce que el conjunto {(a,b) : L(a,b) N D(0,r) C (Fl N D(0, r))}
es abierto y por lo tanto el conjunto E es G (y por lo tanto boreliano).
Como el conjunto F' contiene rectas en todas las direcciones, proy = (E) es

todo el eje y. Entonces Hl(proy%(E)) = o0 y por el Corolario 2.2.5 tenemos

que H'(E) = oco. El conjunto E debe tener entonces dimensién de Hausdorff
al menos 1. Aplicamos el Teorema 2.2.7 para obtener que dimg(proyy(E)) =
1 para casi todo 6. Ahora, por el principio de dualidad (2.10) queda que

dimp (L(E) N L) = 1

para casi todo ¢ € R. Aplicamos ahora el Teorema 2.2.8 tomando s = 1,
0<t< 1, M=L(E) y A el conjunto de los valores de ¢ € R tales que
dim(L(F)N L.) = 1.

Verifiquemos las hipotesis de ese teorema:

e Para cada ¢ € A vale que existe una constante C' > 0 tal que
HY(L(E).) = H{(L(E) N L) > C
pues t < 1y dim(L(F)N L.) =1 para todo ¢ € A. Entonces
HY(L(E)N L,) = o

y podemos tomar C' = 1.
e H*(A) > 0 pues el conjunto A es casi todo R.

Usamos entonces el Teorema 2.2.8 y obtenemos que existe b > 0 tal que

H™(L(E)) > bH'(A) = o0
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para cualquier 0 < ¢t < 1. Entonces, para cualquier nimero real 1 < r < 2
tenemos que

H"(L(E)) = oo

y entonces dimpy(L(E)) = 2. Finalmente, como L(E) C F tenemos que
dimy (F) = 2. -

En [Dav71] se usa un argumento muy similar (de hecho, es el argumento
original en el que se basa el teorema anterior) para probar que la dimension
de Hausdorff de un subconjunto de R? que contenga un segmento de longitud
1 en cada direccion (en lugar de una recta completa) debe ser también 2. En
los siguientes capitulos trabajaremos con formulaciones mas fuertes de la
conjetura de Kakeya y daremos otra prueba de estos resultados con técnicas
méas modernas del anélisis armoénico desarrolladas por Cordoba, Bourgain,
Fefferman y Wolff entre otros, a partir de la década de 1970 y principalmente
durante los anos 90.
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Capitulo 3

La funciéon maximal de Kakeya

En este capitulo trataremos con una version més fuerte de la conjetura de
Kakeya formulada en términos de funciones maximales. Mas precisamente,
dada una funcién f definida en R™ y un ntimero real positivo ¢ le asociaremos
una funcién f; definida en S"~! dado por un operador de tipo maximal Kj.
El objetivo de este capitulo es estudiar qué consecuencias tienen las acota-
ciones logradas para el operador K4 sobre la dimension de Hausdorff de los
conjuntos de Kakeya. Necesitamos algunas definiciones y lemas preliminares
que desarrollamos a continuacion.

3.1. Preliminares

Definiciéon 3.1.1 Sea (X, ) un espacio de medida. Dado 1 < p < oo, no-
tamos con LP(X, p) al espacio de todas las funciones f: X — R p-medibles
tales que [, |f|Pdp < oo. Para el caso p = oo decimos que f € L®(X, p) si
y solo si

sup{A € R: p({|f] > A\}) > 0} < .

Si no hay posibilidad de confusion, notaremos a LP(X, p) simplemente como
LP(X). Para una funcion en LP(X, u) con 1 < p < oo definimos

| llvcen = 1]l = ( / !flpdu)p

y para una funcion en L™ (X, 1) definimos

[f 1z ) = [ flloo = sup{A € R - ({[f] = A}) > 0}

Nuevamente indicamos que en los simbolos || f|l, v || fll« €l espacio de medida
se desprende del contexto.
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Definicion 3.1.2 Dados dos espacios de medida (X, u), (Y,v) decimos que
un operador lineal T : LP(X, ) — LYY, v) es

1. de tipo fuerte (p,q) con 1 < p,q < oo si existe una constante C' > 0
independiente de f tal que

ITFllg < Cllfll, ¥ F e XX, p).

2. de tipo débil (p,q) con 1 < p < oo, 1 < ¢ < oo si existe una constante
C > 0 independiente de f tal que para todo A > 0 vale que

s> s (Si) vrereo

Decimos ademas que T' es de tipo débil (p,o0) si esta acotado como
operador de LP(X, ) en L>®(Y,v).

Una nociéon de acotacion débil usada en [Wol99] es la siguiente: Sea un
operador lineal 7" : LP(X, u) — L9(Y,v). Si existe una constante C' tal que
para todo conjunto F p-medible de medida finita y para todo A > 0 vale

)q. (3.1)

1T fllgoo < Clifllpa ¥ € LP(R")

y decimos que el operador T tiene norma “restricted weak” (p,¢) menor o
igual que C. Esta claro que si el operador es de tipo débil (p,q) entonces se
satisface la condicion (3.1)

Podemos observar que si (X,u) = (Y,v) y el operador T' es la identi-
dad entonces la desigaldad de tipo débil (1,1) es la conocida desigualdad de
Tchebyshev.

Tenemos el siguiente lema.

B =

v ({ITxel > 3) < (i)

escribimos

Lema 3.1.3 Sea T : LP(X,u) — LUY,v) un operador lineal y sean p y q
tales que 1 < p < o0, 1 < g < o0. Si T es de tipo fuerte (p,q) entonces es
de tipo débil (p,q) (Estd claro que vale también para el caso ¢ = oo pues las
definiciones coinciden).

Demostracion: Sea A > 0. Consideremos los conjuntos
E\ ={|Tf] > \}
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Entonces

V(EA)S/E duﬁ/E @duﬁ/}g (@)qdu

pues en E) vale que |T'f| > Ay ¢ > 1. Entonces
B < 55 [ st < 5 [ s < Sy

y como por hipdtesis el operador es de tipo fuerte (p, q) entonces queda que

) < S = (S

que es la desigualdad buscada. |

Introducimos la siguiente definicion

Definiciéon 3.1.4 Decimos que un operador T : X — 'Y es sublineal st para
cada par de elementos f,g en X wvale que T(f + g) < T(f) + T(g9) vy para
cada N € Cy fe X, TAf)=AT(f).

Enunciamos ahora dos teoremas fundamentales de interpolacion. Las demostra-
ciones pueden encontrarse en |Kat04].

Teorema 3.1.5 (de interpolacion de Marcinkiewicz) Sean 1 < py < p; < 00
y T un operador sublineal definido en LP° 4+ LP' que es de tipo débil (po,po) Y
de tipo débil (py,p1). Entonces T es de tipo fuerte (p, p) para todo py < p < p;.

Teorema 3.1.6 (de interpolacion de M. Riesz-Thorin) Sean py, p1, qo, q1 tales
que 1 < po,p1,qo, 1 < 00 y para 0 < 0 < 1, definamos p y ¢ como'

1 1-60 0 1 1-0, 6
= +

P P m ’ ¢ @ @
Si T es un operador lineal de LP° + LP* en L% + L% tal que

1T flla < Moll fllpy  para f & L

ITfllq < Mullfllp,  para f e LM

entonces,
ITfllg < My M| fll, para f € L?

ladoptamos la notacién = =0 para todo c € R.
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3.2. La funciéon maximal de Kakeya

Tal como anticipamos al principio de este capitulo, vamos a formular el
problema de Kakeya en términos de un operador de tipo maximal. Introduci-
mos la siguiente notacion:

Dado a € R", ¢ € S*! y § > 0 definimos el d-tubo unitario T?(a) en la
direccion e centrado en a como

THa):={z €R": [{(x—a)e) | < =, [@—a)| <6} (32)

donde 2+ =z — (z,¢) e.

Figura 3.1: -tubo centrado en a en la direccién e.

Notemos que para un J-tubo en R™ vale
IT? (a)| = C6™ L. (3.3)

Dada una funciéon f : R" — R localmente integrable podemos definir su
funciéon maximal de Kakeya asociada calculando los promedios sobre estos
0-tubos de la siguiente manera:

Definicion 3.2.1 (funcion mazimal de Kakeya) Sea f: R™ — R localmente
integrable. Se define ff : S*™' — R de la siguiente manera:

oy 1
fi(€) = s sy [ 1o (3.4)

acR”

Esta definicion se debe a Bourgain y es usada en [Bou91]. Quizas uno de los
primeros antecedentes de funciones maximales de este tipo sean los trabajos
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de Cordoba (|Cor75],[Cor77]). En esta seccion veremos cuél es la importancia
de esta funcién con respecto a la conjetura “H” de Kakeya, pero antes estu-
diaremos algunas propiedades del operador maximal de Kakeya Ks definido
por

Ks(f) =15

Mas precisamente, veremos que de lograr cierta acotacion sobre el operador
K5 tendremos cotas inferiores para la dimension de Hausdorff de los conjuntos
de Kakeya en R™.

Antes del primer resultado hacemos una aclaraciéon con respecto a la no-
tacion que adoptaremos a partir de esta seccién mientras el contexto permita
evitar confusiones. Cuando consideramos al K aplicado sobre funciones de
LP(R™) y queremos estimar la norma de ff en L(S"!), entenderemos que

If51l, < ClIfI,

significa mas precisamente

175 | Laggn—1y < C AN Lo gny

Para empezar, tenemos las siguientes acotaciones que se verifican muy
facilmente:

Proposicion 3.2.2 Valen las siguientes cotas:

1. Acotacion de tipo fuerte (oo, 00)
15 | oo gn-1y < ILf 1l poo () - (3.5)

2. Acotacion de tipo fuerte (1,00)
15| oo g1y S 5t 1 1 2 gy - (3.6)

Demostracion: Veamos 1:

1
fi(e)] < sup / Fllod = 1f [l
| f5(e)] S @] Jreca | f]] | f]l

Para ver 2,
) 1 1 1
/5 (e)l = fg@m/ma) |fldz < sup W/R [ fldz = gy
y por la ecuacion (3.3) tenemos el resultado buscado. ]
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Ademas de los casos p = 1 y p = 0o, podemos estudiar si esta familia de
operadores (tenemos un operador para cada o > 0) esta acotada de LP en L9
uniformemente en 9.

A modo de aproximaciéon al problema, empezamos aplicando este op-
erador sobre algunas funciones particulares para ver qué clase de cotas es
razonable conjeturar. En primer lugar escribimos un resultado negativo: no
es posible probar una acotaciéon del tipo

1f5ll, < C UL,

para toda f € LP(R") y para todo § > 0 con la constante C' independiente de
0. Para ello nos valemos de la existencia de conjuntos de Kakeya de medida
cero probada en el Capitulo 1.

Proposicion 3.2.3 Sin > 2 y p < 0o no es posible hallar una cota C
independiente de § tal que

151l < ClAll, vovfe LP(R™)

Demostracion: Por el Teorema 1.2.8 sabemos que podemos encontrar un
conjunto £ C R" de Kakeya de medida cero. Sea E° un d-entorno de F y
sea fs = xps la funcion caracteristica de E°. Entonces

1
(fs)5(e) = Seu]éi W \Tf(a) N E5] >1

pues para cualquier e € S"! existe a € R™ tal que T?(a) C E°. Como ademaés

15 oo < Mflle = lIxmsll =1

tenemos que (f5);(e) = 1 Ve € §"~'. Por lo tanto, | f5|, = 1 ¥ > 0. Por
otro lado, tenemos que lims_o|E°| = |E| = 0 y entonces lim;_ 1fll, =

limg_,g ’E5|% = 0Vp < co. Esto muestra que la desigualdad
1750l < ClIfll, VoVf e LP(RY)

no es posible, pues el lado izquierdo se mantiene acotado inferiormente por
una constante uniformemente en § pero el derecho tiende a cero cuando
0 — 0. |

El objetivo que nos planteamos entonces es considerar el caso p = q y ver si
es posible probar una acotacion del tipo “0~¢” uniforme en 9:

Ve3C - [ f5lly < CO I £l (3.7)
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Veamos ahora qué pasa con la funciéon maximal asociada a la funciéon
caracteristica de una d—bola.

Si f = XB(0.), como para cada e € S" el tubo T?(0) contiene a B(0,4)
resulta que

. B(0,6
716 = sy =9
y entonces
/51, =0
pero .
1Fll, = d»

de modo que si tuviéranos una cota como en (3.7),
ve e [f5llp < Co77(I I,

entonces la constante C. deberia cumplir, aplicando el operador a las fun-
ciones f5 = XB(0,5)

S~ [(fa)sll < Ceov
sG79 < o

Ahora, observemos que si p < n podemos elegir € > 0 tal que % —e > 1. Esto
muestra que la acotacion (3.7) no puede ocurrir si p < n. Observamos que,
mas precisamente, lo que ocurre es que dado un € > 0, la acotacion (3.7) no
puede ocurrir para p < p(¢) = 5.

A partir de estos resultados parciales sobre el operador maximal de Kakeya
es razonable conjeturar lo siguiente:

Conjetura M de Kakeya
VeI Ce: [[f5llpnn-1y S CO° ([ fllpnny VO >0VfeL"(R"). (3.8)

3.3. Conjetura “M” implica conjetura “H”

Habiamos anticipado que la conjetura maximal de Kakeya es una version
maés fuerte que la conjetura “H”. Para ver esto probamos ahora que si vale
(3.8) entonces los conjuntos de Kakeya en R" tienen dimension de Hausdorff
igual a n. Necesitamos un lema geométrico acerca de la interseccion de tubos
y bolas.
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Observacion 3.3.1 Recordamos que, sobre todo esta seccion, estamos usan-
do la notacion |E| para referirnos a la medida de Lebesgue de E en el espacio
de medida correspondiente sin notar explicitamente la dimension. En el si-
guiente lema, por ejemplo, usamos |I| para notar la medida 1-dimensional
de un segmento en R"™ y usamos |T°(a)| para la medida n-dimensional de un
0-tubo en R™. En todas las situaciones el contexto evita cualquier confusion.

Lema 3.3.2 Sea ¢ € S" !, I, un segmento de longitud 1 en la direccion
e centrado en a. y considerar un conjunto finito de bolas B; = B(xj,1;),
1< j <m tal que 27F < r; < 27D Entonces,

1IN (U;B))| > a = [T? "(a.) N (U;B(x;,2r;)| > o|T2 " (a,)] (3.9)

Demostracion: Consideremos primero el caso de una sola bola B centrada
en z de radio 2% < r < 2= =1 Consideramos el conjunto Z representado
con la zona sombreada en la Figura 3.2, es decir, Z consiste de todos los
puntos del tubo 72" (a.) que proyectados ortogonalmente sobre I, caen en
I.N B. Sea y € Z y sea y el punto que resulta de proyectar ortogonalmente
a y sobre I.. Entonces

ly—z < |ly—9l+17—zl
1
< o +7r < 2r.
de modo que toda la regiéon sombreada en la Figura 3.2 estd contenida en

T2 " (a.)NB(z,2r) y como la medida de esta region es justamente |72 (a,)|
tenemos el resultado para el caso de una bola:

1. NB|>a=|T?"(a)N B(z,2r)| > a|T> " (a.)]

Figura 3.2: Lema 3.3.2 con una sola bola
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Veamos ahora el caso de finitas bolas By, ...... , B,, donde cada bola B;
cumple
‘Bz N [e| 2 a;

Notamos con B; = B (x;,2r;). Definimos como en el caso anterior los conjun-
tos Z; C T2 "(a.) para cada i. Es inmediato que si tenemos la hipotesis de

que
m

LN Bl =a

i=1
entonces vale que (ver Figura 3.3)

72 @) 0 (U 20| = |2 (ac)| (3.10)
i=1
De ahi se deduce que, como por el caso ya probado tenemos que para todo
1<:<m
(Tf”“(ae) N Zi> C (Tj’k(ae) N B’i)

entonces

(Te”(ae) (U zn) c (Tf%ae) (U B»)

72"

e

Figura 3.3: Los conjuntos Z;
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Teorema 3.3.3 Si vale la acotacion
Ve 3Ot | f5lly < Co™ (I £l

para algin p < oo entonces todos los conjuntos de Kakeya en R™ tienen
dimension de Hausdorff n.

Demostraciéon: Sea £ un conjunto de Besicovitch en R™. Sea {B,};e; un
cubrimiento de E tal que B; = B(z;,r;). Necesitamos acotar por debajo la
cantidad H*(E). Podemos asumir que 0 < r; < 1. Sea

Jp={j: 27" <r; <2771y

(podemos asumir que cada Ji es finito, pues si alguno no lo fuera el cubrim-
iento nos darfa una suma infinita en el calculo de H(E) para § > 2-*=2),
Dado e € S*~! existe un segmento I, C E tal que en la direccién e. Sea

e c 6
Sp={e€S 1:|Ieﬂ(UBj)]2ﬁ} con ¢ < —
JE€EJk

Veamos primero que S"™' = U | S;.. Suponer que no. Entonces, existe e €
S I\ (Up2, k). Para ese e vale que |I. N (UB;)| < 5Vk y entonces

S 1N Bl <Zﬁ <1
k=1 JET, k=1
pero
dolen Byl = |JLn(U B)| =ln(UB)j)l =L =1.
k=1 €y k=1 jedp j

Sea ahora Fj, =
tenemos que

ics, B(xj,2r;) v sea [ = xp,. Si e € Sy entonces por (3.9)

_ C _
T2 () NV el 2 512 (a)|

Estimamos ahora la norma p de f;_,. Si e € Sy,

1

> kx(e) = su x)|dx
f2 ’f( ) aeﬂgl |T627k(a)| TeQ*k(a) |f( )‘
1 —k
= sup ——— |72 (a)NF
b e 0
1 &
> —— |7T? o) N F
- |T62—k(ae)|’ e (a> k|
c
> —.
=
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Entonces

5, = ([ 1feeran) = Sotsor. 3

Por (3.7), para todo € > 0 :

D=

* £ £ 1
HfszHp < CEQk Hf”p < C62k (#(Jk) 2(k—1)n) (3-12)

lo que junto con (3.11) implica

]{52 p k2 p
(?Hf;ka) S( 052'“6) 42 (J)2~ =D

C

o (Sk)

IN

S k2p2k£p#<Jk)2—(k—1)n ,S 2—k(n—ap)#<Jk).

Entonces, si a < n, se tiene que (con un ¢ tal que n — ep > «)

Doz YT
J
Zg—k(n—ap)

eJy

vV
Mo -

k=1

<

o(Sy) =o(S" 1) > 1

Y
M3

B
Il

1

El mismo resultado puede obtenerse si en Teorema 3.3.3 se asume que
existe un conjunto 2 C S"! de medida positiva tal que para cada e € €
existe un intervalo I, en la direccién e incluido en el conjnto E.

Se puede repetir el mismo argumento definiendo

Sp={e€Q:|LN(UD,) > %}

y concluyendo que si @ < n queda que ) ;7§ Z 0(2) 2 1 (pues o(€2) > 0)

El proximo teorema es un resultado similar obtenido a partir de la su-
posiciéon de una acotacion débil del operador maximal de Kakeya.
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Teorema 3.3.4 Supongamos que existen constantes C > 0 y a > 0 tales
que para cualquier E C R™ de medida finita vale (para A > 0)

05&|E12)q

o({(xp)s > A) < ( : (3.13)

es decir, con la notacion de (3.1),
K5 fllgoo < CO™ | fllpa VS € LP(R")
Entonces los conjuntos de Kakeya tienen dimension al menos n — pa.

Demostracion: Sea F un conjunto de Kakeya y sea s < n—pa. Acotaremos
H*(FE) por debajo de manera de manera similar a lo hecho en el teorema
anterior. Igual que antes, I, es un segmento de longitud 1 en la direccién e
contenido en E. Consideramos un cubrimiento de E por bolas {B;};c; tal
que B; = B(xj,7;) (podemos asumir que r; < 1) y definimos Ji, S, y Fj
como antes y f = xp,.

Tenemos entonces los mismos resultados: S*! = U.,S, v si e € S, vale
que |72 " (a,) N Fy| > k—02|T62_k(ae)|. Por lo tanto, si e € Sj tenemos que

file) = sup

— Xr,(7)dx
ackn [T2 " (a)] Jr2* () ()

T2 (a) N E

ackr |12 (a))
c
> —.
Z 12
Entonces c
{6 < Snil : 2*71@(6) > ﬁ} D) Sk
y por lo tanto
n— * c
o({e €8 fiule) = 151 2 o(SK) (3.14)
Por hipotesis,
n—1 * c C2ka’Fk‘% !
k?
de modo que juntando (3.14) y (3.15) tenemos que
a(Sk) < <2kak2|Fk|%)5. (3.16)
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Por otro lado, como F} es una unién de bolas, tenemos que

[Eelr S @()(2r)")7 < (#2)7
entonces N
o(Si) S (282 (#( )2 7)) (3.17)
Finalmente, despejando #(Jx) de (3.17) obtenemos

2
q

#(Jk) Z <O-<Sk)%k—22—ka>p2kn — 2k(n—pa)k—2po_(sk)
Podemos ahora acotar H*(E). Sie =n —pa—s >0,

Doz D #UN2Z Y oSk 2 0 >0,
j k k

pues existe un k tal que o(S;,) > 0 pues S"~ = U,,S},. Por lo tanto, para todo
s menor que n — pa tenemos que H*(E) > 0y entonces dim(E) > n —pa. m

Vemos entonces que el principal (y el méas ambicioso) objetivo es tratar de
obtener cotas, ya sea de tipo fuerte o débil, para el operador maximal de
Kakeya. Una manera de atacar el problema seria valerse del Teorema 3.3.4 y
buscar cotas del tipo
1\ ¢
* c3|B]>
o({(xr)i > ) < (f>

con valores de a pequenos. O mejor ain, alguna expresiéon dependiente de
0 con crecimiento més lento que cualquier potencia del tipo 07¢ con € > 0,
por ejemplo un factor logaritmico del tipo log(%). Precisamente una cota de
ese tipo es la que se conoce para dimension 2, que es el inico caso no trivial
para el que la conjetura esté resuelta.

Una manera de obtener resultados parciales en dimensiones altas usada
en [Wol95] es la siguiente: fijada la dimension n, interpolamos con el Teorema
de Riesz-Thorin entre la desigualdad conocida (3.6)

15 lloo < CO~D] £

y la conjeturada (3.8)
1£5lln < CO75[| f 1l

conp<nygq=(n—1)p donde p'es el exponente dual de p definido por
1= % + i Tenemos entonces

1 6 1-0 1 6 1-6 ¢

—_ J— —_— y —_ J— [ J—

P n 1 qg n 00 n
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de modo que
Q_n_ n _n p—1
g (n=1)p n-1p

np—1) np—p—np+n __ n-—p
(n—1)p (n—1)p (n—1)p
Con estos exponentes, la acotacion del teorema es

1—0=1-

1fillg < (C679) (5= 0) "I £1l,.

Miremos las potencias de §:

n -1 —
§En Sy (D ET

57597(7171)(179)
— e R

Como para p < n vale %’% < 1 entonces (0 siempre se supone < 1)

obtenemos la desigualdad

67597(7171)(179) < (51—%—5.

A partir de esto se puede trabajar con una familia de conjeturas del tipo

Ve 30 1fi gy < C0 5 iy V6> 0VF € D(RY) (3.18)

donde p <nyq=(1—n)p'. A medida que p se agranda, se obtienen mejores
acotaciones, de modo que el objetivo es probar estas cotas para valores de p
grandes. En relacion con la conjetura “H”, vemos que si vale (3.18) para algin
p, si aplicamos el Teorema 3.3.4 (cosa que podemos hacer pues ya vimos que
acotacion fuerte implica débil) tenemos que la dimensién de Hausdorff de los
conjuntos de Kakeya en R™ es al menos

n+p<1—§—e>=p<1—e>

para todo € > 0. Concluimos que la dimensién debe ser al menos p. En esta
direccion existen numerosos resultados parciales, uno de los mejores es el
obtenido por Wolff en [Wol95] y dice que (3.18) vale con p = min (%42, 453)

y un ¢q adecuado.
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Capitulo 4

Conjetura “M” de Kakeya en R?

En el capitulo anterior probamos que la conjetura “M” de Kakeya implica
la conjetura “H”. En este capitulo probaremos que en dimension 2 la con-
jetura de “M” es cierta y por lo tanto tenemos otra manera de verificar la
validez de la conjetura “H” en R2. Necesitaremos algunos conceptos previos
que probaremos en el contexto de R"™ pues asi los usaremos mas adelante y
no aumentan la dificultad de la demostracion.

4.1. Preliminares

Definiciéon 4.1.1 Sea (X,d) un espacio métrico, S C X un conjunto y
0 > 0. Decimos que S es un conjunto d-separado si para cualquier par de
elementos x,y € S se cumple que d(x,y) > 0.

Definiciéon 4.1.2 Sea S C R™ un conjunto acotado y 6 > 0. La d-entropia
de S, N5(S), es la mdzima cantidad de elementos de un subconjunto de S
0-separado.

Lema 4.1.3 Sea Q CS"! y § > 0. Entonces N5(Q) satisface

a(2)

Ni(©) 2 5

Demostracién: Consideremos un conjunto {z;}¥, de puntos d-separados
en ) maximal con esa propiedad. Para cada 1 < i < N tomamos una bola
B; := B(z;,6) C R™. Afirmamos que Q C |, B;. Si asf no fuera, deberia
existir un punto zo € Q\ U, B;, pero entonces

d(zg,z;) >6 VI<i<N
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de modo que el conjunto {z;}¥, también seria d-separado, contradiciendo la
hipotesis de maximalidad. Entonces

o) < oSN [VJBl)

N
S Z O'(Sn_l N BZ)
=1
= No(S*™'NnB)
SJ N(Sn_l

Esta tltima desigualdad se deduce de que la medida en la esfera de S~ N B;
es del orden de 6"~ !. Obtenemos entonces que

Observamos que la misma manera de razonar permite probar el resultado
general en R"™: Dado un conjunto Q@ C R" y ¢ > 0, tenemos que N3(£2) 2> ls%"
Vale ademés la siguiente generalizacion

Lema 4.1.4 Sea 6 >0 y sea A = {ay.}2L, un conjunto §-separado en S"'.
n—1
Sin >0 entonces Ny (A) = (%) M.

Demostracion: Consideramos el conjunto de V' C R™ definido como

M
V = U B(Oék, %)
k=1

Como el conjunto A es d-separado, la uniéon anterior es disjunta. Tomamos
S = {ay, }}L, un subconjunto 7-separado de A maximal. Entonces

N

UB(ak,g) C UB(Oék]-aZU)
k=1

J=1

pues dado z € Ui\ilB(ak,g), existe 1 < k < M tal que z € B(ay,3).
Ademas, al igual que en el lema anterior, A C Uiil B(au;,n) por la maxi-
malidad. Entonces

) 3
\x—akj]g]a:—ak]+|ak—ozkj\<§+77<Z77<277
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Podemos calcular las medidas de estas uniones, recordando que la unién en
V es disjunta

M
M@E) ! ~ 0(8” 'n U (ax, 2) )

< ia s 'nB &k,277))
j=1
S N(2n)
y entonces
vru ()
y de ahi que N,(4) 2 M (%)n_l ]

Vamos a necesitar también algunos resultados y propiedades elementales del
anélisis de Fourier. Los introducimos a continuacién. Adoptaremos la sigu-
iente definicion:

Definicién 4.1.5 Dada una funcion f € LY(R™) definimos su transformada
de Fourier f como

~

f) = [ fae (4.1)
Las siguientes son propiedades bien conocidas de la transformada de Fourier:
Proposicion 4.1.6 Sea f € L'(R"). Entonces vale

1. f e L=(R).

2. 8i h(z) = f(x —a) con a € R entonces h(€) = e~ 2™ f(¢).

3. Si h(z) = f(azx) con a € R entonces h(€) = a‘”f(%).

4. m(g) = f(&)§(&) donde f * g denota la convolucion entre f vy g

definida como

(fxg)(@) = | fly)glz —y)dy.
R”
5. 81T es una transformacion lineal inversible entonces
foT =|det(T)| " foT!

(si la tranformacion T es ortogonal entonces f/o\T = fo T).
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Omitimos las demostraciones pues son resultados bien conocidos: 1, 2, 3 y
5 son aplicaciones del teorema de cambio de variables y el punto 4 es una
consecuencia del teorema de Fubini (para ver éstas y otras propiedades se
puede consultar [Duo01]| o [Wol03]).

Proposicion 4.1.7 Si f y g estdn en L*(R")

[ra=[ 7

1. (Plancherel)

2. [1fll2 = 11 ll2

3. 1f * glloo < [1/9l1s

El punto 1 es otro resultado muy conocido de esta teoria y aparece en la
mayorfia de los textos. El punto 2 es una consecencia inmediata de 1. S{
probamos la desigualdad del punto 3. Sean f y g en L?*(R™). Definimos la
funcion h(y) = g(x — y). Entonces

((f +g9)(@)] =

- | doemaea

IA

- /(©)9()ldy = Il fall

donde aplicamos Plancherel y el punto 2 de la Proposicion 4.1.6. Concluimos

que [|f * glloc < [If9ll1
Definimos a continuacion la clase de Schwartz.

Definiciéon 4.1.8 Una funcion f estd en la Clase de Schwartz S(R™) si es
infinitamente derivable y todas sus derivadas decrecen rdpido en el infinito,

es decir,
122 DP f(2)]|oe < 00 , YV a,3 e N".
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Mas adelante usaremos algunas propiedades muy utiles de este espacio de
funciones. Particularmente, usaremos que si f € S(R") entonces f € S(R")
y que si f € S(R™) y P es un polinomio, entonces Pf € LP(R").

Hacemos ahora una observacion elemental pero esencial para lo que sigue.
Queremos estimar el didmetro y la medida de la interseccién de d-tubos en
R™.

Lema 4.1.9 Sean T} y Ty dos §-tubos en R™ que se intersecan en un dngulo
0<0,3] como en la Figura 4.1. Entonces diam(TyNTy) < ﬁ y por lo tanto
Ty NT <2

~ sinf

Demostracion: Los dos tubos tienen sus ejes principales sobre un 2-plano
IT en R™. Denotemos con pr; a la proyeccion ortogonal sobre II. Dados dos
puntos z,y € (T3 N T3), tenemos que

[ =yl <26 + |lpn(z) — pu(y)|

Para analizar ||z — y|| < 20 + ||pn(x) — pn(y)|| notemos que estamos en una
situacion como la representada en la Figura 4.1. La interseccion de pr(71) y

pr(T») esté contenida en (o es igual a) un rombo de lado 2%, de modo que
el diam(p(7y N T3)) es menor o igual que 2. Entonces
44 J
—yll <26 <6
le=yl<20+ sin(f) — “sinf

Figura 4.1: Interseccion de dos d-tubos en un angulo 6 donde a = Sife
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4.2. El problema de Kakeya en R?

En esta seccién probaremos de varias maneras que en R? la conjetura
“M” de Kakeya es verdadera. El primer resultado positivo en dimension 2
es la acotacion débil del operador maximal de Kakeya. Esto da otra prueba
de que la conjetura “H” de Kakeya en R? es verdadera gracias al Teorema
3.3.4. Mostraremos también que en dimension dos vale la acotacion fuerte del
operador maximal de Kakeya. Daremos dos demostraciones independientes,
una debida a Bourgain que usa analisis de Fourier y otra debida a Wolff' que
usa argumentos geométricos y de dualidad.

Empezamos estableciendo el resultado para la acotacion débil del oper-
ador de Kakeya.

Teorema 4.2.1 El operador maximal de Kakeya satisface:
| K5 llz0c < Clog(5)2[Ifllzs VS € L*(R).

Demostracion: Sea £ C R? | |E| < oo, A € (0,1] . Elegimos f = xg y
Q={eeS': fj(e) > A\}. Tenemos que ver que

o) S —log(i) 5] (4.2)

Notamos con 6, al 4ngulo entre e;, e € S* y con 6; al angulo formado por
e; y el eje z. Por claridad de la exposicién veremos la desigualdad (4.2) para

Q =N (Rzo X Rzo)

de lo que se deduce (4.2). Sea § > 0. Sea {e;}, C Q un conjunto d-separado

tal que 0; > 0y si j > k con a(Q) < 6M (lo que se puede conseguir por Lema
4.1.3). Para cada e; € Q vale que fj(e;) > A. Entonces existe a; € R" y un

d-tubo que notaremos 7} tal que T; = ng(aj) y

Entonces
M M M
S I NE =) AT &> Ad = MG
j=1 j=1 j=1

La demostracién en [Wol03] es una modificacion de un argumento de Antonio Cérdoba
usado en [Cor77]
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Ahora,

M M
M £ SNE= Y [ @s
- X E

7=1 7j=1
M
= / ZXTj(QT)dUU < (/ Xe(T dI) | ZXT |2 Cauchy-Schwartz
B R?

— |E|? </RQ(ZXTJ.(:B)dZB 2) — |E| <Z|Tkay>

Para acotar la ultima suma usamos la observacion previa sobre interseccién
de d-tubos y obtenemos

<EZMT> ) (Z (”Zsmf;»))é

k j#k

Usamos ahora que si 6 € [0, 7] entonces sin > 2Tr—9, con lo que obtenemos

(;;Tkﬂﬂ-)% S (Z <6+Z2—>>1 (4.3)

itk M

%:(amzké—%)); (4.4)
k 5<1+2;yk:ﬂ)>2
>

>)% (15)
>)§ ,

donde usamos en (4.4) que 6x; > |k — j|0 y en (4.5) que para cada k fijo hay
~ % valors de 7. Obtuvimos entonces que,

IN

J log(

Sdl=

<

Mélog(

| =

|
y
|
(

MM < |E|2(MJ§)? log(=)2

ST

de modo que

N

(M5)2 < | Tog(5)
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y como o(€) < M§ tenemos el resultado deseado

) E|log(L
a(Q)SM&S‘B\Lf%).

Estamos ahora en condiciones de usar el Teorema 3.3.4 para concluir que
la. dimensién de Hausdorff de los conjuntos de Kakeya en R? es 2. Basta
observar que dado a > 0, podemos elegir §, suficientemente chico para que
log(3) < 0 para todo § < &. Entonces concluimos que la dimension de
Hausdorff de los conjuntos de Kakeya es mayor o igual que 2 — 2« para todo
a > 0, de modo que debe ser exactamente 2.
En dimension 2 también es conocido un resultado positivo sobre la acotacion

fuerte del operador maximal de Kakeya. Damos a continuacién dos pruebas
independientes del siguiente teorema

Teorema 4.2.2 El operador maximal de Kakeya satisface
1.1
155 fll < Clog(5)2 1/ ¥f € I*(R?)

Demostracion: (Bourgain)
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f es una funcién no
negativa. Definimos las siguientes funciones para cada § > 0 y cada e € S!

e X735 (0) ()
i) =

Esto nos permite reescribir la funcion maximal de Kakeya en términos de
una convolucién pues haciendo el cambio de variables x = a — y tenemos que

1 1

20 T3<a>f(x)dx T 2% TﬂO)ﬂa_y)dx
- 5 Lo a— i
= [ At —yyis
= (D@

Entonces

J5(e) = sup (p§ * f) (a)

acR?
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Tomemos ahora una funcion ¢ en la clase de Schwartz S(R) tal que ngS tenga
soporte compacto contenido en [—M, M| para algin M > 0y ¢(z) > 1 para
todo x tal que |z| < 1. A partir de esa funcién definimos 1) : R? — R como

(21, 72) = ¢($1)%¢ (%) :

Observemos que si tomamos la direccién e = e; = (1,0), para todo z € T7 (0)
vale

v(@) =o(e)50 () = 5
de modo que ¥ (z) > p§(z) y por lo tanto
fs(e) < sup (¥ f) (a)

acR?

(donde usamos la hipotesis de no negatividad de la f). Del mismo modo,
dado un e € S! arbitrario, es posible definir una rotacién r, de modo que
para 1. := 1) o r, obtengamos la misma relaciéon

f5(e) < sup (¢ * f) (a)

a€R?
para todo e € S. Entonces por la propiedad 3 de la Proposicién 4.1.7
fi(e) < e * flloo < I fln

y obtenemos que

fie) < [10flh

o MCINGI:

= [ 1iena s et OL

1

2
(1+1¢))2
Usando Cauchy-Schwartz (pues ¢ € S(R?)) y obtenemos

; o) (11
< ([ i+ iniora) <WTIE%>‘ (46)

Para acotar la segunda integral en (4.6), observemos que podemos escribir
(&1, &) de acuerdo a la definicion

d¢.

&(51762) = /¢ x1)= 72”"(“51”252)dx1dx2
= (552)
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de modo que el soporte de 1& esta contenido en un rectangulo del tipo
[—M, M] x [=, ] Ademas, como 7, es una transformacion ortogonal, por
la propiedad 5 de la Proposicion 4.1.6 tenemos que v, = tor,. De esto tltimo
deducimos que el soporte de 1/36 estd contenido en un rectdngulo R, centra-
do en el origen de lados de longitud 2M y % . Por dltimo recordemos que
¢ € S(R) de modo que también ¢ € S(R). En particular, [|¢[ls < K < 00y
lo mismo vale para 1/38 .
Podemos ahora acotar la segunda integral de (4.6):

|9 (€)] K
[9e(&)] d
wirig™ = foTrE®
oMK
g
= /ﬂg/M1+|§| :

pues el integrando es radial. Entonces

M

\wew L S
o 11 1e N/M1+|52|52

4
M

K
< 8 g
~ /o 1+ & s

M
log(1 + T)

y como s6lo nos interesa el rango § < 1 la ultima linea es comparable con
log(3). Volvemos a la ecuacion (4.6) y reemplazamos para obtener:

05 ([ tiern i) ()"

Calculamos ahora la norma 2 de f;(e):

65 % 0y [ ([ 1@I0+ 1R a
— toa() [ @+ IDIFOR ( [ 1aolae) de. 1)

Queremos estimar ahora el valor de la integral sobre S!.

Q
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We

&

ﬁ/

Figura 4.2:

Para eso notemos primero que como el soporte de 15,3 esta contenido en
un rectangulo R, centrado en el origen, para valores grandes de || (con &
ﬁjo) la medida del conjunto de puntos e € S tal que 15@ #+ 0 es del orden de
\£| Esto es asi pues, como se ve en la Figura 4.2, sm(9) = \EI para || > M

y entonces 6 < arcsin( | g|) ‘ «- Podemos ahora calcular la integral (4.7) en
dos partes: sea B una bola de radio mayor que M centrada en el origen.

[asinifor ([ 1) a= [+ [

Por otro lado,

/B+/C N /B|f('f)\2d§+ Bc‘f( W1+ |€])K arcsin(— )
S /Blf(ﬁ)\zd£+ Bc\f(g)\%zg

_ /R NG

€]

. Reemplazando en la desigualdad (4.7) queda

Hfa HL2 ) S log( )HfHL2 R2)

que es la desigualdad buscada. |

Presentamos ahora la otra demostracion, que usa argumentos geométricos
y de dualidad. Vamos a necesitar un lema previo. Para eso definimos la
siguiente propiedad P(q):

65



Propiedad P(q): Decimos vale la propiedad P(q) si dado {ex} € S"! un
conjunto d-separado maximal y {y;} una sucesion de nimeros reales
tal que " ! > .Yt < 1 entonces existe una constante 0 < A < oo tal
que para cualquier eleccion de puntos a, € R” vale

| Z YRXTS (a)llg < A
k

Tanto la propiedad P(g) como el lema que sigue estan enunciados y
probados en el contexto general de dimension n y exponente ¢, aunque en la
demostracion del teorema sélo usaremos n = p = 2.

Lema 4.2.3 Sea 1 <p < oo y sea p' tal que lzll)—i-z%.

Supongamos que vale la propiedad P(p'). Entonces

175 [ Lr sy S All fl

Demostracion: Sea {e;} un subconjunto d-separado maximal de S"~*. Ob-
servemos primero que si para un par de direcciones cualesquiera e, e’ € S*~!
tenemos que |e —e'| = n < § entonces fi(e) < Cfi(e'). Esto es asi pues como
n < § existe una constante C' independiente de § tal que cada tubo T°(a)
puede ser cubierto por a lo sumo C' tubos en direccion €.

Y s

Figura 4.3: Si |e — €/| = n < 0, cada tubo en la direccion e se cubre con una
cantidad acotada de tubos en la direccion €.

La cantidad de tubos en la direccion €’ necesarios es del orden de é con
a = min(1, si2n6n> de modo que esta cantidad es ~ max(1, ) que esta
acotado por una constante pues n < ¢. Valiéndonos de este hecho, para

e,e’ € S! con |e —€/| = n < § podemos acotar a f§(e) de la siguiente manera.

2sinn
é
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Tomamos un promedio tipico de los que definen a f;(e)

1 1

If] < |f]
T2(a)l J1s(a) T2(a)l Jue, 75, (a)
I
< T | f]
;|T§(a)! T3 (a:)

y como los tubos tienen todos la misma medida,

: eyt i
1 T2(a)l T (a) N i—1 \sz(ai)l 7%, (a:)
< Cf5(€).

Como f(e) es el supremo de todos estos promedios y C'f5(e’) resulta ser una
cota superior, tenemos la desigualdad buscada

f5(e) < Cf5(€).

Ahora usamos una vez mas que como {e;} es un subconjunto d-separado
maximal las 6-bolas con centro en los puntos e;, cubren S"~! y entonces

1f5llosn-1y = </S \f§(6)|pde) ’
- ( / |f§(e)|pde>
Ur Blex,9)

< (Z /B » |f§<€)|”de) |

Por la observacion hecha al principio, sobre cada bola podemos acotar de la
siguiente manera:

x < “(er)|Pde '
1l < (Z / e )
<Z5"‘1|f§(ek)|’”>

k

D=

3=

AN

=

= 5% <Z|f§(€k)|p>p = 57 |13 (en) Yiller
k
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Usamos ahora un argumento de dualidad entre ¢?(N) y ¢'(N) para expresar
la norma de la ultima igualdad como

e el =S 0ed ™™ f(en),
k

. Obtenemos

con {y}r una sucesion en (' (N) tal que |[{y}rlly =
entonces

£, S 6% Zykﬁs%fg(@k)
k
_ 5(”*1)(;+7) Z ?/kf(s (ek)

k

= ot Zyk
Como los d-tubos en R” tienen medida del orden de 6"~ queda que
|wms§yd
(ak)
= / Z YRXTS (a)| ]
n k

< I v @ollo 1 Fl, (Holder)
k

< Al

/1.

‘ Te, (ak)

Presentamos ahora la segunda demostracion de Teorema 4.2.2
Demostracion: (Wolff-Cérdoba)
Gracias al Lema 4.2.3 basta probar que si {ex} es un conjunto d-separado
maximal en S' y {y;} cumple 6 >, y7 = 1, entonces para cualquier eleccion
de puntos {ay}vale la cota

1D vxrs (a2 < log( )-

Razonaremos en forma similar a lo hecho en la demostracién del Teorema
4.2.1. Adoptamos la misma notacion: 6;;, representa el angulo formado entre
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los d-tubos en direcciones e; y ej. Tenemos que,

1D wixrs @wolls = D uiwelTe (ay) VT, (ax)]
2 52
S Z 0Yj, + Z yjykm (4.8)
= Zéykth\/_yJ\/_yk

poy ( i)

< Z5yk+zfyg\fyk

k#j

donde usamos en (4.8) el Lema 4.1.9.
Miremos ahora el operador Tk : £ — ¢? definido como

(Tx ({y;}) ZK 3, k)

con el nucleo K:
(i k) = 1 sijg=k
Jk
Observemos ahora que por la maximalidad del conjunto §-separado {e;} éste
tiene una cantidad de elementos del orden de 6! de modo que para k fijo

podemos argumentar de forma similar a la demostracion de Teorema 4.2.1

ZK], _1+Ze_<1+ > 66—1+ > Z’Vlog

Jj#k gk 1<e<i 1<e<i

y en forma anéloga, para j fijo
1
Z K(j, k) < log(5)

Aplicamos ahora el test de Schur (ver apéndice: Lema B.0.2)al nucleo K (7, k)
y al operador Tk obteneniendo que

I v ol S (Ve Te({Voue}) |
< H{\/—yk}HEQHTK{\/_yk}ng Cauchy-Schwarz
< los(3) Ve 1V e

= Toa()I{Vau I = loa(3 >Z<f )? = Tos(5),

lo que concluye la demostraciéon del teorema |
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4.3. Conjuntos de Furstenburg

Un problema en R? de similar aspecto al de Kakeya pero atn abierto
consiste en considerar un conjunto £ C R? tal que para cualquier direccion
e € S! existe una recta L, en direccion e con dimy(E N L.) > «. Un con-
junto con estas caracteristicas se denomina conjunto de Furstenburg(a). La
pregunta es cuan chica puede ser la dimension de Hausdorff de F

Los mejores resultados conocidos acerca de este problema estan expuestos
en [Wol99], en donde se muestra que con técnicas similares a las usadas en
el problema de Kakeya se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 Sea a € (0,1] y E C R? un conjunto compacto. Supong-
amos que para cada direccion e € S' existe una recta L. en direccion e con
dimy(F N L) > a. Entonces dimg (F) > max{2q, % +a}.

Este teorema, junto con la construccion que se hace en [Wol99] de un
conjunto de Furstenburg de dimension % + %oz permiten acotar

+ -«

| —
N W

1
méx(20, 5 +a) < 1(0) <

donde y(«) es el infimo de los posibles valores de dimy(F) para los conjuntos
E de Furstenburg(«)
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Capitulo 5

Conjetura “M” de Kakeya en R"

En dimensiéon n > 3 todas las versiones de la conjetura de Kakeya estan
aun abiertas. Mostraremos en esta secciéon algunas de las técnicas usadas
para atacar el problema y algunos de los resultados conocidos en dimensiones
superiores.

5.1. La conjetura de Kakeya en cuerpos finitos

Una de las técnicas apropiadas para estudiar el problema de Kakeya en
dimensiones superiores es considerar primero el problema anéalogo formulado
en espacios vectoriales sobre cuerpos finitos. La idea detrds de este enfoque
es que en cuerpos finitos el problema involucra lineas en lugar de tubos y
cardinalidad en lugar de medida, por lo que se reduce a la tarea més simple
(pero aun nada trivial) de contar puntos. Introducimos la notaciéon necesaria
para eso.

Definicién 5.1.1 Sea F, “el” cuerpo con q elementos. Sea V un espacio
vectorial sobre IF de dimension finita n. Para cada par de elementos a,e € V,
e # 0 definimos la recta L(a,e) C V' en direccion e como

L(a,e) ={a+te:t€F,}
Lema 5.1.2 Dadas dos direcciones e,e’ € Fy\{0} y x € F vale que
L(z,e) = L(z,e') <= IN€F, tal que e = A\’
Demostracion: Si L(z,e) = L(x,€’) entonces para 1 =t € F, existe t' € I,

tal que
r+e=zx+te
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y entonces
e=1t¢

Reciprocamente, si existe A € F,\{0} tal que e = Ae’ entonces para todo
t € I, tenemos que
x+te=x+t\

y obtenemos la conclusion tomando ¢’ = t. |

n__ _ . . .
De este lema se deduce que en F}' hay s6lo quf ~ ¢"~! posibles direcciones

para orientar una recta. A partir de aqui decimos que dos direcciones e, ¢’ €
[y son distintas si e # e’ para todo A € F,. Necesitamos un lema acerca de
la interseccion de rectas en [Fy.

Lema 5.1.3 Dos rectas distintas L(w,e) y L(2',¢’) en Ty son disjuntas o se
intersecan en solo un punto.

Demostracion: Supongamos que a,b € L(z,e) N L(z', ¢’). Entonces existen
ty t' en I, tales que

a=x+t,e=a +te y b=x+te=2a +t,e
entonces
r—a =te —tue N x—a =te —te
de modo que

the —t,e = tiel —tye
tee —tee = tye —te
(ty —ta)e = (t, —t.)e
y como L(z,e) = L(a,e) y L(2',¢') = L(a,€’) entonces por el Lema 5.1.2

resulta que L(x,e) = L(2',€') lo que contradice la hipotesis. Entonces dos
rectas distintas en F' si se cortan lo hacen en tan s6lo un punto. |

Definicion 5.1.4 Sean > 2, V =Fy. Un conjunto de Kakeya 2 C'V es un
conjunto tal que para cada 0 # e € V, existe a € V' tal que

L(a,e) CE

Podemos formular entonces el problema de Kakeya en este contexto.
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Conjetura “F” de Kakeya

Si £ CV =T} es un conjunto de Kakeya entonces (#£) 2 C,q" con C,
independiente de q.

Estimaremos la cantidad de elementos de los conjuntos de Kakeya con dos
estrategias distintas. En ambas la idea es distinguir en los casos en que los
conjuntos estan 6 no “muy desparramados”. Intuitivamente, si se buscan con-
traejemplos para la conjetura de Kakeya éstos deben ser construidos mediante
conjuntos de rectas con un alto grado de incidencia.

El primer resultado en cuerpos finitos es el siguiente, conocido como el
argumento del “arbusto”

n+1

Teorema 5.1.5 Si £ C F} es un conjunto de Kakeya entonces #(E) 2, q 2

Demostracién: Sea E' C F; un conjunto de Kakeya. Entonces contiene una
recta en cada una de las % > (C¢" ! posibles direcciones. Para cada punto
en E definimos el par (p,£) si el punto p pertenece a la recta ¢. La cantidad
de dichos pares es al menos C'q" pues cada recta tiene ¢ puntos. Distinguimos
dos casos:

1. todos los puntos de E pertenecen a menos de C’q%1 rectas (no hay
puntos de alta multiplicidad)

2. existe algin punto de E que pertenece a por lo menos C’an_l rectas
(hay un punto de alta multiplicidad).

Figura 5.1: Baja y alta multiplicidad

En el caso 1, tenemos que como hay C'q™ pares (p, ), podemos acotar

Cq" < #(BE)q"7
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y por lo tanto

#(E) > C g%
En el caso 2, podemos tomar x un punto de alta multiplicidad. Definimos
L =Cq"F y sean {ﬁj}le las rectas a las que pertenece el punto x. Por el
Lema 5.1.3 fuera del punto z estas rectas son disjuntas y la union de ellas
tiene 1 4+ L(q — 1) elementos. Entonces

n+1

AE)>1+Lg—1)=1+Cq"7 (¢—1) 2 ¢

Una manera de mejorar el argumento del “arbusto” del teorema anterior
consiste en considerar rectas de alta multiplicidad en lugar de puntos de
alta multiplicidad. El argumento se basa en reducir el problema al caso en
que una de las rectas contenidas en el conjunto de Kakeya es cortada por
suficientes de las demas rectas. El siguiente teorema se encuentra en [Wol99|
y es conocido como el argumento del “cepillo”. Vamos a necesitar un lema
previo acerca del problema en dimension 2.

Lema 5.1.6 Sea A C ]Fg. Sean (1, ...... U rectas en Fg en distintas direc-
ciones. Si el conjunto A contiene al menos & puntos en cada una de las rectas
Uiy, U entonces #(A) 2 mgq.

Demostracion: Observemos primero que si 1 < i # j < m entonces ten-
emos que ¢; N ¢; = {p;;} pues al igual que en el espacio euclideano de dos
dimensiones, dos rectas de pendientes distintas se intersecan en un punto.
Ademas m < g + 1 pues en dimensiéon 2 tenemos i—_l = q + 1 posibles

1
direcciones distintas. Entonces

(Gm)? = (szxac))

z€A j=1

IN

#(A) Z <Z X (x)) (Cauchy-Schwartz)

z€F2

= #(A)Z#(@ N4

=1

m

= #(A)D (g+(m—-1)

J=1

= #(A)(mg+m(m —1)) < #(A)2mgq
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y entonces #(A) > &= 2> gm. n

Teorema 5.1.7 Sea £ € F} un conjunto de Kakeya. Entonces

n+2

#(E)>Cq =

Demostracion: Observemos primero que en el Lema 5.1.6 podemos tomar
m = q + 1 y obtenemos la prueba del teorema para el caso n = 2, lo que
muestra que la conjetura “F” de Kakeya también estéa resuelta para dimension
dos.

Sea ahora n > 3. En este caso el conjunto E contiene ‘5’:_—_11 ~ ¢"~ " rectas
iy , Ur. Fijamos un nimero p € N. Vamos adecir que una recta ¢ es
de alta multiplicidad si para al menos £ de los ¢ puntos x € /. el conjunto
{j : = € {;} tiene cardinalidad mayor o igual que p + 1. Consideraremos
por separado los casos en los que el conjunto E contenga o no rectas de alta
multiplicidad.

n—1

Figura 5.2: Muchas rectas cortan a la recta ¢;, formando un “cepillo”. El plano
II; contiene a las rectas ¢;,, £, y {j,

Caso (1): El conjunto E no contiene rectas de alta multiplicidad. Defini-
mos

E={zscE - #({j:xvel;}) <pu}

Por hipétesis, tenemos que para todo 1 < 57 < m vale que #(E’ ne;) >1
Ademas,

m

DHENL) =Y H#{INl) <D u=H#E)u
Jj=1 xGE‘ :L"EE
de modo que
_ “ ~ q n
HE 2 #(B) 2 3 pB0G) 247 gm 2 il



Caso (2): El conjunto E contiene una recta de alta multiplicidad. Sea ),
tal recta. Por hipétesis, hay por lo menos &% rectas £; (j # k) que intersecan
a k. Sea {II;} una numeracion de todos los 2-planos que contienen a ¢ y a
a alguna de las rectas £;. Cada una de estas rectas esta en un tnico 2-plano
II; y contiene a ¢ — 1 puntos de II; que no estén en ¢;. Definimos como L;
el conjunto de rectas que estan contenidas en II;. Observemos que para el
plano II; estamos en las condiciones del Lema 5.1.6 de modo que

#(ENIL N (F\lk) 2 q#(L:)

como los conjuntos II; N (IF;\f),) son disjuntos con i variando tenemos que

#(E) > Z#(Hi N (FN\G)) 2 QZ#(&) > %

Antes de seguir hacemos una observacién muy informal sobre estos dos casos.
Cuanto mas grande sea el valor de u, mas facil serd que no haya rectas de
alta multiplicidad, pero entonces obtenemos las cotas del caso (1) que son
peores a medida que p crece. Por el otro lado, si u es chico sera més facil
que haya rectas de alta mltiplicidad pero la acotaciéon ahi empeora cuando
i decrece. La idea entonces es elegir un valor de p que nos brinde en los dos
casos la cota que buscamos. Podemos tomar entonces y = q% y obtenemos
en calquiera de los casos que

n+2

#(E)Zq

5.2. De los cuerpos finitos a R".

En la secciéon anterior probamos dos resultados sobre la conjetura de
Kakeya en cuerpos finitos usando los argumentos del “arbusto” y del “cepillo”.
Es muy razonable pretender llevar esos argumentos al espacio euclideano R"
cambiando las rectas por tubos y considerando “manojos” de tubos con ciertas
propiedades de multiplicidad en la intersecciéon. En esta secciéon mostraremos
como llevar a R™ el argumento del “arbusto” para probar una acotacion débil
del operador maximal de Kakeya analoga a la del Teorema 5.1.5. También es
posible razonar como en el Teorema 5.1.7 para obtener un resultado analogo
en R". Esta tltima prueba es bastante més delicada y no la expondremos
aqui, pero senalamos que esta desarrollada en un contexto mas general en

[Wol95].
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Teorema 5.2.1 FEl operador maximal de Kakeya en R"™ es de tipo débil

. _n—1 .
(—";“l,n + 1) con norma menor o igual que C,,0~ »+1. Es decir

n+1

15 Int100 < Cad 751 | fllag, YV f € L% (R)

Demostracion: Tenemos que probar que para todo £ C R™ de medida finita
vale que

n—1 2 n+1
o C,0 w5 | B|t A0~ VIBP
J({GES”I:f5(€)>)\})§< )\‘ | ) = )\n+1| |

Sea Q ={eeS"': ff(e) > A} y § > 0. Por el Lema 4.1.3 tenemos que

./\/:s(Q) > @

~ 5n71

(5.1)

Podemos elegir entonces un conjunto d-separado {e;}2, € §"~' con M 2

o) Por hipotesis, para cada 1 < j < M tenemos que f;(e;) > A, de modo

(571,71 .
que existe un tubo 7T’ fj tal que

[ENT) | > MT? | ~ A"

Razonamos como en el Teorema 4.2.1. Como o(Q2) < M§™~! | basta probar
que
|E| > 6" '\ VM (5.2)

pues en ese caso,

52(7171) )\n+1M
)\n+15n_10'(9)

E* 2
Z

Fijamos ahora p € N y distinguimos dos casos

1. (baja multiplicidad p) Ningtan punto a € F pertenece a méas de p tubos
T
J

2. (alta multiplicidad p) Existe un punto a € E que pertenece a méas de
i tubos Tfj

Para el caso 1 vemos que

M M M
SENT =Y [ @de= [ 3 @< [ u=|Eln
j=1 = /e By E
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y entonces

M
B> 30 IENTS) 2 At
j=1
Para el caso 2, tomamos a € E un punto de alta multiplicidad p. Podemos
suponer que a pertenece a Tfj cuando 7 < pu+ 1. Ahora como tenemos finitos
tubos, podemos elegir una constante C suficientemente grande para que

A
T? (1 Bla, c%>‘ <SIT

Entonces, para todo 1 < j < pu—+1

NT2| < |[ENT’|=|ENT) NB(a, )|+ ‘Engj N (B(a,A))

A s ANV
< §\Tej\ + ‘E N1, N (B(a, C—O))

por lo que
c A e
‘E NT? N <B(a, %)) ’ > DTS~ 20t (5.3)

La idea es tomar ahora sbélo un subconjunto de las direcciones {ej};-‘;l de
manera que lejos del punto a los tubos en dichas direcciones resulten disjun-
tos. Para eso recordemos que por el Lema 4.1.9 sabemos que el didmetro de
(Tfj NT2)es S e?% donde 6, representa el angulo entre Tfj y T? . Definimos
paral <j7<pu+1

Fy = (EﬂTfj mB(a,CAO)C> ,

y observamos que

F;NnF. < (T2 N B, C%))C) N (mTfk N B(a, C%)C)
) 1 A e
- (Tej N €k) ﬁB(a’C—o)
é A e
- B((I,ej_k)ﬂB(aac_o>

de modo que si tomamos una constante Cy > C] y s6lo consideramos direc-
. s 5 A A .
ciones tales que 0, > C1§ entonces B(a, @) C B(a, &) € Bla, & ). De ahi

. . . 1
concluimos que si tomamos un subconjunto C; $-separado {e;, }r_; C {e; }3‘;
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entonces los conjuntos Fj, son disjuntos. Ahora,

A
E| > |[En| (T° nB(a, =)°
E] > | kL:Jl( (aco))|
N N
= !UFM\ZZW}J
k=1 k=1
N
Z D A= Nag! (5.4)

. 1 .
Podemos tomar como N a la Clg—entropla de {e; 5‘:1 y como este conjunto

n—1
es d-separado, por el Lema 4.1.4 resulta que N 2 u (%) = puA" L Si
A

juntamos esto con (5.4) obtenemos
|E| 2 pAmom!

Estamos ahora en una situacion similar a la del Teorema 5.1.5, pues para
cualquier p debe ocurrir alguno de los dos casos 1 o 2. Tenemos que elegir
un valor de i que aporte en ambas situaciones la cota buscada. Si tomamos
IS VMA T tenemos, ya sea en el caso 1 o en el 2, la acotacion (5.2). En
el caso 1 conseguimos

|E| Z N_l)\M5n_1 ~ \/Mén—l)\”TH

y en el caso 2
n+1
IE| > pA"6™ !~ VM N
Esto concluye la demostracion |

Observemos que como corolario de este teorema, si usamos el Teorema 3.3.4
_ n+l _ n—1 : ;2
con p = %=y a = =5 probamos que la dimension de Hausdorft de los

conjuntos de Kakeya en R™ debe ser al menos

n+1ln-—1 n+1

2 n+1 2

que es el resultado analogo al del argumento del “arbusto” para cuerpos fini-
tos. En [Wol95] se desarrolla el argumento del “cepillo” en R™ para obtener
la cota (3.18)

n—pa=n

Ve 3Co: 1£5 lpanry < C0 2 I fl oy V0 > 0Vf € LP(R™)

conp = ”T“ y ¢ = (n—1)p’. De ahi se concluye que la dimension de Hausdorff

de un conjunto de Kakeya en R™ debe ser al menos ”T“
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Capitulo 6

Otros problemas relacionados con
Kakeya

Hay varios problemas de distintas areas de la matematica que estan en
estrecha relacion con el problema de Kakeya. En esta seccion trataremos solo
algunos de ellos, propios del anélisis armoénico. Describiremos sin entrar en
muchos detalles cual es la conexion entre Kakeya y estos problemas. También
comentaremos una version de la conjetura Kakeya més débil que las expuestas
hasta ahora, formulada en términos de la dimensién de Minkowski. Para un
analisis mas detallado de estas interrelaciones se puede consultar [Bou00] o
[Wol99].

6.1. Dimension de Minkowski

Vimos que el problema de Kakeya en cualquiera de sus formas resulta
altamente complicado en dimensiones superiores. Es mas, como vimos en el
Capitulo 2 el célculo de la dimensién de Hausdorft de un conjunto cualquiera
ya es un problema bastante dificil. Una formulacion més débil que las dos ya
mencionadas de la conjetura de Kakeya esta basada en la nociéon de dimension
de Minkowski.

Definiciéon 6.1.1 Sea E C R"™ un conjunto compacto. La dimension de
Minkowski inferior (lower) de E es
| 0

dp(E) =sup{a e R: 111611 iglf > 0}

5n—a
y la dimension de Minkowski superior (upper) de E es
E5
dy(E) = sup{a € R : limsup (|5n—_a > 0}
6—0
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Una manera alternativa de referirse a dy(E) y di(E) es la siguiente: d,(E)
es el supremo de todos los « tales que, para alguna constante C, para todo

0 > 0, se tiene que
‘E6| Z ol

Por otro lado, dy(E) es el supremo de todos los « tales que, para alguna
constante C', para alguna sucesion de §’'s que converge a cero, se tiene que

|E5| > ol s

Si dy(F) = dp(F) = a decimos que la dimension de Minkowski de E es a.
A modo de ejemplo, calculamos la dimension de Minkowski del conjunto
E = {0} U{%},en. Dado § > 0, podemos elegir ng el minimo n € N tal que

1 1 1

20 > — — =
n n+l n24+n

1
Z R
2n?
Podemos tomar como ng al minimo n € N tal que n > 2%%'

o o

| [y | |

| [ | (
I N I I

|
\
0 1
n+1

1
n

Figura 6.1: E° contiene a la unién disjunta de las bolas de radio § centrada
en%paurangno—lconnozL1

262

Con este valor de ng, tenemos que |E°| > 20(ng — 1) y entonces

é _
|E | > 2(5(710 1) > (5047%
ol—a — )l—« ~

De esta ultima desigualdad se deduce que la dimension de Minkowski es %
Este ejemplo muestra ademas que la dimension de Minkowski se distingue
de la de Hausdorff en una propiedad fundamental, que es que en el caso
de Minkowski no se cumple el 2 de la Proposicion 2.1.5, lo cual permite la
existencia de un conjunto numerable de puntos de dimensién positiva.

En la practica también resulta ttil usar la definicion (equivalente): dy (E)
es el infimo de los exponentes « tales que para todo 0 < § < 1 el conjunto
E puede cubrirse con O(6~%) bolas de radio 4.

Tenemos la sigiente relacion entre la dimension de Hausdorff y la de

Minkowski

82



Lema 6.1.2 Sea E un conjunto compacto en R™. Entonces

Demostracion: Sea a = dy(E). Si tomamos d > «, por la definicion existe
a < d < d tal que para todo 0 < § < 1 el conjunto E puede cubrirse con
a lo sumo O(6~%) bolas de radio 6. Estas bolas son un 26-cubrimiento, de
modo que

HE(E) < 05 )(20)" S 2 < oc
y por lo tanto H% (E) < oco. Entonces H(E) = 0 para todo d > o y de ahi
concluimos que dimgy(E) < a. ]

Si formulamos la conjetura de Kakeya en términos de la dimension de
Minkowski obtenemos una version mas débil que las anteriores, de modo
que es razonable esperar que sea un poco mas facil obtener resultados en
esta direccion en los casos aun abiertos en dimensiones superiores a 2. En
[ET01] se mejora la cota 22 de Wolff para la dimension de Minkowski de un
conjunto de Kakeya llevandola al menos a ”T” +¢&, donde g, > 10719 es una

constante que depende sb6lo de n.

6.2. El problema del multiplicador del disco

A modo de motivacion, consideremos el siguiente problema: dada una
funcién f € L'(R"), podemos definir su transformada de Fourier f. Ahora
bien, ;Qué chances tenemos de recuperar la funciéon f a partir de su trans-
formada f? Sabemos que para la clase de Schwartz tenemos la posibilidad
de invertir la transformada de Fourier y obtener

@)= | JE©m™de

El problema es que si, por ejemplo, s6lo sabemos que la funcion f esta en L,
la integral anterior ni siquiera esté bien definida. La alternativa entonces es
considerar las “sumas parciales” de esta formula de inversion definidas como

(Srf)(x) = /I£ | Jgerae (6.1)

de modo que las integrales sobre las bolas de radio R son convergentes
y tiene sentido calcularlas. La esperanza es que para f € LP valga que
limp . ||Srf — fllzr = 0. Si notamos con B a la bola unitaria podemos
reescribir la expresion (6.1) de la siguiente manera

Sele) = [xa(ff@emsic . 62)
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Es facil ver que el problema general de la convergencia en LP(R™) del operador
Sk es equivalente a la acotacion del operador S := Sy de LP(R") en LP(R").

Lema 6.2.1 Sean Sg y S los operadores definidos como

(Spf)(x) = / sl §)f©)erminta

S0 i= [ xa© @)
Entonces imp_.oo ||Spf — fllze = 0 si y sdlo si S es acotado en LP(R™).

Demostracion: Veamos primero que si S es acotado en LP(R™) entonces Sg
también lo es. Basta escribir las definiciones y aplicar varias veces un cambio
de variables

(Spf)(x) = / ol §)F©)emtde

X5(y) f(Ry)e*™ = R dy

X5 fr(y) ™ ¥ dy = (S fz)(Rz)

——

donde definimos fr(z) = f(%), de modo que por las propiedades de la trans-
formada de Fourier vale que fr(§) = R" f (R¢). Entonces

Isafly = [ (Saf)a)pds
= /|(SfR)(Rx)|pda:

~ [ StmwrRdy
< R7"|SfrlE < RTISIPI frI
y como ||fR||£ = R”||f||£ tenemos que
ISefll, < IS £l

Podemos ver ahora que si S estd acotado entonces hay convergencia en
LP(R™) de las sumas parciales. Sea f € LP(R") y sea ¢ > 0. Podemos elegir
un Ry € R y una funcion g € S(R™) tales que el soporte de g esté contenido
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en By, y ademas ||lg — f|l, < Con esa eleccion de Ry y g tenemos que

para todo R > Ry vale

1SS — [llp I1Srf = Srylly + 1Srg — gllp + [l — [l

<
< [ISklllg = fllp + llg = fllp
< e

pues como g € S(R") se tiene que Sgg = g y por lo visto antes, las normas
de Sg estan acotadas por la norma de S.

Veamos ahora la reciproca. Por la definicion de S, basta considerar fun-
ciones de LP(IR™) tales que su transformada tenga soporte en la bola unitaria.
Sea f una funciéon en esas condiciones. Por hipotesis, tenemos que

Jim [[Sef — fll, =0

Por otro lado, para todo R > 1 tenemos que Sgf = Sf, de modo que
|Sf — fll, =0y de ahi que

ISFlle < WSS = fllp + [1F 1l = 11l

De acuerdo con este lema, es razonable estudiar las propiedades de acotaciéon
de este tipo de operadores. Introducimos la siguiente definificion

Definiciéon 6.2.2 Un multiplicador en LP(R™) es un operador lineal T aco-
tado en LP(R™) para el que existe una funcion p € L>®(R™) tal que

T = [ mOF O
para toda funcion f en la clase de Schwartz S(R™).

Observacion 6.2.3 FEsto basta para definirlo en todo LP(R™) pues T es con-
tinuo y S(R™) es denso en LP(R™).

En distintas fuentes puede encontrarse que se llama multiplicador tanto
al operador T' como a la funcién pu.

Podemos reformular la pregunta acerca de la sumabilidad de las integrales
en términos de multiplicadores: ;Para qué valores de p y de n resulta que xp
es un multiplicador? La conjetura hasta los anos 70 era que la funciéon ypg
daba un multiplicador para todo p en dimensiéon 1 y para nz—fl <p< % en
dimension n > 2. Este problema es conocido como el problema del multipli-
cador para el disco, y veremos en esta seccién una respuesta completa que se
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basa en una construcciéon similar a la del conjunto de Kakeya de medida cero.
La solucién definitiva a este problema es el contenido del trabajo de Charles
Fefferman [Fef71]. La construccion que acé presentamos estd basada en ese
trabajo de Fefferman pero algo modificada, tal como aparece en [DC87| o en
[Ste93]. Antes de mostrar esta construccion presentamos algunos ejemplos,
definiciones y resultados que seréan ttiles (para las pruebas se puede consultar
la excelente exposicion que se hace en [DC87])

Proposicion 6.2.4 Sea T' un multiplicador en LP(R™) definido por

T = [we i vr e SE)
entonces T estd definido por la ecuacion
T =) f€)  VfeSE
y ademds existe una distribucion K tal que
Tf(z)=(K=f)(x) VfeSR

Usualmente se hace referencia al multiplicador como la terna (7, u, K'). Puede
verse que como distribuciones K = i y K= L.

La primera observacion es que en el caso de L?(R") es facil ver que
cualquier funcién g € L*°(R") define un multiplicador 7, a través de la
ecuacion

T 7€) = n(&) f(€)

pues la buena definiciéon de T' se deduce de Plancherel y ademas

TSNz = llfll2 < llellollF1l2

En dimensiéon 1 podemos citar a modo de ejemplo al multiplicador dado por
la transformada de Hilbert H definido por cualquiera de las formulaciones
equivalentes:

Hf©E) = —isgn(€)f()

1 1
Hf=(-vp=)=*f
T X
donde vp% denota a la distribucién “valor principal %” que actia sobre fun-
ciones test como

Mdas : (6.3)

1 )
Vp;(@ = lim e @
x|>€e

e—0
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de modo que

(&irs)oo-smf L2

e—0 z|>e r—y

Para la demostracién de estas equivalencias y del hecho de que realmente
H es un multiplicador en LP(R) para todo 1 < p < oo se puede consultar
[Duo01].

Otra observacion interesante que relaciona multiplicadores con el proble-
ma de sumabilidad de integrales es la siguiente: podemos escribir a la carac-
terisitca de (0, 00) usando la transformada de Hilbert. Como

1 —i(i sgn(§))
5 ,

X (0,00) (5) =
tenemos quesi definimos f\f = X(0,50)(§) f (¢), entonces T = £ +;H y resulta que
T es un multiplicador. Ademas vale el siguiente resultado general que permite

definir multiplicadores en dimensiones superiores a través de un multiplicador
en R.

Lema 6.2.5 Sea T un multiplicador en LP(R) dado por la ecuacion i}(f) =
(&) f(§). Entonces la funcion de R™ dada por pu(§1) permite definir un oper-
ador T, en R"™ que actia sobre una funcion f en la forma

(Tuf)(asl, ) = (T, f (- 20, ., 20)) (1)

que resulta acotado en LP(R™).

Demostracion: Es una consecuencia directa del teorema de Fubini

/n\(Tuf)(f)V’df _ /R (/R]Tuf(~,:c2,...,xn)(:cl)]pdxl) dy...d,
< of  [ifam)ra = clf;

Si tomamos en esta observacion como g a la funcion caracteristica de la
semirrecta (0,00) concluimos que la funcion caracteristica del semiespacio
{& > 0} define un multiplicador en LP(R") para todo 1 < p < oo. El
siguiente lema, que no vamos a probar pues es consecuencia inmediata de
las propiedades de la transformada de Fourier, permite construir una serie
bastante amplia de ejemplos de multiplicadores.
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Lema 6.2.6 Si u(§) define un multiplicador en LP(R™) entonces las fun-
ciones

o 11,(&) :=pu(€§ —a) conaeR™.
o (&) == p(AXE) con A > 0.

o /1,(&) == p(p€) con p € O(n) una transformacion ortogonal.

también definen multiplicadores y tienen la misma norma como oper-
adores que el operador asociado a .

La parte interesante de esto es que con las operaciones anteriores se puede
definir la funcién caracteristica de cualquier poliedro convexo en R" pues es
el producto de funciones caracteristicas de semiespacios y éstos se obtienen
como rotacion y traslacion del semiespacio {&; > 0}. Tenemos entonces el
siguiente corolario del Lema 6.2.1

Corolario 6.2.7 Sea P un poliedro convexro de R™ que contiene al origen.
Entonces
/\ILIEOHSApf—pr:O l<p<oo

donde S\p es el multiplicador definido a partir de la funcion caracteristica

de \P ={\x:x € P}

Exponemos ahora el tema central de esta secciéon, que es el problema del
multiplicador para el disco. Necesitamos tres lemas previos. A partir de ahora
notamos con T al operador asociado a la funcién caracteristica de la bola
unitaria B.

Lema 6.2.8 Si T estd acotado en algin LP(R™) entonces para cualquier
sucesion de funciones {f;};en vale

| (Z ITfj2>é I, < C|| (Z |ij2>

jeN jeN

1
2

p

Demostracion: Sea k € N. Notamos con f al vector de k funciones (f1, ..., fr)
y con T'f al vector (T'fi, ..., T f). Como el nticleo de convolucion que define a
T es real, el operador conserva la parte real e imaginaria de las funciones, por

88



lo que podemos suponer que las funciones f; son reales. Sea v = (vy, ..., vy)
un vector unitario. Tenemos que

@ T =3 0T =T vf,)

=1 j=1

donde (-, ) es el producto interno usual en R*. Entonces

/s / N @ TF) Pded = /Sk_l / |T(ivjfj)|pdxdv
- /Sk—l HT(infj)Hgdv

=1

k
< |7 / IS vy flindo
Sk—1 g
= el [ [ 1@ rae 6
Skfl Rn

Por otro lado, tenemos que si 0(7, x) es el angulo entre Ty f(z)

(@, F) | = (@, (1. F)? cos(8(5, 2)) = (F, F)? cos(8(5, 2))

Con esto podemos reescribir la desigualdad obtenida antes en (6.4) y obtener
la acotacion luego de cambiar el orden de integracion

/ . /S,H |cos(0(T, 2))Pdv] (TF, TF)? Pda <

<17l [ Jcostoanral (7.5 pas

Ahora notemos que una vez fijado el vector f(z), la integral del coseno sobre
S*¥1 es una constante independiente de z que sale de ambos lados de la
desigualdad, de modo que nos queda

/ (T, TF)* PPde < ||T|? / [(F.7)? e
s

n

que es lo mismo que

1 1
2 2

I (g\%&?) p < ITIHI (gﬁﬁ)
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Por tltimo, como k es arbitrario, vale el lema. |

El segundo lema que necesitamos es conocido como el “Lema de Meyer” y
formaliza la idea intuitiva de que la caracterisitca de una bola muy grande
tangente a una recta actiia como la caracteristica del semiplano determinado
por esa recta.

Lema 6.2.9 (Yves Meyer) Sea {v;}jen una sucesion de vectores en R™; sea
= {{ € R" : ({,&) > 0} y sea H; el multiplicador definido por xp,.
Entonces, si el operador T estd acotado en algun LP(R™) vale

| (ZIH f]|2> I < 17N (ZIJZIQ) 1 p

para cualquier sucesion de funciones en LP(R™).

Demostracion: Introducimos algo de notacion: Para cada R € R, sea BJR
la bola de centro Rv; y radio R. Notamos con TjR al operador asociado a la
caracteristica de BJR y con T al asociado a la caracteristica de la bola de
radio R centrada en el origen. Esta claro que como tenemos la hipotesis de
que T esta acotado en LP(R™) también tenemos que los operadores TjR estan
acotados en LP(R™). Si f € S(R™) podemos escribir

TIE) = xsE)f(©)
)

TR() = xa(S)f(©
76 = w2

Definamos ahora la isometria J : LP(R") — LP(R™) tal que (Jf)(z) =
f(x)e*™ @i Esto nos permite escribir

T =Jrt !

Entonces

2

[ (gmﬁm?) » (DTR ) ) Iy

y por el Lema 6.2.8 aplicado a T'#
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1
2

i 3
» < 1T (Zu—lij) Iy
j=1
k 3
[l (Z!fjl2> I
j=1

Ahora la idea es tomar limite con R tendiendo a infinito y ver en qué sentido
podemos afirmar que TjR tiende a H;. Para eso trabajamos con las funciones
caracteristicas. Observemos primero que

k
[ (Z |Tijj!2>

p

, §—vRR
1 = XPpP, R"
A xp(—m—) =xp(§)  VEE
pues si € es tal que limp_,o X B(&Ej R) < 1, esto es equivalente a que

i (S0 e w22l g
R—o0 R R—o0
- JE—uR E—vR
— 1 <1
RTSO< R ' R
2 9 uR) | Rl
= ({vy) <0

Figura 6.2: Una bola muy grande actiia como un semiplano
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Por lo tanto, para f; € S(R") tenemos que

S0 f6) = xe, (©F(6)

§—’UjR
R

.
A, xs(

y la convergencia es dominada pues y z(
entonces que

) < xp,; (&) para todo &. Tenemos
A Tif; = Hf

con convergencia en L*(R™). De ahi concluimos que existe una sucesion { Ry}
tal que

A Tffi(x) = Hif;(x)  pp.

Por el lema de Fatou, queda que

I (il |ijj|2>

2

k
, = imint <Z\7}R’“fj!2> !
j=1

1
2

‘ :
s R
< liminf | (Z\Tjkfjr?) It

j=1

1
2

k
< liminf |7/ (Zl\fjﬁ) Iy

donde en la ultima desigualdad aplicamos el Lema 6.2.8 al operador TjR’“.
Como las normas de estos operadores son todas iguales a ||T|| queda que

1 1
2 2

| (jﬁ;lﬂjﬁ) p < 1T (ji|fj|2>

Igual que antes, como k es arbitrario, tenemos el resultado para cualquier
sucesion de funciones { f;};en con todas en S(R™). Para extender el resultado
a una sucesion cualquiera de funciones en LP(R™), basta usar un argumento
de densidad y la continuidad de los multiplicadores H;. |

p

El dltimo lema que necesitamos es una consecuencia de la construccion
que dimos en el Capitulo 1 de un G-set del plano de medida suficientemente
chica.
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Lema 6.2.10 Dado ¢ > 0 existen dos colecciones {R;}, y {R]}Jle de
rectdingulos de dimensiones 1 X & con M ~ 6~ tales que B;j = Tfj () y
R; = Tfj (x; — 2e;) y ademds cumplen que:

e Los rectangulos éj son disjuntos.

e Los rectangulos R; estan bien superpuestos, de modo que | U]Ail T;| < e.

Demostracion: Tenemos que volver a la construccién hecha en el Teorema
1.2.4. Ahi construimos un conjunto que llamamos Fy de medida menor que
% < ey que estaba dado por la unién de los conjuntos Séz " donde las rectas
{, estan indexadas por elementos del conjunto Ay (ntmeros con N digitos
decimales en base N). Mas precisamente, teniamos que

En = U SéiviN)
a€EAN

donde para cada a € Ay la recta £, esta definida como

N

VR PP LS

j=1

Observemos que si consideramos a las rectas ¢, definidas para todo valor de
t vemos que si a,b € Ay y a < b entonces ¢,(t) < ¢p(t) para todo 1 <t < 2.
Mas atn, si t > g se tiene que

N

(Nt —j+1)(bj; — a;)
oft) —oulty = 3 BTN
j=1
Nt—N+1_3sN+1_1__
= NN+1 2 NN+1 ZiN

,N)

(NN

1
de modo que los conjuntos S éjN vy .S E;N son disjuntos en la region % <t

_ : |
/1 2 |

Figura 6.3: Los tubos desplazados son disjuntos

N[
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Para cada a € Ay construimos un rectangulo R, de dimensiones 1x %N -N
cuyo eje esté sobre la recta £, y lo ubicamos de manera que el vértice inferior
derecho esté en la recta x = 1 (Figura 6.3) En primer lugar, es claro que

R, C SéiViN), de modo que

| | Ral<e

aEAN

Ahora desplazamos cada rectangulo hacia la derecha dos unidades en la direc-
cion de su eje y obtenemos una nueva coleccion de rectangulos {Ra}ae Ay que
resultan disjuntos. Para ver esto ultimo, recordamos que por la construccion
hecha, los angulos formados por las rectas £, y la horizontal no exceden a 7,
de modo que los rectangulos desplazados estan todos en la region {z > 2}.
Para ver que son disjuntos, observemos en la Figura 6.4 que la relaciéon entre
Ay B esta dada por

A:BCOSHEBgzg

pues el 4ngulo 6 es menor o igual que 7. Esto quiere decir que si el ancho del
tubo es menor o igual que B entonces el rectangulo cae dentro de SZ.

Figura 6.4: Los rectangulos fm’a caen dentro de los entornos de /,

En nuestro caso, tomamos J-tubos con § = %N ~N de modo que

11
§ < —-NN
24

- 1n—N
y por lo dicho antes cada d-tubo R, esté contenido en S é ;N ) y estos ultimos

son conjuntos disjuntos. Finalmente, por construcciéon tenemos una cantidad
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de rectangulos igual a NV ~ §~1 = 10N N Como observacion final del lema
vemos que como los rectangulos { R, } e, s0n disjuntos, vale

N ~ 1
U Ril= X 1 = N5 =

acAn acAn

Estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 6.2.11 FEl operador T definido como f\f(ﬁ) = x5(6)f(€) no es un
multiplicador en LP(R?) sip # 2.

Demostracién: Supongamos que T esta acotado en LP(R?) con p < 2. Sea
e > 0 fijo. Consideremos las dos colecciones de rectangulos {R;} y {R;} del
Lema 6.2.10 y pongamos f; = Xg,. Entonces, si aplicamos el Lema de Meyer,
tenemos que

1 1
2 2

| (;IijjP) » < 1Tl (;U}F)

donde los operadores H; son los multiplicadores de los semiplanos definidos
por las direcciones de los lados mas largos de los rectanglos ;.

Vamos a estimar ahora la cantidad |H, f;| sobre los rectangulos Rj. Apli-
cando una traslaciéon y una rotacion, el problema se reduce al caso en que
R; =(0,1) x (0,9) y el multiplicador H; esta asociado a la caracteristica del
semiplano {z > 0}. Definamos el multiplicador unidimensional S como

» (6.5)

+oo )
STf(x) = F&)emerde

0

o bien como - X
ST(E) = X(0,00)(§) f(£)

En nuestro caso, tenemos la comodidad extra de que la funcién f; es de
variables separadas, pues

fj(xb 552) = X(071)($1)X(0,5)($2)
Gracias a eso tenemos que

(Hjfi)(w1,22) = (STx01)(%1)X008) (22)

Si usamos ahora que x(9,)(§) = % y los resultados y observaciones

hechas al inicio de esta seccién tenemos la siguiente igualdad en sentido
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distribucional (la distribucion § es la “Delta de Dirac”, que actia sobre f

como d(f) = f(0) y cumple que § x f = f)

(@) () = X000 €)

de modo que

0 —i(zvpy)
(H;fi) (1, 29) = (( 5 )*X(OJ)) (z1)X(0,6)(72)
1 ! X001 (Y1)
- _ ANV 4
2(X(0,1)($1) ZWVP/R P Y1 X(o,a)(xz)
De ahi que
1/1 X0, (Y1)
H.fi > — (= OO 4
[(Hjfj)(z1,22)| = 2(7TVIE>/R o — Y1) X0.)(22)

Por lo tanto, si (z1,79) € R; tenemos que X(os)(72) = 1 si x(0.1)(¢1) # 0
entonces |z1 — y1| < 3. Entonces
1 toa

f > —1f
((Hjfj) (@1, 22)] = Qwil—r% . T — Y

1 | 1
Z — lim —dyl = —

Si volvemos a la desigualdad (6.5) tenemos que

I (2; |ijj|2)

1
2

p 2 CHXUj R; [

~ c
= CZ 1751 = 15
J
y entonces

15 <17 (Z Ifj|2> Iy

Por otro lado, si ponemos E = Uj R; ,

|| (ZW) b= | [ e (ij(xn?) o

< Bl ( / Qerxx)de)
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Usamos Hélder con exponenentes % y q = (%)’ = 1 — £ pues la funcion
p

(Zj |f](x)|2) * estd en L%(RQ). Entonces, como |E| < ¢

| (ZlijQ) I, < e (/ ZIXRj(I)Ide)
j R
— 2 Z‘R" 5255—% 1
J 10

NG

J

Juntamos los resultados obtenidos y nos queda

C 1 1

Set < |7

lo que es absurdo si p < 2 pues ¢ es arbitrario. |
El teorema anterior resuelve el caso n = 2, p < 2. Para el caso p > 2 se
extiende facilmente pues es sabido que si 7" es un multiplicador en LP(R")
entonces también es un multiplicador en LP (R™). Finalmente, para el caso
n > 2 se deduce de un teorema debido a de Leeuw (|dL65],[Jod71]) que dice
esencialmente que si T es acotado en R" entonces su restriccion a R"! es
también acotada. Podemos notar que el teorema anterior hace uso del hecho
de que existen conjuntos de Kakeya de medida cero, pero no hay ninguna
mencion del problema de la dimension de Haussdorf de estos conjuntos.

6.3. Otros problemas relacionados con Kakeya

Para finalizar exponemos algunos resultados conocidos acerca de otros
problemas relacionados con Kakeya.

En primer lugar retomamos el problema de los multiplicadores y notamos
que el problema con la funcién caracteristica de la bola estd dado por las
singularidades a lo largo de S"~!. Una variante para obtener un mltiplicador
es considerar la familia de funciones

Sa(§) = (max{0, (1 - |Eh})*  a>0

que varian la “suavidad” con « (notar que si @ = 0 se obtiene la caracteristica
de la bola). Este tipo de operadores se conocen con el nombre de Bochner-
Riesz. Otra forma de presentar a los multiplciadores de Bochner-Riesz es
considerar funciones caracteristicas suavizadas de los d-entornos de la S~
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Mas precisamente, se toma una funcion ¢ en C§°(R) que sea constantemente
igual a 1 en un entorno del origen y se define

ms(€) = w(*—%)

para definir los operadores

~

Tons 1(6) = ms(€) £ (€)

La conjetura de Bochner-Riesz dice que los operadores Ts son multipli-
cadores en LP(R") que satisfacen una estimacion

Ve 3C; tal que || 1o, fll, < C07F fll, (6.6)

con p € [, 2],

La conexion entre este problema y el problema de Kakeya aparece a través
de otro problema central aiin abierto del analisis armoénico: el problema de la
restriccion de la transformada de Fourier. El problema se trata de restringir
la transformada de Fourier a hipersuperficies en R". Una formulacién posible
del problema es la siguiente:

Sea o la medida en S"~! € R™. ;Es posible una acotacién del tipo

HdeHp =S Hf”LP(da)

para todo p > %?

Se pueden encontrar muchos resultados parciales acerca de estos proble-
mas (|[Wol99]). Terminamos esta seccién indicando que es sabido que todos
los problemas mencionados hasta ahora satisfacen la siguiente cadena de im-

plicaciones
Bochner-Riesz = Restriccion = Conjetura "M"de Kakeya =

= Conjetura "H"de Kakeya = Conjetura de Kakeya (Minkowski)
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Apéndice A
Conjunto de Cantor Generalizado

La construccion dada en el Capitulo 2 del conjunto ternario de Cantor
puede generalizarse de tal manera que permite construir subconjuntos de la
recta de cualquier dimensiéon de Hausdorff s con 0 < s < 1.

La construccion es la siguiente: sea s un namero real tal que 0 < s < 1.
Definimos inductivamente una sucesion de conjuntos {£'};en de una manera
similar a la del conjunto ternario de Cantor. Tomamos Fy = [0, 1] y definimos
a los F; de modo que formen una sucesiéon decreciente y cada uno de ellos sea
una unioén finita de intervalos cerrados. Para definir a cada Fj;; indicamos
como es la interseccion con cada intervalo I de los que forman a Fj. Dado
un intervalo tal y un entero m > 2, tomamos m intervalos cerrados equiespa-
ciados Jy, Jo, ....J,, contenidos en I cuyas longitudes estdn determinadas por
la condicion

1
|5 = —|I° Al
= |1 (A1)

y dispuestos de tal modo que el extremo izquierdo de J; coincide con el
extremo izquierdo de I y el extremo derecho de J,, coincide con el extremo
derecho de I. De acuerdo a esta definicién, tenemos que

m|J;| + (m —1)d = |I| para todo 1 <i <m (A.2)

donde d es la medida de los intervalos entre cada par de intervalos J; y J;41.
Definimos ahora Fj,; para que se cumpla que

F}+1m[:LmJJZ'

i=1

Notar que el valor de m puede variar en cada nivel de la construccion (puede
variar con j) e incluso puede variar para cada uno de los intervalos I con-
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tenidos en Fj. El conjunto que construimos es
C=(\F (A.3)
j=0

que resulta un conjunto perfecto nunca denso de dimension de Hausdorff s.
Probamos esto tdltimo en el siguiente teorema.

Teorema A.0.1 Si C' es un conjunto como el descripto en (A.3) entonces
dimg (C') = s.

Demostracion: Decimos que una familia de conjuntos {U; };¢; tiene la propiedad
de red si para cada par de conjuntos en la familia se cumple que o bien son
disjuntos o bien uno de ellos esté contenido en el otro. Claramente, la familia

de todos los intervalos que se usan en la construccion de C' forman una red.
Llamaremos a cada uno de esos intervalos r-intervalos. Definimos, para cada

E C C la siguiente suma

p(F) =mf > |I)° (A4)

Ieu

donde el infimo se toma sobre todos los cubrimientos de F' por familias de
r-intervalos. Esta funcién de conjuntos p es una medida exterior sobre los
subconjuntos de C' pero a diferencia de H® permite encontrar con facilidad
la medida de estos subconjuntos. Probaremos que H*(C') = u(C) = 1 pues
de ahi se deduce el teorema.
Veamos primero que pu(C) = 1. Sea U un cubrimiento por r-intervalos.
Podemos asumir que la suma
1P (A.5)

Ieu

es finita pues cada r-intervalo es abierto relativo al conjunto compacto C.
También podemos asumir que son disjuntos gracias a que el cubrimiento tiene
la propiedad de red (para cada par de intervalos que se intersecan, uno de
ellos esta contenido en el otro y puede ser removido). Tomemos ahora J uno
de los intevalos de longitud minima en Y. Este intervalo debe ser parte de
alguno de los Fj pues es un r-intervalo. Entonces J C I para alguno de los
intervalos que forman Fj;_;. Dado que U es un cubrimiento disjunto de C,
todos los demés r-intervalos en F; N I deben estar en Y. Podemos usar la
ecuacion (A.1) para reemplzar todos estos intervalos de F; por el intervalo
mas grande [ sin alterar el valor de la suma (A.5). En finitos pasos, logramos
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cambiar todos los intervalos del cubrimiento por el intervalo [0,1] de tal

manera que
Do =101] =1
reu

por lo que concluimos que
u(C) = 1.

De la misma manera se puede demostar que para cualquier r-intervalo J vale
que
u(JNC)=\JJ°. (A.6)

Veamos ahora que se cumple H*(C') = u(C). Notar que si para un § > 0
fijo, el infimo (A.4) se toma sobre todos los d-cubrimientos por r-intervalos,
el valor de 1 no se altera. Esto es asi pues siempre es posible, dado un
cubrimiento por r-intervalos, reemplazar cada intervado de longitud mayor
que ¢ por subintervalos mas chicos sin cambiar el valor de la suma usando la
relacion (A.1). Dado que esto es cierto para todo 6 > 0, tenemos la primera
desigualdad buscada
HH(C) < p(C).

Veamos ahora que para cualquier intervalo J vale que
u(JNC) < |J°. (A.7)

Podemos suponer claramente que J esta contenido en el intervalo [0, 1] y que
los extremos de J estan en C'. Mas atin, podemos asumir que los extremos de
J coinciden con los extremos de algtin par de r-intervalos contenidos en J.
Sea [ el r-intervalo méas corto que contiene a .J y suponer que este intervalo
I es uno de los que forman a Fj. Por construccion, J debe intersecar a
ciertos r-intervalos Jg, Jy41, ....., J, todos ellos componentes de Fj;1 N1 con
1 < g < r <m. Queremos probar que

|J, NI+ [T NI+ [ Jge NP+ o+ [0 T < T (A.8)

Supongamos, en primer lugar, que los intervalos J, y J, estan contenidos en
J. En ese caso, tenemos que la ecuacion (A.8) se convierte en

kI < [J°

con k = r — g+ 1. Esta desigualdad es en realidad una igualdad para los
casos k =1y k = m gracias a (A.1). Para los otros valores de k recordemos
que igual que en (A.2) tenemos que

[JI° = (ki + (k = 1)d)’
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de modo que debemos probar la desigualdad
KL < (kI + O — 1)d)

Como vale la igualdad en los casos £ = 1 y K = m, basta notar que la
expresion de la derecha es una funciéon de k de concavidad negativa (es es-
encialmente como ¢°) y por lo tanto vale la desigualdad para todo valor de k
entre 1 y m de modo que tenemos la validez de (A.8) para este caso.
Notemos ahora que si el intervalo J fuera tal que J,NJ no fuera todo J,0
J- N J no fuera todo J,., podriamos expandirlo hasta conseguir un intervalo
J' que estuviera en las condiciones de la suposicion anterior, de modo que

T, NP+ [T NI+ [T DT P+ o+ [ L0 TP < TP (A9)
Ademaés, dado que J C J' tenemos que
|, NI+ | T NI P+ o+ | N TP < | J,NT )P+ | T VT )P+ o+ [ 0T

y
e < ) (A.10)

Ahora, como 0 < s < 1, el incremento en la ecuacion (A.9) es mayor que el
incremento en la ecuacion (A.10) (estamos usando la concavidad de la funcion
t° y que tanto J, N J como J, N J estan contenidos en .J). Concluimos que la
desigualdad (A.8) vale también para J. Para terminar con la demostracion
de la desigualdad (A.7) notemos que

wCnJ)y < p(CnJn(U_,J)
p (U (Cn )

< XT: u(CnJy),
i=1

y por (A.6) y (A.8)

wcnldy < |5
=1

1%

IA
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Finalmente, dado un cubrimiento {.J;}°, de C arbitrario, tenemos que

n(C) =

Iz (G(C N Ji)>

i=1

< i u(CNJ;)
=1

o0
< QM
i=1

y entonces H*(C) > u(C). Concluimos que H*(C)
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Apéndice B
Test de Schur

Lema B.0.2 (Test de Schur) Sean (X, ), (Y,v) dos espacios de medida y
sea K(x,y) una funcion medible en X XY tal que

/ |K(x,y)|du(z) < A para cada y € Y (B.1)

be

/ |K(x,y)|dv(y) < B para cada v € X (B.2)
Y

Definimos un operador

Ticf(x) = /Y K (e 9) (9)dv ()

Entonces para f € L*(dv) la integral que define a Tk f converge para casi
todo punto (respecto de du(x)) y vale la acotacion

| Tk fllz2(dny < VAB| fll22(av) (B.3)

Demostracion: Una posibilidad es usar el teorema de interpolacion de
Riesz-Thorin, pues por la desigualdad (B.2) tenemos que

Tl = sl [ Keg)f @)

IN

o /Y K (2, 9) || £(9)|dv(y)

IN

HfHoosup/ | K (2, y)|dv(y)
T Y
B[l

IN
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y por la desigualdad (B.1) tenemos que

sl < [ 1] K falu)
< [ ] K@l @lamie
= [ 1)l [ 1K G ldntavis)  (Tonelt)
< [ rwlddn = A1,

Si aplicamos Riesz- Thorin con los exponentes (1,1) y (00, 00) tenemos

1 1-6 4 1 1-6 ¢
= 4= 7 - T4z
P o0 1 q 00 1

1

S : 1:9

p q

de modo que con 0 = % obtenemos la acotacion

| Tk fllz2(ap) < B2 A2\ fllr2an) = VAB||f | 22(a)

Otra prueba mas elemental es la siguiente. Dados a y b niimeros positivos
entonces vale

ca+e b
— n —— — B.4
Vab= min — (B.4)

pues para todo € > 0, por la conocida desigualdad entre media geométrica y
aritmética, tenemos que

—1
Vab = Veas—1bh < %Eb

y tomando € = \/g queda

ca+e'b \/§a+\/%b Vab + Vab
2 2 - 2 = Vab

Ahora, usamos que por dualidad en L*(X, ;1)

1Tkl = sup /X Ty f(2)g(x)dpu(x)

”.QHLQ(dM)

A

< //IKI YIIf@)llg(a)ldv(y)du(x)

||9HL2(d )=
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de manera que para probar (B.3) alcanza con probar que para toda f €
L2*(Y,v) y g € L*(X, ) tales que || f]| 2y < 1y [|9]l22(ap) < 1 vale

/X/y‘K(x’y)"f(y>||g(x>|dy(y)du(x)g\/@

para eso usamos (B.4) y obtenemos

/X/Y|K(a:,y)”f(y)\|g(x)|dydu _ %min (S/X/Y]K(a:,y)Hf(y)Pdudp

e>0

vert [ [ Gl Pavin)
1 )
~ quiy (=4 [ 1rPa

+6_1B/ |g(m)|2dp)

X

1

—min (eA+¢7'B) = VAB
2 >0

IA
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