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Introduccion

En Teoria de Grafos se estudian distintos problemas de cubrimiento, uno de los mas
clasicos es el problema de conjunto dominante que consiste en lo siguiente: dado un grafo
G = (V, E), encontrar un subconjunto de vértices D C V' de menor tamano tal que cada
vértice es vecino a algin vértice de D, o bien estd en D. El ntimero de dominacién del
grafo es el tamano del conjunto D.

En 1979 Garey y Johnson [14] probaron que este problema es NP-Hard, es decir que
hallar el conjunto D es dificil de tratar computacionalmente y no se conoce hasta la fecha
ningin algoritmo que en tiempo polinomial pueda determinar si v(G) es menor o igual
que cierto nimero k.

En consecuencia, se estudian y desarrollan diferentes cotas para ~(G), las mismas
pueden ser validas para grafos en general o para grafos con cierta estructura, es decir que
G pertenezca a una clase especifica de grafos. Al establecer una cota, ya sea superior o
inferior, una pregunta natural que surge es saber si existe algin grafo en donde se cumpla
la igualdad, en tal caso se dice que la cota es ajustada. A lo largo de esta tesis, al establecer
una cota de v(G) mencionaremos si se sabe que la cota es ajustada o no y en caso que lo
sea mostraremos una familia de grafos en donde se cumpla la igualdad.

El objetivo de esta tesis es estudiar el problema de dominacion de grafos en general y
de grafos producto exponiendo los resultados més significativos de la bibliografia. Ademas,
como aporte de nuestro trabajo, probaremos que una clase de grafos muy conocida, los
llamados arco-circulares, satifacen la conjetura de Vizing que trata sobre los productos
Cartesianos. A continuacién explicaremos brevemente la estructura de la tesis.

En el primer capitulo daremos las definiciones y notaciones que usaremos y discutire-
mos sobre la NP-Completitud del problema.

En el segundo capitulo trataremos el problema de acotar v(G) para grafos en general y
lo vincularemos con ciertos subgrafos inducidos. En 1962 Ore [35] probé que si todo vértice
en G es extremo de al menos una arista, el nimero de dominacién de un grafo es a lo sumo
la mitad de la cantidad de vértices. Posteriormente McCuaig y Shepherd [29] en 1989 y
Reed [38] en 1996 obtuvieron mejores cotas restringiendo la estructura de los grafos. A
lo largo de este capitulo iremos determinando cuéles son las sub-estructuras de un grafo
que fuerzan que el nimero de dominacién sea alto. Esta estrategia empleada por Henning,
Schiermeyer y Yeo en 2011 [19], permitié probar una cota que depende muy fuertemente
de la estructura del grafo. Mds especificamente, depende de la cantidad de los llamados
bad-cut vértices y ciclos especiales que admite el grafo. Nuestro aporte aqui sera presentar
algoritmos eficientes que calculan esos parametros.
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En el tercer capitulo nos dedicaremos al problema de dominacién en grafos que son el
producto de otros grafos, donde la operacién producto no estd en principio bien definida.
El producto entre G y H es un grafo que tiene por vértices al conjunto V(G) x V(H) y
las aristas pueden ser definidas siguiendo distintas reglas.

En la primera seccién del capitulo, definiremos tres tipos de productos de grafos y
daremos ademas las notaciones y algunas propiedades que se desprenden de la estructura
producto. Al tratar el problema de dominacién es natural buscar una relacién entre el
nimero de dominacién del producto y el nimero de dominacién de los factores.

En la segunda seccién trabajaremos con el producto directo de grafos y mostrare-
mos las cotas ajustadas superiores e inferiores que se conocen. Bresar, Klavzar y Rall
en su trabajo [6] del 2007 probaron que la cota superior ajustada es multiplicativa:
v(G x H) < 3v(G)y(H). Por su parte, G. Mekis en [32] 2010 probé que la cota infe-
rior depende linealmente del niimero de dominacién de cada factor. Mas precisamente
V(G x H) =2v(G) +~(H) - 1.

V.G. Vizing en 1963 [40] presenté un estudio de varias invariantes de grafos para el
producto Cartesiano, entre ellas el nimero de dominacién (llamado en ese entonces el
coeficiente de estabilidad externa) y pregunté si el nimero de dominacién del producto
Cartesiano es al menos el producto de los nimeros de dominacién de cada factor. Se
dice que un grafo G satisface la conjetura de Vizing si para todo grafo H se cumple que
v(GOH) > ~v(G)y(H). Esa afirmacién, formulada en 1968 como conjetura, tuvo su primer
avance importante en 1979 con el trabajo de Barcalkin y German [4] que determinaron una
clase de grafos para los cuales vale la conjetura, los llamados BG-grafos. Hartnell y Rall [17]
en 1995 definieron otra clase de grafos, X', que satisfacen la conjetura. La clase X’ contiene
estrictamente a los BG-grafos. Sin embargo no hay una manera facil o eficiente de decidir si
un grafo pertenece o no a X' ni tampoco a la clase de los BG-grafos. En 2000, Clark y Suen
[10] usaron un argumento similar al de [4] para conseguir una cota inferior multiplicativa
para el nimero de dominacién del producto Cartesiano: v(GOH) > 3~(G)y(H). En 2009
Aharoni y Szabé [2] probaron que los grafos cordales satisfacen la conjetura.

En la tercera seccion nos dedicaremos al problema de dominacion en el producto Car-
tesiano y en especial a la conjetura de Vizing, presentando las distintas estrategias que
se desarrollan en la actualidad para encararla. Nuestro aporte aqui es dar una prueba
alternativa de que los grafos de intervalo cumplen la conjetura de Vizing a través de un
algoritmo lineal que simultaneamente construye un conjunto dominante minimo y un pac-
king maximo del mismo tamano. También modificaremos el algoritmo anterior de manera
eficiente para obtener un resultado parecido para grafos arco-circulares. Asi probaremos
la conjetura de Vizing para grafos arco-circulares.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones

Primero repasaremos algunas definiciones y notaciones que se usardn a lo largo del
trabajo. Algunos términos particulares se dejaron en inglés debido a su amplia difusién en
el ambiente.

Definicién 1.1. Un grafo G es un par ordenado G = (V(G), E(G)) donde
» V(@) es un conjunto finito de elementos que llamaremos vértices y

» B(G) C {{u,v} : u,v € V(G),u # v} es el conjunto de aristas del grafo. Por
simplicidad, notaremos a una arista e € E como e = (u,v).

El orden del grafo es |V(G)| = n y el tamano es |E(G)| = m, donde notamos entre | |
a la cantidad de elementos del conjunto.

Dada una arista e = (u, v) decimos que e incide en los vértices u y vy que los extremos
de e son u y v. Dos vértices u,v son adyacentes o vecinos si (u,v) € E. También suele
notarse u ~ v ya que los grafos se usan para modelar relaciones entre objetos.

Por eso, si G y H son grafos que modelan las mismas relaciones entre los vértices
diremos que son grafos isomorfos. Mas precisamente, un isomorfismo entre G y H es una
funcién ¢ : V(G) — V(H) biyectiva y tal que

u,v son adyacentes en G < ¢(u), ¢(v) son adyacentes en H .

Un subgrafo de G es un grafo H tal que V(H) C V(G) y E(H) C E(G).

Si ademds se cumple que Yu,v € V(H), e = (u,v) € E(G),= e € E(H), decimos que
H es un subgrafo inducido de G.
Observar que, fijados los vértices V(H), hay un tnico subgrafo inducido. Notamos con
G|[S] al subgrafo inducido por los vértices S C V(G).

El vecindario abierto de un vértice v € V(G) se define como N(v) = {w e V : (v,w) €
E} y el vecindario cerrado se define como N[v] = N(v) U {v}.
El grado un vértice v € V es la cantidad de vecinos que tiene, es decir degg(v) = |N(v)].
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Definicién 1.2. Decimos que un conjunto de vértices D domina a T C V(G) si cada
vértice de T' cumple que estd en D o bien tiene un vecino en D. Es decir, T' C J,,cp N [u].

D es un conjunto dominante del grafo G si D domina a todos los vértices V(G).

El nimero de dominacion o domination number de G es el menor tamano de un
conjunto dominante de G'y lo notamos con v(G).

Un 7-set de G es un conjunto dominante de tamano minimo. Es decir que D domina
el grafo G y para cualquier otro conjunto dominante D’ se verifica |D| < |D’|.

Existen otros tipos de dominacién en grafos que surgen de modelar ciertos problemas
(como veremos en la siguiente seccién) o de las definiciones de otros invariantes de grafos.
En el tercer capitulo usaremos el concepto de dominacién total:

Un conjunto S C V(G) domina totalmente a T C V(G) si todo vértice de T' tiene al
menos un vecino en S. En otras palabras, T' C | J,,cg N (u).

Si S domina totalmente todos los vértices, se dice que es un conjunto totalmente do-
minante del grafo G. El nimero de dominacion total o total domination number de G es
el menor tamafio de un conjunto totalmente dominante y lo notamos con v (G). Un ~;-set
es un conjunto totalmente dominante de tamano minimo.

Notar que un conjunto totalmente dominante, en particular domina todo el grafo. En
consecuencia, siempre se cumple que ¥(G) < (G). Por ejemplo en la Figura 1, v(Fs) = 2

y 7 (Ps) = 4.

Definicién 1.3. Dados dos vértices u,v € V(G), un camino en el grafo G desde u hasta

v es una sucesion de vértices u = wuq, ug, ..., upy = v tales que (u;,u;+1) € E para
todo i =1,...,k — 1. Si los vértices del camino son todos distintos, se dice que el camino
es simple.

La longitud de un camino es la cantidad de aristas que tiene, es decir k — 1.
Un ciclo (ciclo simple) es un camino donde u; = wuy (y los vértices {uy,...up—1} son
distintos).

En general trabajaremos con caminos y ciclos simples, salvo que indiquemos lo con-
trario. Un ejemplo que usaremos mas adelante es el siguiente. Notamos con P, al grafo
que consiste en un camino simple de n vértices (con n > 2) y C), es el ciclo simple de
n vértices (con n > 3). En estos casos se tiene que y(P,) = v(Cp) = [%]. Un ~-set se
consigue seleccionando los vértices como indica la Figura 1.

Fs Cs

o—e—O0O0—0O0—e——O0
u v

Figura 1: Conjuntos dominantes minimos en ciclos y caminos.

Un grafo G es conero si para todo par de vértices, existe un camino en G entre ellos.
En caso contrario, G es disconezxo.

Si para cualquier par u,v € V(G) existen k caminos disjuntos que los unen, se dice
que G es k-conexo. Por ejemplo, un ciclo es un grafo 2-conexo.
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La distancia en el grafo G entre u y v es la menor longitud de un camino entre u y v
(si tal camino no existe consideramos que la distancia es infinita). Notamos con dg(u,v)
a la distancia y suprimiremos el subindice G si no hay ambigiiedad en el grafo.

Un conjunto independiente en G es un conjunto I C V(G) tal que los vértices en I no
son adyacentes entre si. Un conjunto independiente maximal es un conjunto independiente
tal que para cualquier vértice u € V(G) \ I, el conjunto I U {u} no es independiente.

Definicién 1.4. Un conjunto de vértices A es un packing de G si los vértices en A tienen
vecindarios cerrados disjuntos, es decir u,v € A = Nu]| N N[v| = 2.

Notar que esto es equivalente a pedir que la distancia entre dos vértices de A sea por
lo menos 3.

El packing number de G es el mayor tamano de un packing A C V(G) y lo notamos
con p(G).

Observacién 1.5. Una observacion importante es que p es siempre una cota inferior para
~. Porque si A es un packing y D un conjunto dominante de GG, en particular D domina
a los vértices A entonces N|a] N D # @ para todo a € A. Y como los vecindarios cerrados
son disjuntos, |A| < |D|.

Cuando A es méaximo packing y D minimo conjunto dominante, se tiene

p(G) =|A| < [D| =~(G) .

Tlustramos estas definiciones en la siguiente figura.

Figura 2: Conjunto dominante en un grafo.

El conjunto S = {1,3,5,7} es un conjunto dominante de G y es minimal en el sentido
que si le suprimimos un vértice, deja de ser un conjunto dominante. Pero S no es un
~v-set. En cambio D = {2,5,7} es un ~-set porque es conjunto dominante, |D| = 3 y no
existe ningin conjunto dominante de tamafno 2. Una forma de ver esto es observar que los
vértices 1, 4 y 8 forman un packing. Entonces se necesitan por lo menos 3 vértices para
dominar el grafo.

Definicién 1.6. Dado un grafo G = (V, E) llamamos 6(G) al minimo grado entre los
vértices de G. Es decir §(G) = min{deg(v),v € V'}.

Si todos los vértices en G tienen el mismo grado, decimos que G es regular.

Un vértice u es aislado si no tiene vecinos, o sea si degg(u) = 0.

Una hoja de G es un vértice u con degg(u) = 1.
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Por ejemplo, en la Figura 2, tenemos §(G) = 2. Y en la Figura 1, C), es un grafo regular
(2-regular porque todo vértice tiene grado igual a 2); y los vértices u y v son las hojas de
P,.

Definicién 1.7. Un matching en un grafo G = (V, E) es un conjunto de aristas M C FE
que no tienen extremos en comun.

Un matching mdximo es un matching con la mayor cantidad posible de aristas. Es
decir, para cualquier otro matching M’ se cumple |M’| < |[M].

Un matching perfecto es un matching tal que todo vértice es extremo de una de las
aristas de M.

Notar que un matching perfecto es maximo. Pero no vale la reciproca.

1.2. Problemas de Conjunto Dominante

En cualquier grafo el conjunto V' (G) domina a G, por lo tanto es intesesante preguntar
cudl es la minima cantidad de vértices que se necesitan para dominar al grafo. Dependiendo
del problema a tratar se usan distintos tipos de dominacién.

Ejemplo 1.8. Supongamos que en un tablero de ajedrez queremos poner algunas damas
de manera que todas las casillas estén amenazadas por al menos una de ellas y queremos
usar la menor cantidad posible de damas. ;Cuantas damas son necesarias? y jcémo hay
que ubicarlas?

Se puede plantear este ejemplo como un problema de conjunto dominante. Para ello
consideramos el grafo donde los vértices representan las casillas de un tablero de ajedrez
y dos vértices son adyacentes si una dama ubicada en la casilla v amenaza la casilla v.
Un conjunto dominante minimo D nos dice dénde hay que ubicar las damas en el tablero
para amenazar a todas las casillas. Si ademas queremos que las damas se amenacen entre
si, D debe ser un conjunto totalmente dominante.

d

d

N

Figura 3: Posiciones de 6 damas que dominan «totalmente» el tablero. También es posible
ubicar 5 damas que dominen todo el tablero.
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En Teoria de Complejidad se clasifican los problemas a tratar y también se estudia
qué tan «facil» o «rapido» se pueden resolver. Los problemas de optimizacién consisten
en hallar la mejor respuesta dentro de un conjunto de posibles soluciones, segin una
funcién objetivo que se busca maximizar o minimizar. Los problemas de decision consisten
en determinar si una afirmacién es verdadera o falsa. Para los problemas de decisién,
un certificado positivo es alguna informacién relacionada con los datos de entrada que
permitiria deducir que la respuesta es SI. Analogamente, un certificado negativo permitiria
deducir que la respuesta es NO.

Dado un grafo G = (V, E) el problema de optimizacién del conjunto dominante consiste
en hallar D C V un conjunto dominante de tamano minimo. El problema de decision
asociado consiste en, dado k determinar si 7(G) < k. Un certificado positivo para este
problema puede ser un conjunto A C V(G) tal que A domina el grafo G y |A| < k.

La complejidad de un problema se define a partir de los algoritmos que lo resuelven.

La clase de problemas P son aquellos para los cuales existe un algoritmo que los resuelve
en tiempo polinomial (respecto del tamafio de los datos de entrada).

Definiremos los problemas NP! segiin el concepto de algoritmos de verificacién de la
siguiente manera. Un problema esta en la clase NP si existe un algoritmo tal que, dada
una instancia del problema en que la respuesta sea SI y una posible respuesta o certificado
positivo, en tiempo polinomial verifica que la respuesta es correcta.

Un problema de decisién es NP-Completo si estd en NP y cualquier otro problema de
NP se reduce (en tiempo polinomial) a él. Los problemas NP-Hard son aquellos proble-
mas de decisién tales que cualquier problema NP se reduce (en tiempo polinomial) a él.
Para problemas de optimizacién, decimos que son NP, NP-completos, NP-Hard, etc. si el
problema de decisién asociado es de ese tipo.

Se sabe que el problema de decisién del conjunto dominante es NP-Completo. Esto fue
probado por D. Jonhson en [14] donde muestra que el problema es NP y se puede reducir
a este problema el problema SAT, del cual se conoce que es NP-Completo.

Una forma de tratar un problema en Teoria de Grafos es restringir nuestro analisis a
grafos que cumplen cierta propiedad. Pues podria pasar que el problema para esa clase
sea mas «facil» de resolver, en el sentido de la complejidad computacional. El problema
del Conjunto Dominante es NP-Completo incluso si nos retringimos a las siguientes clases
de grafos:

= bipartito [11]

» cordal (todo ciclo de longitud > 4 tiene una cuerda) [7] (y también para la subclase:
split) [5]

= circulo (grafo interseccién de cuerdas de un circulo) [24]
» grilla [9]

» planar (y también para la subclase: planar, de grado minimo 3 y bipartito) [14]

'Los problemas de la clase NP son aquellos para los que existe un algoritmo de una Maquina de Turing
No Deterministica que los resuelve en tiempo polinomial.
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En principio, trabajar con grafos que cumplen cierta propiedad podria llegar a dar
resultados que son solamente parciales. Sin embargo puede probarse que el problema de
conjunto dominante en grafos generales puede reducirse al problema de conjunto domi-
nante en grafos bipartitos de la siguiente manera.

Observacién 1.9. Dado un grafo G = (V, E), subvididir una arista e = (u,v) en 4
pedazos consiste en quitar la arista e y agregar en su lugar un camino de longitud 4.

El grafo G’ que obtenemos tiene |V(G')| = |V(G)| + 3 y |E(G")| = |E(G)| + 3. Veremos
en el Capitulo 2 que ademds cumple v(G’) = v(G) + 1. (Observacién 2.19)

Si en un grafo cualquiera G (de n vértices y m aristas) subdividimos cada arista en 4,
obtenemos un grafo G’ (de n+3m vértices y 4m aristas) que resulta ser bipartito. Adem4s,
esta construcciéon puede hacerse en tiempo polinomial.

En conclusién, resolver el problema del conjunto dominante para grafos bipartitos es
tan dificil como resolverlo en el caso general.

Numerosos trabajos se han publicado y se estan desarrollando sobre el problema del
conjunto dominante. Veremos en los siguientes capitulos algunos de los resultados més
importantes. Asi como preguntas que todavia estdn abiertas.



Capitulo 2

Cotas superiores en grafos
generales

Este capitulo estd dedicado a los trabajos mds importantes acerca del nimero de
dominacién de grafos sin restringir (demasiado) su estructura.

En la primera seccién analizamos cémo depende v(G) del grado minimo de los vértices
0(G) sin ninguna otra restricciéon sobre G.

En la segunda seccién estudiamos la relacién de v con otros parametros como la cir-
cunferencia minima de un grafo.

En la tercera seccién, basdndonos en [19], analizamos cémo se generaliza el Teorema
de Reed (2.5). En primer lugar definimos dos tipos de reducciones de grafos y construimos
una familia F de grafos con nimero de dominacién «grande». Después estudiamos ciertas
estructuras que son «malas» para la dominacién. Finalmente presentamos las generaliza-
ciones que se consiguen al tener en cuenta los nuevos parametros y como aporte original
de nuestro trabajo, describimos algoritmos eficientes para calcular estos pardametros.

Notar que si llegamos a una cota del estilo v(G) < c.n para grafos conexos de n vértices,
la misma cota vale para grafos disconexos. Porque un conjunto dominante de G U H es la
uniéon de un conjunto dominante de G y uno de H y por lo tanto,

WGUH) =~(G) +~(H) < |V(G)| + c|V(H)| = c[V(GUH)| .
En este sentido, decimos que v es aditiva en las componentes conexas del grafo.

Al establecer una cota, ya sea superior o inferior, de 7, una pregunta natural es saber
si existe algin grafo que cumpla la igualdad (en nuestro ejemplo seria v(G) = c.n). En tal
caso se dice que la cota es ajustada. A lo largo de esta tesis, cada vez que establecemos
una cota de v(G), si se sabe que la cota es ajustada mostramos una familia de grafos en
donde se cumpla la igualdad.

2.1. Cotas dependientes del orden y minimo grado

En esta seccién presentamos las cotas superiores para v(G) en términos de n y d. Es
decir estas cotas valen para cualquier grafo de orden n que cumpla una cierta condicién
del pardametro 9.

13
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Teorema 2.1 (Ore). [35] Si G es un grafo de orden n con 6(G) > 1, se tiene

7(G) <

|3

Demostracion. Consideramos I un conjunto independiente maximal en G. Afirmamos que
tanto I como V(G) \ I son conjuntos dominantes de G.

En efecto, si I no domina todo el grafo existe u € V(G) tal que u ¢ I y u no tiene
vecimos en I. Entonces I U {u} es independiente. Lo que contradice la maximalidad de I.

Para V(G) \ I, observamos que toda arista e = (u, v) tiene un extremo en el conjunto’
V(G) \ I. Pues en caso contrario u,v € I, son adyacentes y se contradice que I sea un
conjunto independiente. Dado que 6(G) > 1, todo vértice es extremo de al menos una
arista, entonces todo vértice estd dominado por V(G) \ I.

Alguno de los dos conjuntos I o V(G) \ I debe tener tamafio menor o igual que 3.
Luego,

NG) < min|I], V() \ I} < 5 -
O

Existen algoritmos que a partir de un grafo G encuentran un conjunto independiente
méximal en tiempo lineal: O(n + m).
Por ejemplo, el algoritmo que consiste en tomar un vértice u, agregarlo a I y sacar de
V(G) a u y todos sus vecinos. Si aun quedaran vértices por seleccionar, se repite este
procedimiento.
Entonces es posible hallar en tiempo lineal un conjunto dominante D que cumple |D| < %
(En nuestro algoritmo seria el conjunto I o el conjunto V'\ I). Pero puede pasar, de hecho
es lo que suele pasar, que () sea menor que §.

Ejemplo 2.2. La cota del Teorema 2.1 es ajustada, por ejemplo, cuando GG es un conjunto
de aristas con extremos disjuntos, un Cy o los grafos de la Figura 1. Para cada uno de
ellos marcamos un 7-set de tamafio 3.

— o °
H
o——o G o
— o
Cy
— o o

Figura 1: Grafos que cumplen v =

'Un conjunto S C V(@) con la propiedad que toda arista e € E(G) tiene un extremo en S se llama un
vertex cover.
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A partir de un grafo G se puede armar un grafo que cumple la igualdad en el Teorema
2.1 agregando por cada u € V(G) un vértice h, y la arista (u, hy). En otras palabras, G’
se obtiene al agregar una hoja a cada vértice de GG. Més atn ésta es una caracterizacién
de los grafos que cumplen la igualdad v(G) = 5. Por ejemplo, en la Figura 1 el grafo H
se obtiene a partir del camino P de esa manera.

En [29], McCuaig y Shepherd probaron que si se pide que el minimo grado de G sea
por lo menos 2, todos los grafos excepto 7, cumplen una mejor cota.

Teorema 2.3 (McCuaig y Shepherd). [29] Si G es un grafo de orden n con §(G) > 2

y G ¢ G, entonces
2n

V(G)§g~

Los grafos de la familia G son los de la Figura 2. Todos ellos tienen orden menor o

igual que 7 y en la figura marcamos un conjunto dominante minimo para cada grafo. Para
el Cy se cumple v =2 > % y para los deméas v = 3 > %

[

Figura 2: Familia G

Miés adelante, en la Seccién 2.3.3, llegaremos a que el Teorema de McCuaig y Shepherd
puede verse como un corolario del Teorema de Reed (2.5). Por lo tanto, no haremos la
demostracién aqui pero si mostraremos que la cota es ajustada.

La familia (infinita) de la Figura 3 cumple la igualdad en la cota del Teorema 2.3.
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Figura 3: Familia de grafos con v = %”

Ejemplo 2.4. Otra manera del construir grafos que cumplen v = %” es a partir de un

grafo H 2-conexo que posee un matching perfecto M. Por ejemplo, un ciclo de longitud
2k. Modificamos H cambiando cada arista (u,v) de M por un C5 como en la Figura 4. El
grafo que obtenemos G tiene orden n = 5k.

Para dominar cada ciclo agregado necesitamos 2 vértices incluso en el caso que los vértices
u y v estdn dominados por otros vértices. (Esto nos dice que v(G) > 2k). Ademés los

o . . o )
vértices V (H) forman un conjunto dominante de G. Lo que prueba que v(G) = 2k = =

H G

()~

u v

Figura 4: Construccién de G a partir de H = Cy.

Destacamos que estos ejemplos tienen ciclos Cy o C5 inducidos.

En [38], B. Reed establecié una cota ajustada para los grafos que tienen minimo grado
por lo menos 3. No haremos la demostraciéon del Teorema de Reed 2.5 en esta tesis, pero
mencionamos que esta basada en buscar un conjunto de caminos en el grafo que cubran
todos los vértices. Y luego, elegir convenientemente algunos vértices de cada camino para
formar un conjunto dominante. Al final se eligen un poco més de % de los vértices del

grafo.

Teorema 2.5 (Reed). [38] Si G es un grafo de orden n con 6(G) > 3, se tiene

Ejemplo 2.6. La cota del Teorema de Reed es ajustada. Una manera de construir grafos
en donde se da la igualdad es a partir de un grafo cualquiera H de k vértices. Agregamos
k copias del grafo R de la Figura 5 e identificamos un vértice u € V(H) con uno de los
vértices a, b, c de R. En el grafo G que se obtiene la cantidad de vértices es 8k y cada uno
de ellos tiene grado por lo menos 3. Observamos que se necesitan por lo menos 3 vértices
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para dominar cada copia de R agregada. Mas atn, existe D un y-set ‘de G que consiste en
3V(G)

V(H) y dos vértices extras en cada R. Entonces v(G) = 3k = ===

a

Figura 5: Grafo R de ocho vértices con nimero de dominacién 3. Los vértices marcados
en negro, junto con a, b o ¢, forman un v-set de R.

Es razonable esperar que, a medida que aumenta el grado minimo de los vértices, los
conjuntos dominantes tengan menor cantidad de vértices. En esa direccién, Alan y Spencer
usaron un método probabilistico para probar el siguiente teorema.

Teorema 2.7. [3] Si G es un grafo conezxo, se tiene
1+in(d+1
< (L0

0+1
Esta cota es interesante (en el sentido que mejora las cotas anteriores) cuando ¢ es
mayor o igual que 5.

2.2. Cotas con otros parametros

Mientras que las cotas de la seccién anterior valen sin restringir la estructura de los
grafos, es razonable identificar los subgrafos o las invariantes que fuerzan que el nimero
de dominacién sea alto. En esta seccion presentamos resultados parciales que involucran
condiciones sobre el parametro g (que definimos a continuacién).

Definicién 2.8. La minima circunferencia, cintura o girth de un grafo G, g(G), se define
como el menor natural k tal que G tiene un ciclo de longitud k.

Observacién 2.9. Se cumple que cualquier ciclo de longitud g(G) es un ciclo inducido.
Porque si existiera una arista entre los vértices del ciclo, se podria hallar un ciclo de
longitud menor.

Por ejemplo, el grafo de la Figura 6 tiene un ciclo C' de longitud 7y g = 4.

Teorema 2.10 (Brigham y Dutton). [8] Sea G un grafo de orden n, minimo grado
6 > 2 y minima circunferencia g > 5. Entonces

CHIE
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Figura 6: Grafo que tiene un ciclo C' no inducido. Las aristas en lineas punteadas pueden
estar o no en el grafo.

Demostracion. Lo fundamental en la demostracién es el hecho de que sien G (con § > 2y
g > 5) se borran? los vértices de un ciclo minimo C, el grafo resultante H no tiene vértices
aislados. Entonces, H cumple las hipétesis de la cota del Teorema de Ore (2.1) que afirma
y(H) < 0L

Para probar esa afirmacién, tomamos u un vértice de H y llamamos vy, v2, ..., vg a los
vértices de C. Como el minimo grado es 2, u tiene por lo menos dos vecinos en el grafo G.
Si u tiene dos vecinos en C digamos v; y vy tenemos la situacion de la Figura 7.

Vk—1 Vk

Vk+1

Figura 7: Ciclo C’

Notar que los vértices u, vy, v, ...v; forman un ciclo C’ de longitud k+1. Y los vértices
Uk Vk41, ---» Ug, V1, 4 forman un ciclo de longitud g — k + 3. La menor longitud de un ciclo
es 5, entonces g — k +3 > 4 de donde g > k + 1. Por lo tanto, encontramos un ciclo
C’ de longitud menor que g(G). Un absurdo. (No estamos diciendo que estos ciclos son

2Dado un grafo G = (V, E), notamos por G —u al grafo que se obtiene al borrar el vértice u y las aristas
que inciden en él. Es decir, V(G —u) = V\{u} y E(G —u) = {(v,w) € E,v # uy w # u}. En otras
palabras, G — u es el subgrafo inducido por V' \ {u}.
Andlogamente podemos borrar o eliminar de G un conjunto de vértices S C V. El grafo resultante se nota
G — S es el subgrafo inducido por V' \ S.
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ciclos inducidos, pero por la Observacién 2.9 tener un ciclo no necesariamente inducido de
longitud [ asegura tener un ciclo inducido de longitud I’ < 1.)

Luego, u debe tener un vecino en H, es decir que el subgrafo inducido por H no tiene
vértices aislados (0(H) > 1).

Recordamos del Capitulo 1 que si C' es un ciclo de longitud k, v(C) = {%1 . Tenemos
a G dividido en dos subgrafos H y C', entonces

WG) < y(H) +~(C) <28 4 [gl < [ﬁ_ﬂ '

FEn 2007, Dieter Rautenbach probé el siguiente resultado.

Teorema 2.11. [37] Sea k € N. Ezxiste un conjunto finito de grafos Gy tal que, si G es un
grafo de orden n, minimo grado § > 2, minima circunferencia g > 5 tal que G no es un
ciclo y no pertenece a Gy, entonces

V(G) < —k.

> 10g

n
2
Y ademas realizé una conjetura, probando una versién débil de la misma.

Conjetura 2.12. [37] Si G es un grafo de orden n, minimo grado 6 > 2 y minima
circunferencia g > 5, entonces

n 2n
R

En el mismo paper estd la prueba de esta conjetura con la hipdtesis adicional de que
la distancia dg(u,v) > g para todo par u,v € V(G) con dega(u), dega(v) > 3.

Una manera de restringir la estructura de un grafo es imponer que todos los vértices
tengan el mismo grado, esto es que G sea regular. Los grafos en los que todo vértice tiene
grado exactamente 3 se llaman grafos cubicos o 3-regulares.

En [28] Kostochka y Stodolsky demuestran los siguientes resultados.

Teorema 2.13. [28] Si G es un grafo conexo, cibico, de orden n > 8, entonces

Teorema 2.14. [28] Si G es un grafo conexo, cibico, de orden n > 8 y minima circunfe-

rencia g, entonces
G <n(ls S
NI =N\3 732 )
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Esta dltima cota es interesante (en el sentido que mejora los resultados anteriores)
cuando g > 9.
7(G)

También se ha intentado determinar el supremo de V)] sobre los grafos cubicos.

Kostochka y Stodolsky mostraron que ese supremo es por lo menos 28—3 (y menor o igual

que %, por el Teorema 2.14). Sin embargo no tienen una propuesta para el valor exacto.
Molloy y Reed en [33] mostraron que el nimero de dominacién de un grafo cibico aleatorio
de orden n esta entre 0,236n y 0,3126n con probabilidad asintética 1.

Dado que las cotas superiores e inferiores del nimero de dominacién de grafos ctibicos
aun pueden mejorarse, ésta es una de las lineas de investigacién que se desarrolla en la
actualidad.

2.3. Parametros esenciales en la cota de Reed

En esta seccién seguiremos el paper de M. Henning, I. Schiermeyer y A. Yeo [19] para
mostrar cuales son las parametros estructurales que fuerzan un ndmero de dominacién
méas grande. Con estos nuevos parametros, los autores consiguen mejorar los resultados
del Teorema de McCuaig y Shepherd (2.3) y del Teorema de Reed (2.5).

Al final de esta secciéon mostramos algunos aportes de nuestro trabajo.

2.3.1. Reducciones de grafos

En un grafo G, identificar los vértices x e y consiste en reemplazar x e y por un nuevo
vértice ugzy que es adyacente a todos los vértices que eran adyacentes a x o y en G.

Definicion 2.15. Si existe en el grafo G un camino simple wui,v1,v2,u2 de manera que
dg(v1) = dg(vy) = 2, armamos el grafo G’ identificando los vértices uq y ug y borrando
{v1,v2}. Decimos que el grafo G’ es una reduccidn tipo 1 de Gy tambien que G se reduce
tipo 1 a G'.

V] g U2

Uy U2

G~ A Cy

Figura 8: Ejemplo de una reduccién tipo 1. El grafo G7 se reduce tipo 1 a Cjy.

Definicion 2.16. Si existe en el grafo G un camino simple 1, w;, ws, w3, rs tal que
da(w2) = 2y N(wy) = {x1, w2, 22} = N(ws) en G, armamos G’ borrando los vértices
{w1,wq, w3} y agregando la arista (z1,22) (si no estd en E(G)). Decimos que el grafo G’
es una reduccion tipo 2 de G o bien que G se reduce tipo 2 a G'.
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G~ x 2 A Cy
x X2

Wo

Figura 9: Ejemplo de una reduccién tipo 2. El grafo G7 se reduce tipo 2 a Cjy.

Definicién 2.17. Sea Fy = {C4}. Para i > 4, i = 1 (mod 3) definimos la familia F; de la
siguiente manera: G € F; si y solo si tiene minimo grado §(G) > 2 y existe G’ € F;_3 tal
que G se reduce (tipo 1 o tipo 2) a G'.

Observamos que para i > 4, i = 1 (mod 3), todos los grafos en F; tienen orden i,
porque en cada reduccién el orden disminuye en 3.

Para ilustrar la Definicion 2.17, consideramos los grafos G7, G19 y G13 de la Figura 10.
Cada uno de ellos tiene minimo grado mayor o igual a 2. El grafo G es el mismo que el
de las Figuras 8 y 9 y vimos que G7 se reduce (tipo 1 y tipo 2) a Cy, entonces Gy € Fr. El
grafo G1g se reduce tipo 1 a G (reduciendo los vértices marcados en la figura) y entonces
G1o € Fio- El grafo G13 se reduce tipo 2 a G1g9 y por lo tanto G135 € Fis.

G7 Gl() GIB

Figura 10: Los grafos G7, G1g y G13

Los seis grafos en la familia F7 son los de la Figura 2, de la pdgina 15 (sin contar
el Cy). Y, junto con el C4, son los tnicos grafos que no cumplen la cota del Teorema de
McCuaig y Shepherd (Teorema 2.3).

Los grafos de las familias F; tienen nimero de dominacion relativamente alto respecto
del orden del grafo. Para probar esto primero analizamos cémo cambia el niimero de
dominacién al reducir un grafo.

Lema 2.18. [19] Si G es un grafo que se reduce tipo 1 a G', entonces

Y(G) =~(G") + 1.
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Demostracion. Sea ui, vy, v, us un camino simple en G tal que degg(v1) = degg(ve) = 2
y sea G’ el grafo que se obtiene al identificar w1 y us en un vértice w y eliminar los vértices

{v1,v2}.

<) Sea D' un y-set de G'. Siw € D', tomamos D = (D'\{w})U{ui,us}. Siw ¢ D', sea
w’ € D' adyacente a w en G’. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que w’
es adyacente a u; en G. (Posiblemente w’ también sea adyacente a ug en G.) En tal
caso tomamos D = D'U{wvy}. En ambos casos, D domina el grafo Gy |D| = |D'|+1.
Luego, v(G) < |D'|+1=~(G") + 1.

v

Probaremos ahora que v(G') < v(G) — 1. Sea S un 7-set de G. Notar hay a lo
sumo 2 vértices del camino uq, v, ve,ug en S. Si [S N {uy, vy, ve, ug}| = 2, armamos
S" sacando esos dos vértices de S y agregando w. Si |S N {uy,vi, v, uz}| = 1, sin
pérdida de generalidad tenemos v; € S; y tomamos S’ = S\ {v1}. En ambos casos
S’ es un conjunto dominante de G’ y |S’| = |S| — 1. Por lo tanto, v(G’) < v(G) — 1.

0

Observacion 2.19. Notar que si en un grafo subdividimos una arista (u,v) en 4, aparece
un camino P, inducido: u,y1,¥2,y3,v. Si aplicamos una reduccién tipo 1 a los vértices
u, Y1, Y2, y3 volvemos a tener el mismo grafo. Entonces el Lema 2.18 prueba que al subdi-
vidir una arista en 4, el nimero de dominacién aumenta en 1.

Sin embargo no es cierto que subdividir aristas en 4 y la reduccién tipo 1 sean opera-
ciones inversas. Ver por ejemplo la Figura 8.

Lema 2.20. [19] Si G es un grafo que se reduce tipo 2 a G', entonces

Demostracion. Sea x1,w;,wa, ws,xe un camino en G tal que degg(w2) = 2, N(w1) =
N(ws) = {x1,wa, 2} y sea G’ el grafo que se obtiene al eliminar los vértices {w1, wy, w3}
y anadir la arista (z1,x2).

<) Sea D' un v-set de G'. Si D' N {x1,z2} = &, tomamos D = D' U {wy}. Si D' N
{z1,22} # @, tomamos D = D’ U {w;}. Notar que w; domina {x1,wy,ws,x2} y
D'N{x1,x2} domina el vértice ws. En ambos casos, D es un conjunto dominante de
Gy |D| = |D'| + 1. Por lo tanto v(G) < |D| = v(G") + 1.

I\

Mostramos que v(G') < v(G) — 1. Entre todos los y-set de G elegimos un S que
minimiza |S N {wy,wa, w3}|. Entonces |S N {wi, w2, ws}| =1 (ver Figura 11).

Siwg € S, (wy,w3 ¢ S) tomamos S’ = S\ {wy}. Notar que 1 y x2 estdn dominados
en G por vértices que no se eliminan.

Si we ¢ S, podemos asumir sin pérdida de generalidad, wy,z; € S (y ws ¢ S). En
este caso, x1 y x2 estdn dominados por z; en G’ y tomamos S’ = S\ {w1 }.

En ambos casos, el conjunto S’ domina el grafo G' y |S’| = |S|— 1. Entonces v(G’) <
8 =2(G) - 1.

O]
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r o wi wy w3 Ty Cox wr wy w3 T
T wp w2 w3 Ty . Ty W wy W3 T2

Figura 11: Detalle de cémo conseguir a partir un v-set de G, un S que cumpla [S N
{w1, w2, w3} = 1.

Proposicién 2.21. [19] Para todo G € F; con i > 4, i =1 (mod 3), se tiene

i+ 2
G) = .
1(G) = —3
Demostracion. La demostracion es por induccién en i para ¢ > 4, i = 1 (mod 3). Obser-
vamos que si ¢ = 4, G:C4yfy(G):2:%.

Sii >4y G e F;, tenemos que existe un G’ € F;_3 tal que G se reduce tipo 1 o
tipo 2 a G'. Por hipétesis inductiva, v(G') = = 3+2 . Y los Lemas 2.18 y 2.20 implican que
7(G) = (E) +1= 52,

O

Como mencionamos antes, en las familias F; el nimero de dominacion es relativamen-
te alto, y seran los grafos exepcionales para la cota que probaremos en la tltima seccién.
Ademds para estos grafos sabemos exactamente cuanto vale . Presentamos algunas pro-
piedades mas de estas familias de grafos.

Notacién. Llamaremos F<i3 = F4 U F7 U Fio U Fi3
Propiedades. Sea un grafo G € F<i3 de orden n, entonces

a) n<13

b ( ) n—;2

)

)
2

c¢) Si G € Fio U Fi3 entonces v(G) < 3.

d) Si G contiene un tridngulo entonces a lo sumo un vértice del tridngulo tiene grado 2

en el grafo G.

Demostracion. La propiedad (a) se debe al hecho que todo grafo en F; tiene orden i.
La propiedad (b) es la Proposicién 2.21.
La propiedad (c) es un consecuencia de la propiedad (b). Ya que %2 < 2 & 10 < n.
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Para probar (d), sea G un grafo que contiene un triangulo tal que hay dos vértices con
grado 2 en G. Cuando G se reduce (tipo 1 o tipo 2) a G’, esos vértices no son eliminados.
M4s atin, en G’ hay un tridngulo que contiene 2 vértices con grado 2 en G’. Repitiendo
este procedimiento llegariamos a que el CYy, el tnico grafo en Fy, contiene un triangulo.
Lo cual es absurdo.

O

2.3.2. Propiedades estructurales

El estudio de las subestructuras de un grafo que son «malas» en el sentido de la
dominacion, permite definir una cota para v que depende fuertemente de la estructura del
grafo.

De esta manera, la cota que obtenemos brinda una demostracién alternativa del Teo-
rema de McCuaig y Shepherd (Teorema 2.3), como de otros resultados conocidos de domi-
nacién en grafos y permite obtener nuevas propiedades y cotas para subclases de grafos.

Definimos, entonces, los pardmetros y también un nuevo tipo de dominacién que usa-
remos en esta seccién.

Definicién 2.22 (Dominacién restringida). Dados un grafo G = (V, E) y un conjunto de
vértices X C V', decimos que S C V es un conjunto X -dominante de G si es un conjunto
dominante de G y contiene a X. El nidmero de X-dominacion de G es el menor tamano
de un conjunto X-dominante y lo notamos v(G; X).

Observar que si X = &, los conjuntos @-dominantes son exactamente los conjuntos
dominantes de G, y por lo tanto v(G; @) = v(G).

Definicién 2.23 (Vértices de corte). En un grafo conexo G = (V, E), un vértice u € V
se dice vértice de corte si G — u es disconexo.

Dado X C V, u es un X-cut vértice si u ¢ X y el grafo G — u tiene una componente
conexa C,, tal que: es un C4 inducido, no contiene vértices de X y no todos los vértices de
Cy son adyacentes a u (claramente hay uno que si lo es).

Puede pasar que u no sea vértice de corte de G. En la Figura 12 mostramos el grado que
pueden tener los vértices de C, en el grafo G.

Notamos be(G; X)) al nimero de X-cut vértices en G (por «bad-cut» o «corte malo»).
Cuando X = @, decimos que un X-cut vértice es un bad-cut vértice y notamos be(G; @)
simplemente como be(G).

Para justificar el nombre de «bad-cut» supongamos que G tiene un bad-cut vértice u
y armamos un conjunto dominante seleccionando el vértice u. Para dominar el «resto» del
grafo, es decir V' \ NJu], tendremos que agregar un vértice del Cy que aparece en G — u.
Si no seleccionamos el vértice u, para dominar el subgrafo C,, necesitamos dos vértices de
este ciclo. En ambos casos estarfamos seleccionando 2 vértices para dominar los 5 vértices
de C, U {u}. Y esa es justamente la proporcién que queremos mejorar.

Por ejemplo, en la Figura 3 (pagina 16) los vértices del camino inferior (los marcados
en negro) son bad-cut vértices.
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(a) (v) (¢) ()

Figura 12: Posibles adyacencias de un bad-cut vértice u con la componente C,,. Los
numeros al lado de cada vértice indican el grado del vértice en el grafo G.

Definicién 2.24 (Ciclos especiales). Sean G = (V, E) un grafo y X C V. Decimos que C
es un ciclo X -especial de G si es un ciclo de 5 vértices que no estdn en X y cumple: es una
componente C5 o tiene un sélo vértice de grado mayor o igual que 3 o tiene dos vértices
de grado mayor o igual que 3 y esos vértices no son consecutivos en C' (aunque pueden ser
adyacentes en GG). (Ver los grafos A, By C en la Figura 13.)

Notamos sc(G; X) al maximo nimero de ciclos X-especiales disjuntos que no contienen
X-cut vértices.

Cuando X = @, llamamos ciclos especiales a los ciclos @-especiales y notamos a sc(G; @)
simplemente con sc(G). Es decir que sc(G) es el maximo nimero de ciclos especiales
disjuntos que no contienen bad-cut vértices.

2 >3

Figura 13: Ciclos especiales. Los nimeros al lado de cada vértice indican el grado del
vértice en el grafo G. La arista en linea punteada pueden estar o no en E(G).

Los ciclos X-especiales son estructuras «malas» en el sentido de la dominacién porque
para dominar los 5 vértices de C' se necesitan al menos 2 vértices de C'. Més aun, si
queremos expandir el conjunto X para que sea dominante, X podria estar dominando los
vértices de grado 3, pero de todas formas hay que seleccionar 2 vértices de C' para dominar
el ciclo.

Definicién 2.25 (La funcién ¢). Sean G = (V,E) un grafo y X C V. Notamos con
01(G; X) al nimero de vértices de grado 1 en G que no estédn en X.
Definimos la funcién ¢ de un grafo como

$(G; X) = S(BIV] 4 51X| + 50(G; X) +be(G; X) +201(G; X))
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Para ilustrar la definicién de v, consideramos G el grafo de la Figura 14 y tomamos X =
{z}. El vértice v es un X-cut vértice. Como tenemos |V (G)| =13, | X| =1, be(G; X) =1,
sc(G; X) =1y 61(G; X) =1, resulta ¥(G; X) = 6. Observar ademés que para este grafo,
V(G X) =6 = ¥(G; X).

Figura 14: Grafo G. Los vértices en negro forman un conjunto X-dominante minimo.

Mostramos ahora la relacién de estos parametros con algunas restricciones ya estu-
diadas para el problema del conjunto dominante. Estas observaciones seran utiles més
adelante.

Proposicién 2.26. [19] Sea G un grafo de orden n con minimo grado 6(G) > 1. Para
cualquier X C V(G) valen las siguientes propiedades:

a) Si 6(G) > 2, entonces 91 (G; X) = 0.

b) sc(G) +be(G) < 2.

¢) Si G no tiene Cy y C5 inducidos?, entonces sc(G; X) = 0.

) s
)
d) Si G no tiene a Cy como subgrafo inducido, entonces be(G; X) = 0.
e) Si G es 2-conexo y n # 5, entonces be(G; X) = 0.

)

f) Si dega(u) + dega(v) > 5 para todo par de vértices adyacentes, entonces sc(G) = 0.

Demostracion. Las afirmaciones (a) y (d) se desprenden de las definiciones de d; y be

La afirmacién (c¢) se debe a que cualquier ciclo X-especial es un Cy inducido o contiene
un Cy inducido. Ver la Figura 13.

Para la afirmacién (b) observar que si x es un bad-cut vértice y C,, es un Cy inducido
que le corresponde a x, el conjunto C, U {z} es disjunto con cualquier ciclo especial y con
cualquier Cy U {y} para un bad-cut vértice y # x. De esta manera podemos separar 5
vértices de G por cada bad-cut vértice y por cada ciclo especial.

Para la afirmacién (e) tener en cuenta que en un grafo 2-conexo no hay vértices de
corte. Y cuando x es un X-cut vértice y n # 5, hay al menos dos componentes conexas en
G — u (una de ellas es el Cy,).

La afirmacién (f), se debe al hecho que en un ciclo especial existen dos vértices conse-

cutivos con grado 2 en G.
O

3Dado un grafo H, se suele usar la notacién H-free para los grafos que no tienen a H como subgrafo
inducido.
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En su trabajo, Henning, Schiermeyer y Yeo generaron mediante un programa de compu-
tadora los grafos de la familia F<;3. Establecieron que hay 28076 grafos no isomorfos y
exactamente 41 de ellos tienen bad-cut vértices. Definimos la familia F como los 28035
grafos restantes, es decir:

F ={G € F<i3 | be(G) =0} .

Terminamos esta secciéon con propiedades de la familia F que son ttiles en la demos-
tracién del teorema principal.

Lema 2.27. [19] Sea G un grafo de la familia F y u,v € V(G). Entonces se cumplen las
siguientes propiedades.

@) Y(G —u) =7(G) -1

b) Ezxiste un ~y-set que contiene a u.

c) Ezxiste un ~y-set que contiene a u y v.

d) Siu yv no son adyacentes y (G U (u,v)) ¢ F, entonces v(G U (u,v)) = v(G) — 1.

Demostracion. Los autores mencionan que la prueba de (a), (¢) y (d) puede hacerse por
computadora analizando los grafos de la familia F. Para (b), observar que por la propiedad
(a), cualquier y-set de G' — u puede extenderse a un conjunto dominante (minimo) de G
agregando el vértice u. O

2.3.3. Generalizacion de la cota de Reed
El resultado principal del paper es el siguiente,

Teorema 2.28. [19] Sean G un grafo conero y X C V(G). Si degg(u) > 1 para todo
u € V(G)\ X, entonces

X=2yGeF, obien v(G;X)<¢(G;X).

Notar que si G es conexo, para cualquier vértice se cumple que degg(u) > 1 (salvo que
G sea el grafo con un sélo vértice). Es decir que la hipédtesis adicional degg(u) > 1,Vu €
V(G) \ X sdlo restringe el caso G ={u} y X = @.

Antes de hablar de la demostracion mencionaremos las consecuencias del Teorema 2.28.
En particular, cuando X = @ tenemos:

Teorema 2.29. [19] Si G es un grafo conexo, con minimo grado 6 > 2, entonces G € F
0

v(G) < é BIV(G)] + s¢(G) + be(@)) .

Demostracion. Tenemos que 6(G) > 2 implica 6;(G; X) = 0 (Proposicién 2.26 (a)) y
|X| = 0. El resultado se obtiene a partir del Teorema anterior simplemente reemplazando

estos valores en la férmula de v (definida en 2.25, pagina 25).
O
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Los siguientes dos corolarios generalizan el Teorema de Reed 2.5 para nuevas clases de
grafos.

Corolario 2.30. [19] Sea G un grafo conexo de orden n con minimo grado § > 2 tal que

no contiene ciclos especiales ni bad-cut vértices, entonces
3n
GeF o v(G)< 3

Corolario 2.31. [19] Sea G un grafo conexo de orden n > 14 y 6(G) > 2 tal que no
contiene ciclos especiales ni bad-cut vértices, entonces

3n
G) < —.
Y(G) =
Demostracion. Si sigue del Corolario anterior teniendo en cuenta que todos los grafos de
la familia F tienen orden menor o igual a 13. OJ

Una observacién importante es que si §(G) > 3, el grafo G no admite Cy4 ni Cj induci-
dos, y en consecuencia no posee ciclos especiales ni bad-cut-vértices (Proposicién 2.26 (c)
y (d)). Ademads resulta que G es un grafo que no se puede reducir tipo 1 ni tipo 2, porque
los caminos que «se reducen» tienen vértices de grado 2, entonces G ¢ F. De esta manera,
la cota del Teorema de Reed (2.5) puede verse como un corolario del Teorema 2.29:
BIV(G)| + sc(G) + be(G)) = 3|VéG)| .

Sin embargo, dado que la demostracion del Teorema 2.28 usa el Teorema de Reed, no
es cierto que (2.29) sea un resultado més fuerte. En realidad, lo que se hace es relajar la
condicién sobre el minimo grado § de 3 a 2, y restringir la estructura del grafo para que
siga valiendo la cota v < %".

(G)>3 = 4(G)<

oo =

Observacién 2.32. (Demostracién del Teorema 2.3) Usando los pardmetros que defini-
mos, la cota de McCuaig y Shepherd también puede deducirse del Teorema 2.29 observando
que:

= todo grafo en Fig y Fi3 (v en particular, todo grafo en F \ G) cumple v(G) < %”

(Propiedad (c) de la familia F<;3)
<

» s5¢(G)+be(G)

2
gn.

2 (Proposicién 2.26 (b)) y por el Teorema 2.29: v(G) < 2 (3n + 2) =

La Proposicion 2.26 y las Propiedades de la familia F pueden combinarse para dar
nuevos corolarios del Teorema 2.29 y obtener familias de grafos que cumplen que el nimero
de dominacién « es a lo sumo tres octavos de n. Como por ejemplo:

Corolario 2.33. [19] Si G ¢ F tiene orden n, minimo grado § > 2 y no posee Cy ni C5
inducidos, entonces y(G) < 22

Demostracion. Aplicamos el Teorema 2.29 y por la Proposicién 2.26 (¢) y (d), tenemos
s¢(G) = be(G) = 0. O
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Corolario 2.34. [19] Si G es un grafo de orden n > 14, tiene minimo grado § > 2 y no
posee Cy ni C5 inducidos, entonces v(G) < 32

Demostracion. Esta afirmacion se deduce del Corolario anterior y el hecho que los grafos

en JF tienen orden menor o igual a 13.
O

Corolario 2.35. [19] Si G es un grafo de orden n > 14, G es 2-conexo y degg(u) +
degg(v) > 5 para todo par de vértices adyacentes, entonces v(G) < %".

Notar que (cuando G es 2-conexo) la condicién degg(u) + degg(v) > 5 para todo
(u,v) € E(G) es equivalente a: los vértices de grado 2 son un conjunto independiente.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.29 y la Proposicién 2.26 (e) y (f), pues ésta implica
que sc¢(G) =0 = be(G).
]

Recalcamos que hay muchos grafos en la familia F que no poseen Cy ni C'5 inducidos.
Los ejemplos mas sencillos son los ciclos Cr7, C'1g y C13 pero hay mas, por ejemplo el grafo
de la siguiente figura.

Figura 15: Un grafo en F sin Cy y C5 inducidos.

Con respecto a la cuestiéon de si las cotas de los corolarios anteriores son ajustadas o
no, presentamos los siguientes ejemplos. En ellos mostramos céomo construir una familia
infinita de grafos que alcanzan la igualdad en los Corolarios 2.33 y 2.34 (Ejemplo 2.36) y
Corolario 2.35 (Ejemplo 2.37). Es decir que mostraremos que todas las cotas son ajustadas.

Ejemplo 2.36. Las unidades basicas que vamos a usar para formar los grafos son:
= un ciclo bdsico, un grafo isomorfo a Cy

= una llave bdsica, un grafo isomorfo a un C7 al que se le ha anadido un vértice de
grado 1 (una hoja).

Para unir estas unidades consideramos ciertos vértices de enlace: en un ciclo béasico los
vértices de enlace seran un vértice cualquiera y los dos vértices a distancia 3; en una llave
basica el vértice de enlace sera la hoja.

Para armar un grafo G tomamos la unién disjunta de ¢ unidades bésicas y agregamos
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¢ — 1 aristas entre ellas de manera que: el grafo resulte conexo y las aristas agregadas
incidan en los vértices de enlace. Por ejemplo, en la Figura 16 el grafo G estd formado
por 5 unidades basicas. Remarcamos que un vértice de enlace puede ser extremo de varias
aristas de enlace y eventualmente de ninguna.

Todo grafo que podamos armar de esta manera tiene §(G) > 2 y no admite Cy ni Cj
inducidos. Esto implica, por el Corolario 2.33 o 2.34, que v(G) < 2|V(G)|. Observar que
para dominar los 8 vértices de una unidad bésica se necesitan al menos 3 vértices, incluso
si consideramos que los vértices de enlace ya estan dominados. Luego, se da la igualdad

1(G) = §IV(G)|.

Figura 16: Unidades basicas. Los vértices de enlace son los més grandes.

Ejemplo 2.37. Construimos un grafo G' que cumpla la igualdad en el Corolario 2.35 a
partir de un grafo H que sea 2-conexo y tenga un matching perfecto M. Por ejemplo, un
camino de orden par. Reemplazamos cada arista (u,v) de M por un grafo isomorfo a un
Cg con dos aristas extras, como en la Figura 17.

El grafo G que obtenemos es 2-conexo y cumple que los vértices de orden 2 forman un
conjunto independiente (y por el Corolario 2.35, resulta que y(G) < %|V(G)|) Ademés,
para dominar los 8 vértices de los grafos agregados se necesitan por lo menos 3 vértices,
incluso si consideramos que los vértices u y v ya estan dominados. Luego, el nimero de
dominacién es exactamente 3|V(G)|.

H G

NN

u (%

Figura 17: Construcciéon de G a partir de H = Cg. Los vértices en gris son los de grado
igual a 2 en G y forman un conjunto independiente.



2.3. PARAMETROS ESENCIALES EN LA COTA DE REED 31

La demostracién completa del Teorema 2.28 tiene muchos detalles técnicos que no
desarrollaremos en esta tesis. Presentamos sélo un resumen, y las ideas principales de la
demostracién. Los detalles estan en [19].

Esquema de la demostracion del Teorema 2.28. La demostracion es por induccion en las
secuencias (|V(G)| —|X|,|V(G)|) segin el orden lexicogréfico. Para simplificar la notacién
llamamos s(G) a la secuencia (|[V(G)| — |X|],|V(G)]) y s(G') a la secuencia (|[V(G")| —
| X[, IV(G")]). Recordamos el resultado del Teorema 2.28 y la férmula de ):

X=oyGeF, obien v(G;X)<y(G;X) (2.1)
V(G X) = é(3|V(G)| 151X + s¢(G: X) + be(Gs X) + 26,(G; X)) (2.2)

Cuando |V (G)| — |X| = 0, tenemos X = V(G) v v(G; X) = |X| = ¥(G; X). Lo que
constituye el caso base. Asumimos entonces que |V(G)| — | X| > 1y que el resultado (2.1)
vale para todo grafo conexo G’ y X' C V(G') (con degg(u) > 1 para todo wen V(G')\ X'),
tales que la secuencia s(G’) sea menor que s(G).

La demostracion del paso inductivo consiste en ir determinando las propiedades que
debe cumplir el grafo G si el resultado no vale. Como es de esperar, de todas formas
llegaremos a que G cumple el resultado (2.1).

1) Primero se prueba que |V(G)| > 3 y también §;(G; X) = 0.
Deducimos de esto que degg(u) > 2 para todo u € V(G) \ X.
También se prueba que no existen X-cut vértices ni ciclos X-especiales, es decir
be(G; X) =0y sc(G; X) =0.
Luego se prueba que ningtn vértice de X es un vértice de corte de G. Pues en caso
que z € X es vértice de corte y H1, Ha, ..., Hi, k > 2 son las componentes conexas de
G — x, se consideran los grafos G; = G|V (H;)U{x}] y los conjuntos X; = X NV (G;).
Las secuencias correspondientes cumplen s(G;) < s(G) y por hipdtesis inductiva
(X; # 9) v(Gi; X;) < ¥(Gy; X;). La linealidad de los pardmetros que definen
respecto a las componentes del grafo, permiten deducir que vale (2.1) para G.

11) En segundo lugar, se considera S el conjunto de los vértices de grado 2 que no estan
en X, S={seV(G)\ X, degg(s) =2} .Y se determina algunas propiedades del
conjunto S.

Para probar que S # @ se usa el Teorema de Reed: Si S = &, todo vértice en
V(G) \ X tiene grado mayor o igual a 3. Para asegurar que deg(z) > 3 cuando
r € X, modificamos G de la siguiente manera*. Agregamos |X| copias del grafo
de la Figura 18 e identificamos un z € X con uno de los vértices a, b o ¢ de R.
Claramente el grafo que se obtiene, G’, tiene minimo grado §(G’) = 3 y por el
Teorema de Reed (2.5), v(G') < 2|V(G")| = 2([V(G)| + 7| X]).

Observamos que se necesitan por lo menos 3 vértices para dominar cada copia de R
agregada. Mds aun, existe D’ un v-set de G’ que contiene a X y dos vértices en cada

4Esta construccién es la misma que usamos para armar el Ejemplo 2.6
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R. (Ver Figura 5) Entonces D = D' N V(@) es un conjunto dominante de G y
Y(G) |D| = |D'| = 2|X| = (G") — 2| X]

S(V(@)] +TIX]) - 21X] = SBIV(G)| +51X]) = w(G: X)

IN

IN

La tltima igualdad se debe a que en el punto (1) probamos que be(G; X) = sc(G; X)
=5(G;X)=0.

Figura 18: Grafo cubico R de ocho vértices con nimero de dominacién 3. Los vértices
marcados en negro, junto con a, b o ¢, forman un y-set de R.

I11)

Los vértices de S = {s € V(G) \ X, degg(s) = 2} inducen un subgrafo en G, el
siguiente paso es probar que no hay caminos de longitud 2 en este subgrafo. (Usando
que no hay ciclos X-especiales ni X-cut vértices.)

Luego se prueba que no hay aristas entre los vértices de S.

Resulta que S es un conjunto independiente en G y si u es adyacente a un vértice
de S, entonces degg(u) > 3 o u € X. Se prueba que esto tltimo no ocurre. Es decir
que s€ S,ue N(s) = u¢ X ydegg(u)> 3.

Esto permite probar que ningtin par de vértices de S pertenecen a un mismo ciclo
C4 que tenga un vértice de grado por lo menos 4 en G. Y después, que ningin par
de vértices de S estan en el mismo Cy.

Usando todo esto, se puede demostrar que el conjunto S es un packing de G. Esto
es: cualquier par de vértices de S estan a distancia por lo menos 3 en G.

Finalmente, consideramos un vértice s € Sy sus vecinos N(s) = {u,v}. Por lo que
vimos en el punto (11), u,v ¢ X.

Tomamos G' = G—N|[s| y X’ = X. Entonces |V (G")| = |[V(G)| -3y |X'| = | X|. Sea
(1 una componente conexa de G’ y X; = X' N V(Gy). El siguiente paso es mostrar
que

7(G1;X1> > w(Gl;Xl) AN Gy 7& G = ’}/(G;X) < w(G, X) .

Maés atn, se prueba que
NG X)) > (G X)) = (G X) <¥(G;X).

En consecuencia, podemos quedarnos con el caso v(G'; X') < (G'; X7).
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También se prueba que s¢(G'; X') = 0.

Se muestra que el vértice s de grado 2 puede elegirse de manera que be(G'; X') = 0.
En el grafo G’ se cumple que degg(w) > 1 Vw € V(G') \ X' porque si w queda
aislado el borrar {s,u,v}, el vértice w esté a distancia 2 de s y por (11), tiene grado
mayor o igual a 3. Una contradiccion.

Finalmente se prueba que 01(G’; X') = 0. De esta manera, teniendo en cuenta el
punto (1)

P(G X)) = SBIV(G)] +5[X))

BV = 3) +5IX]) = $(G:X) — ¢ < Y(G:X) 1.

| — ool —

Por otro lado, todo conjunto X’-dominante de G’ puede extenderse a un conjunto
X-dominante de G agregando el vértice s. Entonces,

V(G X) <v(G5X)+1 <G X)) +1 < (G X) .

Esto completa la demostracién del Teorema 2.28.

Para terminar el capitulo mencionamos algunos aportes de nuestro trabajo.

Los grafos que tienen bad-cut vértices tienen alguna de las estructuras de la Figura 12
(pagina 25). Es decir que no es necesario prohibir todos los Cy para que be(G) = 0 sino
sélo los C4 «malos».

Proposicion 2.38. Si G es un grafo que no tiene a Cs ni los grafos de la Figura 12 como
subgrafos inducidos entonces

be(G) =0 y sc(G)=0.

Demostracion. Tener en cuenta que al no tener los grafos de la Figura 12, no hay bad-cut
vértices y be(G) = 0. Un ciclo especial induce un Cj o el grafo (b) de la Figura 12. Como
ninguno de los dos es un subgrafo inducido en G tenemos sc¢(G) = 0.

O

Teniendo en cuenta la proposicion anterior y el Teorema 2.29 reescribimos el Corolario
2.33 como:

Corolario 2.39. Si G ¢ F tiene minimo grado ¢ > 2 y no tiene a C5 ni a los grafos de la
Figura 12 como subgrafos inducidos, entonces

3n

’Y(G)ﬁg-
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Con respecto a la busqueda de estas estructuras, mencionamos que decidir si existe
un subgrafo de G' que verifica condiciones de grado sobre sus vértices puede determinarse
en tiempo polinomial. En consecuencia es posible hallar los X-cut vértices y los ciclos
X-especiales en tiempo polinomial para cualquier conjunto X C V(G).

Sin embargo, determinar el pardmetro sc¢(G) en principio no es tan sencillo porque
involucra hallar la maxima cantidad de ciclos especiales disjuntos que no contienen bad-
cut vértices. Nosotros disenamos un algoritmo que consigue evaluar sc(G) para cualquier
grafo en tiempo polinomial y es el siguiente:

Algoritmo 1 Pardmetro sc(G)

Input: Un grafo G con los vértices numerados V(G) = {1,2...,n}.
Output: El valor de sc¢(G).

1) Hallar el conjunto BC' de los bad-cut vértices de G.

2) Hallar los ciclos especiales de G que no tienen vértices en BC.

3) Contar los ciclos especiales de G que forman el grafo A de la Figura 13 (péagina 25).
Llamamos s4 a este valor.

4) Armaremos un grafo auxiliar H a partir de los ciclos especiales como B y C de la
Figura 13.

- Por cada ciclo de la forma B, digamos vy, va, v3,v4,v5 con degg(vi) > 3 elegimos
dos vértices: v1 y v3 0 v1 y v4 (por ejemplo elegimos el menor niimero entre vs y vy).
Agregamos esos dos vértices a H y también una arista entre ellos.
- Por cada ciclo de la forma C' elegimos los vértices de grado mayor o igual a 3.
Agregamos esos dos vértices a H y también una arista entre ellos.

5) Hallar en H un matching maximo M. (Existen algoritmos que a partir de un grafo
G encuentran un matching méximo en tiempo O(nm). Por ejemplo, el algoritmo de
Edmonds.)

El matching hallado determina cuéales son los ciclos especiales B y C que seleccionamos.

6) return sy + | M|

Lema 2.40. El Algoritmo 1 obtiene el parametro sc(G).

Demostracion. Notar que todo ciclo especial B o C del grafo GG estd representado con
una arista en el grafo H, y dos ciclos especiales son disjuntos si y sélo si sus aristas
correspondientes en H no tienen extremos en comun. Entonces el tamano de un matching
maximo en H es la maxima cantidad de ciclos B o C disjuntos sin bad-cut vértices.

Dado que los ciclos especiales A son disjuntos con cualquier otro ciclo especial, la
maxima cantidad de ciclos especiales sin bad-cut vértices es:

sc(G) = sq+ M| .
O

Observacién 2.41. Notar que este algoritmo ademas del valor de be(G) y sc(G), puede
dar exactamente cudles son los vértices bad-cut, sus C,, asociados y un conjunto de tamano
maximo de ciclos especiales disjuntos que no contienen bad-cut vértices.
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A partir del Algoritmo 1 es posible incorporar una pequena modificacion para hallar
los X-cut vértices, be(G; X), los ciclos X-especiales y el valor de s¢(G; X). Si tenemos en
cuenta que determinar 0;(G; X) es lineal, llegamos a que evaluar la funcién ¢(G; X) para
un grafo cualquiera y X C V(G) puede hacerse en tiempo polinomial.

Dado que nuestro algoritmo encuentra cuales son los vértices involucrados y sabemos
que se necesitan dos vértices para dominar cada ciclo especial y cada C, U {u} con u
bad-cut vértice, podemos usarlo para obtener un conjunto D que domina esa parte del
grafo de manera 6ptima.

Corolario 2.42. Sea GG un grafo tal que todo vértice estd en alguna de las estructuras de
las Figuras 12 y 13. Entonces es posible hallar en tiempo polinomial un conjunto dominante
D que verifica
2[V(G)]

5

Demostracion. Repasamos los pasos del Algoritmo 1 para mostrar como se seleccionan los
vértices del conjunto dominante.

En el paso (1), al encontrar un bad-cut vértice u agregamos u a D y agregamos un
vértice de cada Cy inducido en G — u para dominar el vértice no adyacente con u. Hasta
ahora la proporcion

Dl <

Dl

vértices dominados por D

es menor o igual a %

En el paso (3) al encontrar un ciclo especial A seleccionamos dos vértices, entonces la
proporcién anterior sigue siendo menor o igual a %

En el paso (4) seleccionamos todos los vértices de H. Observar que cada arista e = (u, v)
de H representa uno o varios ciclos especiales B o C'y los vértices u, v dominan en G a los
ciclos representados. Por lo tanto, los vértices de H dominan al menos |V (H)| + 3|E(H)|
vértices en G.

Dado que |E(G)| > M, los |V (H)| vértices dominan al menos |V (H)|+ 2|V (H)| =
2|V(H)| vértices y se mantiene la proporcién buscada.

En consecuencia, el conjunto D que armamos domina todo el grafo y cumple

p| < 2V(0)
— 5 .






Capitulo 3

Producto de grafos

Si pensamos el producto como una operacién binaria entre grafos, el producto de G
y H puede ser definido de varias maneras. Sin embargo, al pedir propiedades naturales
como la asociatividad, los posibles productos son muy pocos. Un andlisis completo puede
encontrarse en [42].

La conjetura de Vizing, formulada en [41] en el afio 1968, propone una cota inferior
para el nimero de dominacién del producto Cartesiano de grafos. La cota parece natural
pero aun no ha sido probada convirtiéndose asi en el problema abierto méas importante en
dominacién de grafos.

En la primera seccion de este capitulo, definimos los productos de grafos y damos
propiedades de las matrices de adyacencia y la distancia en grafos producto.

En la segunda seccién estudiamos el problema de dominacién en el producto directo
y mostramos que la cota superior de v es multiplicativa y la cota inferior es aditiva en la
cantidad de factores. Mostramos ademéds que ambas cotas son ajustadas.

La tercera seccion esta dedicada al problema de dominacién en el producto Cartesiano.
Damos primero una cota superior y luego presentamos distintas alternativas que se estan
desarrollando para decidir si la cota inferior propuesta por Vizing es valida o no.

Uno de los enfoques es determinar las clases de grafos para los que la conjetura de
Vizing es valida. Nuestro trabajo aqui es mostrar que los grafos de intervalo salisfacen la
conjetura de Vizing. Otro argumento usa cierta particién de los vértices de los factores
y estudiamos como este argumento da una cota inferior multiplicativa para v y permite
probar la conjetura para grafos cordales. Por tultimo, presentamos nuestro trabajo en el
que mostramos que los grafos arco-circulares también satisfacen la conjetura de Vizing.

3.1. Tres productos fundamentales

En este seccién, siguiendo el libro [42], definiremos los tres productos fundamentales de
grafos y daremos algunas propiedades basicas que nos permitan atacar, en las siguientes
secciones el problema de conjunto dominante en grafos producto.

Definicién 3.1. El producto directo de los grafos Gy H es el grafo G x H = (V, E) con
vértices V = V(G) x V(H) y aristas ((u1,v1), (u2,v2)) € E si uj y ug son adyacentes en
G y v1 y v2 son adjacentes en H.

37
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El producto directo de grafos aparece en la bibliografia con distintos nombres como
por ejemplo: producto Kronecker, producto cruz, producto tensorial, producto o producto
categérico. Pero solo desde el punto de vista categdrico, sélo los ultimos dos nombres son
apropiados.

Definicién 3.2. El producto Cartesiano de los grafos G y H es el grafo GOH = (V, E)
con vértices V = V(G) x V(H) y aristas ((u1,v1), (u2,v2)) € E si uj = ug y v1 y va son
adjacentes en H o bien v1 = ve y u1 y uo son adjacentes en G.

Definicién 3.3. El producto fuerte de los grafos G y H es el grafo GX H = (V, E) con
vértices V =V (G) x V(H) y aristas E = E(G x H) U E(GUH).

La notacién x para el producto directo, [ para el producto Cartesiano y X para el
producto fuerte estan motivadas por cémo queda el grafo producto de dos aristas.

A modo de ejemplo y para mostrar las diferencias en las definiciones, la Figura 1
muestra los grafos producto de P3 y Pj.

P
s P3 X P4
o—o—o o
Py
Py
POP,
o—o0—0—o
Py
Py PRP
o—o0—0—o
Py

Figura 1: Productos de Grafos

A partir de las definiciones es inmediato probar que los tres productos son conmu-
tativos. Ya que la funcién (g,h) — (h,g) es un isomorfismo entre G « H y H % G para
cualquiera de los tres poductos anteriores.
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Con respecto a la asociatividad, la prueba de (G1 * G2) * G3 = G * (G2 * G3) no es
tan evidente pero es esencialmente por definicion.

Proposicién 3.4. Dados los grafos G1, Gy y G3, la funcién ((z1,x2), x3) — (21, (x2,23))
es un isomorfismo entre los grafos producto (G *G2)*G3 y G1 x (G2 * G3) para cualquiera
de los productos Cartesiano, directo o fuerte.

La asociatividad nos permite omitir paréntesis al trabajar con el producto de varios
grafos y usar notaciones como x%_,G;.

3.1.1. Matrices de adyacencia de grafos producto

Una manera natural de representar grafos es a partir de la matriz de adyacencia. Dado
un ordenamiento de los vértices de G, digamos uyq, ..., u,, la matriz de adyacencia es

A =(a;j)ij<n donde a;; = { é : z;y g son adyacentes

La matriz de adyacencia de los grafos producto puede obtenerse a partir de la matriz
de adyacencia de los factores usando el producto Kronecker de matrices: A® B es la matriz
armada por bloques poniendo en cada entrada a; ; un bloque igual a a; ; - B.

Para el producto directo, si Ag y Ay son las matrices de adyacencia de G y H respecto
al ordenamiento g1, g9, ...gn vy h1, ha, ..., hm. Se tiene que Ag « g = Ag ® Ap es la matriz
de adyacencia del producto cuando ordenamos a los vértices de la siguiente manera

(917 hl)) (gla h2)7 Xz} (gla hm)» (g27 h1)7 (927 h2)7 ) (927 hm)a (XX} (gn7 hl)a (gna h?)a (XY (gn7 hm) .

(Esto justifica que se use el nombre de producto Kronecker para el producto directo de
grafos.)

011
a=(05) =101 ) ass= (45
110

Producto Kronecker

Para el producto Cartesiano y el fuerte, si Aqg y Ay son las matrices de adyacencia de
G y H, tenemos que

Acog =1, @ Ag + Ag ® I,
Acrg = Ag @ Ag + 1, ® Ag + Ag ® Iy, .

Este punto de vista permite simplificar algunas demostraciones. Por ejemplo, si G es
bipartito su matriz de adyacencia es una matriz por bloques C' = ( fT ‘3). Si B es la matriz

de adyacencia de H, la matriz del producto directo G x H serda C ® B = (AT(()g)B A%B>

La forma por bloques de la matriz muestra que el producto es bipartito. Es decir que el
producto directo de un grafo bipartito por cualquier grafo H resulta bipartito.
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3.1.2. Proyecciones y distancia

Los vértices en G'* H son pares (u,v) son u € V(G) y v € V(H), para cualquiera de los
productos que definimos. Decimos que u es la coordenada G del vértice y v es la coordenada
H. Llamamos 7 a la proyeccion sobre la coordenada G (la primera coordenada en G« H).
Similarmente, 7z es la proyeccién a la coordenada H.

7 V(G)xV(H)—=V(G) v mg:V(G)xV(H)—=V(H).
Abusando de la notacién, también usaremos 7w (D) para D C V(G) x V(H). Es decir,

mq(D) ={u € V(G), tal que 3(u,v) € D}

Serd 1til en lo sucesivo considerar los vértices con la misma coordenada en G o en
H. Para eso fijamos la siguiente notacién. Dado un vértice v € H notamos con G, a los
vértices con coordenada H igual a v, es decir

G, = V(G) x{v} ={(u,v) JueG}.

Y diremos que G, es una copia de G en el producto G« H. Mas precisamente diremos que
es la copia de G correspondiente al vértice v € H.
Andlogamente, fijado u € G, H, es la copia de H correspondiente a u,

Hy = {u} x V(H) = {(u,v) [ ve H.

C5|:|P2 C5 X Pg 05 X PQ

Figura 2: Productos entre C5 y P2 y copias de C5 (en negrita) y P (en lineas punteadas).

Notar que, en los casos del producto Cartesiano o del producto fuerte, cada copia G,
(vista como subgrafo inducido en GOH o G X H) es isomorfa al grafo G. Mas atin, la
proyeccion g es un isomorfismo entre G, y G para todo v € V(H).

En cambio, en el producto directo, las copias G, inducen un subgrafo totalmente
disconexo en G x H. Ver Figura 2.

Observacién 3.5. Un homomorfismo entre los grafos G y H es una funcién ¢ : V(G) —
V(H) tal que (u,v) € E(G) = (¢(u), p(v)) € E(H).

Por la definicién del producto directo, en un grafo G = G x G2 X ... X G}, cada proyeccién
m; : G — G; es un homomorfismo. Ademads, dados un grafo H y una colecciéon de homo-
morfismos ¢; : H — G;, i = 1,..., k, queda definida la funcién x — (¢1(z), v2(z), ..., or(x))
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y resulta ser un homomorfismo ¢ : H — G.

De estos dos hechos se desprende que todo homomorfismo ¢ : H — G es de la forma
o(x) = (p1(x), p2(x), ..., px(z)) con p; : H — G; homomorfismos y m; 0 ¢ = ;.

Esta propiedad es justamente la propiedad universal del producto! en la categorfa de gra-
fos. Lo que justifica el nombre de producto categérico usado por algunos autores para el
producto directo.

Con respecto al problema de la distancia en los grafos producto, analizamos sélo los
productos directo y Cartesiano pues son los que usaremos mas adelante.

Lema 3.6. Sean (x,y), (u,v) vértices del producto directo G x H. La distancia en el grafo
producto cumple dg «x g((z,y), (u,v)) = min{d; 3 caminos de longitud d no necesariamente
simples de x a w en el grafo G y dey a v en el grafo H}.

Demostracion. >) Dado un camino de longitud minima d en el grafo producto G x H,
digamos C : (z,y) = (x1,vy1), (z2,92), ...y (Zg,y4) = (u,v). La proyecciéon 7g(C) es un
camino no necesariamente simple de z a u de longitud d en G. Ya que (x;,v;) ~ (Ti+1, Yi+1)
en X implica que x; y x;+1 son vértices (distintos) adyacentes en G. De la misma manera,
7w (C) es un camino no necesariamente simple de y a v de longitud d en H.

<) Por otro lado, sea d el minimo entero tal que existen caminos =11, =g, ..., Tq4=
wen Gy y=u, Y2 ..., Yya = v en H entonces los vértices (z;,y;) v (%it1,¥it+1) son
adyacentes en el grafo producto G x H para todo i = 1,...,d — 1. Es decir que (z,y) =
(x1,91), (x2,Y2), -y (d,yq) = (u,v) es un camino en G x H y la distancia en el grafo
producto es a lo sumo d. O

En particular, este lema implica que si no existen caminos, uno en G y otro en H, de
la misma paridad, entonces los vértices correspondientes estan en distintas componentes
conexas de G x H. El producto directo de grafos conexos no necesariamente es conexo.

Lema 3.7. Sean (x,y) y (u,v) vértices del producto Cartesiano GOH . La distancia en el
grafo producto cumple deop((z,y), (u,v)) = dg(x,u) + dg(y,v).

Demostracion. >) Dado un camino de longitud minima d en el grafo producto GLOOH,
digamos C : (z,y) = (x1,y1), (z2,92), -, (zd,y4) = (u,v). La proyeccién 7g(C) es una
sucesién de vértices en Gy (x;,yi) ~ (Tit1,Yit1) = i = Tiy1 0 (x5, 241) € E(G). Si en
la sucesién z1, xo, ..., x4 omitimos las repeticiones consecutivas de vértices, obtenemos un
camino en GG de = a u de longitud d; < d. De la misma manera 7y (C') induce un camino
de y a v de longitud dy < d en H. Ademas se verifica que d; + ds = d porque en cada par
(3, yi) ~ (it1,¥i+1) se cumple uno y sélo uno de z; = ;41 0 y; = y;+1. Esto prueba que
deo ((,y), (u,v)) = di + d2 = dg(@,u) + du(y, v).
<) Por otro lado, si tenemos caminos de longitud minima =1, 2, ..., 24, =u en G
Y Y=UY1, Y2, --., Yd, =0 en H entonces la sucesién de vértices en el producto Cartesiano
GOH, (x1,y1), (2, Y1) ooy (Tdy, ¥1)s (dy, Y2), -y (Tdy » Ydy ) €8 un camino de longitud dq +ds.
Esto prueba que daom((x,y), (u,v)) < dy + da = dg(z,u) + du(y,v)
O

!Sean C una categoria y {Xi, i € I} una coleccién de objetos de C no necesariamente distintos. Decimos
que X € C es el producto de los X; si existen morfismos p; : X — X; (llamados las proyecciones candnicas)
que satisfacen la siguiente Propiedad Universal: Para un objeto Y de C y una coleccién de morfismos
i 1 Y — X, existe un tnico morfismo ¢ : Y — X tal que p; o ¢ = ¢; para todo i € I.
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3.2. Dominacion en el producto directo de grafos

En esta seccion usaremos a menudo propiedades de la proyeccion de conjuntos de
vértices de G x H a los factores Gy H.

Lema 3.8. Si D un conjunto dominante de G x H, entonces mq(D) es conjunto dominante
del grafo G.

Mas atn, alcanza con pedir que D domine los vértices de una copia Gy, para un vértice
h € V(H) fijo.

Andlogamente, si D domina Hy para un g € V(G) entonces mi (D) es conjunto dominante
de H.

Demostracion. Dado g € G, el vértice (g, h) cumple que (g,h) € D o bien es adyacente a
(¢', ') € D en el producto directo. Entonces g € ng(D) o ¢’ € na(D) con (g,4") € E(G).
En ambos casos, resulta que g estd dominado por 7g(D). ]

Este lema implica que el nimero de dominacién del producto directo es mayor o igual
al nimero de dominacion de cada factor. Méas adelante conseguiremos mejores cotas infe-
riores usando la misma idea.

Un hecho importante es que la estructura del producto directo implica que si dos vérti-
ces (z,y) y (u,v) coinciden en alguna coordenada entonces no son adyacentes.

3.2.1. Cotas superiores para vy

Fijamos ahora un poco de notacién y damos cotas superiores ajustadas para v(G x H).

Notacién. Dados un grafo G y un conjunto totalmente dominante D, vp(G) es el tamano
del menor subconjunto de D que domina G.

Teorema 3.9. [6] Dados dos grafos cualesquiera G y H,
V(G x H) < min{yp(G)|D'| + vp/(H)|D| = vp(G)yp (H)}

donde el minimo se toma sobre todos los conjuntos totalmente dominantes D de G y D’
de H.

Demostracion. Sean D y D' conjuntos totalmente dominantes de Gy H y sean A C D y
B C D’ conjuntos dominantes de tamano vp(G) y v (H), respectivamente.

Afirmamos que X = (Ax D’) U (D x B) es un conjunto dominante de G x H. En
efecto, tomamos un vértice (u,v) ¢ X. Tenemos tres casos segun el siguiente esquema:

|A D G\D
B X X II
D | X 1 1
H\D' |m m 1
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I.Siue D\Aywv e D'\ B, como A es conjunto dominante de G, existe a € A
adyacente a u; como B es conjunto dominante de H, existe b € B adyacente a v.
Luego, el vértice (a,b) € X es adyacente a (u,v) en el grafo G x H.

1. Siu € G\ Dy v es cualquier vértice de H, u es adyacente a un vértice a € A, pues
A domina G y v es adyacente a d € D’ pues D’ domina totalmente H. Entonces
(a,d) € X es adyacente a (u,v).

1. Andlogamente, si u es cualquier vértice en G y v € H \ D', existe un vértice en X
adyacente a (u,v).

Esto prueba que X es un conjunto dominante de G' x H. Luego,

WGxH) < |AxD'|+|DxB|—|(AxD)N(Dx B)]
|A|ID'| + |D||B| — | A B]

vp(G)|D'| + |Dlyp (H) = vp(G)ypr (H)

ININ A

Corolario 3.10. [6] Para cualquier par de grafos G y H, sin vértices aislados,
(G x H) <3v(G)y(H) .

Demostracion. Sea A un vy-set de G. Agregando un vecino de u € A por cada vértice
aislado en el subgrafo inducido por A, se obtiene un conjunto D totalmente dominante.
Notar que y7p(G) = |A| = v(G) y puede pasar que D no tenga tamano v¢(G), sin embargo
se verifica |D| < 2|A| = 2v(G). De la misma manera, tomamos B un ~y-set de H y lo
extendemos a un conjunto totalmente dominante D’. El teorema anterior afirma que

V(G xH) < |Al-|D'|+|B|-|D| - |A]|-|B|
< G) - 29(H) +29(G) - y(H) —v(G)y(H) = 3v(G)v(H) .
O

Notar que si |D| < 2v(G), la desigualdad en (3.10) es estricta para cualquier grafo
H. Esto pasa cuando conseguimos A un y-set que no forma un packing. Por ejemplo, si
p(G) < v(G) hay vértices en el subgrafo inducido por A que no son aislados y por lo tanto
para armar D es necesario agregar menos de |A| vértices.

La cota del Colorario 3.10 es ajustada. Un ejemplo sencillo es G = H = P3, donde se
cumple que 7(G) = v(H) = 1. La Figura 3 es el producto directo. Tiene dos componentes
conexas, una de ellas es un Cy (que tiene nimero de dominacién 2) y la otra se puede
dominar con un vértice. Los 3 vértices marcados forman un -set de P3 x P3. Se pueden
armar mas ejemplos de grafos que alcancen la igualdad en (3.10) tomando uniones disjuntas
de Ps. Es decir G = Ui P35, H = UJL, Ps.

Ahora mostraremos una construccién para obtener grafos conexos que cumplan la
igualdad en el Corolario 3.10. Esta construcciéon permite obtener grafos con ntmero de
dominacién arbitrario y puede hacerse en tiempo polinomial.
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o—-o0o—0
Figura 3: Grafo P3 x Pj

Consideramos un grafo G tal que p(G) = v(G) y existe un conjunto D que es, simul-
taneamente, maximo packing y v-set de G. Después veremos como conseguir grafos asi.
Notamos G al grafo que se obtiene al agregar dos hojas a cada uno de los vértices de D.
Este nuevo grafo tiene un tinico conjunto y-set que es D.

Proposicién 3.11. [6] Sean G y H grafos conexos cada uno conteniendo un conjunto que
es simultdneamente maximo packing y ~-set. Entonces v(GTx HT) = 3v(GT)y(H™).

Demostracién. Sean Dy D’ minimos conjuntos dominantes de G y H. Armamos los grafos
G y H" y notamos z, y 2, a las hojas (en G*) de un vértice z € D. Similarmente, y, y
yq son las hojas de y € D" en H™.

En el producto GTx HT cada vértice de D x D' tiene las siguientes hojas: (xp,yp),
(p,Yq), (g, Up), (xq,vq). (Ver los vértices grises de la Figura 4). Se sigue que cualquier
conjunto dominante minimo de G*x H* debe contener a D x D’. Probaremos que cual-
quier conjunto dominante debe tener como minimo 3|D||D’| vértices.

Sean (z,y), (u,v) vértices distintos de D x D’ observar que los vértices (z,yp), (z,Yq),
(p,v), (z4,y) inducen un subgrafo C(z,y) isomorfo a Cy. (Ver Figura 4). De la misma
manera el subgrafo C(u,v) es isomorfo a Cy Afirmamos que C(u,v) y C(z,y) estan a
distancia por lo menos 4. Aqui usaremos fuertemente el Lema 3.6. Primero, (x,y) y (u,v)
tienen al menos una coordenada distinta, digamos = # u, entonces D¢g(x,u) > 3 porque
x,u € Dy D es packing. Por lo tanto dg+y g+ ((x,y), (u,v)) > 3.

Maés atn, la distancia en G entre una hoja de x y el vértice u es por lo menos 4, y entre
una hoja de x y una hoja de u es por lo menos 5. Por lo tanto la distancia en GTx H*
entre

I. un vértice (x;,y) y cualquier vértice de C'(u,v) es por lo menos 4
II. un vértice (x,y;) y (uj,v) es por lo menos 4

Nos queda ver que la distancia entre (z,y;) y (u,v;) es por lo menos 4 para i, j € {p,q}.
Siy # v esto vale por la distancia en la segunda coordenada. Si y = v notar que los caminos
en H que empiezan y terminan en un mismo vértice o que van de y, a y, tienen longitud
par. Entonces la distancia en GTx H™ entre

111 un vértice (z,y;) y (u,v;) es par y mayor o igual que 3, o sea por lo menos 4

Se sigue que un vértice en Gt x H' no puede dominar simultaneamente un vértice en
C(z,y) y uno en C(u,v). Por lo tanto se necesitan 2 vértices para dominar cada C(x,y).
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H Yp
Yy
Yq
T, Zy U, u Ug
oO—-=~e—0 o—————O
G

Figura 4: C4 asociados a (z,y) y (u,y)

Ademds afirmamos que esos vértices no estan en D x D', En efecto, un vértice (g, h) en
C(z,y) tiene la coordenada g € D o bien la coordenada h € D’. Si g € D, un vértice
(u,v) € D x D' cumple u = g o N[u| N N[g] = @. Entonces u y g no son adyacentes. El
caso h € D’ es andlogo.

Concluimos un conjunto dominante de G*x H™ debe contener a D x D’ y dos vértices
por cada C4 que corresponde a (z,y) € D x D'. Asi,

NG HY) > 3D x D'| = 37(GHy(HY) .

El Corolario 3.10 da la otra desigualdad, completando la demostracién.
O

Hay muchos grafos que verifican las hipdtesis de la Proposicién 3.11. Tomando un grafo
conexo cualquiera, subdividimos cada arista con dos vértices intermedios. Los vértices del
grafo original forman un méximo packing y también un -set y esta construccién puede
hacese en tiempo polinomial.

En algunos casos, la cota del Teorema 3.9 puede expresarse mas explicitamente. Por
ejemplo:

Corolario 3.12. [6] Sean G y H grafos que tienen un ~v-set que puede extenderse a un
~v¢-set. Entonces

NG x H) <y(G)vi(H) +7(G)y(H) = (G)y(H) .

Demostracion. Aplicamos el Teorema 3.9 para A y A’ conjuntos dominantes minimos de
G y H que se extienden a D y D’ conjuntos totalmente dominantes de tamano minimo.
De esta manera tenemos vp(G) = |A| = v(G) y |D| = %(G). Similarmente para H,
o (H) = [A] =~(H) y |D'| = n(H).

O

Corolario 3.13. [6] Si se verifica 7(G) = 7(G) y v(H) = v(H). Entonces

VG x H) <~(G)y(H) .
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3.2.2. Cotas inferiores para v

A continuacion presentamos resultados sobre cotas inferiores para el niimero de do-
minacion en el producto directo. La cota superior para v es multiplicativa, sin embargo
veremos que la cota inferior no es multiplicativa sino aditiva.

Teorema 3.14. [34] Dados G y H grafos,

(G x H) > méx{p(G)y(H), p(H)v(G)} .

Demostracion. Sean D C G x H un conjunto dominante de tamano minimo y A C G un
packing. Para cualquier par de vértices distintos aj, as € A tenemos que dg(ai,as) > 3 ya
que los vecindarios cerrados son disjuntos. Entonces la distancia entre cualquier vértice
de H,, y uno de H,, es por lo menos 3 (Lema 3.10). Y por lo tanto ningin vértice en el
producto directo puede dominar simultdneamente vértices de H,, y H,,.

Fijado a € A, los vértices D; C D que dominan H, cumplen que 7y (D7) es un conjunto
dominante de H (Lema 3.8).

Hemos probado que usando |D| vértices es posible armar |A| conjuntos dominantes de
H. Analogamente, dado B un packing de H es posible armar |B| conjuntos dominantes
de G. En conclusién,

D] =7(G x H) = méx{p(G)y(H), p(H)Y(G)} -
O

Usando este resultado obtenemos que si G y H verifican las hipétesis del Corolario
3.13 y ademés p(G) = v(G) o p(H) = v(H), entonces v(G x H) = v(G)v(H).

El Teorema 3.14 puede mejorarse un poco al reemplazar v por ~;.

Teorema 3.15. [36] Sean G y H grafos sin vértices aislados y packing number p,

NG x H) = méx{p(G)y:(H), p(H)7:(G)} -

Demostracion. Sean D un conjunto dominante minimo de G x H y A un maximo packing
de G. Los conjuntos Nla] x V(H) para a € A son disjuntos de a pares. Entonces alcanza
con probar que |D N Na] x V(H)| > v(H). Pues esto implica que con |D| vértices es po-
sible armar |A| conjuntos totalmente dominantes de H. Es decir, v(G x H) > |A|w(H) =
p(G)v(H). Y andlogamente para p(H)v:(G).

Fijado a € A llamamos M = D N (NJa] x V(H)). Cada vértice de H, estd dominado
por M. Si (a, h) estd dominado s6lo por si mismo, cambiamos M quitando el vértice (a, h)
y agregando (a’,h') con a ~a' y h ~ K (a’ y I/ exiten porque G y H no tienen vértices
aislados). Luego de hacer esto para cada (a,h) dominado sélo por si mismo, llegamos a
un nuevo conjunto M con la propiedad de que cada (a,h) con h € H tiene un vecino en
M (es decir que M domina totalmente a H,). En consecuencia cada vértice h € H tiene
un vecino en 7y (M). Es decir que 7 (M) es un conjunto totalmente dominante de H y

w(H) < |mp(M)| < |M] < [D N (Nla] x V(H))] .



3.2. DOMINACION EN EL PRODUCTO DIRECTO DE GRAFOS 47

Hay trabajos en los que se calcula el nimero de dominacién del producto directo de
ciertos grafos. Estos resultados involucran productos de dos caminos, el producto de un
camino por el complemento de un camino, el producto de un K5 por un arbol, el producto
de un grafo bipartito por un ciclo impar y pueden encontrarse en [15, 26, 27].

Antes de probar la cota inferior ajustada del nimero de dominacién, calcularemos el
nimero de dominacién para el producto de finitos grafos completos:

t
Teorema 3.16. [32] Sea G = X K,, cont >3 yn; > 2 para todo i, entonces
i=1

1=

Y(G)>t+1.

Demostracion. Por el contrario, supongamos que existe un conjunto dominante de ta-

{(m‘gl),xél), - xil)), (a:](f), xéQ), ...,a:,@), e (xgt),xgt), ...,xgt))}. Y

mano t, digamos D =
sean Y, 2, vértices distintos de K, para k =1,...,t.

Supongamos que existe un coordenada i tal que al menos dos vértices de D coinciden en
la coordenada 7. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que es la primera coordenada.
Si mgl) = x§2) # :cgs) para s > 2, consideramos los vértices

((1) (3) ,.(4) ®) )

1) (3) (4
] Ly Ly ey Ty, Yt ( (1) 263 $z())) (*) ),

y Ty 5Ty, 7"'1xt_1azt

Estos vértices coinciden con cada vértice de D en al menos una coordenada. Por lo tanto
no son adyacentes a ningun vértice de D. Como ambos tienen la primera coordenada igual
a la del primer vértice de D, al menos uno de ellos no estd en D. Entonces ese vértice no
estd dominado. Lo cual es absurdo.

Si l'gl) = mf) =..= l'gj) # :L'gs) para s > j, siguiendo la misma idea consideramos los
vértices de la forma

(acgl),xéﬁl),xéjﬁ), ...,$§i)j,Wt_j+1, woywy) , con wg € {yk, 2} -

Estos vértices no son adyacentes a ningun vértice de D (pues coinciden en alguna coor-
denada) y sélo pueden ser iguales a los primeros j vértices de D. Como hay 2/ vértices
de la forma anterior y 2/ > j, tenemos que existe un vértice que no estd en D y no
estd dominado. Absurdo.

La otra situacién seria que fijada una coordenada cualquiera, los elementos de D fueran
todos distintos. Entonces el vértice (xgl),xg), ...,xgt)) no esta en D y no es adyacente a
los vértices de D, es decir, no estd dominado. Nuevamente, absurdo.

Luego, un conjunto dominante de G debe tener por lo menos t 4+ 1 vértices.
O]

La cota del Teorema 3.16 es ajustada, y también es ajustada como cota del ntimero
de total dominacién. (Recordar que siempre se cumple v, > +.) Eso lo podemos ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.17. [32] Sea G = x!_, K,,, donde t > 3 y n; > t para todo 4, entonces

YG)=%(G)=t+1.
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En efecto, numeramos a los vértices de cada K, con los nimeros del 0 al n; — 1 (por
hipétesis n; — 1 > t). Probaremos que el conjunto D = (0,0,...,0),(1,1,....1), ..., (£, ¢,..., 1)
domina (totalmente) a G.

Dado que G es producto directo de grafos completos, dos vértices de G son adyacentes si
y s6lo si no coinciden en ninguna coordenada K,,. Sea z = (x1,x2,...,2¢) € V(G)\ Dy
supongamos que no estd dominado. Entonces x y cualquier vértice en D deben coincidir
en una coordenada. Pero no es posible que los ¢ 4+ 1 elementos {0, 1, ..., ¢t} aparezcan en las
t coordenadas de x. Por lo tanto D es un conjunto dominante. Ademés induce un subgrafo
completo en G, entonces resulta totalmente dominante. Esto implica que v(G) < %(G) <
|D| =t + 1. La cota del Teorema 3.16 da la otra desigualdad.

El ejemplo anterior muestra que para el producto directo de grafos completos el niimero
de dominacion es lineal en la cantidad de factores. En consecuencia, las cotas inferiores
para v(G x H) no pueden ser multiplicativas en v(G) y v(H ). Probaremos a continuacién
una cota inferior aditiva para el niimero de dominacién del producto directo y mostraremos
con una serie de ejemplos que la cota es ajustada.

Teorema 3.18. [32] Sean G y H dos grafos,
WG xH) =2~(G)+~(H) - 1.

Demostracion. Supongamos que existe un conjunto dominante D con |D| = v(G)+~(H)—
2. Por el Lema 3.8 tenemos que las proyecciones de D sobre G y H son conjuntos domi-
nantes. Entonces |r¢(D)| > v(G) y |mu(D)| > v(H). Notar que si v(G) = 1 queda que
|D| =~v(H)—1y mg(D) es conjunto dominante de H de tamano menor que v(H), lo cual
es absurdo. Por lo tanto podemos asumir que v(G),v(H) > 2.

Dado que (D) domina G, tenemos |rg(D)| > v(G) y por lo tanto existe un subcon-
junto de D,

Do = {(z1,11), (22, 42), -+» (Zy(c)-1, Yy (c)-1) } »

tal que las primeras coordenadas son distintas entre si.

Como |7g(Dy)| = v(G) — 1, tomamos un = € V(G) que no esté dominado por 7g(Dy)
(esto es: & no es adyacente a ningin vértice en mg(Dy) v  no estd en mg(Dp).) Notar
que |D\ Do| = ~v(H) =1y |mg(D\ Dy)| < v(H) por lo que existe y € V(H) que no
estd dominado por my (D \ Dp). Resulta que el vértice (x,y) no estd dominado por Dy
(pues la primera coordenada no es adyacente ni igual a los vértices en 7g(Dg)) y no
estd dominado por D \ Dy (pues la segunda coordenada no es adyacente ni igual a los
vértices en (D \ Dy)). En conclusién, D no domina el vértice (x,y). Absurdo.

O

La cota inferior dada por del Teorema 3.18 es ajustada. Podemos usar el Ejemplo 3.17
para armar familias de grafos producto con nimero de dominacién arbitrario que alcancen
la igualdad en (3.18).

Tomamos G = H = X} ; Kop41 con n > 3. Por el Ejemplo 3.17 estos grafos tienen
numero de dominacién n+1y v(G x H) = 2n+ 1. Con estos ejemplos, conseguimos grafos
que alcanzan la igualdad en (3.18) y (G x H) es impar y mayor o igual que 7.

Para el caso par, podemos tomar G = K3, y H = K;”n_l con n > 3. Se cumple que
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Y(G) =n+1,7(H) =ny (G x H) = 2n. En [32] se dan ejemplos para cuando G x H
tiene nimero de dominacién menor o igual que 5. Con el resultado llamativo que si G

y H son grafos que alcanzan la igualdad en el Teorema 3.18, y no son K; entonces
|7q(D)| = |mu(D)| = v(G)y(H) — 1 (donde D es y-set de G x H).

Finalizamos esta seccién comentando que en 1995 Gravier y Khelladi plantearon una
conjetura parecida a la conjetura de Vizing: v(G x H) > v(G)y(H) . En 1996 Nowakowski
y Rall [34] e independientemente, Klaszar y Zmazek probaron que esta afirmacion es falsa
mostrando una serie de contraejemplos. Los ejemplos que armamos en el parrafo anterior
también constiruyen una serie de contraejemplos ya que

Y(G)Y(H) —v(Gx H)=(n+1)(n+1) - (2n+1) =n?.

3.3. Dominacién en el producto Cartesiano de grafos

El problema de dominacién en el producto Cartesiano estd inevitablemente ligado a la
conjetura de Vizing que enunciamos a continuacion.

Conjetura 3.19 (Vizing). [41] Para cualquier par de grafos G y H, se cumple
Y(GOH) > y(G)y(H) .

En esta seccién presentaremos primero una cota superior para y(GLOH) para después
tratar el tema de las cotas inferiores. Posteriormente desarrollaremos las distintas alter-
nativas para tratar la conjetura de Vizing. Esto nos permitird ir encontrando varias clases
de grafos que verifican la conjetura de Vizing y presentar nuestro trabajo que prueba la
conjetura para los grafos de intervalo y los arco-circulares.

Lema 3.20. Si D un conjunto dominante de GOH entonces wg(D) es un conjunto do-
minante del grafo G.
Mas en general, sean A C V(G) y D C V(G) x V(H) tales que D domina una copia
Ay, para un h € H en el producto Cartesiano, entonces wg(D) domina A en el grafo G.
Andlogamente, dado B C V(H) si D domina By en GOH para un g € G entonces
w (D) domina B en H.

Demostracion. Dado a € A el vértice (a, h) cumple que pertenece a D o bien es adyacente

a (u,v) € D en el producto Cartesiano. Lo que implica que a = u o (a,u) € E(G). Por lo

tanto a € m¢(D) o u € mg(D). En ambos casos resulta que a estd dominado por g (D).
O

Proposicién 3.21. [40] Para cualquier par de grafos G y H se tiene
V(GOH) < min{y(G)|V(H)[,(H)|V(G)]} .

Demostracion. Sea D un conjunto dominante de G de tamaiio minimo. Observar que esto
implica que los vértices de la forma D x{h} dominan la copia Gj,. Entonces D x V(H) es
un conjunto dominante de GOH y por lo tanto v(GOH) < |D||V(H)| = ~v(G)|V (H)].
Similarmente, v(GOH) < v(H)|V(G)]|.
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Una observacion importante es que la estructura del producto Cartesiano GLIH implica
que un vértice (u,v) sélo puede dominar vértices en la misma copia G, o H,, y sélo puede
ser dominado por un vértice que coincida con (u,v) en al menos una coordenada.

Esta observacién sera la base de algunos de los teoremas que desarrollaremos. En
particular, nos permite establecer una cota inferior.

Proposicién 3.22. [13] v(GOH) > min{|V(G)|, |V (H)|} .

Demostracion. Supongamos que D domina el producto Cartesiano y |D| < |[V(G)| <
|V (H)|. Por lo tanto existe g € V(G) tal que H, no contiene ningtin vértice de D. Cada
vértice (g, h) con h € V(H) estd dominado por un vértice en D de la forma (gp, h) (y estos
vértices son todos distintos porque tienen la segunda coordenada distinta). Llegamos a
|D| > |V (H)| que es una contradiccion.

O

Teorema 3.23. [23] Dados dos grafos G y H, se tiene que
Y(GOH) > max{p(G)y(H), p(H)v(G)} -

Demostracion. La prueba es similar al caso del producto directo. Consideramos D un
conjunto dominante de GOH y A un méximo packing de G. Los conjuntos D N Nla] son
disjuntos dos a dos. Ademds, un vértice en D N N[a] no puede dominar vértices en H,
paraad € Ay d # a.

Por lo tanto la copia H, estd dominada por D N NJa] y por el Lema 3.20 la proyeccién
7 (D N Na]) es un conjunto dominante de H. Es decir que con |D| vértices es posible
armar |A| conjuntos dominantes de H y resulta que

D] = [Aly(H) = p(G)y(H)

para cualquier conjunto dominante D.
Similarmente, v(GOH) > p(H)v(G).

3.3.1. La conjetura de Vizing en subclases de grafos

Dado un grafo G' decimos que G satisface la conjetura de Vizing o bien que la conjetura
es valida para G si se verifica que v(GOH) > v(G)y(H) para cualquier grafo H.

Con los resultados anteriores podemos obtener algunas clases de grafos para los cuales
vale la conjetura de Vizing.

Proposicién 3.24. Si G es un grafo con v(G) = 1, entonces la conjetura de Vizing es
valida para G.

Demostracion. Observar que la proyeccién sobre H de un conjunto dominante D de GLUH,
resulta ser un conjunto dominante de H (Lema 3.20). Si consideramos D un 7-set tenemos:

V(GOH) = |D| > |wg(D)| = v(H) =~(G)y(H) .
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Proposicién 3.25. Si G es un grafo con p(G) = v(G), entonces la conjetura de Vizing es
valida para G.

Demostracion. Es un corolario inmediato del Teorema 3.23.
O

Una familia de grafos que tienen méaximo packing igual al nimero de dominacion son
los drboles? (probado en [31]).

La conjetura de Vizing también es valida cuando G y H son caminos o ciclos. En ese
caso el producto Cartesiano es un grafo grilla. El argumento puede armarse observando
que un vértice en el producto Cartesiano puede dominar a lo sumo 5 vértices y luego

comparar y(G)y(H) = [m-‘ {@-‘ con w

También se conoce con exactitud el nimero de dominacién de P,OP,, y C30C,,, [22, 25],

n—+1

n
PROP, = [ w y Ca0C, =n— LZJ .
Nosotros probaremos la conjetura de Vizing para dos clases de grafos que son mas
generales: los grafos de intervalo y los grafos arco-circulares. Estas clases contienen a los
caminos y ciclos, respectivamente.

Conjetura de Vizing para grafos de intervalo.

Definicion 3.26. G es un grafo de intervalo si tiene un modelo de interseccién de itervalos.
Es decir si existe una familia de intervalos abiertos Z que representa a los vértices de G
tal que I, N I, # @ < (u,v) € E(G).

En cada intervalo I, = (s,t), s es el start-point y t el end-point.

La Figura 5 ejemplifica esta definicién. Otro ejemplo de grafos de intervalo son los
caminos P,.

Figura 5: Modelo de interseccion de intervalos y el grafo que representa.

Observamos que un grafo de intervalo puede tener mas de un modelo de interseccién
de intervalos que lo represente. Ademas dado un grafo de intervalo G es posible dar en
tiempo lineal un modelo de intervalos Z para G.

El siguiente algoritmo es lineal y encuentra un ~-set y un maximo packing de un grafo
de intervalo.

2Un drbol G es un grafo conexo que no tiene ciclos.
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Algoritmo 2 Maximo packing y Conjunto dominante minimo de grafos de Intervalo

Input: El modelo Z = {(s;,t;)}i=1..n con s1 < s9 < ... < sy, del grafo G.
Output: Un méaximo packing P y un y-set D.
1) Consideramos el primer end-point ¢, y agregamos el vértice p a P.

Notar que p es adyacente s6lo a los primeros intervalos.
Entre los intervalos que contienen el punto ¢, elijo aquel cuyo end-point sea mayor que
el resto. Este es el vértice d que seleccionamos para D. Ver ejemplo en la siguiente
figura.
Notar que d domina N[p] y domina a todo vértice cuyo intervalo tiene s < t4. Puede
pasar que p = d.

2) Para elegir el siguiente vértice consideramos sélo los intervalos que empiezan después
del punto t4. Y repetimos el procedimiento de 1.

3) El conjunto P es un packing porque al elegir un ps nuevo lo hacemos de manera que
el intervalo Ipy tenga su start-point después de todos los end-point de la vecindad de
p1. Esto implica que Ips es disjunto con los intervalos de todos los vértices en P y sus
vecinos, hasta ese momento.

4) El conjunto D es dominante porque domina a todos los intervalos que empiezan entre
el ty anterior y el ty. Ademas el ultimo vértice que elegimos es el que tiene end-point
mayor a todos los end-points de intervalos del modelo.

5) return Py D

En la siguiente figura mostramos como funciona el algoritmo en un ejemplo concreto.

D1 do
— P
A o P
L | L | |—|
D2 p3 = d3 —
| |
d1 tdl

Vértices que selecciona el Algoritmo 2 para el modelo 7.

Dado que P es un packing particular y D es un conjunto dominante particular,
[P| < p(G) <~(G) < |DI.

Por construccion hay una correspondencia 1 a 1 entre los vértices de Py los de D, entonces
|P| = |D|, y tenemos que p(G) = v(G) para grafos de intervalo. Ademds concluimos que
los conjuntos P y D que construye el algoritmo son respectivamente un maximo packing
y un v-set de G y esta construccién puede hacerse en tiempo lineal. Por la Proposicién
3.25 tenemos:

Proposicién 3.27. La conjetura de Vizing es valida para grafos de intervalo.

Una alternativa para probar la conjetura de Vizing es el método constructivo propuesto
por Hartnell y Rall en [16]. El planteo consiste en empezar con una clase C de grafos que
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verifican la conjetura y definir operaciones tales que, aplicadas a un grafo de C, mantienen
la validez de la conjetura. Desde esta perspectiva el objetivo es probar que todo grafo
puede obtenerse a partir de la clase C aplicando finitas operaciones.

En esta direccién analizamos en qué situaciones podemos prescindir de un vértice o
una arista en cuanto a la validez de la conjetura de Vizing.

Proposicién 3.28. [18] Sean GG un grafo tal que la conjetura de Vizing es vélida para G
y v un vértice de G tal que 7(G —v) = y(G) — 1. Entonces la conjetura de Vizing es vélida
para G — v.

Demostracién. Sean G' = G —v y H un grafo cualquiera. Dado D un conjunto dominante
minimo en G'JH podemos armar un conjunto dominante de GOH agregando a D un
conjunto dominante minimo de la copia H, (es decir que agregamos a D los vértices (v, h)
para h en un y-set de H). Entonces v(G'OH) + ~v(H) > v(GOH) > v(G)vy(H) de donde
se obtiene

Y(G'OH) > y(G)y(H) —~v(H) = ~(G")y(H) .
O

Un subgrafo recubridor o spanning subgraph de G es un subgrafo G’ con el mismo
conjunto de vértices que G. En otras palabras, G’ es el resultado de eliminar de G algunas
aristas pero ningiin vértice.

Proposicién 3.29. [16] Sean G un grafo que satisface la conjetura de Vizing y G’ un
subgrafo recubridor de G' con v(G') = +(G). Entonces la conjetura de Vizing es vélida
para G'.

Demostracién. Dado que G’ es un subgrafo recubridor de G, tenemos que G'JH es un
subgrafo recubridor de GOH y por lo tanto v(G'OH) > v(GOH) (un v-set de G'OH es
en particular conjunto dominante de GOH).
Y por hipétesis, v(GOH) > v(G)y(H) = ~v(G")y(H).
]

Uno de los primeros avances importantes en cuanto a la Conjetura de Vizing fue el
resultado de Barcalkin y German, publicado en 1979. Y permite probar la conjetura para
varias clases de grafos. En consecuencia los grafos que satisfacen las hipétesis del Teorema
3.31 son llamados BG-grafos.

Definicion 3.30. Decimos que un grafo G es descomponible si existe una particién de sus
vértices en 7(G) conjuntos: V(G) = Q1 U Q2 U ... U Q) de manera que cada Q; induce
un subgrafo completo en G.

Teorema 3.31 (Barcalkin y German). [4] Sea G’ un grafo tal que existe un grafo
descomponible G de manera que G' es un subgrafo recubridor de G y v(G') = ~(Q).
Entonces la conjetura de Vizing es vdlida para G'.

Demostracion. Por la Proposicién 3.29 alcanza con probar el caso G’ = G, es decir, probar
la conjetura de Vizing para un grafo descomponible. Partimos V(G) en los conjuntos
®@1,Q2, ..., @ (@) que inducen, cada uno, un subgrafo completo en G.
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Sean H un grafo cualquiera y D un conjunto dominante minimo de GLJH . Considera-
mos los conjuntos D; = DN (Q; x V(H)) para i = 1,2,...,7(G) y los subgrafos completos
Kiy = Q; x{v}. parai=1,2,...,v(G) y v € V(H). (Ver la Figura 6)

Usaremos algunos de estos subgrafos completos para probar el resultado. Notar que
los siguientes conjuntos son disjuntos:

R = {Kj,/ ningun vértice de Kj;, estd dominado por un vértice de D;}
S = {KW/D N Ky # @}

D, Do D3 QW(G’) X V(H)
! ] i ——
H o0 o0
oeo
o0 o0
oo o .. K, eR
°e° 1 K.eS
®@ OO0
K, gdRUS
G
Q1 Q2 Q3 Qyc)

Figura 6: Particion de G y subgrafos K;, en GLJH

Observamos que por la estructura del producto Cartesiano, cualquier vértice de K, €
R esta dominado por un vértice de D con la misma coordenada en H, es decir, un vértice
de DN Kj, con j # 1.

Probaremos que |R US| > ~v(G)y(H) y también |D| > |[RUS|.

En primer lugar construimos v(G) conjuntos dominantes de H. Fijado i, 1 < i < ~(G),
llamamos R; = {K;, € R,v € V(H)}, S; = {Kiy € S,v € V(H)} y consideramos el
conjunto D' = {v € V(H) tal que K;,, € R; US;}. Afirmamos que este conjunto domina
H. En efecto, para w € V(H) tenemos que Kj,, estd dominado por D y

Kiw¢73iUSi = Kiw¢8 y Kiw¢'R

= K;wnND=gy K, tiene al menos un vértice dominado por D;.

Por la estructura del producto Cartesiano, ese vértice de Ky, estda dominado por un ele-
mento de D N K;, con z # w. Resulta que K;, € S; C R;US; , z € D'y z domina w en
H. Luego D' es un conjunto dominante de H y |R; US;| > «v(H) y sumando sobre todos
los 1,

RUS| = ~(G)v(H) -
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Por otro lado, si fijamos la segunda coordenada v € V(H) tenemos los conjuntos:
D, = DNGy, Ry = {Riv € R,1 <0 < 4G}y S = {Siw € S,1 < i < 7(G)}.
Vamos a armar un conjunto dominante de cada copia de G. Cada subgrafo K;, en R,US,
estd dominado por un vértice en D,. Agregamos a D, un vértice de Kj;, por cada Kj;, que
no estd en R, US,. Notar que agregamos exactamente v(G) —|R, US,| vértices. Entonces,
|Dy| + (7(G) — Ry US,|) > v(G) de donde se deduce que |D,| > |R, US,]|. Y, sumando
sobre todos los v en V(H),

[D| = [RUS|Z~(G)v(H) -

El siguiente corolario muestra la utilidad del Teorema de Barcalkin y German.
Corolario 3.32. [4] La conjetura de Vizing es vélida para los grafos con v(G) = 2.

Demostracién. Sea G' un grafo con y(G’) = 2. Armamos otro grafo G agregando a G’
el méaximo nimero de aristas manteniendo v(G) = 2. (Resulta que G’ es un subgrafo
recubridor de G.) Por el Teorema de Barcalkin y German, alcanza con probar que el grafo
G es descomponible.

Sea 1 € V(G) un conjunto completo maximal®. Tenemos que Q1 C V(G) pues de lo
contrario 7(G) = 1. Veamos que Q2 = V(H) \ Q1 induce un subgrafo completo en G. En
efecto, sean u y v dos vértices no adyacentes y probemos que no pueden estar ambos en
(2. Por construccién de G, v(G) =2 y v(G U (u,v)) = 1. Entonces u o v dominan todos
los vértices de G U (u,v). Y si ambos estan en Q)2 tendriamos que uno de ellos, junto con
@1 induce un subgrafo completo, contradiciendo la maximalidad de (). Luego, todo par
de vértices en Q2 son adyacentes y Q1 U Q5 es una descomposicién de G. O

También se cumple la siguiente propiedad:
Proposicién 3.33. [4] Si p(G) = v(G) entonces G es un BG-grafo.

Posteriormente Sun [39] probd que la conjetura de Vizing es valida para un grafo con
v(G) = 3. En su trabajo usa la Proposicién 3.29 para quedarse con el caso en que G
es critico en aristas*. Considera un conjunto dominante de G, {u,p,q}, y uno de GOH
y consigue armar 3 conjuntos dominantes de H desarrollando por separado los casos en
que p y ¢ son adyacentes o no. Sin embargo, al ser una demostracion muy técnica no la
pondremos en este trabajo.

3.3.2. La doble proyecciéon

La idea de contar ciertos subgrafos en GLIH de la demostracién del Teorema 3.31
dio lugar al denominado argumento de la doble proyeccion. El cual combina distintas
particiones de los vértices de G y H con la estructura del producto Cartesiano.

3Un conjunto S es completo mazimal si es completo y para todo vértice w ¢ S, SU{w} no es completo.
El subgrafo inducido por un conjunto completo maximal recibe el nombre de clique.

1Un grafo G es critico en aristas si al agregar cualquier arista el nimero de dominacién disminuye. Es
decir que para todo par de vértices u,v no adyacentes, v(G U (u,v)) = v(G) — 1.



26 CAPITULO 3. PRODUCTO DE GRAFOS

El enfoque que plantearon Clark y Suen [10] en 2000 finalmente permitié probar una
cota inferior multiplicativa para v(GOH).

Posteriormente, Aharoni y Szabé [2] realizan otra particién de los vértices y probaron
la validez de la conjetura de Vizing para grafos cordales.

Teorema 3.34 (Clark y Suen). [10] Para cualquier par de grafos G y H se cumple

YHGOH) > S A(G)y(H)

Demostracion. Sea {hy, ha, ..., hW(H)} un conjunto dominante de H. Elegimos una particién
de los vértices de H: {11, T3, ..., Ty} de manera que h; € T; y T; € N[h;] (es decir h;
domina T;). En el producto Cartesiano GOH llamamos G; a los vértices en V(G) x T; y
para cada g € V(G) consideramos los subgrafos inducidos por {g} x T; que llamaremos
celdas. Ver Figura 7.

D,
!

H : : GOH
o ° Gi
i | Ly L

—
: celdas :
|\
o z .
° o
el U T 2
= _ __
o -|- ] Gy
}Ll
o o, 0 o o

Figura 7: Particién de Clark y Suen

Sea D un conjunto dominante minimo de GOH. Para un i fijo (1 < i < v(H)) sea
n; la cantidad de celdas en G; que tienen todos sus vértices dominados por vértices en
la misma copia de H que la celda (es decir con la misma coordenada en G). Ver las
celdas sombreadas en la Figura 7, donde se tiene que ny = 3. Consideramos la proyeccién
ma(D N G;) y agregamos los n; vértices en G que posiblemente no estén dominados. Se
sigue que |D N G;| + n; > v(G) y sumando sobre todos los 4,
v(H)
DI+ ni > 4(G)y(H) . (3.1)
i=1

Por otra lado, fijado g € V(G), sea Dy = D N H, y sea my la cantidad de celdas
{g} x T; tales que todo vértice estd dominado por un vértice en Dy (es decir con la misma



3.3. DOMINACION EN EL PRODUCTO CARTESIANO DE GRAFOS o7

coordenada en G). (En la Figura 7 tenemos m, = 2). En la copia H, las otras celdas (las
no sombreadas) no estan dominadas por D,. Podemos armar un conjunto dominante de
H, agregando a Dy los v(H) — mg vértices (g, h;). Entonces, |Dg| + (v(H) —mg) > v(H)
de donde se deduce |Dy| > my). Y sumando sobre todos los g tenemos

D] =) my . (3.2)
geG
Finalmente observamos que las sumas ijf) ny>y, geG Mg son dos maneras de contar
el mismo conjunto de celdas. (Las celdas que estdn dominadas «verticalmente», en la Figura
7 aparecen sombreadas). Entonces, sumando las desigualdades (3.1) y (3.2) tenemos

21D > 1G)(H) -
O

En 2009, Aharoni y Szab6 modificaron el planteo anterior considerando un nuevo
pardametro que relaciona los conjuntos independientes con el ntimero de dominacién de
un grafo.

Definicién 3.35. Dado M un subconjunto de los vértices de un grafo G, llamamos ¢ (M)
al menor tamano de un conjunto que domina M en el grafo G, es decir que M C [ Nu].
Definimos ademés:

ueD

7Y(G) = max{yg(I), I € V(G) conjunto independiente} .
Teorema 3.36 (Aharoni y Szabd). [2] Dados dos grafos G y H, se tiene
Y(GOH) 27 (G)y(H) .

Demostracion. Consideramos I un conjunto independiente en G tal que yg(I) = v*(G).
Es decir que se necesitan por lo menos 7*(G) vértices para dominar I en G. Tomamos una
particién {71, Ty, ..., Ty} de los vértices de H como en la demostracién del Teorema de
Clark y Suen (3.34).

Sea D un conjunto de tamano minimo que domina los vértices de I x V(H) en el pro-
ducto Cartesiano. En esta demostracién sélo consideramos las celdas de la forma {g} x T;
con g € I. Ver Figura 8. Observar que como I es un conjunto independiente, una celda de
este tipo estd dominada por (¢’,h’) con ¢’ = g o bien ¢ € G\ I.

Sea m la cantidad de celdas que son dominadas por vértices con la misma coordenada en
G. (Las celdas sombreadas en la Figura 8) Fijado i, 1 <1i < «(H), tomamos la proyeccién
sobre G de DN ((V(G)\I) x T;) y agregamos los m; vértices correspondientes a las celdas
en V(G) x T; dominadas «verticalmente». Asi llegamos a un conjunto que domina I en G
y por lo tanto:

DAV D) x T)| +mi = 16(D) = ¥(G)

y sumando sobre todos los 7:

[DO((V(G)\T) x V(H))| +m >~ (G)y(H) . (3.3)
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GOH
H
°
i
e
° o VIG) x T;
h; °
celdas
°
o ° o o
hy
o o o o | o o - G
—_———
I G\ I

Figura 8: Particién y celdas de Aharoni y Szabd

Por otro lado, mirando la proyeccién sobre H tenemos
|IDN(IxV(H))|>m. (3.4)

De las desigualdades (3.3) y (3.4) se sigue que |D| > ~*(G)y(H). Y dado que un
conjunto dominante de GOJH en particular domina los vértices I x V(H), resulta

v(GOH) > [D| > v (G)y(H) .
0

La utilidad del Teorema de Aharoni y Szabé radica en relacionar v y 7.

Observar que un conjunto dominante de G en particular domina los vértices de M
(para cualquier subconjunto M C V), luego se tiene vg(M) < «(G) y en consecuencia
siempre se cumple 7¢(G) < 7(G).

Desafortunadamente, v*(G) puede ser arbitrariamente més chico que v(G).

Aharoni, Berger y Ziv probaron en [1] que en el caso que G sea cordal, se tiene la
siguiente propiedad:

Dados M C V(G) y u,v € M vértices adyacentes,

6(M A\ {u}) =7a(M) o bien yo(M\{v}) =ya(M) .

Comenzando con M = V(G) (v¢(V(G)) = v(G)), aplicamos repetidamente esta pro-
piedad para eliminar vértices de M hasta llegar a un conjunto independiente I. Como
tenemos vg(I) = v(G) para un conjunto independiente, se deduce que 7(G) = v(G).

Y en virtud del Teorema 3.36 resulta

Corolario 3.37. [2] Si G es un grafo cordal, entonces G verifica la conjetura de Vizing.
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3.3.3. La clase X

En [17] Hartnell y Rall analizan otro tipo de particiones de vértices distinta a la de
Barcalkin y German e introducen una nueva clase de grafos, la clase X de los grafos que
admiten esa particién. Ademds prueban que todo grafo en la clase X satisface la conjetura
de Vizing. Lo cual, combinado con la Proposicién 3.29 da el siguiente resultado.

Teorema 3.38. [17] Sean G un grafo de la clase X y G’ un subgrafo recubridor de G tal
que v(G) = v(G"). Entonces G’ satisface la conjetura de Vizing.

La clase X contiene estrictamente a los BG-grafos. Los mismos autores prueban que
todo grafo con v(G) = p(G) + 1 esté en la clase X. Por lo que se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.39. [17] Si un grafo G cumple v(G) = p(G) + 1, entonces la conjetura de
Vizing es valida para G.

A continuacién usamos estos resultados para probar la conjetura de Vizing para grafos
arco-circulares.

Conjetura de Vizing para grafos arco-circulares.

Definicién 3.40. G es un grafo arco-circular si admite un modelo de interseccién de arcos
de una circunferencia. Es decir si existe una familia A de arcos de una circunferencia que
representa a los vértices de G tal que A, N A, # & < u y v son adyacentes en G.

Decimos que el arco A tiene start-point sy end-point t si A es el arco que se forma al
recorrer la circunferencia en sentido horario desde s hasta t.

En el modelo arco-circular A fijamos un arco que llamaremos A; = (s1,t1) y nombra-
mos a los arcos segun el orden en que aparecen sus start-points a partir de s; en sentido
horario. Diremos que un punto a esté antes (después) que b si al recorrer la circunferencia
en sentido horario desde s1, el punto a aparece en primer lugar (en segundo lugar).

La Figura 9 ejemplifica esta definicién. Los ciclos C,, también son grafos arco-circulares.

Como en el caso de los grafos de intervalo, G puede admitir mas de un modelo arco-
circular. Y, si se sabe que G es un grafo arco-circular, se puede conseguir en un modelo
arco-circular para G en tiempo lineal.

Vamos a seguir una serie de pasos para probar que si G es grafo arco-circular entonces
(G) < p(G) + 1.

El primer paso es determinar el packing number de un grafo arco-circular. Para ello
usaremos un algoritmo auxiliar que en tiempo polinomial (O(nm)) construye simultanea-
mente un packing y un conjunto dominante de G «casi» 6ptimos.

Observacién 3.41. En cualquier grafo, si v y w son dos vértices tales que N[v] C N[w]
y P es un packing que contiene a w, entonces (P U {v}) \ {w} es un packing del mismo
tamano que P y contiene a v.

En el caso de los grafos arco-circulares, si en un modelo A el arco A, estd contenido
en el arco A, entonces N[v] C N[w]. Por ejemplo, en la Figura 9 se tiene A, C Ay.
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Aa Ac a

Figura 9: Modelo de interseccién de arcos y el grafo que representa.

En nuestra busqueda de un méximo packing de un grafo arco-circular, usaremos un

algoritmo que construye un maximo packing entre los que contienen a cierto vértice u. Es
importante notar que gracias a la Observacion 3.41 alcanza usar este algoritmo cuando el
arco de u no contiene otros arcos del modelo A.

La idea detras del siguiente algoritmo es seguir las construcciones realizadas en el

Algoritmo 2 de la Seccién 3.3.1, teniendo en cuenta que ahora estamos en un circulo.

Algoritmo 3 Maximo Packing que contiene a v y Conjunto Dominante en Grafos Arco-
Circulares

Input: El modelo A = {(s;,t;)}i=1..n del grafo G y un vértice u tal que A, no contiene

otro arco de A.

Output: P un packing de tamanio maximo entre los packing que contienen a v y D un

6)

conjunto dominante de G.

Tomamos el conjunto P = {u}.

Si existe un v € N(u) tal que A, U A, cubre toda la circunferencia (Figura 10), el
méximo packing que contiene a u es P = {u} y D = {v} y el algoritmo termina.

En caso contrario sea u = u; y de todos los arcos que intersecan a A,, consideramos
aquel cuyo end-point aparece en tltimo lugar (al recorrer la circunferencia en sentido
horario desde t,, ). Sea Ag, este arco, d; el vértice que representa y agregamos d; a D.
(Puede pasar que d; = uy).

Anélogamente, de los arcos que intersecan a A, sea A; aquel cuyo start-point aparece
en primer lugar desde t,,. Llamamos d al vértice que representa y agregamos daD.
(Puede pasar que d = d;.)

Dados u; y d; vamos a construir los siguientes u;1+1 y djt+1: (Ver Figura 11)

Ay, es el arco tal que empieza después de ¢4, y termina en primer lugar;

Aqg,., es el arco que interseca a A, , tal que su end-point aparece en ultimo lugar.
Siuipry d no son adyacentes y u; 11 # d, (esto ocurre cuando tg4,,, aparece antes que
5;7), agregamos u; 41 a P, agregamos d;;1 a D y repetimos el paso (4) para w41y dit1.
En caso contrario, el algoritmo termina.

return Py D
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Ay

Ay

Figura 10: Dos arcos que cubren toda la circunferencia.

Figura 11: Modelo arco-circular. Marcamos en negrita los arcos de us y do elegidos en el
paso (4) a partir de u; = u.

A modo de ejemplo en la siguiente figura mostramos cémo funciona el algoritmo en un
caso concreto. Obviamos los pasos (1) y (2) porque en el modelo A no hay dos arcos que
cubren toda la circunferencia.

=
AN S ﬂ\ 3 //\\\
O/ Vg e

P= {ul} P= {ul,ug} P= {Ul,UQ,U3}
D ={d,di} D ={d,dy,do} D = {d,dy,d,ds}

Figura 12: Ejemplo de la ejecucién del Algoritmo 3 a partir del paso (3).
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Lema 3.42. El conjunto P construido en el Algoritmo 3 es un packing de G.

Demostracion. Cuando P = {u} esté claro que P es un packing.

Cuando el algoritmo considera los vértices uq,us, ..., ug, una observacién importante
es que el vértice d; estd elegido de manera que los arcos de los vértices en N[u;] tienen
end-points entre s,, y tq,. Claramente, se puede ver que los conjuntos (Su,,td, ), (Susstds),
wsy (Suy,td, ) son disjuntos.

Entonces se cumple que Nu;] N Nu;j] = @ para todo ¢ # j y concluimos que P =
{u1,ug,...,ur} es un packing de G.

O

Lema 3.43. FEl conjuto P construido en el Algoritmo 3 es un packing de tamano mdzimo
entre los packings de G que contienen al vértice u.

Demostracion. Sea P = {uy,us,...,ux} el packing que construye el algoritmo y suponga-
mos que existe un packing @ = {wi,ws, ..., wg+1} con wy = u y los w; numerados segin
el orden en que aparecen los arcos A,, al recorrer la circunferencia en sentido horario.
Observar que estos arcos son disjuntos pues ) es packing.

Probaremos mediante un razonamiento inductivo que el arco de w; termina después o
en el mismo punto que el arco de wu;.

Para i = 1 se verifica pues w1 = u = u;.

Supongamos que hasta el i-ésimo arco se verifica que A,,, termina después o igual que
Ay,;. Veremos que el arco A, , empieza después que el punto t4,. Luego, la definicién de
uj1 asegura que u;y1 = w;41 o bien el end-point de A, , aparece antes que el end-point
de Ay,

En efecto, si el arco A, termina después del punto t4,, en particular el arco A, ,
empieza después del punto t4,. (Figura 13(a)). Si en cambio A, termina entre t,, y t4,,
los vértices w; y d; son adyacentes y entonces w; 1 y d; no son adyacentes, pues ) es un
packing. Por lo tanto el arco A empieza después del punto t4,. (Figura 13(b)).

Wit
A . A,
Aj \ A; \
/ 5 / \
A, ) Ay, L

A\V fq Ay ta,
<

(a) (b)

Figura 13: Detalle de la demostracién del Lema 3.43: Si el arco A,,, termina después que
el arco A, lo mismo ocurre para Ay, , y Ay,

Con lo cual queda probado el paso inductivo y tenemos que para todo i = 1,..., k, el
arco Ay, termina después que A,,.
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El algoritmo termina cuando al repetir el paso (4) para uy y dj obtiene uyy1 y dii1
pero en el paso (5) no agrega ui1 a P.

El vértice wy1 cumple N{wgi1] N N[u] = @ (u = wy) lo cual quiere decir que w;41 y
d no son adyacentes, y ademds el arco A, ,, empieza después del punto ¢4, . Entonces el
algoritmo podria haber agregado un (k + 1)-ésimo vértice al conjunto P (el vértice wyq
por ejemplo). Absurdo.

Luego, P es un packing de tamano maximo entre los packing de G que contienen al
vértice u.

O

Lema 3.44. El conjunto D que construye el Algoritmo 3 es un conjunto dominante de G.
Mads ain, tiene tamano |D| < |P|+ 1.

Demostracion. Fijamos u tal que el arco A, no contiene otros arcos del modelo A y
repasamos los pasos del algoritmo para mostrar que el conjunto D domina todo el grafo.

Si en el paso (2) existe A, de manera que A, U A, cubren toda la circunferencia,
entonces el vértice v domina todo el grafo. Pues la tinica manera que un arco A, tenga
interseccion vacia con A, es que A, C A, lo que contradice la eleccién de u. Ademads
|D| = |P| =1. .

En caso contrario, el algoritmo construye P = {uj,ug,...,ux} y D ={d,d1,da,...,d}.

Dado que A, no contiene otros arcos del modelo A, los arcos A;y Ay, dominan todo
arco con puntos entre s;y tq,.

Para cada i = 1,...,k — 1 los arcos Agq; y Ag,,, dominan todo arco con puntos entre tg;
Y td;., ya que, de lo contrario tendriamos la situacién de la Figura 14(a) que contradice
la eleccién de w;yq.

Aq,
ty;
A
A uk
Aui 1 :I Aw d
Sd tq, Adk
tdz+l &_d\
Adi+1 Ay

Figura 14: Detalle de la demostracién del Lema 3.44: el conjunto D domina el grafo G.

Por tltimo, si s; esta en (t;_1,tx) hemos dominado toda la circunferencia. En el otro
caso, los arcos Ay, y A; dominan los arcos con puntos entre ¢4, y s; porque de lo contrario
tendriamos la situacién de la Figura 14(b) y el algoritmo podria agregar un vértice mas
al conjunto P. Absurdo.

Luego, D es conjunto dominante de G y |D| < |P| + 1.
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Usando al Algoritmo 3 podemos conseguir un méaximo packing de GG de la siguiente
manera: generamos los packing maximos que contienen a cada vértice de G' cuyo arco no
contiene otros arcos del modelo A y después eligimos entre ellos uno de tamano maximo.
La Observacién 3.41, nos asegura que hay un maximo packing entre ellos y conseguimos

P| = p(@).

El siguiente paso es mostrar que los conjuntos que consigue el Algoritmo 3 son casi
optimos.

Observacion 3.45. Dado que el algoritmo consigue un packing y un conjunto dominante
en particular, y recordando que p es una cota inferior para 7, tenemos que

[Pl < p(G) < 4(G) < |D]. (3.5)

Ejecutar el Algoritmo 3 con distintos u en principio podria dar lugar a packings P, de
distintos tamanos, pero si tenemos en cuenta (3.5) y el Lemma 3.44, resulta

p(G) |D|

< 1P| +1
p(G)—1 < [P

<
< p(G).

Luego, para hallar el maximo packing de G alcanza con generar los packings P, hasta
conseguir una mejora. Ya que si |P,| < |Py| la desigualdad anterior nos asegura que

Pul = p(G).

Observacién 3.46. Del Lema 3.44 y la desigualdad (3.5) se desprende que todo conjunto
dominante que construye el Algoritmo 3 cumple

D < [Pl+1 < p(G)+1
1G) < D] < 4(G)+1.

Entonces no sdlo se consigue un conjunto dominante sino uno casi 6ptimo en tiempo

O(nm).

Observaciéon 3.47. La clase de los grafos arco-circulares no esta contenida en la clase de
los BG-grafos. Sin embargo, con el Algoritmo 3 podemos distinguir tres situaciones en las
que G es un BG-grafo:

» Cuando en el paso (2) hay dos arcos que cubren toda la circunferencia.
= Cuando en el paso (3) resulta d = d.
» Cuando encontramos P, y P, de distinto tamano, digamos |P,| < |Py|.

Afirmamos que en estos casos hay un conjunto dominante del mismo tamafio que un
packing. En efecto, en el primer caso P = {u} y D = {v}; en el segundo, |D| = k = |P|;
y en el tercero D, tiene tamano |P,| o |P,|+ 1 = |Py]|.

Luego, por (3.5), el conjunto dominante tiene tamano v(G), el packing tiene tamano p(G)
y p(G) = v(G). La Proposicién 3.33 asegura que G es un BG-grafo.
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Finalmente nuestros resultados permiten probar la conjetura de Vizing para grafos
arco-circulares.

Proposiciéon 3.48. Si GG es un grafo arco-circular entonces
p(G) <(G) < p(G) +1.

Demostracion. La primera desigualdad se verifica para cualquier grafo. Para la segunda,
tener en cuenta que en el Lema 3.44, P puede ser un maximo packing de G.
O

Teorema 3.49. Si G es un grafo arco-circular entonces la conjetura de Vizing es valida
para G.

Demostracion. Sea G un grafo arco circular. Por la Proposicién 3.48, tenemos
p(G) <~(G) < p(G) +1.

Si v(G) = p(G) aplicamos la Proposicién 3.25 y tenemos que la conjetura de Vizing es
valida para G. Mas aun, GG es un BG-grafo.
Siv(G) = p(G)+1, el Corolario 3.39 asegura que la conjetura de Vizing es valida para
G. En este caso, G es un grafo de la clase X.
]

Terminamos el tema de la conjetura de Vizing comentando que en general v(GOH ) es
mucho més grande que y(G)vy(H). Sin embargo existen familias infinitas de grafos para
los que vale la igualdad. En [12] El-Zahar, Khamis y Nazzal probaron que v(C,0G) =
v(Cp)v(G) sdlo es posible cuando n = 1(mod 3) y caracterizaron los grafos que verifican
v(C4OG) = v(C4)¥(G). En el mismo trabajo estd la siguiente

Conjetura 3.50. Si v(GOH) = ~v(G)v(H) entonces alguno de los grafos G o H es K o
bien tiene un conjunto dominante D ezcesivo en el sentido que tiene un vértice v € D tal
que D\ {v} domina V(G) \ {v}.

Por el momento, todos los grafos conocidos que cumplen la igualdad en la conjetura
de Vizing satisfacen también esta otra propiedad. Los autores sugieren entonces prestar
més atencién a la igualdad v(GOH) = v(G)v(H).

Los trabajos que se desarrollan en la actualidad sobre este tema abarcan desde pro-
piedades de un hipotético contraejemplo minimal, la formulacién de conjeturas parecidas
a la conjetura de Vizing (como por ejemplo su versién fraccional o versiones con otro tipo
de dominacién) y la relacién con otros pardmetros de la teoria de Grafos.

En general se sospecha que la conjetura es cierta. Aunque los resultados (incluso parcia-
les) son probados con dificultad. Y la verificacién de un contraejemplo también se dificulta
porque determinar si v(GOH) > k es un problema NP-completo.
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