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Introducción

En Teoŕıa de Grafos se estudian distintos problemas de cubrimiento, uno de los más
clásicos es el problema de conjunto dominante que consiste en lo siguiente: dado un grafo
G = (V,E), encontrar un subconjunto de vértices D ⊆ V de menor tamaño tal que cada
vértice es vecino a algún vértice de D, o bien está en D. El número de dominación del
grafo es el tamaño del conjunto D.

En 1979 Garey y Johnson [14] probaron que este problema es NP-Hard, es decir que
hallar el conjunto D es dificil de tratar computacionalmente y no se conoce hasta la fecha
ningún algoritmo que en tiempo polinomial pueda determinar si γ(G) es menor o igual
que cierto número k.

En consecuencia, se estudian y desarrollan diferentes cotas para γ(G), las mismas
pueden ser válidas para grafos en general o para grafos con cierta estructura, es decir que
G pertenezca a una clase espećıfica de grafos. Al establecer una cota, ya sea superior o
inferior, una pregunta natural que surge es saber si existe algún grafo en donde se cumpla
la igualdad, en tal caso se dice que la cota es ajustada. A lo largo de esta tesis, al establecer
una cota de γ(G) mencionaremos si se sabe que la cota es ajustada o no y en caso que lo
sea mostraremos una familia de grafos en donde se cumpla la igualdad.

El objetivo de esta tesis es estudiar el problema de dominación de grafos en general y
de grafos producto exponiendo los resultados más significativos de la bibliograf́ıa. Además,
como aporte de nuestro trabajo, probaremos que una clase de grafos muy conocida, los
llamados arco-circulares, satifacen la conjetura de Vizing que trata sobre los productos
Cartesianos. A continuación explicaremos brevemente la estructura de la tesis.

En el primer caṕıtulo daremos las definiciones y notaciones que usaremos y discutire-
mos sobre la NP-Completitud del problema.

En el segundo caṕıtulo trataremos el problema de acotar γ(G) para grafos en general y
lo vincularemos con ciertos subgrafos inducidos. En 1962 Ore [35] probó que si todo vértice
en G es extremo de al menos una arista, el número de dominación de un grafo es a lo sumo
la mitad de la cantidad de vértices. Posteriormente McCuaig y Shepherd [29] en 1989 y
Reed [38] en 1996 obtuvieron mejores cotas restringiendo la estructura de los grafos. A
lo largo de este caṕıtulo iremos determinando cuáles son las sub-estructuras de un grafo
que fuerzan que el número de dominación sea alto. Esta estrategia empleada por Henning,
Schiermeyer y Yeo en 2011 [19], permitió probar una cota que depende muy fuertemente
de la estructura del grafo. Más espećıficamente, depende de la cantidad de los llamados
bad-cut vértices y ciclos especiales que admite el grafo. Nuestro aporte aqúı será presentar
algoritmos eficientes que calculan esos parámetros.
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6 ÍNDICE GENERAL

En el tercer caṕıtulo nos dedicaremos al problema de dominación en grafos que son el
producto de otros grafos, donde la operación producto no está en principio bien definida.
El producto entre G y H es un grafo que tiene por vértices al conjunto V (G)×V (H) y
las aristas pueden ser definidas siguiendo distintas reglas.

En la primera sección del caṕıtulo, definiremos tres tipos de productos de grafos y
daremos además las notaciones y algunas propiedades que se desprenden de la estructura
producto. Al tratar el problema de dominación es natural buscar una relación entre el
número de dominación del producto y el número de dominación de los factores.

En la segunda sección trabajaremos con el producto directo de grafos y mostrare-
mos las cotas ajustadas superiores e inferiores que se conocen. Brešar, Klavžar y Rall
en su trabajo [6] del 2007 probaron que la cota superior ajustada es multiplicativa:
γ(G×H) ≤ 3γ(G)γ(H). Por su parte, G. Mekǐs en [32] 2010 probó que la cota infe-
rior depende linealmente del número de dominación de cada factor. Más precisamente
γ(G×H) ≥ γ(G) + γ(H)− 1.

V.G. Vizing en 1963 [40] presentó un estudio de varias invariantes de grafos para el
producto Cartesiano, entre ellas el número de dominación (llamado en ese entonces el
coeficiente de estabilidad externa) y preguntó si el número de dominación del producto
Cartesiano es al menos el producto de los números de dominación de cada factor. Se
dice que un grafo G satisface la conjetura de Vizing si para todo grafo H se cumple que
γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H). Esa afirmación, formulada en 1968 como conjetura, tuvo su primer
avance importante en 1979 con el trabajo de Barcalkin y German [4] que determinaron una
clase de grafos para los cuales vale la conjetura, los llamados BG-grafos. Hartnell y Rall [17]
en 1995 definieron otra clase de grafos, X , que satisfacen la conjetura. La clase X contiene
estrictamente a los BG-grafos. Sin embargo no hay una manera fácil o eficiente de decidir si
un grafo pertenece o no a X ni tampoco a la clase de los BG-grafos. En 2000, Clark y Suen
[10] usaron un argumento similar al de [4] para conseguir una cota inferior multiplicativa
para el número de dominación del producto Cartesiano: γ(G�H) ≥ 1

2γ(G)γ(H). En 2009
Aharoni y Szabó [2] probaron que los grafos cordales satisfacen la conjetura.

En la tercera sección nos dedicaremos al problema de dominación en el producto Car-
tesiano y en especial a la conjetura de Vizing, presentando las distintas estrategias que
se desarrollan en la actualidad para encararla. Nuestro aporte aqúı es dar una prueba
alternativa de que los grafos de intervalo cumplen la conjetura de Vizing a través de un
algoritmo lineal que simultaneamente construye un conjunto dominante mı́nimo y un pac-
king máximo del mismo tamaño. También modificaremos el algoritmo anterior de manera
eficiente para obtener un resultado parecido para grafos arco-circulares. Aśı probaremos
la conjetura de Vizing para grafos arco-circulares.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones

Primero repasaremos algunas definiciones y notaciones que se usarán a lo largo del
trabajo. Algunos términos particulares se dejaron en inglés debido a su amplia difusión en
el ambiente.

Definición 1.1. Un grafo G es un par ordenado G = (V (G), E(G)) donde

V (G) es un conjunto finito de elementos que llamaremos vértices y

E(G) ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V (G), u 6= v} es el conjunto de aristas del grafo. Por
simplicidad, notaremos a una arista e ∈ E como e = (u, v).

El orden del grafo es |V (G)| = n y el tamaño es |E(G)| = m, donde notamos entre | |
a la cantidad de elementos del conjunto.

Dada una arista e = (u, v) decimos que e incide en los vértices u y v y que los extremos
de e son u y v. Dos vértices u, v son adyacentes o vecinos si (u, v) ∈ E. También suele
notarse u ∼ v ya que los grafos se usan para modelar relaciones entre objetos.

Por eso, si G y H son grafos que modelan las mismas relaciones entre los vértices
diremos que son grafos isomorfos. Más precisamente, un isomorfismo entre G y H es una
función ϕ : V (G) → V (H) biyectiva y tal que

u, v son adyacentes en G⇔ ϕ(u), ϕ(v) son adyacentes en H .

Un subgrafo de G es un grafo H tal que V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G).

Si además se cumple que ∀u, v ∈ V (H), e = (u, v) ∈ E(G),⇒ e ∈ E(H), decimos que
H es un subgrafo inducido de G.
Observar que, fijados los vértices V (H), hay un único subgrafo inducido. Notamos con
G[S] al subgrafo inducido por los vértices S ⊆ V (G).

El vecindario abierto de un vértice v ∈ V (G) se define como N(v) = {w ∈ V : (v, w) ∈
E} y el vecindario cerrado se define como N [v] = N(v) ∪ {v}.

El grado un vértice v ∈ V es la cantidad de vecinos que tiene, es decir degG(v) = |N(v)|.
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.2. Decimos que un conjunto de vértices D domina a T ⊆ V (G) si cada
vértice de T cumple que está en D o bien tiene un vecino en D. Es decir, T ⊆

⋃

u∈DN [u].
D es un conjunto dominante del grafo G si D domina a todos los vértices V (G).
El número de dominación o domination number de G es el menor tamaño de un

conjunto dominante de G y lo notamos con γ(G).
Un γ-set de G es un conjunto dominante de tamaño mı́nimo. Es decir que D domina

el grafo G y para cualquier otro conjunto dominante D′ se verifica |D| ≤ |D′|.

Existen otros tipos de dominación en grafos que surgen de modelar ciertos problemas
(como veremos en la siguiente sección) o de las definiciones de otros invariantes de grafos.
En el tercer caṕıtulo usaremos el concepto de dominación total:

Un conjunto S ⊆ V (G) domina totalmente a T ⊆ V (G) si todo vértice de T tiene al
menos un vecino en S. En otras palabras, T ⊆

⋃

u∈S N(u).
Si S domina totalmente todos los vértices, se dice que es un conjunto totalmente do-

minante del grafo G. El número de dominación total o total domination number de G es
el menor tamaño de un conjunto totalmente dominante y lo notamos con γt(G). Un γt-set
es un conjunto totalmente dominante de tamaño mı́nimo.

Notar que un conjunto totalmente dominante, en particular domina todo el grafo. En
consecuencia, siempre se cumple que γ(G) ≤ γt(G). Por ejemplo en la Figura 1, γ(P6) = 2
y γt(P6) = 4.

Definición 1.3. Dados dos vértices u, v ∈ V (G), un camino en el grafo G desde u hasta
v es una sucesión de vértices u = u1, u2, . . . , uk = v tales que (ui, ui+1) ∈ E para
todo i = 1, ..., k − 1. Si los vértices del camino son todos distintos, se dice que el camino
es simple.

La longitud de un camino es la cantidad de aristas que tiene, es decir k − 1.
Un ciclo (ciclo simple) es un camino donde u1 = uk (y los vértices {u1, ...uk−1} son

distintos).

En general trabajaremos con caminos y ciclos simples, salvo que indiquemos lo con-
trario. Un ejemplo que usaremos más adelante es el siguiente. Notamos con Pn al grafo
que consiste en un camino simple de n vértices (con n ≥ 2) y Cn es el ciclo simple de
n vértices (con n ≥ 3). En estos casos se tiene que γ(Pn) = γ(Cn) =

⌈

n
3

⌉

. Un γ-set se
consigue seleccionando los vértices como indica la Figura 1.

Figura 1: Conjuntos dominantes mı́nimos en ciclos y caminos.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices, existe un camino en G entre ellos.
En caso contrario, G es disconexo.

Si para cualquier par u, v ∈ V (G) existen k caminos disjuntos que los unen, se dice
que G es k-conexo. Por ejemplo, un ciclo es un grafo 2-conexo.
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La distancia en el grafo G entre u y v es la menor longitud de un camino entre u y v
(si tal camino no existe consideramos que la distancia es infinita). Notamos con dG(u, v)
a la distancia y suprimiremos el sub́ındice G si no hay ambigüedad en el grafo.

Un conjunto independiente en G es un conjunto I ⊆ V (G) tal que los vértices en I no
son adyacentes entre śı. Un conjunto independiente maximal es un conjunto independiente
tal que para cualquier vértice u ∈ V (G) \ I, el conjunto I ∪ {u} no es independiente.

Definición 1.4. Un conjunto de vértices A es un packing de G si los vértices en A tienen
vecindarios cerrados disjuntos, es decir u, v ∈ A⇒ N [u] ∩N [v] = ∅.

Notar que esto es equivalente a pedir que la distancia entre dos vértices de A sea por
lo menos 3.

El packing number de G es el mayor tamaño de un packing A ⊆ V (G) y lo notamos
con ρ(G).

Observación 1.5. Una observación importante es que ρ es siempre una cota inferior para
γ. Porque si A es un packing y D un conjunto dominante de G, en particular D domina
a los vértices A entonces N [a]∩D 6= ∅ para todo a ∈ A. Y como los vecindarios cerrados
son disjuntos, |A| ≤ |D|.
Cuando A es máximo packing y D mı́nimo conjunto dominante, se tiene

ρ(G) = |A| ≤ |D| = γ(G) .

Ilustramos estas definiciones en la siguiente figura.

Figura 2: Conjunto dominante en un grafo.

El conjunto S = {1, 3, 5, 7} es un conjunto dominante de G y es minimal en el sentido
que si le suprimimos un vértice, deja de ser un conjunto dominante. Pero S no es un
γ-set. En cambio D = {2, 5, 7} es un γ-set porque es conjunto dominante, |D| = 3 y no
existe ningún conjunto dominante de tamaño 2. Una forma de ver esto es observar que los
vértices 1, 4 y 8 forman un packing. Entonces se necesitan por lo menos 3 vértices para
dominar el grafo.

Definición 1.6. Dado un grafo G = (V,E) llamamos δ(G) al mı́nimo grado entre los
vértices de G. Es decir δ(G) = min{deg(v), v ∈ V }.

Si todos los vértices en G tienen el mismo grado, decimos que G es regular.
Un vértice u es aislado si no tiene vecinos, o sea si degG(u) = 0.
Una hoja de G es un vértice u con degG(u) = 1.
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Por ejemplo, en la Figura 2, tenemos δ(G) = 2. Y en la Figura 1, Cn es un grafo regular
(2-regular porque todo vértice tiene grado igual a 2); y los vértices u y v son las hojas de
Pn.

Definición 1.7. Un matching en un grafo G = (V,E) es un conjunto de aristas M ⊆ E
que no tienen extremos en común.

Un matching máximo es un matching con la mayor cantidad posible de aristas. Es
decir, para cualquier otro matching M′ se cumple |M′| ≤ |M|.

Un matching perfecto es un matching tal que todo vértice es extremo de una de las
aristas de M.

Notar que un matching perfecto es máximo. Pero no vale la rećıproca.

1.2. Problemas de Conjunto Dominante

En cualquier grafo el conjunto V (G) domina a G, por lo tanto es intesesante preguntar
cuál es la minima cantidad de vértices que se necesitan para dominar al grafo. Dependiendo
del problema a tratar se usan distintos tipos de dominación.

Ejemplo 1.8. Supongamos que en un tablero de ajedrez queremos poner algunas damas
de manera que todas las casillas estén amenazadas por al menos una de ellas y queremos
usar la menor cantidad posible de damas. ¿Cuántas damas son necesarias? y ¿cómo hay
que ubicarlas?

Se puede plantear este ejemplo como un problema de conjunto dominante. Para ello
consideramos el grafo donde los vértices representan las casillas de un tablero de ajedrez
y dos vértices son adyacentes si una dama ubicada en la casilla u amenaza la casilla v.
Un conjunto dominante mı́nimo D nos dice dónde hay que ubicar las damas en el tablero
para amenazar a todas las casillas. Si además queremos que las damas se amenacen entre
śı, D debe ser un conjunto totalmente dominante.

Figura 3: Posiciones de 6 damas que dominan ✭✭totalmente✮✮ el tablero. También es posible
ubicar 5 damas que dominen todo el tablero.
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En Teoŕıa de Complejidad se clasifican los problemas a tratar y también se estudia
qué tan ✭✭fácil✮✮ o ✭✭rápido✮✮ se pueden resolver. Los problemas de optimización consisten
en hallar la mejor respuesta dentro de un conjunto de posibles soluciones, según una
función objetivo que se busca maximizar o minimizar. Los problemas de decisión consisten
en determinar si una afirmación es verdadera o falsa. Para los problemas de decisión,
un certificado positivo es alguna información relacionada con los datos de entrada que
permitiŕıa deducir que la respuesta es SI. Análogamente, un certificado negativo permitiŕıa
deducir que la respuesta es NO.

Dado un grafo G = (V,E) el problema de optimización del conjunto dominante consiste
en hallar D ⊆ V un conjunto dominante de tamaño mı́nimo. El problema de decisión
asociado consiste en, dado k determinar si γ(G) ≤ k. Un certificado positivo para este
problema puede ser un conjunto A ⊆ V (G) tal que A domina el grafo G y |A| ≤ k.

La complejidad de un problema se define a partir de los algoritmos que lo resuelven.
La clase de problemas P son aquellos para los cuales existe un algoritmo que los resuelve

en tiempo polinomial (respecto del tamaño de los datos de entrada).
Definiremos los problemas NP1 según el concepto de algoritmos de verificación de la

siguiente manera. Un problema está en la clase NP si existe un algoritmo tal que, dada
una instancia del problema en que la respuesta sea SI y una posible respuesta o certificado
positivo, en tiempo polinomial verifica que la respuesta es correcta.

Un problema de decisión es NP-Completo si está en NP y cualquier otro problema de
NP se reduce (en tiempo polinomial) a él. Los problemas NP-Hard son aquellos proble-
mas de decisión tales que cualquier problema NP se reduce (en tiempo polinomial) a él.
Para problemas de optimización, decimos que son NP, NP-completos, NP-Hard, etc. si el
problema de decisión asociado es de ese tipo.

Se sabe que el problema de decisión del conjunto dominante es NP-Completo. Esto fue
probado por D. Jonhson en [14] donde muestra que el problema es NP y se puede reducir
a este problema el problema SAT, del cual se conoce que es NP-Completo.

Una forma de tratar un problema en Teoŕıa de Grafos es restringir nuestro análisis a
grafos que cumplen cierta propiedad. Pues podŕıa pasar que el problema para esa clase
sea más ✭✭fácil✮✮ de resolver, en el sentido de la complejidad computacional. El problema
del Conjunto Dominante es NP-Completo incluso si nos retringimos a las siguientes clases
de grafos:

bipartito [11]

cordal (todo ciclo de longitud ≥ 4 tiene una cuerda) [7] (y también para la subclase:
split) [5]

circulo (grafo intersección de cuerdas de un ćırculo) [24]

grilla [9]

planar (y también para la subclase: planar, de grado mı́nimo 3 y bipartito) [14]

1Los problemas de la clase NP son aquellos para los que existe un algoritmo de una Maquina de Turing
No Determińıstica que los resuelve en tiempo polinomial.
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En principio, trabajar con grafos que cumplen cierta propiedad podŕıa llegar a dar
resultados que son solamente parciales. Sin embargo puede probarse que el problema de
conjunto dominante en grafos generales puede reducirse al problema de conjunto domi-
nante en grafos bipartitos de la siguiente manera.

Observación 1.9. Dado un grafo G = (V,E), subvididir una arista e = (u, v) en 4
pedazos consiste en quitar la arista e y agregar en su lugar un camino de longitud 4.
El grafo G′ que obtenemos tiene |V (G′)| = |V (G)| + 3 y |E(G′)| = |E(G)| + 3. Veremos
en el Caṕıtulo 2 que además cumple γ(G′) = γ(G) + 1. (Observación 2.19)

Si en un grafo cualquiera G (de n vértices y m aristas) subdividimos cada arista en 4,
obtenemos un grafo G′ (de n+3m vértices y 4m aristas) que resulta ser bipartito. Además,
esta construcción puede hacerse en tiempo polinomial.

En conclusión, resolver el problema del conjunto dominante para grafos bipartitos es
tan dif́ıcil como resolverlo en el caso general.

Numerosos trabajos se han publicado y se están desarrollando sobre el problema del
conjunto dominante. Veremos en los siguientes caṕıtulos algunos de los resultados más
importantes. Aśı como preguntas que todav́ıa están abiertas.



Caṕıtulo 2

Cotas superiores en grafos

generales

Este caṕıtulo está dedicado a los trabajos más importantes acerca del número de
dominación de grafos sin restringir (demasiado) su estructura.

En la primera sección analizamos cómo depende γ(G) del grado mı́nimo de los vértices
δ(G) sin ninguna otra restricción sobre G.

En la segunda sección estudiamos la relación de γ con otros parámetros como la cir-
cunferencia mı́nima de un grafo.

En la tercera sección, basándonos en [19], analizamos cómo se generaliza el Teorema
de Reed (2.5). En primer lugar definimos dos tipos de reducciones de grafos y construimos
una familia F de grafos con número de dominación ✭✭grande✮✮. Después estudiamos ciertas
estructuras que son ✭✭malas✮✮ para la dominación. Finalmente presentamos las generaliza-
ciones que se consiguen al tener en cuenta los nuevos parámetros y como aporte original
de nuestro trabajo, describimos algoritmos eficientes para calcular estos parámetros.

Notar que si llegamos a una cota del estilo γ(G) ≤ c.n para grafos conexos de n vértices,
la misma cota vale para grafos disconexos. Porque un conjunto dominante de G∪H es la
unión de un conjunto dominante de G y uno de H y por lo tanto,

γ(G ∪H) = γ(G) + γ(H) ≤ c|V (G)|+ c|V (H)| = c|V (G ∪H)| .

En este sentido, decimos que γ es aditiva en las componentes conexas del grafo.

Al establecer una cota, ya sea superior o inferior, de γ, una pregunta natural es saber
si existe algún grafo que cumpla la igualdad (en nuestro ejemplo seŕıa γ(G) = c.n). En tal
caso se dice que la cota es ajustada. A lo largo de esta tesis, cada vez que establecemos
una cota de γ(G), si se sabe que la cota es ajustada mostramos una familia de grafos en
donde se cumpla la igualdad.

2.1. Cotas dependientes del orden y mı́nimo grado

En esta sección presentamos las cotas superiores para γ(G) en términos de n y δ. Es
decir estas cotas valen para cualquier grafo de orden n que cumpla una cierta condición
del parámetro δ.

13
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Teorema 2.1 (Ore). [35] Si G es un grafo de orden n con δ(G) ≥ 1, se tiene

γ(G) ≤
n

2
.

Demostración. Consideramos I un conjunto independiente maximal en G. Afirmamos que
tanto I como V (G) \ I son conjuntos dominantes de G.

En efecto, si I no domina todo el grafo existe u ∈ V (G) tal que u /∈ I y u no tiene
vecimos en I. Entonces I ∪ {u} es independiente. Lo que contradice la maximalidad de I.

Para V (G) \ I, observamos que toda arista e = (u, v) tiene un extremo en el conjunto1

V (G) \ I. Pues en caso contrario u, v ∈ I, son adyacentes y se contradice que I sea un
conjunto independiente. Dado que δ(G) ≥ 1, todo vértice es extremo de al menos una
arista, entonces todo vértice está dominado por V (G) \ I.

Alguno de los dos conjuntos I o V (G) \ I debe tener tamaño menor o igual que n
2 .

Luego,

γ(G) ≤ mı́n{|I|, |V (G) \ I|} ≤
n

2
.

Existen algoritmos que a partir de un grafo G encuentran un conjunto independiente
máximal en tiempo lineal: O(n+m).
Por ejemplo, el algoritmo que consiste en tomar un vértice u, agregarlo a I y sacar de
V (G) a u y todos sus vecinos. Si aún quedaran vértices por seleccionar, se repite este
procedimiento.
Entonces es posible hallar en tiempo lineal un conjunto dominante D que cumple |D| ≤ n

2
(En nuestro algoritmo seŕıa el conjunto I o el conjunto V \ I). Pero puede pasar, de hecho
es lo que suele pasar, que γ(G) sea menor que n

2 .

Ejemplo 2.2. La cota del Teorema 2.1 es ajustada, por ejemplo, cuando G es un conjunto
de aristas con extremos disjuntos, un C4 o los grafos de la Figura 1. Para cada uno de
ellos marcamos un γ-set de tamaño n

2 .

Figura 1: Grafos que cumplen γ = n
2

1Un conjunto S ⊆ V (G) con la propiedad que toda arista e ∈ E(G) tiene un extremo en S se llama un
vertex cover.
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A partir de un grafo G se puede armar un grafo que cumple la igualdad en el Teorema
2.1 agregando por cada u ∈ V (G) un vértice hu y la arista (u, hu). En otras palabras, G′

se obtiene al agregar una hoja a cada vértice de G. Más aún ésta es una caracterización
de los grafos que cumplen la igualdad γ(G) = n

2 . Por ejemplo, en la Figura 1 el grafo H
se obtiene a partir del camino P4 de esa manera.

En [29], McCuaig y Shepherd probaron que si se pide que el mı́nimo grado de G sea
por lo menos 2, todos los grafos excepto 7, cumplen una mejor cota.

Teorema 2.3 (McCuaig y Shepherd). [29] Si G es un grafo de orden n con δ(G) ≥ 2
y G /∈ G, entonces

γ(G) ≤
2n

5
.

Los grafos de la familia G son los de la Figura 2. Todos ellos tienen orden menor o
igual que 7 y en la figura marcamos un conjunto dominante mı́nimo para cada grafo. Para
el C4 se cumple γ = 2 > 2·4

5 y para los demás γ = 3 > 2·7
5 .

Figura 2: Familia G

Más adelante, en la Sección 2.3.3, llegaremos a que el Teorema de McCuaig y Shepherd
puede verse como un corolario del Teorema de Reed (2.5). Por lo tanto, no haremos la
demostración aqúı pero śı mostraremos que la cota es ajustada.

La familia (infinita) de la Figura 3 cumple la igualdad en la cota del Teorema 2.3.
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Figura 3: Familia de grafos con γ = 2n
5

Ejemplo 2.4. Otra manera del construir grafos que cumplen γ = 2n
5 es a partir de un

grafo H 2-conexo que posee un matching perfecto M. Por ejemplo, un ciclo de longitud
2k. Modificamos H cambiando cada arista (u, v) de M por un C5 como en la Figura 4. El
grafo que obtenemos G tiene orden n = 5k.
Para dominar cada ciclo agregado necesitamos 2 vértices incluso en el caso que los vértices
u y v están dominados por otros vértices. (Esto nos dice que γ(G) ≥ 2k). Además los
vértices V (H) forman un conjunto dominante de G. Lo que prueba que γ(G) = 2k = 2n

5 .

Figura 4: Construcción de G a partir de H = C4.

Destacamos que estos ejemplos tienen ciclos C4 o C5 inducidos.

En [38], B. Reed estableció una cota ajustada para los grafos que tienen mı́nimo grado
por lo menos 3. No haremos la demostración del Teorema de Reed 2.5 en esta tesis, pero
mencionamos que está basada en buscar un conjunto de caminos en el grafo que cubran
todos los vértices. Y luego, elegir convenientemente algunos vértices de cada camino para
formar un conjunto dominante. Al final se eligen un poco más de 1

3 de los vértices del
grafo.

Teorema 2.5 (Reed). [38] Si G es un grafo de orden n con δ(G) ≥ 3, se tiene

γ(G) ≤
3n

8
.

Ejemplo 2.6. La cota del Teorema de Reed es ajustada. Una manera de construir grafos
en donde se da la igualdad es a partir de un grafo cualquiera H de k vértices. Agregamos
k copias del grafo R de la Figura 5 e identificamos un vértice u ∈ V (H) con uno de los
vértices a, b, c de R. En el grafo G que se obtiene la cantidad de vértices es 8k y cada uno
de ellos tiene grado por lo menos 3. Observamos que se necesitan por lo menos 3 vértices
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para dominar cada copia de R agregada. Más aún, existe D un γ-set de G que consiste en
V (H) y dos vértices extras en cada R. Entonces γ(G) = 3k = 3|V (G)|

8 .

Figura 5: Grafo R de ocho vértices con número de dominación 3. Los vértices marcados
en negro, junto con a, b o c, forman un γ-set de R.

Es razonable esperar que, a medida que aumenta el grado mı́nimo de los vértices, los
conjuntos dominantes tengan menor cantidad de vértices. En esa dirección, Alan y Spencer
usaron un método probabiĺıstico para probar el siguiente teorema.

Teorema 2.7. [3] Si G es un grafo conexo, se tiene

γ(G) ≤

(

1 + ln(δ + 1)

δ + 1

)

n .

Esta cota es interesante (en el sentido que mejora las cotas anteriores) cuando δ es
mayor o igual que 5.

2.2. Cotas con otros parámetros

Mientras que las cotas de la sección anterior valen sin restringir la estructura de los
grafos, es razonable identificar los subgrafos o las invariantes que fuerzan que el número
de dominación sea alto. En esta sección presentamos resultados parciales que involucran
condiciones sobre el parámetro g (que definimos a continuación).

Definición 2.8. La mı́nima circunferencia, cintura o girth de un grafo G, g(G), se define
como el menor natural k tal que G tiene un ciclo de longitud k.

Observación 2.9. Se cumple que cualquier ciclo de longitud g(G) es un ciclo inducido.
Porque si existiera una arista entre los vértices del ciclo, se podŕıa hallar un ciclo de
longitud menor.

Por ejemplo, el grafo de la Figura 6 tiene un ciclo C de longitud 7 y g = 4.

Teorema 2.10 (Brigham y Dutton). [8] Sea G un grafo de orden n, mı́nimo grado
δ ≥ 2 y mı́nima circunferencia g ≥ 5. Entonces

γ(G) ≤
⌈n

2
−

g

6

⌉

.
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Figura 6: Grafo que tiene un ciclo C no inducido. Las aristas en ĺıneas punteadas pueden
estar o no en el grafo.

Demostración. Lo fundamental en la demostración es el hecho de que si en G (con δ ≥ 2 y
g ≥ 5) se borran2 los vértices de un ciclo mı́nimo C, el grafo resultante H no tiene vértices
aislados. Entonces, H cumple las hipótesis de la cota del Teorema de Ore (2.1) que afirma

γ(H) ≤ |V (H)|
2 .

Para probar esa afirmación, tomamos u un vértice de H y llamamos v1, v2, ..., vg a los
vértices de C. Como el mı́nimo grado es 2, u tiene por lo menos dos vecinos en el grafo G.
Si u tiene dos vecinos en C digamos v1 y vk tenemos la situación de la Figura 7.

Figura 7: Ciclo C ′

Notar que los vértices u, v1, v2, ...vk forman un ciclo C ′ de longitud k+1. Y los vértices
vk, vk+1, ..., vg, v1, u forman un ciclo de longitud g− k + 3. La menor longitud de un ciclo
es 5, entonces g − k + 3 > 4 de donde g > k + 1. Por lo tanto, encontramos un ciclo
C ′ de longitud menor que g(G). Un absurdo. (No estamos diciendo que estos ciclos son

2Dado un grafo G = (V,E), notamos por G−u al grafo que se obtiene al borrar el vértice u y las aristas
que inciden en él. Es decir, V (G − u) = V \ {u} y E(G − u) = {(v, w) ∈ E, v 6= u y w 6= u}. En otras
palabras, G− u es el subgrafo inducido por V \ {u}.
Análogamente podemos borrar o eliminar de G un conjunto de vértices S ⊆ V . El grafo resultante se nota
G− S es el subgrafo inducido por V \ S.
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ciclos inducidos, pero por la Observación 2.9 tener un ciclo no necesariamente inducido de
longitud l asegura tener un ciclo inducido de longitud l′ ≤ l.)

Luego, u debe tener un vecino en H, es decir que el subgrafo inducido por H no tiene
vértices aislados (δ(H) ≥ 1).

Recordamos del Caṕıtulo 1 que si C es un ciclo de longitud k, γ(C) =
⌈

k
3

⌉

. Tenemos
a G dividido en dos subgrafos H y C, entonces

γ(G) ≤ γ(H) + γ(C) ≤
n− g

2
+
⌈g

3

⌉

≤
⌈n

2
−

g

6

⌉

.

En 2007, Dieter Rautenbach probó el siguiente resultado.

Teorema 2.11. [37] Sea k ∈ N. Existe un conjunto finito de grafos Gk tal que, si G es un
grafo de orden n, mı́nimo grado δ ≥ 2, mı́nima circunferencia g ≥ 5 tal que G no es un
ciclo y no pertenece a Gk, entonces

γ(G) ≤
n

2
−

g

6
− k .

Y además realizó una conjetura, probando una versión débil de la misma.

Conjetura 2.12. [37] Si G es un grafo de orden n, mı́nimo grado δ ≥ 2 y mı́nima
circunferencia g ≥ 5, entonces

γ(G) ≤
n

3
+

2n

3(g− 1)
.

En el mismo paper está la prueba de esta conjetura con la hipótesis adicional de que
la distancia dG(u, v) ≥ g para todo par u, v ∈ V (G) con degG(u), degG(v) ≥ 3.

Una manera de restringir la estructura de un grafo es imponer que todos los vértices
tengan el mismo grado, esto es que G sea regular. Los grafos en los que todo vértice tiene
grado exactamente 3 se llaman grafos cúbicos o 3-regulares.

En [28] Kostochka y Stodolsky demuestran los siguientes resultados.

Teorema 2.13. [28] Si G es un grafo conexo, cúbico, de orden n > 8, entonces

γ(G) ≤
4n

11
.

Teorema 2.14. [28] Si G es un grafo conexo, cúbico, de orden n > 8 y mı́nima circunfe-
rencia g, entonces

γ(G) ≤ n

(

1

3
+

8

3g2

)

.
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Esta última cota es interesante (en el sentido que mejora los resultados anteriores)
cuando g ≥ 9.

También se ha intentado determinar el supremo de γ(G)
|V (G)| sobre los grafos cúbicos.

Kostochka y Stodolsky mostraron que ese supremo es por lo menos 8
23 (y menor o igual

que 4
11 , por el Teorema 2.14). Sin embargo no tienen una propuesta para el valor exacto.

Molloy y Reed en [33] mostraron que el número de dominación de un grafo cúbico aleatorio
de orden n está entre 0, 236n y 0,3126n con probabilidad asintótica 1.

Dado que las cotas superiores e inferiores del número de dominación de grafos cúbicos
aún pueden mejorarse, ésta es una de las ĺıneas de investigación que se desarrolla en la
actualidad.

2.3. Parámetros esenciales en la cota de Reed

En esta sección seguiremos el paper de M. Henning, I. Schiermeyer y A. Yeo [19] para
mostrar cuáles son las parámetros estructurales que fuerzan un número de dominación
más grande. Con estos nuevos parámetros, los autores consiguen mejorar los resultados
del Teorema de McCuaig y Shepherd (2.3) y del Teorema de Reed (2.5).

Al final de esta sección mostramos algunos aportes de nuestro trabajo.

2.3.1. Reducciones de grafos

En un grafo G, identificar los vértices x e y consiste en reemplazar x e y por un nuevo
vértice uxy que es adyacente a todos los vértices que eran adyacentes a x o y en G.

Definición 2.15. Si existe en el grafo G un camino simple u1, v1, v2, u2 de manera que
dG(v1) = dG(v2) = 2, armamos el grafo G′ identificando los vértices u1 y u2 y borrando
{v1, v2}. Decimos que el grafo G′ es una reducción tipo 1 de G y tambien que G se reduce
tipo 1 a G′.

Figura 8: Ejemplo de una reducción tipo 1. El grafo G7 se reduce tipo 1 a C4.

Definición 2.16. Si existe en el grafo G un camino simple x1, w1, w2, w3, x2 tal que
dG(w2) = 2 y N(w1) = {x1, w2, x2} = N(w3) en G, armamos G′ borrando los vértices
{w1, w2, w3} y agregando la arista (x1, x2) (si no está en E(G)). Decimos que el grafo G′

es una reducción tipo 2 de G o bien que G se reduce tipo 2 a G′.
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Figura 9: Ejemplo de una reducción tipo 2. El grafo G7 se reduce tipo 2 a C4.

Definición 2.17. Sea F4 = {C4}. Para i > 4, i ≡ 1 (mod 3) definimos la familia Fi de la
siguiente manera: G ∈ Fi si y sólo si tiene mı́nimo grado δ(G) ≥ 2 y existe G′ ∈ Fi−3 tal
que G se reduce (tipo 1 o tipo 2) a G′.

Observamos que para i ≥ 4, i ≡ 1 (mod 3), todos los grafos en Fi tienen orden i,
porque en cada reducción el orden disminuye en 3.

Para ilustrar la Definición 2.17, consideramos los grafos G7, G10 y G13 de la Figura 10.
Cada uno de ellos tiene mı́nimo grado mayor o igual a 2. El grafo G7 es el mismo que el
de las Figuras 8 y 9 y vimos que G7 se reduce (tipo 1 y tipo 2) a C4, entonces G7 ∈ F7. El
grafo G10 se reduce tipo 1 a G7 (reduciendo los vértices marcados en la figura) y entonces
G10 ∈ F10. El grafo G13 se reduce tipo 2 a G10 y por lo tanto G13 ∈ F13.

Figura 10: Los grafos G7, G10 y G13

Los seis grafos en la familia F7 son los de la Figura 2, de la página 15 (sin contar
el C4). Y, junto con el C4, son los únicos grafos que no cumplen la cota del Teorema de
McCuaig y Shepherd (Teorema 2.3).

Los grafos de las familias Fi tienen número de dominación relativamente alto respecto
del orden del grafo. Para probar esto primero analizamos cómo cambia el número de
dominación al reducir un grafo.

Lema 2.18. [19] Si G es un grafo que se reduce tipo 1 a G′, entonces

γ(G) = γ(G′) + 1 .
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Demostración. Sea u1, v1, v2, u2 un camino simple en G tal que degG(v1) = degG(v2) = 2
y sea G′ el grafo que se obtiene al identificar u1 y u2 en un vértice w y eliminar los vértices
{v1, v2}.

≤) Sea D′ un γ-set de G′. Si w ∈ D′, tomamos D = (D′ \{w})∪{u1, u2}. Si w /∈ D′, sea
w′ ∈ D′ adyacente a w en G′. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que w′

es adyacente a u1 en G. (Posiblemente w′ también sea adyacente a u2 en G.) En tal
caso tomamos D = D′∪{v2}. En ambos casos, D domina el grafo G y |D| = |D′|+1.
Luego, γ(G) ≤ |D′|+ 1 = γ(G′) + 1.

≥) Probaremos ahora que γ(G′) ≤ γ(G) − 1. Sea S un γ-set de G. Notar hay a lo
sumo 2 vértices del camino u1, v1, v2, u2 en S. Si |S ∩ {u1, v1, v2, u2}| = 2, armamos
S′ sacando esos dos vértices de S y agregando w. Si |S ∩ {u1, v1, v2, u2}| = 1, sin
pérdida de generalidad tenemos v1 ∈ S; y tomamos S′ = S \ {v1}. En ambos casos
S′ es un conjunto dominante de G′ y |S′| = |S| − 1. Por lo tanto, γ(G′) ≤ γ(G)− 1.

Observación 2.19. Notar que si en un grafo subdividimos una arista (u, v) en 4, aparece
un camino P4 inducido: u, y1, y2, y3, v. Si aplicamos una reducción tipo 1 a los vértices
u, y1, y2, y3 volvemos a tener el mismo grafo. Entonces el Lema 2.18 prueba que al subdi-
vidir una arista en 4, el número de dominación aumenta en 1.

Sin embargo no es cierto que subdividir aristas en 4 y la reducción tipo 1 sean opera-
ciones inversas. Ver por ejemplo la Figura 8.

Lema 2.20. [19] Si G es un grafo que se reduce tipo 2 a G′, entonces

γ(G) = γ(G′) + 1 .

Demostración. Sea x1, w1, w2, w3, x2 un camino en G tal que degG(w2) = 2, N(w1) =
N(w3) = {x1, w2, x2} y sea G′ el grafo que se obtiene al eliminar los vértices {w1, w2, w3}
y añadir la arista (x1, x2).

≤) Sea D′ un γ-set de G′. Si D′ ∩ {x1, x2} = ∅, tomamos D = D′ ∪ {w2}. Si D
′ ∩

{x1, x2} 6= ∅, tomamos D = D′ ∪ {w1}. Notar que w1 domina {x1, w1, w2, x2} y
D′ ∩{x1, x2} domina el vértice w3. En ambos casos, D es un conjunto dominante de
G y |D| = |D′|+ 1. Por lo tanto γ(G) ≤ |D| = γ(G′) + 1.

≥) Mostramos que γ(G′) ≤ γ(G) − 1. Entre todos los γ-set de G elegimos un S que
minimiza |S ∩ {w1, w2, w3}|. Entonces |S ∩ {w1, w2, w3}| = 1 (ver Figura 11).
Si w2 ∈ S, (w1, w3 /∈ S) tomamos S′ = S \{w2}. Notar que x1 y x2 están dominados
en G por vértices que no se eliminan.
Si w2 /∈ S, podemos asumir sin pérdida de generalidad, w1, xi ∈ S (y w3 /∈ S). En
este caso, x1 y x2 están dominados por xi en G

′ y tomamos S′ = S \ {w1}.
En ambos casos, el conjunto S′ domina el grafo G′ y |S′| = |S|−1. Entonces γ(G′) ≤
|S′| = γ(G)− 1.
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Figura 11: Detalle de cómo conseguir a partir un γ-set de G, un S que cumpla |S ∩
{w1, w2, w3}| = 1.

Proposición 2.21. [19] Para todo G ∈ Fi con i ≥ 4, i ≡ 1 (mod 3), se tiene

γ(G) =
i+ 2

3
.

Demostración. La demostración es por inducción en i para i ≥ 4, i ≡ 1 (mod 3). Obser-
vamos que si i = 4, G = C4 y γ(G) = 2 = i+2

3 .
Si i > 4 y G ∈ Fi, tenemos que existe un G′ ∈ Fi−3 tal que G se reduce tipo 1 o

tipo 2 a G′. Por hipótesis inductiva, γ(G′) = i−3+2
3 . Y los Lemas 2.18 y 2.20 implican que

γ(G) = γ(G′) + 1 = i+2
3 .

Como mencionamos antes, en las familias Fi el número de dominación es relativamen-
te alto, y serán los grafos exepcionales para la cota que probaremos en la última sección.
Además para estos grafos sabemos exactamente cuánto vale γ. Presentamos algunas pro-
piedades más de estas familias de grafos.

Notación. Llamaremos F≤13 = F4 ∪ F7 ∪ F10 ∪ F13

Propiedades. Sea un grafo G ∈ F≤13 de orden n, entonces

a) n ≤ 13

b) γ(G) ≤ n+2
3

c) Si G ∈ F10 ∪ F13 entonces γ(G) ≤ 2n
5 .

d) Si G contiene un triángulo entonces a lo sumo un vértice del triángulo tiene grado 2
en el grafo G.

Demostración. La propiedad (a) se debe al hecho que todo grafo en Fi tiene orden i.
La propiedad (b) es la Proposición 2.21.
La propiedad (c) es un consecuencia de la propiedad (b). Ya que n+2

3 ≤ 2n
5 ⇔ 10 ≤ n.
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Para probar (d), sea G un grafo que contiene un triángulo tal que hay dos vértices con
grado 2 en G. Cuando G se reduce (tipo 1 o tipo 2) a G′, esos vértices no son eliminados.
Más aún, en G′ hay un triángulo que contiene 2 vértices con grado 2 en G′. Repitiendo
este procedimiento llegaŕıamos a que el C4, el único grafo en F4, contiene un triángulo.
Lo cual es absurdo.

2.3.2. Propiedades estructurales

El estudio de las subestructuras de un grafo que son ✭✭malas✮✮ en el sentido de la
dominación, permite definir una cota para γ que depende fuertemente de la estructura del
grafo.

De esta manera, la cota que obtenemos brinda una demostración alternativa del Teo-
rema de McCuaig y Shepherd (Teorema 2.3), como de otros resultados conocidos de domi-
nación en grafos y permite obtener nuevas propiedades y cotas para subclases de grafos.

Definimos, entonces, los parámetros y también un nuevo tipo de dominación que usa-
remos en esta sección.

Definición 2.22 (Dominación restringida). Dados un grafo G = (V,E) y un conjunto de
vértices X ⊆ V , decimos que S ⊆ V es un conjunto X-dominante de G si es un conjunto
dominante de G y contiene a X. El número de X-dominación de G es el menor tamaño
de un conjunto X-dominante y lo notamos γ(G;X).

Observar que si X = ∅, los conjuntos ∅-dominantes son exactamente los conjuntos
dominantes de G, y por lo tanto γ(G;∅) = γ(G).

Definición 2.23 (Vértices de corte). En un grafo conexo G = (V,E), un vértice u ∈ V
se dice vértice de corte si G− u es disconexo.
Dado X ⊆ V , u es un X-cut vértice si u /∈ X y el grafo G − u tiene una componente
conexa Cu tal que: es un C4 inducido, no contiene vértices de X y no todos los vértices de
Cu son adyacentes a u (claramente hay uno que śı lo es).
Puede pasar que u no sea vértice de corte de G. En la Figura 12 mostramos el grado que
pueden tener los vértices de Cu en el grafo G.
Notamos bc(G;X) al número de X-cut vértices en G (por ✭✭bad-cut✮✮ o ✭✭corte malo✮✮).
Cuando X = ∅, decimos que un X-cut vértice es un bad-cut vértice y notamos bc(G;∅)
simplemente como bc(G).

Para justificar el nombre de ✭✭bad-cut✮✮ supongamos que G tiene un bad-cut vértice u
y armamos un conjunto dominante seleccionando el vértice u. Para dominar el ✭✭resto✮✮ del
grafo, es decir V \N [u], tendremos que agregar un vértice del C4 que aparece en G − u.
Si no seleccionamos el vértice u, para dominar el subgrafo Cu necesitamos dos vértices de
este ciclo. En ambos casos estaŕıamos seleccionando 2 vértices para dominar los 5 vértices
de Cu ∪ {u}. Y esa es justamente la proporción que queremos mejorar.

Por ejemplo, en la Figura 3 (página 16) los vértices del camino inferior (los marcados
en negro) son bad-cut vértices.
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Figura 12: Posibles adyacencias de un bad-cut vértice u con la componente Cu. Los
números al lado de cada vértice indican el grado del vértice en el grafo G.

Definición 2.24 (Ciclos especiales). Sean G = (V,E) un grafo y X ⊆ V . Decimos que C
es un ciclo X-especial de G si es un ciclo de 5 vértices que no están en X y cumple: es una
componente C5 o tiene un sólo vértice de grado mayor o igual que 3 o tiene dos vértices
de grado mayor o igual que 3 y esos vértices no son consecutivos en C (aunque pueden ser
adyacentes en G). (Ver los grafos A, B y C en la Figura 13.)
Notamos sc(G;X) al máximo número de ciclos X-especiales disjuntos que no contienen
X-cut vértices.
Cuando X = ∅, llamamos ciclos especiales a los ciclos ∅-especiales y notamos a sc(G;∅)
simplemente con sc(G). Es decir que sc(G) es el máximo número de ciclos especiales
disjuntos que no contienen bad-cut vértices.

Figura 13: Ciclos especiales. Los números al lado de cada vértice indican el grado del
vértice en el grafo G. La arista en linea punteada pueden estar o no en E(G).

Los ciclos X-especiales son estructuras ✭✭malas✮✮ en el sentido de la dominación porque
para dominar los 5 vértices de C se necesitan al menos 2 vértices de C. Más aún, si
queremos expandir el conjunto X para que sea dominante, X podŕıa estar dominando los
vértices de grado 3, pero de todas formas hay que seleccionar 2 vértices de C para dominar
el ciclo.

Definición 2.25 (La función ψ). Sean G = (V,E) un grafo y X ⊆ V . Notamos con
δ1(G;X) al número de vértices de grado 1 en G que no están en X.

Definimos la función ψ de un grafo como

ψ(G;X) =
1

8
(3|V |+ 5|X|+ sc(G;X) + bc(G;X) + 2δ1(G;X)) .
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Para ilustrar la definición de ψ, consideramosG el grafo de la Figura 14 y tomamosX =
{x}. El vértice v es un X-cut vértice. Como tenemos |V (G)| = 13, |X| = 1, bc(G;X) = 1,
sc(G;X) = 1 y δ1(G;X) = 1, resulta ψ(G;X) = 6. Observar además que para este grafo,
γ(G;X) = 6 = ψ(G;X).

Figura 14: Grafo G. Los vértices en negro forman un conjunto X-dominante mı́nimo.

Mostramos ahora la relación de estos parámetros con algunas restricciones ya estu-
diadas para el problema del conjunto dominante. Estas observaciones serán útiles más
adelante.

Proposición 2.26. [19] Sea G un grafo de orden n con mı́nimo grado δ(G) ≥ 1. Para
cualquier X ⊆ V (G) valen las siguientes propiedades:

a) Si δ(G) ≥ 2, entonces δ1(G;X) = 0.

b) sc(G) + bc(G) ≤ n
5 .

c) Si G no tiene C4 y C5 inducidos3, entonces sc(G;X) = 0.

d) Si G no tiene a C4 como subgrafo inducido, entonces bc(G;X) = 0.

e) Si G es 2-conexo y n 6= 5, entonces bc(G;X) = 0.

f) Si degG(u) + degG(v) ≥ 5 para todo par de vértices adyacentes, entonces sc(G) = 0.

Demostración. Las afirmaciones (a) y (d) se desprenden de las definiciones de δ1 y bc
La afirmación (c) se debe a que cualquier ciclo X-especial es un C5 inducido o contiene

un C4 inducido. Ver la Figura 13.
Para la afirmación (b) observar que si x es un bad-cut vértice y Cx es un C4 inducido

que le corresponde a x, el conjunto Cx ∪ {x} es disjunto con cualquier ciclo especial y con
cualquier Cy ∪ {y} para un bad-cut vértice y 6= x. De esta manera podemos separar 5
vértices de G por cada bad-cut vértice y por cada ciclo especial.

Para la afirmación (e) tener en cuenta que en un grafo 2-conexo no hay vértices de
corte. Y cuando x es un X-cut vértice y n 6= 5, hay al menos dos componentes conexas en
G− u (una de ellas es el Cu).

La afirmación (f), se debe al hecho que en un ciclo especial existen dos vértices conse-
cutivos con grado 2 en G.

3Dado un grafo H, se suele usar la notación H-free para los grafos que no tienen a H como subgrafo
inducido.
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En su trabajo, Henning, Schiermeyer y Yeo generaron mediante un programa de compu-
tadora los grafos de la familia F≤13. Establecieron que hay 28076 grafos no isomorfos y
exactamente 41 de ellos tienen bad-cut vértices. Definimos la familia F como los 28035
grafos restantes, es decir:

F = {G ∈ F≤13 | bc(G) = 0} .

Terminamos esta sección con propiedades de la familia F que son útiles en la demos-
tración del teorema principal.

Lema 2.27. [19] Sea G un grafo de la familia F y u, v ∈ V (G). Entonces se cumplen las
siguientes propiedades.

a) γ(G− u) = γ(G)− 1

b) Existe un γ-set que contiene a u.

c) Existe un γ-set que contiene a u y v.

d) Si u y v no son adyacentes y (G ∪ (u, v)) /∈ F , entonces γ(G ∪ (u, v)) = γ(G)− 1.

Demostración. Los autores mencionan que la prueba de (a), (c) y (d) puede hacerse por
computadora analizando los grafos de la familia F . Para (b), observar que por la propiedad
(a), cualquier γ-set de G − u puede extenderse a un conjunto dominante (mı́nimo) de G
agregando el vértice u.

2.3.3. Generalización de la cota de Reed

El resultado principal del paper es el siguiente,

Teorema 2.28. [19] Sean G un grafo conexo y X ⊆ V (G). Si degG(u) ≥ 1 para todo
u ∈ V (G) \X, entonces

X = ∅ y G ∈ F , o bien γ(G;X) ≤ ψ(G;X) .

Notar que si G es conexo, para cualquier vértice se cumple que degG(u) ≥ 1 (salvo que
G sea el grafo con un sólo vértice). Es decir que la hipótesis adicional degG(u) ≥ 1, ∀u ∈
V (G) \X sólo restringe el caso G = {u} y X = ∅.

Antes de hablar de la demostración mencionaremos las consecuencias del Teorema 2.28.
En particular, cuando X = ∅ tenemos:

Teorema 2.29. [19] Si G es un grafo conexo, con mı́nimo grado δ ≥ 2, entonces G ∈ F
o

γ(G) ≤
1

8
(3|V (G)|+ sc(G) + bc(G)) .

Demostración. Tenemos que δ(G) ≥ 2 implica δ1(G;X) = 0 (Proposición 2.26 (a)) y
|X| = 0. El resultado se obtiene a partir del Teorema anterior simplemente reemplazando
estos valores en la fórmula de ψ (definida en 2.25, página 25).
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Los siguientes dos corolarios generalizan el Teorema de Reed 2.5 para nuevas clases de
grafos.

Corolario 2.30. [19] Sea G un grafo conexo de orden n con mı́nimo grado δ ≥ 2 tal que
no contiene ciclos especiales ni bad-cut vértices, entonces

G ∈ F o γ(G) ≤
3n

8
.

Corolario 2.31. [19] Sea G un grafo conexo de orden n ≥ 14 y δ(G) ≥ 2 tal que no
contiene ciclos especiales ni bad-cut vértices, entonces

γ(G) ≤
3n

8
.

Demostración. Si sigue del Corolario anterior teniendo en cuenta que todos los grafos de
la familia F tienen orden menor o igual a 13.

Una observación importante es que si δ(G) ≥ 3, el grafo G no admite C4 ni C5 induci-
dos, y en consecuencia no posee ciclos especiales ni bad-cut-vértices (Proposición 2.26 (c)
y (d)). Además resulta que G es un grafo que no se puede reducir tipo 1 ni tipo 2, porque
los caminos que ✭✭se reducen✮✮ tienen vértices de grado 2, entonces G /∈ F . De esta manera,
la cota del Teorema de Reed (2.5) puede verse como un corolario del Teorema 2.29:

δ(G) ≥ 3 ⇒ γ(G) ≤
1

8
(3|V (G)|+ sc(G) + bc(G)) =

3|V (G)|

8
.

Sin embargo, dado que la demostración del Teorema 2.28 usa el Teorema de Reed, no
es cierto que (2.29) sea un resultado más fuerte. En realidad, lo que se hace es relajar la
condición sobre el mı́nimo grado δ de 3 a 2, y restringir la estructura del grafo para que
siga valiendo la cota γ ≤ 3n

8 .

Observación 2.32. (Demostración del Teorema 2.3) Usando los parámetros que defini-
mos, la cota de McCuaig y Shepherd también puede deducirse del Teorema 2.29 observando
que:

todo grafo en F10 y F13 (y en particular, todo grafo en F \ G) cumple γ(G) ≤ 2n
5

(Propiedad (c) de la familia F≤13)

sc(G)+bc(G) ≤ n
5 (Proposición 2.26 (b)) y por el Teorema 2.29: γ(G) ≤ 1

8

(

3n+ n
5

)

=
2
5n .

La Proposición 2.26 y las Propiedades de la familia F pueden combinarse para dar
nuevos corolarios del Teorema 2.29 y obtener familias de grafos que cumplen que el número
de dominación γ es a lo sumo tres octavos de n. Como por ejemplo:

Corolario 2.33. [19] Si G /∈ F tiene orden n, mı́nimo grado δ ≥ 2 y no posee C4 ni C5

inducidos, entonces γ(G) ≤ 3n
8 .

Demostración. Aplicamos el Teorema 2.29 y por la Proposición 2.26 (c) y (d), tenemos
sc(G) = bc(G) = 0.
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Corolario 2.34. [19] Si G es un grafo de orden n ≥ 14, tiene mı́nimo grado δ ≥ 2 y no
posee C4 ni C5 inducidos, entonces γ(G) ≤ 3n

8 .

Demostración. Esta afirmación se deduce del Corolario anterior y el hecho que los grafos
en F tienen orden menor o igual a 13.

Corolario 2.35. [19] Si G es un grafo de orden n ≥ 14, G es 2-conexo y degG(u) +
degG(v) ≥ 5 para todo par de vértices adyacentes, entonces γ(G) ≤ 3n

8 .

Notar que (cuando G es 2-conexo) la condición degG(u) + degG(v) ≥ 5 para todo
(u, v) ∈ E(G) es equivalente a: los vértices de grado 2 son un conjunto independiente.

Demostración. Se sigue del Teorema 2.29 y la Proposición 2.26 (e) y (f), pues ésta implica
que sc(G) = 0 = bc(G).

Recalcamos que hay muchos grafos en la familia F que no poseen C4 ni C5 inducidos.
Los ejemplos más sencillos son los ciclos C7, C10 y C13 pero hay más, por ejemplo el grafo
de la siguiente figura.

Figura 15: Un grafo en F sin C4 y C5 inducidos.

Con respecto a la cuestión de si las cotas de los corolarios anteriores son ajustadas o
no, presentamos los siguientes ejemplos. En ellos mostramos cómo construir una familia
infinita de grafos que alcanzan la igualdad en los Corolarios 2.33 y 2.34 (Ejemplo 2.36) y
Corolario 2.35 (Ejemplo 2.37). Es decir que mostraremos que todas las cotas son ajustadas.

Ejemplo 2.36. Las unidades básicas que vamos a usar para formar los grafos son:

un ciclo básico, un grafo isomorfo a C8

una llave básica, un grafo isomorfo a un C7 al que se le ha añadido un vértice de
grado 1 (una hoja).

Para unir estas unidades consideramos ciertos vértices de enlace: en un ciclo básico los
vértices de enlace serán un vértice cualquiera y los dos vértices a distancia 3; en una llave
básica el vértice de enlace será la hoja.
Para armar un grafo G tomamos la unión disjunta de ℓ unidades básicas y agregamos
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ℓ − 1 aristas entre ellas de manera que: el grafo resulte conexo y las aristas agregadas
incidan en los vértices de enlace. Por ejemplo, en la Figura 16 el grafo G está formado
por 5 unidades básicas. Remarcamos que un vértice de enlace puede ser extremo de varias
aristas de enlace y eventualmente de ninguna.
Todo grafo que podamos armar de esta manera tiene δ(G) ≥ 2 y no admite C4 ni C5

inducidos. Esto implica, por el Corolario 2.33 o 2.34, que γ(G) ≤ 3
8 |V (G)|. Observar que

para dominar los 8 vértices de una unidad básica se necesitan al menos 3 vértices, incluso
si consideramos que los vértices de enlace ya están dominados. Luego, se da la igualdad
γ(G) = 3

8 |V (G)|.

Figura 16: Unidades básicas. Los vértices de enlace son los más grandes.

Ejemplo 2.37. Construimos un grafo G que cumpla la igualdad en el Corolario 2.35 a
partir de un grafo H que sea 2-conexo y tenga un matching perfecto M. Por ejemplo, un
camino de orden par. Reemplazamos cada arista (u, v) de M por un grafo isomorfo a un
C8 con dos aristas extras, como en la Figura 17.
El grafo G que obtenemos es 2-conexo y cumple que los vértices de orden 2 forman un
conjunto independiente (y por el Corolario 2.35, resulta que γ(G) ≤ 3

8 |V (G)|). Además,
para dominar los 8 vértices de los grafos agregados se necesitan por lo menos 3 vértices,
incluso si consideramos que los vértices u y v ya están dominados. Luego, el número de
dominación es exactamente 3

8 |V (G)|.

Figura 17: Construcción de G a partir de H = C6. Los vértices en gris son los de grado
igual a 2 en G y forman un conjunto independiente.
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La demostración completa del Teorema 2.28 tiene muchos detalles técnicos que no
desarrollaremos en esta tesis. Presentamos sólo un resumen, y las ideas principales de la
demostración. Los detalles están en [19].

Esquema de la demostración del Teorema 2.28. La demostración es por inducción en las
secuencias (|V (G)|− |X|, |V (G)|) según el orden lexicográfico. Para simplificar la notación
llamamos s(G) a la secuencia (|V (G)| − |X|, |V (G)|) y s(G′) a la secuencia (|V (G′)| −
|X ′|, |V (G′)|). Recordamos el resultado del Teorema 2.28 y la fórmula de ψ:

X = ∅ y G ∈ F , o bien γ(G;X) ≤ ψ(G;X) (2.1)

ψ(G;X) =
1

8

(

3|V (G)|+ 5|X|+ sc(G;X) + bc(G;X) + 2δ1(G;X)
)

(2.2)

Cuando |V (G)| − |X| = 0, tenemos X = V (G) y γ(G;X) = |X| = ψ(G;X). Lo que
constituye el caso base. Asumimos entonces que |V (G)| − |X| ≥ 1 y que el resultado (2.1)
vale para todo grafo conexo G′ y X ′ ⊆ V (G′) (con degG(u) ≥ 1 para todo u en V (G′)\X ′),
tales que la secuencia s(G′) sea menor que s(G).

La demostración del paso inductivo consiste en ir determinando las propiedades que
debe cumplir el grafo G si el resultado no vale. Como es de esperar, de todas formas
llegaremos a que G cumple el resultado (2.1).

i) Primero se prueba que |V (G)| ≥ 3 y también δ1(G;X) = 0.
Deducimos de esto que degG(u) ≥ 2 para todo u ∈ V (G) \X.
También se prueba que no existen X-cut vértices ni ciclos X-especiales, es decir
bc(G;X) = 0 y sc(G;X) = 0.
Luego se prueba que ningún vértice de X es un vértice de corte de G. Pues en caso
que x ∈ X es vértice de corte y H1, H2, ..., Hk, k ≥ 2 son las componentes conexas de
G−x, se consideran los grafos Gi = G[V (Hi)∪{x}] y los conjuntos Xi = X∩V (Gi).
Las secuencias correspondientes cumplen s(Gi) < s(G) y por hipótesis inductiva
(Xi 6= ∅) γ(Gi;Xi) ≤ ψ(Gi;Xi). La linealidad de los parámetros que definen ψ
respecto a las componentes del grafo, permiten deducir que vale (2.1) para G.

ii) En segundo lugar, se considera S el conjunto de los vértices de grado 2 que no están
en X, S = {s ∈ V (G) \X, degG(s) = 2} . Y se determina algunas propiedades del
conjunto S.
Para probar que S 6= ∅ se usa el Teorema de Reed: Si S = ∅, todo vértice en
V (G) \ X tiene grado mayor o igual a 3. Para asegurar que deg(x) ≥ 3 cuando
x ∈ X, modificamos G de la siguiente manera4. Agregamos |X| copias del grafo
de la Figura 18 e identificamos un x ∈ X con uno de los vértices a, b o c de R.
Claramente el grafo que se obtiene, G′, tiene mı́nimo grado δ(G′) = 3 y por el
Teorema de Reed (2.5), γ(G′) ≤ 3

8 |V (G′)| = 3
8(|V (G)|+ 7|X|).

Observamos que se necesitan por lo menos 3 vértices para dominar cada copia de R
agregada. Más aún, existe D′ un γ-set de G′ que contiene a X y dos vértices en cada

4Esta construcción es la misma que usamos para armar el Ejemplo 2.6
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R. (Ver Figura 5) Entonces D = D′ ∩ V (G) es un conjunto dominante de G y

γ(G) ≤ |D| = |D′| − 2|X| = γ(G′)− 2|X|

≤
3

8
(|V (G)|+ 7|X|)− 2|X| =

1

8
(3|V (G)|+ 5|X|) = ψ(G;X) .

La última igualdad se debe a que en el punto (i) probamos que bc(G;X) = sc(G;X)
= δ1(G;X) = 0.

Figura 18: Grafo cúbico R de ocho vértices con número de dominación 3. Los vértices
marcados en negro, junto con a, b o c, forman un γ-set de R.

Los vértices de S = {s ∈ V (G) \ X, degG(s) = 2} inducen un subgrafo en G, el
siguiente paso es probar que no hay caminos de longitud 2 en este subgrafo. (Usando
que no hay ciclos X-especiales ni X-cut vértices.)
Luego se prueba que no hay aristas entre los vértices de S.
Resulta que S es un conjunto independiente en G y si u es adyacente a un vértice
de S, entonces degG(u) ≥ 3 o u ∈ X. Se prueba que esto último no ocurre. Es decir
que s ∈ S, u ∈ N(s) ⇒ u /∈ X y degG(u) ≥ 3.
Esto permite probar que ningún par de vértices de S pertenecen a un mismo ciclo
C4 que tenga un vértice de grado por lo menos 4 en G. Y después, que ningún par
de vértices de S están en el mismo C4.
Usando todo esto, se puede demostrar que el conjunto S es un packing de G. Esto
es: cualquier par de vértices de S están a distancia por lo menos 3 en G.

iii) Finalmente, consideramos un vértice s ∈ S y sus vecinos N(s) = {u, v}. Por lo que
vimos en el punto (ii), u, v /∈ X.
Tomamos G′ = G−N [s] y X ′ = X. Entonces |V (G′)| = |V (G)|−3 y |X ′| = |X|. Sea
G1 una componente conexa de G′ y X1 = X ′ ∩ V (G1). El siguiente paso es mostrar
que

γ(G1;X1) > ψ(G1;X1) ∧ G1 6= G′ ⇒ γ(G;X) ≤ ψ(G;X) .

Más aún, se prueba que

γ(G′;X ′) > ψ(G′;X ′) ⇒ γ(G;X) ≤ ψ(G;X) .

En consecuencia, podemos quedarnos con el caso γ(G′;X ′) ≤ ψ(G′;X ′).
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También se prueba que sc(G′;X ′) = 0.
Se muestra que el vértice s de grado 2 puede elegirse de manera que bc(G′;X ′) = 0.
En el grafo G′ se cumple que degG′(w) ≥ 1 ∀w ∈ V (G′) \ X ′ porque si w queda
aislado el borrar {s, u, v}, el vértice w está a distancia 2 de s y por (ii), tiene grado
mayor o igual a 3. Una contradicción.
Finalmente se prueba que δ1(G

′;X ′) = 0. De esta manera, teniendo en cuenta el
punto (i)

ψ(G′;X ′) =
1

8

(

3|V (G′)|+ 5|X ′|
)

=
1

8

(

3(|V (G)| − 3) + 5|X|
)

= ψ(G;X)−
9

8
< ψ(G;X)− 1 .

Por otro lado, todo conjunto X ′-dominante de G′ puede extenderse a un conjunto
X-dominante de G agregando el vértice s. Entonces,

γ(G;X) ≤ γ(G′;X ′) + 1 ≤ ψ(G′;X ′) + 1 < ψ(G;X) .

Esto completa la demostración del Teorema 2.28.

Para terminar el caṕıtulo mencionamos algunos aportes de nuestro trabajo.

Los grafos que tienen bad-cut vértices tienen alguna de las estructuras de la Figura 12
(página 25). Es decir que no es necesario prohibir todos los C4 para que bc(G) = 0 sino
sólo los C4 ✭✭malos✮✮.

Proposición 2.38. Si G es un grafo que no tiene a C5 ni los grafos de la Figura 12 como
subgrafos inducidos entonces

bc(G) = 0 y sc(G) = 0 .

Demostración. Tener en cuenta que al no tener los grafos de la Figura 12, no hay bad-cut
vértices y bc(G) = 0. Un ciclo especial induce un C5 o el grafo (b) de la Figura 12. Como
ninguno de los dos es un subgrafo inducido en G tenemos sc(G) = 0.

Teniendo en cuenta la proposición anterior y el Teorema 2.29 reescribimos el Corolario
2.33 como:

Corolario 2.39. Si G /∈ F tiene mı́nimo grado δ ≥ 2 y no tiene a C5 ni a los grafos de la
Figura 12 como subgrafos inducidos, entonces

γ(G) ≤
3n

8
.
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Con respecto a la búsqueda de estas estructuras, mencionamos que decidir si existe
un subgrafo de G que verifica condiciones de grado sobre sus vértices puede determinarse
en tiempo polinomial. En consecuencia es posible hallar los X-cut vértices y los ciclos
X-especiales en tiempo polinomial para cualquier conjunto X ⊆ V (G).

Sin embargo, determinar el parámetro sc(G) en principio no es tan sencillo porque
involucra hallar la máxima cantidad de ciclos especiales disjuntos que no contienen bad-
cut vértices. Nosotros diseñamos un algoritmo que consigue evaluar sc(G) para cualquier
grafo en tiempo polinomial y es el siguiente:

Algoritmo 1 Parámetro sc(G)

Input: Un grafo G con los vértices numerados V (G) = {1, 2..., n}.
Output: El valor de sc(G).
1) Hallar el conjunto BC de los bad-cut vértices de G.
2) Hallar los ciclos especiales de G que no tienen vértices en BC.
3) Contar los ciclos especiales de G que forman el grafo A de la Figura 13 (página 25).

Llamamos sA a este valor.
4) Armaremos un grafo auxiliar H a partir de los ciclos especiales como B y C de la

Figura 13.
- Por cada ciclo de la forma B, digamos v1, v2, v3, v4, v5 con degG(v1) ≥ 3 elegimos
dos vértices: v1 y v3 o v1 y v4 (por ejemplo elegimos el menor número entre v3 y v4).
Agregamos esos dos vértices a H y también una arista entre ellos.
- Por cada ciclo de la forma C elegimos los vértices de grado mayor o igual a 3.
Agregamos esos dos vértices a H y también una arista entre ellos.

5) Hallar en H un matching máximo M. (Existen algoritmos que a partir de un grafo
G encuentran un matching máximo en tiempo O(nm). Por ejemplo, el algoritmo de
Edmonds.)
El matching hallado determina cuáles son los ciclos especiales B y C que seleccionamos.

6) return sA + |M|

Lema 2.40. El Algoritmo 1 obtiene el parámetro sc(G).

Demostración. Notar que todo ciclo especial B o C del grafo G está representado con
una arista en el grafo H, y dos ciclos especiales son disjuntos si y sólo si sus aristas
correspondientes en H no tienen extremos en común. Entonces el tamaño de un matching
máximo en H es la máxima cantidad de ciclos B o C disjuntos sin bad-cut vértices.

Dado que los ciclos especiales A son disjuntos con cualquier otro ciclo especial, la
máxima cantidad de ciclos especiales sin bad-cut vértices es:

sc(G) = sA + |M| .

Observación 2.41. Notar que este algoritmo además del valor de bc(G) y sc(G), puede
dar exactamente cuáles son los vértices bad-cut, sus Cu asociados y un conjunto de tamaño
máximo de ciclos especiales disjuntos que no contienen bad-cut vértices.
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A partir del Algoritmo 1 es posible incorporar una pequeña modificación para hallar
los X-cut vértices, bc(G;X), los ciclos X-especiales y el valor de sc(G;X). Si tenemos en
cuenta que determinar δ1(G;X) es lineal, llegamos a que evaluar la función ψ(G;X) para
un grafo cualquiera y X ⊆ V (G) puede hacerse en tiempo polinomial.

Dado que nuestro algoritmo encuentra cuáles son los vértices involucrados y sabemos
que se necesitan dos vértices para dominar cada ciclo especial y cada Cu ∪ {u} con u
bad-cut vértice, podemos usarlo para obtener un conjunto D que domina esa parte del
grafo de manera óptima.

Corolario 2.42. Sea G un grafo tal que todo vértice está en alguna de las estructuras de
las Figuras 12 y 13. Entonces es posible hallar en tiempo polinomial un conjunto dominante
D que verifica

|D| ≤
2|V (G)|

5
.

Demostración. Repasamos los pasos del Algoritmo 1 para mostrar cómo se seleccionan los
vértices del conjunto dominante.

En el paso (1), al encontrar un bad-cut vértice u agregamos u a D y agregamos un
vértice de cada C4 inducido en G− u para dominar el vértice no adyacente con u. Hasta
ahora la proporción

|D|

vértices dominados por D

es menor o igual a 2
5 .

En el paso (3) al encontrar un ciclo especial A seleccionamos dos vértices, entonces la
proporción anterior sigue siendo menor o igual a 2

5 .
En el paso (4) seleccionamos todos los vértices deH. Observar que cada arista e = (u, v)

de H representa uno o varios ciclos especiales B o C y los vértices u, v dominan en G a los
ciclos representados. Por lo tanto, los vértices de H dominan al menos |V (H)|+ 3|E(H)|
vértices en G.

Dado que |E(G)| ≥ |V (H)|
2 , los |V (H)| vértices dominan al menos |V (H)|+ 3

2 |V (H)| =
5
2 |V (H)| vértices y se mantiene la proporción buscada.

En consecuencia, el conjunto D que armamos domina todo el grafo y cumple

|D| ≤
2|V (G)|

5
.





Caṕıtulo 3

Producto de grafos

Si pensamos el producto como una operación binaria entre grafos, el producto de G
y H puede ser definido de varias maneras. Sin embargo, al pedir propiedades naturales
como la asociatividad, los posibles productos son muy pocos. Un análisis completo puede
encontrarse en [42].

La conjetura de Vizing, formulada en [41] en el año 1968, propone una cota inferior
para el número de dominación del producto Cartesiano de grafos. La cota parece natural
pero aún no ha sido probada convirtiéndose aśı en el problema abierto más importante en
dominación de grafos.

En la primera sección de este caṕıtulo, definimos los productos de grafos y damos
propiedades de las matrices de adyacencia y la distancia en grafos producto.

En la segunda sección estudiamos el problema de dominación en el producto directo
y mostramos que la cota superior de γ es multiplicativa y la cota inferior es aditiva en la
cantidad de factores. Mostramos además que ambas cotas son ajustadas.

La tercera sección está dedicada al problema de dominación en el producto Cartesiano.
Damos primero una cota superior y luego presentamos distintas alternativas que se están
desarrollando para decidir si la cota inferior propuesta por Vizing es válida o no.

Uno de los enfoques es determinar las clases de grafos para los que la conjetura de
Vizing es válida. Nuestro trabajo aqúı es mostrar que los grafos de intervalo salisfacen la
conjetura de Vizing. Otro argumento usa cierta partición de los vértices de los factores
y estudiamos cómo este argumento da una cota inferior multiplicativa para γ y permite
probar la conjetura para grafos cordales. Por último, presentamos nuestro trabajo en el
que mostramos que los grafos arco-circulares también satisfacen la conjetura de Vizing.

3.1. Tres productos fundamentales

En este sección, siguiendo el libro [42], definiremos los tres productos fundamentales de
grafos y daremos algunas propiedades básicas que nos permitan atacar, en las siguientes
secciones el problema de conjunto dominante en grafos producto.

Definición 3.1. El producto directo de los grafos G y H es el grafo G×H = (V,E) con
vértices V = V (G)×V (H) y aristas ((u1, v1), (u2, v2)) ∈ E si u1 y u2 son adyacentes en
G y v1 y v2 son adjacentes en H.

37



38 CAPÍTULO 3. PRODUCTO DE GRAFOS

El producto directo de grafos aparece en la bibliograf́ıa con distintos nombres como
por ejemplo: producto Kronecker, producto cruz, producto tensorial, producto o producto
categórico. Pero solo desde el punto de vista categórico, sólo los últimos dos nombres son
apropiados.

Definición 3.2. El producto Cartesiano de los grafos G y H es el grafo G�H = (V,E)
con vértices V = V (G)×V (H) y aristas ((u1, v1), (u2, v2)) ∈ E si u1 = u2 y v1 y v2 son
adjacentes en H o bien v1 = v2 y u1 y u2 son adjacentes en G.

Definición 3.3. El producto fuerte de los grafos G y H es el grafo G ⊠H = (V,E) con
vértices V = V (G)×V (H) y aristas E = E(G×H) ∪ E(G�H).

La notación × para el producto directo, � para el producto Cartesiano y ⊠ para el
producto fuerte están motivadas por cómo queda el grafo producto de dos aristas.

A modo de ejemplo y para mostrar las diferencias en las definiciones, la Figura 1
muestra los grafos producto de P3 y P4.

Figura 1: Productos de Grafos

A partir de las definiciones es inmediato probar que los tres productos son conmu-
tativos. Ya que la función (g, h) → (h, g) es un isomorfismo entre G ∗ H y H ∗ G para
cualquiera de los tres poductos anteriores.
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Con respecto a la asociatividad, la prueba de (G1 ∗ G2) ∗ G3
∼= G1 ∗ (G2 ∗ G3) no es

tan evidente pero es esencialmente por definición.

Proposición 3.4. Dados los grafos G1, G2 y G3, la función ((x1, x2), x3) → (x1, (x2, x3))
es un isomorfismo entre los grafos producto (G1 ∗G2)∗G3 y G1 ∗ (G2 ∗G3) para cualquiera
de los productos Cartesiano, directo o fuerte.

La asociatividad nos permite omitir paréntesis al trabajar con el producto de varios
grafos y usar notaciones como ×k

i=1Gi.

3.1.1. Matrices de adyacencia de grafos producto

Una manera natural de representar grafos es a partir de la matriz de adyacencia. Dado
un ordenamiento de los vértices de G, digamos u1, ..., un, la matriz de adyacencia es

A = (ai,j)i,j≤n donde ai,j =

{

1 si ui y uj son adyacentes
0 si no

La matriz de adyacencia de los grafos producto puede obtenerse a partir de la matriz
de adyacencia de los factores usando el producto Kronecker de matrices: A⊗B es la matriz
armada por bloques poniendo en cada entrada ai,j un bloque igual a ai,j ·B.

Para el producto directo, si AG y AH son las matrices de adyacencia de G y H respecto
al ordenamiento g1, g2, ...gn y h1, h2, ..., hm. Se tiene que AG×H = AG ⊗ AH es la matriz
de adyacencia del producto cuando ordenamos a los vértices de la siguiente manera

(g1, h1), (g1, h2), ..., (g1, hm), (g2, h1), (g2, h2), ..., (g2, hm), ..., (gn, h1), (gn, h2), ..., (gn, hm) .

(Esto justifica que se use el nombre de producto Kronecker para el producto directo de
grafos.)

A =

(

0 1
1 0

)

B =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 A⊗B =

(

0 B

B 0

)

Producto Kronecker

Para el producto Cartesiano y el fuerte, si AG y AH son las matrices de adyacencia de
G y H, tenemos que

AG�H = In ⊗AH +AG ⊗ Im

AG⊠H = AG ⊗AH + In ⊗AH +AG ⊗ Im .

Este punto de vista permite simplificar algunas demostraciones. Por ejemplo, si G es
bipartito su matriz de adyacencia es una matriz por bloques C =

(

0 A
AT 0

)

. Si B es la matriz

de adyacencia de H, la matriz del producto directo G×H será C ⊗ B =
(

0 A⊗B

AT⊗B 0

)

.

La forma por bloques de la matriz muestra que el producto es bipartito. Es decir que el
producto directo de un grafo bipartito por cualquier grafo H resulta bipartito.
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3.1.2. Proyecciones y distancia

Los vértices en G∗H son pares (u, v) son u ∈ V (G) y v ∈ V (H), para cualquiera de los
productos que definimos. Decimos que u es la coordenada G del vértice y v es la coordenada
H. Llamamos πG a la proyección sobre la coordenada G (la primera coordenada en G∗H).
Similarmente, πH es la proyección a la coordenada H.

πG : V (G)×V (H) → V (G) y πH : V (G)×V (H) → V (H) .

Abusando de la notación, también usaremos πG(D) para D ⊆ V (G)×V (H). Es decir,

πG(D) = {u ∈ V (G), tal que ∃(u, v) ∈ D}

Será útil en lo sucesivo considerar los vértices con la misma coordenada en G o en
H. Para eso fijamos la siguiente notación. Dado un vértice v ∈ H notamos con Gv a los
vértices con coordenada H igual a v, es decir

Gv = V (G)×{v} = {(u, v) / u ∈ G} .

Y diremos que Gv es una copia de G en el producto G∗H. Más precisamente diremos que
es la copia de G correspondiente al vértice v ∈ H.

Análogamente, fijado u ∈ G, Hu es la copia de H correspondiente a u,

Hu = {u}×V (H) = {(u, v) / v ∈ H} .

Figura 2: Productos entre C5 y P2 y copias de C5 (en negrita) y P2 (en ĺıneas punteadas).

Notar que, en los casos del producto Cartesiano o del producto fuerte, cada copia Gv

(vista como subgrafo inducido en G�H o G ⊠ H) es isomorfa al grafo G. Más aún, la
proyección πG es un isomorfismo entre Gv y G para todo v ∈ V (H).

En cambio, en el producto directo, las copias Gv inducen un subgrafo totalmente
disconexo en G×H. Ver Figura 2.

Observación 3.5. Un homomorfismo entre los grafos G y H es una función ϕ : V (G) →
V (H) tal que (u, v) ∈ E(G) ⇒ (ϕ(u), ϕ(v)) ∈ E(H).
Por la definición del producto directo, en un grafo G = G1×G2× ...×Gk cada proyección
πi : G → Gi es un homomorfismo. Además, dados un grafo H y una colección de homo-
morfismos ϕi : H → Gi, i = 1, ..., k, queda definida la función x 7→ (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕk(x))
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y resulta ser un homomorfismo ϕ : H → G.
De estos dos hechos se desprende que todo homomorfismo ϕ : H → G es de la forma
ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕk(x)) con ϕi : H → Gi homomorfismos y πi ◦ ϕ = ϕi.
Esta propiedad es justamente la propiedad universal del producto1 en la categoŕıa de gra-
fos. Lo que justifica el nombre de producto categórico usado por algunos autores para el
producto directo.

Con respecto al problema de la distancia en los grafos producto, analizamos sólo los
productos directo y Cartesiano pues son los que usaremos más adelante.

Lema 3.6. Sean (x, y), (u, v) vértices del producto directo G×H. La distancia en el grafo
producto cumple dG×H((x, y), (u, v)) = mı́n{d; ∃ caminos de longitud d no necesariamente
simples de x a u en el grafo G y de y a v en el grafo H}.

Demostración. ≥) Dado un camino de longitud mı́nima d en el grafo producto G×H,
digamos C : (x, y) = (x1, y1), (x2, y2), ..., (xd, yd) = (u, v). La proyección πG(C) es un
camino no necesariamente simple de x a u de longitud d en G. Ya que (xi, yi) ∼ (xi+1, yi+1)
en X implica que xi y xi+1 son vértices (distintos) adyacentes en G. De la misma manera,
πH(C) es un camino no necesariamente simple de y a v de longitud d en H.

≤) Por otro lado, sea d el mı́nimo entero tal que existen caminos x=x1, x2, ..., xd=
u en G y y = y1, y2, ..., yd = v en H entonces los vértices (xi, yi) y (xi+1, yi+1) son
adyacentes en el grafo producto G×H para todo i = 1, ..., d − 1. Es decir que (x, y) =
(x1, y1), (x2, y2), ..., (xd, yd) = (u, v) es un camino en G×H y la distancia en el grafo
producto es a lo sumo d.

En particular, este lema implica que si no existen caminos, uno en G y otro en H, de
la misma paridad, entonces los vértices correspondientes están en distintas componentes
conexas de G×H. El producto directo de grafos conexos no necesariamente es conexo.

Lema 3.7. Sean (x, y) y (u, v) vértices del producto Cartesiano G�H. La distancia en el
grafo producto cumple dG�H((x, y), (u, v)) = dG(x, u) + dH(y, v).

Demostración. ≥) Dado un camino de longitud mı́nima d en el grafo producto G�H,
digamos C : (x, y) = (x1, y1), (x2, y2), ..., (xd, yd) = (u, v). La proyección πG(C) es una
sucesión de vértices en G y (xi, yi) ∼ (xi+1, yi+1) ⇒ xi = xi+1 o (xi, xi+1) ∈ E(G). Si en
la sucesión x1, x2, ..., xd omitimos las repeticiones consecutivas de vértices, obtenemos un
camino en G de x a u de longitud d1 ≤ d. De la misma manera πH(C) induce un camino
de y a v de longitud d2 ≤ d en H. Además se verifica que d1 + d2 = d porque en cada par
(xi, yi) ∼ (xi+1, yi+1) se cumple uno y sólo uno de xi = xi+1 o yi = yi+1. Esto prueba que
dG�H((x, y), (u, v)) = d1 + d2 ≥ dG(x, u) + dH(y, v).

≤) Por otro lado, si tenemos caminos de longitud mı́nima x=x1, x2, ..., xd1 =u en G
y y= y1, y2, ..., yd2 = v en H entonces la sucesión de vértices en el producto Cartesiano
G�H, (x1, y1), (x2, y1), ..., (xd1 , y1), (xd1 , y2), ..., (xd1 , yd2) es un camino de longitud d1+d2.
Esto prueba que dG�H((x, y), (u, v)) ≤ d1 + d2 = dG(x, u) + dH(y, v)

1Sean C una categoŕıa y {Xi, i ∈ I} una colección de objetos de C no necesariamente distintos. Decimos
que X ∈ C es el producto de los Xi si existen morfismos pi : X → Xi (llamados las proyecciones canónicas)
que satisfacen la siguiente Propiedad Universal: Para un objeto Y de C y una colección de morfismos
ϕi : Y → Xi existe un único morfismo ϕ : Y → X tal que pi ◦ ϕ = ϕi para todo i ∈ I.
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3.2. Dominación en el producto directo de grafos

En esta sección usaremos a menudo propiedades de la proyección de conjuntos de
vértices de G×H a los factores G y H.

Lema 3.8. Si D un conjunto dominante de G×H, entonces πG(D) es conjunto dominante
del grafo G.
Más aún, alcanza con pedir que D domine los vértices de una copia Gh para un vértice
h ∈ V (H) fijo.
Análogamente, si D domina Hg para un g ∈ V (G) entonces πH(D) es conjunto dominante
de H.

Demostración. Dado g ∈ G, el vértice (g, h) cumple que (g, h) ∈ D o bien es adyacente a
(g′, h′) ∈ D en el producto directo. Entonces g ∈ πG(D) o g′ ∈ πG(D) con (g, g′) ∈ E(G).
En ambos casos, resulta que g está dominado por πG(D).

Este lema implica que el número de dominación del producto directo es mayor o igual
al número de dominación de cada factor. Más adelante conseguiremos mejores cotas infe-
riores usando la misma idea.

Un hecho importante es que la estructura del producto directo implica que si dos vérti-
ces (x, y) y (u, v) coinciden en alguna coordenada entonces no son adyacentes.

3.2.1. Cotas superiores para γ

Fijamos ahora un poco de notación y damos cotas superiores ajustadas para γ(G×H).

Notación. Dados un grafo G y un conjunto totalmente dominante D, γD(G) es el tamaño
del menor subconjunto de D que domina G.

Teorema 3.9. [6] Dados dos grafos cualesquiera G y H,

γ(G×H) ≤ mı́n{γD(G)|D
′|+ γD′(H)|D| − γD(G)γD′(H)}

donde el mı́nimo se toma sobre todos los conjuntos totalmente dominantes D de G y D′

de H.

Demostración. Sean D y D′ conjuntos totalmente dominantes de G y H y sean A ⊆ D y
B ⊆ D′ conjuntos dominantes de tamaño γD(G) y γ

′
D(H), respectivamente.

Afirmamos que X = (A×D′) ∪ (D×B) es un conjunto dominante de G×H. En
efecto, tomamos un vértice (u, v) /∈ X. Tenemos tres casos según el siguiente esquema:

A D G \D

B X X ii

D′ X i ii

H \D′
iii iii ii
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i. Si u ∈ D \ A y v ∈ D′ \ B, como A es conjunto dominante de G, existe a ∈ A
adyacente a u; como B es conjunto dominante de H, existe b ∈ B adyacente a v.
Luego, el vértice (a, b) ∈ X es adyacente a (u, v) en el grafo G×H.

ii. Si u ∈ G \D y v es cualquier vértice de H, u es adyacente a un vértice a ∈ A, pues
A domina G y v es adyacente a d ∈ D′ pues D′ domina totalmente H. Entonces
(a, d) ∈ X es adyacente a (u, v).

iii. Análogamente, si u es cualquier vértice en G y v ∈ H \D′, existe un vértice en X
adyacente a (u, v).

Esto prueba que X es un conjunto dominante de G×H. Luego,

γ(G×H) ≤ |A×D′|+ |D×B| − |(A×D′) ∩ (D×B)|

≤ |A||D′|+ |D||B| − |A||B|

≤ γD(G)|D
′|+ |D|γD′(H)− γD(G)γD′(H)

Corolario 3.10. [6] Para cualquier par de grafos G y H, sin vértices aislados,

γ(G×H) ≤ 3γ(G)γ(H) .

Demostración. Sea A un γ-set de G. Agregando un vecino de u ∈ A por cada vértice
aislado en el subgrafo inducido por A, se obtiene un conjunto D totalmente dominante.
Notar que γD(G) = |A| = γ(G) y puede pasar que D no tenga tamaño γt(G), sin embargo
se verifica |D| ≤ 2|A| = 2γ(G). De la misma manera, tomamos B un γ-set de H y lo
extendemos a un conjunto totalmente dominante D′. El teorema anterior afirma que

γ(G×H) ≤ |A| · |D′|+ |B| · |D| − |A| · |B|

≤ γ(G) · 2γ(H) + 2γ(G) · γ(H)− γ(G)γ(H) = 3γ(G)γ(H) .

Notar que si |D| < 2γ(G), la desigualdad en (3.10) es estricta para cualquier grafo
H. Esto pasa cuando conseguimos A un γ-set que no forma un packing. Por ejemplo, si
ρ(G) < γ(G) hay vértices en el subgrafo inducido por A que no son aislados y por lo tanto
para armar D es necesario agregar menos de |A| vértices.

La cota del Colorario 3.10 es ajustada. Un ejemplo sencillo es G = H = P3, donde se
cumple que γ(G) = γ(H) = 1. La Figura 3 es el producto directo. Tiene dos componentes
conexas, una de ellas es un C4 (que tiene número de dominación 2) y la otra se puede
dominar con un vértice. Los 3 vértices marcados forman un γ-set de P3×P3. Se pueden
armar más ejemplos de grafos que alcancen la igualdad en (3.10) tomando uniones disjuntas
de P3. Es decir G = ∪n

i=1P3, H = ∪m
j=1P3.

Ahora mostraremos una construcción para obtener grafos conexos que cumplan la
igualdad en el Corolario 3.10. Esta construcción permite obtener grafos con número de
dominación arbitrario y puede hacerse en tiempo polinomial.
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Figura 3: Grafo P3×P3

Consideramos un grafo G tal que ρ(G) = γ(G) y existe un conjunto D que es, simul-
taneamente, máximo packing y γ-set de G. Después veremos cómo conseguir grafos aśı.
Notamos G+ al grafo que se obtiene al agregar dos hojas a cada uno de los vértices de D.
Este nuevo grafo tiene un único conjunto γ-set que es D.

Proposición 3.11. [6] Sean G y H grafos conexos cada uno conteniendo un conjunto que
es simultáneamente máximo packing y γ-set. Entonces γ(G+×H+) = 3γ(G+)γ(H+).

Demostración. Sean D y D′ mı́nimos conjuntos dominantes de G y H. Armamos los grafos
G+ y H+ y notamos xp y xq a las hojas (en G+) de un vértice x ∈ D. Similarmente, yp y
yq son las hojas de y ∈ D′ en H+.

En el producto G+×H+ cada vértice de D×D′ tiene las siguientes hojas: (xp, yp),
(xp, yq), (xq, yp), (xq, yq). (Ver los vértices grises de la Figura 4). Se sigue que cualquier
conjunto dominante mı́nimo de G+×H+ debe contener a D×D′. Probaremos que cual-
quier conjunto dominante debe tener como mı́nimo 3|D||D′| vértices.

Sean (x, y), (u, v) vértices distintos de D×D′ observar que los vértices (x, yp), (x, yq),
(xp, y), (xq, y) inducen un subgrafo C(x, y) isomorfo a C4. (Ver Figura 4). De la misma
manera el subgrafo C(u, v) es isomorfo a C4 Afirmamos que C(u, v) y C(x, y) están a
distancia por lo menos 4. Aqúı usaremos fuertemente el Lema 3.6. Primero, (x, y) y (u, v)
tienen al menos una coordenada distinta, digamos x 6= u, entonces DG(x, u) ≥ 3 porque
x, u ∈ D y D es packing. Por lo tanto dG+×H+((x, y), (u, v)) ≥ 3.

Más aún, la distancia en G entre una hoja de x y el vértice u es por lo menos 4, y entre
una hoja de x y una hoja de u es por lo menos 5. Por lo tanto la distancia en G+×H+

entre

i. un vértice (xi, y) y cualquier vértice de C(u, v) es por lo menos 4

ii. un vértice (x, yi) y (uj , v) es por lo menos 4

Nos queda ver que la distancia entre (x, yi) y (u, vj) es por lo menos 4 para i, j ∈ {p, q}.
Si y 6= v esto vale por la distancia en la segunda coordenada. Si y = v notar que los caminos
en H que empiezan y terminan en un mismo vértice o que van de yp a yq tienen longitud
par. Entonces la distancia en G+×H+ entre

iii. un vértice (x, yi) y (u, vj) es par y mayor o igual que 3, o sea por lo menos 4

Se sigue que un vértice en G+×H+ no puede dominar simultaneamente un vértice en
C(x, y) y uno en C(u, v). Por lo tanto se necesitan 2 vértices para dominar cada C(x, y).
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Figura 4: C4 asociados a (x, y) y (u, y)

Además afirmamos que esos vértices no están en D×D′. En efecto, un vértice (g, h) en
C(x, y) tiene la coordenada g ∈ D o bien la coordenada h ∈ D′. Si g ∈ D, un vértice
(u, v) ∈ D×D′ cumple u = g o N [u] ∩ N [g] = ∅. Entonces u y g no son adyacentes. El
caso h ∈ D′ es análogo.

Concluimos un conjunto dominante de G+×H+ debe contener a D×D′ y dos vértices
por cada C4 que corresponde a (x, y) ∈ D×D′. Aśı,

γ(G+×H+) ≥ 3|D×D′| = 3γ(G+)γ(H+) .

El Corolario 3.10 da la otra desigualdad, completando la demostración.

Hay muchos grafos que verifican las hipótesis de la Proposición 3.11. Tomando un grafo
conexo cualquiera, subdividimos cada arista con dos vértices intermedios. Los vértices del
grafo original forman un máximo packing y también un γ-set y esta construcción puede
hacese en tiempo polinomial.

En algunos casos, la cota del Teorema 3.9 puede expresarse más expĺıcitamente. Por
ejemplo:

Corolario 3.12. [6] Sean G y H grafos que tienen un γ-set que puede extenderse a un
γt-set. Entonces

γ(G×H) ≤ γ(G)γt(H) + γt(G)γ(H)− γ(G)γ(H) .

Demostración. Aplicamos el Teorema 3.9 para A y A′ conjuntos dominantes mı́nimos de
G y H que se extienden a D y D′ conjuntos totalmente dominantes de tamaño mı́nimo.
De esta manera tenemos γD(G) = |A| = γ(G) y |D| = γt(G). Similarmente para H,
γD′(H) = |A′| = γ(H) y |D′| = γt(H).

Corolario 3.13. [6] Si se verifica γ(G) = γt(G) y γ(H) = γt(H). Entonces

γ(G×H) ≤ γ(G)γ(H) .
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3.2.2. Cotas inferiores para γ

A continuación presentamos resultados sobre cotas inferiores para el número de do-
minación en el producto directo. La cota superior para γ es multiplicativa, sin embargo
veremos que la cota inferior no es multiplicativa sino aditiva.

Teorema 3.14. [34] Dados G y H grafos,

γ(G×H) ≥ máx{ρ(G)γ(H), ρ(H)γ(G)} .

Demostración. Sean D ⊂ G×H un conjunto dominante de tamaño mı́nimo y A ⊂ G un
packing. Para cualquier par de vértices distintos a1, a2∈A tenemos que dG(a1, a2) ≥ 3 ya
que los vecindarios cerrados son disjuntos. Entonces la distancia entre cualquier vértice
de Ha1 y uno de Ha2 es por lo menos 3 (Lema 3.10). Y por lo tanto ningún vértice en el
producto directo puede dominar simultáneamente vértices de Ha1 y Ha2 .

Fijado a ∈ A, los vérticesD1 ⊆ D que dominanHa cumplen que πH(D1) es un conjunto
dominante de H (Lema 3.8).

Hemos probado que usando |D| vértices es posible armar |A| conjuntos dominantes de
H. Análogamente, dado B un packing de H es posible armar |B| conjuntos dominantes
de G. En conclusión,

|D| = γ(G×H) ≥ máx{ρ(G)γ(H), ρ(H)γ(G)} .

Usando este resultado obtenemos que si G y H verifican las hipótesis del Corolario
3.13 y además ρ(G) = γ(G) o ρ(H) = γ(H), entonces γ(G×H) = γ(G)γ(H).

El Teorema 3.14 puede mejorarse un poco al reemplazar γ por γt.

Teorema 3.15. [36] Sean G y H grafos sin vértices aislados y packing number ρ,

γ(G×H) ≥ máx{ρ(G)γt(H), ρ(H)γt(G)} .

Demostración. Sean D un conjunto dominante mı́nimo de G×H y A un máximo packing
de G. Los conjuntos N [a]×V (H) para a ∈ A son disjuntos de a pares. Entonces alcanza
con probar que

∣

∣D ∩N [a]×V (H)
∣

∣ ≥ γt(H). Pues esto implica que con |D| vértices es po-
sible armar |A| conjuntos totalmente dominantes de H. Es decir, γ(G×H) ≥ |A|γt(H) =
ρ(G)γt(H). Y análogamente para ρ(H)γt(G).

Fijado a ∈ A llamamos M = D ∩ (N [a]×V (H)). Cada vértice de Ha está dominado
por M . Si (a, h) está dominado sólo por śı mismo, cambiamos M quitando el vértice (a, h)
y agregando (a′, h′) con a ∼ a′ y h ∼ h′ (a′ y h′ exiten porque G y H no tienen vértices
aislados). Luego de hacer esto para cada (a, h) dominado sólo por śı mismo, llegamos a
un nuevo conjunto M con la propiedad de que cada (a, h) con h ∈ H tiene un vecino en
M (es decir que M domina totalmente a Ha). En consecuencia cada vértice h ∈ H tiene
un vecino en πH(M). Es decir que πH(M) es un conjunto totalmente dominante de H y

γt(H) ≤ |πH(M)| ≤ |M | ≤
∣

∣D ∩ (N [a]×V (H))
∣

∣ .
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Hay trabajos en los que se calcula el número de dominación del producto directo de
ciertos grafos. Estos resultados involucran productos de dos caminos, el producto de un
camino por el complemento de un camino, el producto de un K2 por un árbol, el producto
de un grafo bipartito por un ciclo impar y pueden encontrarse en [15, 26, 27].

Antes de probar la cota inferior ajustada del número de dominación, calcularemos el
número de dominación para el producto de finitos grafos completos:

Teorema 3.16. [32] Sea G =
t
×
i=1

Kni
con t ≥ 3 y ni ≥ 2 para todo i, entonces

γ(G) ≥ t+ 1 .

Demostración. Por el contrario, supongamos que existe un conjunto dominante de ta-

maño t, digamos D =
{

(x
(1)
1 , x

(1)
2 , ..., x

(1)
t ), (x

(2)
1 , x

(2)
2 , ..., x

(2)
t ), ..., (x

(t)
1 , x

(t)
2 , ..., x

(t)
t )

}

. Y

sean yk, zk vértices distintos de Knk
para k = 1, ..., t.

Supongamos que existe un coordenada i tal que al menos dos vértices deD coinciden en
la coordenada i. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que es la primera coordenada.

Si x
(1)
1 = x

(2)
1 6= x

(s)
1 para s > 2, consideramos los vértices

(x
(1)
1 , x

(3)
2 , x

(4)
3 , ..., x

(t)
t−1, yt) y (x

(1)
1 , x

(3)
2 , x

(4)
3 , ..., x

(t)
t−1, zt) ,

Estos vértices coinciden con cada vértice de D en al menos una coordenada. Por lo tanto
no son adyacentes a ningún vértice de D. Como ambos tienen la primera coordenada igual
a la del primer vértice de D, al menos uno de ellos no está en D. Entonces ese vértice no
está dominado. Lo cual es absurdo.

Si x
(1)
1 = x

(2)
1 = ... = x

(j)
1 6= x

(s)
1 para s > j, siguiendo la misma idea consideramos los

vértices de la forma

(x
(1)
1 , x

(j+1)
2 , x

(j+2)
3 , ..., x

(t)
t−j , wt−j+1, ..., wt) , con wk ∈ {yk, zk} .

Estos vértices no son adyacentes a ningún vértice de D (pues coinciden en alguna coor-
denada) y sólo pueden ser iguales a los primeros j vértices de D. Como hay 2j vértices
de la forma anterior y 2j > j, tenemos que existe un vértice que no está en D y no
está dominado. Absurdo.

La otra situación seŕıa que fijada una coordenada cualquiera, los elementos de D fueran

todos distintos. Entonces el vértice (x
(1)
1 , x

(2)
2 , ..., x

(t)
t ) no está en D y no es adyacente a

los vértices de D, es decir, no está dominado. Nuevamente, absurdo.
Luego, un conjunto dominante de G debe tener por lo menos t+ 1 vértices.

La cota del Teorema 3.16 es ajustada, y también es ajustada como cota del número
de total dominación. (Recordar que siempre se cumple γt ≥ γ.) Eso lo podemos ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.17. [32] Sea G = ×t
i=1Kni

donde t ≥ 3 y ni > t para todo i, entonces

γ(G) = γt(G) = t+ 1 .
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En efecto, numeramos a los vértices de cada Kni
con los números del 0 al ni − 1 (por

hipótesis ni− 1 ≥ t). Probaremos que el conjunto D = (0, 0, ..., 0), (1, 1, ..., 1), ..., (t, t, ..., t)
domina (totalmente) a G.
Dado que G es producto directo de grafos completos, dos vértices de G son adyacentes si
y sólo si no coinciden en ninguna coordenada Kni

. Sea x = (x1, x2, ..., xt) ∈ V (G) \ D y
supongamos que no está dominado. Entonces x y cualquier vértice en D deben coincidir
en una coordenada. Pero no es posible que los t+1 elementos {0, 1, ..., t} aparezcan en las
t coordenadas de x. Por lo tanto D es un conjunto dominante. Además induce un subgrafo
completo en G, entonces resulta totalmente dominante. Esto implica que γ(G) ≤ γt(G) ≤
|D| = t+ 1. La cota del Teorema 3.16 da la otra desigualdad.

El ejemplo anterior muestra que para el producto directo de grafos completos el número
de dominación es lineal en la cantidad de factores. En consecuencia, las cotas inferiores
para γ(G×H) no pueden ser multiplicativas en γ(G) y γ(H). Probaremos a continuación
una cota inferior aditiva para el número de dominación del producto directo y mostraremos
con una serie de ejemplos que la cota es ajustada.

Teorema 3.18. [32] Sean G y H dos grafos,

γ(G×H) ≥ γ(G) + γ(H)− 1 .

Demostración. Supongamos que existe un conjunto dominante D con |D| = γ(G)+γ(H)−
2. Por el Lema 3.8 tenemos que las proyecciones de D sobre G y H son conjuntos domi-
nantes. Entonces |πG(D)| ≥ γ(G) y |πH(D)| ≥ γ(H). Notar que si γ(G) = 1 queda que
|D| = γ(H)− 1 y πH(D) es conjunto dominante de H de tamaño menor que γ(H), lo cual
es absurdo. Por lo tanto podemos asumir que γ(G), γ(H) ≥ 2.

Dado que πG(D) domina G, tenemos |πG(D)| ≥ γ(G) y por lo tanto existe un subcon-
junto de D,

D0 =
{

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xγ(G)−1, yγ(G)−1)
}

,

tal que las primeras coordenadas son distintas entre śı.

Como |πG(D0)| = γ(G)− 1, tomamos un x ∈ V (G) que no esté dominado por πG(D0)
(esto es: x no es adyacente a ningún vértice en πG(D0) y x no está en πG(D0).) Notar
que |D \ D0| = γ(H) − 1 y |πH(D \ D0)| < γ(H) por lo que existe y ∈ V (H) que no
está dominado por πH(D \ D0). Resulta que el vértice (x, y) no está dominado por D0

(pues la primera coordenada no es adyacente ni igual a los vértices en πG(D0)) y no
está dominado por D \ D0 (pues la segunda coordenada no es adyacente ni igual a los
vértices en πH(D \D0)). En conclusión, D no domina el vértice (x, y). Absurdo.

La cota inferior dada por del Teorema 3.18 es ajustada. Podemos usar el Ejemplo 3.17
para armar familias de grafos producto con número de dominación arbitrario que alcancen
la igualdad en (3.18).

Tomamos G = H = ×n
i=1K2n+1 con n ≥ 3. Por el Ejemplo 3.17 estos grafos tienen

número de dominación n+1 y γ(G×H) = 2n+1. Con estos ejemplos, conseguimos grafos
que alcanzan la igualdad en (3.18) y γ(G×H) es impar y mayor o igual que 7.
Para el caso par, podemos tomar G = Kn

2n y H = Kn−1
2n con n ≥ 3. Se cumple que
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γ(G) = n + 1, γ(H) = n y γ(G×H) = 2n. En [32] se dan ejemplos para cuando G×H
tiene número de dominación menor o igual que 5. Con el resultado llamativo que si G
y H son grafos que alcanzan la igualdad en el Teorema 3.18, y no son K1 entonces
|πG(D)| = |πH(D)| = γ(G)γ(H)− 1 (donde D es γ-set de G×H).

Finalizamos esta sección comentando que en 1995 Gravier y Khelladi plantearon una
conjetura parecida a la conjetura de Vizing: γ(G×H) ≥ γ(G)γ(H) . En 1996 Nowakowski
y Rall [34] e independientemente, Klasžar y Zmazek probaron que esta afirmación es falsa
mostrando una serie de contraejemplos. Los ejemplos que armamos en el párrafo anterior
también constiruyen una serie de contraejemplos ya que

γ(G)γ(H)− γ(G×H) = (n+ 1)(n+ 1)− (2n+ 1) = n2 .

3.3. Dominación en el producto Cartesiano de grafos

El problema de dominación en el producto Cartesiano está inevitablemente ligado a la
conjetura de Vizing que enunciamos a continuación.

Conjetura 3.19 (Vizing). [41] Para cualquier par de grafos G y H, se cumple

γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H) .

En esta sección presentaremos primero una cota superior para γ(G�H) para después
tratar el tema de las cotas inferiores. Posteriormente desarrollaremos las distintas alter-
nativas para tratar la conjetura de Vizing. Esto nos permitirá ir encontrando varias clases
de grafos que verifican la conjetura de Vizing y presentar nuestro trabajo que prueba la
conjetura para los grafos de intervalo y los arco-circulares.

Lema 3.20. Si D un conjunto dominante de G�H entonces πG(D) es un conjunto do-
minante del grafo G.

Más en general, sean A ⊆ V (G) y D ⊆ V (G)×V (H) tales que D domina una copia
Ah para un h ∈ H en el producto Cartesiano, entonces πG(D) domina A en el grafo G.

Análogamente, dado B ⊆ V (H) si D domina Bg en G�H para un g ∈ G entonces
πH(D) domina B en H.

Demostración. Dado a ∈ A el vértice (a, h) cumple que pertenece a D o bien es adyacente
a (u, v) ∈ D en el producto Cartesiano. Lo que implica que a = u o (a, u) ∈ E(G). Por lo
tanto a ∈ πG(D) o u ∈ πG(D). En ambos casos resulta que a está dominado por πG(D).

Proposición 3.21. [40] Para cualquier par de grafos G y H se tiene

γ(G�H) ≤ mı́n{γ(G)|V (H)|, γ(H)|V (G)|} .

Demostración. Sea D un conjunto dominante de G de tamaño mı́nimo. Observar que esto
implica que los vértices de la forma D×{h} dominan la copia Gh. Entonces D×V (H) es
un conjunto dominante de G�H y por lo tanto γ(G�H) ≤ |D||V (H)| = γ(G)|V (H)|.
Similarmente, γ(G�H) ≤ γ(H)|V (G)|.



50 CAPÍTULO 3. PRODUCTO DE GRAFOS

Una observación importante es que la estructura del producto Cartesiano G�H implica
que un vértice (u, v) sólo puede dominar vértices en la misma copia Gv o Hu y sólo puede
ser dominado por un vértice que coincida con (u, v) en al menos una coordenada.

Esta observación será la base de algunos de los teoremas que desarrollaremos. En
particular, nos permite establecer una cota inferior.

Proposición 3.22. [13] γ(G�H) ≥ mı́n{|V (G)|, |V (H)|} .

Demostración. Supongamos que D domina el producto Cartesiano y |D| < |V (G)| ≤
|V (H)|. Por lo tanto existe g ∈ V (G) tal que Hg no contiene ningún vértice de D. Cada
vértice (g, h) con h ∈ V (H) está dominado por un vértice en D de la forma (gh, h) (y estos
vértices son todos distintos porque tienen la segunda coordenada distinta). Llegamos a
|D| ≥ |V (H)| que es una contradicción.

Teorema 3.23. [23] Dados dos grafos G y H, se tiene que

γ(G�H) ≥ máx{ρ(G)γ(H), ρ(H)γ(G)} .

Demostración. La prueba es similar al caso del producto directo. Consideramos D un
conjunto dominante de G�H y A un máximo packing de G. Los conjuntos D ∩N [a] son
disjuntos dos a dos. Además, un vértice en D ∩ N [a] no puede dominar vértices en Ha′

para a′ ∈ A y a′ 6= a.
Por lo tanto la copia Ha está dominada por D∩N [a] y por el Lema 3.20 la proyección

πH(D ∩ N [a]) es un conjunto dominante de H. Es decir que con |D| vértices es posible
armar |A| conjuntos dominantes de H y resulta que

|D| ≥ |A|γ(H) = ρ(G)γ(H)

para cualquier conjunto dominante D.
Similarmente, γ(G�H) ≥ ρ(H)γ(G).

3.3.1. La conjetura de Vizing en subclases de grafos

Dado un grafo G decimos que G satisface la conjetura de Vizing o bien que la conjetura
es válida para G si se verifica que γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H) para cualquier grafo H.

Con los resultados anteriores podemos obtener algunas clases de grafos para los cuales
vale la conjetura de Vizing.

Proposición 3.24. Si G es un grafo con γ(G) = 1, entonces la conjetura de Vizing es
válida para G.

Demostración. Observar que la proyección sobre H de un conjunto dominante D de G�H,
resulta ser un conjunto dominante de H (Lema 3.20). Si consideramos D un γ-set tenemos:

γ(G�H) = |D| ≥ |πH(D)| ≥ γ(H) = γ(G)γ(H) .
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Proposición 3.25. Si G es un grafo con ρ(G) = γ(G), entonces la conjetura de Vizing es
válida para G.

Demostración. Es un corolario inmediato del Teorema 3.23.

Una familia de grafos que tienen máximo packing igual al número de dominación son
los árboles2 (probado en [31]).

La conjetura de Vizing también es válida cuando G y H son caminos o ciclos. En ese
caso el producto Cartesiano es un grafo grilla. El argumento puede armarse observando
que un vértice en el producto Cartesiano puede dominar a lo sumo 5 vértices y luego

comparar γ(G)γ(H) =
⌈

|V (G)|
3

⌉ ⌈

|V (H)|
3

⌉

con |V (G)|·|V (H)|
5 .

También se conoce con exactitud el número de dominación de P2�Pn y C3�Cn, [22, 25],

P2�Pn =

⌈

n+ 1

2

⌉

y C3�Cn = n−
⌊n

4

⌋

.

Nosotros probaremos la conjetura de Vizing para dos clases de grafos que son más
generales: los grafos de intervalo y los grafos arco-circulares. Estas clases contienen a los
caminos y ciclos, respectivamente.

Conjetura de Vizing para grafos de intervalo.

Definición 3.26. G es un grafo de intervalo si tiene un modelo de intersección de itervalos.
Es decir si existe una familia de intervalos abiertos I que representa a los vértices de G
tal que Iu ∩ Iv 6= ∅ ⇔ (u, v) ∈ E(G).

En cada intervalo Iv = (s, t), s es el start-point y t el end-point.

La Figura 5 ejemplifica esta definición. Otro ejemplo de grafos de intervalo son los
caminos Pn.

Figura 5: Modelo de intersección de intervalos y el grafo que representa.

Observamos que un grafo de intervalo puede tener más de un modelo de intersección
de intervalos que lo represente. Además dado un grafo de intervalo G es posible dar en
tiempo lineal un modelo de intervalos I para G.

El siguiente algoritmo es lineal y encuentra un γ-set y un máximo packing de un grafo
de intervalo.

2Un árbol G es un grafo conexo que no tiene ciclos.
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Algoritmo 2 Máximo packing y Conjunto dominante mı́nimo de grafos de Intervalo

Input: El modelo I = {(si, ti)}i=1...n con s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ sn del grafo G.
Output: Un máximo packing P y un γ-set D.
1) Consideramos el primer end-point tp y agregamos el vértice p a P .

Notar que p es adyacente sólo a los primeros intervalos.
Entre los intervalos que contienen el punto tp elijo aquel cuyo end-point sea mayor que
el resto. Éste es el vértice d que seleccionamos para D. Ver ejemplo en la siguiente
figura.
Notar que d domina N [p] y domina a todo vértice cuyo intervalo tiene s < td. Puede
pasar que p = d.

2) Para elegir el siguiente vértice consideramos sólo los intervalos que empiezan después
del punto td. Y repetimos el procedimiento de 1.

3) El conjunto P es un packing porque al elegir un p2 nuevo lo hacemos de manera que
el intervalo Ip2 tenga su start-point después de todos los end-point de la vecindad de
p1. Esto implica que Ip2 es disjunto con los intervalos de todos los vértices en P y sus
vecinos, hasta ese momento.

4) El conjunto D es dominante porque domina a todos los intervalos que empiezan entre
el td′ anterior y el td. Además el último vértice que elegimos es el que tiene end-point
mayor a todos los end-points de intervalos del modelo.

5) return P y D

En la siguiente figura mostramos cómo funciona el algoritmo en un ejemplo concreto.

Vértices que selecciona el Algoritmo 2 para el modelo I.

Dado que P es un packing particular y D es un conjunto dominante particular,

|P | ≤ ρ(G) ≤ γ(G) ≤ |D| .

Por construcción hay una correspondencia 1 a 1 entre los vértices de P y los de D, entonces
|P | = |D|, y tenemos que ρ(G) = γ(G) para grafos de intervalo. Además concluimos que
los conjuntos P y D que construye el algoritmo son respectivamente un máximo packing
y un γ-set de G y esta construcción puede hacerse en tiempo lineal. Por la Proposición
3.25 tenemos:

Proposición 3.27. La conjetura de Vizing es válida para grafos de intervalo.

Una alternativa para probar la conjetura de Vizing es el método constructivo propuesto
por Hartnell y Rall en [16]. El planteo consiste en empezar con una clase C de grafos que
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verifican la conjetura y definir operaciones tales que, aplicadas a un grafo de C, mantienen
la validez de la conjetura. Desde esta perspectiva el objetivo es probar que todo grafo
puede obtenerse a partir de la clase C aplicando finitas operaciones.

En esta dirección analizamos en qué situaciones podemos prescindir de un vértice o
una arista en cuanto a la validez de la conjetura de Vizing.

Proposición 3.28. [18] Sean G un grafo tal que la conjetura de Vizing es válida para G
y v un vértice de G tal que γ(G−v) = γ(G)−1. Entonces la conjetura de Vizing es válida
para G− v.

Demostración. Sean G′ = G−v y H un grafo cualquiera. Dado D un conjunto dominante
mı́nimo en G′

�H podemos armar un conjunto dominante de G�H agregando a D un
conjunto dominante mı́nimo de la copia Hv (es decir que agregamos a D los vértices (v, h)
para h en un γ-set de H). Entonces γ(G′

�H) + γ(H) ≥ γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H) de donde
se obtiene

γ(G′
�H) ≥ γ(G)γ(H)− γ(H) = γ(G′)γ(H) .

Un subgrafo recubridor o spanning subgraph de G es un subgrafo G′ con el mismo
conjunto de vértices que G. En otras palabras, G′ es el resultado de eliminar de G algunas
aristas pero ningún vértice.

Proposición 3.29. [16] Sean G un grafo que satisface la conjetura de Vizing y G′ un
subgrafo recubridor de G con γ(G′) = γ(G). Entonces la conjetura de Vizing es válida
para G′.

Demostración. Dado que G′ es un subgrafo recubridor de G, tenemos que G′
�H es un

subgrafo recubridor de G�H y por lo tanto γ(G′
�H) ≥ γ(G�H) (un γ-set de G′

�H es
en particular conjunto dominante de G�H).

Y por hipótesis, γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H) = γ(G′)γ(H).

Uno de los primeros avances importantes en cuanto a la Conjetura de Vizing fue el
resultado de Barcalkin y German, publicado en 1979. Y permite probar la conjetura para
varias clases de grafos. En consecuencia los grafos que satisfacen las hipótesis del Teorema
3.31 son llamados BG-grafos.

Definición 3.30. Decimos que un grafo G es descomponible si existe una partición de sus
vértices en γ(G) conjuntos: V (G) = Q1 ∪Q2 ∪ ... ∪Qγ(G) de manera que cada Qj induce
un subgrafo completo en G.

Teorema 3.31 (Barcalkin y German). [4] Sea G′ un grafo tal que existe un grafo
descomponible G de manera que G′ es un subgrafo recubridor de G y γ(G′) = γ(G).
Entonces la conjetura de Vizing es válida para G′.

Demostración. Por la Proposición 3.29 alcanza con probar el caso G′ = G, es decir, probar
la conjetura de Vizing para un grafo descomponible. Partimos V (G) en los conjuntos
Q1, Q2, ..., Qγ(G) que inducen, cada uno, un subgrafo completo en G.
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Sean H un grafo cualquiera y D un conjunto dominante mı́nimo de G�H. Considera-
mos los conjuntos Di = D ∩ (Qi×V (H)) para i = 1, 2, ..., γ(G) y los subgrafos completos
Kiv = Qi×{v}. para i = 1, 2, ..., γ(G) y v ∈ V (H). (Ver la Figura 6)

Usaremos algunos de estos subgrafos completos para probar el resultado. Notar que
los siguientes conjuntos son disjuntos:

R = {Kiv/ ningún vértice de Kiv está dominado por un vértice de Di}

S = {Kiv/D ∩Kiv 6= ∅}

Figura 6: Partición de G y subgrafos Kiv en G�H

Observamos que por la estructura del producto Cartesiano, cualquier vértice de Kiv ∈
R está dominado por un vértice de D con la misma coordenada en H, es decir, un vértice
de D ∩Kjv con j 6= i.

Probaremos que |R ∪ S| ≥ γ(G)γ(H) y también |D| ≥ |R ∪ S|.
En primer lugar construimos γ(G) conjuntos dominantes de H. Fijado i, 1 ≤ i ≤ γ(G),

llamamos Ri = {Kiv ∈ R, v ∈ V (H)}, Si = {Kiv ∈ S, v ∈ V (H)} y consideramos el
conjunto D′ = {v ∈ V (H) tal que Kiv ∈ Ri ∪ Si}. Afirmamos que este conjunto domina
H. En efecto, para w ∈ V (H) tenemos que Kiw está dominado por D y

Kiw /∈ Ri ∪ Si ⇒ Kiw /∈ S y Kiw /∈ R

⇒ Kiw ∩D = ∅ y Kiw tiene al menos un vértice dominado por Di.

Por la estructura del producto Cartesiano, ese vértice de Kiw está dominado por un ele-
mento de D ∩Kiz con z 6= w. Resulta que Kiz ∈ Si ⊆ Ri ∪ Si , z ∈ D′ y z domina w en
H. Luego D′ es un conjunto dominante de H y |Ri ∪ Si| ≥ γ(H) y sumando sobre todos
los i,

|R ∪ S| ≥ γ(G)γ(H) .
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Por otro lado, si fijamos la segunda coordenada v ∈ V (H) tenemos los conjuntos:
Dv = D ∩ Gv, Rv = {Riv ∈ R, 1 ≤ i ≤ γ(G)} y Sv = {Siv ∈ S, 1 ≤ i ≤ γ(G)}.
Vamos a armar un conjunto dominante de cada copia de G. Cada subgrafo Kiv en Rv ∪Sv

está dominado por un vértice en Dv. Agregamos a Dv un vértice de Kiv por cada Kiv que
no está en Rv∪Sv. Notar que agregamos exactamente γ(G)−|Rv∪Sv| vértices. Entonces,
|Dv|+ (γ(G)− |Rv ∪ Sv|) ≥ γ(G) de donde se deduce que |Dv| ≥ |Rv ∪ Sv|. Y, sumando
sobre todos los v en V (H),

|D| ≥ |R ∪ S| ≥ γ(G)γ(H) .

El siguiente corolario muestra la utilidad del Teorema de Barcalkin y German.

Corolario 3.32. [4] La conjetura de Vizing es válida para los grafos con γ(G) = 2.

Demostración. Sea G′ un grafo con γ(G′) = 2. Armamos otro grafo G agregando a G′

el máximo número de aristas manteniendo γ(G) = 2. (Resulta que G′ es un subgrafo
recubridor de G.) Por el Teorema de Barcalkin y German, alcanza con probar que el grafo
G es descomponible.

Sea Q1 ⊆ V (G) un conjunto completo maximal3. Tenemos que Q1 ( V (G) pues de lo
contrario γ(G) = 1. Veamos que Q2 = V (H) \Q1 induce un subgrafo completo en G. En
efecto, sean u y v dos vértices no adyacentes y probemos que no pueden estar ambos en
Q2. Por construcción de G, γ(G) = 2 y γ(G ∪ (u, v)) = 1. Entonces u o v dominan todos
los vértices de G ∪ (u, v). Y si ambos están en Q2 tendŕıamos que uno de ellos, junto con
Q1 induce un subgrafo completo, contradiciendo la maximalidad de Q1. Luego, todo par
de vértices en Q2 son adyacentes y Q1 ∪Q2 es una descomposición de G.

También se cumple la siguiente propiedad:

Proposición 3.33. [4] Si ρ(G) = γ(G) entonces G es un BG-grafo.

Posteriormente Sun [39] probó que la conjetura de Vizing es válida para un grafo con
γ(G) = 3. En su trabajo usa la Proposición 3.29 para quedarse con el caso en que G
es cŕıtico en aristas4. Considera un conjunto dominante de G, {u, p, q}, y uno de G�H
y consigue armar 3 conjuntos dominantes de H desarrollando por separado los casos en
que p y q son adyacentes o no. Sin embargo, al ser una demostración muy técnica no la
pondremos en este trabajo.

3.3.2. La doble proyección

La idea de contar ciertos subgrafos en G�H de la demostración del Teorema 3.31
dio lugar al denominado argumento de la doble proyección. El cual combina distintas
particiones de los vértices de G y H con la estructura del producto Cartesiano.

3Un conjunto S es completo maximal si es completo y para todo vértice w /∈ S, S∪{w} no es completo.
El subgrafo inducido por un conjunto completo maximal recibe el nombre de clique.

4Un grafo G es cŕıtico en aristas si al agregar cualquier arista el número de dominación disminuye. Es
decir que para todo par de vértices u, v no adyacentes, γ(G ∪ (u, v)) = γ(G)− 1.
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El enfoque que plantearon Clark y Suen [10] en 2000 finalmente permitió probar una
cota inferior multiplicativa para γ(G�H).

Posteriormente, Aharoni y Szabó [2] realizan otra partición de los vértices y probaron
la validez de la conjetura de Vizing para grafos cordales.

Teorema 3.34 (Clark y Suen). [10] Para cualquier par de grafos G y H se cumple

γ(G�H) ≥
1

2
γ(G)γ(H) .

Demostración. Sea {h1, h2, ..., hγ(H)} un conjunto dominante deH. Elegimos una partición
de los vértices de H: {T1, T2, ..., Tγ(H)} de manera que hi ∈ Ti y Ti ⊆ N [hi] (es decir hi
domina Ti). En el producto Cartesiano G�H llamamos Gi a los vértices en V (G)×Ti y
para cada g ∈ V (G) consideramos los subgrafos inducidos por {g}×Ti que llamaremos
celdas. Ver Figura 7.

Figura 7: Partición de Clark y Suen

Sea D un conjunto dominante mı́nimo de G�H. Para un i fijo (1 ≤ i ≤ γ(H)) sea
ni la cantidad de celdas en Gi que tienen todos sus vértices dominados por vértices en
la misma copia de H que la celda (es decir con la misma coordenada en G). Ver las
celdas sombreadas en la Figura 7, donde se tiene que n1 = 3. Consideramos la proyección
πG(D ∩ Gi) y agregamos los ni vértices en G que posiblemente no estén dominados. Se
sigue que |D ∩Gi|+ ni ≥ γ(G) y sumando sobre todos los i,

|D|+

γ(H)
∑

i=1

ni ≥ γ(G)γ(H) . (3.1)

Por otra lado, fijado g ∈ V (G), sea Dg = D ∩ Hg y sea mg la cantidad de celdas
{g}×Ti tales que todo vértice está dominado por un vértice en Dg (es decir con la misma
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coordenada en G). (En la Figura 7 tenemos mg = 2). En la copia Hg las otras celdas (las
no sombreadas) no están dominadas por Dg. Podemos armar un conjunto dominante de
Hg agregando a Dg los γ(H)−mg vértices (g, hi). Entonces, |Dg|+ (γ(H)−mg) ≥ γ(H)
de donde se deduce |Dg| ≥ mg). Y sumando sobre todos los g tenemos

|D| ≥
∑

g∈G

mg . (3.2)

Finalmente observamos que las sumas
∑γ(H)

i=1 ni y
∑

g∈Gmg son dos maneras de contar
el mismo conjunto de celdas. (Las celdas que están dominadas ✭✭verticalmente✮✮, en la Figura
7 aparecen sombreadas). Entonces, sumando las desigualdades (3.1) y (3.2) tenemos

2|D| ≥ γ(G)γ(H) .

En 2009, Aharoni y Szabó modificaron el planteo anterior considerando un nuevo
parámetro que relaciona los conjuntos independientes con el número de dominación de
un grafo.

Definición 3.35. DadoM un subconjunto de los vértices de un grafo G, llamamos γG(M)
al menor tamaño de un conjunto que dominaM en el grafoG, es decir queM ⊆

⋃

u∈DN [u].
Definimos además:

γi(G) = máx{γG(I), I ⊆ V (G) conjunto independiente} .

Teorema 3.36 (Aharoni y Szabó). [2] Dados dos grafos G y H, se tiene

γ(G�H) ≥ γi(G)γ(H) .

Demostración. Consideramos I un conjunto independiente en G tal que γG(I) = γi(G).
Es decir que se necesitan por lo menos γi(G) vértices para dominar I en G. Tomamos una
partición {T1, T2, ..., Tγ(H)} de los vértices de H como en la demostración del Teorema de
Clark y Suen (3.34).

Sea D un conjunto de tamaño mı́nimo que domina los vértices de I ×V (H) en el pro-
ducto Cartesiano. En esta demostración sólo consideramos las celdas de la forma {g}×Ti
con g ∈ I. Ver Figura 8. Observar que como I es un conjunto independiente, una celda de
este tipo está dominada por (g′, h′) con g′ = g o bien g′ ∈ G \ I.

Seam la cantidad de celdas que son dominadas por vértices con la misma coordenada en
G. (Las celdas sombreadas en la Figura 8) Fijado i, 1 ≤ i ≤ γ(H), tomamos la proyección
sobre G de D∩ ((V (G)\ I)×Ti) y agregamos los mi vértices correspondientes a las celdas
en V (G)×Ti dominadas ✭✭verticalmente✮✮. Aśı llegamos a un conjunto que domina I en G
y por lo tanto:

∣

∣D ∩ ((V (G) \ I)×Ti)
∣

∣+mi ≥ γG(I) = γi(G)

y sumando sobre todos los i:

∣

∣D ∩ ((V (G) \ I)×V (H))
∣

∣+m ≥ γi(G)γ(H) . (3.3)
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Figura 8: Partición y celdas de Aharoni y Szabó

Por otro lado, mirando la proyección sobre H tenemos
∣

∣D ∩ (I ×V (H))
∣

∣ ≥ m . (3.4)

De las desigualdades (3.3) y (3.4) se sigue que |D| ≥ γi(G)γ(H). Y dado que un
conjunto dominante de G�H en particular domina los vértices I ×V (H), resulta

γ(G�H) ≥ |D| ≥ γi(G)γ(H) .

La utilidad del Teorema de Aharoni y Szabó radica en relacionar γi y γ.
Observar que un conjunto dominante de G en particular domina los vértices de M

(para cualquier subconjunto M ⊆ V ), luego se tiene γG(M) ≤ γ(G) y en consecuencia
siempre se cumple γi(G) ≤ γ(G).

Desafortunadamente, γi(G) puede ser arbitrariamente más chico que γ(G).
Aharoni, Berger y Ziv probaron en [1] que en el caso que G sea cordal, se tiene la

siguiente propiedad:
Dados M ⊆ V (G) y u, v ∈M vértices adyacentes,

γG(M \ {u}) = γG(M) o bien γG(M \ {v}) = γG(M) .

Comenzando con M = V (G) (γG(V (G)) = γ(G)), aplicamos repetidamente esta pro-
piedad para eliminar vértices de M hasta llegar a un conjunto independiente I. Como
tenemos γG(I) = γ(G) para un conjunto independiente, se deduce que γi(G) = γ(G).

Y en virtud del Teorema 3.36 resulta

Corolario 3.37. [2] Si G es un grafo cordal, entonces G verifica la conjetura de Vizing.
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3.3.3. La clase X

En [17] Hartnell y Rall analizan otro tipo de particiones de vértices distinta a la de
Barcalkin y German e introducen una nueva clase de grafos, la clase X de los grafos que
admiten esa partición. Además prueban que todo grafo en la clase X satisface la conjetura
de Vizing. Lo cual, combinado con la Proposición 3.29 da el siguiente resultado.

Teorema 3.38. [17] Sean G un grafo de la clase X y G′ un subgrafo recubridor de G tal
que γ(G) = γ(G′). Entonces G′ satisface la conjetura de Vizing.

La clase X contiene estrictamente a los BG-grafos. Los mismos autores prueban que
todo grafo con γ(G) = ρ(G) + 1 está en la clase X . Por lo que se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.39. [17] Si un grafo G cumple γ(G) = ρ(G) + 1, entonces la conjetura de
Vizing es válida para G.

A continuación usamos estos resultados para probar la conjetura de Vizing para grafos
arco-circulares.

Conjetura de Vizing para grafos arco-circulares.

Definición 3.40. G es un grafo arco-circular si admite un modelo de intersección de arcos
de una circunferencia. Es decir si existe una familia A de arcos de una circunferencia que
representa a los vértices de G tal que Au ∩Av 6= ∅ ⇔ u y v son adyacentes en G.

Decimos que el arco A tiene start-point s y end-point t si A es el arco que se forma al
recorrer la circunferencia en sentido horario desde s hasta t.

En el modelo arco-circular A fijamos un arco que llamaremos A1 = (s1, t1) y nombra-
mos a los arcos según el orden en que aparecen sus start-points a partir de s1 en sentido
horario. Diremos que un punto a está antes (después) que b si al recorrer la circunferencia
en sentido horario desde s1, el punto a aparece en primer lugar (en segundo lugar).

La Figura 9 ejemplifica esta definición. Los ciclos Cn también son grafos arco-circulares.

Como en el caso de los grafos de intervalo, G puede admitir más de un modelo arco-
circular. Y, si se sabe que G es un grafo arco-circular, se puede conseguir en un modelo
arco-circular para G en tiempo lineal.

Vamos a seguir una serie de pasos para probar que si G es grafo arco-circular entonces
γ(G) ≤ ρ(G) + 1.

El primer paso es determinar el packing number de un grafo arco-circular. Para ello
usaremos un algoritmo auxiliar que en tiempo polinomial (O(nm)) construye simultanea-
mente un packing y un conjunto dominante de G ✭✭casi✮✮ óptimos.

Observación 3.41. En cualquier grafo, si v y w son dos vértices tales que N [v] ⊆ N [w]
y P es un packing que contiene a w, entonces (P ∪ {v}) \ {w} es un packing del mismo
tamaño que P y contiene a v.

En el caso de los grafos arco-circulares, si en un modelo A el arco Av está contenido
en el arco Aw entonces N [v] ⊆ N [w]. Por ejemplo, en la Figura 9 se tiene Ae ⊆ Ad.
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Figura 9: Modelo de intersección de arcos y el grafo que representa.

En nuestra búsqueda de un máximo packing de un grafo arco-circular, usaremos un
algoritmo que construye un máximo packing entre los que contienen a cierto vértice u. Es
importante notar que gracias a la Observación 3.41 alcanza usar este algoritmo cuando el
arco de u no contiene otros arcos del modelo A.

La idea detrás del siguiente algoritmo es seguir las construcciones realizadas en el
Algoritmo 2 de la Sección 3.3.1, teniendo en cuenta que ahora estamos en un ćırculo.

Algoritmo 3 Máximo Packing que contiene a u y Conjunto Dominante en Grafos Arco-
Circulares

Input: El modelo A = {(si, ti)}i=1...n del grafo G y un vértice u tal que Au no contiene
otro arco de A.

Output: P un packing de tamaño máximo entre los packing que contienen a u y D un
conjunto dominante de G.

1) Tomamos el conjunto P = {u}.
2) Si existe un v ∈ N(u) tal que Au ∪ Av cubre toda la circunferencia (Figura 10), el

máximo packing que contiene a u es P = {u} y D = {v} y el algoritmo termina.
3) En caso contrario sea u = u1 y de todos los arcos que intersecan a Au1

consideramos
aquel cuyo end-point aparece en último lugar (al recorrer la circunferencia en sentido
horario desde tu1

). Sea Ad1 este arco, d1 el vértice que representa y agregamos d1 a D.
(Puede pasar que d1 = u1).
Análogamente, de los arcos que intersecan a Au1

sea Ad̃ aquel cuyo start-point aparece

en primer lugar desde tu1
. Llamamos d̃ al vértice que representa y agregamos d̃ a D.

(Puede pasar que d̃ = d1.)
4) Dados ui y di vamos a construir los siguientes ui+1 y di+1: (Ver Figura 11)

Aui+1
es el arco tal que empieza después de tdi y termina en primer lugar;

Adi+1
es el arco que interseca a Aui+1

tal que su end-point aparece en último lugar.

5) Si ui+1 y d̃ no son adyacentes y ui+1 6= d̃, (esto ocurre cuando tdi+1
aparece antes que

sd̃), agregamos ui+1 a P , agregamos di+1 a D y repetimos el paso (4) para ui+1 y di+1.
En caso contrario, el algoritmo termina.

6) return P y D
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Figura 10: Dos arcos que cubren toda la circunferencia.

Figura 11: Modelo arco-circular. Marcamos en negrita los arcos de u2 y d2 elegidos en el
paso (4) a partir de u1 = u.

A modo de ejemplo en la siguiente figura mostramos cómo funciona el algoritmo en un
caso concreto. Obviamos los pasos (1) y (2) porque en el modelo A no hay dos arcos que
cubren toda la circunferencia.

Figura 12: Ejemplo de la ejecución del Algoritmo 3 a partir del paso (3).
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Lema 3.42. El conjunto P construido en el Algoritmo 3 es un packing de G.

Demostración. Cuando P = {u} está claro que P es un packing.
Cuando el algoritmo considera los vértices u1, u2, ..., uk, una observación importante

es que el vértice di está elegido de manera que los arcos de los vértices en N [ui] tienen
end-points entre sui

y tdi . Claramente, se puede ver que los conjuntos (su1
, td1), (su2

, td2),
..., (suk

, tdk) son disjuntos.
Entonces se cumple que N [ui] ∩ N [uj ] = ∅ para todo i 6= j y concluimos que P =

{u1, u2, ..., uk} es un packing de G.

Lema 3.43. El conjuto P construido en el Algoritmo 3 es un packing de tamaño máximo
entre los packings de G que contienen al vértice u.

Demostración. Sea P = {u1, u2, ..., uk} el packing que construye el algoritmo y suponga-
mos que existe un packing Q = {w1, w2, ..., wk+1} con w1 = u y los wi numerados según
el orden en que aparecen los arcos Awi

al recorrer la circunferencia en sentido horario.
Observar que estos arcos son disjuntos pues Q es packing.

Probaremos mediante un razonamiento inductivo que el arco de wi termina después o
en el mismo punto que el arco de ui.

Para i = 1 se verifica pues w1 = u = u1.
Supongamos que hasta el i-ésimo arco se verifica que Awi

termina después o igual que
Aui

. Veremos que el arco Awi+1
empieza después que el punto tdi . Luego, la definición de

ui+1 asegura que ui+1 = wi+1 o bien el end-point de Aui+1
aparece antes que el end-point

de Awi+1
.

En efecto, si el arco Awi
termina después del punto tdi , en particular el arco Awi+1

empieza después del punto tdi . (Figura 13(a)). Si en cambio Awi
termina entre tui

y tdi ,
los vértices wi y di son adyacentes y entonces wi+1 y di no son adyacentes, pues Q es un
packing. Por lo tanto el arco Awi+1

empieza después del punto tdi . (Figura 13(b)).

Figura 13: Detalle de la demostración del Lema 3.43: Si el arco Awi
termina después que

el arco Aui
, lo mismo ocurre para Awi+1

y Aui+1
.

Con lo cual queda probado el paso inductivo y tenemos que para todo i = 1, ..., k, el
arco Awi

termina después que Aui
.
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El algoritmo termina cuando al repetir el paso (4) para uk y dk obtiene uk+1 y dk+1

pero en el paso (5) no agrega uk+1 a P .
El vértice wk+1 cumple N [wk+1] ∩N [u] = ∅ (u = w1) lo cual quiere decir que wi+1 y

d̃ no son adyacentes, y además el arco Awk+1
empieza después del punto tdk . Entonces el

algoritmo podŕıa haber agregado un (k + 1)-ésimo vértice al conjunto P (el vértice wk+1

por ejemplo). Absurdo.
Luego, P es un packing de tamaño máximo entre los packing de G que contienen al

vértice u.

Lema 3.44. El conjunto D que construye el Algoritmo 3 es un conjunto dominante de G.
Más aún, tiene tamaño |D| ≤ |P |+ 1.

Demostración. Fijamos u tal que el arco Au no contiene otros arcos del modelo A y
repasamos los pasos del algoritmo para mostrar que el conjunto D domina todo el grafo.

Si en el paso (2) existe Av de manera que Au ∪ Av cubren toda la circunferencia,
entonces el vértice v domina todo el grafo. Pues la única manera que un arco Aw tenga
intersección vaćıa con Av es que Aw ⊆ Au lo que contradice la elección de u. Además
|D| = |P | = 1.

En caso contrario, el algoritmo construye P = {u1, u2, ..., uk} y D = {d̃, d1, d2, ..., dk}.
Dado que Au no contiene otros arcos del modelo A, los arcos Ad̃ y Ad1 dominan todo

arco con puntos entre sd̃ y td1 .
Para cada i = 1, ..., k− 1 los arcos Adi y Adi+1

dominan todo arco con puntos entre tdi
y tdi+1

ya que, de lo contrario tendŕıamos la situación de la Figura 14(a) que contradice
la elección de ui+1.

Figura 14: Detalle de la demostración del Lema 3.44: el conjunto D domina el grafo G.

Por último, si sd̃ está en (tk−1, tk) hemos dominado toda la circunferencia. En el otro
caso, los arcos Adk y Ad̃ dominan los arcos con puntos entre tdk y sd̃ porque de lo contrario
tendŕıamos la situación de la Figura 14(b) y el algoritmo podŕıa agregar un vértice más
al conjunto P . Absurdo.

Luego, D es conjunto dominante de G y |D| ≤ |P |+ 1.
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Usando al Algoritmo 3 podemos conseguir un máximo packing de G de la siguiente
manera: generamos los packing máximos que contienen a cada vértice de G cuyo arco no
contiene otros arcos del modelo A y después eligimos entre ellos uno de tamaño máximo.
La Observación 3.41, nos asegura que hay un máximo packing entre ellos y conseguimos
|P | = ρ(G).

El siguiente paso es mostrar que los conjuntos que consigue el Algoritmo 3 son casi
óptimos.

Observación 3.45. Dado que el algoritmo consigue un packing y un conjunto dominante
en particular, y recordando que ρ es una cota inferior para γ, tenemos que

|P | ≤ ρ(G) ≤ γ(G) ≤ |D| . (3.5)

Ejecutar el Algoritmo 3 con distintos u en principio podŕıa dar lugar a packings Pu de
distintos tamaños, pero si tenemos en cuenta (3.5) y el Lemma 3.44, resulta

ρ(G) ≤ |D| ≤ |P |+ 1

ρ(G)− 1 ≤ |P | ≤ ρ(G) .

Luego, para hallar el máximo packing de G alcanza con generar los packings Pu hasta
conseguir una mejora. Ya que si |Pu| < |Pu′ | la desigualdad anterior nos asegura que
|Pu′ | = ρ(G).

Observación 3.46. Del Lema 3.44 y la desigualdad (3.5) se desprende que todo conjunto
dominante que construye el Algoritmo 3 cumple

|D| ≤ |P |+ 1 ≤ ρ(G) + 1

γ(G) ≤ |D| ≤ γ(G) + 1 .

Entonces no sólo se consigue un conjunto dominante sino uno casi óptimo en tiempo
O(nm).

Observación 3.47. La clase de los grafos arco-circulares no está contenida en la clase de
los BG-grafos. Sin embargo, con el Algoritmo 3 podemos distinguir tres situaciones en las
que G es un BG-grafo:

Cuando en el paso (2) hay dos arcos que cubren toda la circunferencia.

Cuando en el paso (3) resulta d = d̃.

Cuando encontramos Pu y Pu′ de distinto tamaño, digamos |Pu| < |Pu′ |.

Afirmamos que en estos casos hay un conjunto dominante del mismo tamaño que un
packing. En efecto, en el primer caso P = {u} y D = {v}; en el segundo, |D| = k = |P |;
y en el tercero Du tiene tamaño |Pu| o |Pu|+ 1 = |Pu′ |.
Luego, por (3.5), el conjunto dominante tiene tamaño γ(G), el packing tiene tamano ρ(G)
y ρ(G) = γ(G). La Proposición 3.33 asegura que G es un BG-grafo.
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Finalmente nuestros resultados permiten probar la conjetura de Vizing para grafos
arco-circulares.

Proposición 3.48. Si G es un grafo arco-circular entonces

ρ(G) ≤ γ(G) ≤ ρ(G) + 1 .

Demostración. La primera desigualdad se verifica para cualquier grafo. Para la segunda,
tener en cuenta que en el Lema 3.44, P puede ser un máximo packing de G.

Teorema 3.49. Si G es un grafo arco-circular entonces la conjetura de Vizing es válida
para G.

Demostración. Sea G un grafo arco circular. Por la Proposición 3.48, tenemos

ρ(G) ≤ γ(G) ≤ ρ(G) + 1 .

Si γ(G) = ρ(G) aplicamos la Proposición 3.25 y tenemos que la conjetura de Vizing es
válida para G. Más aún, G es un BG-grafo.

Si γ(G) = ρ(G)+1, el Corolario 3.39 asegura que la conjetura de Vizing es válida para
G. En este caso, G es un grafo de la clase X .

Terminamos el tema de la conjetura de Vizing comentando que en general γ(G�H) es
mucho más grande que γ(G)γ(H). Sin embargo existen familias infinitas de grafos para
los que vale la igualdad. En [12] El-Zahar, Khamis y Nazzal probaron que γ(Cn�G) =
γ(Cn)γ(G) sólo es posible cuando n ≡ 1(mod 3) y caracterizaron los grafos que verifican
γ(C4�G) = γ(C4)γ(G). En el mismo trabajo está la siguiente

Conjetura 3.50. Si γ(G�H) = γ(G)γ(H) entonces alguno de los grafos G o H es K2 o
bien tiene un conjunto dominante D excesivo en el sentido que tiene un vértice v ∈ D tal
que D \ {v} domina V (G) \ {v}.

Por el momento, todos los grafos conocidos que cumplen la igualdad en la conjetura
de Vizing satisfacen también esta otra propiedad. Los autores sugieren entonces prestar
más atención a la igualdad γ(G�H) = γ(G)γ(H).

Los trabajos que se desarrollan en la actualidad sobre este tema abarcan desde pro-
piedades de un hipotético contraejemplo minimal, la formulación de conjeturas parecidas
a la conjetura de Vizing (como por ejemplo su versión fraccional o versiones con otro tipo
de dominación) y la relación con otros parámetros de la teoŕıa de Grafos.

En general se sospecha que la conjetura es cierta. Aunque los resultados (incluso parcia-
les) son probados con dificultad. Y la verificación de un contraejemplo también se dificulta
porque determinar si γ(G�H) ≥ k es un problema NP-completo.
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