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Introduccion

En Geometria Algebraica y Analitica frecuentemente los teoremas se expresan como una
igualdad entre féormulas que involucran las coordenadas de puntos o de otras figuras. Para que
dicha igualdad tenga un verdadero significado geométrico, debe ser invariante por cambios
de coordenadas. Esto lleva naturalmente al estudio del anillo de funciones (polinomiales,
racionales, etc.) invariantes bajo la accion de un cierto grupo de transformaciones. Estas
consideraciones son también relevantes en algunas areas del Algebra y de la Fisica.

Estas ideas (relacionadas también con el Programa de Erlangen, de Felix Klein) se desa-
rrollaron especialmente durante el siglo XIX, dando lugar a la Teorfa Clasica de Invariantes.
Uno de los problemas principales era exhibir explicitamente generadores (y sus relaciones)
del anillo de invariantes en varios casos de acciones de grupos en anillos de polinomio.

Hacia fines del siglo XIX aparecieron trabajos importantes de Hilbert, que resolvieron
varios de los problemas del area, aunque la solucién no era constructiva sino que solamente
existencial. Estos trabajos no tuvieron aceptacién inmediata entre los otros expertos, pero
posteriormente impulsaron una mayor actividad en aspectos més abstractos del Algebra.

La expresion més simple, a parte de la lineal, es la cuadratica, que en coordenadas
homogéneas determina la ecuacion:

az® + bry + cy® = 0.

Estudiando el cociente complejo X/Y, esta ecuacion tiene o bien dos soluciones distintas,
o bien una solucién doble, dependiendo del valor de b?> — 4ac, y esto se sigue de que las

soluciones vienen dadas por:
T —bEx Vb —dac

Y 2a

La teoria de invariantes aborda esta cuestion investigando el efecto de los cambios lineales en
las variables de polinomios que determinan ecuaciones. La trasnformacion lineal determinada
por:

T = a11T + a2y

Y= a1 + a2y

altera la ecuaciéon cuadrética, y cambia la expresion b? — 4ac por b? — dac(a1aze — a12a21)>.
Por lo tanto, la expresion b — 4ac es un invariante, porque bajo la trasnformaciéon solo
cambia en un miiltiplo de una potencia de su determinante.



La teoria de invariantes del siglo XIX se baso en el estudio de un polinomio homogéneo
general de cualquier grado y en cualquier nimero de variables. Durante esa época buscaban
expresiones en los coeficientes del polinomio dado que, cuando se hace una transformacion
lineal en las variables, cambia s6lo en un miultiplo de una potencia del determinante. Los
primeros tedricos de invariantes, Cayley y Sylvester en Inglaterrra , Aronhold, Clebsch y
Gordan en Alemania, y Hermite y Jordan en Francia, realizaron numerosos y dificultosos
calculos en el area, y de a poco, para grados bajos, se fueron dando cuenta que por lo
general solian encontrar “bases” de invariantes, es decir, un conjunto finito de invariantes,
tales que el resto resultaba un polinomios en ellos. De hecho, Silvester tenia una forma de
enumerar invariantes de un grado dado. Y con uno esfuerzo considerable, Paul Gordan habia
demostrado en 1868 que siempre existia una base finita para formas binarias de cualquier
grado. Sin embargo, las inmensas dificultades técnicas que implicaba trabajar con tres o mas
variables bloqueban ese tipos de intentos para dar una demostraciéon méas general. En este
punto es donde Hilbert hizo su gran aporte a esta teoria, pues logro demostrar uno de estos
métodos generales. La demostracién entera ocupaba poco apenas dos paginas, y contenia en
su interior una nueva forma de pensar matematica, pues demostraba su existencia de una
forma no explicita. A raiz de esto fue que recibié muchas criticas de los principales estudiosos
del area, espacialmente por parte de Gordan, que califico al trabajo como “teologia y no
matemaéatica”.

El aporte de Hilbert sobre esta area fue més profundo atun, pues en la formulaciéon de
su famosa lista de problemas, que establecié en el Congreso Internacional de Matemaéticos
en Paris, en el ano 1900, formulé una version mas general de aquel problema clasico sobre
invariantes que ya habia resuelto, permitiendo o admitiendo distintos grupos de transforma-
ciones. Especificamente esto esta, de fondo, abordado en su problema 14. Ya que si bien, la
teoria estaba bien comprendida cuando se permitian cambios lineales en las variables para
todo tipo de matrices (en GL,, o en SL,), para subgrupos de ellas u otros grupos de trans-
formacioens se tornaba dificil de entender, y ya no era claro que siempre existieran bases
finitas.

En los anos 1950’s comenzo el desarrollo moderno de la Geometria Algebraica, espe-
cialmente a través de los trabajos de Jean Pierre Serre y de Alexander Grothendieck, con
antecedentes en trabajos de Andre Weil y de Oscar Zariski, entre otros autores. Grothen-
dieck realiz6 un nuevo estudio de varios espacios de moduli clasicos, como los esquemas
de Picard y los esquemas de Hilbert (en FGA, Fondements de la Geometrie Algebrique).
Un ingrediente necesario para el analisis de estos espacios es la existencia de una variedad
cociente X//G, donde G es un grupo algebraico actuando en la variedad algebraica X, bajo
hipotesis apropiadas. Grothendieck planted varias preguntas sobre esto, que fueron respon-
didas por David Mumford, a travé de su Teoria Geomfrica de Invariantes, expuesta en la
primera edicion (|GIT]).

El presente trabajo consiste de un resumen de todos estos elementos clasicos de la Teoria
Geométrica de invariantes, e intenta dar un panorama amplio de estos conceptos involucra-
dos. Nuestro objetivo principal es el desarrollo de las construcciones, conceptos y resultados
principales de la Teoria Geométrica de Invariantes de Mumford. Esto incluye, més especi-
ficamente: condiciones para generacién finita de anillos de invariantes, estructura de dichos
anillos en varios casos, nociones de cocientes algebraicos, el concepto de estabilidad y el



criterio numérico de estabilidad.

A lo largo del primer capitulo estudiaremos aspectos béasicos sobre grupos algebraicos
afines, que son la herramienta de base para la formulaciéon de todos los problemas clasicos
de la teoria. Discuteremos cuestiones sobre su estructura, morfismos, y ademaés sobre uno
de sus principales resultados, que demuestran que a este tipo de grupos siempre podremos
pensarlos como subgrupos de matrices.

En los capitulos dos y tres, abordaremos todos los problemas clasicos ya mencionados.
Comenzaremos por contragjemplos y casos afirmativos del problema 14 de generacion finita,
y estudiaremos algunos aspectos que se desprenden de esto como la construcciéon de opera-
dores de Reynolds, que son la herramienta clave que debera contener un grupo para que los
invariantes de sus acciones queden finitamente generados. También estudiaremos series de
Hilbert, que resulta un concepto muy util para la descripciéon de anillos de invariantes ge-
nerales. El dltimo capitulo aborda el problema de la construcciéon de cocientes geométricos,
que deriva en el estudio de la estabilidad de puntos sobre las variedades en las que se actia,
que resulta el elemento fundamental para que dichos cocientes tengan un verdadero signi-
ficado geométrico, o expresado més formalmente, que estos cocientes tenga una estructura
de variedad. Este capitulo finaliza con una breve descripcién sobre criterios numéricos que
permiten estudiar la estabilidad de puntos. Ademéas, a modo de consulta, el trabajo cuenta
con un apéndice sobre diversos resultados de geometria algebraica, que son utilizados a lo
largo de los capitulos, y que permiten una mejor compresiéon del marco tedrico en donde se
encuentra inscripta esta teoria.
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Capitulo 1

Grupos algebraicos afines

1.1. Aspectos basicos

En el presente capitulo discutiremos las propiedades béasicas de grupos algebraicos. En
particular, nos vamos a centrar en el caso de los grupos algebraicos afines, que se desprenden
del estudio de las variedades afines. La idea principal consta de 1 desarrollo de sus moédulos
racionales y las acciones de ellos mismos sobre otras variedades algebraicas. Los modules
racionales seran el principal obejto de estudio de los capitulos que siguen y, por otra parte,
conformaran la base sobre la que estudiaremos los invariantes y las nociones de "estabilidad®.

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea GG una variedad algebraica
definida sobre el cuerpo K. Asumamos que G estd dotado de una estructura de grupo
abstracto, con una operaciéon m : G x G — G, con inversos dados por i : G — Gy
con neutro 1 € GG.

Decimos que (G, m, i) (o en forma abreviada, G) es un grupo algebraico si m e i son mor-
fismos de variedades algebraicas. Si, ademéas, G es una variedad afin, decimos que (G, m, 1)
es un grupo algebraico afin.

Observacion 1.1.2. Si z € G, la traslacion a derecha p, : G — G, p;(y) = zy es un iso-
morfismo de variedades que manda el 1 € G en x, con inversa dada por p,-1. Analogamente
ocurre lo mismo para la traslacién a izquierda A,.

Esto nos garantiza que todas las propiedades geométricas locales que se satisfacen en un
punto del grupo algebraico lo haran en cualquier otro. Por ejemplo, en cualquier variedad
algebraica el conjunto de puntos regulares es no vacio, entonces podemos deducir que todo
grupo algebraico es una variedad no singular.

Ahora definamos las sub-estructuras asociadas a los grupos algebraicos. Sabemos que
dado un grupo abstracto tenemos bien definidos sus subgrupos, y que dado cualquier varie-
dad afin, sus subconjuntos cerrados, resultan nuevamente variedades afines. De este modo
podemos definir:

Definicién 1.1.3. Sea G un grupo algebraico, decimos que H es un subgrupo algebraico,
si H < (G es un subgrupo abstracto y un subconjunto cerrado de G. Ademés, como H x H
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es cerrado en G X G y la restricciéon de un morfismo a una subvariedad es un morfismo, se
sigue que H es un grupo algebraico.

Definicién 1.1.4. Sean G, H dos grupos algebraicos, un morfismo de grupos algebraicos,
es un morfismo de variedades ¢ : H — G que ademaés es un morfismo de grupos abstractos.

1.1.1. Grupos algebraicos y Algebras de Hopf

Al trabajar con variedades algebraicas afines podemos destacar un isomorfismo categérico
entre ellas y las dlgebras afines, Ver apéndice en A.4.9. Para el caso de los grupos algebraicos
afines haremos algo similar. Usando que, en particular, son variedades algebraicas afines,
podremos establecer una correspondencia entre ellos y alguna subcategoria de las algebras
afines. Precisamente, los grupos algebraicos afines se corresponden con aquellas K-algebras
afines que tienen una estructura de algebra de Hopf.

Definiciéon 1.1.5. Algebras de Hopf:

Sea A un K-algebra asociativa con unidad, supongamos que el producto esta dado por el
morfismo de K-algebras p: A ®r A — A y la unidad dada por la inclusion n : K — A.
Diremos que A es una K-bialgebra asociativa si existen morfismos de K-élgebras: A : A —
A ®j A (comultiplicacion) y e : A — K (counidad), tales que los siguientes diagramas
conmutan:

= Coasociatividad:

A 2 L A0A
A\L l]d@A
ARA—F7A®ABDA

s Counidad:

KA A0a S Ao K

A

Diremos que una bi-algebra es un Algebra de Hopf si existe un morfismo K-lineal S :
A — A, al que llamaremos antipoda, tal que el siguiente diagrama conmuta:

AAL—A—2 A A
Id®S K S®Id
n

AA > A<"Ax A
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Observacion 1.1.6. Cabe destacar que hay distintas formas equivalentes de definir al objeto
antipoda”, y que quizé la que hemos definido en el desarrollo anterior, no es la més usual
en la bibliografifa. Por ejemplo, es posible definir un producto llamado de convolucién sobre
Homy (A, A) de modo tal que la antipoda S resulta por definicién la inversa de la Id y donde
e o 7 resulta el neutro de dicho producto.

Definiciéon 1.1.7 (Notacion de Sweedler). En general, para cualquier co-algebra (C, A, €),
se usa una notacién especial para expresar de una manera mas sencilla la comultiplicacién,
la notacion de Sweedler:

A(e) = Ecl ® co.

Esta notacion omite hacer referencia a la cantidad de sumandos de A(c) y a la dependencia
de dicha cantidad respecto de c. Es muy 1til a la hora de expresar propiedades de coélgebras,
bialgebras o Algebras de Hopf. Por ejemplo, la coasociatividad puede expresarse del siguiente
modo:

Z €11 @c12 ®co = Z €1 ®c21 @ C22.

Y a estos elementos podemos notarlos directamente como:

Y aveaadas

Para finalizar esta digresion sobre co-algebras y Algebras de Hopf, definimos el concepto
dual de médulos sobre 4lgebras asociativas para el caso de codlgebras asociativas.

Definicién 1.1.8. Sea C una co-algebra asociativa sobre un cuerpo K y sea M un K-
espacio vectorial, diremos que M es un co-mddulo a derecha si existe un morfismo K-lineal
®: M — M ® C tal que los siguientes diagramas conmutan:

M L MeC

o] J1asa

M®CT>M®M®C

La misma definicién, pero para comédulos a izquierda sobre C, puede darse de forma analoga.

Observacion 1.1.9. De forma analoga a la notacién de Sweedler, en el caso de comodulos,
la correspondiente accién podemos expresarla como:

@(m):Zm()@mleM@C.

Las propidades que debe satisfacer ® quedaran expresadas con esta notacién del siguiente
modo:

Zmo,o ®@mo,1 = Z mo@mi1 ®mypg = Zmo ® m1 ® ms.
Z e(my)mo = m.
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Continuemos con la relacion de estas algebras con los grupos algebraicos afines.
Sea G una variedad algebraica afin y sea K[G] su K-algebra afin asociada. Veamos que
dar una estructura de grupo algebraico sobre G es equivalente a definir una estructura de
K-Algebra de Hopf sobre K[G].

= Dar un morfismo de variedades m : G x G — G es equivalente a dar un morfismo de

K-algebras A = m* : K[G] — K|[G] ® K[G].

» Dar un morfismo de variedades ¢ : G —> G, que corresponderd a tomar inversos en el
grupo, es equivalente a definir un morfismo de K-élgebras S = i* : K[G] — K][G],
que correspondera al morfismo antipoda.

= Definir un elemento neutro 1g en el producto de G, que puede pensarse como un
morfismo de grupos algebraicos 1 : {1g} — G, es equivalente a definir un morfismo
de K-algebras e = 1* : K[G] — K.

Veamos que las propiedades que deben satisfacer m, i y 1 para que G sea un grupo
algebraico afin son equivalentes a las propiedades que deben satisfacer A,S y € para que

K|[G] resulte un Algebra de Hopf.

1. m es asociativo si y solo si A = m™ es co-asociativo, es decir, el siguiente diagrama

mo(mxId)
GxGxG GxG
mo(Idxm) m
Gx@G - G

resulta conmutativo si y s6lo si el siguiente diagrama

m*o(m*x Id)

K[G) ® K[G) @ K[C] K[G] x k[C]
m*o(Idxm*) m*
K[G] x K[G] KI[G]

es conmutativo

2. El elemento 14 (o equivalentemente 1 : {16} — G), resulta un neutro para el produc-
to definido por m si y solo si € cumple con la propiedad correspondiente a la counidad,
es decir:
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es conmutativo si y sélo si

KI[G]
Al %
KG9 K[G] —2M . K 9 K[G]

es conmutativo.

3. La funcién ¢ determina inversos para el producto dado por m si y solo si el morfismo
de algebras S = ¢* cumple con el diagrama correspondiente asociado a la antipoda.
Si tomamos el morfismo trivial h : G — {lg}, su correspondiente morfismo de
algebras p : K[G] — K resulta la unidad del algebra. Ademaés, si denotamos a
d: G — G x G como el morfismo diagonal de grupos algebraicos, su correspondiente
morfismo de algebras d* : K[G] ® K[G| — K|G], resulta el producto del algebra. La
conmutatividad del siguiente diagrama expresa la propiedad que deben satisfacer los
inversos del producto:

ixId {1¢} Idxi
%
GxG<t—Gag—%GxaG

es conmutativo si y sélo si el siguiente diagrama

K[G) ® K[G] <2~ K[G] -2~ K[G] ® K[G]

€
S®Id

;
-

G
1d®S
G

ALK
K[G] ® K|G] ~%~ K[G] <X — k[G] ® K[G]

conmuta.

En todos los casos, la equivalencia entre la conmutatividad de los respectivos diagramas
se debe al hecho de que los diagramas de K-algebras explicitados corresponden a aplicarle
el funtor contravariante que va de la categoria de variedades algebraicas afines a la categoria
de K-algebras afines.

Asi queda demostrado que dar una estructura de K-algebra de Hopf sobre K[G] es
equivalente a dar una estructura de grupo algebraico afin sobre una variedad afin G. Utili-
zando como base la equivalencia categorica entre variedades y algebras (ver apéndice, A.4.9),
obtenemos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.10. Sea G la cateoria de grupos algebraicos afines y sea H la categoria de
Algebras de Hopf afines. Luego, el funtor K[ : G — H , que asocia a cada grupo
algebraico afin G su K-algebra afin asociada K[G], es una equivalencia categorica. Su inversa
esté dada por tomar el espectro maximal, es decir, por considerar todos los ideales maximales
de KI[G].

1.1.2. Ejemplos

1. Todo grupo finito es trivialmente un grupo algebraico afin.

2. El grupo aditivo G, consiste en la variedad algebraica afin A! = K, con la estructura
dada por la suma en K, es decir, m(a,b) = a + b y los inversos i(a) = —a. G,. Con
dicha estructura resulta un grupo algebraico afin donde:

K[G,] = K]x].

Recordemos que probar que m : G, x G, — G, es un morfismo de variedades
algebraicas es equivalente a probar que:

m* : K[G,] — K[G, X G, ~ K[G,] @ K[G,]
es un morfismo de K-algebras. Para cada p € K|[z]:

m*(p)(z,y) = p(z +y) € K[z,y],

con lo cual es claro que m es un morfismo de variedades. Analogamente es sencillo
probar que i también resulta un morfismo, y asi concluimos que G, es un grupo
algebraico afin.

3. El grupo multiplicativo G,,, como variedad consiste en A' — {0} = K*. Ademas, es
sencillo probar que:
K[G,) = K[z, 2™ 1.

Dado que m(a,b) = a.b, los morfismo asociados:

m*: Kz,z7') — K[z, 27 1)@ K[z,z™ ']  i*: K[z,27'] — K[z,z27!],

quedan determinados por m*(x%) = 2% ® 2t e i*(2) = 2, con lo cual es claro que

Gy, resulta un grupo algebraico afin.

4. El grupo GL,(K), de matrices n-dimensionales e inversibles con coeficientes en K,
es un grupo algebraico afin. Pues es un subconjunto abierto basico del espacio afin
de todas las matrices (espacio afin n? dimensional), pues es el conjunto de todas las
matrices donde el determinante no se anula (la funcion determiante A es polinomial
en los coeficientes de la matriz).

Es decir, si M, es el espacio de las matrices de n x n, entonces A € K[M,] y ademas:

GL,(K) = Da(K™).
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Es sencillo demostrar que K[GL,], el anillo coordenado de GL,,, es K|[z1,...,Z,2, %]
El producto de dos matrices puede expresarse como una funcién polinomial en los
coeficientes de ambas matrices y el inverso de una matriz también es polinomial en
las coordenadas x;; y en %. Como % € K[GL,)] es claro que i* define un morfismo de
K-algebras y por lo tanto ¢ : GL,, — GL,, define también un morfismo de variedades.
Explicitamente, el morfismo m* queda determinado por las férmulas:

= m(zij) = D Tik @ Ty
1 1 1
= m(x) =39 x-
Asi queda demostrado que GIL,, es un grupo algebraico afin.

5. Por lo desarrollado anteriormente, sabemos que todo subgrupo algebraico de GL,
define un grupo algebraico afin. A estos grupos los llamaremos grupos algebraicos
lineales, y son de mucha importancia para la correspondiente teoria debido a que
todo grupo algebraico afin es isomorfo a un grupo lineal. En otras palabras, como
demostraremos mas adelante, es cierto que un grupo algebraico es lineal si y solo si es
afin.

Destacaremos a continuacién ejemplos de grupos lineales que son particularmente im-
portantes:

» El grupo lineal especial SL,,,, dado por SL,,,, = {A € GL,, : det A = 1}, es un
subgrupo cerrado de GL,,, con la topologia Zariski, debido a que det € K[GL,].

= El subgrupo B, de todas las matrices triangulares superiores es un subgrupo
algebraico afin de GL,,. Claramente, este espacio es isomorfo como variedad afin
a A" (K*)™

= Otro ejemplo parecido al anterior es D, el grupo de todas las matrices diagonales,
que como subgrupo algebraico de GL,, resulta isomorfo a (K*)" = G}',. A este
grupo lo llamaremos toro n-dimensional.

= Denotamos por U,, C GL,, al subrgrupo de todas las matrices triangulares supe-
riores con coeficientes de la diagonal iguales a 1, es decir:

n(n—1)

Este grupo algebraico afin es isomorfo a A . Ademas a los subgrupos cerrados

de U, los llamaremos unipotentes.

La siguiente proposiciéon muestra una generalizacién de los argumentos usados en los
ejemplos anteriores:

Proposicion 1.1.11. Sea T' € GL,, una matriz inversible, consideremos Q7 = {X € GL,, :
XTX! =T}, dicho subgrupo resulta un subgrupo algebraico de GL,,.

Demostracion. Puede encontrarse en [FSR, Cap. 3. O
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Por dltimo veremos como funcionan los productos de grupos en este contexto algebraico
particular:

Observacion 1.1.12. Si G y G’ son dos grupos algebraicos, entonces G x G’ es también un
grupo algebraico, con el producto y el inverso tomado coordenada a coordenada. El hecho
de que la operacion producto maxg sea un morfismo de variedades se sigue de que puede
expresarse de la siguiente forma:

maxe =mag xXmg o(Id xS xId): Gx G xGxG — GxG
Donde S : G’ x G — G x G’ es la funcién que intercambia los factores.

Ejemplo 1.1.13. Utilizando la observacién anterior podemos introducir un ejemplo clésico
muy util: el toro algebraico n dimensional, al que denotaremos T}, y que corresponde a n
copias del grupo multiplicativo Gy, es decir T, = GJ1,.

1.1.3. Resultados basicos sobre subgrupos y morfismos

En esta sub-seccién, veremos las principales propiedades de los grupos algebraicos, sus
sub-grupos y morfismos. Empezaremos viendo c6mo, en este caso particular de variedades,
los conceptos de irreducibilidad y conexién se relacionan.

Proposicion 1.1.14. Sea G un grupo algebraico, luego se cumplen las siguientes afirma-
ciones:

1) Para cada x € GG existe una tnica componente irreducible G* que contiene al elemento
x. Ademas G* = zG'¢ para cada z € G.

11) G'¢ es un subgrupo de G cerrado, normal y de indice finito.
111) Las componentes irreducibles coinciden con las componentes conexas de G.

1v) Todo subgrupo cerrado de G de indice finito contiene a G'¢

Demostracion. i) Sabemos que dado = € G existe una componente irreducible de G como
espacio topolégico que contiene a x. Para demostrar su unicidad supongamos, sin pérdida
de generalidad, que = = 1.

Si existen dos componentes irreducibles X7 y X9 que contienen a 1¢, entonces X7 x Xo
resulta irreducible en G x G, y luego, su imagen por el morfismo m (que define el producto
de G) también lo es. Por lo tanto:

X1Xo

también resulta irreducible. De esto taltimo, usando que X; y X5 son componentes irreduci-
bles, obtenemos que:
X1 =Xo=X1Xo = X1 Xo

. A partir de esta ultima desigualdad podemos deducir, ademés de la unicidad de dicha
componente, que G¢ resulta cerrado.
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ii) Ya probamos que G'¢ resulta cerrado como subespacio y ademés que:
Gle.G'e = Gls.

Como ademas el morfismo i (que determina los inversos de G), es un isomorfismo de va-
riedades, entonces (G'¢)~! resulta una componente irreducible de G que contiene a 1g.
Luego:
loy—1 1
(G =67,

con lo cual dicho subespacio resulta un subgrupo. Con un argumento similar, usando que los
automorfismos que derivan de conjuagar resultan isomorfismos de variedades se sigue que:

zGlor~ = Gle,

y asi resulta ser normal.

Las coclases £G'¢ resultan, por lo visto anteriormente, las componentes de G, y a partir
de la noetherianidad de G como espacio topolégico, resulta que G1¢ es de indice finito (pues
G tiene finitas componentes irreducibles).

iii) Todo espacio irreducible resulta trivialmente conexo y cada compoente conexa de
G se puede descomponer como una unién de componentes irreducibles. Ademas probamos
que, en este caso particular de variedades algebraicas, las componentes irreducibles resultan
disjuntas, luego dichas componentes conexas deberan coincidir con las componentes irredu-
cibles.

iv) Sea H un subgrupo cerrado de G de indice finito, si llamamos H'¢ a la componente
irreducible de H que contiene a 1¢, luego H'¢ resulta un subgrupo cerrado de indice fintio
de G'¢. Observemos que:

G'e =| |gH'e,

y como dicha unién puede ser tomada sobre todos los elementos de G/H, es una union
finita y cada componente es un cerrado. Con lo cual, G'¢ — H'¢ es tambien cerrado, y asi
podemos deducir que H'¢ es a la vez cerrado y abierto en G'¢. A partir de un argumento
de conexién es inmediato que G'¢ = H'c

O

Observacién 1.1.15. Veamos algunos detalles que podemos deducir a partir de la propo-
sicion anterior:

» Para grupos algebraicos, las nociones de conexion e irreducibilidad coinciden. Por eso
es usual en la bibliografia hablar de Grupos algebraicos conexos y no de irreducibles.

= A partir de iii) y iv), podemos deducir que G'¢ es el tinico subgrupo irreducible de G
de indice finito.

Ahora veamos algunas propiedades que involucran y relacionan subespacios abiertos y
cerrados de G con subgrupos abstractos de dicho grupo algebraico.
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Proposicion 1.1.16. Sea G un grupo algebraico y U,V dos abiertos no vacios de G, con V'
ademés denso. Luego G =UV.

Demostracion. Como ya hemos mencionado anteriormente, la inversion ¢ y la traslacion a
derecha p, son isomorfismos de variedades algebraicas. Asi para cada x € G, el conjuto
2V 1 es un abierto denso de G. Luego:

UnzV™' 40,

es decir existen v € V y u € U tales que : w = zv~'. En conclusion UV = G O

A partir de esta proposiciéon podemos obtener la siguiente, que nos relaciona subgrupos
y clausuras:

Proposicion 1.1.17. Sea H un subgrupo de G:

a) La clausura H es también un subgrupo de G.

b) Si, ademéas, H es un subconjunto constructible. Entonces H = H, es decir, H es un
subgrupo algebraico de G.

Demostracion. Veamos primero que la clausura de todo subgrupo abstracto también resulta
un subgrupo.

Si m es el morfismo de variedades que define el producto de grupo de G, entonces
m(H x H) C H, y por ser dicho morfismo continuo obtenemos que :

m(H x H)=m(H x H) C H.

Por lo tanto, H es cerrado para el producto. Un argumento analogo aplicado al morfismo
inversion 4, nos demuestra que tambén es cerrado tomando inversos, con lo cual queda
demostrado a).

Veamos ahora la segunda afirmacion: a partir de que H es constructible (Ver apéndice
para estas definciones A.3.2) podemos deducir que existe U C H un abierto no vacio dentro
del grupo algebraico H. Ademés, observemos que:

H U hU,
heH

y luego resulta también un abierto en H. Para concluir nuestro enunciado basta aplicar a),

tomando U = V = H como abiertos en H. deduce que H = HH = H.
O

Observacion 1.1.18. Observar que en la proposiciéon anterior, en el momento de demostrar
la segunda afirmacion, sélo usamos que H contenia un abierto no vacio de H. De ese modo,
se puede debilitar la hipotesis de constructible que hemos pedido en el correspondiente
enunciado.
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Para finalizar con este conjunto de propiedades bésicas sobres grupos algebraicos, veamos
algunos resultados que cumplen los morfismos entre grupos algebraicos:

Proposicion 1.1.19. Sea ¢ : G — un morfismo de grupos algebraicos, entonces:

I Ker ¢ es un subgrupo algebraico de G.

IT ¢(G) también es un subgrupo algebraico de H.
III ¢(G'9) = (¢(G)"

Demostracion. La afirmacion I es obvia a partir de que Ker ¢ = ¢~ {15}.

Para II), basta recordar que para todo morfismo ¢ de variedades algebraicas, su imagen
¢(G) contiene un abierto no vacio de su clausura (Ver A.4.10 en el apéndice). Luego usando
la proposicion anterior, ¢(G) resulta un subgrupo cerrado de H.

Por tltimo, observemos que ¢(G'¢) es cerrado por la afirmacién II), y ademas es irre-
ducicle por ser la imagen de un morfismo continuo, luego:

$(G'9) C (p(@))'H.

Como ¢(G'6) tiene indice finito en ¢(G), se sigue, a partir de la proposiciéon 1.1.14 | que:
(p(G))r C ¢(G'€), lo cual concluye nuestra demostracion. O

1.2. Acciones y G-médulos racionales

1.2.1. G-variedades

Comencemos definiendo acciones de un grupo algebraico sobre otra variedad algebrai-
ca. Esto nos permitird estudiar al grupo algebraico como un grupo de transformaciones
sobre otro objeto algebraico y geométrico. En general este desarrollo correponde a un caso
particular del estudio de las acciones de un grupo sobre un conjunto abstracto.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo algebraico y X una variedad algebraica. Diremos que
X es una G-variedad, si existe una accion, a la que llamaremos accion regular de G en X,
dada por un morfismo de variedades. Es decir que existe o : G x X — X morfismo de
variedades que cumple:

= a(g,a(h,z)) = a(gh, z)

» a(lg,x) = x para todo elemento z € X

Dicha accién « es una acciéon de grupos abstractos, que ademdas es un morfismo de
variedades algebraicas. Usualmente, a dicha accién la denotaremos de la siguiente forma:

a(g,r) = g.x.
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Observacion 1.2.2. Asi como lo indicamos luego de la definicién de grupos algebraicos, si
fijamos un elemento g € Gy tomamos el morfismo ¢4 : X — X, con ¢4(x) = g.z, este
resulta un isomorfismo de variedades algebraicas, con inversa dada por ¢,-1.

Daremos algunas definiciones béasicas y usuales que se desprenden de la correspondiente
definicién de G-variedad.

Definiciéon 1.2.3.

I Sean X e Y dos G-variedades, para cierto grupo algebraico G. Un morfismo de va-
riedades ® : X — Y se dice un morfismo de G-variedades o un G-morfismo si :
®(g.x) = g.9(z) paratodoz € X y g € G.

IT Sea X una G-variedad y sea x € X, llamamos drbita del elemento z al conjunto:
O ={g9.x:g€G}.
También, suele notarse a las 6rbitas mediante: G X x.

III Sea X una G-variedad y sea z € X, definimos el estabilizador de x o grupo de isotropia
de z al conjunto:

Gy ={9€G:gx=ua}

En los casos en que notemos a las o6rbitas por GG -z, podemos notar a los estabilizadores
como: Stab(x).

Observacion 1.2.4. Si G es un grupo algebraico y X es una G-variedad, entonces el grupo
de isotropia de un elemento x € X es un subrgrupo algebraico de G.

Demostracion. Consideremos primero el morfismo de variedades dado por:

Q:GxX — X xX
(9,y) — (¥, 9.9),

que suele denominarse mapa de érbitas. Dado x € X fijo, tomemos el morfismo inclusiéon
determinado por:

LG —Gx X
g— (9,)

Ahora es sencillo verificar que:
G = (200 H(A(X)),

donde A(X) € X x X denota la diagonal en el producto. Luego, como toda variedad es un
espacio topolégico Ts, dicha diagonal resulta un cerrado del producto,de donde deducimos el
resultado deseado a partir de la continuidad de los mapas de variedades que definimos. [
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Definiciéon 1.2.5. Diremos que X es una G-variedad homogénea si su correspondiente accion
es transitiva, es decir, existe un elemento x € X tal que O, = X. Observemos que esto es
equivalente a pedir que Oy = X para todo elemento y € X.

A partir de esta ultima definicién veamos, algunos ejemplos basicos pero a la vez impor-
tante de dichos tipos de G-variedades.

Ejemplo 1.2.6. = Si G es un grupo algebraico, la multiplicaciéon m : G x G — G
induce una accién regular sobre G que lo convierte en una G-variedad. Ademas, es
claro que resulta un G-variedad homogénea.

= Consideremos a G x G como grupo algebraico actuando en G mediante la accion:
(g,h).x = gzh™ .

Es sencillo chequear los axiomas de accién como grupo abstracto y que el morfismo
inducido por esta acciéon es de variedades algebraicas.

Observemos también que la 6rbita del elemento neutro 14 es todo el grupo algebraico
G, y que su grupo de isotropia es exactamente A(X). Luego vista como una acciéon
de un grupo abstractos sobre un conjunto G, este resulta isomorfo a G x G/A(X).
Ademas observemos que este ultimo espacio con la accién inducida resulta homogéneo.

Més adelante, este ejemplo podré verse desde un punto de vista mas geométrico, a
partir de la definicion de cocientes veremos que G X G/A(X) tiene una estructura
de variedad algebraica y que este isomorfismo que planteamos resulta también de
variedades algebraicas en el caso afin.

Ahora probemos algunas propiedades importantes sobre el otro elemento, que hemos
definido a partir de las acciones regulares de grupos algebraicos, es decir, sobre las o6rbitas
de dicha accion.

Proposicion 1.2.7. Sea G un grupo algebraico y sea X una G-variedad en donde G actaa
regularmente. Luego, para cada elemento x € X la érbita O, es un espacio localmente
cerrado, es decir, es abierto en O,.

Demostracion. Consideremos el morfismo de variedades algebraicas dado por:

br:G—Y =0,
g——g.x

Como este morfismo es de variedades afines, podemos considerar un abierto U de Y, conte-
nido en la orbita O,. (Ver A.4.10). Debido a que el espacio O, es homogéneo, trasladando
a U por los elementos de G, obtenemos que:

O, = Ug.U

geG

resulta un abierto de Y = O,. O
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Corolario 1.2.8. Toda G-variedad X contiene orbitas cerradas.

Demostracion. Consideremos la familia de conjuntos cerrados S, = O, — O, indexada por
los elementos de x. Debido a que la variedad X es un espacio topoldgico notheriano, entonces
existe un conjunto Sy, minimal (Ver apéndice, A.1.6). Este conjuto puede escribirse como
una unioén de 6rbitas pero aplicando el resultado anterior y la minimalidad de S,, deducimos
que:

Syo =10

y por lo tanto la érbita O, es cerrada. O

1.2.2. G-moddulos racionales o G-representaciones

Asi como se puede adaptar la definiciéon de accion de grupos abstractos a este contexto
algebraico y geométrico, se puede hacer lo mismo con las representaciones de los grupos abs-
tactos a través de espacios vectoriales. Es decir, que en este contexto, la idea sera estudiar a
un grupo algebraico visto como transformaciones lineales sobre espacios vectoriales, obvia-
mente pidiendo que esa accidén también sea de variedades algebraicas. En lo que sigue de esta
seccion y a menos que lo aclaremos explicitamente, consideraremos sélo grupos algebraicos
afines.

Definicion 1.2.9. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Rercodemos que dado
que es isomorfo, como espacio vectorial, a K™, para cierto entero n, V hereda una estructura
trivial de variedad algebraica afin. Sea ademés G un grupo algebraico afin.

Supongamos que V es una G-variedad en donde cada elemento g € GG actia linealmente.
En este caso, diremos que V' es una representacion racional de G o un G-médulo racional.

Dicho de otro modo, diremos que V' es un G-mdédulo racional si existe una acciéon regular
¢:GxV — V, tal que si tomamos ¢4 = ¢(g,—) : V. — V, entonces ¢, € GL(V).

En vista de esta dltima definiciéon que dimos, se puede demostrar la siguiente caracteri-
zacion:

Proposicion 1.2.10. Un espacio vectorial V' de dimension finita es un G-méddulo racional
si y solo si el morfismo inducido ¢, : G — GL(V') es un morfismo de grupos algebraicos.

Demostracion. Dad una base {vq,--- ,v,}, definimos funciones g;; : G — K, que para
cada g € G satisfacen:

n
g-vi=Y_gij(g)v
=1
Si la accion es regular entonces las funciones g;; son polinomilas y por lo tanto:

¢y G — GL(V)
g — (gij(9))

define un morfismo de variedades, y luego de grupos algebraicos.
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Reciprocamente, si el morfismo ¢* es de grupos algebraicos, entonces:
Gij e K [G],
y luego ¢ : G x V.— V es una accion regular. O
Nuestra intencién es generalizar la definicién anterior para espacios no necesariamente de

dimensién finita. Pero antes de eso daremos, algunas definiciones que pueden ser establecidas
en el contexto mas general de grupos abstractos y representaciones de grupos.

Definicién 1.2.11. Sea un grupo abstracto G y V' un espacio vectorial donde G actia por
automorfismos k-lineales. Si tomamos v € V' y ¢ € V* definimos ¢|v : G — K como:

Plv(g) = ¢(g.v)

A dichas funciones las llamaremos V-funciones representativas, y se puede corroborar que
si variamos V' por todas las representaciones lineales de Gy tomamos el espacio vectorial
generado por todas las funciones representativas, conforma una sub-algebra de las funciones
k-valuadas, K¢,

Ademas, podemos definir un morfismo Ry : V@, V* — K¢, dado por Ry (v®¢) = ¢|v;
y lo llamaremos morfismo representativo asosiado a V.

Definicion 1.2.12. Bajo las hipdtesis de la definicion anterior, diremos que V' es una re-
presentaciéon localmente finita, si para cada elemento v € V, existe un subespacio vectorial
W C V de dimension finita y estable por la accién de G que contiene a v.

Lema 1.2.13. Sea G u grupo abstracto y V una representacién lineal de G, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. V es localmente finita.
2. Para cada v € V la érbita G.v genera un espacio vectorial de dimensioén finita.

3. Para cada v € V la funcion k-lineal Ry (v ® —) : V* — K¢ tiene rango finito.

Demostracion. 1 = 2: Si llamamos W al subespacio finito dimensional G-estable que con-
tiene a v, luego G.v C W y por lo tanto dicha érbita genera un subespacio de dimensién
finita.

2 = 1: Es inmediato, pues basta tomar como dicho espacio al generado por la érbita del
punto.

2 = 3: Sea {v1,..v,} una base de (G.v) como espacio vectorial, si llamamos {¢1, .., o, }
a su base dual asociada, obtenemos que:

gv =3 (6ilv)(9)-vi

Luego, si tomamos ¢ € V* y la aplicamos a la formula anterior:

Ry(v®¥)(g) = d(gv) = >_(dilv)(9)w(vi),
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deducimos que las funciones representativas {¢;|v}?_; generan linealmente la imagen de la
funciones deseadas.

3 = 2: Sea {f1, ..., fn} una base de la imagen de Ry (v® —), y sean {gi, ..., gn } elementos
en el grupo G tales que:
f(gj) = 51’]’ VZ,] = l..n.
La existencia de dichos elementos y la mencionada base no es totalmente trivial, pero es un
resultado sencillo que puede ser probado por induccién en la dimensién de la imagen. Dado
un funcional ¥ € V*, existen escalares A1, ..., A, en K tales que:

Ylo = Z Ai-fi

Evaluando en los correspondientes g; para cada j obtenemos que:

¥(gjv) = (¥[v)(g5) = A,
Por lo tanto, para todo funcional ¥ € V* y g € G

Y(gv) =D Y(gv)filg) = v filg)g;v)

De donde obtenemos que el espacio generado por la 6rbita asociada al elemento v queda
generada por {g;.v}7_;. 0

A partir de estas definiciones, daremos ahora una posible definicion de G-modulos racio-
nales posiblemente de dimension infinita.

Definicion 1.2.14. Si V es un espacio vectorial de dimension infinita y G un grupo alge-
braico afin, diremos que es un G-modulo racional o una G-representacioén racional, si esta
equipado de una accién de grupos abstractos ¢ : G x V. — V, tal que ¢, € GL(V) para
todo elemento g € G; y si ademas cumple:

= V es localmente finito.

» Para cada ¢ € V* y v € V, se satisface que ¢lv € K[G].

Vale aclarar que todas las definiciones de acciones y médulos dadas fueron consideradas
a izquierda, es decir que G actua abstractamente a izquierda como grupo, tanto en las G
variedades como en las representaciones racionales. Pero todas las definiciones pueden ser
dadas de manera anéloga al caso de acciones a derecha.

Ahora que tenemos dada esta definicion méas general de modulos racionales sobre un
grupo algebraico G, veamos que efectivamente coincide con la que ya dimos para el caso de
dimensién finita.

Proposicion 1.2.15. Sea G un grupo algebraico afin y se V un k-espacio vectorial de
dimension finita que es ademas una representacion lineal de G como grupo abstracto. En-
tonces:

La accion ¢ : G x V. — V define una estructura de G-moédulo racional (segun la
definicion anterior) si y solo si el morfismo de grupos asociado p : G — GL(V) es un
morfismo de grupos algebraicos afines.
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Demostracion. Sea {vi,...,v,} una base de V' como k-espacio vectorial y sea {f1,.., fn} su
base dual asociada. Luego, p es un morfismo de variedades si y solo si p(g) vista en GL(V)
como una matriz (que depende de g € G), tiene en todos sus lugares elementos de K[G]. Es
decir, si llamamos, para cada i € {1,..n}, \j; € K G a los elementos tales que:

gvi =Y Xij(g)v
Queremos ver que \;; € K[G], pero si aplicamos f; a la ecuacion anterior:
filvi(g) = fi(g.vi) = Xij(9)
Con lo cual, si todas las funciones representativas de V' pertenecen a K|[G|, deducimos que

p es un morfismo de variedades.

Inversamente, si dicho morfismo resulta de variedades obtenemos que fjlv; € K[G],
Vi, j = 1..n. Ademas, es sencillo corroborar que estas funciones generan linealmente a todas
las funciones V-representativas, con lo cual todas ellas cumpliran la condicién deseada. [

Definicion 1.2.16. Sea G un grupo algebraico afin actuando en una variead algebraica afin
X mediante una accién regular.

En el caso de que la accién sea a derecha, definimos la accién a izquierda inducida:

G x K[X] — K[X] por g.f(x) = f(z.9).

Y en el caso de que la accion inicial sea a izquierda, definimos la accion a derecha inducida:
K[X]xG — K[X] por f.g(z) = f(g.z). Aunque, por el momento, dichas acciones resultan
tan s6lo acciones de grupos abstractos sobre conjuntos.

Observacion 1.2.17. En el contexto de las definiciones que acabamos de dar, G actia en
K[X] mediante K-algebra automorfismos. Es decir, para cada g € G fijo:

g.: K[X] — K[X]

define un automorfismo de algebras.

Demostracion. Es claro que, con la accién que definimos, dicho morfismo resulta k-lineal y
biyectivo (con inversa dada por g—!). Ademés las propiedades de ser una acciéon abstracta
se desprenden inmediatamente del hecho que X es una G variedad.

Por dltimo, para ver que respera el producto del élgebra observemos que: para cada
g € Gy f,h € K[X] se satisface:

g-(f-h)(x) = (f-h)(2.9) = f(x.9)h(x.9) = (9-f)(g-h)(x)

O

Ahora probaremos que la accion inducida de G en K[X], hace de K[X] un G-modulo
racional, es decir, una representacion racional posiblemente de dimensién infinita.
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Lema 1.2.18. Sea GG un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad (a izquierda), donde
la accién esta dada por el morfismo de variedades algebraicas p : G x X — X. Entonces,
la accion inducida de G sobre K[X| puede ser expresada mediante el morfismo de algebras
asociado p* : K[X] — K[G] ® K[X], del siguiente modo:

f9=> h9)t

Donde estamos adaptando la notacion de Sweedler para expresar:

P(H=D 1H&f,

para ciertas funciones f; € K[G] y f» € K[X].

Demostracion. Recordemos que si X e Y dos variedades algebraicas afines, el producto
X x Y tiene una estructura categoérica de variedad afin y mediante la cual la estructura de
K-algebra K[X x Y7, resulta isomorfa a K[X]® K[Y]. Dicho isomorfismo queda determinado
por:

fERX]IxK[Y]+— ) fi®gi
si y solo si

fla,y) =D filx)gi(y)

Considerando el morfismo de algebras asociado p*, deducimos que:

(f.9)(x) = fg.x) = f(plg, x)) = p*(f)g:x) = > filg)fa(z)
De donde obtenemos el resultado deseado. O

Teorema 1.2.19. Sea G un grupo algebraico afin actuando regularmente en una variedad
algebraica afin X. Entonces, para la acciéon inducida K[X] resulta un G-moédulo racional.

Demostracion. Ya hemos probado anteriormente que la accién de grupos definida por G
sobre K[X] resulta una acciéon por automorfismos de K-agebras, lo que en particular nos
prueba que K[X] es una representacion lineal de G.

En virtud del lema anterior:

f9=>_fil9)f

podemos concluir que, fijado f € K[X], el espacio ({f.g:g € G}) resulta de dimension
finita. Para conlcuir la demostraciéon veamos que sucede con las funciones representativas,
sip e K[X]*y f e K[X] luego:

$f(9) = ¢(f.9) = f1(9)d(f2)

con lo cual

¢lf =D ¢(f) i € K[G)
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Observacion 1.2.20. Veamos estos ejemplos propios e importantes de las definiciones y
resultados anteriores:

1. Sea GG un grupo algebraico afin. Recordemos que G puede ser tomado como una G-
variedad tanto a izquierda como a derecha mediante el morfismo de multiplicacién m.
Esto induce en K[G] dos estructuras de G-moddulo racional, una a izquierda y otra a
derecha, dadas por:

(z.f)(y) = f(yx) (f-2)(y) = f(zy)

Estas acciones de G en k[X] pueden expresarse mediante la notacion de Sweedler y la
comultiplicacion de K[G], mediante:

z.f =Y fax)fr fa=> filz)f
A estas acciones las llamaremos acciones regulares de G.

2. Sea G un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad a izquierda, con una accioén
racional dada por un morfismo ¢. Podemos inducir otra accion sobre K[X], pero a
izquierda, que hace también de K[X| un G-modulo racional, y es la dada por:

(9-f)(x) = flg~"2)

Esta accion puede ser expresada mediante el morfismo de K-algebras dado por ¢* :
K[X] — K[G] ® K[X], del siguiente modo:

9-f =Y _filg™f2,  donde ¢*(f)=>_ [ ® f» € K[G]® K[X].

La prueba de que resulta una G-variedad es anéloga a la de la proposicion precedente.

Estos ejemplos de G-variedades que estamos dando forman parte de una caracterizacion
més amplia de G-modulos racionales. Es decir, el método que estamos utilizando para demos-
trar que ciertos espacios son G-variedades muestra una cierta relacion entre estas estructuras
y la K-algebra K[G]. Este hecho puede formalizarse a través del siguiente resultado.

Proposicion 1.2.21. Sea G un grupo algebraico afin y sea V' un K-espacio vectorial. Las
estructuras de G-moédulos racionales a izquierda sobre V estédn en correpondencia con las
estructuras de K[G]-comodulo a derecha sobre V.

Demostracion. Dada una co-accion a derecha x : V. — V @ K[G], definimos una acciéon
¢, :GxV — V como:

g.v = Zfi(g)via donde x(v) = Zvi ® fi.

A partir de la definicion anterior resulta claro, que G actia, para cada g € G fijo, por
automorfismo k-lineales y que V resulta localmente finito, pues el espacio generado por la
orbita G.v esta generado por {m;}.
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Ademés si v € V* y v € V entonces:

¥lv(g) Zfz

v =Y y(w)fi € K[G)

Luego, todas las funciones representativas pertenecen a K[G]. Para concluir esta parte de
la demostracién nos falta corroborar que esta accién es efectivamente una accién de grupos
abstractos. En virtud de que x define una estructura de comédulo sabemos que el diagrama:

y por lo tanto

X

v V @ K[G]
Xl l[d@A
V® K[G|———V &V e K[G]

es conmutativo, esto puede expresarse con la notacion de Sweedler:

D vio®uin® fi =) i@ fi1® fia

Si tomamos esta expresion y evaluamos en g € GG su segunda coordenada se obtiene que:

Zg-vi®fizzvi,0®vi,l )® fi = Zw@fu ®fi,2zzvi®fz'-g

Por definicién, si h € G, entonces h.v = Y fi(h)v; y por lo tanto, en virtud de la ecuacion

anterior:
=Y fill)gwi =) (fig)(h)vi = filgh)vi = (gh).v;

Asf queda demostrada la asociatividad de la acciéon. El hecho que 1¢ actie trivialemente se
sigue inmediatamente a partir de la conmutatividad del siguiente diagrama que satisfacen
los comoédulos:

v

Xl\

y también recordando que el morfismo € es la evaluacién en 1g. Pues, de estos hechos
deducimos que:

Si x(v sz ® fi; luego v = Zfz lg)vi =1gw

La construcciéon reciproca es la siguiente: Si tenemos definida una estructura de G-
modulo racional sobre V', dada por un morfismo ¢ : G x V. — V| definimos una estructura
de K[G]-comédulo a derecha x, del siguiente modo:

SiveVy{v,.,v,} es una base de (G.v), tomamos {v!,..;o"} su base dual asociada
en V* y definimos:
=> 1@ (V') €V @ KI[G]
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Recordemos ademés que podemos recuperar la accién racional de G sobre V mediante la
expresion:

gv =3 ('|v)(g)u

Esto nos esta probando una de las dos condiciones que deberiamos chequear para conlcuir
la reciprocidad de ambas construcciones. La prueba de la condicién restante es anéloga y
sera omitida.

Para concluir la demostraciéon veamos que x4 satisface los diagramas correspondientes a
ser una estructura de K[G]-comddulo a derecha.

1. (Id ®€)(xp(v)) = X (v'|v)(1g)v; = 1g.v = v . Con lo cual el diagrama:

Vv

xqﬁi \

es conmutativo.

2. También debemos chequear que el siguiente diagrama es conmutativo:

v o V @ K[G]
X¢l i[d@A
V® K[G) ————V &V e K[G]

Esta condicién puede ser expresada como:

sz ® A(fi) = ZX¢(U1) ® fi

Tomando z,y € G y evaluando en estos elementos la segunda y tercera coordenada de
la ecuaciéon anterior, obtenemos la siguiente condicion:

> vifiley) =D (@) fily)
Que puede ser expresada como: (zy).v = z.(y.v), y que se satisface por la asociatividad

de la accién ¢ como acciéon de grupos abstractos.

Con lo cual queda demostrado que x4 define una co-accion a derecha sobre el espacio
vectorial V.

O

Proposiciéon 1.2.22. Sea V una representacion racional de G que es, ademas, un algebra
asociativa sobre el cuerpo K. Entonces la accién de G es multiplicativa (actua por auto-
morfismos) si y solo si la estructura de K[G]-comédulo es multimplicativa, es decir que el
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diagrama:
VeV Vv

o k

Ve K|Gl®V e K[G] V ® K[G]

memg|q) 002,3

sea conmutativo, donde d2 3 es el morfismo que intercambia el segudo y el tercer término,
del correspondiente producto tensorial.

Demostracion. Sean a,b € V, y supongamos que la accién de un elemento g € G queda
determinada por:

ga=>Y filga y gb=> gi(g);
Y a partir de estas expresiones, fijemos la notaciéon para la coaccién sobre dichos elementos:
X@)=>Y a;i®fi y x(b)=> b®g;.

Entonces G actiia por automorfismos, es decir:

g(ab) = g(a)g(b) = Y fi(g)g;(g)aibj = D _(fig;)(g)aib;

si y solo la coaccién sobre el elemento producto ab resulta:

x(ab) = Zaibj ® figj-

Esta ultima condicién es equivalente a:

x(ab) = x(a)x(b),

que expresa exactamente que la coaccién y sea multiplicativa. O

Ejemplos

1. Sea V un G-médulo racional a izquierda de dimensién finita. Entonces V* resulta
también un G-moédulo racional a derecha de dimensién finita, definiendo la accién
como:

(.g)(v) = alg.v).
Veamos como queda determinada la estructura de K [G]-comodulo a izquierda asociada
a esta accién sobre V*.

Sea {v1, ..,v,} una base de V' y {v!,..,v"} su base dual asociada. Entonces:

Uj.g = Z fjkvk

Para ciertas funciones fj; € K[G]. Evaluando en vy, la ecuacion anterior obtenemos:

(i) (g9) = (v".9)(ve) = fiu(9)

Por lo tanto, la coaccién queda determinada por:

v+ (v?) = Z(vj|vk) ® vk
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2. Si V es un G-modulo racional de dimensién infinita, V* no necesariamente hereda una
estructura de G-mo6dulo racional como en el ejemplo anterior. El problema radica en
que puede dejar de ser una representacion lineal localmente finita.

Consideremos al toro unidimensional G, actuando en el espacio de los polinomios
K[z] por multimplicacion en la variable.

El dual K[z]* tiene una identificaciéon natural con el espacio de las series formales con
coeficientes en K, donde una serie

> aiy’ € K[y]]

vista como un funcional actiia como:

(" aw)(a?) =

La accion inducida de Gy, sobre K[[y]] queda determinada por:

S(Z a;iy’) = Z s layt

Si consideramos la érbita de la serie f = Y 4*, obtenemos el espacio vectorial dado
por (> s'y': s € Gp) y no es de dimension finita.

Una vez probada esta estructura de G-modulo racional sobre la K-algebra afin K[X]
para una G-variedad, estamos en condiciones de demostrar que todo grupo algebraico afin
puede verse como un subgrupo algebraico de GL,,, para cierto n € N.

Lema 1.2.23. Un morfismo ¢ : X — Y entre variedades algebraicas afines es una in-
mersion cerrada si y solo si su correspondiente morfismo entre las k-algebras afines ¢* :
K[Y] — K[X] es sobreyectivo.

(Recordemos que un morfismo f : X — Y entre variedades afines es una inmersion ce-
rrada si f(X) es un subconjunto cerrado de Y, y f : X — f(X) es un isomorfismo entre
variedades, donde f(X) estd considerado con la estructura inducida de subvariedad afin).

Demostracion. Si suponemos que el morfismo ¢ es una inmersién cerrada, debido a que:

¢: X — p(X)
resulta un isomorfismo, es inmediato que el morfismo de algebras ¢* es sobreyectivo.

Supongamos ahora, que efectivamente el morfismo ¢* : K[Y] — K[X] es sobreyectivo.
Luego obetenemos que K[Y]/Ker (¢*) ~ K[X]. Ahora consideremos el subconjuto cerrado
dado por ¢(X), que resulta una subvariedad afin. Veamos como describir a Ker (¢*):

Ker(¢*)={g € K[Y]:go¢p =0} =I(¢(X))

En conclusiéon, como el ideal asociado a ¢(X) coincide con I(¢(X)), obtenemos que
K[p(X)] ~ K[X], y como ambas son variedades afines se sigue que el morfismo ¢ : X —

(X)) es un isomorfismo de variedades, y por lo tanto ¢(X) = ¢(X) ~ X.

<

O



34

Grupos algebraicos afines

Teorema 1.2.24. Sea G un grupo algebraico afin, entonces exiten n € N y una inmersion
cerrada p : G — GL,, con lo cual todo grupo algebraico afin resulta isomorfo a un grupo
algebraico lineal.

Demostracion. Como G es una variedad algebraica afin sabemos que K[G] = K|[p1, .., prl,
pues es una K-algebra finitamente generada. Consideremos la accién regular a izquierda de
G en K|[G| y tomemos un subespacio V' de dimension finita estable por la accion G que
contenga a {p; : i = 1...k}. Veremos que el morfismo de grupos algebraicos afines inducido
por dicha accion p : G — GL(V) resulta una inmersion cerrada.

Consideremos el morfismo p* : K[GL(V)] — K[G] y veamos que resulta sobreyectivo.
Como V contiene a los generadores de K[G] como algebra, basta demostrar que V' esta
contenido en la imagen de p*.

Sea f eV, si
A(f) =) fi®gi € K[G] ® K[G]

sabemos que la accién de g € G sobre f queda dada por:

9-f =Y _ai9)f:
con lo cual por la G-estabilidad del espacio V, obtenemos que
fieV Vi

Y ademaés podemos suponerlos linealmente independientes. Consideremos {t;} C V* su base
dual asociada y tomemos la accion racional natural de GL(V) en V. Bajo esta accién las
funciones representativas ¢;|f € K[GL(V)]. Entonces, aplicando el morfismo p* a dichas
funciones, obtenemos:

p*(515)(9) = (W51 1) (p(9)) = ¥i(p(9)-1) = j(g-f) = ;O gi(9) f) = g;(9)

En esta tltima ecuacion usamos que p(g) visto en GL(V) es exactamente el automorfismo
K-lineal dado por g.: V — V. De este modo, tenemos demostrado que todas las funciones
gj € K[G] estan en la imagen del morfismo p*. Para concluir el argumento consideremos la
accion regular de G en K[G], pero a derecha de donde obetenemos que:

f=rle=>_ filla)g

Por lo tanto, f también pertenece a la imagen del morfismo p*, de donde concluimos su
suryectividad, y el resultado general del teorema. O

Para concluir esta seccién demostraremos un resultado similar al desarrollado en el teo-
rema anterior, y que relaciona de manera directa a las G-variedades con los G-moédulos
racionales de un grupo algebraico afin.

Teorema 1.2.25. Sea G un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad afin. Entonces
existe una representacion racional de dimension finita W del grupo G y una inmersion
cerrada 7 : X — W, que ademaés es G-equivariante, es decir que 7(g.x) = g.7(x).
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Antes de la demostraciéon veamos el siguiente lema que nos sera de utilidad en la misma:

Lema 1.2.26. Sea V un G-moédulo racional de dimension finita. Si llamamos S(V*) al
algebra simétrica asociada a V*, entonces:

S(V*) ~ K[V] como algebras, mediante un morfismo que también respeta la accion de
G inducida en ambas estructuras.

Demostracion. Sean {v;}? | v {¢i}}, bases respectivas de V' y V*. Ademéas podemos iden-
tificar el algebra K[V] con el dlgebra polinomial K|x1, ..., y,].

Recordando que el algebra simétrica asociada a un espacio vectorial de dimensién finita,
puede ser pensada como K-polinomios formales en los elementos de la base, el resultado es
inmediato, identificando las "variables* ¢; € S(V*) con x; € K[V]. O

Ahora si demostraremos el teorema:

Demostracion. Como X es, en particular, una variedad algebraica afin, podemos tomar
{f1,.-, fn} generadores de K[X] como algebra. Y, al igual que en el teorema anterior. po-
demos tomar un subespacio V' de dimension finita y G-estable que contenga a todos los f;.
Luego, la inclusion k-lineal ¢ : V' — K[X] y G-equivariante nos determina un epimorfismo
de K-algebras:

o:S(V) — K[X]

Ademéas como G actiia por automorfismo de K-algebras sobre K[X] se sigue que dicho
morfismo resulta G-equivariante. Utilizando el lema precedente obtenemos un epimorfismo
de K-algebras ¥ : K[V*] — k[X], que respeta también la accion de G. Para concluir este
teorema bastara aplicar el lema usado en el teorema anterior para deducir la existencia de
la correspondiente inmersion cerrada ¥ : X < V* que resulta G-equivariante. O

1.3. Descomposiciéon de Jordan

Para culminar este capitulo dedicado a grupos algebraicos afines, expondremos un breve
resumen sobre algunas definciones béasicas, que caracterizan ciertos elementos del grupo, a
los que llamaremos semisimples, nilpotentes y unipotentes. Dentro de este contexto estos
elementos desarrollan el mismo rol que los correspondientes conceptos en matrices, a la hora
de expresar la conocida descomposiciéon de Jordan. Estas definiciones conforman la base
para la extensa teoria de estructura dada sobre los grupos algebraicos. Para ver resultados
maés profundos sobre este tema, consultar: [SPR| y [HUM].

Comencemos esta secciéon repasando brevemente resultados béasicos de algebra lineal
sobre la descomposicién de Jordan.Omitiremos las correpondientes demostraciones, que po-
dréan ser consultadas también en: [JST|. Consideraremos un espacio V vectorial de dimension
finita y llamaremos A = Endj (V') a los endomorfismos lineales de dicho espacio.
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Definiciéon 1.3.1. Un elemento a € A se dice semisimple si existe una base de V' conformada
por autovectores de a, es decir, si dicho morfismo resulta diagonizable en el espacio V. El
elemento se dice nilpotente si existe algin entero n € Z tal que a” = 0 y se lo llama
unipotente si a — Id resulta nilpotente.

Teorema 1.3.2. [Descomposicion aditiva de Jordan]

S a a A onces (inS‘(fIl UIIICOS (fl(fl“el ‘OS a a 6 A S(lllll.Sl.IIl l(f 1111 O‘(fll‘(f res-
e E 5 el‘ nce Sy ¥n )

" (5.0p = Gp.O0g

" Q=das+an

Las siguientes propiedades sobre esta descomposicién son resultados clasicos de esta
teoria:

Proposicion 1.3.3. Sea a € A y sean as y a, sus componentes semisimple y nilpotente
respectivamente, luego:

1. Existen polinomios p, ¢ € K|[z] tales que as = p(a) y an = q(a)

2. SiW C V es un subespacio a-estable, es decir, que a(W) C W, entonces también resul-
ta es as-estable y a,-estable, y ademaés, a|y = as|w + a,|W resulta la descomposicion
aditiva de a restringida al subespacio W.

Si a € GL(V), es decir, es un morfismo k-lineal inversible, como corolorario del teo-
rema de descopomsicion aditiva podemos establecer una descomposicién multiplicativa del
siguiente modo:

Teorema 1.3.4. [Descomposicién multiplicativa de Jordan]

Sea a € GL(V'), entonces existen tinicos elementos as(semisimple) y a, (unipontente) en
GL(V), tales que:

A = Ug.0y = Qy.Qg

Si consideramos ahora un espacio vectorial V' no necesariamente de dimensioén finita, y
consideramos nuevamente los espacios de funciones dados por Endi (V) y GL(V) podemos
dar definiciones mas generales de las dadas anteriormente, pero no para culquier elemento
dentro de dichos espacios de funciones.

Diremos que una transformacion a € Endg(V) es localmente finita, si V' puede ser
descompuesto por una unién finita de subespecios a-estables de dimensién finita. Para un
elemento a localmente finito podemos definir las nociones de semisimple, nilpotente o uni-
potente pidiendo que la restricciéon de a a cada uno de los espacios a-estables finito dimen-
sionales en los que podemos descomponer a V' cumpla con las definiciones respectivas que
ya dimos.

En este contexto tenemos teoremas anélogos de descomposiciéon de Jordan, tanto en el
caso aditivo como en el caso multiplicativo.
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A continuacién trataremos de extender estos resultados de descomposiciones al contexto
de grupos algebraicos, con el cual trabajamos durante este capitulo:

Sea G un grupo algebraico afin y sea K[G] su k-algebra de Hopf afin asociada. Como ya
hemos visto anteriormente, G actia por automorfimos k-lineales sobre K[G] mediante las
acciones regulares, inducidas por su propio producto, de hecho, de este modo K[G] resulta
un G-modulo. Si notamos por p(g) € GL(K[G]) a la accion correspondiente al morfismo
g. : K[G] — K]|G], estamos en condiciones de aplicar los teoremas de descomposicion de
Jordan del siguiente modo:

Existen unicos elementos elementos, p(g), (unipotente) y p(g)s(semisimple) en GL(K[G])
tales que:
P(9) = P(9)u-p(9)s = p(9)s-P(9)u

A partir de estas definciones y observaciones es posible exponer una serie de resultados
que caracterizan, la aplicaciéon de muchos del algebra lineal, al caso de grupos algebraicos
afines. A continuacion, daremos un resumen de dichos resultados, para ver sus respectivas
demostraciones y ampliar este desarrollo consultar: [SPR, Sec. 2.4]|.

Teorema 1.3.5. [Descomposicién de Jordan en grupos algebraicos afines|

Sea G un grupo algebraico afin. Existen dnicos elementos gs, g, € G tales que:

= p(9)s = p(gs)
» p(9)u = p(gu)
" = 0s-9u = Gu-Ys

Proposicion 1.3.6. A partir de la descomposicion dada en el teorema anterior, son validas
las siguientes afirmaciones:

1. Si G y H son dos grupos algebraicos afines y f : G — H un morfismo de grupos
algebraicos afines, entonces f(g)s = f(9s) v f(9)u = f(gu)-

2. Si G es un grupo algebraico afin y g € G entonces g semisimple (coincide con gs) siy
solo si para todo isomorfismo de G con algiun subgrupo cerrado de GL,, (para cierto
n € N), se tiene que la imagen de g por dicho isomorfismo es semisimple. El resultado
analogo para elementos unipotentes también es cierto.

Definicion 1.3.7. Diremos que un grupo algebraico afin es unipotente si todos sus elementos
lo son, es decir, que para todo elemento elemento g € G se tiene que: g = gs.

Proposicion 1.3.8. Sea G un subgrupo de GL, conformado por matrices unipotentes.
Entonces existe una matriz A € GL,, tal que AGA™! C U,, (U,, corresponde a las matrices
triangulares superiores, con unos en la diagonal). Con lo cual todo grupo algebraico afin
unipotente resulta isomorfo a un subgrupo cerrado de U,.
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Un grupo se dice nilpotente, si para los conmutadores definidos por:

Ro(G) =G Rit1(G) = (G, Ri(G))

existe algin k € N tal que:
Ry(G) = {1c}

A partir de la proposciéon anterior, podemos deducir el siguiente corolorario importante:

Corolario 1.3.9. Todo grupo algebraico unipotente resulta también nilpotente (y ademas
soluble)

Para la prueba de este corolario, podemos utilizar la proposicién precedente para redu-
cirla al caso del grupo U,, de matrices unipotentes y triangulares superiores; y luego realizar
la cuenta para ese caso especifico.

Por tltimo, veamos unos de los resultados mé interesantes, que involucra este tipo de
grupos algebraicos afines, y que tiene una conexién muy importante, con el estudio de co-
cientes sobre el espacio de dérbitas que abordaremos en el capitulo final. El siguiente teorema
es conocido como El Teorema de Kostant-Rosenlicht:

Teorema 1.3.10. Sea GG un grupo algebraico afin unipotente y sea X una G-variedad.
Luego, todas las érbitas de G en X resultan cerradas.

Demostracion. Ver: [SPR, pag. 37]. O



Capitulo 2

Teoria Clasica de Invariantes

2.1. Generacion finita de invariantes

2.1.1. Anillos de invariantes y el Problema 14 de Hilbert

Sea G un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad, vamos a considerar sobre K[X]
la siguiente accion:

g.-f(x) = f(g " x)

que induce una representaciéon racional, y ademés resulta una variante de las acciones regu-
lares clasicas.

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad, definimos el
anillo de invariantes como el siguiente subanillo de K[X]:

K[X|® ={fe K[X]:g.f = f Vg€ G}.

Observemos que debido a que G actia por automorfismo de K-algebras sobre K[X], el anillo
de invariantes resulta también una sub - K-algebra.

Ejemplo 2.1.2. Si tomamos una representacion racional V' en lugar de una G-variedad
arbitraria, obtenemos un caso particular de la definicion anterior. Si ademas le pedimos a
V' que sea de dimension finita, entonces su K-algebra asociada K[V] resulta isomorfa a la
K-&lgebra de polinomios K[z, ...,z,] (donde n = dimy(V)). Como en este caso G actua
por automorfismos K-lineales sobre V, se sigue que si f € K[x1,....,zp]q, A€ Kyge G
entonces:

(9-N)(rx) = flg~h.(\a)) = FA (g 2)) = X(g.f)(@).

Por lo tanto, la accién de G respeta la graduacion dada por:

K[V) = @ KIV]a
d=0
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de donde podemos deducir que el subanillo K[V]% se descompone como:
K[V]® = D KIVI
d=0

Ejemplo 2.1.3. Consideremos al grupo simetrico de permutaciones .5,, actuando racional-
mente en V = K" via:

(O (a;l, ,xn) = ((l)a(l), ...,xg(n))
Si considaramos el polinomio ¢(t) = (¢t — x1)...(t — zy,) € Klz1, .., x,][t] entonces es sabido
que:

gty =t" = fit" '+ 4+ (=1)" f

donde lo polonomios f; € Klz1,...,z,] son conocidos como los n polonimios simétricos
elementales y estan dados por las formulas:

fi=>
i=1
f2= sz‘xj

1<j
fn:xl...xn

El anillo de invariantes de este representacion esta generado por estos n polinomios fi,...f,
algebraicamente independientes:

K[V]®" = K[f1, ..., fu]
Para un demostracion de este resultado consultar: [CIT, Pag. 41].

Ejemplo 2.1.4. Sea V ~ K™, un espacio vetorial de dimension n. El grupo GL(V) actua
en End(V) por conjugacion, es decir, si 0 € GL(V y A € End(V), entonces:

c-A:=cAc"!
Consideremos el polinomio caracteristico de A:
xa(t) =t" — g (A" + g (A" + L+ (1) g,

Claramente, las funciones g; son funciones polinomiales invariantes en A, dicho de otro modo,
pertenen al anillo de invariantes de la accion:

gi € K[End(V)]¢HY)

Consideremos el subgrupo de matrices diagonales:

1 X1, T € K
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Ademas, el grupo de permutaciones S, puede ser visto como el subgrupo de GL,, de
matrices de permutacion. El subespacio T es estable por la accién del grupo Sy, y la res-
triccion de x a T, coincide con el polinomio g(¢) definido en el ejemplo anterior. A partir de
estas observaciones, deducimos que la restricciéon de cada g; a T' coincide con los polinomios
simétricos elementales f;, de donde resultan algebraicamente independientes.

Sea h € K[End(V)]““(V) | luego la restriccion de h a T resulta S, invariante, y por lo
tanto existe un polinomio ) tal que:

hlr =(f1; -, fn)

Sea U el conjunto de todas las matrices que tienen distintos autovalores, claramente:
YCG-T
El conjunto U es Zariski denso pues es el complemento del cerrado definido por: §(x) = 0

(donde se anula el discriminante del polinomio caracteristico).

Afirmamos que:
h — w(gl) ,gn) = 07

pues se anula en G - T'. Con lo cual demostramos que:

K[End(V)"Y) = Kg1, .., gn)

“El problema 14” Sabemos que al tomar una G-representacion racional V' podemos es-
tudiar el anillo de invariantes K[V]“ como una sub-K-algebra de K[z1,...,2,]. Ademas,
extendiendo las definiciones de acciones e invariantes de manera natural, podemos ver que
si K(x1, ..., x,) representa el cuerpo de funciones racionales en n-variables , entonces:

Kz, ...,xn]G = K(x1, ...,mn)G NK[zy, ..., Ty,

donde K (z1,...,x,) representa el subcuerpo de funciones racionales invariantes.

Uno de los problemas clésicos estudiado en teoria de invariantes es el de determinar si
el anillo de invariantes de G resulta finitamente generado, y en caso afirmativo describir
métodos para computarlos. Si en particular tomamos como G-variedad una representaciéon
racional de dimension finita V', el problema antes enunciado tiene una relaciéon estrecha con
el problema 14° de Hilbert, que férmula la siguiente pregunta:

Si L es un subcuerpo de K(z1, ..., 2y)

JEs LN K|[xy,...,z,] un subanillo de K[z, ..., z,] finitamente generado?

La respuesta, tanto al problema original de Hilbert como al problema de la generacion
finita de invariantes, es negativa. Hay muchos contraejemplos a estas formulaciones y a
problemas parecidos que derivan de ellas, trataremos de presentar un breve resumen sobre
estas cuestiones en la préoxima subseccién.
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2.1.2. Contraejemplo al problema de generacion finita

Trabajando con la versién geométrica del problema 14 que hemos establecido, Nagata
establecié en 1958 una serie de contraejemplos utlizando al grupo aditivo G13 actuando por
trasnformaciones lineales en el espacio afin A32, para una descripcion de estos resultados
consultar: [NAG]|. A partir de este hecho, se han establecido una gran cantidad de nuevos
contraejemplos, que reducen la dimensién, tanto del grupo actuante G, como de la variedad
affn A™.

A lo largo de las proximas secciones mostraremos una respuesta afirmativa al teorema
de finitud, que establece que si el grupo actuante es reductivo ( o linealmente reductivo)
entonces el anillo de invariantes siempre resulta finitamente generado. Aunque el grupo 1-
dimensional G, no es reductivo, también tiene esa propiedad de finitud, por lo establecido
en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.5. [Maurer-Weitzenbock|

Si K es de caracteristica cero, y G es un grupo algebraico de dimensién uno actuando
linealmente en el espacio afin A™, entonces el anillo K [V]G es finitamente generado.

Para una demostracion de ese teorema consultar: [FRE].

También trabajando sobre el grupo aditivo G,, Mukai construy6 acciones lineales del
grupo G2 sobre A8, tales que el anillo de invariantes no resulta finitamente generado. Para
consultar este contraejemplo ver: [MUK2|. A partir de este contraejemplo y del teorema
que anunciamos anteriormente, surge una pregunta natural y que todavia continua abierta,
incluso en caracteristica cero:

; El anillo de invariantes asociado a acciones lineales del grupo G2 sobre A" resulta
siempre finitamente generado?

Para cuerpos de caracteristica positiva y para accciones no lineales de grupos, hay muchos
contraejemplos estudiados y muchas preguntas sobre minimalidad en la dimensién de dichos
contraejemplos que pueden formularse.

Después del contraejemplo de Nagata sobre el espacio afin A3?, fueron encontrados una
serie de contraejemplos en dimensiones menores: Campo Neuen para A% (Ver [CNE]), Stein-
berg para A'¥®(Ver [STE]), Mukai para Al (Ver [MUK2]), Tanimoto para A'3 (Ver [TAN]),
y Freudenburg para A!'(Ver [FRE2|). Sin embargo, la minimalidad del n para la cual existe
un contrajemplo para A™ es un pregunta abierta.

Para concluir esta breve digresiéon sobre los contraejemplos al problema 14, veremos como
esta construido el contraejemplo original formulado por Nagata:

Ejemplo 2.1.6. Consideremos K = C, y elementos {a;;} con (i = 1,2,3;5 = 1,2,..,16
algebraicamente independientes sobre Q. Tomemos V = C! y W como el subespacio de
elemetos ortogonales a los elementos:

(@, ..., as16)
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Observemos que la dimensiéon de W es 13.

Sean 1, ..., T1g, %1, ..., t16 elementos algebraicamente independientes sobre K, y sea G el
conjunto de de trasnformaciones lineales o tales que:

] O'(ti) = ti
u 0<$Z) =x; + biti

con (by,..big) € W. Entonces, el anillo de invariantes K[z;,;]¢ no es finitamente generado.

2.1.3. Grupos linealmente reductivos y generacion finita

Si bien el problema de la generacion finita de invariantes en su versiéon general no es
cierto, lo es en el caso en que el grupo G sea reductivo.

Debido a distintos contextos, hay tres nociones de reductibidad: la de grupo algebraica-
mente reductivo, la de grupo geométricamente reductivo y la de grupo linealmente reductivo.
Las primeras dos son equivalentes, sin importar la caracteristica del cuerpo de base y, ade-
més, en el caso de que el cuerpo K sea de caracteristica cero, todas estas nociones coinciden.
Sin embargo, en caracteristica positiva, ser linealmente reductivo es més fuerte. Volveremos
sobre estos conceptos en las proximas secciones, a continuaciéon nos concentraremos en el
caso de grupos linealmente reductivos.

Definicion 2.1.7. Sea G un grupo algebraico afin, diremos que una representacion racional
V' es irreducible si las tinicas subrepresentaciones racionales son las triviales. Es decir, si W
es un subespacio vectorial de V' no nulo y estable por la accién de G, entonces W = V.

Observacion 2.1.8. Sea V una G-representacion racional irreducible, entonces:

» SiveV — {0} entonces V = (G.v)g

= La accion de GG es trivial o no posee elementos invariantes.

Demostracion. Es inmediata a partir de que tanto (G.v)i como V¢ resultan subrepresen-
taciones racionales de V. O

Definicion 2.1.9. Diremos que un grupo algebraico afin es linealmente reductivo si para
toda representacion lineal V' de dimension finita existen subrepresentaciones irreducibles
Vi, Va,...,V, tales que:

V=VoeVed..eV,.

En virtud de la similitud de esta definicién con la de médulo semisimple sobre un anillo,
podemos llamar a todas las representaciones racionales irreducibles como simples y, a las
representaciones que cumplen la condicién de la definiciéon anterior, semisimples.

Probemos ahora una caracterizacion ligeramente distinta de la definiciéon de grupo li-
nealmente reductivo:
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Proposicion 2.1.10. G es un grupo linealmente reductivo si y sblo si para toda represen-
tacion racional V' y para toda subrepresentacion W existe otra subrepresentacion T tal que:
V=WeaeT.

A dicho T también lo llamaremos complemento G-estable de W.

Demostracion. Supongamos que el grupo G es linealmente reductivo, entonces existen sub-
representaciones irreducibles de V tales que: V =V; @& ... & V,,. Por lo tanto,

W=WnWme..oWnv,.

Ademas, como W NVj resulta una subrepresentacion de V; entonces: WNV, = V; o WnNV; =0
para cada i € {1,..,n}. Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad, que W = V; @
... @ Vi para cierto k < n. Luego basta tomar T'= V1, ® .. ® V.

La reciproca de este resultado la probaremos por induccién en la dimensién de la repre-
sentacién V' como K-espacio vectorial.

Si V es de dimensioén 1, el resultado es inmediato, pues como V' no tiene subespacios vec-
toriales propios, tampoco tiene subrepresentaciones propias, con lo cual resulta irreducible.
Supongamos V' una representacion racional de dimensién n, si es irreducible, el resultado es
nuevamente inmediato, si no lo es, entonces posse alguna subrepresentacion W no trivial,
luego sabemos que existe otra subrepresentacién tal que: V.= W @ T, y si aplicamos la
hipétesis inductiva a cada componente obtenemos el resultado deseado y queda probada la
proposicién. O

Todos los grupos algebraicos finitos, como veremos méas adelante, son linealmente reduc-
tivos. Dada una representacion racional V', podemos definir, para cada v € V, el promedio
dado por:

Y oeeq 9V
R(v) = ===
R(V) € V@ y define una “proyeccion” de V' sobre sus invariantes. Este operador fue el
elemento clave para demostrar que, sobre un grupo finito, todos los anillos de invariantes
quedan finitamente generados, y es también el que nos permitird demostrar facilmente que
todos los gurpos finitos son linealmente reductivos.

Definicién 2.1.11. Sea G un grupo algebraico afin y sea V' una representacion racional de
G. Un Operador de Reynolds es un morfismo K-lineal R : V — V& tal que:

1. R(v) = v para todo elemento v € V¢,

2. R es G-equivariante, es decir, R(g.v) = R(v)(= g.R(v)).

A continuacién veremos que, para cualquier representacion racional de un grupo alge-
braico reductivo, podemos definir un operador de Reynolds, y que ademaés, la existencia
de dichos operadores en todas las representaciones caracterizan a los grupos linealmente
reductivos. Para esto necesitaremos los siguientes lemas:
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Lema 2.1.12. Sea G un grupo linealmente reductivo y sea V una representaciéon lineal

de dimension finita. Entonces existe un isomorfismo de G-representaciones: ® : (V&)* —
(V*)©

Demostracion. Sabemos que existe W una subrepresentacion racional de V' tal que: V' =
VEQW. Si f € (VE)* definimos ®(f) = f del siguiente modo:

f(v+w) = f(v).

Ademés, esta asignacion es G-equivariante, pues ambos espacios tienen una estructura trivial
sobre G. Como este morfismo es claramente K-lineal, deducimos que ® es un morfismo de
G-representaciones que, ademas, resulta inyectivo. Aplicando lo que acabamos de demostrar,
a la representacion racional V*, obtenemos una inyecciéon de G-representaciones:

((V*)G)* N (V**)G ~ VG.

Este morfismo en particular resulta una inyeccién K-lineal. Luego, tomando dimensién a
ambos conjuntos se sigue que: dimg(V*) < dimy(VE)*. A partir de esto podemos deducir
que ® resulta un isomorfismo, pues es un monomorfismo entre espacios de igual dimension.

O

Los siguientes lemas, que pueden ser enunciados para representaciones de grupo abstrac-
tos en general, caracterizan los morfismos de representaciones irreducibles:

Lema 2.1.13. (Lema de Schur) Sean V y W dos G-representaciones irreducibles y f :
V' — W un morfismo no nulo de representaciones, entonces f resulta inversible.

Corolario 2.1.14. Si V es una G-representacién irreducile de dimensién finitay f: V — V
es un morfismo de G-representaciones, entonces f es un multiplo de un escalar A € K.

Para ampliar y encontrar demostraciones de estos rseultados consultar: [FUL, Schur’s
Lemma 1.7].

A contiunaciéon establecemos el teorema que habiamos anunciado, el cual determina
caracterizaciones de grupos linealmente reductivos:

Teorema 2.1.15. Sea G un grupo algebraico afin, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

a) G es linealmente reductivo.

b) Para cada representacion racional finita V', existe una unica subrepresentacion racional
7 tal que: V = V%@ Z, y ademas satisface que (Z*)¢ = 0.

c¢) Para toda representacion racional V', existe un tnico operador de Reynolds Ry : V —

1458

d) Dada un representacion racional V y v € VE\{0}, existe f € (V*)G\{0} tal que: f(v) # 0.



46

Teoria Clasica de Invariantes

Demostracion. a)=-b): Por ser G linealmente reductivo sabemos que existe una subrepre-
sentacion Z tal que: V =V @ Z. Como G también actiia racionalmente sobre V*, por ser
V finito dimensional, obtenemos que:

Utilizando el lema 2.1.12 deducimos que Z* N (V*)¢ = (Z*)¢ = {0}. Ademas de esta
condicion, deducimos que Z = ((V*)%)L, es decir, el anulador del espacio de funcionales
invariantes, y asi obtenemos la unicidad.

b)=-c): Sea v € V un elemento arbitrario, como V' es en particular localmente finita,
existe un subespacio W de V' que es G-estable y de dimension finita. A partir de b) obtenemos
una descomposicion: W = W% @ Z, donde (Z*)¢ = {0}. Definimos Ry : W — W como
la G-proyeccion dada por la descomposiciéon anterior.

Veamos que si W’ es otra G-representacién racional contenida en W, entonces Ry =
Ry |w. SiW' = W@ Z', entonces Ryy|z = 0, pues si existe un 2’ € Z' tal que Ry (2) # 0,
entonces podemos considerar un funcional v € (WG)* que no sea anule en 2’ y luego:

7 e e v g

resulta un elemento no nulo en (Z*)¢ = 0, lo cual es un absurdo por construccion de Z'.
Entonces, como w’ — Ry (w') € Z', aplicando Ry obtenemos:

0= Rw(w/) - RW/ (w').

De donde concluimos lo que queriamos. Para definir el operador de Reynolds sobre toda la
representacion racional V' bastara entonces definir Ry (v) = R (v), donde W es cualquier
subrepresentacion racional finita que contenga a v. Es claro que con esta definicion Ry
cumple las propiedades de dicho operador.

Para probar la unicidad supongamos que tenemos definido un operador de Reynolds sobre
V, y sea W una subrepresentacion finita, si W admite la descomposicion W = W @ Z, la
restriccion de Ry a Z deberé ser 0 pues, de lo contrario, con argumentos analogos a los que
ya utilizamos, probariamos que (Z*)G serfa no nulo. Ademés, por ser Ry un operador de
Reynolds sobre W& actuara como Idyc, conlo cual Ry |w = Ry, y concluimos la unicidad.

c)=d): Sea V una representacion racional cualquiera y sea v € VE\{0}. Antes de
continuar observemos que aunque V* posiblemente no tenga estructura de G modulo racional
o representacion racional, si resulta una G-variedad por lo que tiene sentido definir (V*)%.

Sabemos que existe un tnico operador de Reynolds Ry : V. — V. Si tomamos ¢ :
V¢ — K un operador lineal cualquiera que no se anule en v, entonces ¢ o Ry € (V*)G y
ademés no se anula en v.

d)=-a) Sea V una representacion racional de G de dimension finita y sea W una sub-
representacion de V. Primero supongamos que W es irreducible. Sea V=H omag(W, V), el
espacio de todos los morfismos de G representaciones. Es sencillo ver que también resulta
una G-representacion racional. Ademas su dual resulta isomorfo a Homg(V, W) mediante
el isomorfismo determinado por la siguiente forma bilineal no degenerada:

Hom(V,W)x Hom(W,V) — K
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(f,h) — Tr(foh) € K.

Luego, a cada elemento f € Hom(V, W) lo identificamos con (f, —) € Hom(W, V)*. Ademas,
la accién de G inducida sobre V* coincide con la accién de G' sobre Hom(V, W), al cual a
partir de ahora lo denotaremos directamente por V*, sin hacer alusion al isomorfismo.

Consideremos a i € V' como el morfismo dado por la inclusion. Por d) existe un elemento
f € (V"% tal que f(i) = Tr(f o4) # 0, por lo tanto, f oi € Hom(W, W)% es un morfismo
no nulo, y aplicando entonces el lema 2.1.14 obtenemos que existe A € K tal que:

foi(w) = \w.

Consideremos ahora Z = Ker (f), es claro que ZNW = {0} pues flw = Id. Veamos que
resulta un complemento para W. Dado v € V tenemos la siguiente descomposicion:

1 1
v=10) +v - 1)
S——
cw €Z=Ker (f)

de donde concluimos que V =W & Z.

Para el caso en que W no sea irreducible, es sencillo deducir el resultado por induccién en
la dimensiéon de V. Basta tomar W’ alguna subrepresentacion racional irreducile contenida
estrictamente en W, para la cual ya sabemos que admite un complemento G-estable Z’ tal
que V=W @ Z. Luego W =W & W N Z" y ademéas, por hipétesis inductiva, W N Z’
admite un complemento en Z’, es decir, existe Z una subrepresentaciéon racional de Z’ tal
que: Z' =W NZ @ Z. Asi podemos conlcuir que Z es un complemento para W en V', pues:

V=WeZ =WaeWnZez=WaeZz
O

Este teorema es de suma importancia, pues establece importantes equivalencias para
grupos reductivos, que nos permitirin no soélo demostrar el teorema de generacion finita
para este tipo de grupos, sino también probar que muchos de los grupos algebraicos afines
usuales resultan linealmente reductivos.

Observacion 2.1.16. Sea V y W dos G-representaciones racionales, sea f : V. — W
un morsfismo de G representaciones, y sea f¢ : V¢ — WE el morfimso inducido en los
respectivos invariantes, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

e |

Ve e we

Pues si V = V& @ Z, donde Z es el tnico complemento G-estable de V@, entonces
f(Z2)¢ = {0}, pues de lo contrario existirfa un elemento no nulo f(zp) € W& y podriamos
considerar el morfismo:

7 12 gy Bw e 9 g
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donde ¢ es algin funcional lineal que no anule a f(zp). Este morfismo descripto resultaria
un funcional no nulo en (Z*)% lo cual serfa un absurdo por la definicion de Z. Esto nos
prueba que, efectivamente, f(Z)¢ = {0}, y como ademas f(V) C (V)¢ deducimos que:

F(V) = (V)@ f(W)

A partir de lo cual la conmutatividad del diagrama es inmediata.

Veamos ahora algunos corolarios importantes que se obtienen a partir de la observacion
anterior:

Corolario 2.1.17. Sea G un grupo algebraicamente reductivo, consideremos V' y W dos
representaciones racionales de G, y un morfismo sobreyectivo f : V — W de G represen-
taciones. Entonces f(V&) = WC.

Demostracion. Es inmediata a partir de la observaciéon anterior. O

Veamos ahora un resultado que también resulta importante para el teorema de generaciéon
finita y que nos permitira establecer una relacion entre los invariantes de K[ X] para cualquier
G-variedad con los invariantes de una cierta representaciéon racional de G.

Corolario 2.1.18. Sea G un grupo algebraico afin y sea X una G-variedad. Existe una
representacion racional V' y un morfismo G-equivariante de K-algebras afines ¢ : K[V]| —
K[X] tal que : ¢(K[V]%) = K[X]C.

Demostracion. Por lo probado en 1.2.25, sabemos que dada una G-variedad X existe un G-
modulo racional finito (representacion racional) V' y una inmersion cerrada i : X — V, que
es G-equivariante. Ademas sabemos que ¢ estéd determinada por un morfismo sobreyectivo de
K-algebras G-equivariante dado por: i* : K[V] — K[X]. Luego, utilizando la proposicién
anterior, deducimos que i*(K[V]%) = K[X]. O

Corolario 2.1.19. Si consideramos una G-variedad X de un grupo linealmente reductivo,
sabemos que K [X] resulta una representacion racional de G y por lo tanto existe un tnico
operador de Reynolds R : K[X] — K[X]®. Pero ademas, en este caso, la representacion
K[X] tiene una estructura adicional, pues es una K-algebra afin. Entonces podemos probar,
ademas, que R es un morfismo de K[X]%-moédulos, con las acciones inducidas por el producto
en K[X].

Demostracion. Sea f € K[X]% y sea g € K[X], queremos probar que R(f.g) = f.R(g).
Para probar este resultado basta aplicar la observacion anterior al morfismo: (f.) : K[X]| —
K[X], determinado por el producto del elemento f. Debido a que el elemento f es invariante,
se deduce que dicho morfismo es G-equivariante y por lo tanto de G-representaciones. La
conmutatividad de:

K[X] 1~ K[x]
Rl lR
K[X]¢ ——= K[X]¢
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prueba el resultado afirmado.

Ahora probemos el teorema de generacion finita que tanto anunciamos:

Teorema 2.1.20. (Teorema de generacion finita de Hilbert)

Sea G un grupo algebraicamente reductivo y sea V una representacion racional de G,
entonces el anillo de invariantes dado por K[V]“ resulta una K-algebra finitamente generada.

Demostracion. Como V es en particular una variedad algebraica afin, entonces K[V] resulta
una K-algebra notheriana. Por lo tanto, si considaremos el ideal ideal

I = (K[VIo) v

generado por todos los invariantes de K[V] de grado positivo, existen finitos fi, .., f, inva-
riantes (de grado positivo) tales que:

I'=(f1, -'7fT>K[V]
Veamos que entonces: k[V] = K[f1, ..., f.]. Para esto probaremos que si h € K[V]% es un
polinomio homogéneo de grado d, entonces h € K|[fi, ..., fr| y esto lo veremos por induccion

en el grado d.

Para d = 0 es trivial, supongamos que h es un invariante de grado positivo d, entonces,
por la definicién de I sabemos que existen elementos gy, .., g, € K[V] tales que:

(2.1.1) h=3"g.f;
=1

Donde cada g; puede ser supuesto homogéneo de grado d — deg(f), pues en caso de no
ser homegéneos, podriamos descomponerlos como sumas de sus componentes homegéneas y
aplicar el mismo razonamiento, que haremos a continuacién a, cada componente.

Consideremos el operador de Reynolds R = Ry definido sobre la representacion ra-
cional K[V]. Para cada | € Ng, como la accién de G sobre K[V] respeta el grado sabemos
que K[V]; resulta una subrepresentacion, y por lo tanto, como ya hemos visto:

Ry, = Rivlxvys

y luego aplicando el operador R a la ecuacién 2.1.1 obtenemos:
h=R(h) =Y Rlgifi) =) Rlg:)f;
i=1 i=1

Cada elemento R(g;) es un elemento en K [V]g_ deg(f;) Y POT hipotesis inductiva pertenece
a K[f1,..., fr], de donde podemos concluir que h también pertenece, y asi queda probado el
teorema.

O
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Corolario 2.1.21. Sea X una G-variedad de un grupo algebraicamente reductivo, entonces
K[X]% es un algebra finitamente generada.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema de generacion finita de Hilbert
y del corolario 2.1.18. O

2.1.4. Radicales, Grupos Semisimples y Reductividad

La presente secciéon es una breve digresiéon sobre algunos conceptos generales de es-
tructura de grupos algebraicos afines. Para un panorama mas amplio de los resultados y
demostraciones que enunciaremos a continuacion, consultar: [HUM, Secciones 13.5 y 19.5].

Lema 2.1.22. Sea G un grupo algebraico afin y sean H y H’ dos subgrupos algebraicos.
Se define su conmutador por:

(HH') = (zyz 'y :zc H yec H)
y ademas satisface:

» Si H y H’ son normales, entonces (H, H') es un subgrupo algebraico normal.

» Si H es conexo, entonces (H, H') es un subgrupo algebraico y conexo.

A partir de la definicién anterior se definen los derivados asociados al grupo G por:
oM@) = (D%(@), DM(@))
donde D°(G) = G.

Definicién 2.1.23. Un grupo algebraico se dice soluble si satisface alguna de las siguientes
definiciones equivalentes:

1. Existe un entero k tal que: ®%(G) =0

2. Existe una cadena G = Gy 2 G1 2 ... 2 G,, = {e} de subgrupos algebraicos tales que:
G;/Gi41 resultan abelianos.

En todo grupo algebraico afin es posible destacar dos tipos de subgrupos algebraicos,
que resultan de mucha importancia para describir la estrucutura de los grupos en general:

= Un subgrupo algebraico B se dice de Borel si es conexo, soluble y maximal con respecto
a esas propiedades.

= Un subgrupo 7" maximal e isomorfo a un toro algebraico se suele denominar como el
subgrupo toérico de G.

Observaciéon 2.1.24. Como todo toro algebraico resulta conexo y soluble, se sigue que todo
subgrupo torico esta contenido en un subgrupo de Borel B y también resulta un subgrupo
torico de este ultimo.
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Una propiedad importante que satisfacen los subgrupos de Borel es la siguiente:

Proposicion 2.1.25. Todos los subgrupos de Borel de G son conjugados.

A continuacion enunciaremos un teorema de estrucutura para grupos conexos y solubles:

Teorema 2.1.26. Sea B un grupo algebraico conexo y soluble, y sea T su subgrupo térico.
Entonces existe un tnico subgrupo algebraico B, conexo, normal y unipotente tal que:

B=B,xT

Definamos los radicales asociados al grupo algebraico:

Definicién 2.1.27. Sea G un grupo algebraico afin, definimos el racial asociado R(G) como
la componente conexa del elemento neutro de la interseccién de todos los subgrupos de Borel,
es decir:
RG)=( (] B
B borel
Y definimos el radical unipotente R, (G) como la componente unipotente de R(G), es decir,
el subgrupo formado por todos sus elementos unipotentes.

Observaciéon 2.1.28. Dicho de otro modo, el radical de un grupo algebraico es el sub-
grupo algebraico normal, conexo y soluble mas grande de G, y el radical unipotente queda
caracterizado como el subgrupo algebraico normal, conexo y unipotente méas grande.

Ahora podemos introducir las nociones de grupo semisimples y reductivos:

Definicion 2.1.29. Un grupo algebraico afin GG se dice semisimple si su radical es trivial, es
decir, si R(G) = {14}. Por otro lado, G se dice reductivo si su radical unipotente es trivial.

La observacién previa a las definiciones puede traducirse en la siguiente equivalencia
para grupos semisimples:

Proposicion 2.1.30. Un grupo conexo G se dice semisimple si no contiene subgrupos
algebraicos, normales y conmutativos, excepto {14}.

Para una demostracion de la equivalencia anterior ver: [HUM, Sec. 13.5].

Hay numerosos ejemplos de grupos grupos reductivos: GL,,,SLy,,0y, SOy, S, , todos los
grupos finitos, los toros algebraicos y los grupos semisimples.

Como ya hemos enunciado anteriormente sobre cuerpos de caracteristica cero, las no-
ciones de linealmente reductivo y reductivo coinciden. Este resultado se debe al trabajo de
Nagata y Miyata (Ver [NAM]), que establece:

Teorema 2.1.31. Si car(K) = 0 entonces un grupo algebraico afin es linealmente reductivo
si y solo si es reductivo.

Observemos que en particular todo grupo semisimple resulta linealmente reductivo. Co-
mo veremos, también es posible ver este resultado en forma directa utilizando argumentos
que involucran las algebras de Lie asociadas a los respectivos grupos algebraicos.
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2.1.5. Nota sobre los ejemplos de grupos linealmente reductivos

Como ya hemos enunciado, si el cuerpo de base es de caracteristica cero entonces las
nociones de grupo reductivo y de linealmente reductivo coinciden, por lo tanto podemos
deducir que los siguientes grupos resultan linealmente reductivos:

1. GL, 5 SP,

2. SL, 6. Grupos finitos

3. Oy, 7. Toros algebraicos

4. SO, 8. Todos los grupos semisimples

En este desarrollo estamos apelando al teorema de equivalencia de Nagata y Miyata, y
el hecho de que puede demostrarse que los radicales de estos grupos resultan triviales. Sin
embargo, no describiremos este tipo de célculos en este trabajo.

La idea de esta nota es explicar como puede ser demostrado de otro modo que estas fa-
milias de grupos resultan linealmente reductivas. Es importante tener en cuenta el resultado
dado en 2.1.15, sobre equivalencias de grupos linealmente reductivos.

Utilizando resultados clasicos sobre la clasificacién de dlgebras de Lie semisimples y resul-
tados que vinculan grupos semisimples con dlgebras de Lie semisimples, podremos demostrar
que los ejemplos 2, 5 y 7 resultan grupos semisimples. A priori, este argumento no seria muy
distinto a usar directamente que reductivo implica linealmente reductivo, sin embargo, algu-
nas diferencias importantes son: en este caso podemos enunciar como se demuestra que estos
grupos son semisimples, y ademés es posible dar una idea de ciertos argumentos sobre la
reducibilidad de representaciones que demuestran que todo grupo semisimple es linealmente
reductivo, sin usar en el medio el concepto de reductivo. De este modo, también obtendre-
mos otro modo de ver que la familia de ejemplos 8 satisface la condicion que deseamos. El
desarrollo de estas ideas puede verse en este trabajo en: 2.2.3.

Para los casos 6 y 7, veremos directamente (en 2.2.5)que es posible definir sobre cada
representacion racional un operador de Reynolds. Estos argumentos seran demostrados en
la préxima seccién. Para los grupos tipo 2 también es posible hacer una demostracién cons-
tructiva de su operador de Reynolds que formara parte de un caso particular del método
de construccién de este tipo de operadores para grupos semisimple,s que también serd des-
cripta en la siguiente seccion. Como veremos, estas técnicas también sirven para dar una
demostracion alternativa de 8.

Por titimo, los ejemplos 1 y 3 se podrén obtener a partir de 2 y 4 respectivamente. Es
posible demostrar que producto directo y cocientes de grupos linealmente reductivos resul-
tan linealmente reductivos (Ver por ejemplo [MUK, Sec. 4.3 (a)|). Ademaés, hay una forma
natural de construirse operadores de Reynolds para productos o para cocientes, a partir de
los operadores de Reynolds de cada componente, y los grupos de tipo 1 y 3 pueden expre-
sarse como cocientes y productos de grupos linelmente reductivos. Por ejemplo, estudiemos
qué suecede para GL,
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Identifiquemos al centro del grupo con: Z(GL,,) = G, y consideremos el epimorfismo de
grupos dado por:

¢ Gm % SL,, — GL,
(A A) — A

Es claro que este morfimso resulta un morfismo de variedades algebraicas. Ademas, su nucleo
queda determinado por:

1
Ker (¢) = {(A\ A) : AA = Td} = {(A, 1 1d) : X" = 1} = Zy,
y por lo tanto:
GL,, ~ (Gm x SLy,)/Zy,

de donde se sigue que GIL,, es linealmente reductivo. Un argumento similar nos prueba que
O,, también es linealmente reductivo a partir de que SOy, lo es.

Otro tipo de argumentos para probar que los grupos clasicos de matrices resultan lineal-
mente reductivos pueden encontrarse en: [FSR, Cap. 9.

2.2. Construccion de operadores de Reynolds

Nuestro objetivo es estudiar la construccién de operadores de Reynolds sobre diversos
grupos algebraicos afines. La importancia de dichos operadores no sélo radica en que nos
probarén que los correspondientes grupos son linealmente reductivos, sino que también son
un motor para diversos algoritmos para el calculo de generadores del anillo de invariantes.

Especificamente, a lo largo de esta de esta secciéon daremos las definiciones y construc-
ciones bésicas sobre el algebra de Lie asociada a un grupo algebraico afin y definiremos un
operador clésico sobre su algebra envolvente, que nos ayudara en la construcciéon operadores
de Reynolds sobre ciertos grupos algebraicos afines.

2.2.1. Derivaciones y el Algebra de Lie asociada a un grupo algebraico

Algebras de Lie: Recordemos los conceptos basicos de algebras de Lie, especialmente
para fijar la notaciéon de esta seccion:

Definicion 2.2.1. Sea V un k-espacio vectorial. Se dice que V es un algebra de Lie si existe
[,] : VXV — V una forma bilineal antisimétrica que ademas cumpla la siguiente identidad,
que es llamada identidad de Jacobi:

[v, [w, 2]] + [w, [2,v]] + [z, [v,w]] = 0

Definicién 2.2.2. Sea V un élgebra de Lie, a continuacién definiremos los conceptos de
ideal, subélgebra y morfismos de &lgebras de Lie:
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= Diremos que un subespacio vectorial W de V es una subélgebra de Lie si el corchete
dado en V se restringe bien al subespacio W, es decir, si dados dos elementos wy, wsy €
W entonces [wq,ws] € W.

» Una subalgebra W se dird ademés un ideal de V si [V,W] C W, es decir si dados
elementos v € V 'y w € W entonces [v, w] € W.

s Sean V y V' dos algebras de Lie y sea ¢ : ¥V — V' un morfismo K-lineal. Diremos que
¢ es un morfismo de algebras de Lie si satisface:

P([v1,v2]) = [p(v1), Pp(v2)]

Observacion 2.2.3. Si ¢ : V — V' es un morfismo de algebras de Lie entonces ¢(V) es
una subélgebra de Lie de V'. Pues si v] = ¢(v1),v5 = ¢(v2) € ¢(V), entonces:

[V}, 5] = [¢(v1), ¢(va2)] = B([v1,v2]) € (V)

Definicién 2.2.4. Dada V un algebra de Lie, podemos definir una accién lineal de V sobre
si misma, a la que llamaremos accién adjunta, y denotaremos por: ad : V — End (V). Para
v € V definiremos ad(v) del siguiente modo:

ad(v)(w) = [v, w]

Aclaremos que en este contexto la “accién” ad es tan solo una funcion, no cumple ninguna
)
propiedad de asociatividad, debido a que el propio corchete de Lie no es asociativo.

También usaremos la notacién multiplicativa de accién para expresar:

ad(v)(w) = ad(v) - w

Para finalizar este breve repaso de los conceptos basicos de algebras de Lie, definiremos
una forma bilineal sobre el algebra V que nos sera de gran utilidad para la construccién
de operadores importantes en el algebra de Lie asociada a un grupo algebraico afin. Es su
contexto general, esta forma no necesariamente es no degenerada:

Definiciéon 2.2.5. Sea V un algebra de Lie con y ad : V — Endg(V) su acciéon adjunta
asociada. Definimos la forma de killing asociada V, ky : V x V — V del siguiente modo:

ky(v1,v2) = Tr(ad(vy) o ad(ve))

Donde T'r denota la traza de endomorfismo k-lineales definidos sobre V.

Algebras de Lie asociadas: Sea G un grupo algebraico afin y K[G] su algebra de Hopf
asociada. Comenzaremos estudiando el espacio dual dado por K[G]*, que resultara impor-
tante para definir g, el algebra de Lie asociada al grupo. Definiremos sobre K[G]* una
estructura de algebra asociativa:

Para cada elemento g € G definimos ¢, € K[G]* como la evaluacion en dicho elemento.
Esto nos permite ver a G como un subconjunto de K[G]*.
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Definiciéon 2.2.6. Dados dos elementos 6,y € K[G|*, definimos su convoluciéon, como el
unico elemento d * v que hace conmutar el siguiente diagrama:

A

K[G] K[G] ® K[G]
é*yi i&@’y
K K®K

Con la notacién de Sweedler queda expresado por:

5+ y(f) =D 5(fOv(f2)

Este producto es un caso particular del producto de convoluciéon algebraico que se puede
definir sobre Homy(C, A), donde C' representa una K-coalgebra y A una K-algebra. En el
caso de que H sea una bialgebra, el morfismo antipoda que definimos para algebras de Hopf
resulta una inversa del morfismo identidad en Homy(H, H) con el producto dado por x.

Calculos directos y sencillos, permiten ver que este producto determina cierta estructura
sobre K[G]*:
Proposicion 2.2.7. El espacio dual K [G]* resulta una K-algebra asociativa con el producto
dado por * y que tiene como unidad a €., donde e denota al elemento neutro de G.

A continuacién definimos el concepto de derivacion:

Definiciéon 2.2.8. Sea g € G y sea § € K[G]*, decimos que ¢ es una derivacion en el punto
g si para cada f, h € K[G] satisface:

(f.h) = 8(f)h(g) + f(g)d(h)
Al conjunto de todas las derivaciones en el punto g lo denotaremos por: Dy(K[G]) C
K[G]*.

Observacion 2.2.9. Sea GG un grupo algebraico afin. Como en particular es una variedad
algebraica afin, en cada punto ¢ € G podemos definir su espacio tangente Zariski, al que
denotaremos por T4 (G). Si llamamos my al ideal maximal de K[G] correspondiente al punto
g, dicho espacio tangente puede definirse por:

Ty(G) = (mg/my)”

Este espacio tangente puede definirse (siempre en el contexto afin) de manera equivalente
tomando D,4(G). Por ejemplo tomando al elemento neutro del grupo, e € G, y dado ¢ €
(me/m2)*. podemos definir § € K[G]* del siguiente modo:

0(f) =o(f — fle)
La transformacion § resulta una derivacion en el punto e pues:
0(f-9) = 6(f-9— fle)-gle)) = 6((f — f(e))(g — g(e) + (f — f(e))gle) + f(e)(g — g(e))) =
0(f)g(e) + f(e)d(g)
Es sencillo ver que § — 5 resulta un isomorfismo k-lineal.

Para profundizar estos conceptos consultar: [SHA, Cap. II, Sec. 1].
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Definicién 2.2.10. Dado un grupo algebraico afin GG, definimos el algebra de Lie asociada
g como el espacio vectorial dado por D(G) y con el corchete de Lie definido por:

[0y =0y —v%0d

Observacion 2.2.11. El corchete de Lie definido sobre g es antisimétrico. La identidad
de Jacobi para [,] se sigue inmediatamente a partir de la asociatividad del producto de
convolucién x.

Observacion 2.2.12. Debido a que g coincide como espacio vectorial con 7.(G) y todo
grupo algebraico afin es una variedad suave, se sigue que g es un algebra de Lie de dimensién

finita y dimy(g) = dimg(Te(G) = dim(G).

A continuacion veremos como, a partir de una accién del grupo G sobre una represen-
tacion, podemos inducir una accion de K[G]* sobre ella, y por lo tanto, una accion de g.
Ademas, introduciremos una accién especifica del grupo G sobre g que sera de gran utilidad.

Recuerdo 2.2.13. Recordemos que, dado un espacio vectorial V', darle una estructura de
representaciéon racional sobre G a partir de un morfismo de variedades ¢ : G X V — V|
es equivalente a darle un estructura de K[G]-com6dulo a derecha dada por un morfismo
K-lineal x : V. — V ® K[G]. Ademas, se satisface que:

gv = filglv <= x() =) vi®f;

donde {v;} representa una base del espacio vectorial dado por (G.v), es decir, por el espacio
generado por la G-6rbita del vector v.

En algunos casos, por simplicidad, usaremos la notacion de Sweedler para comddulos:

x(v) :Zvi®fi = Zvo®f1

Definicién 2.2.14. Dada un representacion racional V' y un elemento § € K[G]*, definimos
la accion de § sobre v € V' del siguiente modo:

§-v=>Y 6(fiui

Esto define sobre V' una estructura de K[G]*-moédulo a izquierda, donde el morfismo ¥ :
K|[G]* x V — V queda determinado por:

U(0,v) =0-v=(ld®d)ox(v)

Demostracion. Como x es un morfismo k-lineal, el morfismo determinado por é-: V — V
resulta también un morfismo lineal. Veamos que, efectivamente, V' cumple con los axiomas
de K[G]*-modulos a izquierda:

1L W(5,¥(y.v)) = ¥(d*v,v)
2. U(ee,v) =v,YveV
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Para probar (1) recordemos que como y define una estructura de comodulo sobre V', entonces
respeta la comultiplicacion. Es decir que el siguiente diagrama resulta conmutativo:

X

v V @ K[G]
Xl l[d@A
V® K[G|———V &V e K[G]

Esto puede expresarse mediante la notaciéon de Sweedler como:
(x®Id)ox=> v00® for® fr =

=(ld®A)ox = zvo®f11®f12

Por lo tanto, podemos deducir (1) a partir de:

§-(y-0) =6 _v(f)vo) =D v (f1)8(fo)vor = > v(f1,2)8(f11)vo =
=Y 5xy(fi)vo = (8 % 7)(v)

Para deducir (2) observemos que, por la definicion de la accion de G sobre V:

€ U = ZEe(fl)Uo = Zfl(e)vo =—ev ="
O]

Observacion 2.2.15. Segun lo desarrollado en la demostracién anterior, podemos recuperar
la accion de G sobre V' a partir de la accion de K[G]* del siguiente modo:

€g V=gV

Veamos que a partir de la definicion anterior, K[G]* tiene una accion natural sobre K[X]
para toda G-variedad.

Ejemplo 2.2.16. Sea X una G-variedad sobre un grupo algebraico afin, entonces sabemos
que K[X] tiene una estructura de G-representacion racional a izquierda a partir de la accion:

(9.f)(x) = flg~" 2)

A la estructura de comodulo la denotaremos por xx : K[X] — K[X] ® K[G]. Esto de-

termina una estructura de K[G]*-moédulo, y en particular podemos ver a g actuando sobre
K[X].

Proposicion 2.2.17. El dlgebra de Lie g asociada a un grupo algebraico afin G actia por
derivaciones sobre K[X] para toda G-variedad. Es dedir que si 6 € g entonces § - (f.g) =
(6 f).g+ f.(0-g). Ademas, K[X] resulta un g-modulo o representacion de g.
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Demostracion. Veamos que cada § € g actiia por derivaciones: recordemos que la accién de
G sobre K[X] es multiplicativa, y entonces la estructura de K[G]-coalgebra:

xx : K[ X] — K[X]|® K[G]
también es multiplicativa, y por lo tanto, utilizando la notacién de Sweedler obtenemos:

x(f9) =Y fo-90® fr.gn

Luego:
5 (f-9)=>_8(f1-91)fo-90 = Y (6(f1)g1(e) + 6(g1) f1(€)) fo-go =

=> 6(f1)fo-g1(e)go + > _ 6(g1)go-fr(e)fo= (6 f)g+ [-(6- g)

Por tultimo, para ver que K[X] resulta un g-modulo, basta comprobar que:
[0,9] - f=(0xy)-f=(y*d)-f=06-(v-f)—7-(0-F)

Lo cual demuestra que el morfismo inducido: g — Der(K[X]) es un morfismo de algebras
de Lie. O

Observacion 2.2.18. El hecho de que K[X] resulte un g-modulo se desprende de un re-
sultado més general: si U(g) es el algebra envolvente universal asociada al algebra de Lie g,
entonces los g-modulos de Lie coinciden con los U(g)-modulos. En nuestro caso particular,
K[G]* resulta un &lgebra envolvente de g que contiene a U(g), de donde se sigue que K[X]
es un g-modulo, a a partir del hecho que es un K[G]*-modulo.

Observacion 2.2.19. En el caso de que V sea una representacion racional finita de G,
entonces la accién inducida de g también induce en V' una estructura de g representacion,

es decir, un morfismo de Lie:
g— ETLdk(V)

Asi como se puede definir la accion adjunta sobre un algebra de Lie arbitraria, que es una
accion lineal del algebra en si misma, también podemos definir una accién lineal (e incluso
racional) de un grupo algebraico G en su algebra de lie asociada g. Primero definamos una
accion de G sobre K[G]*:

Definicion 2.2.20. Dado un elemento g € G definimos para cada ¢ € K[G]*:
Ad(g) -0 =€y %6 x €5

Esto nos define una accion de G sobre K[G]* por automorfismo k-lineales. Es decir que
tenemos una funcion:

Ad: G — Homy_qy(K[G]", K[G]")

Observacion 2.2.21. Sig € G, 6 € K[G]* y f € K|G], entonces la accion dada por Ad(g)
podemos describirla del siguiente modo:

(Ad(g) - 8)(f) = 8(f(g-—97 ")

Donde f(g.—.g7")(z) = f(gzg™").
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Demostracion. Primero observemos que:

B xeg-)(f) =D 6(f)f2(g ) =60 falg™HA) =0(f(—g7")

Por lo tanto:

ex (0xeg-1)(f) =D f1(9)8(fa(=g7") = filg)fa(=97")) = 5(f(g—97"))
]

Proposicion 2.2.22. Si restringimos la accion de G sobre K[G]|* a g nos determina sobre g
una estructura de G-representacion racional finita. Ademaés, para cada g € G, Ad(g) resulta
un isomorfimso de algebras de Lie.

Demostracion. La finitud de la representacion se sigue de que g es un algebra de Lie de
dimension finita. Si definimos la accién racional de G en K[G] dada por:

g9-f(z) = f(g "zg)

Entonces la accion inducida sobre el dual K[G]* también resulta ser racional. Veamos que
esta accion inducida coincide con la accion dada por Ad. Sean g € G, 6 € K[G|* y f € k[G]
luego:

(9-0)(f)=d(g7"-f) =d(flg—g™")) = (Ad(g) - 8)(f)

Para concluir la demostracion, observemos que la accion dada por Ad(g) queda bien restrin-
gida al algebra de Lie g asociada a G. Tomemos g € G y § € g, entonces:

(Ad(g) - 6)(fh) = 6(fh(g.—.g ")) = 6(f(g.—g Dh(g—g™")) =
=5(f(g-—.g "))h(g-e.g” 1)+ f(g.e.g " )5(h(g.—.g~") = (Ad(g)-0)(f)h(e)+ f(e)(Ad(g)-6)(h)

Por lo tanto:
Ad(g) -6 € g,

y esto define sobre g un estructura de G-moédulo racional.

Ademas, es claro que la accion de Ad(g) resulta de automorfimos K-lineales, que también
respetan el corchete de Lie, pues:

[Ad(g)0, Ad(g)y] = €g % 0 % €g=1 % €5 % Yk €4—1 — €g % Y % €g—1 * €5 % 0 * €4-1 =

€g¥ 0%y xeg1 —€gx 0% eg1 = Ad(g)[0,7]
O

Las notaciones de Ad y ad no son casuales, estos dos conceptos estan bien relacionados.
Debido a que el morfismo Ad : G — GL(g) resulta de grupos algebraicos, es posible tomar
su diferencial como morfismo de variedades algebraicas, y este tiltimo determina al morfismo
ad:

D(Ad) = ad.

Para una demostracion de este resultado ver: [HUM, Pag. 73|.
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2.2.2. Ejemplos de algebras de Lie asociadas

En esta seccion estudiaremos y caracterizaremos algebras de Lie asociadas a algunos
grupos clésicos de matrices.

Ejemplo 2.2.23. Consideremos el grupo algebraico afin dado por GL,, a su édlgebra de
Lie asociada la denotaremos por gl,,. Probaremos que esta algebra coincide con el algebra
de matrices K™*™, con el corchete dado por el conmutador, es decir, que si A, B € K"*™
entonces [A, Bl = AB — BA.

Demostracion. Dada una matriz A € K™*™ definimos el operador 0A en K[GL,]* dado por:

DA(T) = 2 U1+ 14) 1m0

En principio deberiamos verificar que dA estd bien definida, o dicho de otro modo,
explicar cémo esta definida. Si

fe K[G]Ln] = K[X@j, 1/d€t],

luego podemos evaluar formalmente en Id +tA, esto quiere decir que por més que al evaluar
t en ciertos valores de K la matriz dada no resulte inversible (lo cual no nos permitiria
evaluar f en ella) consideramos a:

fUd+tA) =" ar(Id+ tA) (1/det(I1d + tA))™

IeN
nreN

como un cociente polinomial en la variable ¢, y a priori tan s6lo bien definido en la evaluacion
correspondiente a ¢t = 0. Veamos a f(Id + tA) como un elemento en K(t) = frac(K[X]).
Consideremos en K (t) la derivada formal en la variable ¢ que correponde a la derivada formal
de polinomios extendida a su cuerpo de fracciones mediante las reglas usuales de derivacion,
y a su aplicacion al elemento dado la notaremos por:

0

—(f(Id +tA)).

o+ 14)

Luego, observando que los denominadores de f(Id + tA) € K(t) nunca se anulan en su
evaluacion en t = 0 se sigue, mediante la conocida regla dereivacién para el cociente de
polonimios, que los denominadores de %( f(Id +tA)) tampoco se anulan en la evaluaciéon
en cero, por lo tanto, podemos definir:

DA() = (o F I+ tA)(O)(= - F(Id + EA)] o)

Usando las propiedades usuales de derivacién se sigue que:

DA(f.q) = (%f([d +tA)|i—o).g(Id + 0.4) + (%g([d +tA)|_o).f(Id + 0.4)
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Con lo cual 0A resulta una derivaciéon en Id y 0A € gl,,.
Veamos como funcionan estos operadores sobre las funciones coordenadas X; ; € K[GLy]:

0
0A(Xij) = 5. (05 +taij)li=0 = ai;

Por lo tanto, si llamamos Fj;; a las matrices que conforman la base canénica de K"*",
entonces {J0F; j} resultan linealmente independientes pues:

Si Z XijOE; j =0 entonces Z XijOE; j(Xk1) =0 VE,l entonces Mgy =0 Vk,lI

Como dimy(gl,,) = n?, el mencionado conjunto conforma una base de esta algebra de Lie co-
mo k-espacio vectorial. Ahora, tan s6lo nos basta chequear que el corchete dado conmutador
de K™*™ se corresponde con el corchete de gl,,, es decir que: Si A, B € K™*™ entonces

O[A, B] = [0A,0B]y .

Para probar esto obsevemos que:

(0A+9B)(f) = Y o filld + tA)imo. o fo(ld + 5B)lsmo =
K
= 5t
X
= 5t

(D frlld + tA). fo(Id + 5B))|i=o|s=0 =

((Id + tA)(Id + sB))|1=o|s=0

Por lo tanto, el corchete [0A, B] queda definido por:

0 0

04.0B](/) = 55

[f((d + tA)(Id + sB)) — f((1d + tB)(Id + sA))]|t=0ls=0
Evaluando esta expresion en las funciones coordenadas obtenemos:
[0A,0B](Xi;) = (AB)ij — (BA)i; = 0AB(X, ;) — 0BA(X;) = 0[A, B|(Xi)

y a partir de esto podemos que deducir también que coinciden sobre la funcion det € K[GL,]
y por lo tanto: [0A,dB](1/det) = J[A, B](1/det), de donde se sigue que coinciden como
derivaciones en gl,,. O

Observacion 2.2.24. Observemos que en el desarrollo anterior si, en lugar de trabajar con
el grupo algebraico afin dado por GL,, trabajamos con todo el espacio de matrices K™*",
entonces las derivaciones dadas por A quedan bien definidas, y el algebra de Lie Gpnxn
asociada a K™*™, coincide con gl,,.

A continuacién, veamos cémo podemos relacionar al dlgebra de Lie asociada a un grupo
algebraico afin y la asociada a algin subgrupo algebraico.
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Proposicion 2.2.25. Sea G un grupo algebraico afin y sea H un subgrupo cerrado de
G, esto nos induce un epimorfismo de algebras afines ¢ : K[G] — K[H]. Sean g y b sus
algebras de Lie asociadas respectivas.

Si consideramos el ideal J = Ker (¢), entonces los elementos de b estan en correspondecia
con las derivaciones § € g tales que §(J) = 0. Este hecho induce un isomorfismo de algebras
de Lie entre § y la subélgebra de Lie de g con esa condicion.

Demostracion. El morfismo ¢ : K[G] — K[H] es el morfismo de algebras inducido por la
inmersion cerrada i : H < G. Si «y € b, entonces consideremos yo ¢ : K[G] — K y veamos
que pertenece a g:

70¢(91gz) = (<Z>( 1)9(92)) = 1(¢(g1))0(g2)(e) + d(g1)(e)v(d(g2)) =
o ¢d(g1)g2(i(e)) + g1(i(e))y o ¢(g2)
=70 ¢(g1)g2(e) + g1(e)y 0 p(g2)

Con lo cual yo ¢ € g, y ademas es claro que vy o ¢(J) = 0. Reciprocamente dada una
derivacion § € g que cumple §(.J) = 0 existe una tnica funciéon 0 tal que:

K[G] 2~ K
|

K[G)/J

es conmutativo. Ademas sabemos que K[H| ~ K[G]/J mediante el isomorfismo dado por
¢, con lo cual el diagrama:

K[G)/J

también resulta conmutativo. Tomando § o =1 : K[H] — K resulta una derivacién en b
tal que: (6o ¢ 1) o¢ =00m =4. Veamos que efectivamente resulta un elemento de b:

do ¢_1(h1h2)

91)7(g2)) = 6(m(g192)) =

5(o
J

(¢~
(9192) = d(g1)92(e) + g1
=6(p
(6~
(¢~
Con lo cual podemos concluir que el morfismo dado por:

Psi:H —g
Y09
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es una sobreyeccion lineal con imagen dada por {§ € g : 6(J) = 0}. Ademas, a partir de
la sobreyectividad de ¢, es inmediato que ¥ resulta inyectivo. Veamos que este morfismo ¥
resulta un morfismo de algebras de Lie:

Uy, el = y,elod = (i xy2 —y2%xm)0¢

(noed)x(1200¢) —(1200)*(1100) =[1106¢,7200¢ = [¥(1n), ¥(72)]
Dado que este morfismo es de algebras de Lie, su imagen es una subalgebra de g, y entonces
U : h — ¥U(h) determina un isomorfismo. Esto ultimo se sigue a partir de que es un
isomorfismo lineal que ademés es morfismo de algebras de Lie, y bajo estas condiciones es
sencillo chequear que la inversa lineal también es morfismo de dlgebras de Lie.

O

Ejemplo 2.2.26. A partir del resultado anterior, calculemos el dlgebra de Lie asociada de
algunos subgrupos clasicos de GL,,:

1. Consideremos el subgrupo algebraico de GL,, dado por SL,, denotaremos como sl, a
su algebra de Lie asociada. Si consideramos el epimorfismo de algebras dado por ¢,
su nticleo queda generado, como ideal, por el polinomio (det — 1) € K[GL,]. Sabemos
que:

sl, ={0 €gl,:0((det —1)) =0} = {0 € gl,, : 6(det — 1) =0}

Dada A € K™*", veamos cuando 0A(det — 1) = 0, para eso calculemos:

0 )
5 (det(1d +tA) = D] = o(det(1d + £4))] 1o

0

au +Tr(A)t + - 4 det(A)t") 1= = Tr(A)

Por lo tanto, sl, = {A € K™ : Tr(A) = 0}, con el corchete dado por el conmutador
de las matrices. Lo cual resulta equivalente al espacio {0A € K[SL,|* : Tr(A) = 0}
con el corchete determinado por el conmutador dado por el producto de convolucion.
Podemos tomar una base de sl, dada por:

B, = {0Ei j}izj U{0FEi; — OEit1,i41}imq

2. Consideremos al grupo algebraico afin de matrices unipotentes U,, que corresponde
al subgrupo algebraico de GL,, dado por las matrices triangulares superiores con unos
en su diagonal. Para no realizar cuentas de méas consideremos a este grupo como un
subgrupo algebraico de sl,, para el cual ya calculamos su &lgebra de Lie.

Los elementos de U, estan dados por elementos de SL, que ademés satisfacen las
condiciones polinomiales dadas por: X; ; = 0 con ¢ > j. Por lo tanto, si notamos por
u,, al algebra de Lie asociada a U,, entonces:

U, = {8A S K[Un]* : TT'(A) = Aij =01> j}
Y una base queda determinada por:

By, ={0F;;}i>j U{0E;; — OF;t141}i—
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3. Ahora consideremos el subgrupo algebraico dado por las matrices ortogonales SQ,,. El
ideal que lo describe como subgrupo algebraico de GL,, esta generado por el sistema
de ecuaciones: C.C* = Id, con C € GL,.

Recordemos que, dada una matriz A = (a;;) y una funciéon coordenada X; ; € K[GL,,],
el operador 0A satisfacia que:
OA(Xi ) = aij

Si notamos por X € K[GL,]|"*" a la matriz de funciones coordenadas, obtenemos que:
JAX)=A

Luego, los n? polinomios dados por la condicion X.X! = Id, en donde A debe anu-
larse, podemos expresarlos usando la notacién anterior:

OA(X. X'~ 1d) = aat((ld +tA)(Id + tA) — Id)|i=0 =

) )
= o (U + LAY (A + tAD) oo = 2 (1d + 1A+ A) + AL 1oy = A+ A'

El algebra de Lie asociada, a la que denotaremos por s0,, queda determinada por:
s0, = {0A € k[SO,]* : A+ A’ =0}

Y una base de esta algebra de Lie puede darse por B = {0F; j — 0E;;}i<j.

Por ultimo, a partir de la siguiente propocicién podremos ver qué sucede con las dlgebras
de Lie asociadas a grupos algebraicos afines abelianos, que, como es de esperar, correspon-
deran a algebras de Lie abelianas.

Proposicion 2.2.27. Sea G un grupo algebraico afin abeliano, entonces (K|[G]*, *) resulta
una K-algebra conmutativa y por lo tanto g resulta un algebra de Lie abeliana, de dimension

dim(G).
Demostracion. Como G es un grupo conmutativo entonces, dada f € K[G]:
fley) = flyx) =D 1@ faly) =D fiy) falz)

Por lo tanto: > f1 ® fo = > fo ® f1, y de esta igualdad obtenemos que el producto de
convolucién * es conmutativo pues:

5x1(f) = S 6(f(f) = S 6(f)v(f1) = v * 3(f)

Como el corchete de Lie en g esta inducido por el conmutador de K[G]*, deducimos que
g resulta un algebra de Lie abeliana.

O
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Observacion 2.2.28. La reciproca de la proposicién anterior también es cierta, es decir,
si el algebra de Lie asociada a un grupo algebraico afin resulta abeliana, entonces dicho
grupo es conmutativo. Para esto podriamos usar que, si tomamos el centro de grupo Z(G)
visto como subgrupo algebraico, entonces su algebra de Lie asociada se corresponde con
el centro del algebra de Lie g. Es decir, el algebra de Lie asociada a Z(G) coincide con
Z(g) = {y € g : ad(vy) = 0}. Para ampliar estos conceptos consultar: [HUM, Sec. 13.4 y
13.5].

2.2.3. Algebras de Lie semisimples y el operador de Casimir

Definicién 2.2.29. Un algebra de Lie g se dice semisimple si es una suma directa de 4lgebras
de Lie simples bh;, es decir de algebras h; no abelianas tales que sus tinicos ideales de Lie
corresponden a {0} y a b;.

Veamos ahora, aunque sin demostracion, un teorema que establece importantes equiva-
lencias de este tipo de algebras de Lie:

Teorema 2.2.30. Sea g un algebra de Lie semisimple de dimension finita, entonces son
equivalentes:

1. g es semisimple.
2. g no contiene ideales de Lie no nulos y abelianos.

3. La forma de Killing kg asociada a g es no degenerada.

Demostracion. [HUM2, Sec. 4 y 5, Cap. 1. O

Observacion 2.2.31. Que en estos casos la forma de killing sea no degenerada nos permite
contruir bases duales del algebra:

Si g es un algebra de Lie finita y semisimple, con una base k-lineal dada por {6;},, y
K, es su forma de killing no degenerada asociada, entonces existe otra base de g dada por
{7}7-1 que satisface:

1i=j

La forma de Killing definida sobre un algebra de Lie asociada a un grupo algebraico afin
tendra una propiedad adicional correspondiente a la accion adjunta de G sobre g:

Lema 2.2.32. Sea GG un grupo algebraico afin y g su algebra de Lie asociada. La forma de
killing kg resulta invariante por la accion racional Ad de G en g, es decir que si g € G y
0,7 € g entonces:

kqg(Ad(g) - 0, Ad(g) - v) = kg(d,7)
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Demostracion. Recordemos que la accion adjunta Ad : G — Endy(g) determina sobre g
uns estructura de G-modulo racional de dimension finita. Ademas, cada endomorfismo Ad(g)
resulta un isomorfismo de algebras de Lie con inversa dada por Ad(g~!), es decir que en
particular:

[Ad(g)d, Ad(g)y] = Ad(g)[0,]

Utilizando la notacién del enunciado y tomando a € g observemos que:

ad(Ad(g) - §) o ad(Ad(g) - v)(a) = [Ad(g) - 6, [Ad(g) - v, a]] =
= [Ad(g) - 6, [Ad(g) - v, Ad(g) - (Ad(g™") - a)]] =
= Ad(g) - [6[y, Ad(g™") - o]]

Asi deducimos que los endomorfismos ad(Ad(g) - ) o ad(Ad(g) - v) y ad(d) o ad(y) son
conjugados pues:

ad(Ad(g) - 8) o ad(Ad(g) - v) = Ad(g) © ad(8) o ad(y) o Ad(g™")

Por lo tanto, tienen la misma traza, de donde deducimos que la forma de killing kg resulta
invariante. u

El conocimiento en general que se tiene sobre las algebras de Lie semisimples sobre
cuerpos algebraicamente cerrados es bastante amplio, de hecho, este tipo de algebras de Lie
estan completamente clasificadas. Toda algebra de Lie semisimple puede escribirse como una
suma directa de algebras de Lie simples, y estas estan clasificadas a partir de los diagramas
de Dynkin conexos. Bésicamente, las algebras de Lie simples se clasifican en cuatro familias:
Ap,Bn,Cn vy Dy, y hay cinco casos excepcionales. Estas cuatro familias corresponden a:

N
3

:5[n+1,

S
3

:502n+1,

:

: 8Py, (4lgebras de Lie simplecticas),

-
)

1 509n.

También tenemos una descripcién precisa de como resultan las representaciones de alge-
bras de Lie semisimples. Un resultado clésico atribuido a Weyl establece:

Teorema 2.2.33. Si g es un algebra de Lie semisimple y ¢ : g — gl(V') es una represen-
tacidn, entonces esta tltima resulta completamente reducible. En términos que utlizamos
durante este trabajo, la representacion resulta semisimple.

Demostracion. [HUM2, Sec.6, Cap. 1. O
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Breve digresion sobre grupos semisimples: Para finalizar esta seccion realicemos una
pequena digresién sobre la relaciéon entre grupos algebraicos semisimples y algebras de Lie
semisimples. Para obtener un panorama mas amplio de esta relacion consultar: [HUM, Cép.
VI.

Como hemos visto, un grupo algebraico conexo resulta abeliano si y solo si su &lgebra
de Lie asociada lo es. Ademas, por el teorema descripto anteriormente, un algebra de Lie es
semisimple si no contiene ideales no nulos abelianos. Recordemos, por otra parte, que una
definicién equivalente para grupos algebraicos semisimples corresponde a que no contenga
subgrupos algebraicos normales conmutativos, excepto el dado por {e}, por lo tanto, esto
nos sugiere la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.34. Sea G un grupo algebraico afin conexo, entonces G es semisimple si
y solo si su algebra de Lie asociada g es semisimple.

Demostracion. Ver [HUM, Sec. 13.5, Cap. V]. O

A continuacién, enunciaremos algunos resultados que nos permiten conectar las nocio-
nes de grupo semisimple y linealmente reductivo, sin usar de forma explicita la nocién de
reductividad.

La idea del argumento es relacionar los subespacios invariantes de un grupo algebraico
sobre una representacion, con los subespacios invariantes de la accién asociada a su algebra
de Lie. Luego trataremos de ver cémo en todo grupo semisimple sus representaciones también
resultan semisimples. Para esto explicaremos un poco el desarrollo dado por: [HUM, Sec.
14.3, Cap. V.

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n y consideremos el subgrupo algebraico afin
dado por GL(V'). Si W es un subespacio de V' de dimension m, entonces podemos definir:
Gw={AcGL(V): AW)=W}
gw = {X e gl(V) : X(W) C W}

No es dificil demostrar que el algebra de Lie asociada a Gy, denotada por £(Gw)
puede identificarse con una subalgebra de Lie de gyy. Pero ademas, fijando una base de V' y
utilizando un argumento de dimensién lineal, podemos probar que:

£(Gw) = gw,

y para argumentar esto puede observarse que tanto Gy como gy tienen dimension n(n —
m) +m?. En el caso de gy se debe a la identificacion natural de gl(V) con Endy(V), y a
un argumento bésico de dimensién en espacios de matrices. Para Gy se debe a que puede
identificarse con un abierto de una variedad afin de esa misma dimensién.

Si consideramos un subgrupo cerrado de H € GL(V') y b su algebra de Lie asociada, es
posible extender el resultado anterior:

’Q(Gme):ngh
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Esto dltimo es una consecuencia directa del hecho de que el algebra de Lie asociada a la
interseccién de dos subgrupos coincide con la intersecciéon de sus dlgebras de Lie respectivas.

Para relacionar los argumentos anteriores con la idea que anunciamos al principio, con-
sideremos una representacion racional ¢ : H — GL(V') y apliquemos el resultado anterior
al subgrupo ¢(H):

L(Gw N¢(H)) = guw N L(G(H))

Ademés, es posible relacionar el algebra de Lie £(¢(H)) con b, a través de un elemento
que no hemos utilizado atn en el presente trabajo, y que es el diferencial de ¢ visto como
morfismo de variedades. Es posible demostrar que esa conexién esta dada por:

A partir de estos resultados, deducimos que H y h dejan invariantes a los mismos subespacios
de una representacion racional V.

Como ya hemos enunciado, un resultado clasico de algebras de Lie semisimples atribuido
a Weil establece que si g es un algebra de Lie semimismple y V es una representacion
finita, entonces esta ultima resulta semisimple. Luego, aplicando el hecho de que un grupo
algebraico afin y su algebra de Lie asociada admiten las mismas subrepresentaciones de
una representaciéon dada, se sigue que todo grupo semisimple es linealmente reductivo, de
acuerdo a las equivalencias dadas en: 2.1.15.

Ejemplo 2.2.35. Esto establece més ejemplos de grupos linealmente reductivos, pues todo
grupo semimismple lo es. En particular, dentro de los subgrupos clasicos de GL,, los si-
guientes grupos resultan semisimples: SLL,,, SO,, y SPs,, pues sus algebras de Lie asociadas
se incluyen dentro de la clasificaciéon descripta.

2.2.4. El operador de Casimir

Definicion 2.2.36. Sea G un grupo algebraico afin semisimple y g C K|[G|* su algebra de
Lie asociada. Tomemos {d;};"; una base de g como k-espacio vectorial y {v;}7_; C g su
base dual asociada con respecto a la forma de killing ky. Definimos el elemento de Casimir
por:

C=Y 6 *7 €KIG)

i=1

Observacion 2.2.37. Tengamos en cuenta algunas observaciones importantes sobre la de-
finicién del elemento que acabamos de dar:

1. El elemento de Casimir no depende de la base elegida: si tomamos una segunda base
{46!} con base dual dada por {’y;}, entonces podemos relacionar con las bases originales

mediante:
n n
8= airdy y Y=Y bk
k=1 k=1
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Donde las matrices (a;) v (bix) de elementos de K cumplen que (a;)t.(by) = ID,
por lo tanto:

> 6= O amdk) O bam) =
i—1 =1

i=1 k=1

=3O airba)dy # i =

Kl =1
n
= dixvi
i=1

2. Este elemento puede ser definido directamente sobre algebras de Lie abstractas de
dimensién finita y semisimples, donde el producto de convolucién * puede cambiarse
por el producto del algebra envolvente U(g).

Proposicion 2.2.38. El elemento de Casimir es un invariante de la accién adjunta de G
sobre el algebra K[G]*, es decir, satisface que si g € G entonces:

Ad(g) - C=€xCxeyp1 =C

g

Demostracion. Para probar este resultado tomemos una base de g dada por {J;} y su base
dual asociada {v;} a través de la forma de killing k4. Si consideramos { Ad(g)d;} resulta otra
base de g como k-espacio vectorial, y a partir de la invarianza de la forma de Killing por
la accion adjunta de G ( vista en 2.2.32), obtenemos que {Ad(g)7;} resulta su base dual
asociada, pues:

kg(Ad(g)di, Ad(g)v;) = kg(di, ;) = 0ij

Como la definicion del elemento C' no depende de la base elegida concluimos que:
C =Y (Ad(9)s:) = (Ad(g)y;) = Ad(g) - Y 6%, = Ad(g) - C
O

Ejemplo 2.2.39. En virtud de que ya hemos calculado y estudiado el algebra de Lie para
ciertos grupos clasicos, veamos, a modo de ejemplo, como calcular el elemento de Casimir
de SL,. Recordemos que:

sl,={Ae K™":Tr(A) =0}

con el corchete dado por el conmutador de las matrices. Lo cual resulta equivalente al espacio
{0A € K[SL,]* : Tr(A) = 0} con el corchete determinado por el conmutador dado por el
producto de convolucién. Podemos tomar una base de sl,, dada por:

Bai, = {0Eij}iz; U{0Eii — 0Eit1i1}ia
Primero debemos determinar cuél es la forma de killing asociada: consideremos la si-
guiente bilineal no degenerada definida sobre sl,,:

¢ : s, x sl, — sl,
(A,B) — Tr(AB)
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La traza es invariante por conjugacién, y la acciéon adjunta de SL,, sobre sl,, queda determi-
nada por la conjugacién de matrices, es decir que si C € SLL,, y A € sl,,, entonces:

Ad(C)-A=CAC™!

Esto nos dice que la forma bilineal que definimos es invariante por la accién de G. Como
ademas dicha forma nos define un isomorfismo lineal entre sl,, y sl;, utilizando el lema
de Schur, es sencillo verificar que resulta un miltiplo de la forma de la forma de killing.
Calculando ambas formas en un par especifico de matrices en sl,, (es decir, en matrices de

traza cero, como por ejemplo en Eq 5y Ea 1) obtenemos que dicho miltiplo resulta:

ks, (A, B) = 2nTr(AB)

In

Como ya conocemos una base de sl,,, que describimos anteriormente como By, , es sencillo
verificar que la base dual asociada a través de la forma ¢ resulta:

Bsi, = {0F;j}izi U{0E;; — OEit1,i11}i

n—1 )
e, = {0Eji}izg U {T((?Em + +0E; ;) — ﬁ(aEi-&-l,i-&-l + o+ 0B n) by
Conociendo la forma de Killing y las bases duales respectivas, ya podemos explicitar al
elemento de Casimir: )
C = % Z 8Ez-,j * anﬂ'—l-
i#]

- n

Z(aEi,i — 0Fiq1,i+1) * (

=1

1
2n

-1
_|_

i
(OE11+ -+ 0E;;) — E(8E1'+1,i+1 +--+0Epn,)))
Reagrupando estos términos se obtiene:

1
5(8E1,1 + ..+ 8En7n)2)

1
C = 271(27&: 8Ei,j * an,i + 8Ei1 + .+ aEv%,n _
17]

Por otra parte, recordemos que si V' es una representacion racional de un grupo algebraico
G, tenemos definida una accion de K[G]* en V, donde si ¢ € K[G]* v x(v) = > vg ® v1
representa la K[G]-coaccion asociada, entonces:

¢-v=> d(v1)vo

Esto nos permitira ver al elemento de Casimir actuando linealmente en cualquier repre-
sentacién racional de G:

Definicién 2.2.40. Sea V una representacional racional de un grupo algebraico afin semi-
simple y sea C' € K[G]* el elemento de Casimir asociado. Definimos el operador de Casimir
asociado a V notado por Cy : V — V, como el endomorfismo lineal que define la accion
de C sobre V, es decir:

Cy(v)=C-v=> C(vi)ug
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Corolario 2.2.41. El operador de Casimir asociado a una representacion racional V' es un
morfismo de G-representaciones, es decir que ademés de ser K-lineal, resulta G-equivariante.

Demostracion. Recordemos que la accion de K [G]* sobre V' define una estructura de modulo
sobre esa algebra con el producto dado por la convolucién. Como ademas el elemento de
Casimir es invariante por la accion de G sobre K[G]*, obtenemos que:

Cv(gv)=C-(gv)=C-(eg-v)=(Cxeg)-v=_(>e+C) - v=

=€ (C-v) =¢ - (Cy(v)) = g.(Cy(v))
O
Veamos ahora cémo se comporta dicho operador con respecto a los invariantes, a través
de los siguientes resultados:
Proposicion 2.2.42. Sea V una G-representacion racional sobre un grupo algebraico afin

semisimple y sea Cy : V — V el operador de Casimir asociado entonces: V& C Ker (Cy).

Demostracion. Veamos que, en general, los elementos g anulan a todos los invariantes de
G. Recordemos, que un elemento v € V& si y solo la coacciéon x de la representacion queda
definida por: y(v) = v ® 1. Por lo tanto, si v € V©:

d-v=61v=0 Voeg

pues las derivaciones se anulan sobre funciones constantes. Concluyendo, en virtud de que
C =) 0; *;, para ciertos 0;,7; € g se sigue que:

Cv-v:(Z(Si*%-)v:zwi*%)-v:Z(Sz"(’Yi-v):0

2.2.5. Sobre la construccién explicita de operadores de Reynolds

Veamos algunos ejemplos y resultados importantes que nos permitiran reducir la cons-
truccion de operadores de Reynolds al caso en que G es un grupo semisimple.

Observacion 2.2.43. Sea GG un grupo algebraico linealmente reductivo. Consideremos la
accion regular a derecha de G sobre K[G| via:

of(x) = flzo)

Como la accion de G sobre si mismo via multiplicacion es transitiva, es claro que: K[G]¢ =
K. Llamemos Rg : K[G] — K € K[G]* al operador de Reynolds asociado a dicha acciéon
regular sobre K[G], al que denominaremos operador de Reynolds principal.

Proposicion 2.2.44. Sea V una representacion racional finita sobre un grupo linealmente
reductivo G, y sea Ry : V. — V& su operador de Reynolds asociado, entonces:

Ry(v) = Rg -v
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Demostracion. Si v € V&, entonces:
Rc-v=Rg(l)v=.

Por lo tanto, tal como queriamos, R acttia trivialemente sobre os invariantes V. Veamos
que ademas es G equivariante, es decir, un morfismo de G representaciones:

Rg - (ov) =Rg - (€5 -v) = (Rg *€5) - v

A partir de la definicion de K¢g es claro que Kg * ¢, = K, con lo cual conlcuimos el
resultado deseado. O

Veamos ahora un resultado importante que nos permitira relacionar el operador de Rey-
nolds de un grupo algebraico con el correspondiente operador de un subgrupo algebraico
normal.

Proposicion 2.2.45. Sea G un grupo algebraico afin y sea N un subgrupo algebraico
normal. Consideremos una representaciéon racional V' y sean Rg y Ry los operadores de
Reynolds respectivos. Bajo estas hipotesis, VIV resulta una representacion racional de G /N,
con Rg/n : VN — V& como operador de Reynolds asociado, y ademas:

Re = Rg/n o Ry
Demostracion. Es inmediato a partir de la definiciéon de operadores de Reynolds. O

La siguiente proposicién nos permitiré reducir el estudio de la construccion de este tipo
de operadores a ciertos casos particulares de grupos algebraicos afines:

Proposicién 2.2.46. Sea G un grupo algebraico linealmente reductivo, y sea G, la com-
ponente irreducible de la identidad, entonces:

1. G/Gi,, es un grupo algebraico finito.
2. Gi,/[G14,G1] es un toro algebraico.

3. [G14,G1,] es un grupo algebraico semisimple.

Demostracion. Ya hemos demostrado, en general, que el cociente G/G'¢ es un grupo alge-
braico finito (Recordar: 1.1.14).

El grupo G1,,/[G14,G1.] resulta un grupo abeliano, conexo y sin elementos unipotentes
(de hecho también es linealmente reductivo). En virtud de ciertos teoremas de estructura
para grupos algebraicos abelianos, es posible deducir inmediatamente que Gi,/[G1.,G1]
resulta un toro algebraico. Pués, por ser un grupo abeliano puede descomponerse como
el producto directo de su parte semisimple y de su parte unipontente, y ademas por ser
linealmente reductivo deducimos que su parte unipotente es trivial, y resulta un grupo
diagonalizable. Luego a partir del coralario [SPR, 3.2.7, pag. 45|, deducimos que este grupo
resulta un toro. Para una demostracion mas detallada de este resultado y del ultimo inciso
consultar: [HUM, Chapter V] y [CIT, Sec. 4.5.2]. O

Veamos como podemos construir operadores de Reynolds para estos grupos particulares:
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Grupos algebraicos finitos: Sea G un grupo algebraico finito y sea V una representacion
racional, entonces al definir:
(v) gu,
|G| >

geG
nos queda definido también un operador de Reynolds sobre V', pues es claro que

|G| ng ) € Ve,
geG
y ademas para cada c € Gyv e V:

Ry (ov) ]G| Zg |G| ng:RV(v)

geG

y para cada v € VC:
1
(v) |G\ Zg ,'Zv:”
geG

Por lo tanto, esto nos demuestra que todo grupo finito es, en particular, un grupo al-
gebraicamente reductivo, y conocemos explicitamente su operador de Reynolds para cada
representacion racional.

Toros algebraicos: Primero analicemos el caso de un toro unidimensional, T} = G,
Debido a que K[T1] ~ K[t,t!], es suficiente encontrar un morfismo invariante por la accién
de Ty en el espacio K[t,t~!]*. Definimos el operador de Reynolds principal como:

Rr, : K[t,t7'] — K

m
Z aitZ — ap
i=—n

Veamos que efectivamente resulta G,, equivariante, sea o € Ty y sea f = > "

i=—n aiti S
K[t t71, luego:

Rr (o f)= RTl(U('Z ait')) = RTl(‘Z ai(ot)') =
=ao=Rry () ait’) = Rry(f)

Ahora en forma anédloga extendamos la construccion anterior al caso de un toro r-dimensional,

T, = G}, definimos:
R,

T

(K[T) ~ Klt, ..., tr,tfl,. ,t,, 'l - K

E a1 g0

Este operador en K|[T,]* resulta el operador de Reynolds principal, y su demostracion es
similar a la del caso unidimensional. Esto nos demuestra que todos los gurpos algebraicos
afines isomorfos a un toro de cualquier dimensién resultaran linealmente reductivos.



74

Teoria Clasica de Invariantes

Grupos semisimples: Por iltimo, veamos cémo realizar la construccion en general del
operador de Reynolds de esta importante familia de grupos algebraicos. Para este caso utili-
zaremos como elemento clave de la construccion el hecho de que en todas las representaciones
asociadas a estos grupos tenemos definido un endomorfismo especial al que anteriormente
llamamos operador de Casimir.

Veamos algunos resultados previos que nos describiran la accién del operador de Casimir
sobre representaciones irreducibles:

Lema 2.2.47. Sea V un representacion racional irreducible sobre un grupo algebraicos
semisimple G, y sea Cy € Endi(V) su operador de Casimir asociado. Entonces existe
Av € K tal que: Cy(v) = Ay

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema de Schur, ver: 2.1.13. O

Veamos un resultado que caracteriza el caso de representaciones irreducibles y triviales,
la demostraciéon requiere herramientas especificas de teoria de representaciones de grupos
algebraicos, que no hemos introducido en este trabajo y por lo tanto, nos limitaremos a dejar
referenciadas a la bibliografia sugerida en [CIT, Sec. 4.5]:

Proposicion 2.2.48. Bajo las mismas hipotesis del lema anterior, el operador de Casimir
y su respectivo escalar Ay satisfacen:

Ay =0 <= Vi=V
es decir que Cy resulta el operador nulo si y s6lo si la representacion V' es trivial.

Observacion 2.2.49. Obsevemos que el hecho de que la representacion sea trivial siempre
implica que el operador de Casimir es nulo, pues, como ya hemos visto: V¢ C Ker (Cy).
Ademas, para esto no estamos usando la hipotesis de que V' sea una representacion irredu-
cible.

Los resultados anteriores son las herramientas clave que nos permitirdn entender cuél es
la estructura de estos operadores sobre grupos semisimples. Todo grupo semisimple G resulta
en particular linealmente reductivo, pues toda representacion racional resulta simisimple, en
el sentido que puede descomponerse como una suma directa de representaciones irreducibles.

Observacion 2.2.50. Consideremos una reprensentacion racional V' de un grupo semisimple
y supongamos que V = @ ; Vi, donde cada V; es una subrepresentacion irreducible. Como
el operador de Casimir estd definido como la accion por un elemento fijo en K[G]*, es claro
que:

Cvlv, = Cy,.

Llamemos A; al escalar asociado a cada operador Cy,. Como cada representacion V; es
irreducible sabemos que la accion de G sobre V; es trivial o que la represetacion no admite
invariantes, es decir que: VZ-G = 0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que:

= V% =V, para todo i = 1...r
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» V¢ =0 paratodoi=r+1.n
Como V& = D, ViG7 obtenemos que VE = Vi @ ... ® V, y ademas:

= )\, =0 paratodoi=1..r

= \; #O0paratodoi=7r+1..n

Sea v = (v1,..,v,) € V entonces:
G — — —
veEVY <= Y1 =--=0v,=0 <=

< Ry(v) =(0,...;0, \p1.0p415 oo, Ap.p) = 0 <= v € Ker (Cy)

Con lo cual no sélo explicitamos que estrucutura tiene el operador de Casimir sobre cada
representacion, sino que ademas, probamos el siguiente resultado importante sobre invarian-
tes:

VY = Ker (Cy)

Corolario 2.2.51. Recordemos que estamos trabajando con un cuerpo K de caracteristica
cero. Dado m € N, la composicion del endomorfismo de Casimir dada por Cf} satisface que:

Cy'(v) = (0, .o, 0, AT 1 g 15 oy A UR)

donde los escalares A}, 1, .., A" resultan no nulos, y por lo tanto, de la misma forma en que
demostramos la observaciéon anterior deducimos que:

VY = Ker (CP) VYmeN
Veamos a continuaciéon como podemos construir el operador de Reynolds para cualquier
representacion racional finita de un grupo semisimple.

Teorema 2.2.52. Sea G un grupo semisimple y sea V' una representacion racional finita.
Consideremos el endomorfismo Cy determinado por el operador de Casimir y sea Py =
Xxc, € K[t] su polinomio caracteristico. Supongamos que:

Py(t) = at™.Qv(t)
donde a € K* y Qv € K|[t] es tal que Qv (0) = 1. Entonces se sigue que:
Ry =Qv(Cv)

resulta un operador de Reynolds asociado a la representacion.

Demostracion. Si VG = 0 el resultado es inmediato, pues en ese caso, m = 0 y en virtud del
teorema de Hamilton Cayley Qv (Cy) = (1/a)Py(Cy) = 0, que coincide con el operador de
Reynolds asociado en este caso.
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Supongamos que V¢ = Ker (Cy) # 0, entonces esto nos prueba inmediatamente que 0
es autovalor y que m > 0. Utilizando nuevamente el Teorema de Hamilton Cayley sabemos
que Py (Cy) =0, y por lo tanto:

Cy'Qv(Cv) =0

Asi resulta que la imagen de Qv (Cy) esta contenida en Ker (C7?) = VC. Entonces,
Qv(C\/) 'V — VG

define un morfismo de G representaciones en virtud de que Cy lo es. Nos falta probar que
sobre los elementos invariantes resulta la identidad. Observemos que:

Qu(Cv)v —v = (Qv(Cy) — Idy)v = (Qv — 1)(Cy)v

Como el polinomio Qy — 1 no tiene término independiente, la tranformacion (Qv —1)(Cy)
es una combinacién lineal de potencias positivas de Cy, lo que nos demuestra, junto a que
VY = Ker (CF), que si v € VY entonces:

(Qv —1)(Cv)v =0
O

Observacion 2.2.53. El elemento clave de la demostracién anterior es haber probado que:
V& = Ker (C"j) para todo k € N. Es decir, dicho en forma resumida que:

VE = U Ker (C).

A partir de estos resultados, construimos explicitamente el operador de Reynolds sin asumir
su existencia.

En conclusién, en cualquier grupo algebraico en el que podamos construir un endomor-
fismo “Cy” de G-representaciones que cumpla esa propiedad especial, podremos construir
un operador de Reynolds asociado, y particularmente probar que dicho grupo resulta li-
nealmente reductivo. La estrategia descripta es la que se utiliza muchas veces en distintos
textos para deducir que un grupo en particular es linealmente reductivo, y es especialmente
utilizada para el caso en que G = SL,,. Por ejemplo ver: [MUK, Sec. 4.3|.

Veamos ahora una construcciéon parecida a la que ya hemos realizado del operador de
Reynold. Pero que utiliza los polinomios minimales de los vectores de la representacién en
lugar de utilizar el polonomio caracteristico del operador de Casimir, y que por lo tanto,
podréa aplicarse al caso de representaciones racionales no necesariamente finitas.

Proposicion 2.2.54. Sea V una representacién racional de un grupo semisimple G, no
necesariamente finita. Consideremos para cada v € V, a:

Dy = My,Cy
el polinomio minimal asociado al operador de Casimir Cy y al vector v. Entonces:
Ry (v) = qu(Cv)(v)

donde p, = at™.qy, ¥ qv(0) = 1.
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Demostracion. Al igual que en la demostraciéon del teorema anterior, a partir de que

Cy (qu(Cv)(v)) = pu(Cy)(v) = 0

obtenemos que ¢,(Cy)v € V. Y utilizando la condicion ¢,(0) = 1, nuevamente se sigue
que:

(Cy)v —v =0.

Con lo cual la funcién que estamos definiendo para cada v €y actia como la identidad
sobre V&. En este caso no es tan inmediato que la funcion que estamos definiendo como:

veVi— q(Cy)(v)

resulte un morfismo de G representaciones entre V y V. Para justificar esto, observemos
que, como Cy es un endomorfismo de G representaciones entonces:

Pg.v = D,

de donde se sigue que: v — ¢, (Cy ), satisface las condiciones de operadores de Reynolds. [

Ambos métodos pueden ser utilizados para el célculo de operadores de Reynolds, y
especialmente el segundo forma parte de los métodos computacionales clasicos para el calculo
de operadores de Reynolds, y puede ser utilizado junto con el proximo resultado como parte
de un algoritmo mas general para el calculo de invariantes.

La siguiente proposicién nos muestra una pequena conexioén entre operadores de Reynolds
y el calculo de generadores para el anillo de invariantes.

Observacion 2.2.55. Sea G un grupo linealmete reductivo actuando en una representacion
racional finita V. Como ya hemos visto, K[V] ~ K|x1,..,x,], donde n = dimy(V) y, si
consideremos el ideal de K[V] generado por los invariantes de grado positivo, entonces
existen finitos fi, ..., f, invariantes de grado positivo tales que:

I'=(f1, [r) kv
Teorema 2.2.56. Utilizando las mismas notaciones que en la observacién anterior, si I =

(915, 9r) K[V]» donde cada g; € K[V] es un polinomio homegenéos pero no necesariamente
invariante, entonces I = (Rgv](91), -, Ri[v] (gr)>K[V] y por lo tanto:

K[V]® = K[Rkp1(91), - Ricrvy(gr)]

Para ver una demostracion de este teorema, y ampliar esta idea con resultados tendientes
a la generacion del correspondiente ideal I consultar: [CIT, Sec. 4.1].
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Breve digresion sobre las féormulas desarrolladas: Volvamos por un momento al
desarrollo dado con base en el teorema 2.2.52. Hemos visto que el operador de Reynolds de
una representacion racional finita puede calcularse a partir del operador de Casimir y de su
polinomio caracteristico o minimal sobre cada vector. Ademés, logramos probar una féormula
explicita para los invariantes de la representacion:

(2.2.1) VY = Ker (C,)

En resumen, para grupos semisimples la dificultad del calculo del operador de Casimir
depende tan so6lo del grado de conocimiento que tengamos del algebra de Lie asociada al
grupo algebraico y del calculo explicito de su forma de Killing.

Uno podria pensar que entonces hemos resuelto el problema del célculo de invariantes a
partir de la férmula 2.2.1. Por ejemplo, tomando G = S Lo, el elemento de Casimir es sencillo
de calcular, y entonces el problema se reduce al célculo del niicleo de un morfismo lineal.
En primera medida, esto pareceria ayudarnos en el ejemplo mas clasico de esta disciplina y
motivador de la teoria que es el caso de las representaciones dadas por las formas binarias o
ternarias homogéneas de un grado fijo. Este problema no esta cerrado para cualquier grado
y es realmente dificil, incluso computacionalmente. Trabajando con este ejemplo es posible
darse cuenta de las limitaciones y atenuantes que tiene dicha férmula propuesta para los
invariantes.

En primer lugar, dada un representaciéon racional finita V' o una G-variedad X, el anillo
de invariantes sobre el cual concentramos nuestra atencion es K[V]9 o K[X]9 y no V&
o X© respectivamente. Por lo tanto, las representaciones racionales sobres las cuales cen-
tramos nuestra atencion son de la forma K[X], y no suelen ser finito-dimensionales. Para
el caso en que V es una representacion racional finita de dimensiéon n, como ya vimos,
K[V] ~ Klz1,..,x,], y por lo tanto admite una graduacion (G-equivariante) dada por el
grado homegéneo de los polinomios:

K[V] = é K[V]a
d=0

Considerando esta descomposicién, es posible estudiar los invariantes por un grado fijo, es
decir, tomar las subrepresentaciones dadas por K[V]4, que si resultan de dimension finita,

y asi deducir:
oo oo

K[V = @K[V]g = @ Ker (Ckv),)
d=0 d=0

La otra limitacién de este tipo de métodos tiene que ver con un problema de complejidad
de las cuentas que debemos hacer. Dada una representacion racional V' obviamente tenemos
dada en forma explicita la accién del grupo G sobre V. A partir de esta dltima, debemos
deducir cual es la accion inducida sobre K[V], o de forma mas 6ptima directamente sobre
K|z, .,zy,] (via el isomorfismo). Como sabemos, esto determina sobre K[V] una estructura
de representacion racional, y luego debemos calcular cual es la coaccion de K[G], que hace
de K[V] un K[G]-comédulo, y hallar formulas que determinen las funciones hy; € K[G]
tales que:

g-F=> hril9)f;
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En este punto es donde entra en juego el operador de Casimir. Si suponemos que ya tenemos
calculado el elemento de Casimir (que suele ser una suma de convoluciones de elementos
de ciertas bases del algebra g), tenemos que calcular como actta dicho elemento sobre cada
hy; para luego entender cémo actia Cgry, sobre cada elemento f € K [V]4- Recién en
este punto es dénde debemos calcular el niicleo de una transfomacién lineal. Todos estos
sucesivos pasos, desde la accién de GG sobre V hasta la accion del elemento de Casimir C
sobre K[V]., hacen que las cuentas se complejicen bastante.

A pesar de estas aparentes desventajas, esto nos determina y caracteriza los invariantes
de forma explicita, es decir, son exactamente el nicleo de un determinado endomorfismo
lineal. Utilizando més tecnicas clasicas de teoria de invariantes podemos obtener informaciéon
sobre dim(K[V]y) y, de esta forma, saber sobre “cuéles d” utilizar el método anterior y
“cudntos invariantes” hallar en cada uno de ellos. Esto nos introduce a una herramienta
clasica en teoria de invariantes conocida como series de Hilbert, que es una pieza clave en la
comprensién de cualquier anillo de invariantes.

2.3. Series de Hilbert y la féormula de Cayler Silvester

2.3.1. Introduccion

Definicién 2.3.1. Sea V una representacion racional finita de dimensiéon n, de un grupo
algebraico G. LLamemos S = K[V]| ~ K[z1, .., z,], como ya hemos visto, si notamos por Sy
al subespacio de polinomios homegéneos de grado d, entonces:

S¢ = é S¢
d=0

Llamamos serie de Hilbert del anillo graduado S¢ a la serie formal de potencias dada por:
o0
P(t) =" dimg(SP)t* € Z[[t]]
d=0

Ejemplo 2.3.2. Consideremos al grupo simétrico de permutaciones S, actuando racional-
mente en V = K" via:

0 (T1, - Tn) = (To(1)s s Ta(n))

Si considaramos el polinomio ¢(t) = (¢t — z1)...(t — ) € K|x1,..,x,][t], entonces es sabido
que:

g(t) =t" — fit" L+ (=1)"fn

donde los polonomios f; € K|[zy,...,2,] son conocidos como los n polonomios simétricos
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elementales y estdn dados por las formulas:
n
h= Z ;
i=1
fo= mix;

i<j

fn =T1...Tp,

Es claro que f; € K[zy,..,x,]¢ para todo i € {1,..n}, pero ademas, recordemos que
generan todo el anillo de invariantes, para esto recordar: 2.1.3.

El conjunto {fi,.., fn}, ademéas de generar el anillo de invariantes, es algebraicamente
independiente, por lo tanto, la serie determinada por la expansion:

1 n [ee] s
TEape e aiad | ODE

i=1 n;=0

tiene en sus términos una base de todos los polinomios simetricos, es decir, de K|[zy, .., ZL‘n]S”.
Como ademés cada f; es un polinomio homogéneo de grado i, sustituyendo cada f; por t*

obtenemos que:
1

(1—t1)"'<1—t”)

es la serie de Hilbert asociada a dicha representacion.

En el ejemplo anterior teniamos generadores homogéneos f; de grados repectivos i, y
la serie de Hilbert coincidié con el desarrollo de potencias de la funcién racional dada por:
Wl(l*t”) Podemos generalizar este resultado a partir de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.3. Utilizando la misma notacién que en la definicion 2.3.1, si existen
generadores homogénos f1, ... f, con grados respectivos d, .., d, entonces la serie de Hilbert
de K[V]% se obtiene a partir de la expansion de la siguiente funcion racional:

F(t)
(1 —tdr)... (1 —tdn)

para cierto polinomio F' € Z[t] que dependera de la representacion dada.

Demostracion. Veamos el resultado por induccién en la cantidad de generadores homegé-
neos. Para n = 1 el resultado es claro pues, al igual que en el ejemplo, un sélo generador
f1 determina un conjunto algebraicamente independiente, y por lo tanto, la serie de Hilbert

queda dada por el desarrollo de: ﬁ.

Si n > 1, consideremos el morfismo lineal inyectivo dado por:
Y K[V]Y — K[V]¢
h+— foh
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Llamemos R = f, K[V]¢ a la imagen de dicho morfismo. Como

K[V] = k[fh ~~7fn]7

separando los elementos en donde aparecen potencias de f,, deducimos que existe un iso-
morfismo entre espacios vectoriales graduados:

(K[V]Y/R)® R~ K[V]®

En este altimo paso, deberfamos probar que la graduacién inducida sobre el cociente hace
del isomorfismo lineal un isomorfismo de espacios graduados, donde a priori R resulta un
subespacio graduado y, por lo tanto, podemos deducir que:

(2.3.1) PK[V]G(t) = PK[V]G/R(t) + Pgr(t)

Dicho de otro modo, estarfamos usando una definicion mas general de series de Hilbert, para
espacios vectoriales graduados. Esta puede ser dada de manera totalemente anéloga a la que
explicitamos al principio de esta seccion.

Ademas, es claro en virtud de la definicién de 1 que:
dim(K[V]g) = dim(K[V]° N K[V]g) = dim(RN K[V]4ya,
y luego Pg(t) = tdrPK[V]G. Reemplazando esto en la férmula 2.3.1, obtenemos:

Pyie/r(t)

Prpyje(t) = —— v

Para concluir, observemos que el sub-anillo dado por K [V]¥/R queda generado por los
invariantes homogéneos f1, .., fr—1, que tienen las mismas graduaciones respectivas que los
fi, v asi podemos utilizar la hipétesis inductiva para deducir el resultado deseado.

O

2.3.2. Foérmula de Molien

Esta formula nos determina de forma explicita la serie de Hilbert para anillos de inva-
riantes de grupos finitos:

Dada un representacion racional finita V' de un grupos finito G, denotemos por p : G —
Endi(V) al morfismo de variedades que determina la accién. Podemos definir el mapa de
caracteres x : G — K, asociado a la representacion, mediante:

Proposicion 2.3.4. Dada una representacion racional finita de G se sigue que:

G’
dim(V \G]ZX

geG
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Esta férmula es conocida como la formula de la dimensién para grupos algebraicos finitos.

Demostracion. Consideremos el operador de Reynolds Ry : V — V¢ asociado a la repre-
sentacion. Como dicho operador es un morfismo lineal con imagen en V& y que sobre dicho
subespacio actiia como la identidad, entonces resulta un proyector lineal, y luego:

] PR

geG

dim(VE) = tr(Ry) =

O

La siguiente férmula, conocida como “Férmula de Molien”, nos determina de forma ex-
plicita la serie de Hilbert para anillos de invariantes de grupos finitos:

Teorema 2.3.5. Supondremos para este teorema que el cuerpo K es de algebraicamente
cerrado. Sea G C GL,, un subgrupo finito y sea S& un anillo de invariantes asociado a una
representacion racional finita V. Entonces la serie de Hilbert asociada esta determinada por:

1
P(t) = 1G] E:G det(Id — tA)

Demostracion. Tomemos A € G, como el grupo es finito, entonces A es una matriz con
orden finito y por lo tanto resulta diagonalizable, pues todo polinomio de la forma z" —1 en
un cuerpo de caracteristica cero tiene raices simples, y como el cuerpo K es algebraicamen-
te cerrado entonces el polinomio minimal de A se puede factorizar linealmente con raices
simples.

Sea {v1, .., vn } una base de V' formada por autovectores de A con autovalores respectivos
dados por Ay, .., \,. Luego:

det(Id —tA) = (1 — Ait) - (1 — Apt)

Observemos que K[V] ~ K|z, ..., z,], y via ese isomorfismo, la accion de A sobre K|z1, .., )
queda determinada por:
A- xXr; = )\ixi

De esta expresion deducimos que la accién sobre cada monomio queda determinada por:
Copdl dn 1 N\
Azt =M ey,

Si consideramos el desarrollo en series de potencias de i 1(1_I b los términos de di-
n

T—z1)-
cha sumatoria recorren todos los monomios de K{z1,...,x,] y si actuamos por A en dicha

expresion racional obtenemos:

(1= Xz1) - (L= Apzy) (1)

Esto nos dice que la traza de la matriz A actuando en Kz, .., x,)q resulta exactamente la
suma de los monomios en los A\; que acampanan a monomios homogéneos de grado en la
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expansion en serie de (I). Si llamamos x4 al mapa de caracteres asociado a a la subrepre-
sentacion K[x1, .., 2,]q obtenemos:

1 1
ZXd (L= Mt) - (1 —Mpt)  det(Id — tA)

Tomando promedio en la férmula anterior sobre todos los elementos del grupo G y utilizando
la formula de la dimensién para grupos finitos, deducimos:

Zdlmk acl,.., ]d) Z Z Xd =
d=0

1
yG| 2 ZXd yG| det(Id — tA)

AeG d=0 Aeq
O

Observacion 2.3.6. Observemos que para cada matriz A € GIL,, el polinomio determinado

por det(Id — tA) tiene término independiente igual a 1, y por lo tanto, resulta inversible en
K[t]]

Ejemplo 2.3.7. I) Consideremos el grupo finito de orden 2 dado por {Id, —Id}, actuan-
do de forma natural sobre el anillo de polinomios K[x1,..,x,]. En este caso, es claro
cuél es el anillo de invariantes, pues coincide con el anillo generado por todos los mo-
nomios homogéneos de grado par. Utilizando la férmula de Molien deducimos que la
serie de Hilbert asociada es:

1 1 1
Pt) =3 <(1t)” + (1+t)">

IT) Consideremos para este ejemplo que K = C. Sea $) el grupo finito de orden 8 conocido
como el grupo de cuaterniones. Visto en forma matricial podemos pensarlo como el
subgrupo de SL2(C) generado por las matrices:

RNEE)

Dicho grupo es isomorfo al grupo dado por {#1,+i,+j, £k}, donde cada elemento
distinto de +1 tiene orden 4 y satisface las reglas usuales de multiplicacién del grupo
de cuaterniones. Consideremos la accién de este grupo de manera natural sobre el anillo
de polinomios dado por C[z,y].

Usando la formula de Molien obtenemos que la serie de Hilbert resulta:

P(t)—} 1 1 + I S
~ 8 \ det(Id —tId) det(Id+tId) AeCTAI , det(Id —tA) N

1 1+1+6_1+t6_ 1— 12
C8\(1—-12 (1412 14+¢2)  (1—-tH2 (1 —t4H2(1 —¢5)
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Observando el denominador de la expresiéon anterior y recordando la proposiciéon 2.3.3,
es claro que debemos buscar dos invariantes de grado 4 y otro de grado 6. Ademas,
bastaréd chequear que son invariantes para las matrices generadoras. Es sencillo probar
que:

fi=at+yt fo=a%y
resultan invariantes algebraicamente independientes. Por lo tanto, C[f1, f2] € Clz,4]¢
define un subanillo del anillo de invarientes, que tiene como serie de Hilbert a:

1

Utilizando la misma idea y observando nuevamente el denominador de la serie de
Hilbert, buscamos un invariante de grado 6, y es también sencillo verificar que:

fs = zy(z* —y*)

resulta dicho invariante. Sin embargo, este ltimo no es algebraicamente independiente
con f1y fa2, de hecho satisface la relacion:

fi=fif—4f3

A partir de la identidad anterior podemos deducir que C[f1, fo] ® f3C|[f1, f2] resulta
un subanillo de C[:n,y]G, ademas, haciendo un argumento parecico al que hicimos
en la demostracion de la proposiciéon 2.3.3, podemos calcular las series de Hilbert
por separado de los espacios vectoriales graduados dados por C[f1, fa] ¥ f3Clf1, fo] ¥
deducir que:

Peify 1o fsCify f20(8) = Fory, 1) + Prsepp, g1 () =

1 I _p 0
T2 T (I —hH2 (1t (1—t6) Clwl©

Asi logramos deducir que C[f1, fo] ® f3C[f1, f2] = Clz,y]%. Y por lo tanto, visto como
un cociente de un anillo de polinomios, podemos expresarlo como:

Clz,y]? = Clz,y, 2]/(2* — 2%y + °)

Estos ejemplos nos muestran de manera clara como la serie de Hilbert nos da mucha
informacioén sobre la forma del anillo de invariantes. Especialmente en el segundo, fue de gran
utilidad para saber sobre qué grado debiamos buscar los generadores invariantes homogéneos.
La idea en un contexto méas general seria: obtener los grados posibles de los generadores a
partir de la serie de Hilbert, pero sustituir la busqueda manual de invariantes, por su calculo
a traves de métodos como el determinado por el operador de Casimir.

A continuacién veremos algunas generalizaciones de los resultados sobre series de Hilbert
probados anteriormente para grupos finitos, pero para el caso del grupo SLs.
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2.3.3. Férmula de la dimensién para SL(2,K)

Recordemos primero algunos resultados que ya hemos probado sobre este grupo alge-
braico y su algebra de Lie asociada sly. Dada una matriz A € K22 con traza nula, define
un elemento de sly C K[SLs]*, del siguiente modo:

A(p) = D(P(Id+ tA))] i~
Y desde este punto de vista:
slg = {0A € K[SLy|" : tr(A) =0} ={A € K2%2 . tr(A) =0}

Donde, en el segundo conjunto, la estructura de &lgebra de Lie esta dada por el conmutador
de las matrices. Si consideramos:

) Y ()

conforma una base del algebra de Lie. La forma bilineal no degenerada dada por ¢(A, B) =
tr(AB) resulta un multiplo de la forma de Killing, y tiene como matriz en la base anterior

9] =

S = O

1
0
0

N OO

La accion adjunta de SLs sobre sly queda determinada de forma natural por la conju-
gacion de matrices y, si consideramos al subgrupo maximal térico de SLo dado por:

T:{<é t01> (te K'Y},

entonces la accién adjunta inducida sobre este grupo queda dada por:

t 0\ o t 0\ o, t 0\ ,
aat D) ever aa(l 8)os=vnr aat 0) e

Nuestra intencién es conseguir una férmula para la dimensién de los invariantes de una
representacion racional finita V' de SLs, al igual que lo hicimos para grupos finitos y luego,
a partir de esta formula obtener una formula anéaloga a la de Molien para este caso.

En este contexto, dada una representacion racional V| a partir de la accién inducida por
el grupo torico T' C SLs, existe una descomposicion graduada:

V=D Vim
meZ

donde cada componente esta determinada por:

t 0 .
V(m):{UGV:<O t1>'U:t v}

Para consultar una demostracion ver: [MUK, Pag. 83].
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Proposicién 2.3.8. Bajo la notacién de las observaciones anteriores, consideremos la acciéon
inducida de sly sobre V' y denotémosla por p : sly — End(V'), entonces:

p(e) : Vv(m) — VY(m—l—Q) y p(f) : Vv(m) — ‘/(m—Q)

Demostracion. Sea v € V(,,), denotando por:

[t = (é t01>

[t] - (e v) = € * e xelep) - v) = ey + e * ey (t™0)
= Ad([t]) - e(t™v) = (t2.e) - (™) = t™ + 2(e - v)

La prueba del resultado para el elemento f es totalmente analoga.

deducimos que:

O

Observacion 2.3.9. Si consideramos la base B = {e, f, h} y la forma bilineal dada por ¢
que definimos anteriormente, entonces la base dual queda dada por: B* = {f,e, %w}, y el
elemento de Casimir determinado por estos elementos resulta:

C’z@e*@f—k@f*ae—k%@h*aw

Ademas, se puede verificar que en el dlgebra envolvente K[SLso|* es valida la siguiente
relacion:

dexdf —Of x e = Oh

y esto nos determina que el elemento de Casimir queda dado por:
1
Cz26f*86+8h+§8h*6h
Utilizando un abuso natural de notaciéon denotaremos a C' como:

1
C:e*f+f*e+§h>kh

El siguiente resultado caracteriza a los invariantes V52, y nos permitira obtener una
formula de dimension.

Lema 2.3.10. V512 = Ker (p(e) : Vio) — V(2))
Demostracion. Dado que
t 0
Vip={veV: <0 t1> ‘v =wv}

es claro que V512 C V(0), pero ademds, como ya hemos visto, todos los elementos de VSLhe
son anulados por los elementos de sls y por lo tanto:

V52 ¢ Ker (e).
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Veamos ahora la contencion inversa. Sea v € Ker (e), en virtud de la formula que hemos
dado para el elemento de Casimir, bastard probar que: h - v = 0. Pero esto tltimo se sigue
de que v € Vg, y que la accién adjunta de 1" sobre h es nula. O

Ahora probemos la férmula de dimension para SLo:

Proposicion 2.3.11. Si V es una representacién finita de S Lo entonces:

dim(Vo12) = dim (V) — dim(V{s))

Demostracion. En virtud del lema precedente bastard demostrar que el morfismo
¢: Vi — Vo)

es sobreyectivo. Para esto observemos que el morfismo

¢ Vg — Vg

es inyectivo. Si v € Ker (€?), entonces e - v € Ker (e) C Vg, con lo cual
e-vE VSLQ,

y luego f*e-v = 0. Nuevamente en virtud de que v € V|_y) y la acciéon adjunta de 7" sobre
h es nula obtenemos que:

1
C-v:(2f*6+h+§h*h)-v:()

Por lo tanto, v € Ker (Cy) = VL2, pero como también pertenece a V(—2), resulta obvia-
mente nulo. De manera totalmente analoga podemos probar que f2 : Vi2) — V(_2) también
resulta inyectivo, y luego

dimV(g) = dimV(,Q),

de donde resulta que e y f? son isomorfismos, y de esto podemos deducir que e es sobre-
yectivo. O

Observacion 2.3.12. Podemos considerar la siguiente funcién generadora asociada a la
descomposicion que induce el subgrupo T' C SLs:

chy(q) =Y dim(Vim)g™
meEZ

que suele denominarse el caracter formal de de V. Utilizando este elemento podemos deducir
que:
dimV 12 = —Res,—o(q — ¢~ V) chv (q)

donde res denota al residuo de la correspondiente serie de Laurent.
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2.3.4. Foérmula de Cayley Silvester

Consideremos una representacion racional V' de dimension n del grupo SLo y la ac-
cion inducida sobre su espacio polinomial K[V] ~ K[z, .., z,]. Para la accién inducida del
subgrupo toérico T' sabemos que existe una descomposicion por pesos en componentes V().
Tomemos aq, .., a, los pesos en donde las componentes resultan no nulas. y definamos:

1

pla,t) = ( =det(Idy —t (g q01>v)_1

Ahora mostremos una féormula andloga a la de Molien, pero para el grupo SLsy, que
caracteriza a la series de Hilbert para este caso:

SL>

Teorema 2.3.13. La serie de Hilbert asociada al anillo de invariantes K[V] queda de-

terminada por:
P(t) = —Resy=0(q — ¢ ")p(g,1t)

Donde Res denota al residuo de la expansion en serie de Laurent de la expresion (¢ —
¢ Y)p(q,t), que corresponde a su término (—1)-ésimo.

Demostracion. La idea de la demostraciéon es la misma que para el caso de grupos finitos.
Consideremos una base {v1,..,v,} que diagonaliza la accion de T' sobre V', a partir de los
DPESOS a1, .., p-

Si observamos la acciéon inducida por T' en Klxi,.., 2z, (via el isomorfismo con K[V])

0 ,
¢ )

Notemos, al igual que en el caso de grupos finitos, que en el desarrollo en serie de potencias

de:

resulta:

1
0 —an)(1—an)
aparecen como sumandos todos todos los monomios de K|x1, .., z,], luego actuando por un
elemento genérico de T

1 ) ) . .
— q]lal R q]nanl.{l“_x]n
1—0%2).---(1 — g Z n
(L= g®ay)-- (1= gnan) (J15--rjn) EZP

Si agrupamos los términos de un grado fijo e, la suma de los coeficientes que aparecen delante
de estos monomios es exactamente chgjy),(q), es decir:

Yo @t =y dim(K[V]e,,,) g™

j1+---+jn:e

Por lo tanto:
o

> chi (@)t =

e=0

1
(=) (1= gt

7= p(g;t)
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Por la formula de la dimensién para SLo sabemos que:
dim(K[V]2"2) = —Resq—o(q — ¢~ ") chip, (q)

y a partir del desarrollo anterior podemos deducir:
= Z dim(K[V])5E2)t Z Resq—o(q — q~ )chK[V]e(q)te
e=0

= —Resq=o(q¢ — ¢~ ")p(g,1)
O
Veamos a continuacién algunos resultados sobre uno de los ejemplos més clésicos de la

teoria y que corresponde a las formas binarias. Nuestra intencién es detallar las féormulas
anteriores y algunos lemas técnicos que las mejoran.

Ejemplo 2.3.14. Sea V = V; = K|z, y|4 el espacio vectorial de las formas binarias de grado
d. Y sobre dicho espacio tomemos la accién natural a izquierda de SLs dada por:

<i Z) f(a,y) = flaz + ey, ba + dy)

Consideremos la base de V' dada por los monomios z¢, 24 1y, ..., y?, estos elementos satisfa-

cen, ademas:
(g q91> iy gd-2igd—iyi
por lo tanto, diagonaliza la accién inducida por T, y eso nos permite obtener la férmula:
T
P(g,t) =] T
i=0
Podemos determinar una mejor expresion para la férmula anterior introduciendo una gene-

relazacion del factorial de un entero d € Z que depende de un elemento ¢ € K*:

d —d

n [d]q = qd_l + qd_3 +---4q —d+3 + q—d+1 Qq q’l :

Ademas esta generalizacion de los ntimeros combinatorios satisface la propiedad:

d 1 > (d+e\ .
=2 (0

=0 e=0

aunque omitiremos su demostracién.
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A partir de las formulas anteriores podemos deducir que la serie de Hilbert de S Lo sobre
el anillo de invariantes K[y, .., yq]>"? de formas binarias de grado fijo d resulta:

P(t) = — i(Resq:o(q —q ") (d - e> q)te

e
e=0

Para simplicar un poco més dicha férmula podemos tomar un cambio de variables dado
por u = ¢*:

(q_q_1)<d+e> :(q_q_l)[e—i-l]q[e+2]q---[e+d]q _

_ _ e(l —ue-i-l)(l _ue+2)...(1 _ue+d) B
(q—q Hg? RS T cprry =

o ge (=t (1 =t (1 — ut)
B (1—u2) - (1 —ud)

Foérmula de Cayley Silvester

Teorema 2.3.15. El anillo de invariantes K[y,, .., y4]°"? determinado por la accién natural
de S'Ls sobre las formas binarias de grado d, satisface la siguiente férmula:

—ue ) (1—uet2)... (1—yetd _
{(1 (1)£1u2)~~-(1)—u(dl) )}de/2 si de es par

0 si de es impar

0(d, e) := dim(K[Vg]St?) = {

donde {}4./o denota el coeficiente (de/2)-ésimo de la correpondiente serie de potencias.

Demostracion. De acuerdo con las féormulas ya desarrolladas sobre la series de Hilbert para
el caso de V = V; sabemos que:

—de—1 (1 - Ue+1)(1 — ue+2) ce (1 _ ue+d)
(1 —u2)(1 —ud) )

0(d,e) = Resq=0(q

donde u = ¢?. Si llamamos:

(1 _ ue'H)(l _ ue+2) .. (1 _ ue+d)
(1—wu?) - (1 —ud)

R(u) =

entonces 0(d, e) resulta el coeficiente (de)-ésimo del desarollo de R(g?), y es claro que es cero
en el caso en que de es impar.

Analicemos el otro caso: utilizando el Teorema del residuo de Cauchy deducimos que:

1 —de— 1 —de/2— —de/2—
O(d,e) = 2m,/q de=1R(¢*)dq = eyl /271 R(u)du = Resy—ou~%*"'R(u)

De esta igualdad es claro que 0(d, e) = { R(u)}4¢/2 O
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Observacion 2.3.16. A partir de la férmula anterior para la serie de Hilbert en formas
binarias, podemos dar una lista de algunos ejemplos calculados:

d Pu(t)
1
; L
; E
4 L)
5 1+¢18
(1=tH(1—¢®)(1-¢12)
6 1+¢15
=) (1) (1—110)

2.3.5. Aplicaciones y mas ejemplos

Veamos algunas aplicaciones de los resultados anteriores al ejemplo clasico de la teoria:
la accién de S Lo sobre las formas binarias de grado homegeneo fijo d:

Ejemplo 2.3.17. Consideremos V; = k[x,y]4 con la acciéon natural de SLy que ya explici-
tamos anteriormente. Nuestra intencién es describir el anillo de invariantes para los casos:
d=2,d=3yd=4. Para esto recordemos las definiciones de resultante y de discriminante:

Dados dos polinomios en una variable de grados respectivos d y e:

f(z) = aox? + -+ ag_1x + ag = ag H(w - \i)
i=1

e
g(x) = box® + - -+ 4 be—12 + be = bo H(:c — )
j=1
La resultante entre ambos polinomios se define por:
d
R(f,9) = aghy | | (Ai — ).
i,J

Es conocido que este elemento puede expresarse a través de los coeficientes de f y g como el
determinante:

aQ a ... aqg 0 ... ... ... O
0 Ao, Qa1 .. Qq 0 0
0 0 ay a1 aq
deb b be 0 0
0 b, b b. 0 0
0 ... 0 by b1 ... ... .. be

Si consideramos dos formas binarias de grados respectivos d y e, dadas por:

d

f(x,y)=z&'( ) - 1—1jpzx+qz

=0
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g(@,y) = iﬂj (6) a Iyl = lf[l(rjl‘ +559)

=0 M

definimos la resultante entre dos formas de manera analoga al caso de polinomios de una variable,
reemplazando en el respectivo determinante los a; por &; y los b; por los u;. Ademaés, esta resultante

se corresponde con:
d e
Res(f,g9) = H H(pisj = qiry)
i=1j=1
Para una forma binaria de grado d definimos su discriminante como:
190f 10f
D(f)y=R(=7,-%=
(=R g 35)

Como dichas derivadas quedan determinadas por:

10f
d Ox

d—1

d=1\ a-1-i i

:E fi( ; )xd Ty
i=0

LOf N~ (d=1\ 4 i
oy =26 )

i=1

podemos expresar matricialmente el discriminante de una forma binaria de grado d como:

& (d—1)& .. cin 0 . 0
0 &o (d—=1)& -1 O 0
0 . 0 & (d-Dé €0y
dtl e @-1e .. &0 .. . 0
0 & (d—=1)& & 0 0
. Sl e :

Este discriminante satisface la siguiente relaciéon bajo la acciéon de G'La:

D(A - f) = (detA)" =V D(f)

para todos elementos A € GLy y f € Klx,yls, (Ver [MUK, Sec. 1.3]). Por lo tanto, resultan

invariantes bajo la accion de SLs.

Para d = 2 este discriminante resulta:

Ds(f) = && — &,

y para d = 3:

Ds(f) = €263 — 36765 — 36616083 + 46385 + 46085,

Como la series de Hilbert en estos casos resultan:

1

P(t) = 12

y los invariantes Do y D3 son homogéneos de grados respectivos 2 y 4, a partir de la proposicién

2.3.3, sabemos que los anillos
K[Ds] 'y

tienen la misma serie de Hilbert, al igual que:

K[Ds] 'y

Ps(t)

1

11—t

K&, €1, &)

K[£07§17£27€3]SL27
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por lo tanto:
K[go. &1, &) = K[Do]  K[€0,61,62,&]%" = K[Ds]
En el caso d = 4 la situacion es un poco diferente, pues la serie de Hilbert asociada es:

1

Py(t) = A-2)1—6)

lo que sugiere la existencia de dos invariantes homogéneos generadores de grados respectivos 2y 3 (en
este caso el discrimintante tiene un grado mas alto). Nuestra intencion es explicitar esos invariantes
generadores y ver que resultan algebraicamente independientes.

Si consideramos el cambio de variables dado por:
zt=a? 228y =ab, 42%y® =0b® =4dac, 2ayd=be, ,y'=~c?
la ecuacion determinada por la cuartica:
E(x,y) = Lo’ + 46127y + 6602%y” + 4&smy® + Lay* = 0

se transforma en dos ecuaciones cuadréaticas:

€oa® + 261ab + & (b + 2ac) + 2€3be + E4¢2 =0
dac—b* =0

que quedan definidas por las matrices:

S & & 0 0 2
&1 & & 0 -1 0
S & & 2 0 0

Si consideramos el polinomio que determina:

o & &2 0 0 2
detTh =det(| & & & | +A[0 =1 0])=4X° — g2(E)X — g3(¢),
& & & 2 0 0

es esperable que los coeficientes resulten invariantes bajo la accién de SLs. Para obtener una vision
mas geométrica e intuitiva de este hecho deberiamos introducir conceptos de curvas elipticas, ya que
dicho polinomio determina el jacobiano de la curva eliptica definida por la ecuacion 72 = &(x,y).
Estos invariantes de grados 2 y 3 son los que buscdbamos:

g2(&) = oy — 4&1&3 + 362
93(8) = &0&2ls — §0&3 — 564 + 2616283 — &5

Veamos que resultan invariantes bajo la accién de SLsy. Consideremos la matriz:

(?; g) € SLo

que transfoma las coordenadas (a, b, ¢) mediante la siguiente transformacion:

o B a? af B2 a
< §> “(a,b,¢) = | 20y ad+ By 286 b
v 72 6 52 c
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Es sencillo verificar que deja invariante a la cuartica 4ac — b2, con lo cual la transformacién anterior
resulta ortogonal para el producto interrno descripto por:

2
-1
2

y ademas resulta de determinante 1. La matriz T, que define el polinomio que contiene a los
invariantes g2 y g3 como coeficientes, se transforma segun la acciéon de SLs, por la conjungacién:

T

o? o B2 ao? af B?
2y @b+ By 285 Th|2ay ad+ By 266,
~2 vd 52 ~? ¥d 52

y luego, su determinante resulta invariante.

Solo nos resta ver que go y g3 visto como polinonios en K[y, &, 1,2, &3, 4] son algebraicamente
independientes. Para esto un posible argumento podria ser restringirse al subespacio &y = &4, &1 =
&3 =0, en donde los invarinates se reducen a:

g2 = & + 363 g3 = (& — )&

que es sencillo ver que resultan algebraicamente independientes, y asi g y g3 no satisfacen ninguna
relacion polinomial. Concluimos que:

K0, &1. 62,65, 64]°" = K[g2(£), 93(¢)]

A lo largo del presente capitulo hemos discutido, en particular, diversos resultados sobre
anillos de polinomios invariantes bajo la accion de los grupos SL,, y GL,, los cuales se en-
marcan en lo que suele denominarse Teoria Clésica de Invariantes. Dicha teoria se encuentra
completamente descripta a través de dos teoremas, que se denominan Teoremas Fundamen-
tales. El primero de ellos describe formulas explicitas para el calculo de generadores del anillo
de invariantes, y el segundo desarrolla relaciones entre ellos. Para una visién més amplia de
estos resultados consultar: [CIT, Sec. 4.4] y |GIT, Cap. 1].

El ejemplo que veremos a continuacién resulta una generalizacién de otro de los pro-
blemas importantes que se ha estudiado sobre anillos de invariantes y fue resuelto por C.
Procesi, en: |[PRO.

Ejemplo 2.3.18. Consideremos un espacio vectorial V', y tomemos el espacio dado por:
W = Endp(V)"

GL(V) actua sobre este espacio por conjugacion en cada coordenada, es decir, si T' € GL(V')
y {4} C Endy(V) entonces:

T-(Ay,...,A)) = (TAT -\ TA,TY.

Procesi demostré que el anillo de funciones polinomiales invariantes en los coeficientes de
los A; queda generado por las trazas:

Tr(A;,0---04;).
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Una aclaracién importante es que este anillo de invariantes no coincide con el anillo corres-
pondiente a tomar invariantes en cada coordenada, es decir que:

KWV 2 (K[ Endy, (V)]

Procesi determiné también el ideal de relaciones entre dichas trazas, y establecié cotas sobre
la cantidad de indices i; que resultan nencesarios.
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Capitulo 3

Construccion de cocientes afines

Consideremos un grupo G linealmente reductivo y una G-variedad afin X. Por lo ex-
puesto en el capitulo anterior sabemos que el anillo de invariantes K[X] resulta finitamente
generado. Y por lo tanto, existen funciones polinomiales invariantes fi, .., f, tales que:

K[X]% = K[f1, ., fal-

El estudio de invariantes sobre una G-variedad es una herramienta fundamental para la
clasificacién de los elementos de X . Dicho de otro modo, a estos elementos podemos pensarlos
como objetos que deseamos clasificar, y los invariantes son funciones K-valuadas que son
constantes sobre las clases de equivalencia dadas por la accién de G. Una de las preguntas
inmediatas que surgen a partir de esta idea es si, dados dos objetos no equivalentes, existe
algin invariante que los mapea a valores distintos en K. En general, la respuesta a esta
altima pregunta seré negativa.

El objetivo de este capitulo es formalizar las ideas anteriores en el contexto de grupos
linealmente reductivos y variedades sobre ellos. Ademas, estudiaremos la posibilidad de
definir una estructura de variedad afin sobre el espacio de las clases de equivalencias (o
espacio de G-orbitas).

3.1. El espacio de 6rbitas

Supongamos que un grupo linealmente reductivo actiia sobre un variedad afin X y que
el anillo de invariantes asociado esta generado por fi,.., f,. Consideremos la funcién ¢ :
X — A" determinada por:

¢(x) = (f1(@), s ful(2)),

Notaremos por X/G al espacio de las G-0rbitas determinadas sobre X. Como cada f;
es una funcion G-invariante, es claro que ¢ es constante en las orbitas, y por lo tanto se
la puede pensar como una funcién con dominio sobre X/G. Nuestro problema principal a
resolver consta de determinar si X/G admite una estructura de variedad (en cuyo caso se
llamara variedad cociente) vista como la imagen ¢(X) C A”™.
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Otra de las preguntas naturales a resolver es saber si G-6rbitas distintas son mapeadas
a puntos afines distintos por la funcién ¢. En general, la respuesta a esta tltima pregunta es
negativa, pero podremos establecer una clase de equivalencia entre 6rbitas, que determina
cuando son separadas por los invariantes de K[X]%.

Definicién 3.1.1. Dos G-6rbitas O y O’ se dicen equivalentes si existe una cadena de
orbitas:

0=0,0,..0,=0
que satisfacen O; N O;;1 # ) para todo i = 1.,,,.n — 1.

A continuacion, veamos que la definicién anterior resuelve el problema de la separacion
de orbitas a través de los invariantes del anillo K [X] por la accion de G. El siguiente teorema
se atribuye en forma conjunta a Nagata y Munford:

Teorema 3.1.2. Sea G un grupo linealmente reductivo, X una G-variedad y O,0" dos
G-orbitas, entonces son equivalentes:

a) ONO #)
b) O y O son equivalentes.

c) Si f € K[X]% entonces toma el mismo valor constante sobre O y O'.

Demostracion. a) implica b) es inmediata a partir de la definicion de equivalencia de orbitas.
b) implica c¢) también es sencilla, pues las funciones polinomiales invariantes resultan cons-
tantes en las G-orbitas, y por continuidad lo son sobre sus clausuras, de donde obtenemos
el resultado deseado.

Para demostrar c) implica a), supongamos que O N O’ = ) y tratemos de hallar un
invariante que las separa. Consideremos los ideales a y a’ de K[X] definidos por las funciones
que se anulan sobre O y O’ respectivamente, entonces observemos que:

Via+d)=V(@NV(d)=VIO)NVIO)=0n0" =
y por lo tanto, utilizando el teorema de los ceros de Hilbert obtenemos que:
KX]=a+d

Como las clausuras O y O’ son invariantes por la accion de G, entonces los ideales a y o
resultan sub-G-representaciones de K[X], pues:

g-fl@)=flg7'-2)=f(0)=0 VgeGVfecaVreO
Tomemos entonces el epimorfismo de G-representaciones determinado por:

Yra®ad — K[X]
L f)—f+f
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Como el grupo G es linealmente reductivo entonces el mosfismo inducido en los inva-
riantes:

YO (@ KX @ (o N K[X]9) — K[X]°

también resulta sobreyectivo.Entonces consideremos funciones f € (a N K[X]%) y f' €
(' N K[X]%) tales que: f + f' = 1. Luego f € K[X] y toma el valor cero sobre O y uno
O’, y de este modo resulta el invariante que buscamos. O

Corolario 3.1.3. Bajo las mismas hipotesis del teorema anterior, dos G-orbitas cerradas
son separadas por lo invariantes K[X]“, es decir que existe algtn invariante f € K[X]% que
toma dos valores distintos sobre cada una de las orbitas.

Corolario 3.1.4. Cada clase de equivalencia de 6rbitas contiene una tnica 6rbita cerrada,
que esté contenida en cada una de las clausuras de 6rbitas de esa clase.

Demostracion. A partir del teorema anterior podemos deducir que cada clase contiene, a lo
sumo, una orbita cerrada. Consideremos una 6rbita con dimensiéon minima como variedad
(dentro de dicha clase), y veamos que resulta cerrada.

Supongamos que no es un conjuto cerrado. Luego O — O es no vacio, y puede escribirse
como una unién de orbitas que son equivalentes a O y de menor dimensién, con lo cual
arribamos a un absurdo.

Si O’ es una orbita equivalente a O, entonces:
OoNO' =0nNn0" # 0,
y ademés, O’ puede escribirse como una unién de 6rbitas, de donde se sigue que: O C O’. [

Otra observaciéon importante es que dos G-Orbitas son separadas por alguna funcién
polinomial invariante si y sélo si existe algin generador del anillo de invariantes que las
separa.

Veamos a continuaciéon dos ejemplos sobre grupos algebraicos de dimensiéon 1, que nos
muestran cémo la hipotesis de que el grupo sea linealmente reductivo es necesaria.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos al toro algebraico de dimensiéon uno, G,,, actuando sobre el
espacio afin A? via:

t- (.CU, y) = (tmatily)'
Las orbitas de esta accién son:
(1) {(0,0)}, (3) {(z,0):z # 0},
(2) {(z,y):2y=a} conac€ K", (4) {(0,y) :y # 0},

y el anillo de invariantes de esta accién queda determinado por:

K[z, y|°™ = {f € K[z,y] : f(z,y) = f(tz,t 'y)} = K[zy]
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Para ver que si dos érbitas son o no separadas por invariantes basta evaluar algin punto de
ellas sobre el polinomio xy. La 6rbita (2) es cerrada y las orbitas (1),(3) y (4) son equivalentes
pues sus clausuras se intersecan. Observemos que:

zylay = 2yl = 2ylay =0 rylo) = a
De donde se sigue que los invariantes parametrizan las clases de equivalencia asociadas.

Ejemplo 3.1.6. Consideremos ahora al grupo algebraico afin aditivo, G, que como sabemos
no es linealmente reductivo. Y definamos la accién de este grupo sobre el espacio afin A?
dada por:

a- (xvy) = (:U,a:r—i—g)
El anillo de invariantes de esta accion resulta K[z] C K[z, y] y las 6rbitas son:
(1) {(z,y) :y € K} con xp € K*.
(2) {(0,50)} conyo € K

En este caso, observamos que todas las G,-Orbitas son cerradas, sin embargo:

T|{(w0y) yeK} = T0 |{(0,90)y =0

Por lo tanto, los imvariantes de esta accién fallan en la separacién de las 6rbitas de tipo 2.
Esto muestra que el teorema descripto anteriormente no es valido sin la hipétesis de que
grupo sea linealmente reductivo.

3.2. El morfismo cociente

Considerando funciones polinomiales invariantes fi, .., f,, que generan el anillo de inva-
riantes K[X]“ sobre un grupo linealmente reductivo G, nuestra intencion es probar algunas
propiedades sobre el morfismo ¢ : X — A™ que definimos al principio de esta seccion.

Sea Y = ¢(X), la clausura Zariski de la imagen de ¢, sabemos que:
Y =V{I(¢(X))) ={(a1,..,an) € A" : F(ay,..,an) =0 VF € I(¢(X))} =
={(a1,..,an) € A" : F(ay,..,a,) =0 YF:F(f1,..,fn) =0}.
Es decir que, si tomamos el ideal J C K|z, .., z,] dado por el nucleo del morfismo:
w: K[z, .., zn) — K[X]
Tit—> fi7

entonces Y =V (J) y:
Kz, .., zn)/J = K[Y] ~ K[X]%.

Ademas, como el anillo K[X ]G no tiene elementos nilpotentes, se sigue que el ideal J es
radical y, por lo tanto:
K[Y] ~ K[X]9
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Proposicion 3.2.1. Sea ¢ : X — A" el morfismo inducido por la acciéon de un grupo
linealmente reductivo sobre una variedad X. Entonces su imagen es un conjunto cerrado
Zariski, es decir, ¢(X) =Y.

Demostracion. Sea a = (ai,..,an) € Y y consideremos el morfismo G-invariante determina-
do por:
Y K[X]|®- - & K[X] — K[X]
(91,0 90) — > gl fi — i)

Si % es el morfismo inducido en los invariantes, luego su imagen queda deteminada por el
ideal:

<fz - Gi>K[X}G

que, a su vez, resulta la imagen del ideal maximal m, C K[Y] (asociado al punto a) por
el isomorfimo entre K[X]% y K[Y]. Luego (f; — a;) k[x)e es un ideal maximal propio de

K[X]%, y el morfismo ¢ no es sobreyectivo. Como el grupo G es linealmente reductivo,
recordando 2.1.17, el morfismo 1 tampoco es sobreyectivo.

Consideremos un ideal maximal m C K[X], que contenga a la imagen de de . Como el
ideal m N K[X]% también resulta maximal y contiene a (f; — i) cpxjc entonces:

m K[X]G =(fi — ai)[([x]G

Sabemos que existe z € X tal que m = my, = I({z}), es decir que m es el ideal asociado a
un punto x de la variedad, y de este hecho deducimos que:

fz(x) — Qa; =0 Vi=1.n

y esto prueba que Y = ¢(X). O

Hemos probado que la variedad afin dada por ¢(X) =Y es isomorfa a SpmK[X]¢, y la
denotaremos por X//G. Al morfismo sobreyectivo determinado por:

¢»: X — X//G
lo llamaremos morfismo cociente.

Proposicion 3.2.2. El morfismo cociente ¢ : X — X//G es un epimorfismo de variedades
afines, y determina una correspondencia entre puntos de X//G y clases de equivalencia de
orbitas.

Demostracion. Para demostrar este resultado sélo falta probar que ¢ es un morfismo de
variedades algebraicas afines. Para ello es suficiente probar que el morfismo determinado
por la composicion:

kX -2 X/)G =5 SpmK|[X])°
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es morfismo de variedades afines. Para esto veamos que este morfismo esté inducido por la
inclusion de K-algebras:
K[X]% < K[X]

El morfismo ¢ induce el morfismo de K-algebras:
KY] = Kl[z1,..,zy]/J — K[X]
Ti—T; 00 =f;

Ademés, recordando lo desarrollado en el principio de esta seccion, el isomorfismo de varie-
dades K[Y] = SpmK[X]¢ esta inducido por el isomorfismo de algebras:

w: K[z, .., 2]/ ] — K[X]
Ti— fi
Luego, k coincide con la inclusién de algebras deseada. O

Proposicion 3.2.3. Si ¢ : X — X//G es el morfismo cociente asociado a la acciéon de un
grupo linealmente reductivo sobre una variedad afin, y Z C X es un subconjunto cerrado y
G-estable, entonces ¢(Z) C X//G también resulta cerrado.

Demostracion. Llamemos ¢x v ¢z a los morfismos cocientes inducidos por X y Z respec-
tivamente, e I al ideal asociado Z. La K-algebra asociada a la clausura de la imagen de Z
por el morfismo ¢x, queda determinada por la imagen de la composiciéon de los morfismos:

K[X)¢ — K[X] - K[X]/K[X]/I,

y por lo tanto:
(1) Klox(2)] = K[X]9/(K[X]9NT)

Ya hemos probado que la K-algebra asociada a Z//G = ¢z(Z) es:
(2) K[Z//G]~ K[2)° = (K[X]/1)°.

Nuestra intencion es probar que las K-algebras expuestas en (1) y (2) son isomorfas. Como el
ideal I es invariante por la accién de G, el morfismo K[X] — K[X]/I resulta G-equivariante
y sobreyectivo, por lo tanto, el morfismo inducido sobre los invariantes:

K[X]% — (K[X]/T)%,

también es sobreyectivo y su nicleo es exactamente K[X]% NI, luego (1) =~ (2). De este
modo deducimos que:

3) Z//G=9¢x(Z)

Recordemos que los morfismos cocientes
ox: X —X//G 'y ¢z:7Z—Z]/G
estan inducidos por la inclusiones

ip: K[X]9 — K[X] y iz:(K[X]/])® — K[X]/I,
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y luego la restriccion ¢y, : Z —> X //G esta inducida por el morfismo de algebras:
K[X]¢ — K[X]/I

A partir de la conmutatividad del diagrama:

K[X)/I K[X]°
(K[X]/D)
deducimos la conmutatividad de:
722 x)ja
T b
ANE

donde f estda inducido por el isomorfismo (3). Como ¢z es sobreyectiva, a partir de (3),
concluimos:

¢x(Z) = ¢X(Z)

O

A partir de la proposicién anterior puede deducirse la siguiente propiedad del morfismo
cociente:

Corolario 3.2.4. Si A C X//G es tal que ¢ 1(A) C X resulta cerrado, entonces A es
cerrado.

Demostracion. Sea A C X//G un conjunto con esa propiedad, entonces ¢~!(A) es un con-
junto G-estable y cerrado. Por la proposicién anterior sabemos que ¢(¢~1(A4)) = A (pues
¢ : X — X//G es sobreyectivo) y que, ademas, es cerrado. O]

Este resultado nos permite deducir que todo morfismo cociente es un submersion.

3.3. Estabilidad y su relacién con el espacio de 6rbitas

Por lo expuesto en la seccion anterior, el morfismo cociente ¢ : X — X//G es un mor-
fismo de variedades afines que determina una correspondecia entre las clases de equivalencias
de orbitas y los puntos de X//G. En virtud de que esa correspondencia sea entre orbitas
distintas, y no entre clases de ellas, introduciremos el concepto de puntos estables:

Al igual que en las secciones anteriores, G denotara a un grupo linealmente reductivo, y
X, una G-variedad afin.
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Definicion 3.3.1. Un punto x € X se dice estable si satisface:

(1) la orbita G.z es un subconjunto cerrado de X.

(11) el estabilizador S; = {g € G : gz = z} es un subgrupo finito.

Notaremos por X al conjunto de todos lo puntos estables de la variedad afin X.

Observaciéon 3.3.2. Para cada x € X el morfismo:

Y G— X

g — gx
tiene como fibras subgrupos trasladados a partir del estabilizador S, € G. Luego, este mor-
fismo tiene fibras finitas y determina un morfismo propio de variedades. Ademas, establece

un biyeccién:

G/(Stab(z)) «— G.x

Veamos a continuacion un resultado importante que conecta la nociéon de estabilidad con
el morfismo cociente asociado a la accion.

Proposicion 3.3.3. Si consideramos el subconjunto de X dado por:
Z ={zx € X : dim(Stab(x)) = oo},
entonces el conjunto de puntos estables resulta:

X=X -¢¢(2))

Demostracion. Supongamos que ¢(z) € ¢(Z) y veamos que x no es un punto estable. Si
x € Z, entonces es claro que su estabilizador no resulta finito, y luego no es estable. Si, por
el contrario, x ¢ Z, entonces existe un elemento z € Z tal que:

Como el estabilizador de z es un subgrupo finito y el de = no lo es, por la observaciéon anterior,
es inmediato que las 6rbitas G.z y G.z no coinciden. Por lo tanto, ¢~ 1(¢(x)) contiene al
menos dos Orbitas, y es claro que la asociada a z es de menor dimensioén, con lo cual, a partir
del corolario 3.1.4, G.x no es cerrada.

Este argumento demuestra que: ¢~ 1(¢(Z)) € X — X*, la cotencién inversa se prueba
con un argumento similar al anterior. O

FEl siguiente coralario es inmediato a partir de la proposicién anterior:

Corolario 3.3.4. Todos los puntos de la variedad X son estables si y solo si todos los puntos
tienen estabilizador finito.
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Hemos probado que el morfismo cociente ¢ : X — X/ /G establece una biyeccion entre
los puntos de la variedad X//G y las clases de equivalencia de érbitas.

Nuestro objetivo es probar que podemos definir un cociente afin sobre los puntos estables,
X?®//G, que separa las orbitas de dichos puntos (en lugar de sus clases).

Proposicion 3.3.5. El conjunto de puntos estables, X® C X, y su imagen por el morfismo
cociente, ¢(X*) C X//G, son subconjuntos abiertos.

Demostracion. Como ya sabemos, el morfismo cociente ¢ es una submersion (Ver 3.2.4),
con lo cual bastara probar que el conjunto X*° es abierto en X. Consideremos el morfismo
de variedades afines dado por:

U:GxX —XxX
(g,.I)’—)(.’E,gJJ)

Luego, dado x € X, su estabilizador resulta:

Stab(x) = ¥ ((z,2)) = {(9,y) 1y = g - = = x}.

Aplicando el teorema de la dimension de la fibra (ver el apéndice en A.5.8) deducimos que
el conjunto Z = {z € X : dim(Stab(x)) > 1} es un subconjunto cerrado de X, de donde
deducimos que

X0 =X —¢71(s(2)),

resulta abierto. O

Teorema 3.3.6. Supongamos que z € X es un punto estable de la G-variedad afin X,
entonces, para todo otro punto y € X — G.x existe una funcién polinomial invariante f €
K[X]€ tal que:

flx) # f(y)

Demostracion. Sea x € X un punto estable y sea y € X, tal que las 6rbitas G.z y G.y son
equivalentes. Como G.x es cerrada, a partir del corolorario 3.1.4, deducimos que G.x C G.y.
Como el estabilizador de z es finito, se sigue que:

dim(G.z) = dim(G) > dim(G.y),

y por lo tanto, G.x = G.y. A partir de este hecho, las clases asociadas a puntos estables
tienen una unica 6rbita, de donde el resultado es inmediato. O

Corolario 3.3.7. La restriccion del morfismo cociente al conjunto de puntos estables induce
el siguiente diagrama conmutativo:

X3 X
w s
X6 —X//G

Ademas, determina una biyeccion entre los puntos de la variedad X°//G = ¢(X?) y las
G-orbitas de X°.
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3.4. Hipersuperficies proyectivas y Semiestabilidad

En la seccién anterior hemos probado que el concepto de punto estable es el elemento
clave para dar una estructura de variedad afin sobre el espacio de 6rbitas. Si bien este cociente
afin funciona bien en muchos contextos, hay diversas generalizaciones de este concepto,
que se enmarcan dentro del estudio de cocientes proyectivos, y que ademés son de gran
utilidad para muchas aplicaciones. Si bien en el presente trabajo no abordaremos estas
generalizaciones, si mostraremos uno de los ejemplos clasicos que motivan el estudio de
estos cocientes mas generales. Estudiaremos la construccién de cocientes y de espacios de
Moduli sobre Hipersuperficies algebraicas en P™.

A lo largo de esta seccion también discutiremos algunos conceptos que involucran estos
nuevos cocientes, como el de cero formas o puntos inestables, y el concepto de punto semi-
estable. Estos dltimos cumplen el mismo rol que el de puntos estables dentro del caso afin.
Si bien estas definiciones y construcciones seran explicitadas en el marco de hipersuperficies
proyectivas, pueden ser generalizadas de forma natural a acciones de grupos linealmente
reductivos sobre variedades afines.

En resumen, nuestra intencién es estudiar un ejemplo clasico, que nos permita motivar
una teoria de cocientes més general. Y mostrar como se relaciona esta generalizaciéon con
conceptos mas amplios de estabilidad.

Comenzaremos estudiando la acciéon clasica de GIL,, sobre las formas homogéneas en n
variables, que nos servirdn para el estudio de este ejemplo motivador, y para dar nuevas
definiciones.

3.4.1. Invariantes clasicos

Notaremos por V;, 4 al espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado d en
n + 1 variables. Cada elemento de dicho espacio puede ser notado:

(1) a(xg, .., Tpn) = Zajxl,

1]

donde I = (g, ..., i) denota un multiindice y |I| = ) i; su peso. Este espacio vectorial tiene
dimensién (”Zd) y recibe la accién clasica del grupo linealemente reductivo GL, 41 dada por:

a-G(z) = a(Gz).

Para describir la accién de este grupo sobre la K-algebra K[V, 4] = K[a;]|—4, pensaremos

a las (”:lrd) variables ay como los coeficientes de una d-forma genérica (1).

Consideremos G = (G;j) € GL, 41 y apliquemos dicha transformacion sobre a € Klag],
de donde obtenemos:

(a-G)(z) =a(Gz) = > ar(d>_ Gojay)°..d  Gujzy)™ = Y ar(@)a’.

|1|=d |I|=d
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Ademas, los coeficientes aj(G) pueden ser expresados por:

ar(G) =) giar,
\7|=d
para ciertos polinomios g7 € K[Gj;].

Recordemos ahora la definicién de invariante polinomial para este caso particular:

Definicién 3.4.1. Sea F' € KJas| un polinomio homogéneo de grado e € Ny. Decimos que

F' es un invariante clésico de las formas V, 4 de grado e, si pertenece a Kla 73+ es decir,

S1:

F(a-G)=F(a) VG e SLptq,
con la accion inducida de SL,, 41 sobre K[V}, 4].

Observacion 3.4.2. También es usual definir a los invariantes clasicos sobre las formas
homogéneas V,, 4, como polinomios homogéneos F' € K|V}, 4] tales que:

F(a-G)=det(G)°F(a) VG e GL,y1 Va€ V4

Podemos relacionar a los invariantes clasicos de las formas homogéneas de un grado
fijo con hipersuperficies invariantes en PV, 4. Esta es la conexién que anuncidbamos en la
introduccién de la seccién y que permite ver a los invariantes clésicos desde un punto de
vista més geométrico.

Observemos que PV}, 4 puede indetificarse con un subconjunto de todas las hipersuper-
ficies de P™, del siguiente modo:

PV}, ¢ — {Hipersuperficies de P"}
fr—={f=0}

Teorema 3.4.3. Si F € K[V, 4]c = K[af]e, es un polinomio homogéneo sobre el espacio de
formas V,, 4, entonces son equivalentes:

= F es un invariantes clésico de grado e.

» La subvariedad {F(a) = 0} C PV, 4 es GL,-invariante.

Demostracion. [MUK, Sec. 5.2 a|. O

Observacion 3.4.4. Es importante aclarar que la subvariedad {F(a) = 0}, estd pensada
como una subvariedad proyectiva de PV, 4, determinada por:

{F(a) =0} ={a e PV, 4: F(a) = 0}.

A partir de este hecho, es importante no confundir la palabra subvariedad usada en el
teorema, con la identificacion natural de PV, 4 con ciertas hipersuperficies, que también son
subvariedades.
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Ya hemos definido el discriminante para el caso de formas binarias de grado homogéneo
d, como el determinante de cierta matriz que involucraba los coeficientes de las derivadas
88—;) y g—;l. Aprovechando la identificacién anterior con subvariedades GIL,,4i-invariantes,
podemos generalizar la nocién de discriminante, y asi obtener un invariante clésico para
cada V;, 4.

Denotaremos por IP)VTf Zlg C PV, 4 al subconjunto de todas las hipersuperficies singulares.
Es posible demostrar que este subconjunto es cerrado, y satisface:

dim(PV9) = dim(PVy, ) — 1,
ademas queda definido por una tnica ecuaciéon homogénea:
D(a) =0,

para cierto polinomio D € K[V}, 4le.

La dltima afirmacion se sigue del hecho de que la variedad proyectiva P™ es completa.
Demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en: [MUK, Sec. 5.2 a.

Definicién 3.4.5. Al polinomio D(a) € K[V;, 4], que define la subvariedad cerrada PV,*79,
lo llamamos discriminante de las formas de grado d en P".

Observacion 3.4.6. Debido a que las hipersuperficies singulares en PV;Z”‘} son invariantes
bajo la accién del grupo GL,,+1, es claro que D resulta un polinomio invariante clasico en
K [Vn d] :

Referenciar el porqué coincide con la def clasica para formas binarias

3.4.2. El espacio de Moduli de hipersuperficies suaves proyectivas

Resumamos los elementos que hemos introducido en la subseccién anterior. Establecimos
una identificacion natural entre el espacio proyectivo PV,, 4 con hipersuperficies en P, y
ademés vimos que existe una funcion polinomial D € K[V, 4] que define la subvariedad
cerrada IP’ijgg . Es decir que las funciones homogéneas F' € PV,, 4 tales que:

D(F)=0
son exactamente las que determinan hipersuperficies singulares:

{F =0} P

Considerando el polinomio D € K[V, 4], podemos tomar el conjunto de ecuaciones ho-
mogéneas no singulares vistas como una subvariedad abierta de V,, 4, y la denotaremos por:

Un,d = {f € Vn,d : D(f) 7é 0} C Vn,d~
Esta subvariedad afin tiene como anillo coordenado a la K-algebra:
K[Uy,4) = Klar, D(a)™'].

Es posible demostrar que esta subvariedad abierta resulta estable por la accién de GIL,,41:
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Teorema 3.4.7. Para d > 3 todos los puntos de la variedad U, 4 tiene estabilizador finito
y resultan estables por la acciéon del grupo GL, 1.

Demostracion. Consultar: [MUK, Sec. 5.2 b]. O

Observacion 3.4.8. A partir del teorema anterior, podemos deducir que las 6rbitas de
hipersuperficies suaves U, 4 bajo la accion de GL,41 pueden ser parametrizadas por una
variedad afin U,, 4//GlLy41, a partir del morfismo cociente conciente:

d) : Un,d — Un,d//G]Ln+1-

Esto es exactamente un ejemplo del concepto de Espacio de Moduli, pues es una variedad
afin que parametriza una clase de objetos geométricos. Es por eso que a este variedad afin
cociente Uy, q//GL, 1 se la suele denominar espacio de Moduli de hipersuperficies suaves de
grado d en P™.

Ejemplo 3.4.9. En capitulos anteriores ya hemos estudiado el ejemplo de formas binarias
cuarticas bajo la accion del grupo SL,, 11 (Recordar 2.3.5).

Con la notacion introducida en estas secciones, estamos estudiando la accion de ese grupo
sobre el espacio V7 4. Recordemos que ya hemos probado que el anillo de invariantes de esta
accion esta dado por:

K[V14)5%2 ~ Klag, ..., as]""? = K[ga(a), g3(a)], donde

g2 = apay — 4ajaz + 3a3 ; g3 = apasay — aoag — a?ay + 2010903 — a3

También es posible verificar que el discriminante queda determinado por:
D(a) = g2(a)” — 27g3(a)*.
Ademas, una forma cuéartica general:
a(z,y) = apz® + da123y + 6asz®y? + dazzy® + agy?

es no singular si y s6lo si no tiene factores lineales repetidos. Es decir, en virtud de que en
el caso de formas binarias conocemos féormulas explicitas para el discriminante, es sencillo
verificar que su discriminante no se anula si y solo si al escrbir a la forma a € V; 4 como:

4

a(z,y) = [ [(bix + ciy)

i=1
estos factores lineales no se repiten. Recordando las expresiones de los anillos invariantes:
Klay, ..,a4]SL2 = Kg2(a), g3(a)] K[Ui 4] = Klao, .., a4, D(a)™Y]

es sencillo verificar que la K-algebra K[U174]GL2, asociada al cociente ¢ : Uy 4 — Uy 4//GLa,
queda determinada por:

K[U1,4]%" = Klao, .., a1, D(a)']%" = K]
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Como el cociente ¢ queda determinado por la inclusion:

KUy 4] = K[Q;((C;);] < K[Up4) = Klag, .., az, D(a) ],

entonces:
gb : U174 — U1,4//GL2
a— g2(a)’/D(a)

Lo cual nos permite identificar al cociente Uy 4//GLa, con el espacio afin Al.

Conexion con espacios cocientes proyectivos: Nuestro siguiente objetivo es construir
una variedad completa que compactifique al espacio de Moduli afin dado por Uy, 4//GLyp+1.
Daremos los resultados principales asociados a este hecho, pues resulta un ejemplo tipico y
motivacional de la construccién de cocientes proyectivos.

Consideremos el anillo clasico de invariantes:
SL.,
Rn,d = K[Vn,d] +17

que admite la graduacion por :
o
Rua= P Klarle
e=0

Esto nos permite tomar la variedad proyectiva asociada: Proy(R,. q), (ver la definicion en el
apendice: A.6). Sabemos que esta variedad proyectiva admite un cubrimiento por espacios
afines abiertos:

{SpmRFo: F € R, 4, para algin e € Np}.

Como el anillo R, 4 es finitamente generado, el cubrimiento anterior admite un subcubri-
miento finito:
{SmeFho, ...,SmeFmo},

donde Fi, .., F}, son invariantes clésicos que generan el anillo de invariantes R, 4. Recordemos
) ) q g 3
que la subalgebra Rp esta definida por:

h
Rpo = {ﬁ :h € R, 4, deg(h) = n.deg(F)} U {0}.
Luego, es sencillo verificar que:
Rrpo = Klay, 1/F]Ckn+1

pues si h € Klar] y A € GL,,11, entonces la condicion:

h(A-ar)  h(ar)
F(A-a;)  Fl(ay)

es equivalente a:

h(A-ag) = det(A)*9F)h(ay).

Esto nos permite deducir:
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Proposiciéon 3.4.10. Para cada invariante clasico F' € K[V}, 4] , la variedad afin:

SpmKlar, F(ar) 18k
estd contenida en la variedad proyectiva ProyR,, 4, como una subvariedad abierta.

Definicién 3.4.11. A la variedad ProyR, 4, la llamaremos cociente proyectivo de la accion
clasica de SL,41 sobre el espacio de formas V, 4.

Observacion 3.4.12. En resumen, hemos construido el cociente proyectivo ProyR, 4 pe-
gando los cocientes afines de la acciéon de GlL, 41 sobre las localizaciones V;, 4 — {F; = 0},
donde F7,..F;, son generadores del anillo de invariantes clasicos.

Esta construcciéon puede generalizarse y motiva la definicién de cocientes proyectivos. En
este trabajo no daremos la presentacion formal de esos cocientes més generales, sin embargo,
consideramos que el ejemplo dado es lo suficientemente ilustrativo para reflejar esa idea.

Tomemos F' = D € K[V, 4], el discriminante de las formas de grado d, y recordemos que
el espacio de las hipersuperficies suaves en PV pueden interpretarse como la subvariedad
afin abierta dada por:

Una={f €Vn,d: D(f)#0}.

Luego, a partir de la proposicién 3.4.10, podemos deducir:

Proposiciéon 3.4.13. Para d > 3, el espacio de Moduli U,, 4//GLy41, de hipersuperficies
suaves en P", estd contenido en ProyR, 4 como un subconjunto abierto.

3.4.3. Cero formas y Semiestabilidad

A continuacion introduciremos el concepto de semiestabilidad, siempre dentro del ejem-
plo de hipersuperficies de P", sobre el que venimos trabajando. También mostraremos su
conexion con el cociente proyectivo construido en la subseccién anterior.

Definicion 3.4.14. Diremos que una forma a € V,, g = K[x1,- -+, 2y]q, es una cero forma si:
F(a) = 0, para todo invariante clasico no constante F' € K[V}, 4]+, Segtin la terminologia
de Mumford, a estos elementos también se los suele llamar inestables.

En un contexto general, si G es un grupo linealmente reductivo actuando algebraicamente
sobre una variedad afin X, un elemento x € X es inestable si:

F(z)=0 VF € (K[X]¢ — K*)
Definicién 3.4.15. Todo elemento a € V,, 4 que no sea inestable, se dird semiestable.

Recordemos que estos conceptos pueden ser generalizados de maner natural a acciones de
grupos linealmente reductivos sobre variedades afines. En la siguiente seccién abordaremos
un criterio para determinar cuando un punto resulta estable o semiestable, dentro de este
contexto general.

Ademas la definicion anterior es el concepto clave que nos permitird ver a la variedad
proyectiva ProyR, ¢ como un cociente del espacio V,, 4, por la accién del grupo GL, 1. A
continuacién una serie de resultados que nos permitiran ver esa conexion.
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Proposicién 3.4.16. Una forma a € V;, 4 es una cero forma si y solo si 0 € SLL,, 41 - a. Es
decir, si la clausura de su S, 41-6rbita contiene al origen.

Demostracion. Sea F' € Ry, 4 = K [a7]SFn+1, un invariante clasico arbitrario. Consideremos
su descomposicion en invariantes clasicos homogéneos:

F=F+F+- -+ F,
donde Fj € K[aI]JS-L”“. Luego a € V;, 4 es una cero forma si y solo si
Fi(a)=0 Vi=1..e.

Por lo tanto a resulta una cero forma si y solo si F'(a) = F(0) VF € R, 4. Ademas,
esto dltimo es equivalente a que: 0 € SLL,,41 - a, por lo cual queda demostrado nuestro
resultado. O

Corolario 3.4.17. Si a € V;, 4 es estable entonces en particular resulta semiestable.

Demostracion. Si a es una cero forma (inestable) en el espacio V,, 4 — {0}, entonces su
SL,11-6rbita no es cerrada pues:
0e SLn+1 - a

por lo tanto, todo elemento estable es en particular no inestable, que por definicién implica
que a es semiestable. O

Observacion 3.4.18. Si consideramos dos formas a y a’ en V}, 4, que pertenecen a la misma
SL,+1-0rbita, entonces la estabilidad de una es equivalente a la estabilidad de la otra. De
manera similar, como cada invariante clasico F' € R,, 4 es constante en las SIL,1-6rbitas,
que dicho invariante no se anule sobre una forma es independiente de la acciéon de SLy,1,
por lo tanto, si:

a€SLyy1-d,

entonces a es una cero forma si y solo si a’ 1o es.

Observacion 3.4.19. Para todo invariante clasico F' € K[V, 4l y para toda transformacion
G € GLn+1I
F(a-G) = det(G)°F(a),

Con argumentos similares a los utilizados en la observacion anterior, es posible demostrar
que si a,b € V,, 4, pertenecen a la misma GL,41-6rbita, entonces a es una cero forma si y
solo si b lo es.

Ejemplo 3.4.20. Analicemos cuéles son las cero formas en el ejemplo Vj 4, con el cual ya
venimos trabajando. Veamos que a € V74 es una cero forma si y solo si la hipersuperficie
a(z,y) = 0, tiene una raiz de multiplicidad > 3. Primero recordemos que:

K[Vi4]%% = K][g, g3]

Si dicha ecuacién tiene una raiz con esa multiplicidad, entonces, bajo la acciéon de GLo es
equivalente a z* = 0 0 a 3y = 0. En ambos casos ga(a) = g3(a) = 0, de donde concluimos
que resulta una cero forma.
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Sia € V14 es una cero forma, entonces en particular: D(a) = 0, y deducimos que la
ecuacion a(x,y) = 0 tiene una raiz multiple. Bajo la accion de GLg, podemos suponer que
la raiz es del tipo (0,yo), y por lo tanto:

a(z,y) = 2% (apz? + a1xy + asy?)
Como sabemos que ga(a) = 0, y recordando que:
g2(a) = apay — 4ajaz + 3ag,
deducimos que: as = 0 y por lo tanto dicha raiz tiene multiplidad > 3.
Semiestabilidad y el cociente proyectivo: Nuestra intencién es mostrar como la varie-
dad proyectiva ProyR, 4, es en particular un cociente del espacio V}, 4, por el grupo GlL,, 1

y cO6mo se conceta esto con el concepto de semiestabilidad.

Por su definicion, es claro que si FY, .., F,. generan el anillo de invariantes K [Vn’d]SL"H,

entonces el conjunto de puntos semiestables, al que notaremos por: V*%, resulta la unién de
los abiertos afines:

i = {aeV,q:Fi(a)#0}U---U{a € V,q: F(a) #0}

Notaremos a estos abiertos por : H; = {a € V,, 4 : Fj(a) # 0}. A continuacion consideremos
los cocientes afines determinados por:

¢j:{a € Vya: Fj(a) #0} — U; = Spm K[(JL[,Fj(a)*l](c’ﬂ“”+1

y ademas recordemos que:

Klar, Fi(a)™')% 1 = K[a/)5 " = Rp, 0.
También tomemos el morfismo cociente determinado por los invariantes cléasicos:

¢ : Vg — Via//SLyt1 = Spm K [ag]*m+1,
y su restriccién a los abiertos H;:

Alu, : Hjf — Sme[Hj]SL”“ = Sme[aI,Fj(a)fl}SH‘"“.
La inclusién trivial de algebras:
K[af]%féﬂ — Klar, Fj(a)~ '

determina el siguiente diagrama conmutativo de algebras:

Klay, Fj(a)~ !5t

|

Klar, F; ']

SLy,
Kla]p'5™ -
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Transladando este diagrama a la categoria de variedades afines, nos muestra que:

¢(Hj) —=Uj = SpmRp, 0 .

H;

Es decir, esto muestra que los ¢; se factorizan por las restricciones del morfismo ¢ a cada
abierto H;. También recordemos que la variedad ProyR,, 4, admite un cubrimiento por los
abiertos

U; = Spm Rp, 0 = Spm Klag, Fj(a) '],

De este modo, pegando los morfismos ¢;, obtenemos un morfismo sobreyectivo:
U VoY — Proy Ry 4,
al que llamaremos morfismo cociente proyectivo. A la variedad:
V,ffi//GLnH = Proy R, 4

la denominaremos espacio de Moduli de hipersuperficies semiestables de grado d en P".

Con esto concluimos esta construccion sobre las hipersuperficies en P™. Estos métodos
son la base de la construccién de cocientes proyectivos asociados a las acciones de grupos
algebraicos sobre variedades afines. Y, como ya hemos mencionado, sirve de motivacién para
comprender la importancia del concepto de semiestabilidad. Esta idea de “pegar” cocientes
afines para construir una variedad proyectiva que compactifique el espacio de Moduli que
determina un cociente afin estable es la idea principal para construir cocientes proyectivos,
y funciona bien para muchos ejemplos elemetales de la teorfa. Sin embargo, este método
admite una generalizaciéon mucho mas profunda y clasica:

Si consideramos fo, f1,..., fn € K[X], no necesariamente G-invariantes, pero tales que
sus cocientes f;/f; € K(X) sean funciones racionales G-invariantes, entonces podemos con-
siderar el morfismo racional al espacio proyectivo:

U:X —P"
v (fo(x) : fi(z) : -1 ful2)),

y tomar al “cociente proyectivo” como la imagen de dicho morfismo. A este cociente se
lo suele denominar como el GIT(Geometric invariant theory)-quotient. Ademas, es posible
recuperar el cociente afin X//G, tomando fy = 1, lo cual nos muestra que este nuevo
concepto generaliza las estrucuturas que hemos definido a lo largo de este capitulo. Estos
métodos y algunas generalizaciones estan discutidos en: [MUK, Cép. 6].

3.5. El Criterio Numérico de Hilbert-Mumford

Ya hemos introducido las nociones de estabilidad y de semiestabilidad, destacando su
importancia para la construcciéon de cocientes afines y proyectivos. Ahora nos concentraremos
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en uno de los resultados centrales que se utilizan para determinar cuando un punto resulta
(semi)estable, y que es el criterio numérico de Hilbert-Munford.

Si bien este criterio puede ser enunciado de diversas formas y en varios contextos, daremos
estos resultados para el caso en que X = V una representaciéon racional finita del grupo
linealemente reductivo G. Recordemos que si X es una G-variedad afin, entonces existe una
representacion finita V' y una inmersion cerrada:

p: X —V,

que ademas es G equivariante, (recordar: 1.2.25). Por lo tanto, como p : X — p(X) induce
un isomorfismo de variedades afines, es claro que para todo = € X:

G-x~G-(pxr) Stab(r)= Stab(px).

Por lo tanto, por lo menos en forma tedrica, podemos reducir el estudio de estabilidad de
puntos de una G-variedad afin al estudio respectivo sobre una representacion racional finita.

Ademaéas cabe destacar que, més alld de que muchos de estos resultados vayan a ser
expuestos sin su demostracién explicita, es importante dar un panorama de estas ideas y
criterios, pués conforman una solucién moderna y muy elegante al dificultoso problema de
estabilidad. Muchas de estas técnicas fueron herramientas importantes en muchos problemas
no triviales que derivan del estudio de hipersuperficies suaves en P" y otros ejemplos clasicos.

El trabajo realizado sobre estos conceptos es muy amplio, nuestra idea consta de exponer
un breve resumen de las ideas principales y sus conexiones con los problemas ya expuestos,
comenzando por tratar de entender su funcionamiento para ejemplos particulares.

3.5.1. El caso del grupo multiplicativo

Comenzaremos estudiando los resultados para el grupo multiplicativo G = G,,. Si V es
una representacion racional finita, entonces resulta diagonalizable, es decir que existe una
base B = {v1,..,v,} de V sobre la cual un elemento ¢ € T" acttia como:

t- V; = tmi’()l',

para ciertos pesos m; € Z. Este hecho ya lo hemos utilizado con més generalidad en la
seccion dedicada a la formula de la dimension para SLo.

Siz = (x1,..,x,) € V esta representado en esa base fijada B, entonces diremos que
w; € 7Z es un peso asociado a z, si x; # 0. Denotaremos por Z, al conjunto de pesos
asociados a dicho elemento. A partir de este conjunto asociado, podemos enunciar una
version particular del criterio de Hilbert Mumford, a través del siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. Sea V una representacion racional finita del grupo G,, y sea z € V|,
entonces:

1. z es estable si y solo si Z, contiene tanto enteros positivos como negativos.

2. x es inestable si y solo si Z, contiene solo enteros negativos o solo enteros positivos.
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A continuacion veremos algunas definciones, que nos permitiran, mas adelante, ver una
demostracion de este teorema y conectar este resultado particular con la versién general del
criterio de Hilbert-Mumford.

Bajo las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, consideremos un elemento x € V'
(o escrito en base B, z = (z1,.,vy) ), y €l morfismo determinado por:

v:G, —V
t — tx = (txy, .., tay,)

mn

El espacio V puede ser embebido dentro del espacio proyectivo compacto P(V x K) ~ P",
mediante:

Vs B(V x K)
(1, xp) —> (X1 -ty 0 1)

Esto nos permite pensar al morfismo ¥ con imagen en el espacio proyectivo P(V x K), es
decir:

() V@)= ({t"'ay: - :t™xy 1) =" Mry et My, 7,
donde m = min{0} U {m; : xi # 0} = min{0} U Z,.

Observemos que debido a que —m > 0, entonces podemos extender al morfismo ¥ a Al
simplemente evaluando la expresion (), en ¢ = 0. Esto nos permite definir al limite de ¥
en ese punto:

» En el caso de que ¥(0) € V (es decir que m = 0), diremos que: limy;_,ot - z := ¥(0).

= En caso contrario, diremos que lim; .ot - x no existe.

El hecho de poder embeber a la variedad afin V' en el espacio P", nos permitié poder
estudiar el limite topologico del morfismo ¥ en el punto de acumulacién correspondiente al

cero. Mas adelante veremos que esta definicién esta intimamente relacionada con el estudio
de estabilidad sobre los puntos de V.

De forma totalmente analoga, y considerando:
M = maz{0} U Z,,
luego podemos definir al morfismo ¥ como:
(II) W)= (t™zy - t™x, 1) = (™ Mgy oo ogma=My =My,

Y asi, tomando limite cuando ¢ tiende a infinito en la expresion (II), podemos definir
también:

lim ¢- .
t—o00
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En general, si x : G, — G, €s un caracter del grupo multimplicativo, entoces podemos
definir de forma analoga para cada z € V a:

If e
lim x (2) - @

Ademaés, es sabido que los caracteres de G, estan en correspondencia con el grupo aditivo
Z, donde cada m € 7Z se identifica con el caracter:

Xn(t) =t".
De este modo, obeservemos que el teorema 3.5.1 puede ser expuesto como:

Teorema 3.5.2. Sea V una representacion racional finita del grupo G,, y sea & € V
entonces:

1. z es estable si y solo, para todo caracter x : Gy, —> Gy, el limy_ x(¢)z no existe.

2. x es inestable si y solo si, existe algtn caracter x : G,,, — G, tal que el lim;_,¢ x(¢)z
se anula.

Observacion 3.5.3. En el teorema anterior, basta estudiar las condiciones que establecen
todos los caracteres s6lo para el caso de Id y —Id. Esto se corresponde con el estudio de los
limites:
lmt-z y limt-x
t—0 t—ro0
Ya hemos introducido toda la notacién necesaria para dar una demostraciéon de los
teoremas analogos 3.5.1 y 3.5.2, que detallaremos a continuacion:

Demostracion. Nuevamente consideremos al espacio V embebido en P(V x K) y supongamos
que el elemento x € V tiene sus coordenadas en la base B no nulas, de lo contrario podemos
realizar el mismo argumento, pero para un subespacio de V.

En la definicién de limite que ya hemos dado, trabajamos con ciertos elementos m y
M, en este caso trabajaremos con elementos sutilmente diferentes, pero los llamaremos del
mismo modo. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar m y M tales que:

m=w <w <..<w,=M
Ademas existen r, s € N tales que:
m=w] =wy =" =W <Wpyp] <+ < Wg = W] = Wgp2 =+ =wy = M.

A continuacién estudiemos los limites en ¢ — 0 y en t — oo:

P=limt -z =
t—0
%ii?](xl:'--:xr:tw”l_ma}rﬂ:'--:tw”_m$n:t_m):(a:1:--':xT:O..:O) sim<0
%i_r)%(xlw":a:r:tw”lxrﬂ:~-:tw”xn:1):(551:---:%:0:"-:1) sim=0
Hm (¢ o - o tYra, ity oo ity 1) =(0:---:0:0:---:1)  sim >0

t—0
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Pt o=
tliglo(twl_le st Mg g i, M) = (0000252, :0) SiM >0
tlirélo(twlml Pt g gt imy 1) =(0: 0 xg. iy i 1) siM=0
tlirglo(twlxl DtWslpg g Wi L it t 1) =(0:..:0: 1) siM <0

Sea Y = Gy, -z, la clausura de la o6rbita del punto x, dentro del espacio P(V x K).
Entonces:

Y:Gm-xg{p,q}-

Observemos que a menos que la accion del grupo G, sea trivial (sobre el punto), el estabi-
lizador:
Stab(x) = {t: t¥" =1 Yw; € Z,},

siempre resulta un subgrupo finito.

Sip,q ¢V (es decir que el limite no existe), entonces G, - = X NV, y por lo tanto la
orbita de z resulta cerrada, y dicho punto estable. Ademaés, esto ocurre si y solosi m <0y
M > 0.

De forma inversa, si el punto = es estable, entonces el estabilizador es finito y por lo
tanto m y M resultan no simultaneamente nulos. Como ademas G,, - ¢ es cerrado en V,
deducimos que p,q ¢ V, , y que m < 0y M > 0. Asi queda demostrada la primera de las
equivalencias propuestas.

Veamos como quedan caracterizados los puntos inestables bajo la accion de G,,. Ex-
tendiendo el resultado 3.4.16, para puntos inestables en general, deducimos que x € V es
inestable si y s6lo si:

0e G-

Ademaés, esto ocurre si y solo si p o ¢ coinciden con (0 : ... : 0: 1), lo cual es equivalente a
que m > 0 o aque M < 0. En conclusion, el punto = es inestable si y s6lo si Z, contiene
solo elementos positivos o solo elementos negativos, que es equivalente a que alguno de los
limites:

limt-z o limt-x
t—0 t—o0

sea nulo.

De este modo quedan demostrados los dos teoremas propuestos, que corresponden al ya
mencionado criterio de Hilbert Mumford, para el caso particular del grupo multiplicativo
G- O

Ejemplo 3.5.4. Supongamos que G,, actia sobre un espacio vectorial V' de dimension 3,
mediante la accién diagonalizada por la matriz:

t2

o O
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Entonces, si identificamos a la K-algebra asociada al espacio V', con K[z1,x2, x3], entonces:

VE=V - (V(z)UV(z3)) v V=V — (V(z1,22) UV (21, 23))

3.5.2. El caso general y algunos ejemplos

Comencemos recordando el concepto en general de caracter asociado a un grupo lineal
general G.

Definicion 3.5.5. Sea G un grupo linealmente reductivo. A todo morfismo de grupos alge-
braicos x : G — G, lo denominaremos como carater asociado al grupo G. Y notaremos
por x(G) al conjunto de todos los caracteres asociados.

Ahora definamos un concepto dual al de caracteres, que nos permitira dar el enunciado
general del criterio, reduciendo el estudio de estabilidad de puntos en general al caso del
grupo multiplicativos Gy,:

Definicién 3.5.6. A un morfismo de grupos algebraicos p : G, — G lo denominaremos
como subgrupo de 1-parametro. Y notaremos como p(G) al conjunto compuesto por dichos
elementos.

Observacion 3.5.7. Observemos que para el caso del grupo miltiplicativo G, los conceptos
de caracter y de subgrupo de 1-parametro coinciden.

A continuacién enunciaremos, aunque sin demostracion, el resultado general del criterio
ya mencionado para grupos linealmente reductivos:

Teorema 3.5.8. Sea GG un grupo linealmente reductivo, actuando sobre una representacion
racional finita V', entonces los puntos estables y semiestables quedan caracterizados por:

» Un punto z € V resulta estable si y solo si para todo subgrupo de 1-parametro p € p(G)
el punto resulta estable bajo la accién de Gy, inducida por dicho elemento, es decir si
para cada p € p(G):

Ii t) - x.
Blimp(t) - x

= Un punto x € V resulta semiestable si y s6lo si para todo subgrupo de 1-pardmetro p €
p(G) el punto resulta semiestable bajo la accion de G, inducida por dicho elemento,
es decir, si para cada p € p(G) el limite:

lim p(t) - = # 0.
t—0
Para ampliar estos resultados méas generales y sus demostraciones consultar: [GIT, Cap.

9.

Para concluir esta secciéon dedicada a este criterio, veamos algunos ejemplos clasicos en
donde puede aplicarse. Comencemos por unos de los ejemplos que méas hemos estudiado a
lo largo del trabajo y que consiste en las formas binarias homogéneas de un grado fijo.
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Ejemplo 3.5.9. Consideremos V = K|z, y|,, el espacio de formas binarias homogéneas de
grado n, con la accién clasica de SLs. Notaremos a una forma genérica de dicho espacio

como:
flz,y) = apx" + a1z y + ...+ any”

Todo subgrupo de 1-parametro p : G, —> SLa, a menos de conjugacion resulta de la forma:

t>—>t0
0 t1)°

Para una demostracion de este hecho consultar: [MUK, Sec. 7.1 a, Cap.7|. Actuando por
dicha matriz sobre una forma genérica se obtiene:

apt"z™ 4+ ait" 22"ty + .+ ajt”_2jx"_jyj + oty

Por lo tanto, es sencillo verificar que esta accion se diagonaliza en la base canénica, por la

matriz:
t" 0 0o .. 0
0 t"2 0 .. 0
0 e . 0t

Los pesos no negativos de esta accion son:
n,n—2,...,n—2[n/2
y los no positivos resultan:
n—2(n/2]+1),..,—n
En conclusién, en el caso que n sea impar, no hay pesos nulos, por lo tanto, los puntos
estables y semiestables coinciden. En dicho caso, los puntos inestables son de la forma:

apx™ 4+ a1z Yy ..+ a[n/g}x”*[n/z]y["/m 0

a[n/2]+1l,n—[n/Q]—ly[n/Q]-I—l + .. _|_yn

Y obviamente los estables resultan su complemento.

En el caso en que n = 2k sea par, si obtenemos un peso nulo (el correspondiente a
n —2[n/2]). Y por lo tanto, en este caso, los puntos inestables son de la forma:

apx™ + a1y + ..+ ak_lx"_k+1yk_1 o

ak+1mn—k—1yk+l 4 _|_yn

Y nuevamente los puntos semiestables corresponden a su complemento. La tnica diferencia
que tenemos en este caso, es que el complemento de los puntos estables resultan:

apz™ + a1z 'y + ...+ agz” o

ape FyF 4y
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En resumen, y dicho de otro modo una forma binaria genérica f(x,y) resulta estable
si y solo cada uno de sus factores lineales tiene multiplicidad < n/2. Y ademas, resulta
semiestable si y solo si cada uno de sus factores lineales tiene multimplidad < n/2. Donde
la multiplicidad (moviendose dentro de una GLy-6rbita) puede ser tomada en un cero en
y = 0. Para una demostraciéon distinta de este ultimo resultado también se puede consultar:

MUK, Sec. 7.2].

Corolario 3.5.10. En el caso n = 4, una forma binaria cuartica resulta estable si y s6lo si
no tiene factores lineales repetidos. Es decir, que las formas que determinan hipersuperficies
suaves (no singulares) en P cubren todas las formas estables.

Siguiendo la linea del ejemplo anterior, daremos la caracterizaciéon general, que surge al
aplicar el criterio sobre el espacio general de formas homoegéneas en n variables y de grado
fijo:

Proposicion 3.5.11. Sea f € K[xy,..,zy]q, entonces es cierto que:

= f es una cero forma, bajo la accion de GIL, sobre dicho espacio, si y sblo si existe
un vector (r1,..,r,) € Z™ — {0}, tal que a; = 0, para todo multi-indice I tal que
(I,(r1,...,m)) > 0.

= f es no estable , nuevamente bajo la accion de GIL, sobre dicho espacio, si y sblo si
existe un vector (r1,..,r,) € Z" — {0}, tal que ay = 0, para todo multi-indice I tal que
<I, (7‘1, . Tn)> > 0.

Demostracion. Ver: [MUK, Prop. 7.11, Sec. 7.2 a. O

Terminaremos el capitulo, estudiando el ejemplo clasico del grupo SL,, actuando en
el espacio general de matrices, via conjugaciéon. Aunque en este caso, no sera necesaria
la aplicaciéon del criterio de Hilbert-Mumford. Recordemos que el anillo de invariantes esta
determinado por los coeficientes del polinomio caracteristico de cada matriz, y que las 6rbitas
estan caracterizadas por sus formas de Jordan asociadas.

Ejemplo 3.5.12. Sea V = K"*" el espacio vectorial general de matrices n-dimensionales,
en donde consideraremos la accién por conjugacion del grupo GL,,. Consideremos A € V' y
su polinomio caracteristico dado por:

xa(@) = 2" + e (A)zx" !+ .+ en(A)2.
Entonces, la matriz A resulta inestable si y sélo si:
e1(A)=..=¢en(A)=0

Ademas, esto tltimo es equivalente a que la matriz sea nilpotente. Asi nos quedan caracte-
rizadas las matrices inestables y semiestables de este espacio.

Veamos ahora, cual es la situaciéon de los puntos estables. Es posible demostrar, que la
orbita asociada a una matriz es cerrada, si y solo si resulta diagonalizable. Por ejemplo, en
el caso n = 2, esto es sencillo de ver, pues:
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de acuerdo a la forma de Jordan asociada tenemos tres tipos de orbitas, con matrices

respectivas iguales a:
A0 A0 A0
oy n) @63 o))

Si A es diagonalizable con autovalores distintos (primer caso), entonces todas las matrices
de su 6rbita BAB™! € GLy- A, tiene igual polinomio carateristico. Por la tanto, si B; € GLa-
A tiende a B, esta tltima tendra un polinomio caracteristico que se factoriza linealmente,
con autovalores iguales a los de A. De donde se sigue que B € GLs - A, y por lo tanto la
orbita resulta cerrada.

En el segundo caso, es claro que la 6rbita es puntual y cerrada. Y por ultimo, el tercer
caso, tiene al segundo en su clausura. Es decir, a través de la conjugacion:

(o DG G A) = 3)
(o %)

esta en la clasura de su orbita. Esto nos prueba que las tinicas matrices cuyas érbitas son

cerradas son las diagonalizables. Este argumento puede ser extendido para la accién del
grupo general GL,,.

se sigue que la matriz:

En conclusion, las matrices diagonalizables tienen 6rbitas ceradas, sin embargo sus esta-
bilizadores nunca resultan finitos. Consideremos matrices del tipo:

t7 0 O 0

ta 0O 0
0 0 t3 0],
0 0 t,

donde t;...t,, = 1. Si conjugamos a una matriz diagonal A por este tipo de matrices, volvemos
a obtener la matriz A. Por lo tanto, las matrices diagonalizables, como ya mencionamos,
nunca tienen establizadores finitos, incluso bajo la accién del grupo SL,,. Luego:

V=0



Apéndice A

Aspectos basicos de Geometria
Algebraica

El objetivo principal de este apéndice es exponer un breve resumen de las definciones
basicas y los resultados principales de la teoria de variedades algebraicas. En principio, este
apartado permite recordar y ampliar muchos conceptos dentro del contexto de las variedades
afines, y también resulta una ayuda para una mejor comprensiéon de los temas abordados
durante todo el trabajo, especialmente en el capitulo 2. Dicho de otro modo, conforma un
refuerzo y resumen de las bases necesarias para una mejor comprension de los elementos con
los que hemos trabajado.

En general, s6lo expondremos las demostraciones que consideramos importantes por su
contenido intrinseco, es decir, aquellas que en su propio contenido muestren algtin elemen-
to importante que pretendamos destacar. Para un vision méas amplia sobre este tema tan
importante se sugiere consultar: [HAR], [SHA| y [MUM].

A.1. Introduccién

A lo largo de este seccién, asi como también a lo largo de todo el trabajo, supondre-
mos que K es un cuerpo algebraicamente cerrado. Comenzaremos con algunas definiciones
elementales.

Definiciéon A.1.1. Consideremos la K-dlgebra de funciones polinomiales con coeficientes
en K, es decir, tomemos A = K[x1,...,z,] y sobre ella definamos:

1. I(X)={fe€A: f(r) =0Vx € X}, para cada X C K".
2. V(S)={z e K": f(x) =0VYf € S, para cada subconjunto S C A.

Observacion A.1.2. Continuando con la notacion de las definicién anterior:

» A todos los subconjuntos de K™ que son de la forma V(S), para algin subconjunto
S C Klz1,...xzy], los llamaremos subconjuntos algebraicos de K™. Ademéas quedan
completamente determinados por los ideales de K[z, ...x,], en el siguiente sentido:
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Si S C K[zy, ...z, luego V((S)) = V(95)
(donde (S) denota al ideal generado por el subconjunto S)

» Dado X C K", es claro que I(X) es un ideal de K|z1,...z,]. Recordemos que dado un
ideal S, podemos definir el radical de S como:

VS ={feKlxy, .. : f* €S},

y que un ideal S se dice radical si S = /S. Bajo estas observaciones, es posible
demostrar que I(X) siempre resulta un ideal radical.

Tenemos definidas dos aplicaciones V' e I entre subconjuntos algebraicos de K" e ideales
de K|x1,...zy). Sin embargo estas aplicaciones no son inversas, de hecho para ver como se
relacionan entre si debemos recurrir al famoso teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellen-
satz), que nos afirma lo siguiente:

Teorema A.1.3. Para cada ideal S C K[z, ...x,] es cierto que:
I(V(S)) = VS.

Mas atn, X = {p} < I(X) es un ideal maximal
Demostracion. |SHA, Apéndice 6]. O

A continuacién nos concentraremos en los conjuntos algebraicos y ciertas propiedades
sobre ellos que nos permitiran definir una topologia especial en K".

Proposicion A.1.4. Los conjutos algrebraicos tiene las siguientes propiedades:

1) V({o}) = K" y V(K[x1,.2,)) =0
11) Si {S,....5,} es una familia finita de ideales de K|x1,..z,], luego: V(N S;) = UV (Si)

1) Si {Sa}aca es una familia arbitraria de ideales de K[xy,..xy], luego: V(D> S,) =
NV (Sa)

Demostracion. Las demostraciones de estos resultados son argumentos directos y sencillos,
y por lo tanto seran omitidos. Para un desarrollo de ellos consultar: [SHA, Cap. 1] o [HAR,
Cap. 1].

O

La proposicion anterior nos muestra que los conjuntos algebraicos nos definen una topo-
logia en K™, que coresponde a tomar a dichos conjuntos como los cerrados. A esta topologia
la llamaremos Topologia Zariski. A menos que sea aclarado, a los conjuntos algebraicos los
dotaremos con la topologia de subespacio, que heredan de K".

Ahora, a partir de estos resultados, estamos en condionces de describir la relacién entre
las funciones V e I:
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Proposicion A.1.5. Para todo subconjunto X de K™ se tiene que:

donde X denota su clausura en la Topolga Zariski.

Demostracion. Es claro que X C V(I(X)), como V(I(X)) es un cerrado de la topologfa,
tenemos que X C V(I(X)).

Sea W un cerrado que contiene a X . Luego W = V(a) , para cierto ideal a, entonces:
I(V(a)) € I(X)

. Pero ademas, sabemos que a C I(V(a)), de donde deducimos que a C I(x). Aplicando la
funcion V' a dicha contension: V(I(X)) C V(a) = W, de donde se concluye X = V (I(X)).

O

La proposiciéon anterior, junto con el teorema de los ceros de Hilbert, nos determina
una correspondencia entre conjuntos algebraicos (o cerrados Zariski) e ideales radicales de
Klxy,...,xp):

{Conjuntos algebraicos} %‘I; {Ideales radicales deK|[z1, ..., ]

Enunciaremos ciertas propiedades sobre la topologia que estamos definiendo a partir de
los conjuntos algebraicos. Veremos que esta nueva topologia es T7, Noetheriana y compacta:

Proposicion A.1.6. Sea X C K" un conjunto algebraico, las siguientes afirmaciones son
validas para dicho conjunto y su topologia:

1) La topologia Zariski en X es T7.

11) Toda familia no vacia de subconjuntos cerrados de X contiene un elemento minimal.

111) Para toda cadena de cerrados descendente con la inclusion, ie X3 O X5 D ... 2 X, D
D, ST donde cada X; es un cerrado en X, existe un m € N tal que X, = X,,, Vk > m.

1v) X es una espacio topolégico compacto.

Demostracion. Si a = (ay,...,a,) € X = V(S), entonces a es el unico elemento de K™ que
es cero del ideal dado por:
Sa == <X1 — ay, ...,Xn — an>.

Por lo tanto para demostrar que X es 17, basta observar que
{a} =V(Sa) NV(S)

, es un cerrado de X. Luego todos los puntos de X son cerrados, y dicho espacio resulta 7T7.
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Las propiedades ii) y iii), son equivalentes y resultan las definciones clasicas y mas usadas
para espacios topologicos Noetherianos. Por lo tanto, solo demostraremos ii).

Recordemos que el anillo de polinomios K[z1, ..., ] es un anillo Noetheriano, donde esto
se deduce del Teorema de Hilbert que afirma que: Si A es un anillo Noetheriano entonces
Alx] también lo es.

Por lo tanto el anillo K[z, ...x,| cumple que toda familia no vacia de ideales admite un
elemento maximal. Luego, si {F;}ics, es una familia de cerrados en el conjunto algebraico
X, entonces {I(F;)}icr es una familia no vacia de ideales radicales de K[z, ...xzy]. Asi dicha
familia admite un elemento maximal al que podemos llamar I(F; ). Aplicando V a ese
elemento y a la familia {I(F;)}icr, y usunado que V invierte las incluisiones, obtenemos que
V(I(F;,)) = Fj, (pues es cerrado) es un elemento minimal de la familia {F;};c;. Con lo cual
queda demostrado ii).

Por dltimo, veamos la propiedad iv). Queremos probar que si {S,}aea €s una familia
arbitraria de ideales de K[z, ..X,],tales que:

m V(Sa) = @7

entonces existen finitos o, ..., a, € A tales que: V(Sq,) N ... NV (S,,,) = 0.
Bajo esas hipotesis podemos deducir que
Z V(Sa) = K|z, ..., zp],
a€A

luego, existen finitos a, ..., a,, € A tales que 1 € Y (S;), lo cual implica que

V(Say)N...n NV (Sy,,) = 0.

A.2. Conjutos Algebraicos y Algebras Afines

Hasta ahora hemos definido conjuntos algebraicos y les hemos dado un topologia. Vere-
mos que dichos conjuntos y su topologia quedan completamente determinados por un algebra
de funciones polinomiales que podremos asociarle.

Definicién A.2.1. Sea X C K" un conjunto algebraico, y sean fi, fo € K[x1,..,zy]. En-
tonces fi1|x = fa|x siy solosi fi — fo € I(X). Luego la restriccion a X induce un morfismo
sobreyectivo:

¢ Klxy,..,xn] — Klz1,..,2,]/(1(X).

Se define la K-algebra afin asociada a X como:
KIX] i= K1, - 2]/ (1(X),

Observacion A.2.2. Dicho espacio K[X] es una K-algebra conmutativa, que cumple:
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» Si X es un conjuto algebraico entonces K[X] es una K-algebra afin, es decir es finita-
mente generada y sin elementos nilpotentes.

= Si A es un k-algebra afin, entonces existe un conjuto algebraico X C K" tal que
A ~ K[X] (isomorfismo de K-algebras conmutativas).

Demostracion. Ver: [HAR, Remark 1.4.6]. O

En la siguiente proposiciéon veremos que un conjunto algebraico X y su topologia inducida
quedan determinadas por la K-algebra K[X].

Proposicion A.2.3. Sea X C K™ un conjunto algebraico y sea K[X] su K-algebra afin
asociada. Si llamamos Max{K[X]} al conjunto de ideales maximales de K[X], entonces:

I Existe una biyeccion entre los puntos de X y los ideales maximales de K[X], dada por:

¢: X — Maz{K[X]}, donde ¢(z)=1({x}).

IT Los cerrados de X, con su topologia inducida, son de la forma V(S), con S recorriendo
el conjunto de todos los ideales de K[X].

Demostracion. Para comenzar, observaremos que la flecha ¢ esta bien defenida, en el sentido
que efectivamente ¢(z) € Max{K[X]}. Como:

K[X]/(I{zx}) = K[X]/((X1 — 21,..X, —2p)) ~ K,

el ideal I({x}) resulta maximal.

Debido a que:
K[X] ~ Klz1, .., X,]/(1(X)),

los ideales maximales de K[X] estan en correspondencia con de Klz1,..,x,| que contienen
a I(X). Ademaés, ya sabemos que los ideales maximales de K[z1,..,2,] estan en correspon-
dencia con lo puntos de K™ (recordar A.2.3), y la condicion de que dicho ideal contenga a
I(X) es pedirle a dichos puntos que pertenezcan a la variedad X.

La afirmacion IT) es una consecuencia inmediata de que X tenga la topologia de subes-

pacio. [l

Observacion A.2.4. Del inciso II) de la proposicion anterior se deduce inmediatamente
que todo cerrado de X es el conjunto de ceros de un namero finito de funciones en K[X]; es
decir:

Si F C X es un cerrado luego: F' = I({f1,..., fn)) para ciertos f; € K[X]

Ahora que tenemos definida la K-algebra afin asociada a la variedad X, podemos dar un
mejor caracterizacion de la topologia Zariski sobre un conjunto algebraico X.
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Definiciéon A.2.5. Sea X un conjunto algebraico y sea K[X] su K-élgebra asociada. Para
cada f € K[X] definimos:

Dx(f) = {w € X : f(z) £ 0}.
Estos conjuntos son abiertos de la topologia y los llamaremos: abierto asociado a la funcion
/

Proposicion A.2.6. Dado un conjunto algebraico X, {Dx(f) : f € K[X]} forma una base
de abiertos de la topologia de X.

Demostracion. Consultar: [SPR, Lemma 1.3.6, Cap 1]. O

A.3. Variedades Algebraicas Afines y Funciones Regulares

En esta secciéon definiremos al objeto principal de estudio en este apéndice, que son las
variedades algebraicas afines. Ademas, veremos una caracterizacion de ellas como espacios
topologicos anillados, lo cual es de gran utilidad para dar definiciones méas generales de
variedad.

Definiciéon A.3.1. Sea X C K™ un conjunto algebraico, K[X] su K-algebra afin y sea 7 su
topologia Zariski inducida. Diremos que la terna

(X, K[X],7)

o simplemente X (cuando esten claros todos los demas datos por el contexto), es una variedad
algebraica afin.

Definicion A.3.2. Diremos que un subconjunto ¥ C X, de una variedad algebraica afin
es constructible, si puede describrirse como uniones e intersecciones finitas de cerrados y
abiertos de X.

En las secciones anteriores hemos discutido y demostrado varias propiedades topolgicas
de las variedades afines. Nuestro préoximo objetivo es enunciar propiedades béasicas de la
categoria que definen. Pero antes, veremos una tultima propiedad topologica que permite
descomponer las variedades en ciertas componentes, que en muchos casos facilitan su estudio.
Para eso definamos:

Definicién A.3.3. Sea (X, K[X],7) una variedad algebraica afin, diremos que X es irre-
ducible si toda vez que X = Y] UY5, con Y] e Y, cerrados, entonces o bien Y7 = X o bien
Y, = X.

En general, una variedad algebraica afin no tendra por que ser irreducible, pero, por
el hecho de que como espacio topologico sea noetheriano, puede descomponerse en finitas
componentes irreducibles.

Enunciaremos las siguientes proposiciones para espacios topolégicos abstractos, para que
queden expuestas en su contexto mas general, pero obviamente nuestra tnica intencién es
su aplicacion a las variedades que hemos definido, una breve descripciéon de estos puede
encontrar en la introducccion de: [SPR, Sec. 1.2].
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Lema A.3.4. Sean X e Y espacios topolégicos.

1. U C X es irreducible (con su topologia de subespacio) si y solo si U es irreducible.

2. Si f: X — Y es una funcién continua, sobreyectiva y X es irreducible entonces Y
también lo es.

Definicién A.3.5. Diremos que F es un componente irreducible de un espacio topolégico
X, si F es un conjunto irreducible y maximal (con respecto a la inclusion).

De acuerdo a la siguiente proposiciéon, veremos que todo espacio topologico es la unién
de componentes irreducibles.

Proposicion A.3.6. Sea X un espacio topologico abstracto, luego son ciertas las siguientes
afirmaciones:

a) Todo subconjunto irreducible de X esta contenido en una componente irreducible de X.

b) X es la uniéon de sus componentes irreducibles, y dichas componentes resultan ser subes-
pacios cerrados.

Hasta aqui no fue necesario ninguna hipétesis adicional sobre el espacio topolégico X,
pero como veremos a continuacion, si nuestro espacio satisface la condicion de ser noetheriano
(como en el caso de nuestras variedades afines) la cantidad de componentes irreducibles sera
finita.

Proposicion A.3.7. Todo espacio topolégico noetheriano tiene un nrhero finito de compo-
nentes irreducibles.

Retornando al contexto de variedads algebraicas, daremos ahora una caracterizacién para
que una variedad afin sea irreducible en términos completamente algebraicos, a través de su
K-algebra asociada.

Proposicion A.3.8. Sea (X, K[X],7) una variedad algebraica afin cualesquiera, luego X
es irreducible como espacio tologico si y solo si K[X]| es una K-algebra integra.

Demostracion. Primero supongamos que X es irreducible y veamos que K[X] resulta inte-
gra. Si esto ultimo no fuera cierto, existirian f,g € K[X] — {0} tales que: f.g = 0. Por lo
tanto, vistos como funciones polinomiales restrigidas a X, también resultan nulas. Luego:

X =I({rHuI({g}),

lo cual resulta un absurdo debido a que ambos conjuntos que descomponen a X son cerrados
propios (pues f y g son no nulos), y X es irreducible.

Supongamos ahora que la K-algebra K[X] es integra, pero que por el contrario X resulta
reducible. En ese caso, existirian dos cerrados propios

Fl = I({f17”7f7l}) y F2 = I({gl77gm})
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tales que: X = Fy U Fy. Sea x1 € X\ Fy, entonces existe un k£ < n tal que
fi].(l‘l) 75 OV] =1...k.

Anélogamente existe xg € X\Fy y [ < m tal que:
gij(.%'g) ?é OVj =1..1

Tomando f = fi,...fi, ¥ 9 = i,----gi,, ambos resultan no nulos en K[X], pues no se
anulan en x1 y xo respectivamente, pero:

I{frs o fuy SIf) v I{915-59m}) € 1(g)

De donde podemos deducir que: f.g =0 en K[X], lo cual contradice la integridad de K[X]
y concluye la demostracion. O

Corolario A.3.9. Si X C K™ es una variedad algebraica afin, luego, X es irreducible si y
solo si I(X) < K|z, .,xy,] es un ideal primo.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la proposiciéon anterior recordando que:
K[X] ~ K[z1,..,2,)/1(X)
O

Para culminar con la presente seccién, daremos una presentacion de las variedades alge-
braicas afines como espacios topoldgicos anillados. Para ello, recordemos primero las princi-
pales definiciones de haces de funciones sobre un espacio topologico.

Haces de funciones: Sea X un espacio topoldgico arbitrario, recordemos que un haz de
funciones K-valuadas sobre X es una asignacién que a cada abierto U de X, le asigna una
K-algebra de funciones K-valuadas, O(U), que satisfacen lo siguiente:

I Si U C V son dos abiertos no vacios de X, luego la restriccién define un morfismo de
K-algebras ¢, : O(V) — O(U).

IT Sea {Ugca} es un cubriento abierto de un cierto abierto U C X. Supongamos que para
cada a € A tenemos dada una funcion K-valuada f, € O(U,), cumpliendo que:

w si U, NU, # 0, luego fo v fp restringidas a U, N U, definen la misma funcion en
O(Ua N Ub>.

Entonces, existe una tunica funcion f € O(U) tal que su restriccion a cada U, es f,.

Recordemos que si X es un espacio topologico se puede definir en general un prehaz
de anillos como un funtor contravariante entre la categoria que definen sus abiertos, y la
categoria de anillos con unidad.

Ademaés, un prehaz de anillos es un haz cuando ademés se cumple la propiedad II) del
enunciado anterior, donde las “restricciones” son la imagen por el funtor de las restricciones
entre los abiertos de X.
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Definicién A.3.10. Un par (X, ), donde X es un espacio topolégico y O es un haz de
funciones (o mas en general de anillos) sobre X, es llamado un espacio anillado.

Definiciéon A.3.11. Sea (X, O) un espacio anillado. Si Y es un subespacio de X, definimos
el espacio anillado inducido (Y, O)|y, del siguiente modo: A Y le otorgamos topologia de
subespacio. Si U es un abierto de Y, luego, O|y (U) consite en todas las funciones f definidas
en U tales que:

» exite un cubrimiento abierto U C (JU, de U por abiertos de X, y funciones f, €
O(U,), tals que su restrccion a U N U, coincide con la restriccion de f.

Ahora construiremos un haz de funciones sobre una variedad afin:

Definicion A.3.12. Sea X una variedad afin, y sea U C X un entorno abierto de cierto
x € X. Una funcién f: U — K se dice regular en ese punto, si existen g, h € k[X] y otro
entorno de z, V C U N Dx(h) tal que f = gh~'en V.

Una funcién definida en un abierto U C X se dira regular, si es regular en todos los
puntos de dicho abierto.

Ahora definiendo O(U) (para cada abierto U) como la K-algebra de funciones regulares
en U, es inmediato chequear que dicha construccién cumple con las propiedades I y II de
la definicién de haces. De este modo, a toda variedad afin X se la puede ver como un caso
particular de espacios anillados.

Definicion A.3.13. Sea X una variedad afin y sea O su haz de funciones regulares asociado.
Definimos, para cada x € X, a O, como la K-algebra de funciones regulares en x, con la
relacién de equivalencia que determina que dos funciones regualares definidas en un entornod
de z, son iguales, si coinciden en un entorno més chico. Esto tltimo, puede expresarse de un
modo mas categoérico, como el germen de funciones regulares en dicho punto:

0, = lim O(U)

zeU

Para culminar esta seccién veamos una definicién un poco mas general de variedades:

Definiciéon A.3.14. Un espacio anillado (X, Ox) se dice un prevariedad, si para cada punto
de X existe un entorno abierto U, tal que el subespacio anillado (U, O|y) es isomorfo (como
espacio anillado) a una K-variedad afin.

Observacion A.3.15. Los morfismos entre prevariedades y las sub-prevariedades pueden
definirse de forma natural recordando que en particular son espacios anillados.

Definiciéon A.3.16. Diremos que una prevariedad (X, Ox), es una variedad si satisface el
axioma de separacion, que requiere que la diagonal:

A X —XxX

sea un inmersién cerrada.
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Observacion A.3.17. Si bien es posible definir estructuras de subvariedad sobre todos los
subconjuntos cerrados y abiertos de una variedad dada (Ver [HAR, Cap 1] o [SPR, Sec. 1.4
y Sec. 1.5, Cap. 1|). También es cierto que todo subespacio cerrado de una variedad afin
resulta nuevamente una variedad afin. Sin embargo, no es cierto que todo subespacio abierto
de una variedad afin sea afin. Por ejemplo, el abierto X = A% — {(0,0)} € A% no admite
una estructura de subvariedad afin.

A.4. Morfismos

Ahora estamos en condiciones de poder definir morfismos entre variedades afines, y para
esto sera vital ver a dichas variedades como un caso particular de espacios anillados.

Definicién A.4.1. Sean X e Y dos variedades algebraicas afines, y ¢ : X — Y una funcién
continua. Diremos que ¢ es un morfismo de variedades, si para cada V C Y abierto y para
cada funcién regular f : V — K, la funcion:

fop:o7 (V) — K
resulta regular.

Observacion A.4.2. Sean (X,0x) e (Y, Oy) dos espacios anillados, y ¢ : X — Y una
funcion continua. Para cada abierto V C Y y cada f € Oy (V) definimos:

v (f)i=fop:¢ (V) — K.

Decimos que ¢ es un morfismo de espacios anillados, si la imagen de ¢j, esta contenida en
Ox(¢~ (V).

Por lo tanto, en el caso particular en que X e Y son variedades afines la definicién
anterior coincide con la que dimos para morfismos entre variedades.

Observacion A.4.3. Claramente la composicién de dos morfismos entre variedades afines
es un morfismo, y por lo tanto tenemos bien definida la categoria de variedades afines. Por
lo tanto, en particular, tenemos bien definida una nocién de isomorfismo (categorico) entre
variedades afines,

Segun las definiciones que acabamos de realizar, es claro que si reemplazamos una varie-
dad (X, O) por otra variedad isomorfa entonces las correspondientes K-algebras O(U) y O,
resultan también isomorfas. Es por eso que decimos que dichas K-algebras son invariantes
de las variedades afines.

Nuestro proximo objetivo es relacionar O(X) y O,, con la K-algebra afin K[X] asociada.

Teorema A.4.4. Sea (X, K[X]) un variedad afin arbitraria, y sea O su haz de funciones
regulares asociado. Entonces:

a) O(X) ~ K[X]
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b) Para cada z € X, sea I, el ideal de K[X] dado por todas las funciones que se anulan en
x. Luego O, ~ K[X];, donde esto ultimo representa la localizacion del ideal I,.

c) Sea Dx(f) un abierto principal de X, entonces O(Dx(f)) ~ K[X]; = K[X][T|/(1—- fT)
(la localizacion de S = {f"}nen.

Demostracion. Consultar: [HAR, Sec. 3 (Morphisms)| y [SPR, Theorem 1.4.5, Cap.].
O

Observacion A.4.5. Si bien no todo abierto de una variedad afin es afin, observemos que
el teorema anterior nos muestra que es posible definir una estructura de variedad afin sobre
los abiertos bésicos Dx (f), y que su K-algebra asociada resulta la localizacion K[X]¢.

Observacion A.4.6. Por definicién un morfismo ¢ : X — Y de variedades afines define
un morfismo de k-algebras: ¢j : O(Y) — O(X). Luego, esto nos define un morfismo entre
las algebreas afines asociadas del siguiente modo:

o* = () Lot o0V K[Y] — K[X]
¢*(p) = (¥5) (3 (¥" (0)) = (¥¥) ' (po ), Vpe K[Y].

En la formula dada, estamos identificando naturalmente a la funcién polinomial p con
Y (p). Ahora tratemos de hacer una construccion en el sentido contrario al realizado en el
desarrollo anterior.

Dado un morfismo de K-algebras T': K[Y| — K[X], buscaremos construir un morfismo
entre variedades T': X — Y tal que : T* = T'. Para ver esto primero vamos a necesitar la
siguiente correspondencia.

Lema A.4.7. Dada una variedad algebraica afin X hay una correspondencia natural entre:

Qx : X — {a: K[X] = K : aes un morfismo de k-algebras}

Demostracion. La demostracién de este hecho es sencilla y radica en una corresponcia que
ya hemos probado, entre los puntos de X y los ideales maximales de K[[X]. Es claro, que
tomando el nicleo de los morfismos de K-algebras entre K[X] y K, tenemos una correspon-
dencia entre dichos morfismos y los ideales maximales de K[X], es decir:

» Qx(x) = ¢y, donde @5, : K[X] — K es el morfismod de k-algebras que tiene a I
(el ideal de las funciones que se anulan en x) como nucleo.

» QOx 1(a) = V(Ker (a)), pues como Ker (a) es un ideal maximal, sus ceros determinan
un Gnico punto.

O

Ahora, estamos en condiciones de realizar la construcciéon que anuanciamos: dado un
morfismo de k-algebras 7' : K[Y] — K[X], podemos definir un morfismo de variedades
T : X — Y del siguiente modo:
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] T:Q;lo(_oT)oQX
= T(x) =yt o (_oT)(¢r,) = Q' o (ér, oT) = V(Ker (¢r, 0T)) € Y

Nuestra intencion es probar que (7')* = T'. Es decir, queremos ver que para todo z € X
y para todo p € K[Y], es cierto que

Ademés, como:

nos bastara probar que
Uy oT(p)=poT,

nuevamente haciendo una identificaciéon natural y evaluando en cada punto x de la variedad
X, probaremos que:

T(p)(x) = p(T(z))

Para esto, veremos que ambos puntos de K (espacio afin de dimension 1) definen el mismo
ideal maximal en K[z] (polinomios de una variable con coeficientes en K), es decir, que se
anulan sobre los mismos polinomios de K[z]. Recordemos que si f € K[z] entonces:

T(z) = V(Ker (¢1,0T))

de donde deducimos que:

F(T(x) =0 <= fopel(T(z)) <= ¢1,(T(fop)=0 <

T(fop)€ly < T(fop)(z)=0

A esto ultimo, lo queremos comparar con el conjunto de todas las f € KJz] tales que
f(T(p)(x)) =0. Como T es un morfismo de algebras, es claro que

f(T(p)(x)) = T(f o p)(x),
de donde se sigue el resultado deseado.

Corolario A.4.8. Todo morfismo de variedades afines queda completamente determinado
por dar un morfismo entre sus K-dlgebras afines asociadas (en el sentido contrario).

Podemos formalizar el corolario anterior de forma categoérica, a partir del siguiente teo-
rema:

Teorema A.4.9. El funtor contravariante: X — K[X]|y (f: X —Y) — (f*: K[Y] —
K[X]); define un isomorfismo entre la categoria de variedades afines y la cateogoria de
k-algebras afines.

Demostracion. Ver: [HAR, Corrolary 3.8, Cap. 1] o [FSR, Sec. 4.1, Cap. 1]. O
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Para culminar esta secciéon dedicada a los morfismo entre variedades algebraicas, veremos
un atimo resultado clésico adicional:

Proposicion A.4.10. Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades. Entonces ¢(X) contiene

un abierto no vacio de su clausura ¢(X).
Demostracion. Consultar: [SPR, Sec 1.9, Cap. 1. O

Ademés, a partir de la definicién de subconjutos constructibles A.3.2; es posible enunciar
un resultado méas general que el anterior, atribuido al matematico Chevalley:

Teorema A.4.11. Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades algebraicas, entonces su
imagen ¢(X) CY es construtible.

Demostracion. Ver: [FSR, Theorem 4.90, Sec. 4.5, Cap. 4. O

A.5. Dimension de variedades

Dada un variedad algebraica, es posbile definir sobre ella una nocién de dimensién, aun-
que sin embargo las deficiones equivalentes que pueden darse de este concepto son muchas.

Por ejemplo, tomando su K-algebra afin asociada pueden definirse varias nociones alge-
braicas de dimensién equivalentes, o también teniendo en cuenta su topologia Zariski induci-
da puede darse una definicién topologica de dimensién. Lo importante es que estos conceptos
son equivalentes y ademas resultan coherentes desde un puntos de vista geométrico, ya que
por ejemplo todas las curvas resultan tener dimensién uno.

Definicion A.5.1. Si X es un espacio topologico, entonces podemos definir la dimension
de X como el supremos sobre todos los enteros m € N tales que existe una cadena cerrados
irreducibles:

ZyCZy C--Clpy

Definiciéon A.5.2. Si X es una variedad afin . definimos su dimensién como la que le
corresponde de acuerdo a su topologia. Debido a que X es un espacio topoldgio notheriano,
podemos ademés deducir que es finita.

Veamos a continuacién algunas equivalencias algebraicas de este concepto:

Definicion A.5.3. Si A es un anillo, e I un ideal primo, entonces podemos definir el peso
de dicho ideal H(I), como el supremos sobre todos los enteros n € N, tales que existe una
cadena de ideales primos que resuelve a I:

PhC---CP,1CP,=1.
Definimos la dimension de Krull del anillo A como:

dim(A) = Sup{H(I) : I es un idela primo de A}
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Proposicion A.5.4. Si (z, K[X]) es un variedad algebraica afin, entonces su dimension
coincide con la dimension de Krull de K[X].

Demostracion. Ver: [HAR, Sec.1, Cap. 1], o [SPR, Sec. 1.8 (Dimension), Cép. 1]. O

Ademas, en el caso de que la variedad afin sea irreducible, es decir, que su K-algebra
asociada sea un dominio integro, también tenemos el siguiente resultado:

Teorema A.5.5. Sea X una variedad algebraica afin irreducible, entonces su dimension
coincide con el grado de transcendencia del cuerpo de fracciones K(X) := Fracc(K[X])
sobre el cuerpo K.

Demostracion. Nuevamente puede consultarse: [HAR, Sec. 1, Cap. 1]. O

Finalizaremos esta secciéon enunciando algunos resultados clésicos sobre la dimensién de
las fibras de morfismos:

Definicion A.5.6. Decimos que un morfismo de variedades algebracias, ¢ : X — Y, es
dominante si su imagen es densa en la variedad Y.

Teorema A.5.7. Sea ¢ : X — Y un morfismo dominante de variedades algebraicas
irreducibles, y sea r = dim(X) — dim(Y'). Entonces, existe un abierto no vacio U C Y, y
contenido en ¢(X), tal que:

dim(¢~'(y) =r Vyel)

Demostracion. |[MUM, Sec. 8, Cap. . O

Por ultimo, enunciemos un resultado que es conocido como la propiedad de semiconti-
nuidad superior de la dimension:

Teorema A.5.8. Sea ¢ : X — Y un morfismo arbitrario de variedades algebraicas. Para
cada x € X, podemos definir:

e(z) = maz{dim(Z) : Z es una componente de ¢ (é(z))}

Entonces esta funcién e es semicontinua superiormente, es decir que para cada n € N el
conjunto:

Sp(e) ={zx € X :e(x) > n}

resulta un cerrado de X.
Demostracion. Ver: [IMUM, Corrolary 3, Sec. 8, Cap. I|. O

Para una descripcion mas profunda sobre teoremas de dimensiéon sobre morfismos, se
puede consultar nuevamente: [MUM, Sec. 8, Cap. 1].
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A.6. Pegado de variedades afines y la variedad Proy

Si bien a lo largo de este apéndice, no hemos desarrollado especificamente la teoria de
variedades proyectivas, abordaremos un breve resumen referente a la construccién de varie-
dades proyectivas, a partir del pegado de variedades afines asociados a una cierta graduacion
de un determinado anillo.

Veamos primero un ejemplo de como podemos construir al espacio proyectivo P de este
modo:

Ejemplo A.6.1. Sea K el cuerpo de funciones racionales en n-variables sobre el cuerpo k,
es decir:
K =Fk(x1,...,2y)

Y consideremos n + 1-variables Xj,..., X, tales que: z; = X;/Xy. Ahora tomemos los
anillos polinomiales determinados por:

Ry, = k[Xo/Xi, ... Xi1/ X, Xiv1 / Xs, .., Xn/ X5

Estos resultan subalgebras de K, tales que ese mismo K resulta su cuerpo de fracciones. Por
lo tanto, determinan variedades afines:

SpmRyx, ~ A".

Si notamos por: Rx,x; = Rx,Rx;, a la subdlgebra de K generada por Rx, y Rx;,
entonces, las variedades SpmRy, y SpmRx; tienen a la variedad afin SpmRx,x;, como
un subconjunto abierto comun. A partir de la definicién de variedad abstracta general que
dimos en A.3.14, es posible verificar que podemos construir una variedad algebraica X a
partir del pegado topologico de las variedades SpmRx,. Ademas, la variedad construida X
coincide con el espacio proyectivo P".

Para un version rigurosa del pegado de variedades afines, consultar: [MUK, Sec. 3.2 a,
Cap. 3|.

La variedad Proy: Sea R un anillo, que ademés sea un dominio integro y con una gra-

duacion:
R= P R..
e€Np

Diremos que un elemento f/g en el cuerpo de fracciones K de R es homogéneo, si tanto f
como ¢ lo son a partir de la graduacion dada en R, y definimos su grado como:

deg(f/g) = deg(f) — deg(g)-

A partir de esta tltima definicién, consideraremos al subcuerpo Ko C K de los elementos
de grado cero:

Ko={f/g:f,g€ R, g# 0y deg(f)=deg(g)} U{0}.

Anéalogamente, para cada elemento homogéneo no nulo h € R definimos la subalgebra:

Ruo ={f/h": f € R ,deg(f) = ndeg(h)} U{0}.
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Definicién A.6.2. Sea R = @_° ) R, un anillo graduado finitamente generado. La variedad
algebraica con cuerpo de funciones K, obtenida a partir del pegado de las variedades afines
dadas por SpmRy, o, recorriendo todos los elementos homogéneos h € R, se denotara como:

ProyR.

Proposicion A.6.3. Si hy,--- , hy, son generadores homogeneos del anillo R, entonces la
variedad ProyR se encuentra cubierta por las subvariedades afines y abiertas:

SpmRy, o - SpmRy, o.
Demostracion. Ver [MUK, Secc.3.2]. O

De este modo concluimos con este breve resumen de conceptos bésicos de geometria
algebraica, que fueron utilizados a lo largo de nuestro trabajo, y que sirven como apoyo para
una mejor compresion del texto y de la teoria en general abordada.
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