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Introduccion

El panorama actual de buena parte de la teoria de ntimeros esta com-
puesto por las diversas interacciones entre tres mundos diferentes.

En primer lugar tenemos a los objetos geométricos, que surgen natural-
mente de los problemas mas emblematicos del drea, como ser la resolucion
de ecuaciones diofanticas. Ejemplos tipicos de estos elementos son las curvas
elipticas y las variedades abelianas.

Este mundo es quizés el puente mas angosto entre la teoria de niimeros
y la geometria algebraica. A pesar de que esta ultima pone a nuestra dis-
posicién un verdadero arsenal tedrico, los problemas relacionados con estos
objetos suelen ser particularmente dificiles.

Otro componente de esta estructura esta formado por los objetos rela-
cionados con el calculo. El estudio de elementos de indole esencialmente
analitica, tales como las formas modulares o formas automorfas, prueba ser
curiosamente fructifero para los problemas que nos interesan. Este universo
se encuentra, en cierto modo, en las antipodas del anterior: su relacién con
los problemas de la teoria de niimeros no es tan clara pero al mismo tiempo
su funcionamiento se comprende mucho mejor.

Finalmente, existe un universo algebraico que, de alguna forma, sirve
para vincular lo analitico y lo geométrico: el de las representaciones. La idea
es sencilla, asociar a nuestros objetos, tanto a los geométricos como a los
analiticos, representaciones de ciertos grupos, poniendo a nuestra disposi-
cién una teoria muy rica y con muchos anos de desarrollo.

En el presente trabajo, estos tres mundos aparecen representados por los
que probablemente sean sus habitantes més conocidos: variedades abelianas,
formas modulares y representaciones de Galois.



Debemos tener en mente un mapa de la forma:

/M—\

{Variedades abelianas} {Formas modulares}

{Representaciones de Galois}

y nos interesard entender que relaciones hay entre los distintos vértices del
tridngulo. Contrariamente a lo que la ilustracién puede sugerir, no existen
correspondencias uno a uno entre nuestros objetos, algunos universos son
mucho mas grandes que otros.

No es dificil asociar a toda variedad abeliana una representacién de Ga-
lois, de todas las rutas posibles de nuestro mapa esta es probablemente la
mas sencilla de transitar.

El primer paso importante en direccién a nuestro objetivo fue dado por
Eichler y Shimura, que asociaron variedades abelianas a ciertas formas mod-
ulares ([DS05, Capitulo 9]). Varios afios mas adelante, Deligne, con la co-
laboracién de Serre, fue un paso mas adelante: construyé representaciones
de Galois a partir de una familia mucho mas grande de formas modulares,
coincidiendo en los casos de Eichler-Shimura con la representacién ligada al
objeto geométrico ([Del71], [DS74]).

Con estas construcciones nuestro mapa comenzo a estar mas completo
y fueron cobrando fuerza dos preguntas naturales: jqué objetos geométricos
provienen del mundo modular? jy qué representaciones?.

Estas preguntas plantearon desafios notablemente dificiles y las respues-
tas dadas forman parte de los resultados més resonantes de los tltimos afos,
en cuanto sirvieron para resolver varios problemas cldsicos. El méas famoso
de ellos, claro estd, es el ultimo Teorema de Fermat.

Las respuestas a las que hacemos referencia consisten, basicamente, en
dos teoremas.

Por un lado, tenemos la conjetura de Taniyama-Shimura, hoy llamada
Teorema de Modularidad, que afirma que toda curva eliptica definida so-
bre Q puede obtenerse a partir de una forma modular. Finalmente probada



por Breuil en 2001, quien completé los trabajos previos de Taylor, Wiles,
Conrad, et al., esta conjetura mantuvo en vilo a muchos de los matematicos
mas reconocidos del area en los ultimos anos, probablemente por su fuerte
conexion con el teorema de Fermat, encontrada por Frey y Ribet entre otros.

Relacionado con la segunda pregunta, aparece el tema central de esta
presentacién: la conjetura de Serre. Esta asegura que ciertas representaciones
con imagen en cuerpos finitos provienen de formas modulares. Se trata de un
trabajo muy reciente, ya que fue probada en un primer caso por Dieulefait
en [Die07] y por Khare y Wintenberger en [KWO09a] independientemente,
y luego con total generalidad por Khare y Wintenberger (en [KWO09b] y
[KW09c]).

Vale destacar que estamos hablando de un resultado atin més fuerte que
el Teorema de Modularidad. En su paper original ([Ser87]) Serre da una
prueba de como su conjetura implica el Ultimo Teorema de Fermat. Més
aun, es posible derivar de ella la misma conjetura de Taniyama-Shimura.

Estos resultados marcaron sin dudas dos hitos en el estudio de la teoria
de nuiimeros dentro de la filosofia que planteamos. Sin embargo, es preciso
notar que se trata solo del primer paso de un largo camino. Las general-
izaciones posibles son variadas y probablemente la mayor importancia de
ambos teoremas radique en que marcan el camino a seguir. En lo que a
la formulacién de nuevas preguntas refiere, son sin dudas un ejemplo del
espiritu de los resultados que deben buscarse.

En cuanto al presente trabajo, los primeros dos capitulos intentaran pre-
sentar la teoria de formas modulares y de representaciones de Galois, te-
niendo siempre como meta final el comprender el contenido de la conjetura
de Serre. En el ultimo capitulo, enunciaremos precisamente la conjetura en
sus dos versiones y presentaremos alguna generalizacion.
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Capitulo 1

Representaciones de Galois

En esta seccién presentaremos generalidades sobre la teoria de repre-
sentaciones de Galois, segundo ingrediente fundamental en la formulacion
de la conjetura de Serre. Introduciremos las definiciones bésicas del tema
teniendo en mente los ejemplos que nos interesan.

1.1. Definiciones

1.1.1. Grupos de Galois de extensiones finitas

Comenzamos recordando parte de la estructura de los grupos de Galois
de cuerpos de numeros.

Dada una extensién finita de cuerpos de nimeros (aquellos que son ex-
tensiones finitas de Q) L/K podemos considerar los respectivos anillos de
enteros Op v O . Recordemos que los primos de estos anillos de enteros
estan relacionados, para cada primo p € Og, el ideal pOy, se factoriza como
producto de ideales primos de Oy, ([Mar77]). Por otro lado, cada ideal primo
p C O aparece en la factorizacién de exactamente un primo de Ok, pre-
cisamente de p = pNOg. Diremos que en este caso g divide a p o esta sobre
p, la notacién serd p|p.

Sea K/Q una extensién finita y Galois. Dado un primo p € Z y un
primo p|p de Ok definimos los siguientes subgrupos del grupo de Galois
G = Gal(K/Q):

D, ={0 € G:0(p) = p}, el subgrupo de descomposicién en p.
I, ={0 € G:o(z) =x(modp) Vx € Ok}, el subgrupo de inercia en p.
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Recordemos que todo primo de Ok tiene asociada una valuacién v,
(definida como: v,(x) = o tal que p~ -  es un ideal incluido en Og no
divisible por @) que induce un valor absoluto en K. Siempre podemos con-
siderar la completacién de K respecto de tal valor absoluto (cuerpo al que
llamaremos K,) que resulta ser una extensién finita de Q,, siendo el sub-
grupo de descomposicién isomorfo a Gal(K,/Q),).

El anillo de enteros O, de K, tiene un tnico ideal maximal M, lo que
permite definir un morfismo

Oy, — Oy, /M, = F, un cuerpo finito al que llamaremos F,.

Este morfismo induce una aplicacién entre los grupos de Galois:

Gal(K,/Qp) — Gal(F,/F,).

Este ultimo morfismo es sobreyectivo pero no necesariamente inyectivo,
de hecho su niicleo es el subgrupo formado por los elementos de Gal(K,/Q,)
que dejan fijos a los elementos de Oy, médulo M. Si lo componemos con el
isomorfismo entre Gal(K,,/Q,) y D, obtenemos pasando al cociente por el
nicleo un isomorfismo:

Pp : l;: — Gal(F,/Fp).

Recordemos que para los cuerpos finitos, los grupos de Galois de ex-
tensiones finitas son siempre ciclicos. Mds aun, el grupo de Galois de una
extensién de cuerpos finitos Fyn /IF, esta siempre generado por un elemento
distinguido, el morfismo de Frobenius. Este morfismo estd definido como
F(x) = z1.

Esto permite definir, cada vez que I, = 0, un elemento distinguido en
D, la preimagen de F. Llamaremos a este elemento Frob,. Si p y @' son
dos primos distintos sobre p, los elementos Frob,, y Frob, son conjugados
via cualquier morfismo que cumpla o(p) = ¢'. Notaremos entonces Frob, a
la clase de conjugacién de Frob,. Por la observacién anterior esta definicién
tiene sentido, ya que la clase no depende del primo p elegido.

Para pruebas y detalles sobre estas construcciones, se puede consultar
[Mar77] y [Neu99].
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1.1.2. Grupos de Galois de extensiones infinitas

Queremos dar nociones de grupo de descomposicién, inercia y morfismos
de Frobenius en el caso de una extensién K/Q no necesariamente finita.
Utilizaremos algunas definiciones y resultados sobre teoria de Galois infinita,
que pueden ser encontrados en [Mil08§].

Recordemos que si K/Q es una extensién infinita entonces K es la unién
de todas sus subextensiones finitas y su grupo de Galois resulta:

Gal(K/Q) = lim Gal(F/Q),

donde F' recorre todas las subextensiones de K/Q con F/Q Galois y finitas.
Este isomorfismo proviene de identificar un morfismo o € Gal(K/Q) con el
elemento del limite (o|r)p. En este mismo espiritu, dado un primo p C Q,
un primo de K sobre p es una sucesién de primos (pg)r, uno por cada
subextensién finita de K, de modo que pg = p y si F/ C F entonces pp
esté sobre ppr.

Se define entonces el subgrupo de descomposicién de un primo p C K
€omo:

D@:@DPF

y el subgrupo de inercia:

I@ = @IPF'

Nuevamente, ambas definiciones tienen sentido pues si F' C F entonces
or N Op = pp y por lo tanto si o € D, (respectivamente I,,,) entonces
olpr € Dy, (respectivamente I, , ).

Teniendo definidos los subgrupos de descomposicién e inercia buscamos
morfismos similares a los del caso finito. Para eso necesitamos un reemplazo
para la completaciéon K, definimos:

Definicion 1.1.1. La completacién de K respecto de p se define como K, =
U Fep con F' recorriendo las subextensiones de K tales que F/Q es Galois

y finita.

Definicion 1.1.2. Definimos el cuerpo residual de K respecto de o como
F, = UF,, con F recorriendo las subextensiones de K tales que F/Q es
Galois y finita.

Con todos estos elementos, estamos en condiciones de enunciar:
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Proposicién 1.1.3. Sean K/Q una extension algebraica y Galois, p un
primo de Q y p un primo de K arriba de p. Entonces existen morfismos

Yy 1 Dy — Gal(K,/Qp) y my, : Gal(K,/Q,) — Gal(F,/IF,) tales que v, es

un isomorfismo y w, es un morfismo sobreyectivo con nicleo igual a Py (1y,).

Esta proposicién es consecuencia del siguiente lema:

3 1
fismos entre sistemas proyectivos de grupos topoldgicos compactos y Haus-

Lema 1.1.4. Sean o : {G}, 9i;} — {Gi,gij} y B :{Gi, gij} — {G}, gi;} mor-

dorff tales que la sucesion G} ——~ G, 5 G es exacta para todo i. En-

tonces la sucesion:
lim G —% o lim Gy — > lim G
— 1 — — 1
es exacta.

Demostracion. Sea (x;);c; un elemento del nicleo de 3, es decir tal que
Bi(x;) = 1 para todo i. Definamos los conjuntos Y; = al-_l(xi), estos resultan
cerrados de G; (y por lo tanto compactos) y no vacios por la exactitud de
la sucesion en i. Es posible probar, utilizando el teorema de Tychonoff y un
argumento de compacidad, que el limite de espacios topoldgicos compactos
y Hausdorff no vacios es nuevamente un espacio compacto, Hausdorff y no
vacio.

En virtud de ésto el conjunto Y = limY; es no vacio y como a(y) =
(xi)ier para todo y € Y, resulta que (z;)ier € Im(a).

Esto prueba Ker(8) C Im(«), la prueba de la otra contencién consiste
en verificar que 8 o o = 0, pero esto es cierto pues 3; o o; = 0 para todo
1e€1. O

Ahora si, estamos en condiciones de probar la proposicién:

Demostracion. Observemos que de la definicién de K, y F, se deduce que
Gal(K/Qp) = lim Gal(L,, /Qp) y Gal(Fy,/F)) = lim Gal(Fy,, /Fp) donde L
recorre todas las subextensiones de K/Q tales que L/Q es finita y Galois.
Podemos definir entonces un morfismo

Yo+ Dy — Gal(K,/Qp),

como limite de las aplicaciones 1, : D, — Dy, — Gal(Fy,,/Q,) (donde
el morfismo entre los grupos de descomposicion es la restriccién). De forma
analoga podemos definir un morfismo 7, : Gal(K,/Q,) — Gal(F,/F,).

14



Recordemos que el grupo de Galois de una extensién de QQ tiene una
topologia natural a saber la de Krull. Dicha topologia es la topologia disc-
reta en el caso de extensiones finitas, y en el caso no finito es la que hace
que las proyecciones a las subextensiones finitas sean siempre continuas, o
equivalentemente, al pensar una extensiéon como limite de subextensiones
finitas, es la inducida por el limite inverso.

Luego podemos hacer uso del lema, que nos dice por un lado que el
morfismo ¢ es un isomorfismo, por la exactitud de

()
0 —= Dy —= Gal(Ky/Qp) —0,

y por otro lado que 7 es sobreyectivo y su nicleo es ¢(I,), por la exactitud
de

0—=1Ip LN Gal(K,/Qp) - Gal(Fp/Fp) —=0.
O

Observemos que los morfismos ¢ y 7 construidos satisfacen que el si-
guiente diagrama:

Dy~ Gal(K,/Q,) " Cal(F, /F,) | (L1)

| | |

DPL - Gal(L@L /Qp) - Gal(]FKJL /Fp)

es conmutativo para toda L subextensiéon de K tal que L/Q es Galois y
finita (y pasando al limite, para toda L subextensién de K).

Estamos ahora en una situacion similar a la de las extensiones finitas,
los morfismos construidos inducen un isomorfismo:

b % — Gal(F,/Fp).
P

Como mencionamos en la prueba de la Proposicién 1.1.3, el grupo de
Galois de una extensién L/K siempre puede ser dotado de una topologia,
llamada topologia de Krull.

Por otro lado, en el caso de una extensién de un cuerpo finito, F/F,, pode-
mos definir en Gal(F/F,) un morfismo de Frobenius F, de la misma forma
que en el caso finito, a saber F(x) = x%. Este morfismo resulta ser limite de
los morfismos de Frobenius de las subextensiones de I finitas sobre F,. Si
bien en este caso Gal(F/F,) no resulta ser el grupo generado por F, si lo es

15



topolégicamente. Precisamente, Gal(F/F,) = (F) la clausura topolégica del
subgrupo generado por F. Esto es consecuencia de que 7y, ((F')) = Gal(L/F,)
para toda L subextensiéon de [ finita sobre F,.

Entonces podemos, siempre que I, = 0, definir en D, un elemento dis-
tinguido, que llamaremos Frob,, como la preimagen del Frobenius. Nueva-
mente, vale que dados dos primos g y @’ sobre un mismo primo p, existe un
morfismo que envia uno en el otro. Resulta también que la conjugacion por
ese morfismo es un isomorfismo entre D, y Dy que envia Froby, a Froby .
Tenemos entonces, al igual que en el caso finito, que los elementos de Frobe-
nius de los primos sobre un primo fijo p forman una clase de conjugacién de
Gal(K/Q) a la que llamaremos Frob,,.

Ahora, observemos que dada una subextensién E de K, la proyeccién
Gal(F,/F,) — Gal(Fy,,/F,) envia el Frobenius de K al Frobenius de F,
entonces, en virtud de la conmutatividad del Diagrama 1.1, resulta que
la proyecciéon D, — D, envia Frob, en Frob,,, es decir la eleccién de
elementos distinguidos en los grupos de descomposicién se hace de forma
compatible.

1.1.3. Representaciones de Galois

Ya estamos en condiciones de definir las representaciones de Galois y
ciertas nociones asociadas.

Definicion 1.1.5. Una representacion de Galois es un morfismo continuo:

p: Gal(Q/Q) — GLy(k),

donde k es un cuerpo (usualmente k = C, Q, o F,).

En la definicién, la topologia en Gal(Q/Q) es la de Krull y la topologia
de GL, (k) es la inducida por la topologia usual de k.

Antes que nada, fijemos ciertos nombres, llamaremos a las representa-
ciones:

= p-ddicas, cuando k = Qy,
= de Artin, cuando k£ = C,

= moddulo p, cuando k = IFT,.

16



Ademés, denotaremos por Gg al grupo Gal(Q/Q). En general, llamare-
mos G a Gal(K/K).

Hay una propiedad importante de estos tres tipos de representaciones:
en los tres casos la imagen estd controlada de alguna manera. Siendo més
precisos, valen las siguientes tres proposiciones:

Proposicion 1.1.6. La imagen de cualquier representacion p modulo p
estd contenida en GL,(F,) donde F, es alguna extension finita de Fp. En
otras palabras, es finita.

Demostracion. Observemos que la topologia de I, es discreta: por un lado
un conjunto es abierto alli si y solo si su interseccién con los subcuerpos
finitos es siempre abierta. Tenemos entonces que cualquier conjunto resulta
abierto, pues su interseccién con cualquier cuerpo finito en FT, es siempre
abierta (la topologia de éstos es discreta).

Luego, la topologia de GL,,(F,) también es discreta (es la topologia pro-
ducto, pensandolo como subespacio de Enxn). Por otro lado, Gal(Q/Q) es
compacto y p es continua, por lo que la imagen de p es un subconjunto
compacto de un espacio discreto y por lo tanto es finita. O

Proposicion 1.1.7. Toda representacion de Artin tiene imagen finita.

Demostracion. Tenemos en GL,(C) la norma de operador, definida como
|T|| = supyecn [|[Tv]. Como p es continua, podemos elegir un subgrupo
abierto U C Gg de forma que p(U) esté incluido en la bola de radio % y
centro Id.

Supongamos ahora que existe un v € U tal que p(u) # Id, llamemos
T = p(u). Si T tiene un autovalor A # 1, tomemos v un autovector de
norma 1 y observemos que:

—

17" = Id]| 2 [(T" = Id)(w)[| = |A".v — o]l = |A" = 1] = 5,
para un n suficientemente grande, esto es absurdo pues T" estd en p(U).
Por otro lado, si el tnico autovalor de T es 1, la forma de Jordan de T’
(lamémosla J) tiene unos en la diagonal y alguna entrada debajo de la
diagonal igual a 1. Luego, la matriz J — Id tiene norma mayor o igual a 1 y
resulta:

1T = 1df| = ||J — Id]| >

N

Lo que es absurdo, por lo que p(U) = {Id}.
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Finalmente, al ser U un subgrupo abierto, tiene indice finito en Gg, de
donde p(U) = {0} tiene indice finito en I'm(p) y por lo tanto la imagen de
p es finita. O

Proposicion 1.1.8. La imagen de cualquier representacion p-ddica p estd con-
tenida en GL,(F) donde F' es una extension finita de Q,. En general, esta
magen es infinita.

Demostracion. Utilizaremos el teorema de Baire, para eso primero debemos
escribir a (QTD como unién de numerables extensiones finitas de Q.

La construccion es conocida y se puede realizar como sigue: primero podemos
escribir a la méxima extensiéon no ramificada de Q, (a la que llamaremos
Q") como unién de Qp[wy], donde wy, es una rafz n-ésima de la unidad y n
es coprimo con p. Luego, @, es la unién de las extensiones Qg’"[ /p] cuando
n recorre los naturales.

Ahora, tenemos a Q, = |JF; y por lo tanto GL,(Q,) = |JGLy,(F}).
Ademas, cada GL,,(F;) es un cerrado e I'm(p) = |J GL,(F;)NIm(p). De esta
manera, I'm(p) es un compacto escrito como unién numerable de subespacios
cerrados, por el teorema de Baire, alguno de estos subespacios debe tener
interior no vacio, sea GL,,(F;) N Im(p) un tal subespacio. Como ademas es
un subgrupo, al tener interior no vacio resulta ser abierto y por lo tanto
tiene indice finito en Im(p). Se deduce de esto que Im(p) esta generado por
GL,(F,) N Im(p) y finitos elementos T1,...,Ts y por lo tanto estd incluido
en el generado por {GL,(F}),T1,...,Ts} € GL,(F) donde F es el cuerpo
generado por F) y los coeficientes de los T;. O

Por dltimo, notemos que dada una representacién p : G — GL,(k),
siempre podemos identificar a GL, (k) con los automorfismos lineales de un
k-espacio vectorial V' (basta tomar V = k™). Entonces, p le da a un tal
V una accién de G compatible con la de k, en otras palabras, tener una
representacién p es equivalente a tener un kG-mdédulo V' (aqui, kG es el
algebra de grupo).

El tdnico detalle a remarcar es que esta equivalencia estd bien definida
salvo isomorfismo, dada una representacién se pueden elegir varios espacios
vectoriales y todos resultan isomorfos como kG-mddulos. Diremos que dos
representaciones son isomorfas, cuando los espacios vectoriales subyacentes
son isomorfos como kG-moédulos. No es dificil probar que en este caso, si
f:V — V' es el isomorfismo de kG-mddulos, el diagrama:
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GL(V)
/
G cf
\
GL(V')
conmuta, donde cy es la conjugaciéon por f. A partir de ahora, notaremos

indistintamente al conjunto de llegada de las representaciones como GL,,(k),
GL(V) o Aut(V).

1.1.4. Ramificacién

Nos interesa entender como se comportan las representaciones en cada
primo, para eso definiremos la nocién de ramificacion.

Definicion 1.1.9. Dado un primo p € Z y una representacion de Galois p :
Gq — GLp(K), decimos que p es no ramificada en p cuando p(I,) = {Id}
para todo primo o de Q sobre p.

Observemos que dados dos primos g y ¢’ de Q sobre un mismo p, los
subgrupos I, y Iy son conjugados via cualquier morfismo que envie p a /.
Por lo tanto, I, C Ker(p) si y solo si Iy C Ker(p). Esto quiere decir que
para que p sea no ramificada en p basta con que I, C Ker(p) para algiin
primo g sobre p.

También es importante notar que cuando p no ramifica en p, podemos
definir para cada primo g sobre p al elemento p(Frob,,) ya que la restriccion
p: D, — GL,(K) pasa al cociente por I, y Frob, es justamente un elemen-
to de D /I,. Notamos p(Froby) a los elementos formados por la imagen de
la clase de conjugacién {Frob,, : p|p}.

Por 1ultimo, podemos relacionar la nocién de ramificacién de una repre-
sentacién de Galois con la nocién tradicional de ramificaciéon de un primo
en una extensién de la siguiente forma:

Proposicién 1.1.10. Sea p una representacion de Galois y L/Q la subex-
tension de Q fija por Ker(p). Entonces p no ramifica en un primo p si y solo
si p no ramifica en L
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Demostracion. Sea 7 : Gal(Q/Q) — Gal(L/Q) la proyeccién dada por la
restricciéon a L. Sean, por otro lado, p sobre g, sobre p primos de Q, L y Q
respectivamente. Observemos que p no ramifica en L si y solo si I,, = {Id}.
Por otro lado, I,, = w({y), por lo que I,, = {Id} siy solosi I, C Ker(m) =
Gal(Q/L) = Ker(p), es decir si y solo si p no ramifica en p. O

Con esta nueva caracterizacion de la ramificacion podemos decir algo mas
sobre los primos que ramifican en una representaciéon cualquiera. Notemos
que manteniendo la notacién de la proposicién anterior, resulta que Im(p) =
Go/Ker(p) = Gal(L/Q). Se tiene entonces, por las Proposiciones 1.1.6 y
1.1.7, que en los casos de representaciones médulo p y representaciones de
Artin, la extensién L/Q es finita y por lo tanto ramificada en finitos primos.
Esto nos dice que toda representacién de Artin o médulo p ramifica solo en
finitos primos.

La misma conclusién no se aplica a las representaciones p-adicas, de
hecho, existen representaciones con imagen en GL,(Q,) que ramifican en
infinitos primos (en [Ram99] se realiza un construccién). Este no es el caso
que queremos estudiar, asi que de aqui en adelante cada vez que hablemos
de una representacién p-adica estaremos haciendo la suposicién adicional de
que p ramifica solo en finitos primos.

Apuntamos ahora a probar que las representaciones que nos interesan
quedan determinadas por su valor en los Frobenius de los primos que no
ramifican. Para eso, necesitamos utilizar el Teorema de Chebotarev, que
enunciamos a continuacion.

Definicién 1.1.11 (Densidad). Sea L/ K una extension de cuerpos de nimeros
y X el conjunto de los primos de K. Dado un subconjunto X C Xx defi-
NnIMos:

an(X) = #{p € X : Ngq(p) < n}.

Y decimos que X tiene densidad natural o aritmética d si:

im XD

=d.
n—oo an(ZK)

Una observacion pertinente es que la densidad aritmética de un conjunto
bien puede no existir. Un ejemplo es el de los primos de Z que tienen como
primera cifra a 1. Es posible probar que este conjunto no tiene densidad.

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el teorema:
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Teorema 1.1.12 (Chebotarev). Sea L/K una extension finita y Galois de
cuerpos de numeros. Llamemos G = Gal(L/K) y sea X C G un subconjunto
estable por conjugacion.

Definamos Rx = {p € X : Frob, C X y p no ramifica en L}. Entonces
Rx tiene densidad aritmética #X/#G

La demostracién excede los limites del presente trabajo, pero se puede
encontrar material relacionado en [Ser89, I-7] y [Ser89, 1-26].

El teorema tiene dos corolarios que nos interesan, la tnica observacién
que debemos hacer es que todo conjunto finito de primos tiene densidad
cero, por lo tanto, los conjuntos de densidad positiva son siempre infinitos.

Corolario 1.1.13. Dada L/ K extension finita y Galois de cuerpos de nimeros
y g € Gal(L/K), existen infinitos p € X1, tales que Frob, = g.

Demostracion. Sea X la clase de conjugacion de g, Chebotarev asegura que
hay infinitos primos p € Yx no ramificados en L tales que Frob, = X
(vale la igualdad pues ambas son una clase de conjugacién). El corolario
queda probado pues por cada uno de estos primos, existe un p[p tal que
Frob, = g. O

Corolario 1.1.14. Sea L/ K una extension de cuerpos de nimeros en la que
ramifican finitos primos. Entonces los elementos de Frobenius de los primos
no ramificados son densos en Gal(L/K).

Demostracion. Si L/K es finita, el corolario anterior prueba que los Frobe-
nius cubren todo el grupo de Galois.

En el caso L/ K infinita, recordemos que dado un elemento g € Gal(L/K),
los entornos bésicos de g son de la forma 7=1(§), donde § € Gal(E/K),y E
es una subextensién de L/K Galois y finita sobre K y g es tal que w(g) = ¢
con 7 : Gal(L/K) — Gal(E/K) la proyeccién dada por la restriccién. En
otras palabras, tenemos por cada subextension E de L/K Galois y finita so-
bre K un entorno bésico de g, Ug = {0 € Gal(L/K) : o|g = g|g}. Veamos
que para cualquier F, existe un primo de L cuyo Frobenius estd en Up.

Aplicando Chebotarev en la extensiéon E/K sabemos que hay infinitos
primos p € X tales que Frob, = g|g. Alguno de estos primos debe ser no
ramificado en L, puesto que en L/FE ramifican solo finitos primos (se deduce
de que en L/K ramifican solo finitos primos). Sea p un tal primo y §|p un
primo en L. Como notamos al final de la Seccién 2.1.2, Frobg|g = Frob, =
9g|E, es decir Froby € Ug como querfamos. ]

Finalmente, veamos como estos dos corolarios se traducen en un resul-
tado sobre representaciones:
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Corolario 1.1.15. Sea p : Gg — GL,(K) una representacion de Galois
que ramifica en finitos primos. Entonces p estd determinada por los valores
p(Froby,), donde o recorre todos los primos de Q no ramificados en p.

Demostracion. Notemos nuevamente L al cuerpo fijo por Ker(p). Observe-
mos que nuestra representacion se factoriza por:

p: Cal(L/Q) = Gg/Ker(p) — GL,(K),

quedando p determinada por p. Por otro lado, nuestra hipdtesis sobre la
ramificacién de p nos dice que en L/Q ramifican finitos primos, y en virtud
del Corolario 1.1.14 los elementos de Frobenius son densos en Gal(L/Q).
Por lo tanto, al ser p continua, queda determinada por los valores p(Frob,,)
donde p recorre los primos de L arriba de primos p € Q que no ramifican
en p.

Solo resta notar que si ¢ es un primo de Q arriba de @ primo de L
entonces p(p) = p(p), por lo que p queda determinada por los valores de
p($), donde g recorre los primos de Q arriba de primos p € Q no ramificados
en p. O

Por ultimo resaltemos que no es necesario imponer a una representacion
con coeficientes en @p que solo ramifique en finitos primos para que los
elementos de Frobenius la determinen. Es posible probar que el conjunto
de ramificacién de una representacién cayendo en GL,(Q,) y cumpliendo
ciertas condiciones extra tiene densidad cero, por lo que los Frobenius de los
primos no ramificados la determinan (esto se encuentra hecho en [KRO01]).
Sin embargo esto no es cierto para toda representacién, existen incluso casos
patolégicos que ramifican en todos los primos de Q (ver [Ser89, III-12])

1.2. Dos ejemplos

En esta seccién daremos nuestros dos primeros ejemplos de representa-
ciones p-adicas: el caracter ciclotomico y las representaciones provenientes
de curvas elipticas.

1.2.1. El caracter ciclotémico

Antes que nada fijemos un primo p € QQ, vamos a construir una repre-
sentacion p-adica con n = 1.

Para cada i € N consideremos la extension ciclotémica Q[(;] = K; gener-
ada por (; una rafz p’-ésima de la unidad. Para cada uno de estos i tenemos
una proyeccién:
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X\ : Gg — Gal(K;/Q) = (Z/p'Z)*

y estos morfismos son compatibles entre si (conmutan con las proyecciones
que hay entre los K;). Por lo tanto dan lugar a un morfismo:

Xp : Go — lim (Z/p'Z)* = 7.
€N

Por otro lado éste es el mismo que se obtiene al hacer actuar a Gg
en K = |JK;, pues el limite inverso de grupos de Galois de extensiones
contenidas cada una dentro de la siguiente es isomorfo al grupo de Galois
de la unién.

Resaltemos que la identificacién que estamos haciendo entre Gal(kK;/Q)
y (Z/p'Z)* no depende de ninguna eleccién, al morfismo que eleva las raices
primitivas a la k le corresponde la clase de k en Z/p'Z.

Veamos que esta representacién entra en la categoria de las que nos
interesan, es decir, estudiemos su comportamiento en los primos. Recorde-
mos que buscamos estudiar solo representaciones que ramifiquen en finitos
primos.

Afirmamos que el caracter ciclétomico ramifica solo en p. Para ver eso,
sea ¢ # p un primo de Q, queremos ver que Ig C Ker(x,) para algin primo
Qlg de Q. Sea Q un tal primo y o € I, xp(0) queda definida por como actiia
o en cada K;, mas aun, por como actia en cada (;. Si @; es la restriccion
de @ a K;, observemos que o debe cumplir que:

o(Gi) = G (@)
Como o(¢;) = ¢F para algtin k en (Z/p'Z)*, k debe satisfacer (¥ — (; €

(2
Q;, pero si k # 1 entonces ¢F — ¢ = Q((f‘l — 1) que es un elemento de
norma potencia de p y por lo tanto no puede estar en un primo arriba de gq.
Concluimos entonces que debe valer que para todo i, o((;) = (;, de donde o
actia trivialmente en todos los K; y resulta y,(o) = Id.

Hemos probado que para todo ¢ # p, xp(Ig) = {Id} para todo primo
Q|q, es decir x; es no ramificada en q.

Finalmente, notemos que x;, debe ramificar en p pues en caso contrario
la extensién L fija por Ker(x,) serfa una extensién de Q que no ramifica
en ningin primo, por lo que deberia ser L = Q. Pero esto implicaria que
Ker(x,) = G, es decir que Y, es trivial, lo que no es cierto.

Para terminar de caracterizar estas representaciones, podemos calcular
el valor que toma en los elementos de Frobenius:
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Sea ¢ # p un primo. Queremos calcular x,(Frob,), la imagen de la clase
de conjugacién. Observemos que en este caso, al ser la imagen abeliana y
los elementos de x,(Froby) todos conjugados, resulta que x,(Froby) consta
de un solo elemento.

Tomemos entonces un primo @Q|q y calculemos x,(Frobg). Para eso, debe-
mos estudiar la accién de Frobg en las extensiones K;, en otras palabras,
queremos decir como actiia Frobg, en K; (observemos que Frob g no esta bien
definido en G, pero Frobg, si lo estd en Gal(K;/Q)).

Llamemos F; a Frob,, sabemos que F;(¢;) = ;7 (@Q;), y podemos aplicar
un argumento similar al que usamos para estudiar la ramificacién. F;((;) =
¢! para algin r € Z/p'Z y la condicién del Frobenius nos dice que r debe
satisfacer que (I — (! € Q;, pero si r # q (en Z/p'Z), se tiene (I — (! =
¢1(¢; 7 —1) que tiene norma potencia de p y por lo tanto no puede estar en
un ideal arriba de gq.

La conclusién es que Frob g actia en los K; elevando las raices primitivas
a la ¢, es decir como el elemento q € Z/p'Z. Luego se identifica con el
elemento ¢ € Z, en el limite, en otras palabras x,(Frob,) = g.

1.2.2. Representaciones provenientes de curvas elipticas

Otra familia importante de representaciones es la proveniente de los pun-
tos de torsion de curvas elipticas.

Haremos una pequena introduccién a la teoria de curvas elipticas, enun-
ciando los resultados que vamos a utilizar. Una buena introduccién al tema
es presentada en [TS92] y [Sil09] sirve como material de referencia.

Una curva eliptica F/Q definida sobre Q es una curva que se puede dar
por una ecuacién de la forma:

Y2 + arzy + asy = 2° + asx® + asx + ag (1.2)

donde ay, ..., ag son nimeros racionales y =3 + asz? + asx + ag es un poli-
nomio con raices simples.

En un principio, intentamos buscar puntos (z,y) con coordenadas en Q
que cumplan esta ecuacidén. Resolver este tipo de problemas fue la piedra
fundamental para el estudio de estos objetos. Sin embargo, para comprender-
los, a menudo resulta fructifero analizar las soluciones en distintos cuerpos.
En principio, tiene sentido hablar de una solucién a una ecuacién como 1.2
con coordenadas en cualquier cuerpo K que sea una extensiéon de Q. Pero
se puede ir mas lejos, pues siempre se puede limpiar denominadores para
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obtener una ecuacién en Z, con lo que podemos plantear la existencia de
soluciones en los cuerpos finitos I, a la reduccién médulo p de la ecuacién.

Todo esto debe ser planteado con cierto cuidado, pero para nuestros fines
solo diremos que dado un cuerpo K, llamamos puntos racionales de E sobre
K al conjunto de soluciones en K a la ecuacién que define a . Notaremos
a este conjunto F[K].

Observemos que al reducir coeficientes médulo p podemos obtener una
curva singular, es decir, tal que el polinomio a la derecha de la igualdad
tenga una raiz multiple. En este caso, decimos que p es un primo de mala
reduccién para E. Notemos que esto sucede si y solo si p divide al discrimi-
nante del polinomio en cuestién. Por lo tanto, los primos de mala reduccion
son finitos y tiene sentido definir el invariante N(E) como su producto.

Uno de los aspectos mas salientes de las curvas elipticas es que siempre
es posible definir en E[K] una ley de grupo. Sobre Q o R esta ley puede
definirse de forma geométrica como sigue: primero fijamos un punto racional
O cualquiera. Luego, dados dos puntos P y @, definimos su suma P + @)
como muestra la ilustracién:

Por supuesto, esto es solo una interpretacién geométrica que se puede
traducir algebraicamente. Asi, la definicién dada es equivalente a decir que
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P + @ es un punto de Q2 o R? cuyas coordenadas son iguales a ciertas fun-
ciones polinomiales con coeficientes en Z de las coordenadas de P y ). Es
esta ultima la forma de definir la ley que puede trasladarse al caso de un
cuerpo cualquiera K. Lo que debemos rescatar aqui es que dados E/Q una
curva eliptica y K un cuerpo, el conjunto de puntos racionales E[K] tiene
una estructura de grupo de forma que la operacién esta definida por ciertas
funciones polinomiales con coeficientes en Z.

Una caracteristica notable de la ley de grupo definida en E[K] es que
siempre que K sea un cuerpo de nimeros, el grupo E[K] resulta ser finita-
mente generado. Este resultado es conocido como el Teorema de Mordell-
Weil y es uno de los resultados bésicos mas importantes en lo que a curvas
elipticas se refiere.

Otro resultado, que serd importante para construir nuestras representa-
ciones, es el que nos habla de la estructura de F[C]. Lo que vale es que
existe un reticulo R de C (es decir, un Z-médulo de rango 2 que genera
todo C como R-espacio vectorial) tal que E[C] es isomorfo al cociente C/R.
Geométricamente, lo que tenemos es un toro (la idea de la demostracion se
encuentra en [TS92, I1.2.], para una prueba detallada se puede ver [Sil09,
VL5.)).

Esta caracterizacién tiene como consecuencia el siguiente hecho, si defi-
nimos E[n| C E[C] como el subgrupo de puntos que se anulan al repetir la
operacién n veces (los llamaremos puntos de n-torsién) entonces

Eln| = Z/nZ ® Z/nZ.

Esto es consecuencia de que el subgrupo de puntos de n-torsién de un co-
ciente como el que tenemos tiene esa estructura.

Con estas herramientas ya estamos en condiciones de construir nuestras
representaciones. La idea de la construccién es hacer actuar a Gg en los E[n].
Para esto, es clave observar que los elementos de E[n| tienen coordenadas
en Q. La razén por la que esto sucede es la siguiente, si fijamos el neutro
del grupo en un punto racional O, un elemento P estd en E[n] si

P+P+...+P=0,

que por lo que dijimos antes es equivalente a que los coeficientes de P satisfa-
gan que al evaluar cierta funcién polinomial en ellos obtenemos un resultado
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racional. Esto nos dice que las coordenadas de los puntos de n-torsién sa-
tisfacen ciertas ecuaciones con coeficientes en Z por lo que son algebraicos

sobre Q. Sabemos entonces que E[n] C E[Q].

Por otro lado, E[Q] tiene equipada una accién de G dada por actuar co-
ordenada a coordenada. Como FE estd definida por una ecuacién polinomial
con coeficientes en Z, aplicar un morfismo de Gg manda puntos racionales en
puntos racionales. Ademds esta accién respeta la ley de grupo. Nuevamente,
esto sucede porque la operacién esta definida por evaluar ciertos polinomios
con coeficientes racionales en las coordenadas de los puntos, y los morfis-
mos de Gg conmutan con los polinomios de coeficientes racionales. Tenemos
entonces que si P € Eln]y 0 € Gg

no(P) = o(nP)=0(0) = O,

es decir, o(P) € E[n] o en otras palabras, para todo n, Gg actia en E[n].

Construyamos a partir de estas acciones una representacion p-adica. Para
eso, consideremos las acciones Gg ~ E[p"] para cada n € N y el siguiente
objeto:

1,[E] = lim B[y,
neN
donde el limite est4 siendo tomado respecto a los morfismos [p] : E[p"*!] —
E[p"] dados por la multiplicacién por p. Llamamos a Tp[E] el médulo de
Tate p-adico de E. Como cada E[p"] es un Z/p"Z-médulo de rango 2 y los
morfismos respetan esta estructura, T, [E] resulta ser un Z,-médulo de rango
2.

Por otro lado, nuestra accién es consistente con los morfismos [p], por lo
que tenemos una accién Gg ~ Tp[E]. Eligiendo una base, esto nos da una
representacion

pep : Go — GLa(Zp).

Esta representacion refleja ciertas propiedades de la curva eliptica que
solo mencionaremos. Por un lado, los primos que ramifican son p y los ¢ que
dividen a N(FE), el producto de los primos de mala reduccién de la curva
eliptica.

En cuanto a los Frobenius, dado un primo ¢ { pN(E), pgp(Frob,) es
un conjunto de elementos conjugados, por lo que tiene sentido hablar de su
traza y su determinante. El resultado que se tiene es (ver [Sil09, V.2.3.1.] y
[Sil09, VII.2])
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det(ppp(Froby)) =q vy tr(pep(Froby)) = aq,
donde ay = ¢+ 1 — #(E[F,]) la cantidad de puntos racionales sobre IF.

1.3. Familias compatibles de representaciones

Es notable que en los dos ejemplos presentados en el capitulo anterior no
construimos solo una representacién de Galois, en ambos casos la construc-
cién dio lugar a una familia de representaciones {p,}, con p recorriendo los
primos de Z, que presenta ciertas caracteristicas comunes entre sus miem-
bros.

Es inspirado en estos ejemplos que presentamos el concepto de compa-
tibilidad entre representaciones. En buena parte de los casos las representa-
ciones p-adicas aparecen en familias de este tipo, procederemos a dar las
definiciones correspondientes. Recordemos que notamos ¥ i al conjunto de
primos de un cuerpo K.

Definicién 1.3.1. Una representacion p-ddica p se dice racional (respecti-
vamente entera) si existe un conjunto finito S C Xq tal que

= p es no ramificada fuera de S,

w sip &S, los coeficientes del polinomio caracteristico de p(Froby) estdn
en Q (respectivamente en 7).

Observemos que los elementos de p(Froby,) son todos conjugados y por
lo tanto su polinomio caracteristico estd bien definido. A partir de ahora
notaremos lo notaremos P,, ;.

Observacion 1.3.2. Asi como trabajamos con representaciones de Gg, es
posible estudiar representaciones de G donde K/Q es una extensién finita.
Notemos que toda representaciéon de Gg induce por restriccion una de G y
si la original es racional (entera) entonces la restriccién también lo es. Esto
sucede porque los elementos de Frobenius de K son potencias de los de Q.

Ejemplo 1.3.3. x, v pep son enteras para todo primo p y toda curva
eliptica E/Q.

Ya podemos definir la nocién de compatibilidad entre representaciones.

Definicion 1.3.4. Consideremos dos representaciones de Galois racionales,
p p-ddica y p' p’-ddica. Diremos que son compatibles si existe un conjunto
S C Xq finito tal que:
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= pyp son no ramificadas fuera de S,
» para todo q ¢ S, Py g =Py q.

Es preciso destacar que la hipétesis de la racionalidad de p y p’ es nece-
saria para que esta definiciéon tenga sentido, pues en principio P, , tiene
coeficientes en Q, y P, 4 en Qp, situacién en la que no tiene sentido pedir
que sean iguales.

A partir de la definicién de representaciones compatibles podemos extra-
polar la nocién de familia compatible de representaciones, existe sin embargo
un concepto mas fuerte: el de familia estrictamente compatible. A contin-
uacion definimos ambos.

Definicion 1.3.5. Consideremos para cada primo p una representacion de
Galois p-ddica y racional p,. Diremos que la familia {p,}pez es compatible
st para todo par de primos p y q, pp Y pq s0n compatibles.

Diremos que la familia {pp}pez es estrictamente compatible si existe un
congunto finito S C Xg tal que:

= para todo q & SU{p}, pp es no ramificada en q y P,, 4 tiene coeficientes
racionales,

= para todo q §é SuU {p,p/}, Pppvq = PPp’v‘l'

Dada una familia estrictamente compatible, existe un S minimo satisfa-
ciendo ambas condiciones, llamamos a tal S el conjunto excepcional de la
familia.

Ejemplo 1.3.6. Las familias {x,} vy {pr} son familias estrictamente com-
patibles, la primera con conjunto excepcional S = () y la segunda con
S={p€Z:p|/N(E)} el conjunto de primos de mala reduccién de E/Q.

La condicién de compatibilidad, junto con ciertas hipdtesis extra, hace
que las representaciones estén univocamente determinadas. El concepto que
nos interesa estudiar es el de simplicidad o irreducibilidad.

Definicién 1.3.7. Diremos que una representacion p : G — Aut(V') es sim-
ple o irreducible si el G-mddulo asociado V' no tiene ningin sub G-mddulo no
nulo, es decir si no existe ningun subespacio W C V propio y no nulo tal que
g W C W para todo g € G. Diremos que una representacion es semisimple
st se descompone como suma directa de representaciones simples.
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Una representacién racional cualquiera p no tiene por qué ser semisimple,
sin embargo, siempre es posible construir una representacién semisimple
asociada. Ademads, dicha construccién resulta tnica. Probaremos esto en las
siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3.8. Dado G un grupo y p : G — GL,(K) una repre-
sentacion, existe una representacion pss : G — GL,(K) semisimple tal que
el polinomio caracteristico de p(g) es igual al de pss(g) para todo g € G.

Demostracion. Consideremos un G-médulo V' asociado a la representaciéon
(es decir, pensemos a GL,(K) como Aut(V') con V un K espacio vectorial).
Afirmamos que existe una cadena de G-mdédulos V; tales que:

{0}=VhcWicCc...cV, =V

y cada cociente Vj;1/V; es simple.

Esto se consigue de la siguiente manera: tomemos como S; un sub G-
modulo propio maximal. Para esto, comenzamos con cualquier submédulo
S y a cada paso tomamos un submédulo propio que lo contenga. Como una
cadena de este tipo dentro de V tiene largo a lo sumo dim V (a cada paso
tomamos un subespacio vectorial de V') con este proceso llegamos a lo que
buscamos. De este modo, V/S; no tiene submédulos propios, pues no existe
ningin submédulo entre V' y S7. Procedemos de la misma manera en cada
paso, construido .5;, tomamos S;41 como un submédulo propio maximal de
S;. Como la dimensién sobre K de estos subespacios baja en cada paso,
existe un 7 tal que S, = {0}. Finalmente tomamos V; = S,_;.

Definimos entonces la semisimplificacién de V' como

Ves=VoaVi/Vod...eV,/V,_1,

y la semisimplificacién de p, pss, como la representacién dada por la accién de
G en Vg4 (observemos que pss esté definida salvo conjugacion, pues distintas
elecciones de una base de Vs nos dan distintas representaciones pss, todas
conjugadas).

Resta probar que para todo g € G los elementos p(g) y pss(g) tienen
el mismo polinomio caracteristico. Para eso observemos como se escribe la
matriz de la multiplicacién por g en una base particular, miremos {vy,...v,}
base de V' construida eligiendo primero una base de Vi, extendiendo a una
de V3, luego a una de V3 y asi sucesivamente hasta completar la base de V.

La base asi construida cumple que para todo i existe un r; tal que
{vi,..., v} es base de Vi y {Ur,41,...,Up,, } es base de V;y1/V;. Resul-
ta entonces que {T1,...,T,} es base de V5. Ahora, si miramos las matrices
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de la multiplicacién por p(g) y pss(g) en las bases definidas anteriormente,
tenemos que:

Al o % % A, 0 0 O

o(9) 0 Ay * (o)) 0 A, 0 O
g)l = y ss\g)| =

P 0 O . P 0 0 0

0O 0 0 A, 0O 0 0 A,

donde los A; son bloques cuadrados de lado r; — ;1. Es evidente que estas
matrices tienen el mismo polinomio caracteristico. ]

Esto prueba la existencia de una representacién semisimple compatible
con p, el problema es que para realizar esta construcciéon hicimos multiples
elecciones, por lo que no esta garantizada la buena definicién de pgs. En
general, es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 1.3.9 (Brauer-Nesbitt). Sea k un cuerpo, A una k-dlgebra y V',
V' dos A-mddulos semisimples de dimension finita sobre k. Si para todo
a € A el polinomio caracteristico de la multiplicacion por a en V' coincide
con el de la multiplicacion por a en V' entonces V y V' son isomorfos.

Para una prueba se puede consultar [Wei03, 7.2.4]. En nuestro caso, el
teorema se aplica pues tener una representaciéon p : G — GL,, (k) es lo mis-
mo que tener un kG-moédulo de dimensiéon n sobre k. Luego, al construir
dos semisimplificaciones de p con elecciones distintas de los V; estamos con-
struyendo dos kG-mdédulos semisimples tales que los polinomios caracteristi-
cos de los g € G coinciden (y comparando matrices como en la demostracion
de la proposicién, coinciden para todos los elementos de kG). Brauer-Nesbitt
asegura entonces que los dos kG-médulos son isomorfos y por lo tanto las
representaciones son conjugadas.

Cuando el cuerpo k tiene caracteristica cero, una condiciéon més débil
garantiza que para que las representaciones sean conjugadas, es suficiente
que las trazas de los elementos p(g) coincidan (ver [Lan02, XVII 3.8.]).
Gracias a esto podemos probar:

Proposicion 1.3.10. Dada p una representacion de Galois p-ddica y racional
y p' un primo, existe a lo sumo una representacion p'-ddica, racional y
semisimple compatible con p. En particular, la semisimplificacion pss es la
unica representacion p-ddica, racional y semisimple compatible con p.
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Demostracion. Alcanza con probar que dos representaciones p-adicas, semisim-
ples y compatibles son isomorfas. Sean p y p’ dos tales representaciones.
Sabemos que para todo ¢ primo fuera de un conjunto finito S, vale que
p(Frobg) y p/(Froby) tienen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto
la misma traza.

Sabemos entonces que Tr(p) y Tr(p") son dos funciones continuas de Gg
en @, que coinciden en un conjunto denso, esto implica que debe ser iguales.
Luego, por la version para caracteristica cero de Brauer-Nesbitt, resulta que
py p son isomorfas, como queriamos probar. O

Una tdltima observacion es que mediante estas proposiciones hemos proba-
do que dada una representacién p-adica, existe a lo sumo una familia com-
patible a la que puede pertenecer. Como en nuestros ejemplos las repre-
sentaciones aparecen siempre como parte de familias compatibles es natural
preguntarse acerca de la existencia de tales familias para cualquier p. En
[Die04] se prueba que bajo ciertas hipétesis, dada p una representacion p-
adica, existe una familia compatible que la tiene como miembro.

1.4. El conductor de una representacion

Estudiaremos un ultimo invariante asociado a las representaciones de
Galois: el conductor de Artin.

El conductor es una medida de la ramificacién de una representaciéon
en los primos. Se define localmente en cada primo, por lo que daremos una
definicién en cuerpos locales y dada una representacién de nuestro grupo
de Galois de un cuerpo global encontraremos una forma de recolectar la
informacién de cada primo mirando una representacion de cuerpos locales
adecuada.

Para dar su definicién debemos profundizar un poco mas en la estructura
de los grupos de Galois definiendo los grupos de ramificacién. Empezaremos
dando estas definiciones en el caso de extensiones finitas y luego buscaremos
una forma de pasar a extensiones infinitas. Recordemos que un cuerpo local
es un cuerpo equipado de una valuacién discreta v, completo respecto a esta
y con cuerpo residual perfecto.

1.4.1. Los grupos de ramificacion

Sea L/K una extensién Galoisiana de cuerpos locales, [L : K| < oo,
llamemos G a Gal(L/K) y vk y vy a las valuaciones de K y L respectiva-
mente. Ademds My (respectivamente M) serd el inico ideal maximal de
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Ok (Op) y llamaremos a cualquier elemento que lo genere uniformizador
local.

Notaremos ey i y fr/x a los indices de ramificacién e inercia de la
extension. Recordemos que [,k es el grado de la extension de los cuerpos
residuales y er k es la potencia con la que el unico ideal maximal de L
divide al de K.

Asi, las valuaciones vy, y v estan normalizadas para que los uniformizadores
locales tengan valuacién uno, por lo que dado un x € K, vr(x) = er /g vk ().
Otra propiedad importante es que siempre e,/ fr,/x = [L : K]. Un primer
acercamiento a la teoria de cuerpos locales se puede encontrar en [Ser79]
y [Neu99]. A lo largo del capitulo utilizaremos resultados que se pueden
encontrar en ambas referencias.

Finalmente, sea p la caracteristica de los cuerpos residuales. Los subgru-
pos de ramificacién se definen como sigue.

Definicion 1.4.1. Para todo s € R,
Gs={oeG:v(o(a)—a)>s+1 ,YaeOr}.
De la definicion se deduce lo siguiente:
= G =G.
= (G es el subgrupo de inercia para todo —1 < s < 0.

= Llamaremos a GG1 subgrupo de inercia salvaje, como veremos mas ade-
lante es el tnico p-Sylow de Gp.

Dada una extensiéon L/K con grupo de Galois G = Gal(L/K) tendremos
dos notaciones posibles para los grupos de ramificacién: G; y G;(L/K).

Lema 1.4.2. Los G; son subgrupos normales de G.
Demostracion. Sea o € G, ¢ € G, entonces:
vr(¢o¢~ (a)—a) = vr(¢(o¢~" (a)—¢ ' (a)) = vr(0¢~ ' (a) =9~ (a)) > s+1

para todo a € Op. La ultima igualdad vale pues los morfismos del grupo
de Galois preservan la valuacién. Resulta entonces que ¢po¢p~! € Gy como
queriamos. O

A fines de encontrar una forma de saber en que grupos de ramificacién
se encuentra un morfismo o € Gal(L/K) debemos estudiar la relacién entre
los anillos de enteros de L 'y K.
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Proposicién 1.4.3. Sea L/K finita, entonces existe x € Oy, tal que Op =
Ok|x].

Demostracion. Comencemos por llamar Fy al cuerpo residual de L y Fg al
de K. Observemos que si x € Oy, es tal que F, = Fx[Z ] entonces el conjunto
{2’77} con 0 < i < fryk vy 0 <j <ep/k genera a Op, como Og-médulo.
Esto es consecuencia del lema de Nakayama, ya que por un lado es claro que
sus clases generan a O /7x.Op v 7 es el generador del ideal maximal de
Ok.

Considerando esto, tomemos y tal que Fy = Fx[y]. Sea m € Fx[X] el
polinomio minimal de ¥ y m € K[X] algin levantado de m. Observemos
que m(y) = m(y) = 0, lo que quiere decir que v (m(y)) > 0 pues su clase
en el cuerpo residual es 0.

Ahora tenemos dos posibilidades, si vr(m(y)) = 1 entonces m(y) es
un uniformizador local y como dijimos antes un conjunto de productos de
potencias de y y m(y) genera a Or, como Ox-mdédulo, de donde Of, = Ogly].

Sivg(m(y)) > 1, tomemos un uniformizador 7y, y sea x = y+my. Resulta

que xr =y y:

m(x) = m(y +mp) =m(y) + 7om'(y) + 7}z

para algin z € Oy,

Notemos que por un lado v(m(y)) > 1y vi(r2z) > 1y por otro,
al ser m/(y) = m'(§) # 0 en el cuerpo residual, m/(y) es una unidad y
vp(mem/(y)) = 1.

Deducimos de esto que vg,(m(x)) = vp(m(y) + mpm’(y) + 722) = 1, es
decir m(x) es un uniformizador local y T genera la extensién residual por lo
que, via el mismo razonamiento que antes, O, = O [z| como querfamos. [

A partir de esto, podemos definir el siguiente invariante de o.

Definicién 1.4.4. Sea 0 € Gal(L/K). Definimos ig(c) = vi(o(z) — x),
donde x es tal que Or, = Og|x].

La buena definicién de ig(o) es consecuencia del siguiente lema.
Lema 1.4.5. 0 € G5 si y solo siig(c) > s+ 1.

Demostracion. Sea my, un uniformizador local de Op. Un o estda en Gy si y
solo si actiia trivialmente en Op /(7w 5T1) = O [z]/(71°) lo que sucede si
y solo si o(z) = z (7°T!) que es lo mismo que decir ig(c) > s + 1. O

En el caso totalmente ramificado, se puede tomar un = particular, como
afirma el siguiente lema.
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Lema 1.4.6. Si L/K es totalmente ramificada y 71, es un uniformizador
local entonces Op, = Og|my)]

Demostracion. Probemos primero que L = K|[rp], para eso, sea m(X) =
ap+a1 X +...+a, X" el polinomio minimal de 77, y n = [L : K]. Observemos
que si r < n se tiene:

a1, +...+am” = —ap € K,

pero vy (a;) es multiplo de n para todo i (pues n = e el grado de ramificacién
de la extensién), por lo que las valuaciones de los CLﬂTi son todas distintas
(vr(aimy) =i (modn)) y por lo tanto:

vr(—ap) = 112}2 a;y # 0 (modn),

lo que contradice que ag € K. Por lo tanto r =n y 7 genera a L.

Ahora, dado un = € Oy, se escribe como = = by + bymr, + ... + bsmj con
a; € Ky s < n. Queremos ver que vi(b;) > 0 (o lo que es lo mismo, que
vr,(b;) > 0), nuevamente vr,(b;) es multiplo de n para todo ¢, de donde las
valuaciones de los b} son todas distintas. Por otro lado, si existe algin ¢
para el que v, (b;) < 0 entonces vr, (bt ) = vp(by) +vp(nh) <—n+t<0y
luego:

vp(z) = 01;1%18 vr(bimy) <0,

lo que es absurdo, pues x es entero. Entonces todos los b; son enteros y con
esto hemos probado que Or, = Og|[ry] O

Con estas herramientas podemos tratar de entender un poco mejor la
estructura de los grupos de ramificacién. Los G; son una filtracién de G que

estd relacionada con la filtracién U g) de las unidades de Oy, definida como:

US) ={z €0 :2=1(modr})}.
La relacién que hay es la siguiente:

Lema 1.4.7. Sea s > 0, entonces ¢ : G5/Gsy1 — Ués)/UESH) definido por

o(o) = % es un morfismo inyectivo que no depende de la eleccion del

uniformizador .

Demostracion. Antes que nada, observemos que podemos suponer que K =
LY pues los grupos de ramificacién para s > 0 son los mismos en ambas
extensiones. Estamos entonces en el caso L/K totalmente ramificada.
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Ahora, como L/K es totalmente ramificada, Or, = Og[rp]. Vale entonces
que:

ceG, <= wvy(o(my)—7mL)>r+1 <=
o(rr) =7 (modn) ™) =
o(mr)

Esto prueba directamente que ¢ esta bien definida y que es inyectiva. Resta
ver que no depende del uniformizador elegido y de esto se deducird que es
morfismo. Sean entonces o € G5 y m, © dos uniformizadores. Sabemos que
existe u € Uy, tal que m = u.7’ y se tiene:

o(m) (U(WI)>_1 - Uuu) = 1 (modmith),

s i
donde la tiltima implicacién se debe a que o(u) = u (mod 75'™).
Esto nos dice que @ y %75/) son iguales en Ulgs)/Ué‘gH) y por lo tanto

¢ no depende del uniformizador.
Por tltimo, si 0,0’ € G4 se tiene:

o(d'(m)) _ o(d’(mp)) o’ (mL)
L o'(rr) 7L

$(ooo’) = = ¢(0)o(0"),

y la tltima igualdad vale porque o’(71) es un uniformizador y ¢ no depende
de cual se elija. O

Esto nos da cierta informaqién sobre los G; que se puede deducir de las
propiedades de la filtracién Ug). Recordemos que esta cumplia:

0 1)
P =,
- Ué")/UénH) >~ F;, para todo n > 1.

Deducimos que |Gy/G1| divide a p" — 1 para algin r y que para todo
i > 1, |Gi/Git1] es una potencia de p. Esto demuestra un resultado que
enunciamos al principio de esta seccién: Gy es un subgrupo normal de Gg y
tiene como cardinal la méxima potencia de p que divide a |Go| (pues tiene
indice coprimo con p). Es por lo tanto el inico p-subgrupo de Sylow de Gy.

Queremos ahora dar una definiciéon de los grupos de ramificacién para
una extensién arbitraria de un cuerpo local K. Inspirados en las definiciones
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de grupos de descomposicién e inercia en los casos de extensiones infinitas
de un cuerpo de numeros, la idea serd considerar el limite inverso de los
grupos de ramificacién de las subextensiones finitas. Sin embargo, ante esta
primera idea surge un problema: los grupos de ramificacién no se llevan bien
con las proyecciones entre grupos de Galois, es decir, no es cierto que dada
E/L/K y 7 : Gal(E/K) — Gal(L/K) resulte 7(G¥) C GF.

Ante esta situacion, definiremos, reacomodando los indices de los grupos
de ramificacién, otra filtracién de G que se comporta bien con las proyec-
ciones. Los proximos resultados apuntaran a realizar esa construccion.

Lema 1.4.8. Dada L/K finita y F un cuerpo intermedio, vale:
Gs(L/K)NGal(L/F) = Gs(L/F).
Demostracion. Es inmediato de las definiciones. O

Proposicién 1.4.9. Sean L/K finita y Galois y F/K una subextension
Galois. Si G = Gal(L/K), H = Gal(L/F), o0 € Gal(F/K) entonces:

(@) = —— Y ia(e) = —— Y ialo'),

CLIF 4 =& CLIF Lcq

donde los ¢ € G y o' es un levantado cualquiera de o a G.

Demostracion. Sean x tal que Op, = Ok|z]| e y tal que O = Ok|y|. Tene-
mos:

- eL/F-iG/H(U) =wvr(o(y) — ),
- ig(o’) =vp (o' (x) — x).

Aqui ¢'|p = 0. Lo que queremos ver se traduce entonces en que los
elementos:

a=d() -y vy b=]] o) —a)

TeH

tienen la misma valuacién. Para eso, veamos que alb y bla:

Llamemos f al polinomio minimal de = sobre F. Resulta que f(T') =
[I.cq (T —7(z)). Por otro lado, consideremos o’(f) el polinomio que se
obtiene al aplicar o’ coeficiente a coeficiente. Observemos que o’(f)(z) =
[,y (T —70'(x)) = b (aqui estamos usando que H es normal y por lo
tanto o'H = Ho').
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Tenemos entonces:
,
b=0o'(f)(z) =0 (f)@) = f(z) = ) (0'(a:) — ai)a".
=0
Pero ademés v (0'(a;) — a;) = vi(o(a;) — a;) > ig/u(o) = vp(o'(y) — ).
Esto quiere decir que a = ¢/(y) — y divide a ¢/(a;) — a; para todo i y por lo
tanto divide a b. Finalmente, para ver que b|a:

Escribamos y = g(x) con g € Og[T]. Tenemos entonces el polinomio
9(T) —y € Op[T] que se anula en z. Por lo tanto:

9(T) —y = f(T)NT) =
9(T) —d'(y) =o' (g)(T) = o' (y) =o' (/HT)'(W)(T) = T=uz
a=y—a(y)=0(f)(2).0'(h)(zx) =b.z
Esto concluye la demostracién. O

Para reindexar los grupos de ramificacién precisamos ciertas funciones ¢
y Y.

Sea L/K finita, notemos por g; al cardinal del grupo de ramificacién
G;. Consideremos primero la funcién ar/x : [~1,00) — [0,1] dada por

ap/K(s) = [Go%Gs] = g—;. Y definamos

or/K(s) = /05 ar/k(t)dt.
En otras palabras, ¢,k es una funcién continua, lineal a trozos que cumple:
- ¢r/k(0) = 0, mds aun ¢,/ (t) =t para todo t € [~1,0],
- (z),L/K(S) = gf,
- ¢k (s) = g%(g1 + .o gps) + (5= [s])grsy) si s > 0.

Lema 1.4.10. Sea 0(s) = —1—i—gi0 Y e min{ig(o),s+ 1}. Entonces 0 = ¢.

Demostracion. Observemos que ambas son funciones continuas y lineales a
trozos. Entonces basta chequear que coinciden en 0 y que, en los puntos en
los que son derivables, sus derivadas coinciden.

Se tiene, por un lado:

0(0):—1+i(2 1+ > 0)=-1+1=0.

e
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Y por otro, para s ¢ N:

_#{O’EG:ig(U)Zs—Fl}_#{O‘EGS}_%
B 90 B go _go

0'(s) =¢/(s).

Entonces debemos tener 6 = ¢. O

Probemos un ultimo lema antes de hablar de los grupos de ramificacién.

Lema 1.4.11. Sean L/K extension finita y Galois, F/K una subextension
de Galois. Sea H = Gal(L/F), o' € Gal(F/K) y tomemos o una extension
de o' a L tal que ir k(o) es mdzimo. Entonces:

bryplin/k(0) = 1) = ip/k(0’) — 1.

Demostracion. En primer lugar, probaremos que si 7 € H entonces iy, x(oT) =
min {iy,/k(0),ir/kx(7)}. Luego, haciendo uso de la Proposicién 1.4.9 y el
Lema 1.4.10 obtendremos el resultado.

Sea entonces 7 € H y x € Oy, tal que O, = Og|x], separemos en casos:

' ZL/K(O') > zL/K(T)

ir/k(07) =vp(or(z) —x) =vr(o(r) —z+o(r(z) —x)) =

=vp(7(z) —z) =igk(7)
0 Si iL/K(U) < Z.L/K(T)"

Tanto ¢ como 7 estan en G, por lo tanto o7 también. Entonces

r/r(0)=1
ir/k(0T) > ik (o). Por otro laéo, o1 es un levantado de ¢’ y por la maxi-
malidad de o vale la otra desigualdad. Se tiene entonces iy i (07) = ir /i (o).

Sabemos entonces que iy i (07) = min{iy x(0),i5/x(7)}, luego por la
Proposicion 1.4.9:

i (@) = —— Y ipr(or) = —— 3 min {igk(0), i ()}

°LIF ch CL/F Lch

Restando 1 a ambos lados, observando que ey p = |Hp| y usando Lema
1.4.10 finalmente obtenemos:

ir/k — 1= ¢rpipr(o) —1). [

Con esta proposicién podemos entender la interaccién de los grupos de
ramificacion con las proyecciones. Precisamente, vale:
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Teorema 1.4.12 (Herbrand). Sean L/K extension Galois y finita, F/K
una subextension Galois, G = Gal(L/K) y H = Gal(L/F). Llamemos m a
la proyeccion de G en H. Entonces vale:

w(Gur/K) = SR o),
Demostracion. Notemos que o/ € GsH/H siy solo si existe o € G tal que
olp =0 yirk(o) > s+1. Como ¢, es creciente y biyectiva, esta tiltima
condicién es equivalente a que ¢r /p(ir/x(0) —1) > ¢r/r(s).

Sea entonces o la extensién de ¢’ a L con mayor ij, / k(0), tenemos por
el lema anterior:

o' en(Gy) <=  drplin/r(o) —1) > o p(s) <=
iF/K(OJ) -1= ¢L/F(S) Aaad o' € Gd)L/F(S)'

Quedando el teorema probado. O

Con estas herramientas, estamos en condiciones de definir la reindexacion
de los grupos de ramificacion. Llamamos ¢,/ = (bZ}K y definimos como:

G'(L/K) = Gy, 1)(L/K),

la numeracién superior de los grupos de ramificacién. Estos grupos si fun-
cionan bien con las proyecciones, para probarlo precisamos el siguiente re-
sultado sobre ¢:

Lema 1.4.13. Sean L/K finita y Galois y F/K una subextension Galois.
Entonces 1/ = ¢r/x © OL/F-

Demostracion. Nuevamente estamos comparando dos funciones lineales a
trozos y continuas, por lo que serad suficiente probar que coinciden en 0 y
que, donde existen, sus derivadas son iguales.

Llamemos como antes G = Gal(L/K) y H = Gal(L/F'). Identificamos a
Gal(F/K) con G/H. Se tiene por el Teorema 1.4.12:

(G/H)g, () = GsH/H = G, /(G5 N H) = G/ H.

éL/F

Luego:
/ |Gs’ ‘Hs‘ ‘(G/H)¢L/F(S)’
¢ L/K(S) = = =
|Gol  [Ho|  [(G/H)ol

=" 1r(8)0 i (DLyp(8) = (dpyk © Pryr) ().
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Por otro lado, ¢k (é1,/7(0)) = ¢p/x(0) = 0 = ¢1/x(0), lo que termina
de probar el lema.

O
Corolario 1.4.14. Sean L, F' y K, entonces Y1, = Yr/r 0 Yr/K-

Ya podemos probar lo que queriamos:

Proposicién 1.4.15. Sean L, F y K, m : Gal(L/K) — Gal(F/K) la
proyeccion, entonces:

7(GY(L/K)) = GYF/K).

Demostracion. Manteniendo la notacién del lema anterior, para todo t te-
nemos, por el Teorema 1.4.12:

W(Gt) = 71—(GlpL/K(t)) = (G/H)¢L/F(¢L/K(t))’

pero por el Corolario 1.4.14:

(G/H)¢L/F(¢L/K(t)) = (G/H)%«‘/K(t) = (G/H)t‘ 0

Observemos otras propiedades de la numeracién superior de los grupos
de ramificacién, sea L/K finita y G su grupo de Galois:

- Si L/K es no ramificada entonces ¢ /x = ¥r,/k-
- Go = G y por lo tanto L/K es no ramificada si y solo si G = {0}.

- El grupo de inercia salvaje G; = {0} si y solo si G5 = {0} para todo
s > 0. Esto ocurre si y solo si G* = {0} para todo s > 0. En este caso
decimos que L/K es mansamente ramificada.

Ahora que ya hemos definido la numeracién superior de los grupos de
ramificacién y tenemos probado que se comportan bien con las proyecciones,
podemos dar una definicién para las extensiones infinitas.

Definicién 1.4.16. Sea L/K una extension infinita, definimos los grupos
de ramificacion de L/ K como:

GHL/K) = lim G"(F/K),
L/F/K

donde F' recorre todas las subextensiones de L/K tales que F/K es finita y
Galois.
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1.4.2. El conductor

Como dijimos en un principio, definiremos el conductor de una repre-
sentacion en base a la accién de los grupos de ramificacién. Primero en el
caso local:

Definicion 1.4.17. Sea K un cuerpo local de caracteristica residual p y
p: Gg — GL(V) una representacion, donde V es un F-espacio vectorial
y F un cuerpo. Dado un subgrupo H de GL(V'), notaremos por VEH 4 los
elementos de V' que quedan fijos por todos los morfismos de H.

Definimos el conductor de p como:

n(p) :/ codim VA" (K/K)) gy,
~1

Y el exponente Swan de p como:

o0 —
sw(p) = / codim VPG E/K)) gy,
0
Hagamos algunas observaciones sobre la definicién:

- Si L es el cuerpo fijo por el nticleo de p entonces nuestra representacion
se factoriza por una p: Gal(L/K) — GL(V) y resulta:

p(GUE/K)) = p(n(G"(K/K))) = p(G"(L/K)),

es decir, el conductor depende solo de como actian los grupos de ram-
ificacién de L/ K.

- Si p no ramifica en (7x) el primo de K, entonces L/K es no ramifi-
cada y p(G*(K/K)) = p(G*(L/K)) = p(0) = Id para todo u > —1.
Reemplazando en la formula, resulta que en ese caso n(p) = 0.

- El conductor y el exponente Swan difieren en un término calculable,
K/K))

vale que n(p) = sw(p) + codim VPG’ .

- En el caso en el que V tiene dimensién 1, los espacios V(G (E/K)
tienen dimensién 0 o 1 dependiendo de si GY(K /K) C Ker(p) o no. Se
cumple entonces que sw(p) es el menor u tal que G* C Ker(p).

- La definicién que dimos puede tener un problema: la integral no tiene
por qué converger. En el caso de una representacién de Artin o una rep-
resentacion médulo p la extensién L/K es finita y los grupos de ramifi-
cacién son eventualmente triviales por lo que esto no es un problema.
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Cuando la representacién es p-ddica, la integral también es conver-
gente, como puede verse en [Wie08, 3.1.].

- Una pregunta pertinente es cuando cambian los grupos de ramificacion,
es decir: jpara qué valores de u vale que los grupos G* ¢ y G“¢ son
distintos para todo € € R?.

En extensiones abelianas, los valores de u para los que esto sucede son
todos enteros. Este resultado se conoce como el Teorema de Hasse-Arf
y una prueba puede encontrarse en [Ser79, V.7.]. Para una extensién
cualquiera esto no es cierto, llamamos a estos valores “saltos en la
numeracién superior”.

- Observemos que estamos integrando un funcién que es constante a
trozos, por lo que, realmente, el conductor es la suma de ciertas codi-
mensiones, cada una modificada por un coeficiente que es la distancia
entre un salto y el siguiente.

- Ante los dos puntos anteriores, uno podria sospechar que el conductor
de una representacién cualquiera no tiene por qué ser entero (pues lo
definimos como una suma de niimeros no necesariamente enteros). Sin
embargo, en los casos que nos interesan (representaciones de Artin,
p-ddicas o médulo p) siempre es un ndmero natural. El caso de una
representacién de Artin puede encontrarse en [Ser79] y los casos de
representaciones p-ddicas y médulo p en [Wie08, 3.1.] cuando p #
char(K) y en [RS01, Lema 2.3.] cuando son iguales.

En el caso de K un cuerpo de nimeros, recordemos primero que para

cada primo p en K sobre un p de K, el subgrupo de descomposicién D, =

Gal(K,/K) por lo que dada una representacién p de G, su restriccion
P|DK, se puede pensar como una representacién de un cuerpo local.

Ademads, si elegimos otro primo g’ sobre p, los subgrupos de descomposi-

cién son conjugados por algin elemento o € Gal(K/K) lo que implica que
las restricciones p|p, y plp,, son isomorfas via la conjugacién por p(c).

Definicién 1.4.18. Sea K un cuerpo de nimeros y p : Gxg — GL,(k)
una representacion de Galois que ramifica en finitos primos. Si k tiene ca-
racteristica q y p es un primo de K que mo estd arriba de q, definimos el
exponente del conductor en p como:

np(p) = n(plp,)
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para algun primo @ de k sobre p. La parte coprima con q del conductor de
la representacion p serd:

N(p) = H pr(P),
peK
pla
Hagamos dos pequenias observaciones sobre esta definicion. Primero, el
exponente n,(p) no depende del primo p elegido, pues primos distintos dan
representaciones isomorfas. Segundo, notemos que en los primos p en los que
p es no ramificada, la restriccién p[p,, tampoco lo es, por lo que n,(p) = 0.
Como p ramifica en finitos primos, la definicién de N (p) tiene sentido, pues
el producto que consideramos es finito.

1.5. Una construccion: la reduccién médulo p de
una representacion p-adica

Una construcciéon importante en el mundo de las representaciones p-adi-
cas es la reduccién médulo p. Esto consiste en asociar a toda representacion
p-adica p, una representacién p modulo p relacionada con p mediante una
proyeccién.

Para realizar esta construccién debemos probar que dada una repre-
sentacién p-adica, siempre existe una representacién conjugada (es decir,
podemos elegir una base apropiada del espacio V') que tiene imagen con-
tenida en las matrices con coeficientes enteros.

Proposicién 1.5.1. Sea p : Gog — GL,(L) una representacion p-ddica
(aqui L es la extension finita de Qp, en la que la imagen toma valores). Sea
V un L-espacio vectorial asociado a la representacion, entonces existe un
reticulo estable T'. Es decir un Op-mddulo T C V cuyos elementos generan
a' V' como L-espacio vectorial y tal que p(c)(T) C T para todo o € Gy.

Demostracion. Fijemos la base B de V' que da lugar a la representacién con
imagen en GL,,(L). Sea M el Op-médulo generado por B. Consideremos el
siguiente subgrupo de Gg, H = {0 € Gg : p(0)(M) C M}.

Observemos que H es el conjunto de elementos o de Gg tales que la
matriz p(o) tiene coeficientes en Oy, es decir, si U = {A € GL,(L) :
A tiene coeficientes en Oy} entonces H = p~(U). Como Oy, es un abier-
to de L, U es un abierto de GL, (L) y H resulta un abierto de Gg.

Al ser H un subgrupo abierto de G, tiene indice finito. Sean entonces
g1,--.,9r representantes de las coclases de H en Gg. Afirmamos que T'
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el Or-médulo generado por los elementos de {g1L,...,g,L} es un reticulo
estable.

Es evidente que es estable, lo que debemos probar es que tiene rango n.
Pero esto es consecuencia de que L es el cuerpo de fracciones de Op, que es
un dominio integro, asi, un Or-modulo libre tiene rango igual a la dimension
del espacio vectorial que se consigue al extender escalares a L. O

Notemos que ahora, haciendo un cambio de base a una base del reticu-
lo estable, obtenemos una representacién conjugada p’ con imagen en las
matrices inversibles con coeficientes enteros. Llamemos R C GL, (L) a este
conjunto. Tenemos

Go 2+ R—"+GL,(Fy) ,

donde 7 consiste en aplicar la proyeccion coeficiente a coeficiente. Constru-
imos asi una representacién asociada con coeficientes en un cuerpo finito. El
inconveniente que tenemos es que fue a partir de una elecciéon de un reticulo
estable, por lo que la reduccién de p puede no estar bien definida. Lo que
si podemos afirmar es que su semisimplificacion lo esta. Esto es cierto pues
el polinomio caracteristico de la reduccién de un elemento es la reduccién de
su polinomio caracteristico, por lo que dadas dos reducciones semisimples,
los polinomios caracteristicos de sus imagenes coinciden y por el Teorema
de Brauer-Nesbitt (1.3.9) son isomorfas. Decimos entonces que la reduccién
estd bien definida a menos de semisimplificacién.

Para terminar el capitulo, enunciemos la siguiente proposiciéon que rela-
ciona el conductor de una representacién p-adica p y su reduccién. No dare-
mos una prueba, pero se puede encontrar en [Wie08, 3.1.].

Proposicién 1.5.2. Sean K y I extensiones finitas de Q, y Q, respecti-
vamente, donde p y £ son dos primos distintos. Sea p : Gg — GLy,(F') una
representacion y p una reduccion. Entonces sw(p) = sw(p).

Observaciéon: Esto no nos dice que sus conductores coincidan, pero
si que difieren en un término calculable.
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Capitulo 2

Formas Modulares

En este capitulo repasaremos la teoria basica de formas modulares. Las
formas modulares son ciertas funciones holomorfas del semiplano complejo
superior que tienen asociados dos invariantes: el peso y el nivel. Con el fin
de hacer el trabajo mas ameno, desarrollaremos primero la teoria en el caso
de nivel 1. En un segundo acercamiento, introduciremos el concepto de nivel
en general, haciendo hincapié en las diferencias y similitudes con el caso
previamente estudiado.

Para introducir estos conceptos precisaremos algunas herramientas del
andlisis complejo. Un buen texto introductorio se puede encontrar en [Con78].

2.1. Formas modulares de nivel 1

En esta primera parte seguiremos el tratamiento dado en [Ser73], [Lan76]
y [Kob93]. Cualquiera de los tres textos es 1til como referencia introductoria.

2.1.1. El grupo modular

Para dar las condiciones que definen a las formas modulares debemos
estudiar la accién de ciertos grupos de matrices en el semiplano complejo
superior.

Dada una matriz de M € GL2(R), M = < Z 2 ), definimos la accién

de M en los elementos de C U {oo} como

az+b
cz+d
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Un calculo sencillo prueba que dados M € GLy(R) y z € C,

Im(z)

Im(MZ) = det(M)m,

con lo que deducimos que las matrices de GL2(R) con determinante positivo
actian en el semiplano complejo superior h = {z € C: Im(z) > 0}.

La accién en la que estamos interesados es la de un grupo més pequeno:
SL2(R), y dentro de él, en la de las matrices con coeficientes enteros. Ob-
servemos que toda matriz M € SLy(Z) actia igual que —M en b, entonces
la accién se factoriza por PSLa(Z) = SLy(Z)/ £ Id, grupo al que a partir de
ahora notaremos G y llamamos el grupo modular completo.

Hablemos un poco de la estructura de G, ésta se encuentra intimamente
relacionada con su acciéon sobre h. Tenemos en el grupo modular dos ele-

mentos:
0 -1 1 1
S‘<1 0) Y T‘<01>'

Afirmamos que S y T generan todo G. Esto se puede probar por un
argumento inductivo pero se consigue una demostracién més sencilla estu-
diando primero la accién en h. Lo que vamos a hacer es encontrar en h un
conjunto de representantes para las érbitas de esta accion.

Sea D C h el subconjunto formado por los nimeros complejos de parte
real entre —1/2 y 1/2 y médulo mayor o igual que 1 (ver Figura 2.1).

D no es exactamente un conjunto de representantes, pero estd cerca.
Precisamente:

Proposicién 2.1.1. Sean G, h y D como antes, P = ¢*™/3 y Q = —P los
puntos marcados en la Figura 2.1. Entonces vale:

- Para todo z € b existe un g € G tal que gz € D.

- Si para dos puntos z y 2’ de D existe g € G tal que gz = 2’ entonces
Re(z)=tlyz=2*1obien|z|=1y 2 =-1/z.

- Para todo z € D — {i, P,Q} el estabilizador de z en G es el subgrupo
trivial. El estabilizador de i es el subgrupo generado por S, el de P el
generado por ST y el de Q el generado por T'S.

Demostracion. Para el primer punto, fijemos un z € D. Recordemos que:
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Figura 2.1: Un gréfico de D

Im(z)

Observemos que al ser ¢ y d enteros, |cz + d| alcanza un minimo (pues
recorre algunos elementos de un reticulo de C) por lo que Im(gz) alcanza
un méaximo. Sea § € G un elemento que maximiza Im(gz) y apliquemos
T las veces que sea necesario para que la parte real de T™(§z) esté entre
—1/2 y 1/2. Afirmamos que T"§z € D. Para esto, alcanza con probar que
|T™§z| > 1, pero si éste no fuera el caso, entonces —(T"gz)~! = ST"gz
tendria parte imaginaria mayor que Im(7"gz) = Im(gz), lo que es absurdo.

Notemos que el mismo argumento funciona si tomamos a g como el ele-
mento del subgrupo de G generado por S y T' que maximiza la parte imagi-
naria de gz. Esto prueba algo més fuerte, que existe un elemento g € (S, 7T
tal que gz € D.

. b
Para probar el resto de la proposicion, sean z € Dy g = ( Z d ) eG
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tales que gz € D. Podemos suponer sin perdida de generalidad que Im(gz) >
Im(z). Esto sucede si y solo si |cz + d| < 1. Observemos que como z € Dy
¢y d son enteros, esto solo puede suceder si ¢ = —1,0 o 1, pues si |¢| > 2
entonces Im(cz + d) = Im(cz) > 1 (pues Im(z) > @ > 1 para todo z € D).

En el caso ¢ = 0, resulta d = 1 o —1 con lo que ¢g es una traslacion
por b o —b. Como z y gz estan en D la tnicas posibilidades son que g sea
una traslacién por 1 y Re(z) = —1/2 o que g sea una traslacién por —1 y
Re(z) =1/2.

En el caso ¢ = 1, debemos tener |[z+d| < 1conloqued =002z € {P,Q}
v d==+1.

En el primer caso, debe ser |z =1y b = —1 de donde gz = a —1/z.
Pero como |z| =1, —=1/z € D y a debe ser 0 a menos que 1/z € {P,Q} caso
en el cual obtenemos las posibilidades a =1,—1y z = P o Q.

Siz=Poz=( tenemos d = 0,1 o d = 0,—1 respectivamente. En el
caso z = P, d=1,debevalera —b=1ygP=a—1/(1+P)=a+ P, de
donde a = 0 o 1. El caso z = @) es analogo.

Finalmente, el caso ¢ = —1 se puede transformar en ¢ = 1 cambiando g
por —g, que es otro representante de la misma clase.

Si estudiamos todos los casos que hemos detallado, comprobaremos que
con esto quedan probados los items 2 y 3. 0

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado sobre la generacién
de G.

Proposicion 2.1.2. S¢S y T son los elementos de G antes mencionados,
vale que G = (S, T).

Demostracion. Haremos uso de la proposicion anterior, especificamente del
hecho de que dado un elemento cualquiera w € h existe un ¢’ € (S, T) tal
que ¢g'w € D.

Tomemos un g € G y un elemento z € h que esté en el interior de
D. Sabemos que existe un ¢’ € (S,T) tal que ¢g'gz € D. Pero entonces z
y ¢'gz son dos elementos del interior de D. De la proposicién anterior se
deduce primero que z = ¢’¢gz pues z no estd en el borde de D, por lo que no
puede haber otro elemento de su 6rbita en D. Y luego que g'g = Id, pues
esta en el estabilizador de z, un elemento del interior de D. Concluimos que
g=9¢1t€(S,T) como querfamos. O
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Mis adelante nos interesara estudiar los subgrupos de SLa(Z). Por el
momento, la informacién que tenemos es suficiente para desarrollar la teoria
de nivel 1.

2.1.2. Formas modulares

Como mencionamos en la seccién anterior, las formas modulares son fun-
ciones holomorfas del semiplano complejo superior que cumplen con ciertas
restricciones. Estas son dos: una ecuacién funcional y una condicién de crec-
imiento.

Fijemos un nimero entero k y sea f : h — C una funcién meromorfa. La
primer condicién que f debe satisfacer para ser una forma modular de peso
k y nivel 1 es que

Vg = ( ZL Z ) € SLa(Z), f(z) = (cz—l—d)_kf(gz). (2.1)

Observemos que si k es impar, la tnica funcién que satisface esta condi-
cién es la constante 0, pues poniendo g = —Id se debe tener que para todo
z€Hh

f(z) = (=1)"f(92) = = f(2),
implicando que f(z) = 0.

Ahora, podemos hacer actuar a G:LéF (R), el grupo de matrices con coefi-
cientes en R y determinante positivo, en el conjunto de funciones meromorfas

f: 5 — C como sigue, si g = < (Cl Z > definimos

Flelg) = (det g)*/2(cz + d) " f(g2).

Se puede chequear que esto efectivamente define una accion, es decir,
dadas dos matrices g y h € GL3 (R) vale que f|r[gh] = (f|k[g])|k[h]. Con
esta notacion, lo que estamos pidiendo para que f satisfaga ser una forma
modular de peso k es f|xlg] = f para todo g € SLa(Z).

Notemos que en virtud de la Proposicién 2.1.2 y de la existencia de la
accion que acabamos de definir, alcanzara con chequear que f satisface esta
ecuacion funcional para S y para T

Resulta que f cumple la ecuacién funcional para todo g € SLa(Z) si y
solo si:

f2) =2 f(=1/2) v [f(z)=[f(z+1).
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Ahora, si tenemos una f que cumple la segunda de estas igualdades vale
que f(z) = f(z+1), lo que nos permite expresar a f como una funcién f de
q = e*™*. Esta nueva funcién est4 definida en el disco {|g| < 1} con el origen
removido y resulta meromorfa. Diremos que f es meromorfa (holomorfa) en
infinito si f se extiende a una funcién meromorfa (holomorfa) del disco
completo {|q| < 1}.

Ya estamos en condiciones de dar las definiciones que nos interesan.

Definicion 2.1.3. Una funcion meromorfa f : h — C es una funcion mo-
dular de peso k y nivel 1 si:

» [ satisface (2.1).
= f es meromorfa en infinito.

Cuando ademds f es holomorfa en todo by y en infinito, decimos que es
una forma modular.

Si f es una funcién modular, la funcién f (¢) admite un desarrollo como
serie de Laurent alrededor de 0, es decir:

flg) = Z anq",
nez
para todo ¢ # 0 en un entorno del origen. Llamamos a este desarrollo la
g-expansion de f. Cuando f es holomorfa en infinito, los coeficientes nega-
tivos de esta expansiéon resultan iguales a 0.

Dada una forma modular f, definimos el valor de f en infinito como

f(o0) = £(0) = ao.

Si f(oo0) = 0, llamamos a f forma cuspidal.

Por ultimo, observemos que dadas dos formas modulares de peso k, f1 y
f2, lasuma f1+ f2 es también una forma modular de peso k. Ademads, si am-
bas son cuspidales, la suma resulta cuspidal. También se obtiene una forma
modular (resp. cuspidal) al multiplicar a f por un escalar de C por lo que el
conjunto de formas modulares (resp. cuspidales) de peso k tiene estructura
de C-espacio vectorial. Llamamos M), al espacio de formas modulares de
peso k y Sy al de formas cuspidales.

Destaquemos también, que si g es una forma modular de peso k" entonces
el producto fg es nuevamente una forma modular, pero de peso k + k’. Esto
nos dice que M = @, M}, tiene estructura de C-dlgebra graduada.
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Otra interpretaciéon

En esta seccién daremos otra definicién de forma modular, equivalente
a la anterior. Estas pueden verse como funciones saliendo del conjunto de
reticulados de C. Especifiquemos primero lo que entendemos por esto.

Definicion 2.1.4. Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita. Un
reticulado de V' es un subgrupo I' C 'V discreto que genera a V' como R-
espacio vectorial. Esto es equivalente a que exista una base de R que genera
a ' como Z-mdodulo.

Llamemos V al conjunto de reticulos de C. Para cada I' € V, existe una
base z1,29 de I' tal que Im(z;/22) > 0 (en este caso, llamaremos a z1, 22
base orientada). Observemos que dos pares de este tipo (z1,22) y (21, 25)
generan el mismo reticulo si y solo si existe una matriz M de SLy(Z) tal que
M - (z1,22) = (2], 2}), donde esta accién es la usual de las matrices sobre los
pares ordenados.

Por otro lado, tenemos definido
¢: X={(21,22) € Cx C: Im(z1/22) >0} — b,

por ¢(z1, 22) = z1/2z2. Un simple cdlculo muestra que ¢ respeta la accién de
(G definida en ambos conjuntos, por lo que hay una aplicacién inducida

$:X/G—h/G.

Esto nos da una funcién que va de V a /G. Observemos que dos reticulos
I’ y " van a parar a un mismo elemento de h/G si existen bases orientadas
(21,22) ¥ (21, 25) de T y I tales que z1/2] = z2/25 = ), lo que es equivalente
a decir que I' = A\I'V. Hemos probado:

Lema 2.1.5. Ezxiste una biyeccion
Y :V/C* —=h/G

que consiste en asignar a cada reticulo I' el elemento z1/z2, donde (z1,22)
es una base orientada de T'.

Con esta biyeccién, podemos identificar a las formas modulares con cier-
tas funciones a valores complejos saliendo de V. Diremos que una

F:V—-C
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es una funcién de peso k si para todo A € C* y I € V vale que
F(OT) = A FF(D).

Ahora, una tal F' define una funciéon F saliendo de X de modo que
F(z1,2) = F(T') donde T es el reticulo generado por z; y z. Observemos
que esta funcién es invariante por la acciéon de G en X y cumple que para
todo \ € C*:

ﬁ()\zl, )\ZQ) = /\71{?(21, 22).

En particular, la funcién 2§ F(z1, 22) solo depende del valor de 21 /z2, por lo

~

tanto si definimos f : h — C como f(w) = F(w, 1) se tiene

AF(21,2) = f(21/2)
)
]3(21, 2) = 25 ¥ f(21/) ).
Si ahora usamos que F es invariante por la acciéon de G obtenemos que

b
“ . ) € SLy(Z),

para todo g = < .
fw) =F(w,1) = Flaw + b, cw + d) = (cw + d) 7 f(gw),

es decir, f satisface la ecuacion funcional que define a las formas modulares.

Es importante notar que esta construccién es reversible. Dada f una for-
ma modular de peso k, podemos definir una funcién F en V como F(T') =
25 " f(21/22) con {21, 22} alguna base orientada de T' € V. La ecuacién fun-
cional que satisface f garantiza que F estd bien definida y es de peso k. Asi,
las formas modulares pueden identificarse con algunas funciones de reticu-
los. Esto, como toda interpretacién alternativa, simplifica algunas cuentas,
presentamos un ejemplo en la préxima seccion.

2.1.3. Ejemplos

Los primeros ejemplos de formas modulares son los dados por las series
de Eisenstein. La idea de la construccién es usar que dado un reticulo I', la

serie
> 1/,

yel'*
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donde I'* =T' — {0} es convergente para todo k > 2. Esto se puede probar
comparando la serie con la integral / 1/|w|*dw, donde B es una bola
-B

alrededor del origen que no contiene ningin elemento de I'*.

Ahora, si 2k es un entero par mayor a 2 definimos la funcién de reticulos

By, como
- 1
Ea(D) = 3 o
yel'™* v

Afirmamos que la funcién de h en C asociada a Foj es una forma modular.
Veamos primero cudl es esta funcion. Siguiendo la secciéon anterior definimos

1
(mz + n)2k’

Bop(2) = Eap(2,1) = >

)

donde m y n recorren todo Z x Z — {(0,0)}.

Ya sabemos que Fo cumple la ecuacién funcional, resta ver que es holo-
morfa en h y en oo.

Para lo primero, veamos que sucede en D. Si z € D, se tiene que

|mz + n|? = m?|2|2 + n? 4+ 2(mz,n) = m?|z|2 + n? + 2mnRe(2),

que como Re(z) > —1/2y |z] > 1, esto es mayor que

m? —mn 4+ n* = |mP —n|?,
donde P es el punto de D definido en la Proposicién 2.1.1.

Tenemos entonces que Fo; estd definida en D por una serie de funciones
holomorfas f; acotadas por Eo(P). Esto nos dice que dicha serie converge
normalmente (es decir, converge la serie de término sup,cp fi(2)) lo que im-
plica convergencia uniforme sobre compactos y nos dice que Es es holomorfa
en el interior D.

Para ver que existe un entorno de D en el que Fg; es holomorfa, ob-
servemos que podemos aplicar exactamente el mismo argumento en un do-
minio D’ un poco méds amplio. Por ejemplo en D' = {2z € C : |2| > 3/4
y |Re(z)| > 2/3} la misma cuenta funciona, reemplazando P con el punto
de D' con médulo igual a 3/4 y parte real igual a 2/3. Razonando de man-
era analoga obtenemos que Fyj es holomorfa en el interior de D’ que es un
entorno de D.
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Finalmente, queremos probar que Fsi es holomorfa en todo §j. Para eso,
veamos que dado g € G vale que

Eoi(g2) = (cz + d) " Ey(2)

es una funcién holomorfa en un entorno de D. Esto nos dice que o es holo-
morfa en un entorno de gD para todo g € GG, pero estos entornos cubren b
por lo que FE5; debe ser holomorfa alli.

Para completar la demostracién solo resta chequear que nuestras series
de Eisenstein son holomorfas en infinito. Es decir, debemos ver que Fop, vista
como funcién de ¢ = e?™* puede continuarse de manera holomorfa en ¢ = 0,
lo que es equivalente a comprobar que existe el limite de Foy(z) cuando
Im(z) — oo. Ademds, como Esg es invariante por traslaciones, podemos
calcular este limite recorriendo los z € D.

Ahora, recordemos que nuestra funcién estd definida como una serie,
cuya convergencia en D es uniforme, por lo que al calcular el limite podemos
intercambiarlo con la sumatoria, precisamente se tiene

1 1
lfm  Ea(z) = i B N L S
Im(,ggoo 2k(2) Im(gioo ; (mz +n)%k Z;L Im(ggoo (mz +n)?k

Para los términos con m # 0 el limite da 0. Con lo que nuestra suma se
transforma en )
Z n2k’

n€Z—{0}
que es convergente, mas aun es igual a 2¢(2k) donde ( es la funcién zeta de
Riemann.
Asi hemos construido para cada entero k& > 1 una forma modular de
peso 2k. Con esto podemos, por ejemplo, construir nuestra primera forma
cuspidal. Teniendo en cuenta que

- %ﬁ* v Bg(00) = 2((6) = ——n

E =2¢(4
1(00) = 20(4) =
podemos llamar g4 = 60F, y gs = 140E¢ y definir

A = gi — 274

y asi obtenemos una forma cuspidal de peso 12. En general, las series de
Eisenstein son un complemento para las formas cuspidales en Mj. Como
veremos mas adelante esto es cierto en un sentido mas amplio. En este caso
tenemos el siguiente lema.
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Lema 2.1.6. Dado un entero par k > 2 vale que
My = S, ® C.E.

Demostracion. Esto es consecuencia de que Sy, es el niicleo de la aplicacién
lineal

¢: M, —C

definida como ¢(f) = f(oo). De esto se deduce que S; es un subespacio
de codimensién 1 en M. Por otro lado, se tiene que E, € M — Sy, pues
Ei(00) = 2¢(k) # 0, por lo tanto

My = Sy © (Ex)
como queriamos. O

Como comentario final de la seccién, destaquemos que los espacios My,
tienen todos dimension finita sobre C. Esto se puede demostrar, en este caso,
calculando una integral a lo largo del borde de un dominio fundamental
(como se hace en [Ser73]), pero esta idea no se traslada bien a situaciones
de mayor generalidad.

La idea més util consiste en dotar a (h/G)* := h/GU{oo} de una estruc-
tura de variedad compleja y utilizar el hecho de que los espacios de funciones
meromorfas sobre variedades compactas con polos y ceros prescriptos tienen
dimensién finita. Esta prueba puede encontrarse en [Bum98, 1.3.].

M4ds aun, utilizando en este mismo marco un resultado mas fuerte (el
Teorema de Riemann-Roch) es posible calcular explicitamente las dimen-
siones de los M. Esto se encuentra desarrollado a lo largo del capitulo 3 de
[DS05] y en [Shi71, 2.3.].

2.1.4. Los operadores de Hecke

Los operadores de Hecke son ciertos operadores que actian en los es-
pacios de formas modulares. En la clase de problemas que nos interesan,
estas aplicaciones juegan un rol fundamental. Al estudiar las corresponden-
cias entre el mundo de las formas modulares, el de las representaciones de
Galois y el de los objetos geométricos como curvas elipticas o variedades
abelianas, los objetos que aparecen naturalmente son autofunciones para
estos operadores.

Haremos entonces una pequena introduccién a la teoria relativa al caso
que estamos estudiando (formas modulares de nivel 1) con el objetivo final
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de entender como funcionan en general.

Comenzaremos definiendo una funcién en los reticulos de C. Sea £ el
grupo abeliano libre generado por V el conjunto de reticulos de C, es decir las
combinaciones lineales formales > n;I"; de elementos de V con coeficientes
enteros. Para definir un morfismo saliendo de £ alcanza con especificar su
valor en los elementos de V y extender linealmente. Definimos para cada
n € Zsg

T,:£— £

como

T,)= Y T,

[[:I]=n

es decir, la suma de los subreticulos de indice n. Definimos otro operador,
para cada A € C, Ry como
Ry\(T) = AT

Una observacién valida es que los operadores T, estan bien definidos,
pues un reticulo tiene una cantidad finita de subreticulos con un indice fijo.
Esto se debe a que cualquier I” de indice n debe contener a nI' (pues sumar
un elemento 7 veces en el cociente da 0), y su imagen en I'/nI" es un subgrupo
de n elementos que lo determina. Por lo tanto, hay tantos reticulos de indice
n en I' como subgrupos de n elementos de I'/nl’ 2 Z/nZ & Z/nZ.

Ademsds, observemos que los operadores T,, y Ry conmutan cualquiera
sea el par n, \. Esto es porque los subreticulos de indice n de I' estan en
correspondencia con los de AI' via la multiplicacion por A. También resulta
evidente que los R) conmutan entre si. Lo que no es tan sencillo es en-
tender la interaccién entre los propios 7,,, para eso enunciamos la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 2.1.7. Las aplicaciones T, satisfacen
w 1,7, = T = T, T para todo par n,m coprimos.
w TpnTy = Tynt1 + pTyn-1 Ry para todo p primo.

Demostracion. Para la primera afirmacién, basta con observar que para cada
par de reticulos I'y de indice m y I's de indice n en I', existe un tinico reticulo
de indice mn contenido en ambos: su interseccién, que tiene el indice correcto
en virtud del teorema chino del resto (aqui estamos usando la hipétesis de
coprimalidad al afirmar que al ser coprimos m y n, I'y y I's generan todo
).
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La segunda afirmacién requiere un poco mas de trabajo. Queremos pro-
bar una igualdad entre aplicaciones de reticulos. Tenemos tres operadores
involucrados, que dado un reticulo I' nos devuelven una combinacién lineal
de reticulos de fndice p"*! en I'. Bastars entonces con chequear, que para
cada tal reticulo I", el coeficiente con el que aparece en cada lado de la igual-
dad es el mismo. Notemos que en la expresion de T),»+1 todos aparecen con
coeficiente 1. Ademds, T)n—1 R, devuelve la suma de los reticulos de indice
p" 1 en pI', es decir la suma de los reticulos de indice p"t! en I' que estén
contenidos en pI'. Tenemos entonces dos casos:

a. I C pI'. En este caso, el lado derecho nos da 1 + p. Para calcular
el lado izquierdo, observemos que todos los reticulos de indice p en I'
contienen a pI' y por lo tanto a I"V. Por lo tanto estamos contando a
I una vez por cada reticulo de indice p en I'. Esta cantidad es igual a
la cantidad de subgrupos de orden p en (Z/pZ)? que es precisamente
p+ 1

b. I" ¢ pI'. Aqui, el lado derecho da 1. Si el lado izquierdo da mayor que
1, entonces I est4 contenido en al menos dos reticulos de indice p en '
y por lo tanto en su interseccién. Pero esta interseccién es justamente
pI' (pues la interseccién de dos subgrupos de orden p en I'/pI” es {0}).
Por lo tanto el lado izquierdo también da 1. ]

Este resultado nos permite probar que los operadores T, también con-
mutan entre si. Observemos que de la segunda afirmacién se deduce que
para todo n, Tyn es un polinomio en los T, con i < n 'y Rp, con lo que
por un argumento inductivo, resulta un polinomio en 7}, y Iz,. Esto nos dice
que los T;; conmutan entre si y junto con el primer {tem implica que los T,
conmutan.

Otra observacion referente a la proposicién que acabamos de probar es
que nos dice que el dlgebra generada por los T}, y los R) contiene a todos
los T5,.

La accion en los reticulos que acabamos de definir puede trasladarse a las
funciones a valores complejos que salen de V de la siguiente manera, dada F' :
V — C definimos T, F' como T,,F(I") = F(T,,I"), considerando la extensién
lineal de F a todo £. Asi, podemos finalmente definir los operadores de
Hecke T, en los espacios M. Recordemos que toda forma modular f tiene
asociada una funcién F' : V — C que cumple f(z) = F((z,1)). Definimos
entonces para todo n y toda forma modular f de peso k al operador de
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Hecke T,, como
T,(f)(2) = n* T, F((2,1)),

es decir, como la funcién asociada a n*~'T,F (aqui F es la funcién de
reticulos asociada a f).

Lema 2.1.8. Los operadores T,, definidos en My, satisfacen
» T, 1, =T, para todos m,n coprimos.
L TpnTp = Tpn+1 + pkilTpnfl

Demostracion. Ambas se deducen de la Proposicion 2.1.7, trasladando
primero la relacién que satisfacen a funciones de reticulos y luego agregando
el coeficiente nF~1. O

Al definir los operadores de Hecke de esta forma, tenemos asegurado que
T,.(f) satisface la ecuacién funcional. Para probar que efectivamente es una
forma modular debemos estudiar como este operador afecta a la g-expansion
de f. Para eso, comencemos por describir a T}, f en funcién de f.

El hecho que utilizaremos para dar esta descripciéon es que dado un
reticulo I', cada matriz M de coeficientes enteros y determinante n define
un reticulo IV C T' de indice n: el generado por el par obtenido al aplicar M
a una base orientada de I'. Ademds, dos matrices tienen asociado el mismo
reticulo si y solo si difieren en la multiplicacién por un elemento de SLy(Z)

Si llamamos M™ al conjunto de matrices de determinante n y tomamos
representantes ai, ..., a, de las 6rbitas de la accién de SLa(Z) en M™ (por
multiplicacién a izquierda) tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.9. La accion de T, en una forma modular f de peso k estd dada
por

Tof =" flrlol.
=1

Demostracion. El resultado es consecuencia de un simple calculo, si
a; b;
o =
(2 Cl' dz I

ToF((2,1)) = > F({ai(z,1))) = Y F{aiz + bi, ciz + di) =
1=1

=1

entonces
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_Z ciz +d;) kf<alz+b> Zf‘kaz

Esto concluye la demostracién, una aclaracion til es que en la anteiltima
igualdad utilizamos el hecho de que F', la funcién de reticulos asociada a f,
cumple F((z1,29)) = 25 " f(21/22). O

Para terminar de darle forma a la férmula de T}, f, encontremos un con-
junto de representantes «; adecuado.

Lema 2.1.10. Las matrices de la forma

a b

0 d
cona>0,ad=ny0<b<d forman un conjunto de representantes de las
orbitas de la accion de SLao(Z) en M™.

a b

d
nante n y probemos que existe g € SLy(Z) tal que gA es de la forma buscada.
Tomando x e y coprimos tales que az+cy = 0y w, 2z tales que zy —wzx = 1,

Demostracion. Comencemos con una matriz A = < > de determi-

multiplicar a A por ( ; 2;; > nos da una matriz en la orbita de A de la

a v
forma < 0 d )

Finalmente, escribamos b’ = d’.q +r con 0 < r < d’, entonces la multi-
/

plicacién por < (1) _1q ) devuelve la matriz < C(L) 5, > que es de la forma

buscada.
Resta ver que dos matrices de este tipo nunca estan en la misma érbita.
Supongamos que existe g € SLa(Z) y A en nuestro conjunto tales que

=0 )0 a)=(h o)

Debe valer, primero que aw = 0, de donde w = 0 pues a # 0. Luego,
1 = det g = 2y, lo que implica x = z = £1. Pero ademds d’ = dz y tanto d
como d’ son positivos, por lo que z = z = 1.

Finalmente, b’ = b + yd, pero tanto b como b’ son nimeros entre 0 y
d — 1, por lo que deben ser iguales e y = 0. O
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Combinando los dos lemas previos obtenemos la siguiente expresién para
los operadores de Hecke:

Tf=nt Y dhy (‘”; b).

ad=n, 0<b<d

Con esta descripcion, es posible estudiar el efecto de los T}, en la ¢-
expansiéon. Sea entonces f una funcién modular con g-expansién f(z) =

Yoo bm@™, se tiene la siguiente

Proposicion 2.1.11. T, f es una funcion modular con q-erpansion

Tnf(z) = Z Cmqmy

meZ

tm= > A" by e
d|(m,n),d>0

donde

Demostracion. Por nuestra ultima observacion,

Tnf(z) — k-1 Z dF (Z bme27rim(az+b)/d> )

ad=n,0<b<d meZ

Notemos que la suma

2 : e27rz'mb/d

0<b<d
de raices de la unidad, da 0 cuando d t m y d en caso contrario. Utilizando
esto y agrupando términos para cada a, d y m fijos obtenemos, si m = m’d,
que
Tof(z) = n*1 Z A" F by g™

ad=n,m’'€Z

Ahora, agrupamos las potencias de ¢ e incorporamos el término n*~1 a

la suma para obtener la g-expansién

Tnf(z) = Z q" Z (n/d)kilbrd/av

reZ  al(n,r),a>1

que es igual a la g-expansion que buscamos. ]
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Observemos que si los b, son cero para todo m < 0, entonces los ¢,
también, pues en la férmula aparecen solo coeficientes con indice negativo.
Si ademaés by = 0, resulta que

co = Zakilbg =0.

aln

Deducimos entonces que los operadores 7T;, actian en los espacios My y
Sk. Ahora queremos entender sus autofunciones. Consideremos una forma
modular f que sea autofuncién de todos los T, con autovalores A,. Se tiene
el siguiente teorema.

Lema 2.1.12. Si llamamos b, a los coeficientes de la g-expansion de f, vale
que:

= by #0.
» Vn, by, = A\pbi.

Demostracion. La férmula para la g-expansion de T, f nos dice que el coe-
ficiente que acompaiia a ¢ es

> a0 = b

al(n,1)

Por otro lado, como f es autofuncién de T;, de autovalor A, este coefi-
ciente es igual a \,b1. Tenemos entonces que para todo n vale que

by, = Anb1.

Esto implica que by # 0 pues, en caso contrario, tendriamos b, = 0 para
todo n con lo que deberia ser f = 0. O

Corolario 2.1.13. Los coeficientes b, de la q-expansion de una forma mo-
dular f como en el Lema 2.1.12 y normalizada para que by =1 cumplen

m buby, = bum para todo par de m,n coprimos.
" Dpbpn = bynta +pk_1bpk71 para todo p primo.

Demostracion. Se deduce de las relaciones correspondientes para los T,,. [
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Notemos que estos resultados nos dicen que dos formas modulares del
mismo peso, que son autofunciones para todos los T;, y tienen los mismos
autovalores, deben diferir en un escalar.

Algunos ejemplos de autofunciones de los operadores de Hecke son las
series de Eisenstein Fy, Fg, 3 y E19 y la forma cuspidal A. En todos los
casos, el espacio al que pertenecen tiene dimensién 1 y es por eso que al
aplicar cualquier operador 7T, obtenemos un multiplo escalar de la forma
original.

Una consecuencia de esto es que los coeficientes de sus g-expansiones
(que se pueden calcular, la cuenta puede encontrarse en [Ser73]) cumplen
las relaciones del Corolario 2.1.13.

El producto de Petersson

Otra propiedad importante de los operadores de Hecke es que son diagona-
lizables tanto en Sy como en Mj. Mas aun, un resultado de algebra lineal
nos dice que dada una familia de operadores lineales diagonalizables que
conmutan entre si, existe una base en la que todos son diagonales.

Para probar que los T}, son diagonalizables, se define el siguiente producto
interno en S},

(f.9) = /D F(2)g )2 dady

donde z = z + iy y D es un dominio fundamental para la acciéon de G en
h. Este producto es conocido como el producto de Petersson. La integral
que lo define es convergente siempre que f (o g) sea una forma cuspidal
y se puede probar que la forma bilineal que queda definida es hermitiana
([Lan76, I1I-4]). Ademds, su definicién no depende del dominio D elegido y
es invariante por la accién de G.

Finalmente, es posible probar que los operadores T, son autoadjuntos
para el producto de Petersson [Lan76, III Teorema 4.2.], con lo que son
diagonalizables en Si. Para probar que también lo son en M} es posible
comprobar que las series E}, que definimos con anterioridad son ortogonales a
todas las formas cuspidales ([DS05, 5.11.]). Por lo tanto, el espacio generado
por Ej también es invariante, completando asi una base de autofunciones
de Mk.

63



2.2. El caso de nivel N

Para dar lugar a las formas modulares de nivel N lo que haremos es rela-
jar el cumplimiento de la ecuacién funcional a ciertos subgrupos de SLa(Z).
Al mismo tiempo, debemos modificar la condicién en infinito de manera ade-
cuada. Comenzamos estudiando la accién de los subgrupos que nos interesan
en b.

2.2.1. Subgrupos de congruencia de SLy(Z)

Comencemos definiendo algunos subgrupos de SLg(Z). Para cada N € N,
definimos

r(zv):{(i Z)eSLQ(Z): aEdEl(modN)ybECEO(modN)},

y otros dos subgrupos,

To(N) = {( Z Z ) € SLy(Z) : czO(modN)} y

T (N) = {( “ ! ) ETo(N): a = 1(modN)}.

Observemos que para todo N € N, I'(N) € I'1(N) C I'g(V). Llamamos
“subgrupo de congruencia de nivel N” a cualquier subgrupo © de SLy(Z)
tal que I'(V) C ©.

Con el trabajo que hicimos hasta ahora, resulta sencillo construir un
dominio fundamental para cualquier subgrupo de congruencia ©.

Lema 2.2.1. Sea D un dominio fundamental para G. Dado un subgrupo
de congruencia © C SLa(Z), y au,...,a, € SLa(Z) representantes de las
coclases a izquierda de © en SLa(Z), el conjunto

! -1
D= ) o'D
1<i<r
es un dominio fundamental para ©.

Notemos antes de demostrar el lema que el indice [SLa(Z) : ©] es finito,
pues es menor que el de I'(IV), que es finito pues existe un monomorfismo

SLs(Z)/T(N) — SLy(Z/NZ)

inducido por la proyeccién de Z a Z/NZ. Asi, el enunciado tiene sentido.
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Demostracion. La demostracién es sencilla. Dado z € b, existe v € SLy(Z)
tal que az € D. Ademds, o = «;60 para algin 6 € ©, con lo que o;0z € D
implicando 0z € ai_lD cD.

Por otro lado, si dos elementos de D’ estdn en la misma érbita por la
acciéon de © tenemos, z = fw con oz, ajw € D. Es decir, ;0w y ajw estan
en D, de donde ;0 = o, lo que implica i = j y por lo tanto 6 = Id, como
queriamos probar. O

Para las definiciones que siguen, serd util ampliar b agregando los puntos
racionales y un punto en co. Llamaremos a este conjunto b y a los elementos
de QU{oo} cuspides. La accién de G en h puede extenderse a h de la siguiente

forma, si g = < CCL Z) € Gy qeQ, definimos

29 g cqg+d#£0.

o0 si cq+d=0;
99 =
cq+d

Ademids, goo = a/csi c# 0y goo = 0o en caso contrario.

2.2.2. Formas modulares para subgrupos de congruencia

Como dijimos en un principio, daremos una definicion méas amplia de
formas modulares relajando la ecuacién funcional. Para ser mas precisos.

Definicion 2.2.2. Dado un subgrupo de congruencia © de nivel N, decimos
que una funcion meromorfa f : h — C es una funcion modular de peso k
para © si

» flx[y] = f para todo v € ©.

» Para todo o € SLa(Z), f|r]e] tiene un desarrollo en serie de la forma
f|k[06](2) — Z an€27rin/N'
n=—M

Al igual que en el caso N = 1, decimos que f es una forma modular si
el desarrollo en serie empieza en n = 0 para todo o y una forma cuspidal si
ademds ag = 0.

Observemos que cualquier subgrupo de congruencia © de nivel N con-

tiene al elemento ( ) Resulta entonces que una funcién f que satis-

0 1
face la ecuacion funcional para © cumple que f(z+ N) = f(z) para todo z,

65



por lo que se puede escribir como una funcién de gy := €2™#/N M4s ain,

dada a € SLy(Z), f|x[a] cumple la ecuacién funcional para todas las matri-
ces v € a~'Oa, grupo que, al ser I'(N) normal, contiene a I'(N). Resulta

entonces que f|i[a] también es invariante por ( 0 1

> y por lo tanto se

puede escribir como funcién de gy.

La segunda condiciéon que impusimos a una funcién modular usualmente
es conocida como “ser meromorfa en las cuspides”. A pesar de que a sim-
ple vista estamos ante una cantidad infinita de condiciones (una por cada
elemento de SLg(Z)), veremos a continuacién que basta chequear que se
cumplen finitas. Precisamente, que f|i[a] sea meromorfa en infinito solo
depende de la érbita de aoo respecto de la accion de ©.

Proposicién 2.2.3. Sean o y B en SLa(Z) tales que que oo y Boo estdn
en la misma orbita por la accion de ©. Vale que la primera potencia de qy
que aparece con coeficiente no nulo en la expansion en infinito de f|x[a] y
flklB] es la misma. Mds ain, si esa potencia es 0, los coeficientes coinciden
si k es par y pueden diferir a lo sumo en el signo si k es impar.

Demostracion. Por nuestra hipdtesis existe 8 € © tal que faco = foo. Esto
nos dice que S~ '0a deja fijo a oo y por lo tanto debe ser una traslacién.
Luego f~'0a = +T7, con lo cual o = £0~13T7. Resulta entonces que

flrla] = Fll=Id)]0~ [B1[T7] = (£1)" fIx[8][T7).

Ahora, si tenemos la g-expansién f|[5](z) = > anq}y vale que

flkled(z) = (ED KBz + ) = (FD)F Y ane®™ N g,
De aqui se deduce lo que queremos probar. ]

Los primeros ejemplos de formas modulares con nivel mayor que 1 tam-
bién provienen de series de Eisenstein. El espiritu de la construccion es el
mismo pero hay que hacer pequenas modificaciones.

Dado a = (ai1,a2) un par de elementos de Z/NZ definimos la serie de
Eisenstein de nivel N y peso k > 2 correspondiente a a como

1
Ei(z) = Z (mi1z +mo)k’

m=(m1,mz2)
m=a (mod N)
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Con argumentos similares a los de nivel 1 se puede probar que siempre
E} € M(I'(N)) y si a = (0,a2) entonces E}f € My(I'1(NN)). Esta cuenta
puede encontrarse en [Kob93, IT1I-21].

En cuanto a los espacios My (©) y Si(©), resultan ser de dimensién
finita para cualquier subgrupo de congruencia. Esto se prueba de la misma
forma que en el caso de nivel 1. En este caso, se le puede dar estructura de
variedad al conjunto (h/©)* definido como el cociente de b por la accién de
G (recordemos que h era el conjunto formado por b y las cuspides). Otra vez
vale que mediante el Teorema de Riemann-Roch, estas dimensiones pueden
calcularse explicitamente. Las mismas referencias que para el caso de nivel
1 son ttiles ([Shi71, 2.23.] y [DS05, capitulo 3]).

2.2.3. Particularidades de I'y(N) y I'1(N)

Haremos una pequena pausa para estudiar ciertas relaciones que hay
entre formas modulares para I'g y I';. Basicamente, estos son los casos im-
portantes para lo que deseamos estudiar.

Antes que nada, observemos que para todo N, I';(IV) es el nicleo de la
aplicacién

¢:To(N)— (Z/NZ)*

HE

Este morfismo es claramente sobreyectivo, lo que nos permite deducir
que I';(N) es un subgrupo normal de I'o(N) y el cociente T'o(N)/T'1(N) =
(Z/NZ)*.

definida por

Ahora, dada f € My(I'1(N)) y a € T'g(N), notemos que la funcién f|y[a]
es una forma modular para o 'T';(N)a = I'1(N). Tenemos entonces para
cada a € I'p(IN) un automorfismo de espacios vectoriales en My(I'1(N))
definido como ¢, (f) = f|x[a]. En otras palabras, podemos definir una rep-
resentacion p de I'o(N) en My (I'1(N)). Observemos que esta representacion
p es trivial en I'1 (), lo que nos da una representacién de I'o(N)/T'1 (V) =
(Z/NZ)*.

Por otro lado, es un hecho conocido que cualquier representacién de un
grupo abeliano se descompone como suma de caracteres (representaciones
de dimensién 1), en otras palabras, My(I'1(N)) es isomorfo como Z/NZ-
modulo a una suma de espacios de dimensién 1, con lo cual la accion de
I'o(V) es diagonalizable.
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Esto nos dice que hay una base fi,..., f, de Mi(T'1(N)) tal que para
todo a € I'g(N), filkla] = Aa,ifi, donde el escalar A, ; solo depende de la
clase de a médulo I'1(N) y respeta la multiplicacién, con lo que realmente
tenemos para cada f; un caracter ¢; de Z/NZ tal que f|p[a] = €;(@) fi.

Poniendo estos hechos en otras palabras, podemos primero definir

My(N,€) ={f € Mp(T1(N)) : f(a)=e(d)f}

para toda a € T'g(N). Aqui d es la entrada inferior derecha de o y € es un
caracter de Z/NZ. De manera andloga definimos Si (NN, ).
Con esta notacién, lo que acabamos de probar no es otra cosa que

My(T1(N)) = €D My(N,e),

donde € recorre todos los caracteres de Z/NZ. Cuando f € My(N,e) lla-
mamos a € el caracter o nebentypus de f.

2.2.4. Operadores de Hecke en nivel N

Aligual que en el caso de nivel 1 los operadores de Hecke pueden definirse
de diversas formas. En este caso, daremos una definicién similar a la carac-
terizacién del Lema 2.1.9 y enunciaremos las propiedades que satisfacen.

Vale la pena mencionar que en este caso también existe una interpretacién
de las formas modulares como ciertas funciones de reticulos. En este espiritu,
los operadores de Hecke pueden definirse de forma similar al caso de niv-
el 1 y derivar varias propiedades de simples cédlculos combinatorios. Este
tratamiento es dado en [Kob93, III-5].

Definiremos los operadores de Hecke para algunos subgrupos de congru-
encia, que entre otros incluyen a I'g(N) y I';(N) para todo N.

Sean ST un subgrupo de Z y S* la preimagen en Z de un subgrupo de
Z/NZ. Definimos el subgrupo

A™(N,ST,8%) = {a € Mays(Z) : Nle,a € S*, b€ STy det(a) = n},

a b
dondea-(c d>'

Observemos que por ejemplo, paran = 1, ST = Z y S* = 1+ NZ obten-
emos ['1(N) y paran =1y ST = S§* = Z obtenemos I'y(N). En general,
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siempre que n = 1, el grupo que se tiene es un subgrupo de congruencia de
nivel N.

Al igual que en el caso de nivel 1, se tiene una accién de AY(N, ST, 5%)
en A"(N, St S*) por multiplicacién a izquierda. Si consideramos elementos
aig,...,as en A"(N, ST S*) representantes de las 6rbitas de esta accidn,
definimos los operadores de Hecke para A'(N, S+, S*) como sigue.

Definicién 2.2.4. Dado © = AY (N, S*,S*) un subgrupo de congruencia y
f € My(©) definimos
To(f) =n*?70 > flrla).
1<i<s

Observemos que con esta definicién, nuestros operadores coinciden con
los previamente definidos para el caso de nivel 1.

Enunciamos a continuacion los resultados analogos a los probados para
nivel 1, la demostracién puede encontrarse en [Lan76, VII-2] o [Kob93, III-5].

Lema 2.2.5. Los operadores T,, actian en los espacios My(©), Sk(©). Mas
atun, en el caso de los grupos T'o(N) y I'1(N) la accion se restringe a los
espacios My(N,e€) y Sk(N,¢).

Lema 2.2.6. Los operadores de Hecke actuando en My (N, €) satisfacen:
s T = 10T, para todo m y n coprimos.
» Tpn = (T},)" para todo primo p|N.
o Tpn = Tyn1T)y — e(p)pk_lTpn_z para todo primo p{ N.

En particular, esto nos dice que el dlgebra generada por los T, estd gen-
erada por los T}, y es conmutativa.

Lema 2.2.7. Dada f € Mp(N,€) con g-expansion en una cuspide f(z) =
Yoo ang™, los coeficientes by, de la g-expansion de T,,(f) estdn dados por

b= > e(d)d* e
d|(m,n)
Aqui, si d no es coprimo con N convenimos que €(d) = 0.

Nuevamente, este resultado tiene como consecuencia que si f es una
autofuncién de autovalor \,, para T,,, entonces mirando el coeficiente b; de
la g-expansion de T,,(f) obtenemos

Ama1 = by = Z e(d)dkilam/dz = Q.
d|(m,1)
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La ultima pregunta que podemos hacernos, inspirados en el caso de nivel
1, es si los operadores que definimos son diagonalizables o no. En general,
esto no es cierto, pero siempre podemos restringirnos a ciertos subespacios
en los que los operadores pueden ser diagonalizados.

Comenzamos definiendo el producto de Petersson para este caso. Nue-
vamente, nos interesaran las formas modulares para I'g(IN) y I'1(N) pero
podemos dar una definicién general. Sea © = A™(N, ST, S5*) un subgrupo
de congruencia y f y g formas cuspidales de peso k para ©. Definimos

1 — h—
(f,9) = [SLWZ):@]/Df(Z)g(Z)yk dedy

donde z =z + iy y D es un dominio fundamental para ©.

Este producto esta bien definido y define una forma hermitiana en Sg.
Mas ain, si dos funciones f y g son formas cuspidales para subgrupos dis-
tintos © y ©’, el valor de (f, g) no depende del subgrupo respecto del que
se calcule la integral.

Ahora si, volvemos nuestra atencién a las formas modulares para I'; (V).
En este caso, no es cierto que todos los operadores de Hecke sean autoadjun-
tos para este producto interno. Pero se tiene el siguiente resultado similar.

Proposicién 2.2.8. Sea para cada d € (Z/NZ)* una matriz o4 tal que
_(dt o
Ud:< 0 d) (mod N).

Para todo n coprimo con N, vale que dadas f y g en Sg(I'1(N))
<Tnfa g> = <f|k[0n]7Tn >
En particular, si f € Sk(N,e€), resulta (T, f,g9) = e(n){f, Tng).

Una demostracién puede encontrarse en [Kob93, III-5 Prop 48]. Este
resultado tiene como consecuencia

Corolario 2.2.9. Sea n coprimo con N y tomemos ¢, una raiz cuadrada

de €(n). Entonces c,T), es autoadjunto en Si(N,¢).

Demostracion. Es un calculo sencillo:

<chnf7 g> = cne(n) <f7 Tng> = qu2<f, Tng) = <f7 CTLTng>

donde el 1ltimo paso vale pues ¢,¢, = |c,|? = |e(n)| = 1. O
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Lo que nos dice este resultado es que los operadores T;, para n coprimo
con N son diagonalizables en Si(I'1(/V)), mas ain, como en el caso de nivel
1 existe una base de Si(I'1(IV)) compuesta por autofunciones de todos los
Th.

La principal diferencia con el caso inicial es que aqui no podemos di-
agonalizar a todos los operadores de Hecke. En un caso ideal en el que los
autoespacios de los T}, para n coprimo con N tuvieran dimension 1, valdria
que todos los operadores son diagonalizables. Esto seria consecuencia de que
al conmutar T, y T}, para cualquier par de naturales m y n, los autoespacios
para 1), son invariantes para T;,.

Afortunadamente, existe un subespacio de Si(I'1(IN)) en el que estos
autoespacios tienen dimensién uno. Procedemos a dar las definiciones cor-
respondientes.

Observemos que si M | N, cualquier forma modular para I'; (M) es tam-
bién una forma modular para I'y (V). M4s atn, si tenemos f € Si(I'1(M)) y
7|2 entonces g(z) = f(rz) € Si(I'1(N)), pues I'1(N) C a~'T'1(M)a, donde
o — ( r 0 )

0 1)

Asi, tenemos varios morfismos
Sk(l'1(M)) = Sk (N)),

uno por cada r|2%.

Llamamos subespacio viejo al subespacio generado por las imégenes de
todas estas aplicaciones, cuando M recorre todos los divisores propios de V.
Definimos el subespacio nuevo como el complemento ortogonal del subespa-
cio viejo respecto del producto de Petersson. Llamamos newforms o formas
nuevas a las autofunciones de los operadores de Hecke en el subespacio nue-
vo. Notamos a estos espacios SP4(I'1 (V) y SEeV(T'1(N)).

Los operadores de Hecke preservan estos espacios y tenemos el siguiente
resultado, conocido como Teorema de Multiplicidad uno. Un desarrollo més
profundo de estas ideas puede encontrarse en [Lan76, VIII].

Teorema 2.2.10 (Multiplicidad uno). Valen los siguientes resultados.
w Sean f,g € Sk(T'1(N)) autofunciones para todos los T, con n y N

coprimos tales que f y g tienen los mismos autovalores. Si f es una
forma nueva entonces existe una constante c tal que g = cf.
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» Fl espacio nuevo es la suma de los autoespacios de los T,, con (n, N) =
1 de dimension uno. El espacio viejo es la suma de los autoespacios
de dimension mayor a 1.

Este teorema tiene tres consecuencias importantes:

- En SP¥(I'1(IN)), una autofuncién de los T;, con (n,N) = 1 queda
determinada por sus autovalores.

- Sif e SpeV(I'i(IV)) es autofuncién de los operadores 1), con (n, N) = 1
entonces lo es para todos los Tj,.

- Si f es una forma nueva, entonces a1 # 0. En caso contrario tendriamos
G = Amay1 = 0 para todo m.

Para finalizar el capitulo, citamos un resultado de Shimura que habla de
los autovalores de los operadores de Hecke.

Teorema 2.2.11 (Shimura). Dada f € SP*“(I'1(N)) una autofuncion para
los operadores de Hecke, sus autovalores son enteros algebraicos sobre Q.
Mds ain, estdn todos contenidos en una extension finita de Q a la que
llamaremos Q.

Observemos que si f esta normalizada (es decir, si a;(f) = 1) la extensién
Qy es la generada por los coeficientes de la g-expansién. Una prueba de este
teorema puede encontrarse en [DS05, 6.5.].
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Capitulo 3

La conjetura de Serre

3.1. Representaciones asociadas a formas modu-
lares

Antes de poder enunciar la conjetura de Serre, debemos asociar a toda
forma modular una representaciéon de Galois. Este trabajo no es sencillo y
fue realizado en primer lugar por Eichler-Shimura en peso 2 y luego por
Deligne para los pesos k > 1 y por Deligne y Serre en peso 1.

La construccién utiliza herramientas de geometria algebraica que estan
fuera del alcance de este trabajo por lo que solo enunciaremos los resultados
que fueron probados.

En el caso de peso 2, también es posible asociar a f un objeto geométrico
(en ciertos casos curvas elipticas y en general variedades abelianas) y obtener
a partir de éste la representacién buscada.

Teorema 3.1.1 (Eichler-Shimura). Toda f € S7¢“(I'o(N)) autofuncion
para los operadores de Hecke normalizada y tal que Qf = Q tiene asoci-
ada una curva eliptica Ey que satisface:

» Iy tiene mala reduccion exactamente en los primos p|N.

» El coeficiente a,, de la g-expansion de f es igual a p+1—#E[F,] para
todop{ N.

En general, a cualquier forma nueva f de peso 2 se le puede asociar un
objeto geométrico similar a una curva eliptica con las propiedades garanti-
zadas por el teorema. Estos objetos son las llamadas variedades abelianas.
Se trata de variedades algebraica compactas definidas sobre QQ provistas
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de una estructura de grupo algebraico (es decir, variedades compactas no-
singulares definidas sobre Q dotadas de una ley de grupo definida por fun-
ciones racionales). Vale que la variedad abeliana asociada a una forma nueva
[ de peso 2 tiene dimensién (como variedad algebraica) [Qy : Q].

La construccién de estos objetos (y de las representaciones asociadas a
f que pueden conseguirse a partir de ellos) es realizada con detalle en el
capitulo 9 de [DS05].

En el caso de peso k > 2, también es posible construir una representacion
asociada a f, aunque en este caso no proviene directamente de un objeto
geométrico como los que introducimos. La construccién hecha por Deligne
en [Del71] cumple con el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 (Deligne). Sean f € Sk(N,€) una forma nueva normalizada
conk>1yXeQp un primo. Entonces existe una representacion

prx: Gg — GL2(Qy 2)

tal que:

= py a ramifica exactamente en los primos p|N y £ =ANQ.

= Para todo p{ (N, el polinomio caracteristico de py x(Froby) es

z? — apr + e(p)p* L.

Aqui, Qs es la completacion de Qy respecto de .

Para poder interpretar los coeficientes del caracteristico de py x(Frob,),
hagamos la siguiente

Observaciéon 3.1.3. Sea f € Sp(N,e€) una forma nueva normalizada y
llamemos Oy al anillo de los coeficientes de la g-expansion de f en infinito,
entonces Im(e) C Oy.

Demostracion. Segtin probamos en el Lema 2.2.7., el coeficiente b, de la
g-expansién de Tp,(f), donde f es una forma nueva de peso k y caracter e,
cumple

k—1

(ap)2 = Apap = by = a2 +p e(p),

implicando que €(p) € Of. Como los primos que no dividen a N recorren
todo (Z/NZ)* esto nos dice que la imagen de € estd en Oy. O
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Sabiendo esto, podemos pensar a € como un caracter de Gg de la si-
guiente forma

Go —= Gal(Q((y)/Q) = (Z/NZ)* ——QF |

donde (n es una raiz N-ésima primitiva de la unidad.

Al pensarlo asi, el Teorema de Deligne nos dice que det(py,») coincide
con exlz_l en todos los Frob, para p { {N. Recordemos que x; es el carac-
ter ciclotémico definido en Q. Como estos elementos son densos en Gy,

deducimos que

det(py,n) = exy ',

como caracteres de Gg.

A partir de esta igualdad podemos probar una propiedad caracteristica
de las representaciones asociadas a formas modulares, la llamada condicién
de paridad. Observemos primero que si € es el caracter de una forma nueva
no nula de peso k debe valer que ¢(—1) = (—1)* pues vale que

(=DFf(2) = flel-1d] = (1) f(2),
con lo que €(—1) # (—1)¥ implica que f = 0.

Ahora, si evaluamos el determinante de p en el morfismo ¢ € Gg dado
por la conjugaciéon compleja obtenemos:

det(pfa(c) = e(c)xy ™ (c) = e(=1) (=1 = (=1)**7! = —1.
Aqui, usamos que para toda raiz de la unidad ¢ vale que ¢(¢) = ¢! con
lo que xy(c) = —1.
Definicion 3.1.4. Diremos que una representacion de Galois p es impar si

det(p(c)) = —1.

Observemos ademés que mediante esta construccién, podemos asociar
una representacion médulo £ a f, que serd la reduccién de py . Estas son
las representaciones que entran en juego en la conjetura de Serre.

Finalmente, para peso k = 1 la situacién es levemente distinta. En este
caso las formas modulares tienen asociadas representaciones de Artin. En
[DST4] se prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5 (Deligne-Serre). Si f € Si1(N,€) es una forma nueva nor-
malizada entonces existe una representacion p : Gg — GL2(C) tal que:
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- det(p) = e. En particular p es impar.
- N(p) = N.

- Tr(p(Froby)) = a, para todo p{ N.

3.2. La conjetura de Serre

La conjetura de Serre es una suerte de resultado reciproco a todas estas
construcciones. En su versién débil, asegura que cualquier representacion de
Galois moédulo p, impar e irreducible proviene de una forma modular. En
otras palabras, se tiene el siguiente enunciado.

Teorema 3.2.1 (Conjetura débil de Serre). Sea p : Gg — GLa(F,) una
representacion de Galois impar e irreducible. Entonces p es modular, es
decir existe una forma nueva f € Sp(T'1(N)) y un primo A € Qs arriba de
p tal que

PN =P

donde py  es la reduccion modulo A de pg, x.

Enunciamos este resultado como teorema pues recientemente fue proba-
do. Primero se demostré el caso de nivel 1, independientemente por Dieule-
fait en [Die07] y por Khare y Wintenberger en [KW09a] y unos afnos de-
spués fue probado el caso general por Khare y Wintenberger en [KW09b] y
[KWO09c| siguiendo las ideas de la prueba para nivel 1.

Una observacién respecto del enunciado es que la forma f que da lugar a
p no es Unica. Sucede que siempre existen infinitas formas cuyas representa-
ciones son congruentes modulo p a p. En este sentido el resultado puede
refinarse. En su versién fuerte, la conjetura no solo afirma que la repre-
sentacién proviene de una forma modular sino que ademdas da una receta
para calcular a partir de caracteristicas de la representacion el nivel N(p),
el peso k(p) y el caracter €(p) de una forma modular de la que p proviene
(més atn, se trate de un peso y nivel minimos), daremos estas recetas en
las proximas secciones. El enunciado es el siguiente.

Teorema 3.2.2 (Conjetura fuerte de Serre). Sea p : Gg — GL2(F,) una
representacion de Galois impar e irreducible y p > 3 un primo. Entonces
eziste una forma nueva f € Sy (N(p),e(p)) y un primo X € Qf arriba de
p tal que

Pro = p-
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Mds aiin, si f' es otra forma modular tal que la representacién mddulo
p asociada a f' es p entonces N(p)|N(f'), k(f") > k(p) y e(f') = woe(p)
donde 7 : ZL/NZ — Z/N (p)Z es la proyeccion.

Es en esta version que la conjetura resulta mucho méas poderosa, pues
permite catalogar las representaciones de Galois a partir de la clasificacién
de formas modulares en espacios de dimension finita, uno por cada par peso-
nivel. Sin embargo, y fundamentalmente gracias al trabajo de Ribet, las dos
versiones de la conjeturas fueron probadas equivalentes, incluso antes de
conocerse una prueba de la versién débil.

En los casos de p = 2 y 3 existen problemas en casos particulares. Estos
son tratados en las Proposiciones 1.10. y 1.11. y el Teorema 1.12. de [Edi97].

Remarquemos que existe una conjetura andloga para el caso de repre-
sentaciones con imagen en GLgo(C). Esta afirma que toda representacion
de Artin irreducible e impar proviene de alguna forma modular de peso 1
mediante la construccién de Deligne-Serre. En [Kha97] se prueba que este
resultado se sigue como consecuencia de la conjetura de Serre, al probar
que una representacién de Artin impar da lugar a una familia estrictamente
compatible de representaciones p-adicas impares.

En lo que queda del trabajo, daremos la receta de Serre para N(p), k(p)

y €(p).

3.2.1. El nivel

Para dar esta definicion, el trabajo que hay que hacer es el del final del
capitulo 1. El nivel de Serre N(p) es el conductor de Artin de p.

Una posible motivacién para esta definiciéon es un resultado de Carayol
(se encuentra en [Car89]) que afirma que si f € Sk(N,€) es una forma nueva
y A € Qf un primo entonces el conductor de py ) divide a N. Una forma
de probar esto es demostrar primero que el conductor de la representacion
p-adica py \ es exactamente N. Luego, la Proposicién 1.5.2. nos dice que si
llamamos 7 = py \ y T = py, x entonces

ng(7) = ng(7) + codim V™ @D _ o iy (@ @),

donde V es el Gg-médulo asociado a 7.
—7F 00D —
Observemos ahora que dim V' (@Q/Q) > dim V7 (¢°(@/Q) pues

9

- (VT(GO@/@))) c 7 @)
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donde 7 es el morfismo inducido por la proyeccién entre las representaciones.
Esto nos dice que ny(7) > ny(7) para todo g # p por lo que N(7)|N(1) = N.

Lo que nos quiere decir esto es que si nuestra representacion p proviene
de una forma modular f, entonces f tiene nivel divisible por su conductor
de Artin. Lo que asegura la conjetura es que siempre se puede encontrar una
forma con nivel igual al conductor.

3.2.2. El caracter

La motivacién para esta definicién sale de la siguiente propiedad de las
representaciones provenientes de formas modulares: si p;y proviene de una
forma modular f € S,(N,€) entonces det(py) = ex’ljfl es un caracter de
(Z/pNT)".

Al partir de una representacién p, podemos considerar

det(p) : Gg — F*,

donde F es una extensién finita de IF,,. Notemos que este caracter tiene ima-
gen abeliana, por lo que se factoriza por el grupo de Galois de una extensién
abeliana (el cuerpo fijo por el nicleo). Como cualquier extensién abeliana
estd contenida en una extensién ciclotémica (este resultado se conoce como
teorema de Kronecker-Webber) podemos factorizarlo por

det(p) : Gal(Q(Car)/Q) = (Z/MZ)* — F

donde (js es una raiz M-ésima de la unidad.

Se puede probar (un posible argumento se encuentra en la pagina 213
de [Edi97]) que M siempre puede elegirse de forma tal que M|pN(p) con
lo que siempre podemos considerar que det(p) es un caracter de Z/pN (p)Z.
Como N (p) no es divisible por p, el teorema chino del resto nos asegura que
det(p) es el producto de dos caracteres

0:7/p7 — F*,

w:Z/N(p)Z — FX.

Lo que la conjetura de Serre afirma es que p proviene de una forma mo-
dular cuyo caracter €(p) satisface que su reduccién médulo p es w.

Observemos que a partir de esta construcciéon también es posible decir
algo sobre el peso. El caracter 6 que aparece como factor de det(p) sale de
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un grupo de orden p—1 lo que implica que los elementos de su imagen tienen
orden divisible por p — 1, es decir, ¢ tiene imagen en F,'.

A partir de esto podemos escribir a # como una potencia )Tpd de la
reduccion del caracter ciclotémico x,. Segtin la construccién de Deligne,
cuando la representacion proviene de una forma modular esta potencia es

k — 1. Teniendo en cuenta esto, el peso k(p) que definimos cumplird que
k(p) =d+ 1(modp —1).

3.2.3. El peso

Finalmente, trataremos la construccién més delicada de las tres: el pe-
so. La definicién del peso depende de como p se comporta en el primo p.
Recordemos que para cada primo p|p tenemos definido el subgrupo de iner-
cia I, y que estos son todos conjugados. Notaremos I, a alguno de estos
grupos y probaremos resultados que valen para este objeto definido salvo
conjugacion.

Probemos primero un lema sobre el comportamiento de la restriccién de
pa lp.

Lema 3.2.3. Llamemos W, C I, al subgrupo de inercia salvaje definido en
1.4.1. Sea T una representacion de Gg semisimple, entonces W, C Ker(r).

Demostracion. Trabajaremos con la restriccién de 7 al grupo de descom-
posicién D), como I, C D, alcanza con analizar ese caso. De todos modos,
seguiremos llamando 7 a esta representacién.

Notemos ademas que si dos representaciones w; y wo cumplen con el
lema entonces su suma wi @wy también lo hace. En virtud de esto, podemos
suponer que T es irreducible.

Sea V un Gg-moédulo asociado a 7. V' es un F-espacio vectorial, donde
F es la extensién finita de F), en la que la imagen de 7 tiene coeficientes.
Consideremos entonces el subespacio VW» formado por los elementos de V'
que se quedan fijos por todos los morfismos de W),

Notemos primero que este espacio satisface que T(g)(VWP) C VWr para
todo g € D), pues W, es un subgrupo normal de D,, y por lo tanto si v € VW
y g € Dy, se tiene que para todo h € W), existe un b’ € W, tal que

7(hg)(v) = T(gh")(v) = 7(g)(v),
implicando que 7(g)(v) € VWr,

Afirmamos que V"» = {0}. Para probar esto consideremos la accién de
W, en V dada por 7. Como W), es limite de p grupos y V es finito, cada
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orbita de esta accién tiene como cardinal una potencia de p, es decir, es 1
o miltiplo de p. Por otro lado, la drbita de 0 es puntual y como V tiene
cardinal potencia de p tiene que existir otro elemento tal que el cardinal de
su érbita no sea multiplo de p. Un tal elemento debe tener érbita puntual y
por lo tanto estar en VWe.

Para finalizar, notemos que hemos probado que V"» es un D,-médulo
no trivial incluido en V' y al ser V irreducible debemos tener VWr = V y
por lo tanto W), C Ker(7). O

A partir de ahora, llamaremos 7 a la semisimplificacién de p|7,. Si pen-
samos a 7 saliendo del subgrupo de inercia I,, de Gal(L/Q) para una ex-
tensién finita L de Q (podemos tomar L como el cuerpo fijo por Ker(7)) el
lema anterior nos asegura que se factoriza por I,, /W), , que por el Lema
1.4.6. es isomorfo a un subgrupo de IF;L. Hemos probado que la imagen de 7
es abeliana. Como ademés 7 es semisimple, deducimos que es suma de dos
caracteres, pues las representaciones irreducibles de grupos abelianos tienen
todas dimension 1. Llamemos 7 = a 6@ (5.

Los caracteres fundamentales

Como acabamos de probar, la representacion 7 puede pensarse saliendo
del cociente I,,/W),; llamemos I; a ese cociente. Definiremos ciertos caracteres
de I; a los que llamaremos caracteres fundamentales.

Para eso, tomemos el cuerpo Q,. Como probamos en la Proposicién 1.1.3.
vale que Gal(Q,/Qp) = D,. Podemos considerar entonces Q4™ el cuerpo fijo
por I, en Qpy Q;m el cuerpo fijo por W),

Observemos que Q)™ es la maxima extension no ramificada de Q, y
Q;,m contiene a todas las extensiones con grupo de inercia salvaje trivial. De
acuerdo a estas definiciones, resulta que I; = Gal(Q;,m JQp™).

Para definir los caracteres fundamentales necesitamos pasar por las ex-
tensiones @;nr( D)/ Q" donde n es coprimo con p. Dediquemos un parrafo
a hablar de sus propiedades.

Recordemos primero que en Q™" se encuentran todas las raices n-ésimas
de la unidad, por lo que en anr( /p) tenemos a todas las raices del polinomio
minimal de {/p. Esto nos dice que estas extensiones son de Galois. Ademds,
segun la teoria de Kummer podemos identificar a su grupo de Galois con el
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grupo de raices n-ésimas de la unidad de Q)" mediante

¥ Gal(@" (/p)/ Q") — (@)
o(/P)
{L/]B )
donde p,, (K) es la notacion para las raices n-ésimas de la unidad de K. Final-

mente, es posible chequear que el subgrupo de inercia salvaje de Q;nr( v/p)/Qp
es trivial, razén por la cual Q3™ ({/p) C Qy".

g

Una vez dicho esto, la proyeccion entre los grupos de Galois nos da un
morfismo

I — Gal (@™ (/D)/Q™) = pn(Qp™).

Poniendo n = p" — 1 y utilizando el hecho de que Q™ tiene todas las

raices n-ésimas de la unidad, y por lo tanto i, (Qp™) 2 1, (F,) obtenemos
un caracter

It — ,U,pr_l(Fp) == }F;r,
y componiendo con los r elementos de Gal(F,-/F,) conseguimos los r carac-
teres fundamentales de nivel r. El tnico caracter fundamental de nivel 1 es
el caracter ciclotémico y llamamos v y 9 a los dos caracteres fundamentales
de nivel 2. Estos satisfacen que P = ¢’ y )/ = x,.

A continuacién, probaremos que tanto o como 3 tienen imagen en IF;Q.

Lema 3.2.4. Los caracteres a y 3 satisfacen una de las siguientes dos afir-
maciones:

(a) o =a y P =0, 0
(b) o? =By B =«a.

En el primer caso ambos tienen imagen en FX

s en el sequndo en FZQ.

Demostracion. Comencemos por considerar el grupo Gal(Q,"/Qy). Este es
canonicamente isomorfo al grupo de Galois de la extensién residual y por
lo tanto estd topolégicamente generado por un elemento distinguido (el que
corresponde al Frobenius via el isomorfismo). Sea g € Gal(Q)"/Q,) una
extension de ese elemento a Q;m.

Por otro lado, recordemos que Gal(Qp™ (/p)/Qp™) = 11,(Q,™) median-
te el morfismo que envia o a o(/p)/ /P (que no depende de la eleccién de
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¢/p). Si consideramos entonces un elemento o que corresponde a una raiz
de la unidad h, tenemos

909 (¥p) _ (0(9‘1(€/ﬁ))

P 9~ (y/p)
pues la accién de Frobenius en las raices de la unidad de Q,™ es elevar a
la p. Esto quiere decir que gog~! = oP para todo o € Gal(Qp™ (1/p)/Qp™),

mas aun, como Q;m es la unién de estas extensiones esto vale para todo
o € Gal(Q,™/Qp™). Aplicando p obtenemos que

p=p(g) " 0" p(g),

lo que quiere decir que p y pP son conjugadas, en particular isomorfas. De-
ducimos de esto que 7 y 7P también son conjugadas a partir de lo que se
obtiene el resultado. O

) — g(h) = W7,

Diremos que estamos en el caso ordinario cuando los caracteres satisfa-
cen (a) y en el caso supersingular cuando se cumple (b).

En el caso supersingular, los caracteres o y (3 tienen imagen en ]F;Q, por
lo que podemos escribir a @ como una potencia de un caracter fundamental
1 de nivel 2. Sean a < b ambos entre 0 y p — 1 tales que o = 1)**P°. Siempre
se puede hacer esto pues si @ no cumple que a < b entonces [ si y podemos
intercambiarlos. Ademads, si a = b entonces « resulta ser una potencia de
P*1 que es de nivel 1, es decir, estamos en el caso ordinario.

Como 3 = aP resulta que § = /P> = ¢)®TP¢ Tenemos entonces que
det(7) = 1patPbep/atpb — 3 8+PP 14 que nos motiva a definir k(p) = 1+ a + pb.

En el caso ordinario hay que hacer ciertas distinciones que provienen
de identificar en 7 propiedades de representaciones provenientes de obje-
tos geométricos con distintos tipos de reduccién en p. Una motivacion maés
adecuada puede encontrarse en [RS01] y [RS10].

Resulta en este caso, que si x es el caracter ciclotémico médulo p entonces

X
P\I, <0 Xb)'

Para definir correctamente el peso hace falta hablar de una condicion
técnica que no introduciremos: que una representacion sea finita en p. La
definicién se puede encontrar en [Edi97] o en [RS10, 21.7.2.]. La receta de
Serre es:
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= Si % = 0, reacomodamos a y b para que 0 < a < b < p — 2. Ponemos
kE(p) =1+ap+0.

» Six#£0, tomemos 0 <a<p—2y1<b<p-—1. Sead =min{a,b}
y V' = méx{a,b}. Si x** = x y p® x~® no es finita en p entonces
definimos k(p) = 1 + pa’ + b + p — 1. En caso contrario, tomamos
k(p) =1+ pd + V.

3.2.4. Una generalizaciéon a cuerpos totalmente reales

Para finalizar este trabajo, enunciaremos una generalizacién de la conje-
tura de Serre en la que remplazamos el cuerpo de base Q por un cuerpo F'
totalmente real.

Para esto, daremos un breve definicién del objeto modular que debemos
considerar: las formas modulares de Hilbert.

Definicion 3.2.5. Sea F' un cuerpo totalmente real de grado m sobre Q y
Opr su anillo de enteros. Consideremos los m morfismos o1,...,0, de F en
R. Tenemos entonces una accion de GL (Or) sobre h™ el producto de m
semiplanos complejos superiores dada por

Y21,y zm) = (01(Y) 21, - -y o (7) 2m)-

Las formas modulares de Hilbert son en cierta forma el analogo de las
formas modulares para varias variables sobre cuerpos totalmente reales. Para

(o ., . a b
hacer mas cémoda la notacién definamos para una matriz o = ( > €
c

d
GL2(R)
jla, z) = det a2 (cz + d).

Definicién 3.2.6. Una forma modular de Hilbert de peso (ki,...,kn) para
F es una funcion analitica de h™ tal que para todo v € GL;’(OF) vale que

m
fovz) =T Liloity), 2)" f(2).
i=1
Al igual que en el caso de las formas modulares existe una versién con
nivel y estos objetos vienen equipados con una accién de un algebra de Hecke
de operadores Ty, que conmutan entre si y estdn indexados por los ideales
no nulos de Op.
Vale remarcar que a diferencia de la versién en dimensién 1, en este caso
no es necesario pedir una condiciéon en infinito pues esta se deduce de la
ecuacién funcional (el llamado Principio de Koecher).
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Ademas, una construccién finalizada por Taylor (que se encuentra en
[Tay89]) asocia a cada forma modular de Hilbert f una representacién de
Galois

pf . GF — GLQ(@)

que ramifica solo en p y en los primos de F' que dividen al nivel de f.
Nuevamente, podemos considerar la representacién reducida con imagen en
GLy(F,). Estas representaciones resultan ser totalmente impares, es decir,
det(ps(c)) = —1 para cualquier morfismo ¢ proveniente de la conjugacion
compleja.

Es entonces natural conjeturar lo siguiente.

Conjetura 3.2.7. Sea p : Gp — GLo(F,) una representacién continua,
irreducible y totalmente impar. Entonces p es isomorfa a py para alguna
forma modular de Hilbert f.

Poco se sabe de esta conjetura. En este caso también existe una version
fuerte y la mayor parte de los progresos hechos hasta ahora fueron en direc-
cién a probar la equivalencia entre ambas. Detalles y referencias sobre estos
avances pueden encontrarse en [BDJ10].
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