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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es explotar la estructura combinatoria de los espacios finitos
y su fuerte relacién con el tipo homotépico y homologia de los poliedros compactos para reducir
el estudio de estos invariantes topolégicos a la aplicacién de un método algoritmico.

En 1937, Alexandroff [1] explicita la estructura combinatoria de los espacios finitos Ty y mues-
tra su correspondencia con la de los posets finitos. Nota que estos dos objetos son esencialmente
el mismo, mirado desde distintos puntos de vista. Esto permite manipular los espacios finitos
combinando sus estructuras topoldgica y combinatoria.

Mas tarde, en 1966, Stong [27] observa que estas estructuras pueden conjugarse para obtener
informacién sobre invariantes topolégicos. En efecto, descubre que el estudio del tipo homot6pico
de espacios finitos Ty puede realizarse con métodos combinatorios aplicados a los espacios vistos
como posets. Mds precisamente, define los puntos lineales y colineales (que hoy, a partir de las notas
de P. May y los trabajos de Barmak y Minian, se denominan up beat points y down beat points); y
muestra que mediante reducciones de este tipo de puntos en cualquier orden puede obtenerse
el espacio de cardinal minimo con el mismo tipo homotépico que el original. Esto da lugar al
primer método de reduccién de un punto, que permite resolver un problema topolégico de manera
algoritmica.

Por su parte, en el mismo afio, McCord [23] publica un interesante trabajo, que se convierte
posteriormente en uno de los pilares de la teorfa de espacios finitos. En él traza una conexién
entre poliedros compactos y espacios finitos Tp. Mediante este puente entre la geometria y la
combinatoria, traducido en aplicaciones funtoriales que denotamos K y &, convierte a los espa-
cios finitos en una poderosa herramienta para el estudio del tipo homot6pico de poliedros. Mas
concretamente: dado un espacio finito X, define a K'(X) como el complejo simplicial (denomi-
nado order complex) cuyos simplices son las cadenas en X; y dado K un complejo simplicial finito,
X (K) es el poset (denominado face poset) de los simplices de K ordenados por inclusién. Estas
aplicaciones no son mutuamente inversas. Sin embargo, preservan el tipo homotépico débil. En
particular, para analizar el tipo homotépico o los grupos de homologia de un poliedro compacto
con triangulacién K, basta analizar el tipo homotépico débil o grupos de homologia del poset
X (X).

K
4——

{Complejos simpliciales finitos }

{Espacios topoldgicos finitos T}

Un ejemplo de aplicacién de estas herramientas es el articulo [5], en el cual Barmak y Minian
prueban una conjetura de May sobre los espacios de cardinal minimo con los mismos grupos
de homotopia que las esferas. Una "mala noticia" al respecto es que se ha demostrado que no
se puede determinar completamente de manera algoritmica el tipo homotépico de un poliedro
(equivalentemente, el tipo homotépico débil de un espacio finito) [21].

En [6] Barmak y Minian utilizan las aplicaciones anteriores para el estudio del tipo homotépico
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simple de complejos simpliciales. La nocién de colapso simplicial de Whitehead es el movimiento
fundamental de complejos que da lugar a los tipos homotdpicos simples. Siguiendo la filosofia de
la teoria de Stong, ellos definen el tipo homotdpico simple de espacios finitos en base a un movimiento
fundamental: el de remover weak points y prueban que el tipo homotépico simple de espacios
finitos Ty se corresponde, via las aplicaciones de McCord, con el tipo homot6pico simple de los
complejos simpliciales finitos. Introducen de este modo una nueva herramienta para el estudio de
la colapsabilidad de poliedros; una teoria que tiene asociadas varias conjeturas topolégicas impor-
tantes que atin no fueron completamente resueltas, como la de Zeeman (que implica estrictamente
la de Poincaré), y la de Andrew-Curtis. Notar que el movimiento fundamental de espacios finitos
inducido por los weak points es més sencillo de manipular que el simplicial, pues consiste sim-
plemente en quitar un punto del espacio (que puede describirse de modo combinatorio). Luego,
puede concretarse de manera algoritmica. Sin embargo, el estudio del tipo homotépico simple,
como es de esperarse, se torna algo méds complicado que en el caso de los beat points. Un afio
después, Barmak y Minian muestran que el tipo homotdpico de espacios finitos se corresponde
con el tipo homotépico fuerte de complejos simpliciales finitos [8].

La primer parte de la tesis se circunscribe en la utilizacién de métodos de reduccién de espa-
cios finitos para el estudio de propiedades topolégicas de poliedros compactos de modo algorit-
mico. El capitulo 1 estd destinado a repasar los conceptos de complejos simpliciales y celulares,
asi como las nociones de tipo homot6pico, tipo homotépico simple, tipo homotépico débil y tipo
homotépico fuerte. Como resumen, exponemos aqui la siguiente tabla de implicaciones:

para espacios finitos: eq. homotépica —=> eq. simple —=> eq. débil
para poliedros compactos: eq. fuerte ———=> eq. simple ——=> eq. homotépica & eq. débil

El capitulo 2 estd dedicado a la presentacion de algunos de los resultados mds importantes
en torno a la teoria de espacios finitos; correspondientes a Alexandroff [1], McCord [23], Stong
[27] y Barmak y Minian [3], [4], [5], [6], [7], [8]. Hacemos hincapié en las correspondencias entre
los distintos tipos de homotopia. Presentamos al final del capitulo un estudio detallado de las
relaciones entre la colapsabilidad de espacios finitos y distintas operaciones entre ellos; algunos
de los resultados que alli figuran no se encuentran en la bibliografia.

En el capitulo 3 concretamos la transformacién del estudio de propiedades topolédgicas a uno
de tipo combinatorio, mediante la implementacién de los algoritmos que se desprenden de los
trabajos sobre tipo homotépico [27] y homotdpico simple [6] de espacios finitos. Para lograrlo,
utilizamos un software libre llamado Sage cuyo lenguaje de programacién asociado es Python.
Ademads de los algoritmos mencionados antes, creamos una libreria de funciones asociadas a
espacios finitos, teniendo como proyecto en preparacién que formen parte del cédigo de Sage.

Una definicién natural que surgié del estudio del tipo homotépico simple de espacios finitos
es la de weak core. Un weak core de espacio finito X es un espacio sin weak points que se obtiene
de remover sucesivamente weak points de X. En general, no hay unicidad (ni siquiera salvo
homeomofismos) en los weak cores de un espacio. De hecho, una de las principales funciones
que creamos en el capitulo 3 es la funcién weak_cores, que toma como argumento un espacio
finito, descripto en forma de poset, y devuelve el conjunto de sus weak cores. Si consideramos la
funcién que asigna, a cada espacio finito, el conjunto de sus weak cores, no resulta ser inyectiva.
Si definimos su codominio como la coleccién de conjuntos (finitos) de espacios finitos sin weak
points simplemente equivalentes, tampoco resulta ser suryectiva. En el capitulo 4 analizamos los
conjuntos en el codominio cuya preimagen por la funcién anterior es no vacia. Los denominamos
conjuntos compatibles. La idea de este estudio es entender mejor la teoria de colapsabilidad.
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En el capitulo 5 realizamos un anélisis exhaustivo de los métodos de reduccién de espacios
finitos. Exponemos otros métodos existentes, ademaés de los inducidos por los beat y los weak
points, que preservan distintas propiedades del espacio (tipo homotépico simple, grupos de ho-
mologfa, etc), y que consisten en la eliminacién de diversos elementos (un punto, un conjunto de
puntos, una relacién de cubrimiento o una arista del diagrama de Hasse del poset asociado, etc).
También proponemos algunos métodos nuevos. El objetivo de este capitulo es la bisqueda de
un método de reduccién que diferencie (al menos en algtn caso) espacios que no son simple-
mente equivalentes, pero si débilmente equivalentes. Mediante los resultados obtenidos en 5.2.1
y 5.3.1, hacemos notar que removiendo conjuntos de puntos, relaciones o aristas sin alterar el tipo
homotépico débil no caracterizaremos mas que el tipo homotépico simple.

En conclusién, los recursos basados en métodos de reduccion con los que contamos para carac-
terizar tipo homotépico débil y homologia de espacios finitos no son suficientes. Por ese motivo,
cambiamos la estrategia para estudiar estos invariantes. Los tiltimos dos capitulos de la tesis estan
destinados a utilizar la teoria de Morse discreta como herramienta para transformar ese estudio
en un problema de optimizacion combinatoria; e intentar resolverlo de manera algoritmica.

En el capitulo 6 realizamos una presentacién de la evolucién de la teoria de Morse discreta,
exponiendo los resultados mds importantes. La idea central es, dado un poliedro con estructura
celular o simplicial fija, hallar una representacién méas "concisa" y "eficiente" del mismo que con-
serve su tipo homotépico u homologia.

En 1995, Forman [15] presenta una teoria, basada en la teoria de Morse clasica, aplicable a
estructuras simpliciales. De modo andlogo a lo que ocurre en el contexto de variedades dife-
renciables, los puntos criticos de las funciones de Morse describen el tipo homotépico del espacio.
Mas especificamente, si f es una funciéon de Morse asociada a K, entonces K es homotépicamente
equivalente a un CW-complejo con tantas p-celdas como puntos criticos de grado p tenga f. El
objetivo es entonces hallar funciones de Morse con la menor cantidad de puntos criticos.

Un afio mads tarde, Chari [13] codifica a las funciones de Morse en forma de matchings aciclicos
(también denominados de Morse) en el diagrama de Hasse del poset asociado. Recientemente,
Minian [25] extiende el campo de aplicacién de la teoria de Morse para posets a una clase mas
amplia que la de los face posets (denominados posets admisibles). También establece una version
homoldgica de la teoria para una clase mds general atin (la de los posets h-admisibles). Uno de
los resultados probados por Minian en [25] establece que las triangulaciones de orden de una var-
iedad diferenciable (0o més generalmente, de una variedad homolégica triangulable) son posets
h-admisibles. De este modo, permite aplicar esta nueva teorfa discreta a objetos diferenciables;
extendiendo, mediante herramientas combinatorias, la teoria de Morse clédsica de variedades.

Un aporte original realizado en este capitulo consiste en la versiéon simple (6.4.17) del resultado
de Minian (6.4.3). Vemos que dado un poset admisible y un matching de Morse en su diagrama
de Hasse, su complejo asociado tiene el mismo tipo homotépico simple que un CW-complejo
cuyas celdas estan descriptas por los puntos criticos del matching.

El problema de estudiar el tipo homotépico y homologia de poliedros compactos (y CW-
complejos en general) se transforma entonces, via la teoria de Morse discreta, en uno puramente
combinatorio: el de hallar un matching aciclico méximo (es decir, con la menor cantidad de pun-
tos criticos) en el diagrama de Hasse del poset asociado. Joswig y Pfesch [19] han demostrado
que este problema es \P-hard.

En el capitulo 7, desarrollamos distintas estrategias para la resolucién del problema ante-
rior. Reformulamos y generalizamos los métodos de cancelacién de puntos criticos de Forman
[15] y Hersh [18], obteniendo herramientas para tratar el problema con heuristicas. También lo
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modelamos como uno de programacion lineal entera (basados en [19]) y uno de programacién
dindmica, implementando los algoritmos correspondientes en Sage.



Capitulo 1

Complejos simpliciales y celulares

1.1 Introduccion

Uno de los problemas mds importantes de la topologia algebraica es clasificar a los espacios
topoloégicos segtn se puedan deformar unos en otros. Desafortunadamente, decidir si dos espa-
cios son homotépicamente equivalentes puede resultar muy dificil.

Por ejemplo, consideremos la "casa de dos habitaciones de Bing", que se obtiene de un cubo
con un piso intermedio, al que le hemos removido un cuadrado abierto de la base de la casa,
un cuadrado abierto del techo, dos cuadrados abiertos del primer piso y le hemos agregado dos
tubos y dos paredes (ver Figura 1.1).

AN |

P

,///

Figura 1.1: Bing’s House

Notar que para ingresar a la habitacién superior de la casa debemos hacerlo por el tubo de
abajo y para ingresar a la habitacién inferior, por el tubo de arriba. Sorprendentemente, este
subespacio de R? es contractil siendo un retracto por deformacién de un cubo.

Otro famoso espacio topolégico a considerar es el "Dunce Hat", introducido por E. C. Zeeman
[32]. Se obtiene identificando los lados de un tridngulo como indica la Figura 1.2. Este espacio
también es contractil.



e
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Figura 1.2: Dunce Hat

Si los espacios topolégicos que son objeto de nuestro estudio tienen estructura combinatoria
(de complejo simplicial o celular), ésta puede ser utilizada como herramienta para tal clasificacion.
La teorfa de homotopia simple concentra ese espiritu.

Por ejemplo, una manera simple de demostrar que el Dunce Hat es contréctil consiste en aso-
ciarle una estructura de CW-complejo y demostrar que tiene el mismo tipo homotépico "simple"
que un punto (que implica que es contractil).

En este capitulo recordaremos las definiciones y los resultados bdsicos concernientes a com-
plejos simpliciales y CW-complejos y las teorias de homotopia simple y homotopia fuerte que
permiten abordar de manera combinatoria el problema anterior.

1.2 Espacios topolégicos: tipo homotdépico y homologia

Comenzamos repasando brevemente algunos conceptos basicos sobre homotopia y fijando
notacién.

Denotamos al intervalo unitario [0, 1] por L.

Si X es un espacio topolégico, 1 serd la funcién identidad de X.

Recordar que si f,g : X — Y son funciones continuas entre espacios topolégicos, se dice
que f es homotdpica a g, y se nota f >~ g, si existe una funcién continua H : X x I — Y tal que
H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x) para todo x € X. H recibe el nombre de homotopia. Notamos
H(*,O) = HO yH(f,]) = H].

SiXp C Xesunsubespacio, f ~ g rel L si existe una homotopia H entre fy g tal que H(x, t) = x
para todox € Xp,t € L.

f: X — Y es una equivalencia homotdpica si existe g: Y — Xtalque gof ~ 1x yfog ~ Ty.

Un caso particular de equivalencia homotépica es el de las retracciones por deformacion
fuerte. Si X C Y subespacio, r : Y — X es una retraccién por deformacion fuerte (o X es un re-
tracto por deformacion fuerte de Y) siroi = Ix eior =~ Iy rel X, donde i : X — Y denota la
inclusién.

X e Y son homotdpicamente equivalentes (o tienen el mismo tipo homotdpico) si existe una equiva-
lencia homotépica entre ellos. Lo notamos X ~ Y.

X es contrdctil si X ~ .
e

Presentamos a continuacién otra propiedad topolégica que estudiaremos a lo largo de esta
Tesis: el tipo homotdpico débil.

Definicién 1.2.1. Una funcién continua f : X — Y entre espacios topoldgicos se dice que es una
equivalencia homotdpica débil si induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia; es decir, si
fo : mo(X) — 7o (Y) es una biyeccién y fr, : 7t (X, x0) — 7 (Y, f(x0)) son isomorfismos para
todon € N y para todo punto base xp € X.
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Notar que las equivalencias homoté6picas son equivalencias homotépicas débiles, pero en ge-
neral no vale la reciproca. Puede hallarse un ejemplo con espacios topolégicos finitos en 2.6.6.

El teorema de Whitehead 1.4.9 afirma que vale la reciproca cuando ambos espacios son CW-
complejos.

Sif: X — Y es una equivalencia homotépica débil, entonces induce, en particular, isomorfis-
mos en todos los grupos de homologfa. Es decir, fn : Hn(X) — Hn (Y) son isomorfismos para
todo n € Ny, donde H;, (X) denota la homologia del espacio topolégico X con coeficientes en Z
(ver [17], Proposicién 4.21).

La equivalencias homotépicas débiles cumplen la propiedad llamada 2 de 3: si f y g son dos
funciones componibles y 2 de las 3 funciones f, g y g o f son equivalencias homotépicas débiles,
entonces también lo es la tercera.

Definicién 1.2.2. Dos espacios topolégicos X e Y son débilmente equivalentes, o tienen el mismo tipo
homotdpico débil, si existe una sucesion finita de espacios X = Xo, X1, -+, Xy = Y tales que, para
cada 0 < i < n—1, existe una equivalencia homotépica débil X; — X1 0 Xi1+1 — Xji. Lo
notamos X &2 Y.

Claramente lo anterior define una relacién de equivalencia.

Observacién 1.2.3. Si dos espacios topoldgicos X e Y son débilmente equivalentes, entonces existe
un CW-complejo Z y equivalencias homotépicas débiles Z — Xy Z — Y. Esto es consecuencia
del teorema CW aproximaciones, ver [17] Cap. 4, 352-357.

En particular, la sucesién de espacios de la definicién anterior se puede tomar conn = 1.

Definicién 1.2.4. Un espacio topolégico se dice homotdpicamente trivial si todos sus grupos de
homotopia son nulos; equivalentemente, si es débilmente equivalente a un punto.

A continuacién, enunciamos el teorema de McCord, que tendrd un papel muy importante
en el desarrollo de la teoria de espacios finitos, pues, entre otras cosas, permitird establecer la
conexion entre la topologia de complejos simpliciales y de espacios finitos.

El resultado afirma, en esencia, que si una funcién es localmente una equivalencia homotépica
débil, entonces lo es globalmente.

Precisamos una definicion previa.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topoldégico. Un cubrimiento abierto ¢/ de X se dice que es un
cubrimiento abierto tipo base si U es una base para una topologia mas gruesa que la de X. Equiva-
lentemente, siV Uy, U, e U yx € Uy NUy, Uz € U tal que x € Uz C Uy NU;.

Teorema 1.2.6 (McCord). Sean X e'Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion continua. Si existe
un cubrimiento abierto tipo base U de Y tal que para todo U € U, la restriccion flg—1 () : = (u) — u
es una equivalencia homotdpica débil, entonces f : X — Y es una equivalencia homotdpica débil.

Demostracion. La demostracién original de McCord se encuentra en [23], Teorema 6. Una de-
mostracién para cubrimientos finitos también puede hallarse en el libro de Hatcher [17], Corolario
4K.2. O

Finalmente exponemos algunos teoremas cldsicos de la topologia algebraica que resultardn
herramientas necesarias. Para hallar las correspondientes demostraciones, remitimos al lector al
libro de Hatcher [17].

Teorema 1.2.7 (Van Kampen). Sea X un espacio topoldgico con punto base x.

Si X es union de conjuntos abiertos arcoconexos A « que contienen al punto base tales que toda intersec-
cion Ao N Ap es arcoconexa, entonces el morfismo @ : x 71 (Ax) — 711 (X) (que se obtiene de extender
los motfismos jo : 71 (As) — m1(X) inducidos por las inclusiones A« — X) es suryectivo.
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Si ademds toda interseccion A N Ag N Ay es arcoconexa, entonces el niicleo de @ es el subgrupo
normal N generado por los elementos de la forma ioqg(w)i[g‘x(w)*], donde iqp : M (Ax NAg) —
71 (A«) es el morfismo inducido por la inclusion Aq NAg — A, idem paraigy y w € 1 (Ax NAg).
Ademds, © induce un isomorfismo 1y (X) ~ % 71 (A«)/N.

Demostracién. Ver [17] Teorema 1.20. O

Teorema 1.2.8 (Mayer-Vietoris). Sea X un espacio topolégico, y sean A y B subespacios de X tales que

X = A U B. Entonces las inclusiones
A
ANB X
B

S HA(ANB) - Ha(A) @ Hn(B) % Ha(X) = Hy 1 (ANB) — - — Ho(X) — 0

inducen una sucesion exacta larga

donde @ = ((11)s,—(12)+) ¥y b =01)«+(2)«
Demostracion. Ver [17] Secciéon 2.2, Cap. 2, pag 149. O

Dado un espacio topolégico X, los grupos de homologia reducida Hy, (X) son los grupos de
homologifa del complejo de cadenas aumentado

20 s (x) 8

donde ¢(} ;mioq) = ;mi (ver [17],2.1). _ B

Se deducen las siguientes igualdades: Hy(X) = Hp(X) ® Z y Hn (X) = Hn (X) para todon > 0
(ver [17], Cap. 2, 110).

Co(X) —=2Z 0

El teorema de Mayer-Vietoris también vale para homologifa reducida.

Teorema 1.2.9 (Hurewicz). Sean > 2.
Si X es un espacio topologico (n — 1)-conexo (es decir, mi(X) = 0 para todo i < n — 1) entonces
H; (X) = 0 para todo i < ny mn (X) = Hn (X).

Demostracion. Ver [17] Teorema 4.32. O

1.3 Complejos simpliciales

Los complejos simpliciales son objetos combinatorios que permiten modelar una amplia clase
de espacios topoldgicos (denominados poliedros), que incluye a los espacios mds comtinmente
estudiados en multiples areas de la matemaética.

Informalmente, un poliedro es un espacio topolégico que se deja descomponer en bloques
de distintas dimensiones, denominados simplices. Los simplices, geométricamente, consisten en
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celdas convexas tales como puntos, segmentos, tridngulos, tetraedros, y sus analogos en dimen-
siones mayores (ver Figura 1.3); y se "pegan" de modo tal que si dos simplices se intersecan, la
interseccién consiste en una cara comun (ver Figura 1.4).

vy Vs

V{] v{) V‘l

VO V‘,

Figura 1.3: Simplices.

Figura 1.4: Sélo el ultimo esquema corresponde a un complejo
simplicial.

La principal ventaja de codificar un espacio topolégico a través de un complejo simplicial es
que la estructura combinatoria de este dltimo preserva muchas de las propiedades e invariantes
topolodgicos del espacio que modela.

En esta seccién repasamos las definiciones y propiedades basicas concernientes a la clase de
los complejos simpliciales; asi como el estudio particular del tipo homotépico de poliedros me-
diante deformaciones que hacen uso de su estructura combinatoria (teorfa de homotopia simple
y fuerte).

1.3.1 Nociones bésicas

Comenzamos exhibiendo dos definiciones, equivalentes, de complejo simplicial finito. La
primera versién, geométrica; la segunda, abstracta.

Definicion 1.3.1. Sea V = {vg,v1, -, vk} C R™,

Una combinacion convexa de los puntos de V es una combinacién lineal Z]f:o tivi talquet; > 0
paratodo 0 <i<kyY X jt;=1.

La cdpsula convexa de V es la colecciéon de las combinaciones convexas de sus elementos. Equi-
valentemente, es el menor convexo (en el sentido de la inclusién) que lo contiene.

Se dice que V es afinmente independiente si cada vez que Z]f:o tivi =0y Z!f:o t; = 0 se tiene
que t; = 0 para todo 0 < i < k. La condicién anterior implica que si dos combinaciones con-
vexas de los puntos de V coinciden, entonces los coeficientes coinciden. Luego, si V es afinmente
independiente, hay unicidad en la escritura de los elementos de su capsula convexa.

Se dice que V estd en posicion general si todo subconjunto no vacio de V de a lo sumo m + 1
puntos es afinmente independiente.
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Definicién 1.3.2. Un simplex geométrico o es la cdpsula convexa de un conjunto de vértices incluido
en R™, para algtin m, afinmente independiente.

Sivg, V1, -+, vk son los vértices que determinan el simplex o, notaremos o = {vo, vy, -+, vk}
y diremos que o tiene dimensién k o que es un k-simplex.

Una cara T de un simplex geométrico o es la cadpsula convexa de un subconjunto de sus vér-
tices; lo notamos T < ©.

Por ejemplo, la Figura 1.3 muestra simplices geométricos de dimensién 0,1,2 y 3.

Definicién 1.3.3. Un complejo simplicial geométrico finito K es un conjunto de simplices geométricos
cerrado por caras (es decir, si 0 € Ky T < 0, entonces T € K) tal que toda interseccién no vacia de
dos simplices de K es un simplex de K.

Definicién 1.3.4. Un complejo simplicial abstracto finito es un par (V,K), con V un conjunto finito
cuyos elementos llamaremos vértices, y K una coleccién de subconjuntos de V que satisface:

e VCK;
e sitecKyo CT,0#J, entonces o € K.

Por abuso de notacién, simplemente lo llamaremos K. En ocasiones, para que no exista am-
bigtiedad, llamaremos a los vértices V.

Los elementos de K se llaman simplices abstractos. Si 0 € Ky |o] = k+1, se dice que o tiene
dimension k o que es un k-simplex.

Si oy T son simplices de K tales que T C o, entonces T es cara de 0. Lo notamos T < o.

Notar que en la definicién abstracta de complejo simplicial no es necesario hacer aclaracién al-
guna respecto la intersecciéon de dos de sus simplices. Dado que en el caso abstracto los simplices
son conjuntos de vértices y el complejo es cerrado por subconjuntos, las intersecciones resultan
trivialmente simplices.

Ejemplo 1.3.5.

(1) SiV ={a,b,c,d,e}, entonces

Kz ={@,{a},{b},{c},{d},{e},{a,c},{a, d},{c.d},{a,c, d},{c, e}, {d, e}, {b, d}}

es un complejo simplicial (de dimensién 2). Seguiria siéndolo si por ejemplo faltara en
K el conjunto {c, e}, aunque dejaria de serlo si faltara por ejemplo el conjunto {a, c}.

(i) SiV = {vo,v1, -, vk}, y K2 = P(V), K es el complejo simplicial formado por un k-
simplex y todas sus caras; tiene dimensioén k.

Definicién 1.3.6. Sea K un complejo simplicial finito.
Se define la dimension de K como dim(K) = méax{dim(o): o € K}.

Definicién 1.3.7. Sean Ky L complejos simpliciales finitos.

Un morfismo simplicial @ : K — L es una funcién entre sus vértices f : Vx — V| que respeta
la estructura simplicial, es decir, si {vg, - - - , vk} es un simplex de K, entonces {f(vo),- -, f(vi)} es
un simplex de L.

Las dos definiciones exhibidas de complejo simplicial son esencialmente la misma, destacando
en el caso abstracto la combinatoria, y en el caso geométrico (valga la redundancia), la geometria.
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Observacién 1.3.8. Sea K un complejo simplicial geométrico finito. Dado que todo simplex geo-
métrico estd generado por un tnico conjunto de vértices afinmente independiente, K tiene asoci-
ado un complejo simplicial abstracto.

Reciprocamente, sea K un complejo simplicial abstracto finito de dimensién n. Es posible
elegir un conjunto de |V | vértices en R™, con m > 2n + 1 en posicién general. Identificamos cada
vértice con un punto y cada simplex con la cdpsula convexa de los puntos asociados a vértices.
Construimos asi un complejo simplicial geométrico asociado a K, que es tinico salvo isomorfismo
simplicial.

Obtenemos de este modo una correspondencia entre complejos simpliciales finitos geométri-
cos y abstractos. Trabajaremos con ambos enfoques al mismo tiempo.

A partir de aqui, asumimos que los complejos simpliciales con los que trabajemos seran finitos.

Definicién 1.3.9. Sea K un complejo simplicial.
Sit C o, entonces T es cara propia de o, y lo notamos 1 < ©.
Siademds dim(t) + 1 = dim(o), entonces T es cara inmediata de o y lo notamos T < o.
Un simplex o € K se dice maximal si no es cara de ningtin otro simplex de K.

Veamos en qué forma modelan los complejos simpliciales a los poliedros.

Definicién 1.3.10. La realizacion geométrica de un complejo simplicial geométrico K, que notaremos
[K|, es el espacio topolégico cuyo conjunto subyacente es la unién de los simplices de K. Cada
simplex hereda la topologia subespacio del R™ en el cual esta incluido. Y [K] tiene la topologia
final respecto de las inclusiones de los simplices; es decir, U C |K| es abierto si y s6lo si LN o es
abierto en o para todo o € K.

Si K es un complejo simplicial abstracto, "la" realizacién geométrica es la de algtin complejo
simplicial geométrico isomorfo a K. Notar que es tinica salvo isomorfismo lineal a trozos.

Notar que, dado que K es finito, |K| resulta compacto.

1. a b 2. Para k=3.

Vi

K] K2

Figura 1.5: Realizacién geométrica de los complejos simpli-
ciales del ejemplo 1.3.5.

Definicién 1.3.11. Los espacios topolégicos que son homeomorfos a la realizaciéon geométrica de
algtn complejo simplicial reciben el nombre de poliedros.

Cada complejo simplicial cuya realizacién geométrica es homeomorfa un espacio topolégico
X se denomina triangulacién de X.

Ejemplo 1.3.12.

(i) Paratodon > 1, el disco unitario D™ = {x € R™ : [|x|]| < 1} es homeomorfo al n- simplex y
luego, es un poliedro.

15



(ii) Todo grafo! es un poliedro, pues consiste en la realizacién geométrica del complejo simpli-
cial de dimensién 1 cuyos vértices son los nodos y cuyos 1-simplices son las aristas.

(iii) El cuadrado unitario I C R? es un poliedro, pues admite alguna triangulacién, como se ve
en la figura 1.6.

T )

T3 T4

Figura 1.6: Ty y T, son triangulaciones de I, T3 y T4 no.

Definicién 1.3.13. Si ¢ : K — L un morfismo simplicial entre complejos simpliciales. Se define
la funcién continua || : [L| — K| por:

k k
@l(Y_tivi) = D tig(vi)
i=0 i=0

La buena definicién de |¢| deriva de que todo elemento de |K| se escribe de manera tnica
como combinacién convexa ZLO tivi con Z}{:o =1t >O0Oparatodo0 < i < kyo =
{vo,v1, -+, v} € K.

La continuidad de || se deduce de que se obtiene de extender a ¢ linealmente en la realizacién
geométrica de los simplices |o|. En efecto, las restricciones \(p|||(,‘ resultan continuas; y como ||
tiene la topologfa final respecto de {|o] — |K| : 0 € K}, |¢| resulta continua.

Definicién 1.3.14. Sea K un complejo simplicial.

L es un subcomplejo de K si L es un complejo simplicial tal que L C K. Lo notamos L < K.

Un subcomplejo L < K se dice pleno si todo simplex de K formado por vértices de L también
es simplex de L.

Ejemplo 1.3.15. Veamos algunos subcomplejos del complejo simplicial 1. del ejemplo 1.3.5.
Recordar que K = {&, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {a, ¢}, {a, d}, {c.d},{a, ¢, d},{c, e}, {d, e}, {b, d}} .

(i) Lo ={2,{a},{b},{c},{d}{e},{a,c}{a,d}{a,c, d},{c e}, {d, e}, {b,d}} = K\ {{c,d}} noes un sub-
complejo de K pues la cara {c, d} del simplex {a, ¢, d} no pertenece a L.

Ver definicién 7.2.1.
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(i) Ly = {2, {a}, {b},{c}, {d}, {e},{a,c},{a,d},{c.d},{c, e}, {d, e}, {b,d}} = K~ {{a,c, d}} es un sub-
complejo de K no pleno, pues los vértices a, b, c pertenecen a Ly y {a, b, c} es simplex de X,
sin embargono loes de L.

(iii) Ly = {@,{a},{c},{d},{e},{c.d},{c, e}, {d, e}, {b,d}} = K~ {a,c,d},{a,c},{qa,d},{a}} es un sub-
complejo pleno de K.

Gréficamente,

K Ly L, L,

a b a b a b
c g ¢ Qd/ C @d/ c d
e e e

Definicién 1.3.16. Sea o es un simplex de un complejo simplicial K.

o denota el subcomplejo de K cuyos simplices son o y todas sus caras.

0, el borde de o, es el subcomplejo de K cuyos simplices son todas las caras propias de o
(equivalentemente, ¢ = & . {0}).

Definicién 1.3.17. Sea o un simplex.
6, el interior de o, es el conjunto de combinaciones convexas de los vértices de o que no
pertenecen a &, es decir, que tienen coeficientes positivos.

A4

Figura 1.7: Borde e interior del 2-simplex o.

Definicién 1.3.18. Dado {0, 07, -, on} un conjunto finito de simplices, el complejo generado por
{00,071, -+, 0n}es el complejo simplicial cuyos simplices son ¢y, 07, - - - , 0, y todas sus caras. Lo
notamos {0y, 071, ,0n}

Exponemos ahora una operacién muy importante entre complejos simpliciales: el join.

Definicién 1.3.19. Dados o = {vo, v, , vk} ¥ T = {up,uy, - - ,u1} dos simplices disjuntos, se
define el join entre o y T como el simplex 0 * T = {vo, vy, -+ , Vi, Up, Uy, - - ,u1}. También se nota
oT.

Dados Ky L dos complejos simpliciales disjuntos, se define el join entre Ky L como el complejo
simplicial K * L cuyo conjunto de vértices es Vi U V| y cuyo conjunto de simpliceses {c*T: 0 €
K,te LJUKUL.

SiK ={@,{v}}, KxL sedenomina el conodelL,y senotavL.

Si K ={@,{v1},{v2}}, K * L se denomina la suspensién de L, y se nota XL.
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Si los complejos estan inmersos en algtin espacio euclideo R™, el join claramente puede no
estar inmerso en R™, pero lo estard en R™ con m € IN suficientemente grande.

K=+ L
L

‘K‘

Figura 1.8: Join.

v
L]

vL |
Figura 1.9: Cono de un 2-simplex.

V7

" @

V2

Figura 1.10: Suspensién de un 2-simplex.

A continuacién presentamos las nociones de link y star, que resultan muy ttiles a la hora de
realizar un estudio de las propiedades locales de los complejos simpliciales.

Definicién 1.3.20. Sea K un complejo simplicial y o un simplex de K.

El link de o en K es el subcomplejo k(o, K) C K de simplices T € K disjuntos con o tales que
T+x0 € K.

El star de o en K es el subcomplejo st(o,K) C K de simplices T € K tales que o y T son
caras de algtin simplex 11 € K. Equivalentemente, es el complejo simplicial cuyos simplices son
MmeXK:0=<n}k

Ejemplo 1.3.21. Consideremos el complejo simplicial K de la figura 1.4.
En la siguiente figura se muestra el link y join de un simplex de K, para distintas elecciones
del mismo.

18



4

[

v Vo ;
w .

K lk(v,K) st(v,K)
y | .I. .

K Ik{o ,K) stfo,K)

Figura 1.11: Link y star.

Dados K un complejo simplicial y o € K, notamos por K \ ¢ al subcomplejo pleno de K
generado por los vértices de K que no pertenecen a o.

Observacién 1.3.22. Sea K un complejo simplicial y o un simplex de K.
Valen las siguientes igualdades:

e st(o,K) = o(lk(o, K));
e lk(o,K) =st(o,K)N (K~ o),

Definicién 1.3.23. Dado K es un complejo simplicial, el star abierto de un simplex o € K es el
subespacio de |K| descripto por st(0,K) = U;s¢ T

Observacién 1.3.24. Notar que el star abierto de un simplex o € K es un subespacio de |st(o, K)|.
Ademids, es abierto en |K|. En efecto, dada la topologia de |K|, basta chequear que para todo
ek, |tN st(&,K) es abierto.
Pero
i Nstio,K)= |J 4

t<n<o

Su complemento

M~ U #

t<n<o

es cerrado en || por ser la realizacién geométrica del subcomplejo U > <y deT.

En el estudio de los poliedros es importante considerar diferentes triangulaciones y las rela-
ciones entre ellas. Un complejo simplicial puede ser subdividido en simplices "mas pequefios” de
distintas maneras.
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Definicién 1.3.25. Sea K un complejo simplicial geométrico.
El baricentro de un simplex geométrico o = {vo,v1, - ,Vvk} es el punto de & con todas sus

1
coordenadas iguales, es decir, b(o) = Y *_, DI

La subdivisién baricéntrica de X, que notaremos K’, es el complejo simplicial cuyos vértices son
los baricentros de los simplices de K y cuyos simplices son {b(cp),b(o1), - ,b(oy)} con g <
o1 < -+ < oy simplices de K.

Definicién 1.3.26. Sea K un complejo simplicial.
La subdivision baricéntrica de K, que notaremos K’, es el complejo simplicial cuyos vértices son
los simplices de K y cuyos simplices son las cadenas de simplices de K.

Notar que ambas definiciones se corresponden, identificando cada simplex con su baricentro.

Ejemplo 1.3.27. En la siguiente figura se exhibe la subdivisién baricéntrica del complejo simplicial
K, correspondiente al primer item del ejemplo 1.3.5.

K K

Figura 1.12: Subdivisién baricéntrica.

Observacién 1.3.28. Para cualquier K complejo simplicial, [K| = [K].

En general, dado un complejo simplicial K con una realizacién geométrica K| C R™ (para al-
gann € IN), una subdivision de K es un complejo simplicial L junto con una realizacién geométrica
IL| C R™ tal que:

(i) paratodo simplex o € L existe un simplex T € K tal que |o| € |7[;

(ii) para todo simplex T € K, |t] es unién finita de simplices de L.

1.3.2 Tipo homotépico simple

Ya hemos mencionado que uno de los problemas mds importantes de la topologia algebraica
es clasificar a los espacios topolégicos segtin su tipo homotdpico. Si los espacios topolégicos con
los que trabajamos son poliedros, nos interesard abordar este problema utilizando su estructura
combinatoria.

En su articulo Simplicial spaces, nuclei and m-groups [28], ]. H. C. Whitehead comienza el estudio
de los tipos homotdpicos de poliedros de manera combinatoria. Su teoria tiene como base la
restriccién de las deformaciones a sucesiones de ciertos movimientos especiales: el colapso y
la expansion de simplices. Un colapso simplicial elemental de un complejo simplicial K es un
movimiento particular que transforma a K en un subcomplejo L que es retracto por deformacién
fuerte de K; el movimiento contrario se llama expansién elemental.
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X

Figura 1.13: Colapso elemental.

Estos movimientos dan lugar a la nocién de equivalencia homotépica simple entre complejos
simpliciales. Una equivalencia homotdpica simple induce una equivalencia homotépica entre las
realizaciones geométricas. Whitehead se cuestion¢ si vale la reciproca de la afirmacién anterior.
Alrededor de 10 afios mas tarde, él mismo responde, de manera negativa, su pregunta. Mds atin,
mide la obstruccién para que esta implicacion sea verdadera en forma algebraica; mediante lo
que hoy se denomina el grupo de Whitehead de un complejo.

Las referencias standard sobre este tema son los articulos fundacionales de Whitehead [28, 29]
y el libro de M. M. Cohen [14].

Definicién 1.3.29. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial K. Se dice que hay un colapso
simplicial elemental de K a L si existen dos simplices o, T € K tales que K = LU {0, T} y T es el tinico
simplex que contiene a o propiamente. En ese caso, se dice que o es cara libre de 7.

Equivalentemente, hay un colapso simplicial elemental de K a L si existe un simplex o de K'y
un vértice a de K que no pertenece a o tal que:

e K=LUadao,
e LNao = ac.
Para notar esta equivalencia basta tomar T = aoc.

Los colapsos elementales se notan K §, L.

Ejemplo 1.3.30. En la siguiente figura vemos distintos colapsos elementales.

LS

T N a N \

a * a a

Figura 1.14: Colapsos elementales.

Proposicién 1.3.31. Si K, L, entonces |L| C |K| es retracto por deformacién fuerte.

La idea de la demostracién es clara; y es precisamente la que da sentido al nombre de colapso
que recibe este movimiento.

Supongamos que L = K \ {o, T} con o cara libre de T en K. Usando el hecho de que o no es
cara de ningtin otro simplex, lo "empujamos" sobre las otras caras de T y hacemos "desaparecer”
ambos simplices.

En otras palabras, si T = ao, llevamos ao hacia a¢ empujando desde la cara libre o.
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Definicién 1.3.32. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial K.

Se dice que K colapsa a L (o que L se expande a K) si existe una sucesién finita K =Ky, Ky, -+,
Kn = L de complejos simpliciales tales que K; ~¢ Kj41 para todo 0 < i < n. Se nota K\, L o
LK.

Un complejo simplicial K se dice colapsable si colapsa a un vértice; se nota K\ *.

Dos complejos K y L tienen el mismo tipo homotdpico simple (o son simplemente equivalentes) si
existe una sucesion finita K = Ko, Ky, - - , Ky, = L de complejos simpliciales tales que K; ~$ Ki 1
0 Ki ¢ Kiy1 para todo 0 < i < n. En tal caso, la sucesion K = Ko - Ky — -+ = Ky = Lse
denomina deformacion.

Senota K 7\, L.

Figura 1.15: Sucesion de colapsos elementales.

Observacion 1.3.33. Por 1.3.31, es claro que si K\, * entonces |K| es contractil. La reciproca no
es cierta en general. Por ejemplo, consideramos D el Dunce Hat. D es contractil, pero cualquier
triangulacién de D no tiene caras libres, y luego no es colapsable (ver [32]).

Resulta sencillo notar que en un colapso simplicial, los colapsos elementales pueden ordenarse
de manera decreciente en dimensién.

Proposicién 1.3.34. Si K\ L, entonces toda sucesion de colapsos elementales de K a L puede reodenarse
de laforma K= KO \e, K] \e, s \e/ Kn =L, donde Ki = Ki+1 U{O‘i, Cli()'i}y dim((ri) > dim(o‘i+] )

Demostracién. Supongamos que K N§, K~ {o,t} ¢ K~ {o,7,0', 1"}y dim(t’) > dim(1). Por
un lado, o’ es cara libre de T’ en K, porque lo era en K \ {0, t} y dim(c’) > dim(7). Por el otro, o
es cara libre de ten K\ {0/, 1/} porque lo eraen K, y T € K~ {0/, t'}. O

Definicién 1.3.35. Dadon > 1, y dados Ky L complejos simpliciales, se dice que K se n-deforma
en L si K ™\, Ly existe alguna deformacion entre ellos que involucra complejos simpliciales de
dimension a lo sumo n.
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Las nociones de n-deformacién y colapsabilidad tienen asociadas varias conjeturas impor-
tantes.

En [32], E. C. Zeeman muestra que el Dunce Hat D no es colapsable, pero que D x I si lo es.
Mas atn, conjetura que esto ocurre para cualquier poliedro compacto contréctil de dimensién
2 y prueba que su conjetura implica la conjetura de Poincaré (que afirma que toda 3-variedad
compacta simplemente conexa sin borde es homeomorfa a $3). Si bien la conjetura de Poincaré
fue probada por Perelman en 2002 con herramientas propias de la geometria diferencial, la impli-
cacién anterior permitiria una demostracion alternativa con métodos combinatorios. La conjetura
de Zeeman permanece abierta.

J. J. Andrews y M. L. Curtis [2] conjeturan un hecho mas débil que el que afirma E. C. Zee-
man: todo poliedro compacto contractil de dimensién 2 se 3-deforma en un punto. Esta conjetura
también permanece abierta.

Veamos a continuacién una serie de propiedades relacionadas con la colapsabilidad de polie-
dros que serdn necesarias en los capitulos siguientes.

Proposicién 1.3.36. Todo cono de un complejo simplicial es colapsable.

Demostracion. Veamos que vK \, * por induccién en la cantidad de simplices de K.

Sea 0 € K un simplex maximal y sea T = vo € vK. Entonces T es cara maximal de vK y o es
cara libre de T en vK . Luego vK ~{, vK \ {0, T} = v(K \ {0}). Finalmente, por hipétesis inductiva,
VK~ {o}) \ *. O

Proposicién 1.3.37. Para todo K complejo simplicial, K ,/~, K.
Demostracién. Ver [28], seccidn 4. O
Proposicién 1.3.38. Un drbol? finito T colapsa a cualquiera de sus vértices.

Demostracion. Sea T un arbol finito. Razonamos inductivamente en la cantidad de aristas de
T; siendo claro el caso en el cual esa cantidad es 1. Supongamos que T tiene k aristas. Por ser T
un arbol, existe v € T un vértice que es extremos de una tinica arista o de T. Sea w el vértice al
cual queremos colapsar T. Siw # v, entonces v es cara libre de Ty T ¢, T \ {v, t}. Por hipotesis
inductiva, T\ {v, T} \, w. Supongamos que w = v. Sea v € T el otro extremo de 1. Por hipétesis
inductiva T~ {w, T} \, v/. Mediante la misma sucesioén de colapsos elementales, T\, T. Luego,

TN TN w 0O
Proposicién 1.3.39. Todo complejo simplicial colapsable colapsa a cualquiera de sus vértices.

Demostracion. Supongamos que K\, v. Por 1.4.14, reordenamos los colapsos en orden decre-
ciente en dimensién. Entonces existe T < K tal que K\, T\, v, con dim(T) = 1y V1 = Vx. Por
1.3.38, T colapsa a cualquiera de sus vértices; y por consiguiente, también lo hace K. O

Proposicién 1.3.40. Sea aK el cono simplicial de un complejo simplicial K, con a ¢ K. Entonces, K es
colapsable si y sélo si aK \, K.

Demostracion. K¢, K~ {0, T} siysolosi oescaralibredetenK siysélosi ao es caralibre
de aten aK siysélosi aK>¢ K\ {ao, at}=a(K~\{o,1}) UK.
Repitiendo el razonamiento anterior,

K=Ko ™ K1~ - N K =v siysolosi aK = aKp ~§ aKj UK - N aK, UK = avUK.

Pero v es cara libre de av en av U K. Luego, av UK~ (avUK) \{a, av} =K. O

2Un érbol es un complejo simplicial contractil de dimensién 1.
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Proposicién 1.3.41. Si K y L son subcomplejos de un complejo simplicial, entonces K U L\, K si i sélo
siL, KNL

Demostracion. Procedemos por induccién en #(L \ K), siendo la equivalencia trivial si ese
numero es cero.

Supongamos que #(L . K) > 0.

=) S5i KULY K, entonces en particular

KULNS (KUL) ~{o, 1} \, K,

con o cara libre de ten KU L.

Dado que K < (KUL) \ {0, 1}, resulta 0,7 € L\ K Luego, oces caralibredeten Ly L~ L; :=
L~{o, T}

Por otra parte, dado que (KU L) \{o, 1} = KU L\ K, por hipétesis inductiva se tiene que
Ly N KNL.

En conclusién, L~ Ly N\, KNL.

&) El razonamiento es andlogo al de la implicacién anterior. Lo incluimos por completitud.
Si LY, LN K, entonces en particular

LN La{o, 1\, KNL,

con o cara libre de Ten L
Dadoque KNL < Ly :=L~{o,t}yqueo,t € L, resulta 0,7 ¢ K. Luego, LUK (LUK) ~
{o,7} = (L~ {o,ThH UK =L; UK.
Por otra parte, dado que L1 N\, LN K = L; NK, por hipétesis inductiva se tiene que KU L7\, K.
En conclusion, LUK N, Ly UK K. O

Proposicién 1.3.42. Sea v un vértice de un complejo simplicial K. Entonces, 1k(v, K) es colapsable si y
solo si KN\, K~ {v}.

Demostracion. Por 1.3.40, 1k(v,K) es colapsable si y sélo si st(v,K) = vlk(v)\, lk(v,K) =
st(v, K) N (K~ v). Por 1.3.41, esto tltimo ocurre si y sélo si K™\, K~ v. O

1.3.3 Tipo homotépico fuerte

En este apartado presentamos una nocién maés fuerte que la de tipo homotépico simple: la
de tipo homotoépico fuerte Esta teoria fue introducida por J. A. Barmak y E. G. Minian en [8] (ver
también [4], Cap. 5).

Esta nocién adquirird mayor sentido cuando estudiemos el tipo homotdpico de espacios fini-
tos y su conexién con los poliedros compactos.

Definicién 1.3.43. Sea K un complejo simplicial, y sea v € K un vértice.

Se dice que hay un colapso fuerte elemental de K a K \ v si lk(v, K) es un cono simpicial v'L. En
ese caso, se dice que v estd dominado porv’.

Se nota KN, K~ v.
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Figura 1.16: Sucesién de colapsos fuertes.

Proposicién 1.3.44. Si KNE K\ v, entonces KN, K~ .

Demostracion. Supongamos que v € K estd dominado, es decir, lk(v, K) es un cono. Entonces,
por 1.3.36, resulta colapsable.
Aplicando 1.3.42, resulta K\, K\ . O

Definicién 1.3.45. Sea K un complejo simplicial y L < K.

Se dice que hay un colapso fuerte de K a L si existe una sucesion finita de colapsos fuertes
elementales que comienza en K y finaliza en L; se nota K™, L.

La operacién inversa se denomina expansion fuerte.

Definicién 1.3.46. Sean K y L complejos simpliciales.
Se dice que K y L tienen el mismo tipo homotdpico fuerte si existe una sucesioén finita de colapsos
fuertes y expansiones fuertes que comienza en Ky finaliza en L. Se nota K ~ L.

1.4 CW complejos

Los CW-complejos fueron introducidos por J. H. C. Whitehead [30] y son una generalizacién
de los complejos simpliciales; que les quita algo de rigidez, manteniendo la codificacién combi-
natoria de propiedades topolégicas.

1.4.1 Nociones bésicas

Los CW-complejos se construyen con bloques llamados celdas.

Definicién 1.4.1. Un espacio topolégico recibe el nombre de n-celda abierta, o celda abierta de di-
mension n, si es homeomorfo a D™.

La operacién basica que da lugar a la construccion de los CW-complejos es la de adjuntar una
celda.

Definicién 1.4.2. Sean X un espacio topoldgicoy ¢ : S*~! — X una funcién continua. X U e :=
X s D™ es la unién disjunta de X y D™ cocientado por la relacién x ~ f(x) para todo x € S™~ 1.
Al referirnos a esta operacioén, diremos que X U e se obtiene de adjuntarle a X la n- celda e.
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Observar que la adjuncién de una n- celda debe estar definida sobre todo S™!.

(i) (ii)
Figura 1.17: (i) corresponde a la adjuncién de una 1-celda, pero

(ii) no.

Definicién 1.4.3. Un CW-complejo es un espacio topoldgico Hausdorff K, junto con una coleccién
de celdas abiertas {e«} (notamos K™ = U {e : dim(ey) < n}) tal que:

e K=Uqea yexNep = para todo « # B;

e para cada n y para cada n-celda abierta e, existe una funcién ¢« : D™ — X, tal que:

— @«|D™ es homeomorfo a e,

— @«(S™ 1) esta contenido en una unién finita de celdas abiertas de dimensién menor o
igual que n;

e un conjunto F C X es cerrado en X si y sélo si A N € es cerrado en €, para todo «.

K es un CW-complejo finito si la coleccién de celdas que tiene asociado es finita.

Equivalentemente, un CW-complejo finito K es un espacio topolégico tal que existe una suce-
sién finita @ C Xo C X3 C -+ - X = K tal que para cada 0 < 1 < m, X; se obtiene de adjuntarle
una celda a Xj_1, y las celdas se adjuntan en dimensién no decreciente.

Notar que el interior de un n-simplex es en particular una n- celda abierta, y que un complejo
simplicial es un CW-complejo cuya descomposicién en celdas es precisamente el conjunto de

simplices.
. 0 @ -
Xo X X X3

Figura 1.18: Descomposicion en celdas de un 2-toro.

La funcién ¢« asociada a la celda ey se denomina funcion caracteristica de ey; y ©xlSTT se
denomina funcién de adjuncion.

Definicién 1.4.4. Un subcomplejo de un CW-complejo K es un subespacio L, junto con una sub-
coleccion {ep } de celdas de K tal que L = g ep y € C L para todo f3.
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Se deduce de la definicién anterior que L es un subespacio cerrado de Ky que L junto con la
coleccion de celdas {eg } constituye un CW-complejo.
Si L es un subcomplejo de K, se nota L < K, y se dice que (K, L) es un CW-par.

Ejemplo 1.4.5. Si K es un CW-complejo, K™ :={e € K: dim(e) < n} < K(conn € Np) es el
subcomplejo de K formado por las celdas de dimensién a lo sumo n; se denomina n-esqueleto.

T T!

T°=T

Figura 1.19: Esqueletos del 2-toro T.

Definicién 1.4.6. Una funcién continua f : K — L entre CW-complejos se dice celular si f(K™) C
L™ para todo n.

Finalmente, presentamos una clase particular de CW-complejos (que incluye a los complejos
simpliciales), que admitird el desarrollo de una fuerte conexién con la teoria de espacios finitos,
como veremos en el siguiente capitulo.

Definicién 1.4.7. Un CW-complejo K es regular si para cada celda (abierta), e™, la funcién ca-
racterfstica D™ — @™ es un homeomorfismo, 6, equivalentemente, la funcién de adjuncién
$"—T — K es un homeomorfismo con su imagen é™ (el borde de e™).

Una celda e de un CW-complejo regular K es una cara de una celda e’ sie C e’;senotae < e'.

Definicion 1.4.8. La subdivision baricéntrica de K es el complejo simplicial K’ cuyos vértices son
las celdas de K y cuyos simplices son los conjuntos {ep, e, - - - , ex} de celdas tales que e; < ej 1
paratodo 0 <i<k.

1.4.2 Tipo homotépico y homotdpico débil

Comenzamos el estudio del tipo homotépico de los CW-complejos haciendo notar que coin-
cide con el tipo homotépico débil. En algtin sentido, los grupos de homotopia son un conjunto de
invariantes que describe de manera "casi completa” el tipo homotdpico de estos espacios.

Teorema 1.4.9 (Whitehead). Dos CW-complejos son débilmente equivalentes si y sélo si son homotdpi-
camente equivalentes. En particular, los CW- complejos homotdpicamente triviales son contrdctiles.

Demostracién. Ver [17] Teorema 4.5. O

Otra propiedad muy importante que posee la clase de CW-complejos es la de extension de
homotopia.

Teorema 1.4.10 (Propiedad de extensién de homotopia). Supongamos que L < K, con L, K CW-
complejos. Dados X un espacio topolégico y f : K — X una funcién continua y una homotopia H :
L x I — X tal que H(L x {0}) = fl, existe una homotopia H : K x I — X tal que H(K x {0}) = f|y
H(x,t) = H(x,t) paratodox € L, t € L
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Utilizando la ley exponencial, la propiedad anterior se puede expresar en el siguiente dia-
grama:

H 1
—_—

L
||
i Po
7/
7/
K X

_—

£

T

donde po (&) = £(0).
Demostracion. Ver [17] Proposicién 0.16. O

En otras palabras, la inclusién i : L < K es una cofibracion cerrada.

1.4.3 Tipo homotépico simple de CW-complejos

La teoria de homotopia simple para complejos simpliciales fue extendida por J. H. C. White-
head a la clase de los CW-complejos [31] (ver también el libro de Cohen [14]).

Por simplicidad, en esta seccién consideraremos el homeomorfismo (D™, D) = (I1n, 1)
a la hora de trabajar con las celdas de un CW-complejo.

Definicién 1.4.11. Sean K un CW-complejo finito y L un subcomplejo de K. Se dice que hay un
colapso elemental de K a L, y se nota K ~§, L, si

e K=LUe™ 'uUem,
e existe una funcién ¢ : I™ — K tal que:

— @ es la funcién caracteristica de e™,
- @lin-1 es la funcién caracteristica de e™ ',
- (™) c L™, donde ! == 9In — In— 1,

También se dice que hay una expansion elemental de L a K, y se nota L 7 K.

Geométricamente, una expansion elemental de L se corresponde con la adjuncién de un n-
cubo (o n-celda) a lo largo de una de sus caras, mediante una funcién casi sin restricciones.

Inrl

In

Jn—l

Figura 1.20: I™.
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en-l

> o

Figura 1.21: Expansién elemental.

Si g = (p\]nq , entonces @q : (J*1, 9] 1) — (L1, Ln2) y el CW-par (K, L) es isomorfo
a(L . Im,L).
0

Reciprocamente, dado L, cualquier funcién ¢y : (g1, 1) — (L™1,L™2) determina
una expansién elemental. En efecto, si K := L L(‘J) I, o : LUI™ — K es la funcién cociente,
0

en 1= p(in? Jy et = @(IM), resulta queK=LU en~lTuen yLé" K.

Proposiciéon 1.4.12. Si K\, L, entonces L C K es retracto por deformacion fuerte.
Ademds, cualquier par de retracciones por deformacion fuerte de K a L son homotépicas relativo a L.

Tenemos que K = LU e™ ! Ue™ y existe una funcién continua @ : "~ — L™ tal que
(K, L) = (L g I, L).

Para demostrar que L C K es retracto por deformacién fuerte, la idea es anédloga al caso sim-
plicial, si ahora pensamos a ™! como una celda "libre" de e™ y "empujamos" I"~! hacia J*~'.

La demostracién completa de este hecho puede hallarse en [14], (4.1).

Por otra parte, supongamos que 11 y 12 : K — L son dos retracciones por deformacién fuerte.
Entoncesior; ~ 1x ~ioryrel,dondei: L — Kes lainclusién. Luego, 11 = rjoiory ~
T1oioT) =T3.

Definicién 1.4.13. Sean K y L un CW-complejos finitos.
Se dice que K colapsa a L (o que L se expande a K) si existe una sucesién finita K = Ko, Ky, - - -,
n = L de CW-complejos finitos tales que K; ~§, K; 1 para todo 0 < i < n. Senota K\ L (resp.
L K).

Se dice que K y L tienen el mismo tipo homotdpico simple (o son simplemente equivalentes) si
existe una sucesioén finita K = Ko, Ky, -+, Ky, = L de CW-complejos finitos tales que para cada
0<i<n, K™ Kipq 0Ky V‘KH].SenotaK/\J L.

Si durante la sucesion de colapsos y expansiones no se remueve ninguna celda de un subcom-
plejo Ko comtn a Ky L, se nota K ™\, L rel K.

Una sucesion finita de expansiones o colapsos elementales se llama deformacién formal.

Sea K = Koy — Ky — -+ = K, = L una deformacién formal. Definimos f; : K; — Kj1
como: la inclusion, si Ki €Ki 1,y como alguna retraccién por deformacion fuerte de K; en Ki 1
siKi NS Kiyg.

fi:=fn_10---0fy ofyse denomina deformacion. Notar que f es una equivalencia homotépica
celular univocamente determinada (salvo homotopia, ver 1.4.12), por la deformacién formal dada.

Una equivalencia homotdpica simple f : K — L es una funcién (no necesariamente celular) que
es homotépica a una deformacion.
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Los colapsos y expansiones elementales en una deformacién formal pueden ordenarse de
manera particular.

Proposicién 1.4.14. Si K\, L, entonces toda sucesién de colapsos elementales de K a L puede reordenarse
de la forma K = Ko g K1~ --- N Kq = L, donde K; = Kj g Ue™ U ei— ! donde ng > nqy >
e >mng1. Es decir, los colapsos elementales pueden ordenarse de manera decreciente en dimension.

Proposicién 1.4.15. Si K N\, L, entonces existen CW-complejos Ly Z tales que K2 Z\, L = L. Es
decir, todas las expansiones pueden realizarse primero.

Para finalizar este capitulo, simplemente observamos sin profundizar algunos hechos impor-
tantes relacionados al grupo de Whitehead. Para una exposicién completa de esta teoria, remiti-
mos al lector al libro de Cohen [14].

Observacién 1.4.16. Hemos mencionado que el grupo de Whitehead mide la obstruccién para
que el tipo homotdpico de un espacio coincida con su tipo homotépico simple. Precisamos a
continuacién este hecho. Sea K un CW-complejo finito. Entonces para cualquier CW-complejo L
tal que K C L es un retracto por deformacion fuerte, resulta L /™, K rel K siy sélo si el grupo de
Whitehead de K, denotado por Wh(K), es nulo.

El grupo de Whitehead Wh(K) de un CW-complejo conexo K es el grupo de Whitehead de
su grupo fundamental Wh(7t; (K)); donde el grupo de Whitehead Wh(G) de un grupo G es un
cociente del primer grupo de K-teorfa K (Z(G)).

Por ejemplo, si G es un grupo libre, entonces Wh(G) = 0. En particular, los CW-complejos
contréctiles son simplemente equivalentes a un punto.
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Capitulo 2

Espacios finitos

2.1 Introduccidon

Los espacios topoldgicos finitos pueden ser utilizados para investigar problemas muy profun-
dos de la Topologia algebraica. Su gran utilidad se debe a que pueden conjugarse su estructura
topolégica y su estructura combinatoria. En este sentido, en 1937, P. S. Alexandroff muestra que
los espacios finitos Ty y los conjuntos finitos parcialmente ordenados (posets) son esencialmente
los mismos objetos [1].

En 1966, M. C. McCord [23] describe una maravillosa relacién entre espacios finitos y poliedros
compactos, que constituye el puente fundamental entre topologia y combinatoria sobre el que se
basa la teorfa. A cada X espacio finito Ty le asigna un complejo simplicial, denotado por K(X), que
verifica que |KC(X)| &2 X. Reciprocamente, a cada complejo simplicial finito K le asigna un espacio
finito Ty, denotado por X'(K), débilmente equivalente a |K|. La correspondencia no es biyectiva,
pero alcanza para notar que los tipos homot6picos débiles de los espacios finitos se corresponden
con los tipos homotépicos de los poliedros compactos.

K
{Complejos simpliciales finitos} > {Espacios topolégicos finitos T}
X

Por su parte, en el mismo afio, R. E. Stong [27] utiliza la estructura de poset asociada los
espacios finitos Ty para estudiar sus tipos homotépicos. Mas tarde, en 2009, ]. A. Barmak y E. G.
Minian [8] prueban que éstos se corresponden con los tipos homotépicos fuertes de los complejos
simpliciales finitos.

La perspectiva combinatoria de Stong fue el punto de partida de un nuevo modo de estudiar
los tipos homotopicos de los espacios finitos. Valiéndose de la caracterizacién de Alexandroff,
utiliza como herramienta para tal estudio el proceso de remover cierto tipo de puntos (que de-
nomin linear y colinear points, luego llamados up y down beat points) del espacio finito, sin alterar
su tipo homotépico.

En esa direccién, en 2008 Barmak y Minian [6] generalizan la definicién de beat point, presen-
tando a los weak points, que constituyen un elemento muy titil en el estudio del tipo homot6pico
simple de poliedros. En [6], se define el tipo homotépico simple de espacios finitos, que se corre-
sponde con el tipo homotépico simple de complejos; siendo el puente para esta correspondencia
las funciones de McCord.

El siguiente esquema muestra las relaciones existentes entre espacios finitos Ty y complejos
simpliciales.
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XY o X A Y ———— XY

ﬁ H ﬂ

K(X) = K(Y) == K(X) "\, K(Y) == K(X) = K£(Y)

Se he

X(K) ~X(L) == X(K) /\, X(L) == X(K) &= X(L)

he we

ﬂ ﬂ ﬂ

K;E:L:>K/\ L:>Kh:el_

En este capitulo expondremos los resultados mas importantes sobre la teoria de espacios fini-
tos. Las referencias de este capitulo seran los articulos [1],[23],[27],[5],[6],17],[8] y la tesis doctoral
de Barmak [4].

2.2 Espacios finitos y posets

Un conjunto finito preordenado es un conjunto finito dotado de una relacién reflexiva y transi-
tiva.

Veamos que los espacios finitos y los conjuntos finitos preordenados son el mismo objeto mi-
rado desde distintas perspectivas.

Sea X un espacio finito. Definimos, para cada x € X, el abierto minimal U, como la intersec-
cién (finita) de todos los abiertos que contienen a x. Es fécil ver que {Uy : x € X} es una base para
la topologia de X. Asociamos un preorden a X definido pory < xsiysélosiy € Uy.

Reciprocamente, sea X un conjunto preordenado. Definimos una topologia en X dada por la
base {{y eX:y gx}:xeX}.

Las dos aplicaciones anteriores son mutuamente inversas, y permiten combinar en el mismo
objeto dos dngulos distintos de estudio: el topolégico y el combinatorio.

Notar que los conjuntos abiertos de X se corresponden con los down-sets! (conjuntos "cerrados
por tomar menor").

Recordar que un espacio topolégico X es Ty si para cada par de puntos x,y € X, existe un
abierto U C Xtal queobienx € Uey ¢ U, obienx ¢ Uey € U. La antisimetria de un preorden
finito se corresponde exactamente (mediante esta aplicacién) con el axioma de separacién Ty.
Luego, los espacios finitos Ty estdn en correspondencia con los posets finitos.

Ejemplo 2.2.1.

(i) Elespacio finito X = {x, y} cuyos abiertos son {&, {x, y}} se corresponde con el preorden cuyas
relaciones de ordenson: x < x,y <y, x <yey < x.

(i) El espacio finito Tp Y = {a, b, c} cuyos abiertos son {, {b},{c},{b, c},{a, b, c}} se corresponde
con el poset cuyas relaciones de ordenson: a < a,b<b,c <c,b<ayc<a.

Notar que, mediante la correspondencia anterior, Uy = {y € X :y < x}. Se denota por Fy
al conjunto {y € X : y > x}, que coincide con la clausura de {x} en X. Ademads, 0y = {fy e X:
y <x}=Ux\{x}y Fy = {y € X:y > x} = Fx ~{x}. Six pertenece a varios espacios finitos,
colocaremos un supraindice denotando el espacio donde estamos considerando los conjuntos
anteriores; es decir, escribiremos Uff, Fff, ﬂf((, 1%, etc.

1Dado X un conjunto preordenado, U C X es un down set si para todo x € U, siy < x, entonces y € U.
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Definicién 2.2.2. Sean x,y elementos de un poset finito X.
Se dice que x ey son comparables siy s6losix <yoy < x.
Se dice que y cubre a x si x <y y no existe z € X tal que x < y < z. Se nota x < y.

Se nota por Cy al subespacio de X de elementos comparables con x, es decir, Cx = Ux UFy;y
por Cya Cyx ~{x).

Definicién 2.2.3. Sea X un poset finito. El diagrama de Hasse de X es el digrafo 2 H(X) cuyos
vértices son los puntos de X y cuyas aristas son los pares ordenados (x,y), con x < y.

En la representacion gréfica de un diagrama de Hasse, en lugar de dibujar una flecha desde x
hacia y, ubicamos a x debajo de y.

X (2 H(Xq) !,-/\-c

X3 © H(X3)

Figura 2.1: Diagramas de Hasse de espacios finitos.

Definicién 2.2.4. Sea X un poset finito.
La longitud de una cadena xp < x7 < - -- < xp de X es n.
La altura de X, denotada por h(X), es el médximo de las longitudes de las cadenas en X.

Definicién 2.2.5. Un poset finito X se dice homogéneo de dimension n si toda cadena maximal en X
tiene longitud n.

Definicién 2.2.6. Un poset finito X se dice graduado si Uy es homogéneo para todo x € X.

En ese caso, el grado de x, denotado por deg(x), es la dimensién de U.

Dado 0 < p < h(X)—1, el piso [p,p+ 1] de X es el subposet de X de altura 1 determinado por
los puntos de X de gradopyp + 1.

Por ejemplo, en la figura 2.1, los posets asociados a X y X3 son graduados, aunque el asociado
a Xy nolo es.

Definicién 2.2.7. Dado X un poset finito, se define el poset opuesto o dual X°P como aquel que
tiene el orden opuesto al de X; es decir, x < yen X°P siysélosiy < xen X.

De aqui en adelante trabajaremos con espacios finitos Ty, y sus posets asociados.

A continuacién exponemos dos resultados que muestran como traducir ciertas propiedades de
espacios finitos y funciones entre ellos en términos de los preérdenes que éstos tienen asociados.

2Para un desarrollo sobre conceptos basicos de teoria de grafos, ver el capitulo 7, seccién 7.2.
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Proposicién 2.2.8. Una funcion f : X — Y entre espacios finitos es continua si y sélo si preserva el
orden.

Demostracion. =) Sean x < x’ puntos de X. Dado que f es continua, f~! (Ug(x/)) es abierto.
Luego, como x’ € f! (Ug(x7)) ¥y Uy es el abierto minimal que contiene a x’, resulta U, C
1 (Ug(x)). En conclusion, tenemos que x € Uy, C 1 (Ug(xr)). En particular, f(x) < f(x).

&) Basta ver que 1 (Uy) es abierto (es decir, down-set) para todoy € Y.

Seay € Y,yseax € f~1(Uy). Vale que para todo x’ < x se tiene que x’ € f~1(Uy,). En efecto,
dado que f preserva orden, si x’ < x, entonces f(x) < f(x/) < y. O

Proposicién 2.2.9. Sean f, g : X — Y dos funciones entre espacios finitos. Son equivalentes:
(a) f~g;

(b) existe una sucesion finita fo, fq,- -+, fn tal que f =fo < f1 > 1 < - f5y = g (donde f; < fjsiy
solo si fi(x) < fj(x) para todo x € X);

(c) existe una sucesion finita f = fo,f1, -+ ,fn =gtal que V0 <i <mn, Ix; € X que cumple:
o fi y i1 coinciden en X \ {xi},

o filxi) < fipr1(xi)ofipr(xi) < filxyi).

Mis aiin, si A C X, f >~ g rel A siy sélo siocurre (b) o (c), donde las funciones involucradas son tales
que fi|A = f|A.

Demostracion.Ver [4], Corolario 1.2.6 y Lema 2.1.1. O
Corolario 2.2.10. Todo espacio finito con mdximo o minimo es contrdctil.

Demostracion. Si ¢ es maximo, entonces 1x < ctec . Por la proposicién anterior 1x =~ cte.. Si
X tiene minimo, el razonamiento es analogo. O

Proposicién 2.2.11. Sea X un espacio finito. La siguientes propiedades son equivalentes:
(i) X es un espacio topoldgico conexo.
(ii) X es un espacio topoldgico arcoconexo.

(iii) X es conexo por orden; es decir, para todo par de puntos x,y € X, existe una sucesion finita x =
X0,X1, "+ ,Xn =Y de puntos de X tal que los puntos consecutivos son comparables.

Demostracion. Ver [4], Proposiciéon 1.2.4. O

Si X es Tp, entonces que X sea conexo también equivale a que el diagrama de Hasse de X sea
un grafo conexo.

2.3 Operaciones entre espacios finitos

Definicién 2.3.1. Sean X e Y espacios finitos Tp.

El join X ® Y entre X e Y es el poset cuyo conjunto subyacente es X LI Y y cuyo orden es: entre
elementos de X o de Y, el orden original; y se toma x <y paratodox € Xey € Y.

SiY =%, X @Y se denomina el cono no Hausdorff de Y, y se nota C(X).

SiY es el espacio discreto de dos puntos, X @ Y se denomina la suspensién no Hausdorff de X, y
se nota 5(X).
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El diagrama de Hasse de X @ Y se obtiene colocando el diagrama de Hasse de Y " arriba" del
de X, y agregando una arista entre x e y para cada x maximal de X e y minimal de Y.

Y ®] XaY ®]

®0 ®0

X X

o o4 o L ¥

Figura 2.2: Join.

Y * o S(X) 0 .
X ®q *y °, *,
.C .d .C .d

Figura 2.3: Suspensién no Hausdorff.

X I

o *q

b

d

Figura 2.4: Cono no Hausdorff.

Observacién 2.3.2. Si X e Y son espacios finitos Ty, la topologia producto en X X Y coincide con
el poset producto. Concretamente, X X Y es el poset con elementos {(x,y) : x € X,y € Y}, y cuyo
orden esta dado por (x,y) < (x’,y’)siysolosix < x" ey <y’ paratodox,x’ € X,y,y’ €Y.
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Y e XxY ®(a,1) ®(v,1)

®0 ®(a,0) ®(b,0) ®(c,1) ®4,1)
L1 L6

Figura 2.5: Producto.

La construccién del diagrama de Hasse de X x Y a partir de H(X) y H(Y) no es tan simple
como en el caso anterior. Notar que H(X X Y) no verifica que hay una arista de (x,y) a (x’,y’) si
y s6lo si hay una arista de x a x" en H(X) y una de y ay’ en H(Y). Tampoco vale que hay una
arista de (x,y) a (x’,y’) siy s6lo si hay una arista de x a x’ en #(X) ounadeyavy’en H(Y). Para
construir H (X x Y) hay que considerar H (X X {y}) para caday € Y, y luego agregar una arista de
(x,y) a (x,y’) por cada arista de y ay’ en H(Y).

Si X es un espacio finito To y A C X un subespacio, el espacio cociente X/ A no necesariamente
es Tp.

Por ejemplo, sea X es el espacio finito Ty cuyo poset asociado es 0 < 1 < 2. Si A = {0,2},
entonces X/A (con la topologia cociente) es el espacio indiscreto de dos elementos {0, 1} (notar
que {0} y { 1} no son abiertos en X/A pues {0, 2} y { 1} resp. no lo son en X).

2 2
1 1
o\
X X /A
Figura 2.6: Cociente de espacios finitos Ty no necesariamente

es Tp.

Barmak y Minian obtuvieron condiciones necesarias y suficientes para que X/A sea Ty ([4],
2.7.8.):

Proposicién 2.3.3. X/A noes Ty si y sélo siexisten a < x <b,cona,b € Ayx € X\ A.
Un caso particular de cociente de espacios finitos es la unién en un punto o wedge.

Definicién 2.3.4. Sean (X, x¢) e (Y,yo) espacios punteados.
El wedge entre X e Y es el espacio finito Ty definido por X V'Y = (XU Y)/{x0, Yo}
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Notaremos por Xy a la clase de x¢.
Claramente X V'Y cumple las condiciones necesarias de 2.3.3 para ser Tj.
El diagrama de Hasse de X V'Y es la unién de los diagramas de Hasse de X e Y, identificando

Xp con yop.

Ejemplo 2.3.5.
° ° Y ° XVY ° ° °
X , X1
° / ° ° ° ° °

2.4 Espacios finitos y tipo homotépico de poliedros

En 1966, M. C. McCord [23] prueba que existe una correspondencia biunivoca entre la clase
de los tipos homotépicos de los poliedros compactos y la de los tipos homotépicos débiles de los
espacios finitos Ty, mediante las aplicaciones Ky X (ver 2.4.1, 2.4.8).

Definicién 2.4.1. Sea X un espacio finito To. El complejo simplicial K(X) asociado a X (también
denominado order complex) es el complejo simplicial cuyos vértices son los puntos de X y cuyos
simplices son las cadenas no vacias de X.

X . K(Xq)

7N Y

b c

. c d

X2 | K(X3)

o :

. \ b a

¢ d

a d

X3 5 7 KIX3)

[><]

4 ¢ b

Figura 2.7: Complejos simpliciales asociados a los espacios
finitos de la Figura 2.1.

Definicién 2.4.2. Si f : X — Y es una funcién continua entre espacios finitos Ty, la funcion
simplicial asociada IC(f) : KC(X) — K(Y) se define por KC(f)(x) = f(x). 3

3Si{xg,X1, - ,Xn}€s un n- simplex de K(X), entonces KC(f)({xo, X1, -+, xn}) = {K(f)(x0), L(f)(x1),- -+, K(f)(xn)} =
{f(xo0), f(x1), -+, flxn)}
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Notar que si f : X — Y es una funcién continua entre espacios finitos Ty, entonces preserva
orden. Luego, manda cadenas en cadenas y K(f) : JC(X) — K(Y) resulta simplicial.

Observacién 2.4.3. Si X es un espacio finito Tp, K(X) = K(X°P).

Sea X un espacio finito Ty. Un punto o« de la realizacién geométrica [/C(X)| de K(X) es una
combinacién convexa
T
o= Z tixi,
i=0

con) i sti=1,t >0paratodo0 <i<ryxp<x <--+<xrunacadenaen X.
Llamaremos soporte de o al subconjunto sop(o) = {xp, %1, -+ , %} C X.

Definicién 2.4.4. Sea X un espacio finito Typ. Se define la funcién de McCord px : [K(X)] — X
por px (o) = min(sop(a)) para todo « € [KC(X)].

Teorema 2.4.5. Para todo X espacio finito Ty, la funcion de McCord nx es una equivalencia homotdpica
debil.

La idea de la demostracion es probar que para todo x € X, u; (Uy) es abierto y contréctil.

Que u;] (Uy) sea abierto implica que px es continua.

Por otra parte, hay que notar que U, es contrictil pues tiene maximo. Luego, que u;(] (Ux)

PR . L1 . . L. 1

sea contractil implica que ”Xh&] (Uy) * Mx (Ux) — Uy es una equivalencia homotépica débil
para todo x € X.

Por el Teorema de McCord 1.2.6, sigue el resultado.
La demostracién completa puede hallarse en [4] Teorema 1.4.6.

Observacion 2.4.6. Sif: X — Y es una funcién continua entre espacios finitos Ty (es decir, que
preserva orden), entonces el siguiente diagrama conmuta.

Hx Ky

X Y
En efecto, para cada « € |[K(X)] se tiene
foux(a) =f(min(sop(«))) = min(f(sop(«))) = min(sop(|(X)|(e))) = py o [K(f)[(ex).

Corolario 2.4.7. Sea f : X — Y una funcion continua entre espacios finitos To. Entonces f es una
equivalencia homotopica débil si y sélo si IC(f) : K(X) — K(Y) es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Dado que px es una equivalencia homotépica débil, por la propiedad 2 de 3, f
es una equivalencia homotépica débil si y sélo si f o px lo es.

Como el diagrama de la Observacién 2.4.6 conmuta, f o ux = py o |[K(f)[.

Por tltimo, dado que py es una equivalencia homotépica débil, nuevamente por la propiedad
2 de 3, py o [KC(f)| es una equivalencia homotdpica débil si y sélo si lo es |[KC(f)].

Y como [KC(f)] es una funcién entre CW-complejos, |K(f)| es equivalencia homotépica débil si
y sélo si es equivalencia homotépica. O
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Definicién 2.4.8. Sea K un complejo simplicial finito. El espacio finito Ty asociado a K (denominado
face poset) es el poset X' (K) de simplices de K ordenados por la inclusién.

acd
_{_$.cd Jbd  ce  de
N/ A
‘a ¢ 4 b ¢

C

K X (Ky)

VgV ¥ V3

T e

VoV Vo g VoV iV3s « VoV2V3 o ViVaV3
VoVie Vglae Volie elyVs e ViV3  eVoV3
- . -
Vo V) V2 V3

Figura 2.8: Espacios finitos asociados a los complejos simpli-
ciales de la Figura 1.5.

Definicién 2.4.9. Si ¢ : K — L es una funcién simplicial entre complejos simpliciales finitos,
existe una funcién continua X (f) : A(K) — A&(L) definida por X (¢)(0c) = ¢(0) para todo
simplex o € K.

Observaci6n 2.4.10. Si K es un complejo simplicial finito, entonces K (X (K)) = K/, la subdivisién
baricéntrica de K.

Figura 2.9: K(X(K)).
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Definicién 2.4.11. Sea K un complejo simplicial finito. Sea sk : |K/| — [K| el homeomorfismo
lineal definido por sk (0) = b(0) para cada simplex o € K.
Se define la funcién px de McCord por pg = py k) © s? K] — X (K).

Teorema 2.4.12. Para todo K complejo simplicial finito, la funcion de McCord ny es una equivalencia
homotdpica débil.

Demostracion. Sigue de notar que py es, en particular, una composicién de equivalencias ho-
motopicas débiles. O

Definicién 2.4.13. Sean X un espacio finito e Y un espacio topolégico. Se dice que X es un modelo
finitode Ysi X &2 Y.

Para todo poliedro Y, si K es una triangulaciéon de Y, entonces &'(K) es un modelo finito de Y.

Un problema de dificil resolucién es el de hallar modelos finitos de cardinal minimo, llamados
modelos finitos minimales. Por ejemplo, el singleton es el tinico modelo finito minimal de cualquier
espacio homotdpicamente trivial. En [5] pueden hallarse los modelos finitos minimales de las
esferas.

Observacién 2.4.14. De modo andlogo al caso de los complejos simpliciales finitos, se puede
realizar la construccién del face poset en la clase de los CW-complejos regulares.

Se define el face poset X' (K) de un CW-complejo regular K como el poset de las celdas ordenadas
por < (ver 1.4.7).

Vale que K(X(K)) = K’ (ver definicién 1.4.8) y que X(K) ~ K.

Proposicién 2.4.15. Si ¢ : K — L una funcion simplicial entre complejos simpliciales finitos, entonces
el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia.

K| ——— 1L

MK HL
X (K X(L
(K) —5—X(L)
Demostracion. Ver [4], Proposicién 1.4.13. O

Corolario 2.4.16. Sea ¢ : K — L una funcion simplicial entre complejos simpliciales finitos. Entonces
|| es una equivalencia homotdpica si y sélo si X (@) es una equivalencia homotdpica débil.

De 2.4.7 y 2.4.16 se deducen las siguientes equivalencias.

Teorema 2.4.17.
(a) Sean X e Y espacios finitos To. Entonces X 22, Y si y sélo si [IC(X)] ~ IKC(Y)].
(b) Sean Ky L complejos simpliciales finitos. Entonces [K| ~[L| si y sélo si X (K) zz X (L).

Se tiene entonces la siguiente correspondencia:

K
{Poliedros compactosy ; {Espacios topoldgicos finitos Ty}
he X we
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Definicién 2.4.18. Dado X un espacio finito Ty se define la subdivision baricéntrica de X como
X' = X(K(X)); es decir, como el poset de las cadenas no vacias en X ordenadas por la inclusion.

cha

o c d T
b./ cb.A \.ba da
!'). ¢ ;.'

c d b a =

d

X2 K(X2) X(K(Xz)) = X3
Figura 2.10: X (K(X)).

Observacién 2.4.19. Hemos visto que para cualquier complejo simplicial finito K vale que K ™\,
K’

Si X es un espacio finito, podemos afirmar que X 22 X', pues la funcion py(x) o ux : X — X/
es una equivalencia homotépica débil.

En la seccién 2.6 expondremos la nocién de homotopia simple para espacios finitos Ty, y vere-
mos que X N\, X’ (ver 2.6.10).

Definicién 2.4.20. Sean X un espacio finito Tp y x un punto de X.
Se define el link de x en X como 1k(x, X) = Cy, y el star de x en X como st(x, X) = Cy.

Notar que éx = Uy & Fy.

Observacién 2.4.21. Sea X un espacio finito Ty y sea x un punto de X. Valen las siguientes igual-
dades:

@) K(lk(x, X)) = K(Cx) = k(x, K(X));
(b) K(st(x, X)) =K (Cyx) = st(x, K(X)).

Proposicién 2.4.22. Sean (X,xp) e (Y,yo) espacios finitos Ty punteados. Valen las siguientes afirma-
ciones:

(i) K(X@&Y)=K(X)=*K(Y);
(i) |K(XxY)| = [K(X)] x [K(Y)];
(iii) [KC(X/A) EIKX)/IK(A), pero [IC(X" /AN = KX /IKC(AT)];

(iv) [IK(XVY)| = [K(X)|VIK(Y)|y existe una equivalencia homotdpica débil |IC(X)|V IIC(Y)] — X VY.

Demostracion.

(i) K(X®Y) es el complejo simplicial cuyos vértices son los puntos de X ® Y y cuyos simplices
son las cadenas en X ® Y. Por definicién de X @ Y, se puede reformular el conjunto de vértices
como X LY y alos simplices como uniones de cadenas en X con cadenas en Y. Luego, sigue
la igualdad (X @ Y) = K(X) = K(Y).

(if) Ver [4], Proposicién 2.7.5.
(iii) Ver [4], Ejemplo 2.7.9 y Corolario 7.2.2.
(iv) Ver [4], Proposicién 4.2.25. O

41



24.1 Join, producto y wedge.

De las equivalencias de 2.4.17 derivan algunas relaciones entre el tipo homotépico débil de
espacios finitos y la operaciones expuestas en 2.3 (join, producto y wedge).

Proposicién 2.4.23. Sean X,Y son espacios finitos Ty. Si X 0 Y es homotdpicamente trivial, entonces
X @Y también lo es.

La demostracion sigue de aplicar la equivalencia 2.4.17 (a) y la identidad 2.4.22 (i).
Puede hallarse en [4], Proposicién 6.2.11, o en [7] Proposicién 3.17.

Proposicién 2.4.24. Si X, Y son espacios finitos Ty, entonces X x Y es homotdpicamente trivial si y sélo
si X eY lo son.

Demostracion. X x 'Y es homotépicamente trivial si y s6lo si X X Y a2 x.

Por 2.4.17 (a), lo anterior es equivalente a que [K(X x Y)| ~ .

Por otra parte, por 2.4.22 (ii), [IC(X x Y)| = [KC(X)| x [KC(Y)].

Y ademas se tiene que |/C(X)| x [IC(Y)] ~ x siy sélo si [KC(X)|y IKC(Y)] son contractiles (vale para
espacios topolégicos en general, ver 2.5.1).

Aplicando nuevamente 2.4.17 (a), se tiene que [KC(X)| y [KC(Y)| son contréctiles siy s6losi X e Y
son homotdpicamente triviales. O

La demostracién de la siguiente propiedad se encuentra en [4], la incluimos por completitud.

Proposicién 2.4.25. 5i X,Y son espacios finitos Ty, entonces X V'Y es homotdpicamente trivial si y sélo si
XeY loson.

Demostracion. Por 2.4.22 (iv), X V'Y es homot6picamente trivial si y sélo si [KC(X)| V [IC(Y)] es
homot6picamente trivial. Por el Teorema de Whitehead 1.4.9, lo anterior equivale a que |IC(X)|V
|KC(Y)| sea contractil.

Pero [KC(X)| V [IC(Y)] es contractil si y sélo si [KC(X)| y [KC(Y)] lo son (vale para espacios topologi-
cos en general, ver 2.5.1).

Y por la equivalencia 2.4.17 (a), [IC(X)| y K (Y)| son contrictiles si y s6lo si X e Y son homot6pi-
camente triviales. O

2.5 Espacios finitos y tipo homotépico fuerte de complejos

En 1966, Stong [27] estudia los tipos homotdpicos de los espacios finitos Ty utilizando su es-
tructura combinatoria e inaugurando los métodos de reduccién de un punto.

En 2009, Barmak y Minian [8] prueban que éstos se corresponden con los tipos homotépicos
fuertes de los poliedros compactos, utilizando las funciones 'y X de McCord.

Comenzamos repasando el estudio de Stong del tipo homotépico de los espacios finitos Tp.

Definicién 2.5.1. Sea X un espacio finito Tp.

Un punto x € X esun down beat point six cubre uno y s6lo un elemento de X; equivalentemente,
si Uy := Uy ~ {x} tiene maximo. De manera dual, x € X es un up beat point si x es cubierto por uno
y s6lo un elemento de X; equivalentemente, si Py := Fx ~ {x} tiene minimo.

Es facil reconocer los beat points en el diagrama de Hasse del espacio: los down beat points
son los puntos que estdn en el extremo superior de una tnica arista, y los up beat points son los
que estdn en el extremo inferior de una tnica arista.
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Definicién 2.5.2. Sea X un espacio finito Tp.

Si x € X es un down beat point, entonces se dice que hay un colapso fuerte elemental de X
a X\ {x}, y se nota X\{ X \ {x}. Si existe una sucesiéon de colapsos fuertes elementales que
comienzan en X y terminan en un espacio finito Y, se dice que X colapsa fuertemente a Y, y se nota

X\ Y.

Proposicién 2.5.3. Sea X un espacio finito To y x € X un beat point. Entonces X \.{x} C X es un retracto
por deformacion fuerte.

Demostracion. Supongamos que x es un down beat point de X. Entonces hay una tnica arista
en el diagrama de Hasse H(X) que tiene a x en el extremo superior. Sea y el extremo inferior de
esa arista (formalmente, y = max(l,).

Definimos la retracciéon r : X — X\ {x} por r(x) = y y 7Ixjx} = Ix.qx}- Claramente v
preserva orden (y luego, por 2.2.8, es continua) y ior = Tx () (donde sii: X\ {x} — Xesla
inclusién). Mdas atin, ior < 1x rel X \ {x} y luego, por 2.2.9,ior =~ 1, rel X \ {x}.

La demostracién si x es up beat point es andloga. O

Definicién 2.5.4. Un espacio finito Ty es minimal si no tiene beat points. Un core de un espacio
finito X es un espacio minimal que es retracto por deformacién fuerte de X.

Teorema 2.5.5. Una equivalencia homotdpica entre espacios finitos es un homeomorfismo. En particu-
lar, el core de un espacio finito es 1inico salvo homeomorfismo y dos espacios finitos son homotdpicamente
equivalentes si y sélo si tienen cores homeomorfos.

Demostracién. Ver [4] Corolario 1.3.7 O

En particular, para hallar un core de un espacio finito basta remover sucesivamente beat points
hasta que no quede ninguno.

Ejemplo 2.5.6. Hemos visto que un espacio finito Ty con maximo o minimo es contractil. Clara-
mente la reciproca no vale, existen infinitos contraejemplos. Vemos a continuacién el mas sencillo.
€ (54

o \ N\ o

Ejemplo 2.5.7. Consideremos el siguiente espacio finito G, denominado el Gato Tuerto:

XN
XX

°
Figura 2.11: G.

.X

G es contréctil, pero x es su tinico beat point. Luego, G no colapsa fuertemente a x.

Para espacios de altura 1 todo punto es retracto por deformacioén fuerte del espacio.
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Proposicién 2.5.8. Los espacios finitos de altura 1 contrdctiles colapsan fuertemente a cualquier punto.

Demostracion. Razonemos por el absurdo. Supongamos que existe x € X tal que X no colapsa
fuertemente a x. Dado que todo core de X es un punto, existe Y tal que X \\y Y \J\ *, y x es el
tnico beat point de Y. Notar que [Y| > 3.

Si x es down beat point de Y, entonces existe un tinico punto y de Y (de grado 0) cubierto por
X.

Sea z ¢ {x,y}. Veamos que z no es beat point de Y \ {x}. Notar que z no es comparable con x,

pues en tal caso deberia ser z < x, peroy es el tinico punto cubierto por z. Entonces CZ\{X} = CY.
Dado que x es el tinico beat point de Y, z no es beat point de Y ~\ {x}.

Procedemos de manera andloga, si x es up beat point de Y

Luego, hemos visto que si Y tiene un tinico beat point, entonces Y \ {x} tiene a 1o sumo un beat
point.

Dado que [Y]| > 3 e Y es contractil Y \ {x} debe tener beat points.

Sixj es el tinico beat point de Y \ {x}, entonces, razonando de manera analoga, Y \ {x, x1 } tiene
a lo sumo un beat point.

Siguiendo este razonamiento si

YN Y SNOx NG Y SN Gx, % Ny Ny Y N XX, %0, 0, xn )

en cada paso los espacios tienen a lo sumo un beat point.
Pero Y \\\ *; el pentltimo espacio en la sucesién de colapsos fuertes debe tener dos puntos,
por lo que tiene dos beat points, llegando entonces a un absurdo. O

Finalmente, veamos la correspondencia entre tipos homotépicos fuertes de complejos simpli-
ciales finitos y tipos homotdpicos de espacios finitos Tp.

Teorema 2.5.9.

(a) Sean X e'Y espacios finitos Ty. Si X h:eY, entonces K(X) /N, K(Y). Mds aiin, si X\ Y,
entonces KC(X)N\, K(Y).

(b) Sean Ky L complejos simpliciales finitos. Entonces K L si y solo si X(K) ~ X(L). Mds
atin, si KN, L, entonces X (K)N\, X' (L).

Demostracion. Ver [8], Teoremas 4.13, 4.14 y 4.19 o [4] Teoremas 5.0.15 y 5.0.16. O

Se tiene entonces la siguiente correspondencia:

{Complejos simpliciales finitos} ‘ {Espacios topolégicos finitos TOV
~ X s ~
Se he

2.5.1 Join, producto y wedge

Existen relaciones entre la contractibilidad de los espacios finitos y las operaciones definidas
en 2.3: join, producto y wedge.
Respecto del join, vale que:

Si X, Y son espacios finitos, entonces X ©'Y es contrictil siy sélo si X 0'Y lo es.

La demostracién de este hecho puede hallarse en [4], Proposicién 2.7.3.
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En relacién al producto, vale la siguiente equivalencia:
Si X, Y son espacios finitos, entonces X X Y es contrdctil siy sélo si X e Y lo son.

Mas atn, lo anterior ocurre para espacios topologicos en general.

En efecto, supongamos que X X Y es un espacio contréctil. Entonces existe una homotopia
H:XxYXI-— XxYtalque Ho = Ixxyy Hi = cte(y, y,)- Sipx : X X Y — Xes la proyeccion
a la primera coordenada, entonces la funcién F : X x I — X definida por F(x, t) = px o H(x,yo, t)
es una homotopia entre 1x y ctex,. Andlogamente, la funciéon G : Y x I — Y definida por
G(y,t) = py o H(xo,Y, t) es una homotopia entre 1y y ctey,.

Reciprocamente, si X e Y son espacios contréctiles con homotopias asociadas F: X x I — X
y G : Y xI — Y respectivamente; entonces la funcién F x G definida por (F x G)(x,y,t) =
(F(x,t), G(y,t)) es una homotopia entre Txxy y una funcién constante. Luego, X X Y resulta
contréctil.

Por tltimo, respecto del wedge, vale la siguiente implicacién estricta:
Si X, Y son espacios finitos tales que X \/'Y es contrdctil, entonces X e Y lo son.

Este hecho también ocurre para espacios topolédgicos en general. En efecto, sea H : X V'Y x
I — X V'Y una homotopia entre 1x\/y y una funcién constante. Sii: X — XV Y es la inclusién,
y1T:XVY — Xla retraccién que manda Y a yo, entonces la homotopiaroH(i x 11) : X x I — X
entre 1x y una constante muestra que X es contréctil. De manera anédloga se ve que Y también lo
es.

La reciproca no vale para espacios finitos. Para notarlo, basta considerar la unién en x (ver
figura 2.12) de dos copias del espacio G de la figura 2.11, denominado Gato Tuerto. Cada copia es
contréctil, pero G V G no tiene beat points y luego no es contractil.

A7 TSI

Figura 2.12: GV G.

2.6 Espacios finitos y tipo homotépico simple de complejos

En 1999, T. Osaki [26] exhibe una relacién entre espacios finitos y tipo homotépico simple de
complejos simpliciales. Muestra que si X\\§, X \ {x}, entonces (X \ KX~ {x}) y luego, que
para cualquier par de espacios finitos To X e Y, si X ~ Y, entonces KC(X) /™, K(Y

Sin embargo, mds tarde se muestra que no hay una correspondenc1a entre estas clases4: existen

espacios finitos que no son homotdpicamente equivalentes, y sus complejos asociados tienen el
mismo tipo homotépico simple. Por ejemplo, consideremos los espacios finitos de la Figura 2.13.

4Hemos visto en 2.5 que los tipos homot6picos de espacios finitos se corresponden con los tipos homotépicos fuertes
de los complejos simpliciales.
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X[ XX

®q ®*y

5

2

Figura2.13: X £ Y.

X e Y no son simplemente equivalentes. En efecto, haciendo uso de la teoria de Stong, basta
afirmar que estos espacios coinciden con sus cores (ya que no tienen beat points) y no son homeo-
morfos.

Sin embargo, K(X) y K(Y) son simplemente equivalentes. Para notarlo, en primer lugar vemos
que estos complejos son dos triangulaciones de S! (ver Figura 2.14), y luego K (X)| ~[K(Y)|. Pero

m (ST, x0) = Z, que es libre. Luego, por 1.4.16, K(X) M\, K(Y).

c b 3 1 5
K(X) K(Y)

a d 0 4 2
Figura 2.14: IC(X) N\, K(Y).

En 2008, Barmak y Minian [6] introducen el concepto de weak point, que generaliza el de beat
point, dando lugar a un nuevo método de reducciéon de un punto que resulta la clave para hallar
una correspondencia con los tipos homot6picos simples de los complejos finitos.

Definici6n 2.6.1. Sea X un espacio finito Ty. Un punto x € X es un down weak point si U es
contractil; y es un up weak point si Fy es contractil.

Dado que los espacios con minimo o maximo son contractiles, los beat points son en particular
weak points.

Notar ademads que 6x =0 ?X. Luego, por 2.5.1, x es weak point si y sélo si 6X es contractil.

Proposicién 2.6.2. Sea X un espacio finito Ty. Si x € X es un weak point, entonces la inclusion i :
X\ {x} = X es una equivalencia débil.

Demostracion. Vamos a probar que i : X \ {x} — X es una equivalencia débil aplicando el
Teorema de McCord 1.2.6 a la base tipo cubrimiento {Uy, : y € X}.

Supongamos que x es un down weak point.

Dadoy € X, i T(Uy) = Uy \{x}; que tiene maximo (es justamente y) si x # y, y que es
contréctil (por ser x down weak point) si x = y.

Luego, i|;-1 (uy) i~T(Uy) — Uy es una equivalencia débil y el resultado sigue de 1.2.6.

Si x es un up weak point, entonces es down weak point de X°P. Por el razonamiento anterior,
11 XOP \{x} — X°P es una equivalencia débil. Luego, por2.4.7, (i) : [KC(X°P) N {x}| — [IC(X°P)|
es una equivalencia homotépica. Pero [KC(X°P)| = [K(X)|. Aplicando nuevamente 2.4.7 resulta
i: X\ {x} — Xequivalencia débil. O
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Definicién 2.6.3. Sean X e Y espacios finitos Tp.

Se dice que hay un colapso elemental de X a Y (o una expansion elemental de Y a X) si Y = X \ {x}
con x weak point de X. Se nota X §, Y (resp. Y ¢ X).

Se dice que X colapsa a’Y (o que Y se expande a X) si existe una sucesion finita de espacios finitos
To Xo, X1, -+, Xn =Y tal que, paracada 0 <1i<mn, X; \§ Xjy1.Senota X\ Y (resp. Y 7 X).

Se dice que X es colapsable si X\, *.

Se dice que X e Y tienen el mismo tipo homotdpico simple (0 que son simplemente equivalentes) si
existe una sucesion finita de espacios finitos Tp Xo, X1, -, Xn = Y tal que, paracada 0 <1i < n,
Xi N Xi110Xi & Xi41.Senota X 1\ Y.

Se dice que X se n-deforma en Y si existe una sucesion finita de espacios finitos (Tp) Xo, X1, -,
Xn =Ytalque, paracada 0 <i<mn, X;  Xiy10X; & Xir1, yh(Xi) <nparatodo0 <i<n
(es decir, X /N, Y mediante una "deformacién" que involucra sé6lo espacios de dimensién menor
oigual a n).

De manera anéloga al caso de los CW-complejos, en la sucesién de colapsos y expansiones
anterior pueden realizarse primero todas las expansiones. Este resultado fue demostrado por
Barmak y Minian [4] (4.4.5.).

Teorema 2.6.4. Sean X e Y espacios finitos Ty simplemente equivalentes. Entonces, existe un espacio finito
To Ztal que X /S Z\Y.

El hecho de que los beat points sean en particular weak points tiene consecuencias intere-
santes.

En la clase de los complejos simpliciales, los espacios simplemente equivalentes son en par-
ticular homot6picamente equivalentes. En la clase de los espacios finitos ocurre lo opuesto: los
espacios homotépicamente equivalentes son en particular simplemente equivalentes.

Ademés vale que los espacios finitos contréctiles son colapsables, aunque no es cierta la reci-
proca:

Ejemplo 2.6.5. El siguiente espacio finito W se denomina ” The Wallet” (la Billetera).
W es colapsable, pues W & W N {x}\, *. Sin embargo, no es contractil, pues no tiene beat

XXX
XA

Figura 2.15: W.

Este espacio fue introducido por Barmak y Minian en [6]. Originalmente buscaban un espacio
homotépicamente trivial no contréctil. Durante esa bisqueda descubrieron a los weak points;
pues para construirlo idearon este método de reduccién de un punto. Y sorprendentemente este
método se convirtié en la clave para trasladar a los colapsos simpliciales a los espacios finitos; y
con ellos, el estudio del tipo homotépico simple de poliedros.

Por otra parte, por 2.6.2 es claro que los espacios finitos colapsables son homotépicamente
triviales; aunque tampoco vale la reciproca:
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Ejemplo 2.6.6. Sea X un poliedro compacto contractil tal que cualquier triangulacién de X no es
colapsable.

Por ejemplo, consideremos el Dunce Hat (es contrdctil pero cualquier triangulacién del mismo
no tiene caras libres y luego no colapsa a un punto).

Sea K una triangulacién de X. Dado que |K| es contréctil, por 2.4.17 X (K) es homotdpicamente
trivial. Sin embargo, X'(K) no es colapsable. Si lo fuera, entonces por 2.6.7 K(X (K)) = K’ seria
colapsable. Pero dado que K’ es otra triangulacién de X, llegamos a una contradiccion.

En resumen, en el contexto de los espacios valen las siguientes implicaciones estrictas:
con maximo o minimo = contrictil = colapsable = homotépicamente trivial.

Veamos la correspondencia entre tipos homotépicos simples de complejos simpliciales finitos
y tipos homotdpicos simples de espacios finitos T.

Teorema 2.6.7.

(a) Sean X e'Y espacios ﬁmtos To. Entonces X /N, Y siy sélo si KC(X) N\, K(Y). Mds aiin,
si XN\ Y, entonces KC(X) N, K(Y)

(b) Sean Ky L comple]os 51mplzczalesﬁmtos Entonces K ™\, Lsiysdlosi X(K), ™, X(L
Mds aiin, si K\, L, entonces X (K) \, X(L

Demostracion. Ver [6], Teorema 3.11, o [4] Teorema 4.2.12. O

Se tiene entonces la siguiente correspondencia:

K
{Complejos simpliciales finitos} < {Espacios topoldgicos finitos Ty}
N & N

Observacién 2.6.8. Hemos visto que si K es un complejo simplicial finito (0 un CW-complejo
finito), entonces K ™\, * siy s6lo si K] ~ x (ver 1.4.16).

Por otra parte, por 2.6.7, K /7, * siy sélosi X' (K) 7\, *.
En conclusién, un poliedro X es contractil si y sélo si para alguna triangulaciéon K de X, X (X)
se puede llevar a un punto agregando y quitando (finitas veces) weak points.

Corolario 2.6.9. Si X espacio finito Ty, entonces X homotdpicamente trivial si y solo si X es simplemente
equivalente a un punto.

Demostracion. X homot6picamente trivial si y s6lo si X &2 x. Por 2.4.17, lo anterior es equiva-
lente a que KC(X) sea contréctil. Aplicando la Observacién 1. 4 16 K(X ) ~ x siys6losi C(X) N\, *.

Finalmente, por 2.6.7, KC(X) /7, * siy s6losi X 7\, *. O
Corolario 2.6.10. Para todo X espacio finito To, X /N, X'.

Demostracion. Por 2.6.7 X /N, X' = X (K(X)) siy solo si K(X) N\, K(X(K(X))) = LX)
Pero esto tiltimo es cierto para cualquier complejo simplicial (ver 1.3.37). O

La demostracién original no utiliza 2.6.7; puede hallarse en [4], Proposicién 4.2.9 o en [6]
Proposicién 3.8.

Corolario 2.6.11. Para cualquier espacio finito X, X /N, X°P.
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Demostracion. Sea X espacio finito. Se tiene que K(X) = K(X°P). Luego,

XN X = X(K(X) = X(K(XP)) = (XP) A, XOP. O

Corolario 2.6.12. Si X es un espacio finito colapsable, entonces X' colapsa a todos sus puntos minimales.

Demostracion. Si X\, *, entonces, por 2.6.7 , K(X)\, *. Luego, por 1.3.39, K(X) colapsa a
todos sus vértices, que son justamente los elementos de X. Nuevamente por 2.6.7, X(K(X) =
X'\, X ({x} = {x} para todo x € X. O

2.6.1 Join, producto y wedge.

Exhibimos a continuacién algunas relaciones entre los weak points y el tipo homotépico simple
de los espacios finitos, y las operaciones definidas en 2.3.
Comenzamos el anélisis con el join.

Proposicién 2.6.13. Sean X, Y espacios topoldgicos finitos Ty.

Si x es weak point de X o de Y, entonces x es weak point de X @Y.
Reciprocamente, si x € X es weak point de X @Y, entonces x es weak point de X o Y es contrdctil; si
y € Y es weak point de X @'Y, entonces y es weak point de Y o X es contrdctil.

Demostracién. Supongamos que x es weak point de X; es decir, que C¥ es contréctil. Dado que
CX®Y = CX @, por 2.5.1 resulta contréctil y luego x es weak point de X @ Y. El caso para Y es
andlogo.

Supongamos que x € X es weak point de X @ Y; es decir, CX®Y = CX @Y es contréctil.
Nuevamente por 2.5.1, o bien x es weak point de X o bien Y es contractil. El caso parax € Y es
andlogo. O

Corolario 2.6.14. Si X,Y son espacios finitos Ty, entonces X @'Y es colapsable si y s6lo si X 0'Y o es.

Demostracion. Supongamos que X @Y N, X @Y\ {x}\ *, con x € X. Entonces, por 2.6.13, o
bien x es weak point de X o bien Y es contractil. En el primer caso, el resultado sigue por induccién
en la cantidad de colapsos elementales desde X @ Y a un punto. En el segundo, del hecho de que
los espacios contrdctiles son en particular colapsables. Si x € Y, el razonamiento es andlogo.

Reciprocamente, supongamos que X = Xp 5 X1\ -+ ¢ X;; = xp. Por 2.6.13, XY =
Xo YN X1B0YYN - XqBY =xn @Y. Pero xn @Y tiene minimo; en particular es co-
lapsable. Si'Y es colapsable, el razonamiento es similar. O

Corolario 2.6.15. Si X,Y, Z espacios finitos Ty, entonces X \, Y siy solosi X D Z\, Y @ Z.

Demostracion. Supongamos que X N5, X\ {x} \ Y. Por 2.6.13, el colapso elemental X \§, X \ {x}
es equivalente a que x sea weak point de X @ Z (equivalentemente, a que X® Z\, (XN {x}) ®Z =
(X® Z) ~{x)).

El resultado sigue por induccién en la cantidad de colapsos elementales necesarios para llegar
deXay. O

Los siguientes resultados, referidos al producto, pueden hallarse en [4], 4.2.1.
Proposicién 2.6.16. Sean X, Y espacios finitos To. Son equivalentes:
(i) (x,y) es down weak point de X X Y;

(ii) o bien x minimal e y es down weak point de Y, o bien x es down weak point de X e y minimal.
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Demostracion. (x,y) es down weak point de X x Y si y s6lo si Oi(xxlj) es contractil. Pero

Q0 = Q2 Y L) x QY = W x QY 10X )
que es contréctil si y s6lo si o bien UF = & e y es down weak point de Y o bien Olj =gJdyxes
down weak point de X. O

Vale el anédlogo del resultado anterior para up weak points, cambiando minimal por maximal.
Proposicién 2.6.17. Sean X,Y, Z espacios finitos To. Si X\, Y entonces X X Z Y x Z.

Demostracion. Basta ver que six € X es weak point de X, entonces X x Y\, (X \ {x} x Y.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x es down weak point. Sea yp € Y minimal.
Por 2.6.16, (x,yo) es down weak point de X x Y.

Sea ahora y7 € Y \{yo} minimal. Nuevamente por 2.6.16, (x,y1) es down weak point de
X x (Y~ {xo})-

Siguiendo este razonamiento, removemos todos los puntos de X x Y de la forma (x,y), con
y € Y. Luego, X x Y\, (X~ {x} x Y. O

Corolario 2.6.18. Si X, Y son espacios finitos Ty colapsables, entonces X x Y es colapsable.

Demostracion. Supongamos X\, {x} e Y\ {y}. Aplicando 2.6.17 se obtiene que X x Y\, X x
{yh =X\ ) O

Exponemos a continuacién propiedades que relacionan la colapsabilidad de espacios finitos
con el wedge.

Proposicién 2.6.19. Sean (X,xo) e (Y,yo) espacios finitos Ty punteados. Entonces x # X es weak point
de XV Y si y sélo si x es weak point de X o de'Y.

Demostracion. Sea x # Xo un punto de X VY. Luego, x € (X~ {xo}) U (Y ~{yo}). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que x € X \ {xo}. Veamos que x es down weak point de X VY siy
solo si x es down weak point de X.

x es down weak point de X \V Y si y s6lo si UXVY es contréctil.

Si x no es mayor que x, entonces UXVY = ax y el resultado es claro.

Si x > xo, entonces UXVY = Q¥ Vv Ulj ,- Peropor 2.5.1, axv Ug , €s contrdctil si y sdlo si Q%
y Ul\j , lo son. Dado que Ulj , siempre es contractil por tener maximo, lo anterior equivale a que x

sea down weak point de X.
El caso para up weak point es andlogo. O

Corolario 2.6.20. Sean X,Y, Z espacios finitos Ty tales que Y C Xy seanyo € Yy zo € Z. Entonces
XN YsiysolosiXVZ\, YV LZ

Demostracion. Supongamos que X N, X \ {x} \, Y. Dado que x # yp, por 2.6.19, el colapso
elemental X ¢ X \ {x} es equivalente a que x sea weak point de XV Z (equivalentemente, a que
XVZN, XN{x)VZ=(XVZ)~{x).

El resultado sigue por induccién en la cantidad de colapsos elementales necesarios para llegar
deXay. O

El siguiente resultado se encuentra en [4].

Proposicién 2.6.21. Sean (X,xo) e (Y,yo) espacios finitos T punteados conexos, con xq e Yo minimales.
Entonces %o es weak point de X\V'Y si y sélo si X = {xo} e yo es weak point de Y, 0 Y = {yo}y xo es
weak point de X.

50



Demostracion. Xy es weak point de X V'Y si y sélo si es up weak point (pues dado que xp € Xe
Yo € Y son minimales, (XY 2) si y sélo si FX"Y es contractil.

Pero ?éo\/Y = Tfffo u Tflj o Y es contractil si y solo si Tfffo =gy Q/ , contrdctil o viceversa. dado
que X e Y son conexos, lo dltimo es equivalente a que X = {x¢} e Yo sea weak point de Y, o que
Y ={yo} y xo sea weak point de X. O

Corolario 2.6.22. Sean X,Y espacios finitos Ty, xo € X, yo € Y minimales. Si X\V'Y es colapsable,
entonces X e Y lo son.

Demostracion. Procedemos por induccién en n, la cantidad de colapsos elementales necesarios
para llegar desde X V'Y a un punto.

Sin =0, entonces X ={xp}e Y ={yo}.

Supongamos vale para n. Veamos que vale paran + 1.

XVYN XVY N {zp}. Sizg € X\ {xp}, entonces X V'Y \{zp} = (X \{z0}) VY y el resultado
sigue por hipétesis inductiva. Sizp € Y \{yo} el razonamiento es andlogo. Si zp = X, entonces
por 2.6.21 o bien X = {xo} e yo es weak point de Y, o bien Y = {yp} y xo es weak point de X.
En particular, o bien XV'Y = Y o bien XVY = X. Dado que X V'Y es colapsable, se obtiene el
resultado. O

Notar que la proposicién 2.6.21 (y luego, su corolario 2.6.22) también vale para puntos base
maximales; simplemente basta aplicarla al espacio dual.

Vale la siguiente generalizacion de 2.6.22.

Proposicién 2.6.23. Sean (X,xo) e (Y, yo) espacios finitos Ty punteados.

Si existe Z C X\/Y\ﬂéO\/Y 0Z C X\/Y\Tff-foVY tal que XNV'Y N\, Z \ *, entonces X e Y son
colapsables.

Demostracion. Dado que X0 € Z, XV, Y\, Z = >~<\/>’<o Y\ %, conXCXeYCY.

SiZC XVY~ ﬁ%OVY, entonces Xp es minimalen Z; ysiZ C XVY~\ T%OVY, entonces Xg es
maximal en Z.

Por 2.6.22, X e Y son colapsables.

Pero, por 2.6.19, los weak points de X V'Y distintos de Xy son los weak points de X \ {xo} o de
Y~ {yo} Luego, X\, X e Y\ V.

En conclusion, X \, X\, * e Y\, Y\ *. O

La reciproca de 2.6.22 no vale en general(ver [4], Ejemplo 4.2.27). El contraejemplo se cons-
truye a partir de un espacio (X, x¢) colapsable tal que XV X no tiene weak points.
Sin embargo, bajo ciertas hipétesis adicionales es cierta.

Proposicién 2.6.24. Sean (X,xo) e (Y,yo) espacios finitos punteados. Entonces X\, xo e Y\, Yo si y
solo si XV YN\, {Xo}-

Demostracion. Sigue de aplicar la caracterizacién de los weak points de un wedge que brinda
la Proposicién 2.6.19. O

Observacién 2.6.25. Hemos visto que los complejos simpliciales colapsables colapsan a cualquiera
de sus puntos (1.3.39)

Este hecho no es cierto para espacios finitos.

Sea X el espacio del Ejemplo 4.2.27 [4]. Si X colapsara a cualquiera de sus puntos, entonces en
particular colapsaria a x¢ (el punto identificado en el wedge). Luego, por 2.6.24, XV X\, %o, que
es un absurdo.
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Capitulo 3

Algoritmos en espacios finitos

3.1 Introduccion

Hemos visto que los espacios finitos son una excelente herramienta para codificar informacién
sobre el tipo homotépico de poliedros. La principal ventaja reside en que admiten un estudio
de tipo puramente combinatorio. En ese sentido, el andlisis de propiedades topoldgicas se torna,
maravillosamente, algoritmico. En este capitulo nos ocuparemos de concretarlo mediante la im-
plementacién de los algoritmos que se desprenden de los estudios sobre tipo homotépico [27] y
homotépico simple [6] de espacios finitos. Para lograrlo, utilizaremos un software libre llamado
Sage.

Sage es una alternativa de cédigo abierto a programas como Maple, Mathematica, Magma, y
MATLAB, que combina una extensa libreria con herramientas para diversas dreas de la matema-
tica, con la posibilidad de crear nuevas, implementandolas en lenguaje Python.

Se accede al software Sage desde la pagina sagemath.org, donde puede descargarse o uti-
lizarse online; asi como también puede hallarse un extenso manual de referencia que explica con
detalle y ejemplos todas las clases de objetos y funciones que tiene incorporados.

Por su parte, Python es un lenguaje de programacién poderoso y fécil de aprender, debido a
su sintaxis clara y expresion natural del cédigo. El lector poco familiarizado puede remitirse a la
pagina oficial python.org.

Este capitulo se organiza en tres secciones. La primera explica el modo de ingresar e imple-
mentar las cuestiones bésicas relacionadas con espacios finitos que hemos tratadoen 2.2y 2.4. La
segunda desarolla la implementacién de los algoritmos que infieren las teorias de Stong, y Barmak
y Minian. El dltimo trata de distintas implementaciones de funciones que calculan operaciones
entre espacios finitos, asi como también de la generacién de posets al azar.

Los resultados y las implementaciones de algoritmos realizados en este capitulo son origi-
nales.

3.2 Generalidades

El software Sage tiene incorporados, entre sus clases de objetos, a los posets y a los complejos
simpliciales; siendo este hecho de significativa utilidad.

Un poset puede ingresarse a partir de diversas formas de datos de entrada; nosotros utilizare-
mos principalmente los siguientes modos:

(i) el diccionario de los elementos que cubren cada vértice;
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1
12
13

(ii) lalista de los elementos y una lista de un subconjunto de relaciones que genere todas las del
poset.

Por ejemplo, para ingresar el poset cuyo diagrama de Hasse es:

-
ZON

se procede, en cada caso, del siguiente modo:

b 7

i 1

(i) p=Poset ({0:[2,31,1:[3,41,2:(6]1,3:[51,4:[71,5:10[6,71})

(ii) elms=[0,1,2,3,4,5,6,7] obienelms=[x for x in range(8)]
rels=[[0,2],([0,3],11,31,(1,4]1,12,6]1,(3,51,104,7]1,[5,6],1[5,7]]
P=Poset ((elms, rels))

Un espacio finito también puede ser descripto por una sub-base de abiertos. Por ejemplo, con-
sideremos X el espacio finito Tp cuya sub-base de abiertoses s=[["d’], [’c’,’d’], ['b’,'c’],
[IaI,IbI,ICI’IdI]J.

Figura 3.1: Sub-base S y topologia de X.

Para describir como poset a un espacio topolégico finito dado por una sub-base, definimos
una funcién que denominamos poset. Esta funcién toma como argumento una lista de listas X y
devuelve el poset asociado al espacio finito con esa sub-base.

Programa 3.1: Funcién poset.

def poset (S):
1=T1]
for U in S:1=1 + U
elms=[x for x in set (1l)]
rels=[]
U=[]
for i in range(len(elms)):
Ui=set (elms)
for j in range (len(S)):
if elms[i] in S[j]:
Ui=Ui & set(S[]j])
U.append (Ui)
for i in range(len(elms)):
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for j in range(len(elms)):
if elms[i] in U[]J]: rels.append([elms[i],elms[]]])
return Poset ((elms, rels))

La lista e1ms son los elementos del espacio finito y la lista rels son las relaciones del poset
asociado. Para hallar elms, simplemente creamos una lista 1 que contiene los elementos de
todas las listas de X, con repeticion. Luego, consideramos a 1 como conjunto (con la instruccién
set (1)) y creamos la lista e 1lms con sus elementos. Para hallar rels, primero creamos la lista de
listas U, que contiene en el lugar i el abierto minimal correspondiente al i-ésimo elemento de e 1ms
(es decir, si x =elms [1i], entonces Ui= ly). Notar que para hallar U, basta intersecar todos los
abiertos de la subbase que contienen a x. Finalmente, para cada par de elementos x =elms[i] e
y =elms [J] de elms, agregamos la relacion [x,y] a rels siy sélosix € Uy.

Si empleamos la funcién poset en el espacio X mencionado anteriormente, obtenemos:

X=[0'd'],['¢c",'d"], ['b",'¢"], ['a",'h","'¢c","'d"]]

poset(X).show(figsize=[3.5,3.5], vertex colors='white')

a

Figura 3.2: Aplicacion de la funcién poset en el Notebook de
Sage.

Nota: A partir de aqui, para todas las funciones que tomen como argumento un espacio finito,
éste deberd encontrarse presentado en forma de poset. La misma situacién se dara para las que
tengan un espacio finito como output.

A partir de la funcién de Sage cover_relations, puede implementarse de manera sencilla
la funcién que calcula el espacio opuesto a uno dado; donde X.cover_relations () eslalista
de relaciones de cubrimiento del poset X.

Programa 3.2: Funcién op.

def op (X):
elms=[x.element for x in X.list ()]
rels=[[r[l].element,r[0].element] for r in X.cover_relations{()]
return Poset ((elms, rels))

Un complejo simplicial se define en Sage de la forma simplicialComplex (maximal simplices).
Por ejemplo, el complejo simplicial K (ver Figura 3.3) puede ingresarse del siguiente modo:
K=SimplicialComplex( [['a’,'c’,’d"], [’'c’,’e"], ['d",'e"], ['b’","d"]])
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Figura 3.3: K.

Sage tiene incorporadas las funciones K. face_poset (),K.homology () para K un complejo
simplicial; y X. order_complex (), para X un poset. Valiéndonos de las aplicaciones de McCord,
definimos la funcién homology (X) que calcula la homologia de un espacio finito x:

Programa 3.3: Funcién homology.

1 def homology (X) :

2

11

12

13

14

15

17

return X.order_complex () .homology ()

Para finalizar esta introduccién, exhibimos las funciones que calculan, dado un espacio finito
X'y un punto x € X, los subespacios Fx, Uy, Cx, ?X, Clx y éx. El cédigo resulta muy sen-
cillo, debido a la preexistencia de las funciones booleanas is_gequal e is_greater_than.
Dado un poset X y puntos x,y € X, X.is_greater_than(x,y)=True siysélosix >y, y
X.is_gequal (x,y)=Truesiysolosix > y.

def

def

def

def

Programa 3.4: Funciones F, Uy C.
F(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal (y,x): lista.append(y)
return X.subposet (lista)

U(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal (x, y): lista.append(y)
return X.subposet (lista)

C(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal (x, y) or X.is_gequal(y,x): lista.append(y)
return X.subposet (lista)

Programa 3.5: Funciones F_hat, U_hat y C_hat.
F_hat (x,X) :
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(y,x): lista.append(y)
return X.subposet (lista)
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def U_hat (x,X) :
lista=]]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(x, y): lista.append(y)
return X.subposet (lista)

def C_hat (x,X):

lista=[]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(x, y) or X.is_greater_than(y,x): lista.append(y)

return X.subposet (lista)

3.3 Métodos de reduccion

3.3.1 Beat points

El estudio de Stong sobre el tipo homotépico de espacios finitos dio lugar a un algoritmo que
permite caracterizarlo de manera efectiva. En efecto, dado un espacio finito X, para obtener "el"!
espacio finito homotépicamente equivalente a X de cardinal minimo (denominado core), basta
remover sucesivamente beat points en cualquier orden hasta llegar a un espacio minimal. El
pseudocédigo se exhibe a continuacion.

Algoritmo 1 Core de un espacio finito.

Input: Espacio finito Ty X.
Output: Core de X.
repeat
x beat point de X
X — X~ {x}
until no existen beat points en X
return X

Vamos a implementar el algoritmo anterior en Sage.

En primer lugar, creamos una funcién booleana is_beat (x,X) que toma como argumento
un espacio finito X y un punto x, y devuelve True siy sélo si x es beat point de X. Esta funcién se
puede implementar de diversas maneras. Si expresamos que x es beat point si y s6lo si U tiene
maximo o ?X tiene minimo, entonces la funcién creada es:

Programa 3.6: Funcién is_beat (version 1).
def is_beat (x,X):
return U_hat (x,X) .has_top () or F_hat (x,X) .has_bottom/()

Si, equivalentemente, consideramos que x es beat point si y sélo si existe un tnico elemento
que cubre a x o existe un tinico elemento cubierto por x, entonces no resulta necesario llamar a las
funciones U_hat ni F_hat:

Programa 3.7: Funcién is_beat (version 2).

def is_beat (x,X):
return len (X.upper_covers(x))==1 or len(X.lower_covers (x))==1

1Es tinico salvo isomorfismo.

57



1

2

Una vez en condiciones de detectar si un punto es beat point o no, definimos la funcién
core (X), que toma como argumento un espacio finito X y devuelve su core. Su implementacién
se basa en el algoritmo descripto en 1, que consiste en remover sucesivamente beat points hasta
llegar a un espacio minimal.

Programa 3.8: Funcion core (versién con while).

def core (X):
bp=1
while bp==1:
for x in X.list():
if is_beat (x,X):
lista=X.list ()
lista.remove (xX)
X=X.subposet (lista)
break
else:
bp=0 # otro modo es colocando ’return X’
return X

Otro modo de hallar el core de un espacio finito es mediante un algoritmo recursivo (es decir,
que se llama a si mismo). En efecto, dado X un espacio finito y x un beat point de X, el core de X
coincide con el core de X \ {x}. Mostramos a continuacién el pseudocédigo y la implementacién
en Sage.

Algoritmo 2 Core de un espacio finito (recursivo).

Function: core
Input: Espacio finito Ty X.
Output: Un core de X.
if existe x beat point de X then
return core (X \ {x})
else
return X
end if

end core

Lo implementamos en Sage del siguiente modo:

Programa 3.9: Funcién core (versién recursiva).

def core (X):
for x in X.list () :
if is_beat (x,X)==True:
lista=X.list ()
lista.remove (x)
X=X.subposet (lista)
return core (X)
return X

Una vez definida la funcién core, mediante un sencillo programa podemos decidir si un

espacio es contractil o no.

Programa 3.10: Funcién is_contractible.

def is_contractible (X):
if X.has_top() or X.has_bottom(): return True
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3 return core (X) .cardinality()==1

Notar que la linea 2 del programa anterior bien podria eliminarse, pero la ventaja de que esté
presente es que en ese caso el programa chequea en dos etapas la contractibilidad del espacio;
ahorrando tiempo cuando no es necesario utilizar la segunda. En la primer etapa, si el espacio
tiene maximo o minimo, devuelve True. Si no, pasa a la segunda etapa, en la que calcula su core
y devuelve True si y sélo si éste tiene cardinal 1.

3.3.2 Weak points

Barmak y Minian definen los weak points como herramienta para estudiar el tipo homot6pico
simple de complejos simpliciales finitos.
Comenzamos creando la funcién is_weak (x, X), que devuelve True si y sélo si x es weak
point de X. Nuevamente hay varios modos de implementarla:
Programa 3.11: Funcién is_weak (version 1).

1 def is_weak (x,X):
2 return (is_contractible (C_hat (x,X))

Programa 3.12: Funcién is_weak (versién 2).

1 def is_weak (x,X):
2 return (is_contractible (U_hat (x,X)) or is_contractible (F_hat (x,X)))

La ventaja de la segunda implementacién radica en que halla primero el core de (, y, en caso
de que no tenga un solo punto, halla el de Fy; quedando el programa dividido en etapas.
Realizamos algunas definiciones de nociones andlogas a las de 2.5.4.

Definicién 3.3.1. Sean X e Y espacios finitos To.
Diremos Y es weak minimal si no tiene weak points.
Diremos que Y es un weak core de X si Y es weak minimal y X\ Y.

De manera similar al problema de hallar el core de un espacio, a la hora de hallar un weak
core de un espacio finito X contamos con varias opciones:

e removiendo sucesivamente weak points hasta obtener a un espacio weak minimal;

e de manera recursiva, notando que si x es un weak point de X, entonces un weak core de X
es también un weak core de X \ {x}.

Las implementaciones de cada una utilizando Sage se exhiben a continuacién.

Programa 3.13: Funcién wcore (versién con while).

1 def wcore (X) :

2 wp=1

3 while wp==1:

4 for x in X.list():

5 if is_weak (x,X):

6 lista=X.list ()

7 lista.remove (x)

8 X=X.subposet (lista)
9 break

10 else:

1 wp=0 # otro modo es colocando ’'return X’
12 return X
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Programa 3.14: Funcién wcore (versioén recursiva).

def wcore (X) :
for x in X.list () :
if is_weak (x,X)==true:
lista=X.list ()
(x)
X=X.subposet (lista)
return wcore (X)
return X

lista.remove

El algoritmo basado en remover weak points no es efectivo en el siguiente sentido: dado
un espacio finito, no se obtiene en general un espacio simplemente equivalente a él de cardinal
minimo removiendo sucesivamente weak points en cualquier orden.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos los espacios finitos X,Y y Z cuyos diagramas de Hasse pueden

apreciarse en la siguiente figura:
L4
X~ X
[ ] L4 [ [ ]

X Z Y

» . ..

X| 7 X

e X es weak minimal y tiene cardinal 6. Sin embargo, Y M\, X, es weak minimal y tiene
cardinal 4. De hecho, Y es el espacio simplemente equivalente a X de cardinal minimo.

e El espacio simplemente equivalente a Z de cardinal minimo puede obtenerse removiendo
sucesivamente weak points, pero las reducciones no pueden hacerse en cualquier orden.

A continuacién exhibimos los colapsos elementales que permiten llegar desde Za Xy a Y.

/ .
P X

.><>/<o % :X/ % I><i/ o

o

X

X

En particular, la funcién wcore puede hallar el weak core de cardinal minimo o no. Por
ejemplo, si la aplicamos a los espacios finitos Z y Z°P, a pesar de tener los mismos weak cores,
nos devuelve distintos resultados.
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=Poset ({0:[3,4], 1:[3,5], 2:[4,5], 4:[6], 5:[6]})
.show(figsize=[3,3], vertex colors='white')

Figura 3.4: Aplicacién de la funcién wcore en el Notebook de
Sage.

Ejemplo 3.3.3. Sea D alguna triangulacién del Dunce Hat. Dado que |D| es contréctil, por 1.4.16,
D 7\, *. Luego, por el teorema 2.6.7, se tiene que X' (D) N\, X (*) = *.

Por 2.6.4, existe Z tal que * ~ Z\, X'(D).

Por otra parte, X(D) y * son weak minimales. La afirmacién es clara para *. Respecto de
X (D), si tuviera algtin weak point x, entonces

X (D) X(D) \{x}.
Luego, por teorema 2.6.7,
D’ = K(X (D)) \, K(X(D) N {x}) = K(X(D)) \{x} =D \{x}.

Pero D’ es la subdivision baricéntrica de D; en particular, una triangulacion del Dunce Hat. Dado
que cualquier triangulacién del Dunce Hat no tiene caras libres, la existencia de un weak point en
X (D) generaria una contradiccién.

En conclusién, * y X'(D) son weak cores de Z.

En particular, existen espacios finitos colapsables que colapsan a espacios sin weak points
distintos de un punto.

61



Establecemos como objetivo hallar, dado un espacio finito, un weak core de cardinal minimo;
que llamaremos weak core minimal. De este modo, podremos decidir si, por ejemplo, es colapsable.

Hemos visto que los weak cores de un espacio no verifican que son tinicos salvo isomorfismo;
mads atn, ni siquiera hay unicidad salvo isomorfirmo si fijamos su cardinal.

Ejemplo 3.3.4. Sea X el modelo finito de S' V' S! cuyo diagrama de Hasse es el de la siguiente
figura.
X ° °

Por 2.6, X /N, X°P . Luego, por 2.6.4, existe Z tal que X " Z, X°P. Dado que X es weak
minimal (y luego, también lo es X°P) y que no existe modelo finito de de S! V' S! de cardinal
menor que 5, resulta que X y X°P son weak cores de X de cardinal minimo. Sin embargo, no son
homeomorfos.

A continuacién desarrollamos un algoritmo para hallar un weak core minimal de un espacio
finito.

Dado un espacio finito, sus weak cores se construyen de a pasos; cada paso consiste en re-
mover un weak point. Para hallar todos sus weak cores, debemos considerar todas las maneras

de realizar estas reducciones. La Figura 3.5 muestra todas las posibles maneras de realizar las
reducciones del espacio finito Z del ejemplo 3.3.2.

*6

/

XX
// S
K /-’ >// /\/<

//

N\

Figura 3.5: Esquema de todas las maneras de remover weak
points de Z.
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Para disefiar un algoritmo que recorra todos los weak cores de un espacio finito dado y de-
vuelva el de cardinal minimo, haremos uso de una técnica de programacién denominada back-
tracking. Esta técnica proporciona una manera sistematica de generar las todas las posibles solu-
ciones de un problema se puede resolver por etapas. Construye de a pasos soluciones parciales;
abandondandolos (retrocediendo o "backtracking") cuando no sea posible completarlos a una solu-
cién valida o pensandolos como un subproblema del original cuando s lo sea.

En nuestro caso, los pasos consisten en remover un weak point. Todas las soluciones par-
ciales (espacio finitos a los cuales colapsa el espacio inicial) se pueden "completar” para hallar
finalmente un espacio sin weak points, que serd weak core del espacio original.

Conceptualmente, se puede pensar en un drbol con raiz el espacio finito inicial, y nodos que
son subespacios a los que colapsa. El drbol cumple que, dado un nodo X, si {x1,-- ,xy} es su
conjunto de weak points , entonces las "ramas" que "salen" de X son los espacios X \ {x1}, X ~
{x2},- -+, X {xk}. Una "hoja" del arbol es un weak core.

El modo en el cual un algoritmo de backtracking recorre este arbol tacito es "en profundidad".

Algoritmo 3 Weak core minimal de un espacio finito.

Function: minwcore
Input: Espacio finito Ty X.
Output: Un weak core minimal de X.
: MX X
: for x weat point de X do
Y «— minwcore(X ~ {x})
if |Y| < |[MX| then
MX Y
end if
end for
8: return MX

end minwcore

R o

Describimos el modo en el cual funciona el algoritmo anterior. La funcién minwcore toma
como argumento un espacio finito X y devuelve un weak core minimal. Para hallarlo, en primer
lugar (linea 1) crea una variable MX, en la que se almacenaréa el weak core de X de menor cardinal
en cada momento. Se inicializa con el valor X. A continuacién, para cada weak point de X, se
itera el siguiente bucle: considera el subespacio X \ {x} (crea una rama de X) y calcula, de modo
recursivo, minwcore(X \ {x}); almacenando esta informacién en una nueva variable Y (linea 3).
Notar que, a diferencia de la implementacién recursiva de wcore, en este caso nunca modificamos
a X. Si Y tiene cardinal menor que MX, lo actualiza. Finalmente, devuelve el valor de MX.

Nuestra implementacién en Sage es:

Programa 3.15: minwcore (version inicial).

1 def minwcore (X) :
MX=X
for x in X.list():
if is_weak (x,X):

lista=X.list ()

lista.remove (xX)

Y=minwcore (X.subposet (lista))

if Y.cardinality ()< MX.cardinality(): MX=Y
return MX
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Consideremos el espacio finito Z del ejemplo 3.3.2. El arbol tacito que el algoritmo construye
a medida que recorre las soluciones no es el de la Figura 3.5, sino el siguiente:

5 l4 ls lz lz

* o o o3 o o3 * o3 o

l
%

/ N

Figura 3.6: Arbol tacito asociado a la implementacién de back-
tracking para hallar un weak core minimal de Z.

Puede observarse entonces que este algoritmo analiza varias veces los mismos subespacios
del espacio input; tantas como maneras distintas haya de llegar hasta ellos efectuando colapsos
elementales.

Para optimizar el algoritmo anterior, creamos una lista visitados que almacena los subes-
pacios a los cuales ya les hemos calculado su weak core minimal. De este modo, "podamos” toda
rama del arbol que sea idéntica a alguna que ya se haya analizado.

La siguiente es una idea parcial de la implementacién (notar que falta definir la variable
visitados!).

Programa 3.16: minwcore (version parcial con visitados).

def minwcore (X) :
MX=X
for x in X.list () :
if is_weak (x,X):
1=X.1list ()
1l.remove (X)
S=X.subposet (1)
ll=set (S.list())
if not 11 in visitados:
visitados.append(1ll)
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11 Y=minwcoreaux (S)
12 if Y.cardinality ()< MX.cardinality(): MX=Y
13 return MX

3 P o5
X X

*
//
.3 1
0 1

[ 5

Figura 3.7: Arbol tacito podado asociado a la implementacién
de backtracking para hallar un weak core minimal de Z.

Un especial cuidado debe tenerse respecto de la definicién de la variable visitados. La
lista visitados debe ser actualizada progresivamente a medida que se recorren todos los subes-
pacios de X a los cuales colapsa. Dado que la funcién minwcore acttia recursivamente, la va-
riable visitados no debe ser propia de esta funcién si no que debe "trascenderla". Pero esto
no se resuelve simplemente credndola fuera de la funcién minwcore, pues esta variable debe
inicializarse en la lista vacia cada vez que calculamos el weak core minimal de un espacio. La
solucién entonces es denotar a la funcién definida en el programa 3.16 como minwcoreaux y
crear una funcién principal minwcore que inicialice la variable visitados en la lista vacia y la
declare como variable global; y luego ejecute la funcién auxiliar minwcoreaux.

Programa 3.17: minwcore (versién con lista visitados).

1 def minwcoreaux (X) :

2 MX=X

3 for x in X.list () :

4 if is_weak (x,X):

5 1=X.list ()

6 1l.remove (X)

7 S=X.subposet (1)
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ll=set (S.list())
if not 11 in visitados:
visitados.append(1ll)
Y=minwcoreaux (S)
if Y.cardinality ()< MX.cardinality(): MX=Y
return MX

def minwcore (X) :
global visitados
visitados=1[]
return minwcoreaux (X)

Una mejora adicional en la implementacién consiste en utilizar la estructura diccionario para
almacenar los subespacios visitados, en lugar de la estructura lista. El empleo de la estructura
diccionario tiene la propiedad de que es lento quizés agregar elementos pero rdpido buscarlos;
ocurriendo el caso contrario para las listas.

Programa 3.18: minwcore (versiéon con diccionario
visitados).

def minwcoreaux (X) :
MX=X
for x in X.list():
if is_weak (x,X):
1=X.1list ()
1.remove (xX)
S=X.subposet (1)
ll=tuple(S.list())
if not visitados.has_key(11):
visitados[1l1l]=True
Y=minwcoreaux (S)
if Y.cardinality ()< MX.cardinality () : MX=Y
return MX

def minwcore (X) :
global visitados
visitados={}
return minwcoreaux (X)

Por dltimo, queremos notar que, para cualquier espacio finito, si hallamos algin weak core
de cardinal menor o igual que 5, entonces éste seguro serd el de cardinal minimo. En efecto, los
espacios finitos weak minimales de cardinal menor que 6 son los que tienen diagrama de Hasse
descripto por la siguiente figura.

X N o

Xl X2 X'; X%OP

Figura 3.8: Weak minimales de cardinal menor que 6.

Notar que X; es modelo minimal del singleton, X, lo es de S! y X3, X3P lo son de sTvst.
Definiendo previamente la funcién
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Programa 3.19: Funcién weak_points.
def weak_points(X):
1=1]
for x in X.list():
if is_weak (x,X): l.append(x)
return 1

y agregando la siguiente linea de c6digo entre las lineas 11 y 12 del programa anterior,

if weak_points(Y)==[] and Y.cardinality()<6: return Y

podemos identificar que el espacio tiene como weak core a uno de los modelos minimales de la
Figura 3.8; que, luego, serd el de cardinal minimo.

Por ejemplo, para hallar el weak core minimal del espacio finito denominado "Wallet" (ver
Figura 2.15), el programa 3.18 tarda 20.11 segundos, mientras que si implementamos este criterio
de parada, tarda 0.06 segundos (ver Tabla 3.1).

Otra posible mejora en la implementacién es lograr un programa que tenga "memoria” sobre
los weak points que siguen vigentes ("se heredan") luego de remover alguno. Esto ocurre, por
ejemplo, con los weak points no comparables con el que fue removido. Hemos implementado
esta idea sin lograr mejoras significativas en los tiempos de ejecucién.

A continuacién exhibimos una tabla con los tiempos de ejecucién de cada uno de los progra-
mas anteriores para los ejemplos: Z (ver 3.3.2) y Z°P W ("Wallet", ver 2.15), G (el "Gato Tuerto”,
ver 2.11), GV G (ver 2.12), X(Ky) (ver 2.8) y el espacio finito X, elegido al azar, cuyo diagrama de
Hasse es el siguiente:

NX
N INDX

Programa con Programa con Programa con

Espacio finito Programa inicial lista de diccionario de dicc. visitados
visitados visitados + crit. de parada
|z \ 0.14s \ 0.11s \ 0.10s \ 0.03s \
| z°p \ 0.14s \ 0.10s \ 0.10s \ 0.05s \
| W \ 327897 s \ 20.79 s \ 20.11s \ 0.06 s \
| G \ 21.12s \ 1.72s \ 1.71s \ 0.03s \
| GVG \ >12h | 60819s |  531.00s \ 0.10's \
| X(Ky) \ 16.43s \ 2755 \ 271s \ 3.50 s \
| X \ 0.62s \ 043s \ 043s \ 0.56 s \

Tabla 3.1: Tabla comparativa de tiempos de ejecucién de las
distintas versiones de minwcore.
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El criterio de parada es una herramienta excepcional para ahorrar tiempo en los espacios cuyo
weak core minimal es alguno de los de la Figura 3.8 (como es el caso de los espacios Z, Z°P, W,
G y GV G), pero incrementa levemente el tiempo de ejecucién en los espacios que no verifican lo
anterior (por ejemplo, en X' (K1) y X).

En todos los casos se observa una disminucién en el tiempo de ejecucion al implementar la
variable visitados (siendo ésta mas notable en los ejemplos con mayor cantidad de puntos).

Una vez en condiciones de hallar el weak core minimal de un espacio, un sencillo programa
permite decidir si un espacio es colapsable o no.

Programa 3.20: Funcién is_collapsible.
def is_collapsible (X):
if is_contractible (X): return True
return minwcore (X) .cardinality ()==

La siguiente funcién, que denominamos wcores, toma como argumento un espacio finito Xy
devuelve la lista de los weak cores de X.

Programa 3.21: Funcién wcores.

def wcoresaux (X) :
have_entered=False
for x in X.list () :
if is_weak (x,X):
have_entered=True
1=X.1list ()
1.remove (x)
S=X.subposet (1)
ll=tuple(S.list())
if not visitados.has_key(11):
visitados[1ll]=True
wcoresaux (S)
if not have_entered and X not in WC: WC.append (X)

def wcores (X):
global visitados, WC
visitados={}
WC=[]
wcoresaux (X)
return WC

Notar que esta funcién es similar a minwcore. Las principales diferencias son:

e No aparece la variable MX de minwcore, pues no necesitamos llevar registro del weak core
de menor cardinal.

e Creamos una variable global WC; que es una lista inicializada en [] a la que se le agregan
sucesivamente los weak cores de X.

e Dentro de la funcién wcoresaux, creamos la variable booleana (local) have_entered.
Esta variable permite detectar cudndo un subespacio no tiene weak points (es decir, es
un weak core). Se inicializa con valor False (linea 2). El bucle que se encuentra en-
tre las lineas 3 y 12 inclusive consiste en ejecutar, para cada elemento x del poset X, si
is_weak (x, X) ==True, cierto procedimiento. Si alguno de los puntos de X es weak point,
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asigno have_entered=True (linea 5). Si no, "salgo" del bucle si modificar el valor de
have_entered. Finalmente, en la linea 13, not have_entered = True siy sélo si
have_entered = False siy sélo si X no tiene weak points.

Veamos el resultado de aplicar la funcion wcores al espacio Z del ejemplo 3.3.2.

Z=Poset({0:[3,4], 1:[3,5]1, 2:[4,5]1, 4:[6], 5:[6]})
for X in wcores(Z):
X.show(figsize=[3,3], vertex colors='white')

Figura 3.9: Aplicacién de la funcién wcores en el Notebook
de Sage.

Siguiendo el esquema bdsico del backtracking aplicado al problema de recorrer todas las ma-
neras posibles de realizar reducciones de weak points en un espacio finito, la siguiente funcién,
denominada wtree, devuelve en forma de drbol todos estas posibles sucesiones de weak points.

Programa 3.22: Funcién wtree.

def wtreeaux (X, pos):
if X.cardinality()==1:
l.append([X.1list () [0] .element,pos])
for p in X.list():
if is_weak (p,X):
l.append([p.element,pos])
lista=X.list ()
lista.remove (p)
S=X.subposet (lista)
n=1l.index ([p.element, pos])
wtreeaux (S, n)

def wtree (X):
global 1
1=[[1]
wtreeaux (X, 0)
da={}
for e in 1:

if e!=[]:
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key=tuple (e)
n=e[1l]
value=tuple(l[n])
dlkeyl=[value]
g=Graph (d)
return g

Para ingresar un grafo, utilizamos la clase Graph (datos), siendo datos el diccionario que
asigna a cada vértice el conjunto de vértices que se conectan él a través de una arista.

En funcién auxiliar wtreeaux (X, pos), los argumentos son un espacio finito X y un niimero
pos que permite diferenciar weak points con la misma etiqueta que fueron hallados en distintos
"momentos" del recorido del 4rbol t4cito mencionado anteriormente. En el ejemplo de la Figura
3.10, sélo la primer coordenada de los nodos es la etiqueta del weak point; la segunda. Notar la
analogia de este drbol con el de la Figura 3.6.

En la misma linea de razonamiento, la siguiente funcién, que denominamos wrutas, de-
vuelve la lista de rutas (descriptas por la sucesién de weak points) para llegar a los distintos weak
cores.

Programa 3.23: Funcién wrutas.

def wrutasaux (X, 1lr):
if X.cardinality()==
rutas.append (lr+X.list ())
have_entered=False
for x in X.list () :
if is_weak (x,X):
have_entered=True
lista=X.list ()
lista.remove (x)
S=X.subposet (lista)
wrutasaux (S, lr+[x])
if not have_entered:
rutas.append(lr)

def wrutas (X) :
global rutas
rutas=1[]
wrutasaux (X, [])
return rutas

La funcién auxiliar wrutasaux (X, 1r) toma como argumentos un espacio finito X y una
lista 1r. 1r consiste en la lista de rutas de weak points existentes para llegar al espacio X desde el
espacio original (el argumento de wrutas). Devuelve la lista de rutas para llegar desde el espacio
original a sus weak cores mediante un algoritmo recursivo.

Aplicamos las funciones anteriores al espacio Z del Ejemplo 3.3.2.
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Z=Poset ({0:[3,4], 1:[3,5], 2:[4,5], 4:[6], 5:[6]})
wtree(Z).show(figsize=[6,6],vertex colors='white")
print wrutas(Z)

[r2, s, 41, (2, 4, 51, [5, 2, 41, [5, 4, 2], [4, 2, 51, [4, 5, 2], [6]]

Figura 3.10: Aplicacién de las funciones wtree y wrutas en
el Notebook de Sage.

3.3.3 Reduccién de un punto, arista o relacién

Los métodos de reducciéon de espacios finitos no sélo se reducen a remover un punto, también
puede removerse una relacién de cubrimiento o una arista del diagrama de Hasse. En [12] puede
encontrarse un andlisis de los dos tiltimos métodos. Las siguientes funciones calculan los espacios
que se obienen al realizar este tipo de reducciones.

Programa 3.24: Funcién point_reduction.

def point_reduction (X,p):
elms=[x.element for x in X.list ()]
elms.remove (X (p) .element)
return X.subposet (elms)

Programa 3.25: Funcién edge_reduction.

def edge_reduction (X, e):
elms=[x.element for x in X.list ()]
rels = [[x[0].element,x[1l].element] for x in X.cover_relations ()]
rels.remove ([e[0],e[1]])
return Poset ((elms, rels))

Programa 3.26: Funcién cover_relation_reduction.

def cover_relation_reduction (X, r):
elms=[x.element for x in X.list ()]
rels = [[x[0].element,x[1].element] for x in X.cover_relations ()]
for x in rels:
if r[1]==x[0]:
rels.append ([r[0],x[1]1])
if r[0]==x[1]:
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8 rels.append ([x[0],r[1]])
9 rels.remove (r)
10 return Poset ((elms, rels))

Realizamos una aplicacién de las funciones anteriores.

X=Poset ({0: (2], 1:[3], 2:(31})
X.show(figsize=[2,2], vertex colors='white')
3
0 1

point reduction(X,2).show(figsize=[1.5,1.5], vertex colors="'white')

3

edge reduction(X,[2,31).show(figsize=[1.5,1.5], vertex colors='white')

2 3

Figura 3.11: Aplicacion de las funciones de reduccién en el
Notebook de Sage.

3.4 Operaciones entre espacios finitos

Las operaciones entre espacios finitos también pueden codificarse en forma de funciones de
Sage.

En primer lugar, exponemos dos versiones de la funcién join. En la primera, se trabajan las
relaciones de cubrimiento de cada poset para obtener las del join. En la segunda, se trabaja con
los diagramas de Hasse de cada poset para obtener el diagrama de Hasse del join, que luego se
codifica en un poset (utilizamos en esta ocasién que un poset también puede ser ingresado en
Sage a partir de un digrafo aciclico).

Programa 3.27: Funcién join (versién 1).
def Jjoin (X,Y):

1

2 elms=[ (x.element,0) for x in X.list()]+[(y.element,l) for y in Y.list ()]

3 rels=[[(rx[0].element,0), (rx[1l].element,0)] for rx in X.cover_relations ()] +
4 [[(ry[0O].element,1), (ry[l].element,1l)] for ry in Y.cover_relations ()] +
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[[(rx[1l].element,0), (ry[0] .element,1l)] for rx in X.cover_relations()
for ry in Y.cover_relations ()]
return Poset ((elms, rels))

Programa 3.28: Funcién join (version 2).

def join(X, Y):
X = X.hasse_diagram(
.relabel (dict ([x, (
= Y.hasse_diagram(

X ,0)] for x in X.vertices()))
Y
Y.relabel (dict ([y, (y,1)] for y in Y.vertices()))
G
G

)
X
)
Yr
= X.disjoint_union (Y)

.add_edges ([x,y] for x in X.vertices() for y in Y.vertices())
return Poset (G)

Empleamos la funcién anterior en X =Y = G, siendo G el poset denominado el Gato Tuerto.

G=Poset({0:[3,4], 1:[3,5], 2:[4,5], 3:[(6,7], 4:[6,7], 5:[7]})
join(G,G).show(figsize=[6,6], vertex colors='white')

Figura 3.12: Aplicacién de la funcion join en el Notebook de
Sage.

La siguiente funcién, que denominamos cartesian_product, calcula el producto carte-
siano de dos espacios finitos, creando la lista de sus elementos y relaciones de cubrimiento a
partir de los elementos y relaciones de cubrimiento de cada uno. Para evitar ambigiiedades en
los elementos, a los elementos de X se les agrega una segunda coordenada 0, y a los de Y una
segunda coordenada 1.

Programa 3.29: Funcién cartesian_product.

def cartesian_product (X,Y):
elms=[ (x.element,y.element) for x in X.list() for y in Y.list ()]
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rels=[]
for rx in X.cover_relations():
for ry in Y.cover_relations() :
rels.append ([ (rx[0].element, ry .element),

.element, ry .element)

( [0] ), (rx[1] [1] 1)
rels.append ([ (rx[0] .element,ry[0] .element), (rx[1l].element,ry[0].element)])
rels.append ([ (rx[0] .element,ry[l] .element), (rx[1l].element,ry[l].element)])
rels.append ([ (rx[0] .element,ry[0] .element), (rx[0] .element,ry[l].element)])
rels.append ([ (rx[l].element,ry[0] .element), (rx[1l].element,ry[l].element)])

)

return Poset ((elms, rels)
Empleamos la funcién anterior en los espacios X =Y = G.

cartesian product(G,G).show(figsize=[14,14], vertex colors="white')
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Figura 3.13: Aplicacién de la funcion cartesian_product
en el Notebook de Sage.
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La siguiente funcién, denominada wedge, toma como argumentos una lista Posets de espa-
cios finitos y una lista puntos de puntos, de modo que puntos[i] € Posets[i] para todo
0 < i < len(Posets). Devuelve el wedge de esos espacios finitos en los puntos indicados; no-
tando por * a la clase de los puntos identificados. Procede de modo andlogo a la funcién anterior,
creando la lista de los elementos y relaciones de cubrimiento del wedge a partir de los elementos
y relaciones de cubrimiento de cada uno.

Programa 3.30: Funcién wedge.

def wedge (Posets, puntos) :
n=len (Posets)
elms=1[]
elms.append (("x’,))
for i in range(n):
L=Posets[i1].list ()
L.remove (Posets[i] (puntos[i]))
for x in L: elms.append((x.element,i))
rels=1[]
for i in range(n):
for r in Posets[i].cover_relations():

if r[0]!=Posets[i] (puntos[i]) and r[l]!=Posets[i] (puntos[i]):
rels.append ([ (r[0] .element,i), (r[1l].element,i)])

if r[0]==Posets[i] (puntos[i]):
rels.append ([ ("*",) , (r[l].element,i)])

if r[l]==Posets[i] (puntos[i]):

rels.append ([ (r[0].element,i), ("*',)])
return Poset ((elms, rels))

wedge([G.81,[5,51).show(figsize=[5,5]1, vertex colors="white')

Figura 3.14: Aplicacién de la funcién wedge en el Notebook
de Sage.
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3.5 Random posets

En esta seccién, realizaremos varias implementaciones de algoritmos que generan posets conexos
"al azar".

La funcién de Sage Posets.RandomPoset (n,p) (n € IN, p € [0,1]) devuelve un poset
conexo de n vértices. Este poset se crea a partir de la construccién de un digrafo aciclico.? El
digrafo se fabrica como se describe a continuacién. Se comienza con un conjunto discreto de n
vértices. Luego, se itera el siguiente procedimiento: dado un par de vértices (x,y), si al agregar
la arista de x en y no se genera un ciclo, se agrega una arista de x a y con probabilidad p. Desde
luego, el output de esta funcién no necesariamente es conexo.

Posets.RandomPoset(30,0.05).show(figsize=[8,8], vertex colors='white')

Figura 3.15: Aplicacion de la funcién Posets.RandomPoset
en el Notebook de Sage.

Mediante un simple programa, que itera la funcién anterior hasta hallar un poset conexo,
podemos exigir que lo sea.

Programa 3.31: Funcién random_c_poset.

import random

def random_c_poset (n,p):
bool=False
while bool==False:

2El c6digo de esta funcién se encuentra en el codigo fuente de Sage.
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P=Posets.RandomPoset (n, p)

G= P.hasse_diagram()

bool=G.is_connected()
return P

random ¢ poset(30,0.05).show(figsize=[8,8], vertex colors='white')

Figura 3.16: Aplicacién de la funcién random_c_poset en el
Notebook de Sage.

A continuacién desarrollamos la funciéon random_c_g_poset (1,n,k,p) (1, n, k € N
conn > Lk, p € [0,1]), que devuelve un poset conexo graduado (ver definicién 2.2.6) de n
vértices y 1 niveles, con al menos k vértices en cada nivel. El parametro p esta relacionado con la
probabilidad de que aparezca cada potencial arista en el diagrama de Hasse una vez organizados
los vértices.

Programa 3.32: Funcién random_c_g_poset.

import random
def random_g_poset(l,n,k,p):

b=[1 for x in range(n-kx1l)] + [0 for x in range(l-1)]
random.shuffle (b)
sum=[0]

for i in range (l1,n-k*x1+1-1):
sum.append (sum[i-1]+b[i])
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niveles= []
u=0
if sum([0]==
niveles.append (k)
for i in range (n-kxl1l+1-1-1):

if sum[i]==sum[i+1]:
niveles.append (sum[i]-u+tk)
u=sum/[i]
niveles.append (sum[n-kx1+1-1-1]-u+k)
N=[]
N.append (range (niveles[0]))
s=0

for i in range(l-1):
s=s+niveles[1]
N.append([j+s for j in range (niveles[i+1])1])
rels=[]
for i in range (1-1):
for y in N[i+1]:
Rels=[]
b=False
for x in N[i]:
Rels.append([x,vy])
if random.random()<p:
rels.append([x,v])
b=True
if b==False: rels.append(random.choice (Rels))
P=Poset ( (range (n) ,rels))
return P

def random_g_c_poset(l,n,k,p):
if n==1 and n>1: return ’'no existe’
else:
bool=False
while bool==False:
P=random_g_poset (1,n,k,p)
G= P.hasse_diagram()
bool=G.1is_connected()
return P

La funcién random_g_poset construye un poset conexo graduado "al azar", y luego, me-
diante el mismo algoritmo utilizado en el Programa 3.31, la funcién random_g_c_poset itera la
funcién anterior hasta obtener el primer poset conexo.

El programa de random_g_poset construye el poset que sera su output en dos grandes pa-
sos. En el primero (lineas 3 a 22 inclusive), organiza los vértices en los niveles. En el segundo
(lineas 23 a 33 inclusive), agrega aristas entre los vértices de niveles consecutivos respetando la
probabilidad p.

Para organizar los n vértices en los 1 niveles, procedemos como sigue:

1. (Lineas 3-4) Pensamos a los vértices como bolitas y a los niveles como cajas; y entonces, a las
disposiciones de los vértices en los niveles como secuencias de n simbolos @ y 1—1 simbolos
|. Luego, una disposicién al azar de los vértices en los niveles de modo que en cada nivel
haya al menos k vértices es una permutacién al azar de la secuencia



Codificandoa e conun 1y a| con un 0, la lista b es justamente

La funcién random. shuf f1e estd incorporada en Sage y devuelve una permutacién al azar
de la lista que toma como argumento.

2. (Lineas 5-7) La lista sum tiene en el lugar i la suma de los ntimeros de b entre los lugares 0 e
iinclusive. Notar que hay un cero en el lugar i-ésimo de b si y s6lo si sum[i-1]=sum[i].

3. (Lineas 8-16) La lista nivel tiene en el lugar j la cantidad de vértices del nivel j. Cada
lugar se construye detectando cudndo hay dos lugares de sum con el mismo valor, y luego
restando a ese valor la cantidad de vértices de los niveles anteriores, que estd almacenado en
la variable anteriores. Un especial cuidado debe tenerse con el caso enel cual b[0] =0,
que significa que el primer nivel tiene k vértices (lineas 10 y 11). Dado que el nivel 1 —1 no
estd delimitado por ceros a ambos lados, tiene un tratamiento especial (linea 16).

4. (Lineas 17-22) La lista N contiene en el lugar 1 la lista de vértices en el nivel i. Asumiendo
que los vértices de posetson 0,1 -, n-1,los niveles quedan distribuidos, segtin N, como

sigue:

N[0]=[0, 1,---, nivel[0]-11;

N[l]=[nivel[0], nivel[0O] + 1, ---,nivel[0] + nivel[1l]-11;
N[k] = [nivel[0] + nivel[l]+:---+ nivel([k-1], - ---, n—-1].

Para agregar aristas (es decir, relaciones de cubrimiento) entre vértices de niveles consecutivos,
procedemos como se describe a continuacién. Creamos la lista rels, que finalmente seré la lista
de las relaciones de cubrimiento que efectivamente pertenecen al poset; la inicializamos en la lista
vacia []. Luego, para 0 <i < 1—1y para vértice y del nivel i+ 1:

1. Creamos la lista Rels, que contiene todas las relaciones posibles entre y y un vértice del
nivel i. Para cada potencial relacién, generamos un ntimero al azar entre 0 y 1 (mediante
la funcién random.random() de Sage). Agregamos esa relacion a rels siy sélo si ese
nimero es menor que p.

2. Para evitar que no haya ninguna relacién entre y y algin vértice del nivel i, creamos la
funcién booleana b, que vale False al finalizar el bucle del punto anterior si y sélo si no
agregamos ninguna relacién a rels. En ese caso, elegimos una relacién de la lista Rels al
azar, mediante la funcién de Sage random. choice.

En la siguiente figura exhibimos un ejemplo del poset que devuelve la funcién anterior para
los siguientes valores: 1 =4,n =30,k =4,p =0.2.
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random g ¢ poset(4,30,4,0.2).show(figsize=[8,8], vertex colors='white')

Figura 3.17: Aplicacién de la funcién random_g_c_poset en
el Notebook de Sage.
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Capitulo 4

Conjuntos compatibles

Nota: Todos los espacios finitos con los que trabajaremos de aqui en adelante serdn Tp; por sim-
plicidad lo omitiremos en los enunciados.

4.1 Introduccion

Hemos visto que, dado un espacio finito, en general no hay unicidad de sus weak cores, ni
siquiera fijando su cardinal. Consideremos la funcién

W : {espacios finitos} — {conjuntos finitos de e.t.f. weak minimales simplemente equivalentes}
X — weak cores(X)

Claramente ¥ no es inyectiva. Un problema interesante consiste en analizar su sobreyec-
tividad; es decir, si dado un conjunto finito de e.t.f. weak minimales simplemente equivalentes,
siempre existe un espacio X cuyo conjunto de weak cores sea el anterior.

Por otra parte, recordar que, de manera andloga a la teorfa de homotopia simple clasica, si
dos espacios finitos son tales que se puede llegar de uno a otro mediante una sucesién finita de
colapsos y expansiones elementales, entonces se pueden efectuar primero todas las expansiones
y luego todos los colapsos (ver 2.6.4). La afirmacién anterior se generaliza, mediante un razona-
miento inductivo, a una cantidad finita de espacios finitos simplemente equivalentes.

Luego, dado un conjunto {Xj, X3, -, Xn} de espacios finitos weak minimales simplemente
equivalentes, siempre existe Z tal que weak cores(Z) DO {Xy,X2, -+ ,Xn}. La sobreyectividad
de W se refiere a que valga, para algtin Z, la igualdad. Veremos que W no es sobreyectiva; y
llamaremos compatibles a los conjuntos de la imagen de W.

El estudio de conjuntos compatibles tiene como objetivo entender mejor la teoria de colapsa-
bilidad, que se encuentra ligada a varias conjeturas importantes, como la de Andrew-Curtis o la
de Zeeman.

Alo largo de este capitulo realizaremos un analisis de los conjuntos compatibles. Lo iniciamos
con casos particulares para conocer la dindmica de las demostraciones; y lo finalizamos con re-
sultados generales, muchos de ellos concernientes a operaciones tales como cociente, wedge, join
y producto de espacios finitos.

Los resultados de este capitulo son originales.

81



4.2 Definiciones

En esta seccién estudiaremos las definiciones que nos permitiran luego distinguir en qué casos
la respuesta a nuestra pregunta es afirmativa, y en cuéles no.

Comenzamos notando que, para cualquier conjunto finito de espacios finitos simplemente
equivalentes, existe un espacio que colapsa a todos ellos.

Teorema 4.2.1. Sean n > 2, y Xy,Xp, -, Xn espacios finitos simplemente equivalentes. Entonces,
existe un espacio finito Z tal que Z \, X; para todo 1 <1i < n.

Demostracion. Procedemos por induccién en n.
Paran = 2, la afirmacién es el resultado 2.6.4.

Dados X1,X2, -+, Xn, Xn1 espacios finitos simplemente equivalentes, por hipétesis induc-
tiva existe un espacio finito Z tal que Z \, X;, para todo 1 < i < n. Claramente, Z, X1, X3, -+ , Xn
son simplemente equivalentes. Luego, por transitividad, Z, X, 1 lo son y el resultado se obtiene
aplicando el cason = 2. O

Definicién 4.2.2. Dados X1,X3,---,Xn (n > 2) espacios finitos weak minimales simplemente
equivalentes, diremos que {X7, X2, -+, X} es un conjunto compatible si existe un espacio finito Z
tal que weak cores(Z) ={X7,Xz,- -+, Xn}

Llamaremos a Z compatibilizador de {X1,Xz,- -+, Xn}.

Ejemplo 4.2.3. A continuacién exhibimos ejemplos de conjuntos compatibles; con un conjunto
compatibilizador Z para cada uno de ellos.

Nota: Un espacio compatibilizador tendrd como weak cores a espacios finitos homeomorfos
a los del conjunto compatible. Dado que dos espacios finitos son homeomorfos si y sélo si uno
de ellos se obtiene reetiquetando los puntos del otro; al describir un conjunto compatible no serd
necesario etiquetar los puntos de los espacios que contiene.

. ZI ®

e
XX

X[ XX

(1

Resulta claro que el conjunto anterior es compatible con compatibilizador Z luego del andlisis
realizado en el capitulo anterior.

Dejamos como tarea para el lector los chequeos pertinentes a los siguientes ejemplos; todos
pueden realizarse con la funcién wcores (Programa 3.21). De todos modos, en este capitulo se
veran resultados generales que tendran a la mayoria de ellos como caso particular.
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L] L] ’ L ] L] . . L

=

152

Existen conjuntos no compatibles, como se muestra en el siguiente

Ejemplo 4.2.4. Sea D una triangulacién del Dunce Hat. Veamos que el conjunto {*, X' (D)} no es

compatible.
Por 3.3.3, * y X (D) son simplemente equivalentes.
Ademas, son weak minimales. La afirmacién es clara para *. Respecto de X' (D), si tuviera

algtin weak point x, entonces
X(D) NS X (D)~ {x}.
Luego, por teorema 2.6.7

D’ = )) N\ K(X(D) N {x}) = K(X(D)) \ {x} =D \ {x}.

D’ es la subdivision baricéntrica de D; en particular, una triangulacion del Dunce Hat. Dado que
cualquier triangulacién del Dunce Hat no tiene caras libres, la existencia de un weak point en

X (D) generaria una contradiccién.
El conjunto {*, X' (D)} no es compatible. En efecto, sea Z un espacio finito Ty tal que * ' Z

X (D). En particular, Z \, Y *\ *, para algtn espacio finito Ty Y de altura 1. Claramente, [Y| > 2.
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Puesto que los espacios finitos de altura 1 colapsables colapsan a todos sus puntos (ver 2.5.8),
weak cores(Z) D {1, *2}. Luego, 3z compatibilizador de {x, X (D)} .

Dado {X1, X3, -, Xn} un conjunto compatible, existe algtin espacio compatibilizador Z. Re-
sulta natural cuestionar si existe algin tipo de unicidad en Z. La siguiente observacién muestra
que: no hay, en general, unicidad en el cardinal de los espacios compatibilizadores; y fijado un
numero natural, no hay, en general, unicidad salvo homeomorfismo en los espacios compatibi-
lizadores de ese cardinal.

Observaciéon 4.2.5. Si{Xjy, Xy, -+, Xn} es un conjunto compatible, entonces
(i) no necesariamente 3! k € IN tal que, V Z compatibilizador de {X;1, X2, -+ , Xn}, 1Z] =k;

(ii) dadok =1Z| € N con Z compatibilizadog de {Xq,X3,- ", Xn}, no necesariamente V Z com-
patibilizador de {X1, X3, - - - , Xn} tal que |Z| = k resulta Z homeomorfo a Z.

Basta considerar el conjunto compatible

XX DX X

° [ ] 4 L] L] ’ [ ] [ ’ [ [

Los siguientes espacios finitos son compatibilizadores del conjunto en cuestién.

[ Y A P
X | ||
.

Sin embargo,
(i) Z7 y Z;, tienen distinto cardinal;
(if) Zq y Z3 tienen el mismo cardinal pero no son homeomorfos.

Mas ejemplos que ilustran la falta de unicidad salvo homeomorfismo fijado un cardinal pueden
encontrarse en los conjuntos (1), (2) y (5) del Ejemplo 4.2.3. Para estos conjuntos, tanto el espacio
Z; exhibido como Z?p (con i € {1,2,5}) son espacios compatibilizadores. Claramente tienen el
mismo cardinal; sin embargo, no son homeomerfos.

4.3 Ejemplos

En esta seccién mostraremos ejemplos de conjuntos compatibles. Tendran un pequefio grado
de generalidad que permitird comprender la dindmica del razonamiento que realizamos para
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demostrar que un conjunto es compatible. Ademads, analizaremos la construccién y el cardinal
del espacio compatibilizador propuesto en cada caso.

Dado k € N>, notamos X, al modelo finito de S! con 2k puntos cuyo diagrama de Hasse es:

k
Figura 4.1: X] .

Observacién 4.3.1. Por ser modelos de S', X] = X1 Vk <j € Nxj. Luego, K(X]) ~ IC(X1)
Pero dado que 7 (sH=2z, por 1.4.16, X] AN X]] Aphcando 4.2.1, existe Z tal que X / Z N X]]
Mas especificamente, existe Z tal que |Z| = IXJ] | +1 que cumple lo anterior. Lo describimos a
continuacion.

Sea Z := X} U{#).

Consideramos un subconjunto de j — k + 1 maximales de Xj] tales que el down set que gen-
eran sea conexo. Por ejemplo, si etiquetamos a los elementos de X]] como indica la Figura 4.2
(sehuiremos llamando a ese espacio, por abuso de notacion, XJ] ), consideramos el subconjunto de

maximales Q = {yy, - ,yj} C X)].

Xt

. . 1 .
Figura 4.2: X etiquetado.

Notar que

Ug = |J Uy, ={xk—1,%, -+ %5, Yk, -+, Y-
i=k
Definimos el orden en Z del siguiente modo:

e entre elementos de X)] , el inducido por ese poset;

/

e x <xsiysolosix € Ug U{*}

%

>< Uk+1>< >< ®y;
X1t x5 ®x;
Figura 4.3: Z.
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Por un lado, como k > 2, Cl*z es contractil (sik =1, ﬂ*z = XJ] , que no es contractil).

/XXXX

®x11 X1t ®xj_1

Figura 4.4: (1Z.

Luego, * es down weak pointy Z Xj] .

Por el otro, Z \XL. Enefecto, Z S Z \{y;} N Z{y;, x5 8 Z N {yjxyj—1) S
ZAYj, 0, Yi—1,% 100 0 N 2Ny x5, Yk e 1 25 Y5 %5, 0 Yk Xk 1, Yk
=X,.

El espacio Z descripto anteriormente tiene una propiedad maés fuerte: tiene como tinicos weak
1 1
cores a Xy y a Xj.

Proposicién 4.3.2. V k < j € Nx;, el conjunto {X], X]] } es compatible. Mds aiin, existe Z compatibili-
zador del conjunto anterior tal que |Z| = |X]] [+ 1.

Demostracion. Sean k < j € IN>,. Simplemente debemos encontrar un poset (Z, <) tal que
weak cores(Z) = {X] ,XJ] 2

Sea Z el espacio finito de la Figura 4.21. Verifica que {X], X)]} C weak cores(Z).
Para probar la igualdad, basta notar que:

e weakpoints(Z) = {yx, - ,Yj, Xx+1," -+ ,Xj, *} (ver Figura 4.5);

/\

\
/

yk+1>< ><.‘J) 1 ’y)
X1 X141 ®xj1 Xj

Figura 4.5: Weak points de Z, notados con e.

e weak points(Z ~P) ={yw, -, Yj, Xxs1, - X NP, VP C{yk, -, Y5, Xkq1, -, X1, P # 2.
O

Dados k1, kz € N5, denotamos Xﬁ] X al modelo finito de S’ VST con 2(k; +k — 1) puntos
cuyo diagrama de Hasse es el de la siguiente figura. Se obtiene de identificar una arista de X,]q

con una arista de X]Lz.



Figura 4.6: Xﬁ1 s

El siguiente resultado es el analogo de la proposicién 4.3.2 .

Proposiciéon 4.3.3. V kq,k2,j € N>2, los conjuntos {Xk] Ky Xk] )} y{ Kk ) k } son compatibles.
Mis aiin, en cada caso existe Z compatibilizador con exactamente un elemento mds qite el espacio de mayor
cardinal del conjunto que compatibiliza.

Demostracion. Sean ki,kz,j € IN>2, con k; < j. Veamos que el conjunto {Xi],kz,XiW-} es
compatible (el razonamiento para el otro conjunto es analogo).

De manera similar a la demostracién de la proposicién anterior, sea Z := Xﬁ1 5 Ul

Consideramos un subconjunto de j —k; + 1 maximales de Xﬁm’ tales que el down set que
generan sea conexo y cada uno cubra exactamente dos puntos. Por ejemplo, si etiquetamos a
los elementos de X2 ,- como indica la Figura 4.7. consideramos el subconjunto de maximales

Q :{ykzl"' /UJ}C Xk1]

Xk2+1
Figura 4.7: Xﬁ] ; etiquetado.

Notar que

U Uy, = {ag—1,%0, %, Yk, Y5
i—k,

El orden en Z es:

e entre elementos de Xk] ;- el inducido por ese poset;

/\

Uk2+1 Yj

OO

[} .
Xky Xk2+l Xj—1 X)

e x <xsiysolosix € Ug U{*}

\
/

Figura 4.8: Z.
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Se prueba que weak cores(Z) = {Xﬁhszxi],j} con un razonamiento analogo al realizado en
la demostracién de 4.3.2. O

Sea Y? el siguiente modelo de S’ \/ ST:

Figura 4.9: Y2.

Proposiciéon 4.3.4. V k1, k2 € N>, el conjunto (Y2, Xﬁ] ,kz} es compatible. Mds aiin, existe un espacio
compatibilizador Z tal que |Z| = |X§],k2\ +1.

Demostracion. Sea Z := Xﬁ w, YUk
1,K2
Consideramos Q el subconjunto de maximales de Xil k, que cubren exactamente 2 puntos.
Por ejemplo, si etiquetamos a los elementos de Xi] ; como indica la Figura 4.10, entonces Q =

{91/1;}2 e /gk]f'llyé e rU{Q} - Xﬁhkz .

"”>< ><y T "“>< ><.yk
X{ .Xk1 -1 X]/<1 =X1 .Xz .sz
Figura 4.10: Xihkz etiquetado.
Notar que

ki1—1 15}
uQ ::( U uy{) U ( U uyi) :{X'/llxél' o /X]/<] =X1,X2," " ,sz}U Q
i=1 i=2

El orden en Z es:

2 : : ,
e entre elementos de Xi | ; , el inducido por ese poset;

e x <xsiysolosix € Ug U{*}

Figura 4.11: Z.

Claramente, (IZ es contréctil. Luego, * es down weak point de Z y Z ¢, Xil K-
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e/ o/ PY
Yy kg1 ®y; Yk,
. >< ><. - >< ><.

Ll Xkq—1 Xi, =X1 *x, Xk,

Figura 4.12: (7.

Por otra parte, se verifica que:

e weak points(Z) ={yj, -, Yi, 1, Y2, Ykp X1, Xq, 2,93, Yy, ¥

Figura 4.13: Weak points de Z, denotados con e.

e weak points(Z~\P) ={y},--- ,y{qq,yz, C Yk X ,X],{ziz,yg,‘ Yk PN P,
VP - {y1/ v /y]/(1_‘|/y2/' t /ykzrxér' v /X]/<2_2/y3/' o /ykz}/ P # a.
Notar ademas que Y2 es homeomorfo al subespacio de Z con elementos {, y{<1=y1, x{qf],

x{q: X1, X2}
De lo anterior se deduce que weak cores(Z) = (Y2, Xipkz }. O

En general, dadosn € N, kq, k2, -+, kn € N>, notamos XELkz,“',kn almodelodeS' VS V... \/§!

n veces
de la siguiente figura.

O] XK

Figura 4.14: XE] K K

Notar que XE] Ky kn S€ obtiene de "concatenar" (identificando las aristas marcadas con linea
gruesa) los espacios X1 v X1]<z’ cee, X]Ln. El siguiente resultado, una generalizacién de 4.3.3, afirma
que dado un modelo de STV STV ...\/S! construido de la manera anterior, si reemplazamos X,]q

6 X]Ln por un modelo de S de otro cardinal, el espacio original y el nuevo forman un conjunto
compatible.
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Proposicion 4.3.5. Seann € IN,kq,k2, -+ ,kn,j € N>».
H n n n n y
Los conjuntos {qu Koy K Xj,kz,~~~ ,kn} y {qu e K1 K Xk1 ,knq,i} son compatibles.

Para demostrarlo, basta seguir el mismo esquema de la demostracién de 4.3.3, ajustando el
espacio compatibilizador. Por ejemplo, para el conjunto {Xy, 1, ..\ . Xi, . ... ;}, suponiendo que
kn < j, consideramos el espacio Z = Xy, 1 .. ; U{x} cuyo diagrama de Hasse es el de la siguiente

XXX | X AKX XXX

kl kz kn j'kn+]

j

Figura 4.15: Compatibilizador de {X1121 Koo K X’Q| Ko 1

4.4 Resultados generales

Proposicion 4.4.1. El conjunto{Xy,Xa,- -+ ,Xn} es compatible si y sélo si el conjunto {XJ¥, X3P, -
X$P Y Io es.

Demostracion. Sigue del hecho de que Z ™\, X si y s6lo si Z°P ~\ X°P. O

Proposicién 4.4.2. Si X es un espacio weak minimal, entonces Vn € N>, el conjunto {X, X, -+, X} es
= ~——

compatible. 1 veces

Demostracion. Definimos un poset Z := XU {*1,%2,- -+, ¥n_1}.
Para definir el orden, consideramos un elemento maximal xg de X. El orden en Z es:

e entre elementos de X, el inducido por ese poset;
o ;i < xjsiysOlosii<j;
o x < xisiysolosix € Ufo.

En otras palabras, si llamamos Y al conjunto totalmente ordenado *; < *) < --- < *,_1,Zse
obtiene de identificar los puntos x¢ y *7 en los espacios X e Y respectivamente.
Respecto de los weak points, la situacion es la siguiente:

e weak points(Z) = {xq, *1, -+ , *n_1}
o weak points(Z~P) ={xg,*1, -+ ,*n_1}~P, VP C{xo, %1, - ,*n_1}
Luego, los procesos de colapso de Z a un poset weak minimal son de la forma:
ZXZ {21} SN2 {z1,223 S - N2z, 22, 00 znd,
con{zy,z2,- ,zn-1} =P S {xo,*1,- -+ ,*n_1}. Entonces Z \{z1,22,- - ,zn_1} sera:

e obienel espacio X (si P = {1, -+, *n_1}),
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e 0 bien el subespacio de Z con elementos X \ {xo} U {xi} (si P es el conjunto de puntos
{x0, %1, -+, *¥i-1, %141, ¥n—1))-

Notar que todos los anteriores son isomorfos; se obtienen de etiquetar de distintas maneras al
elemento maximal xo de X. Podemos deducir entonces que el conjunto de weak cores de Z es un
conjunto de n espacios finitos distintos homeomorfos a X, que es lo que queriamos probar. O

El espacio compatibilizador construido en la demostracién de 4.4.2 no necesariamente es de
cardinal minimo. Para notarlo, basta considerar el conjunto compatible exhibido en 4.2.5.

La siguiente proposicién es una sencilla generalizacion del ejemplo 4.2.4.

Proposicion 4.4.3. Si X # {x} es un espacio weak minimal tal que X /°\, *, entonces {X, x} no es com-
patible.

Demostracion. Supongamos que {X, x} es compatible. Sea Z compatibilizador de {X, x}. En
particular, Z \, *. Mds atin, existe Y de altura 1 (y entonces |Y| > 2) tal que Z \, Y \, *. Pero
los espacios finitos de altura 1 colapsables colapsan a todos sus puntos (2.5.8). Luego, {*,*} C
weak cores(Z); generando una contradiccién. O

A continuacién realizamos definiciones relacionadas con la "dependencia” de los weak points
de un espacio.

Definicién 4.4.4. Sean X un espacio finito Ty, y x e y weak points de X. Diremos que:
e x ey son dependientes si x no es weak point de X \ {y} 6 y no es weak point de X ~ {x};
o x es independiente si V w weak point de X, x es weak point de X \ {w}.
e x es inocuo si V w weak point de X, w es weak point de X ~\ {x}.

Ejemplo 4.4.5. Sea X el espacio finito cuyo diagrama de Hasse es el de la siguiente figura:
*7

oy o5 \ o

XX

Figura 4.16: X.

3

Los weak points de X son 2, 3, 5, 6 y 7. Valen las siguientes afirmaciones:

e Los weak points 4 y 6 son dependientes; del mismo modo que 5y 6,y 2y 6.
e 3 es inocuo e independiente.

e 5 es inocuo, pero 2 no.

Sea {X1, X2} un conjunto compatible y Z un compatibilizador de cardinal minimo. Entonces
los weak points de Z quedan clasificados en dos grupos, que llamaremos W7 y W5, tales que al
remover cualquier weak point w de W, el espacio resultante Z \ {w} colapsa a un tinico espacio:
Xi (i€ {1,2).
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Proposicién 4.4.6. Sean X1, X, espacios finitos tales que {X1, X3} es compatible. Sea Z compatibilizador
de {X1, X2} de cardinal minimo. Entonces Z tiene las siguientes propiedades:
(i) weak points(Z) =W UW,,
con Wy = {w; weak point de Z tal que weak cores(Z ~{w;}) ={Xi}} # @ parai=1,2.

(ii)) Ywy € Wy, Vwy € W), wy ywy son dependientes. En particular, no existe ningiin weak point
de Z independiente e inocuo.

Demostracion.

(i) Seaz € Z weak point. Como weak cores(Z) = {X;, X3}, en particular weak cores(Z ~{z}) C
X1, X2}
Por otra parte, debido a la minimalidad de Z, no pueden ocurrir simultdneamente Z \ {z} ™\,
X1y Z~{z} \, X2. Luego, o bien weak cores(Z \ {z}) = Xj, o bien weak cores(Z \ {z}) =
X5.

Por dltimo, Vi € {1,2}, W; # @ pues Z \, Xj.

(if) Razonemos por el absurdo. Supongamos que existenw; € W1 y wy € W) no dependientes.
Entonces wy es weak pointde Z ~\ {w;} y w; esweak pointde Z~{w1}. Luego, Z*¢
Il ZN{wp,wob N Xy y 2N ZN{wa N Z N {wy, wil N Xo.

Por otra parte, del hecho de que weak cores(Z) = {X;, X2} se deduce que, en particular,
weak cores(Z ~ {wi,w>}) C {X7, X2}

En conclusion weak cores(Z ~\ {w>,w1}) = {X7, X2}, contradiciendo la minimalidad de Z.

/Z\
Z~{wq} Z~A{wy}

: Z~{wi,wy} :

| |

Xq X3

Figura 4.17: Colapsos existentes en Z.

Finalmente, probemos la afirmacién particular. Supongamos que 3 x weak point de Z inde-
pendiente e inocuo. Dado que x € Wy LW, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que x € Wy. Como W, # @&, 3y € W,. Pero entonces x e y no serian dependientes,
generando un absurdo. O

Por ejemplo, para el conjunto compatible del ejemplo (1) de 4.2.3, el espacio compatibilizador
Z; exhibido es de cardinal minimo. Si etiquetamos sus vértices como muestra la Figura 4.18,
entonces W7 = {2,4,5} y W, = {6}. Este hecho puede apreciarse claramente en el esquema de la
Figura 3.5.
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®c

o3 oy o5

.O e ®)
Figura 4.18: Z;.

4.4.1 Cociente, wedge, join y producto

En este apartado nos ocuparemos de decidir si, dados un conjunto compatible y una operacion
(cociente, wedge, join), el conjunto que se obtiene de "combinarlos" es compatible.

Dado X un espacio weak minimal, queremos ver si es posible hallar un espacio finito Y que
se obtenga de cocientar a X por algtn subespacio (y alguna operacién adicional para mantener el
tipo homotépico simple) de modo tal que {X, Y} resulte compatible. La siguiente proposicién da
una respuesta a este interrogante para un caso particular de X.

Proposicion 4.4.7. Sea X un espacio finito weak minimal de altura 1.

Six1,- - ,xn (conn € N>) son elementos maximales tales que Uy, U Uy, U- - - U Uy, es contrdctil,
entonces el conjunto {X, (X/A) \ B} es compatible, donde A := {x1,--- ,xn}y B :={x € X ?35 -
{X1/ te /Xn} }

Demostracion. En primer lugar veamos que Y = (X/A) \ B es weak minimal. Procedemos por
el absurdo. Supongamos que tiene algtin weak point w. Hay dos opciones: w = X1 (la clase de x;
enY)owe X~ (AUB).

En el primer caso, ﬂzl = (UiY,4 ﬂﬁi) . B es un subconjunto de puntos de X de grado 0. Supon-
gamos que |0¥1 | =1, es decir, existe un tinico punto yo de X minimal tal que Fﬁo j(_ X1, , Xn}
Entonces existe un punto maximal xo ¢ {x1,---,xn} de X tal que ypo < x¢. Pero en ese caso
Ufﬁo = {yo} (el resto de los puntos minimales son cubiertos sélo por puntos de {x1, - ,xn});

contradiciendo la weak minimalidad de X. Luego, IO% |=1.

Analicemos el segundo caso. Si Fffv N{x1, -+ ,xn; = I, entonces FI\, = Fffv. Como X es weak
minimal, w debe ser cubierto por al menos 2 elementos y entonces no puede ser weak point. Si
Fffv N{x1, -+ ,xn} # &, dado que Fif, SZ X1, ,%Xn} F‘\,(, D {X1,x0}, para algin punto maximal
xo € {x1,- -+ ,xn}; y luego, no es posible que w sea weak point.

Definiremos ahora un conjunto compatibilizador. Sea Z := X U{x}, dotado del siguiente orden:
e entre elementos de X, el inducido por ese poset;
o x <xsiysblosix € Uy, Uly, U---UUy, U{x}

La situacién de los weak points de Z es andloga a la de los espacios compatibilizadores con-
struidos en las demostraciones de las proposiciones 4.3.4,4.3.2 y 4.3.3:

e weak points(Z) = AUB U {x};
e weak points(Z \ {x}) = &;
e weak points(Z~P)=(AUB)~P,VP C (AUB).

Luego, los tinicos espacios weak minimales a los cuales colapsa Z son:
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o Z~\{x}=Xy
e Z~ (AUB) = ((XU{x}) ~A)~B=(X/A)\B.
Luego, weak cores(Z) ={X, (X/A) \ B}. O

Corolario 4.4.8. Sea X espacio finito weak minimal de altura 1.

Sixy, -+ ,xn (conn € N>») son elementos minimales tales que Fx, U Ty, U---UFy, es contrdctil,
entonces el conjunto {X, (X/A) ~\ B} es compatible, donde A := {x1,--- ,xn}y B = {x € X: ﬂ;( -
{Xll' c IXT\.}}'

Demostracion. Sigue de aplicar el resultado anterior al conjunto {X°P, ((X/A) \ B)°P}y luego
la equivalencia de la proposicién 4.4.1. O

Ejemplo 4.4.9. Sea X el siguiente modelo de S’ \VS' \/ ST.
* ®7 o 09
®) >®< ) ®3 &N

Figura 4.19: X.

°10

®5

Consideremos los siguientes subconjuntos de puntos, que satisfacen las hipétesis de 4.4.8:
A:={1,3,4,5);

B :={9,10}

Por 4.4.8,{Y = (X/A) \ B, X} es compatible.

L4 Ld

Figura 4.20: Y.

3

*

Notar ademds que ya hemos visto varios ejemplos en la seccién 4.2.3 a los cuales puede apli-
carse este resultado. Por ejemplo, los conjuntos (1), (2) y (4) del Ejemplo 4.2.3 son compatibles
por la proposicion anterior, y el compatibilizador exhibido es el que se define en la demostracién
de la misma. Lo mismo ocurre con los conjuntos de las proposiciones 4.3.2,4.3.3, 4.3.4 y 4.3.5.

Dados un conjunto compatible y un espacio finito weak minimal, bajo ciertas hipoétesis el
conjunto que se obtiene de hacer wedge (en puntos a determinar) entre los espacios del conjunto
compatible y el nuevo espacio weak minimal resulta compatible.

Proposicién 4.4.10. Sean {Xy,X3,- -, Xn} compatible y Z un compatibilizador de {X1,Xz,- -+, Xn}.

Siexiste zg € X1 N X2 NN Xn N Z minimal (6 maximal), entonces ¥ Xy weak minimal, Vxo € Xo
minimal (resp. maximal), {Xo V X1,Xo V Xz, -+, X0 V X} es compatible (donde identificamos en cada
€aso xg Con zp).

Demostracion. Notar que Xo V X; es weak minimal V 1 < i < n. En efecto, dado que X; es
weak minimal V 0 < i < n, la afirmacién sigue de las proposiciones 2.6.19 y 2.6.21.

Sea Z := X¢ V Z, donde los puntos identificados son x¢ y zg.
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Veamos que weak cores(Z) ={Xo V X1,Xo VX2, -, X0V Xn}

Por2.6.20, Z N\, Xo VX; V1 <i<n.

Por otra parte, no existe V ¢ {Xo V X1,Xo V X2, -+, Xo V Xn} weak minimal tal que Z \, V.
En efecto, dado que Z = Xy VV Z y X es weak minimal, por 2.6.19 y 2.6.21, los weak points de Z
son:

e o bien weak points de Z \ {z¢},
e o bien Xp ={x0} y zo es weak point de Z;

(la opcién Z = {zp} y xo es weak point de Xp queda descartada pues Xy es weak minimal).

Si Xo = {xo}, Z es homeomorfo a Z y Xp V X; es homeomorfo a X; V1 < i < n. Como
weak cores(Z) = {X1,X2, -+ ,Xn}, un tal V no puede existir.

Si{xo} & Xo, ya hemos observado que los weak points de Z son los de Z \ {zp}. Més aun, vale
que Z\,VsiysblosiV =XoVVyZ\, V paraalgin V weak minimal. Nuevamente, puesto
que weak cores(Z) ={Xj,Xz, -+, Xn}, no puede existir un tal V. O

Analicemos ahora situaciones andlogas respecto del join y el producto.

Observacién 4.4.11. Dados X, Y espacios finitos, no vale en general que: si {X, Y} es compatible,
entonces V W weak minimal el conjunto {X ® W,Y @ W} es compatible. Para notarlo, considera-
mos W = {x}. Para cualquier espacio finito, X & * no es weak minimal por ser un espacio con mas
de un elemento que tiene méaximo (y luego, contractil).

Sin embargo, éste es el tnico caso en el cual la afirmacién anterior no es verdadera.

Proposicién 4.4.12. Sean X, Y espacios finitos Ty tales que {X, Y} es compatible y [X| > 1, Y] > 1. Sea W
un espacio weak minimal. Entonces el conjunto {X ® W,Y @ W} es compatible si y s6lo si W # {x}.

Demostracion. =) Si el conjunto {X @ W,Y @& W} es compatible, en particular X@WeY oW
son weak minimales. Si W = {x}, entonces X ® W e Y & W tienen maximo (el punto *), lo cual
contradice su weak minimalidad.

&) Sea W # {x} weak minimal, veamos que el conjunto {X & W, Y & W} es compatible.

En primer lugar, observemos que X & W e Y & W son weak minimales. En efecto, basta notar
que W, X e Y son weak minimales y aplicar la caracterizacién de los weak points de un join
descripta en 2.6.13.

A continuaci6n, definiremos Z tal que weak cores(Z) ={X® W,Y & W}. Si Z es compatibili-
zador de {X,Y},sea Z:=Z O W.

Por 2.6.15, resulta que Z N\ XGWy Z\ YO W.

Resta ver que no existe V ¢ {X & W,Y @& W} weak minimal tal que Z \, V. Como W, X e Y
son espacios finitos Ty weak minimales con méas de un punto, de 2.6.13 deducimos que los weak
points de Z = Z & W son los weak points de Z. Més atin, vale que Z \, VsiysélosiV=VaW
y Z \, V para algtin V weak minimal. Dado que weak cores(Z) = {X, Y}, no puede existir un tal
V. O

Observacion 4.4.13. Sean X, Y espacios finitos tales que {X, Y} es compatible, sea y W weak mini-
mal. Si bien X x Wy Y X W resultan weak minimales y dado Z tal que weak cores(Z) = {X,Y]},
ocurren los siguientes colapsos: Z x W N\, X x W y Zx W N, Y x W, no necesariamente
weak cores(Z x W) ={X x W,Y x W}

Veamos con detalle cada una de estas afirmaciones.
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e Por lema 2.6.16 vale la siguiente inclusién de conjuntos:
weak points(X x W) C weak points(X) x Y U X X weak points(W) = @

Como X y W son weak minimales, el tiltimo conjunto es vacio.
Para Y X W el razonamiento es analogo.

e Sea Z es un compatibilizador de {X,Y}. Por lema 2.6.17 es claro que Z x W \, X x W'y
Z X WY x W. En otras palabras,

weak cores(Z X W) D {X x W,Y x W}

e Sin embargo, no vale la igualdad en general.
A modo ilustrativo, consideremos el siguiente (contra)ejemplo.
Conjunto compatible: {X}, X1}
Compeatibilizador: 4 *
e
o o o5
AKX
° o o

Weak minimal: w d

X<
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Z=Poset({0:[3,41, 1:[3,5], 2:[4,5], 4:[6], 5:[6]1})
W-Poset({'a':['¢c’,'d'], "b':['g’,"d"1})
ZxW=cartesian product (Z,W)
ZxW.show(figsize=[11,11], vertex colors='white’)

evaluate

\«"0“‘}‘

Yo'
0954

Figura 4.21: Z x W

Utilizando la funcién wcores, vemos que el espacio
Yi=ZXW~ {(6/ Cl), (6/b)/ (6/ d)/ (5/ C)/ (4/ C)/ (3/ C)}/

de 22 puntos, también es weak core de Z x W.

Mas atn, puede llegarse a él mediante la siguiente sucesién de colapsos elementales:
ZxWXN ZxW~{6,a)} 8 ZxW N {(6,a),(6b)} ¢ ZxW \ {(6a),(6,b),(6,d)} &
ZxW ~{(6,a),(6,b),(6,d),5,c)} § ZxW ~{(6,a),(6,b),(6,d),(5c), &} ~§

Z xW~A{(6,a),(6,b),(6,d),(5c),(4,c), (3,0} =Y.
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Capitulo 5

Métodos de reduccion

5.1 Introducciéon

Un método de reduccion de un espacio finito es una técnica que permite disminuir el cardinal
de alguno de los "elementos" que éste tiene asociado (uno o mds puntos, relaciones de cubri-
miento, aristas del diagrama de Hasse, etc.) sin alterar alguna propiedad.

Las propiedades que nos interesara preservar seran el tipo homotépico, homotépico simple,
homotépico débil y los grupos de homologia.

Una clase de métodos de reducciéon muy importante son los métodos de reduccion de un
punto, es decir, aquellos que consisten en remover exactamente un punto del espacio de modo tal
que esta reduccién no afecte la propiedad que queremos conservar.

En el capitulo 2 ya hemos presentado dos métodos de reduccién de un punto muy impor-
tantes: los beat points y los weak points.

Remover beat points fue el primer método de reduccién para espacios finitos. Fue introducido
por Stong [27], quien en realidad llamaba a estos puntos lineales y colineales; el nombre actual se
debe a P. May [22]. La propiedad que preservan es el tipo homotépico.

Los weak points, introducidos por Barmak y Minian [6], permiten caracterizar el tipo ho-
motopico simple de espacios finitos.

Respecto del tipo homotépico débil de un espacio finito, se ha demostrado que no existe un
método de reduccién que permita caracterizarlo [21]. Si existiera, en particular seria posible de-
cidir con un algoritmo si un espacio finito es homotépicamente trivial. Luego, podria determi-
narse si un complejo simplicial finito es contractil (aplicando X), y es esto tltimo lo que no es
posible.

Otros métodos de reduccién de un punto fueron estudiados por Barmak y Minian [7]; a saber:
remover y-points y H-points. Los H-points preservan los grupos de homologia. Los y-points
preservan el tipo homot6pico simple, su inconveniente es que no existe algoritmo para identifi-
carlos, pues para ello es necesario decidir si un espacio es homotépicamente trivial o no.

Existen otro tipo de métodos de reduccién, que no necesariamente consisten en remover un
punto. Por ejemplo, T. Osaki introdujo un método que consiste en cocientar el espacio original
por un subespacio, manteniendo el tipo homot6pico débil. Por otra parte, los que consisten en
remover una arista del diagrama de Hasse o una relacién de cubrimiento fueron estudiados en
[12] y fueron implementados en 3.25 y 3.26.

En este capitulo haremos un pequefio estudio de los métodos de reduccién conocidos, e intro-
duciremos algunos nuevos.
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‘ Método de reduccién ‘ Beat points ‘ Weak points ‘ ? ‘

‘ Espacio finito ‘ Tipo homotépico ‘ Tipo homotépico simple ‘ Tipo homotépico débil ‘

‘ Complejo simplicial ‘ Tipo homotépico fuerte ‘ Tipo homotépico simple ‘ Tipo homotépico ‘

Tabla 5.1: Métodos de reduccion.

5.2 Tipo homotdpico simple de espacios finitos

El método de reduccién de espacios finitos mds importante asociado al tipo homotépico sim-
ple de poliedros es remover weak points.

Dado un complejo simplicial K, para hallar su tipo homotépico simple basta con hallar el
del espacio finito X'(K). En efecto, si X'(K) ~\, Y (es decir, si se puede llegar a Y desde X'(K)
agregando y removiendo weak points), entonces (X (K)) N\, K(Y), pero K(X (K)) =K' 7\, K.
Luego, K 7, K(Y).

Observacién 5.2.1. Existe una estrecha conexién entre los weak points y el teorema de McCord
(1.2.6).

Sea X un espacio finito, y sea x € X. Considero i : X \ {x} — X la inclusién. Por el teorema
de McCord, si para todoy € X, i (Uy) es contrctil o para todoy € X, i (Fy) es contréctil,
entonces i es una equivalencia homotépica débil.

Peroi~! (Uy) = Uy \ {x} es contractil para todoy € Xsiy sélo si i~ T(Uy) = Uy es contractil
si y s6lo si x es down weak point de X. De manera anéloga, i1 (Fy) = Ux ~\ {x} es contractil para
todoy € X siy soélo si x es up weak point de X.

Una pregunta natural es si se puede hallar, con la misma idea, un método de reduccién de
varios puntos que preserve el tipo homotdpico débil pero no necesariamente el tipo homot6pico
simple. La respondemos a continuacién.

Utilizaremos el teorema de McCord para dar condiciones suficientes que debe cumplir un
subconjunto de puntos {x1,x3, - - - ,xn} de X para que la inclusién i : X \{x1,%x2, -+, xn} — Xsea
una equivalencia homotépica débil.

En este caso, i~ (Uy) = Uy ~{x1,%x2, -+ ,xn} es contréctil para todoy € X siy sélo si
i~! (Ux,) = Uy, NA{x1,%2,- -+ ,Xn} es contractil para todo 1 < i < n. Veamos que esto tltimo
induce que X N\, X~ {x1,%2,- -+, Xn}.

Supongamos que Uy, \{x1,X2, -+ ,Xn} es contrdctil para todo 1 < i < n. Entonces, en
particular, para todo i € {1,2,---,n} tal que x; es minimal del subespacio {x1,x2, -+ ,xn}, Ux, \
{x1,%2,-+ ,xn} = ﬂxi es contractil. Luego, los minimales del subespacio {x1,x2, - ,xn} son
down weak points de X. Los llamamos M. Dado que no son comparables dos a dos, X\, X \
M.

Ahora, para todo i € {1,2,---,n} tal que x; es minimal de {x1,x2, -+ ,xn} \ My, Uff,l ~
{x1,%2, -+ ,xn} = Cli(i\M] es contractil. Es decir, los minimales de {x1,%x2, -+ ,Xn}~ M7 son
down weak points de X ~. M. Los llamamos M. Resulta entonces que X ~ M7\, X~ (M7 U
M3). Continuamos asf este procedimiento. Dado que {x1,%2,- - - ,Xxn} es finito, el procedimiento
termina y se tiene que X \, X\ {x1,%2, -+, xn}

En conclusién, la respuesta a la pregunta anterior es negativa.
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Remover weak points no es el tnico método de reduccién que no afecta el tipo homotépico
simple. A continuacién exhibimos algunos ejemplos de métodos de reduccién que preservan esta
propiedad y no consisten en remover un punto.

e Métodos de Osaki: Son los métodos de reduccién mds antiguos que preservan tipo ho-
motdpico débil. Fueron introducidos por T. Osaki [26] en 1999. Més tarde, Barmak y Minian
([4], 6.2.10.) prueban que en realidad preservan el tipo homotépico simple. Los métodos se
basan en el siguiente resultado:

Sea X un espacio finito. Si existe x € X tal que, para caday € X, Uy N Uy es vacio u
homotdpicamente trivial, entonces la funcién cociente q : X — X/Uy es equivalencia
daebil.
El mismo sigue del teorema de McCord, aplicado a la base minimal {Uq(y) ty € X}de
X/Ux.
u iUyNUy =0
En efecto, q*I(Uq(U)) = Y S% x Y o o
Uy Uly siUx N Uy es homotdpicamente trivial

Si Ux N Uy es homot6picamente trivial, dado que Uy y Uy, son contréctiles, obtenemos: de
la sucesion de Mayer-Vietoris que Hy, (Uy U Uy) = 0V n > 0; y aplicando el teorema de
Van Kampen, que Uy U Uy es simplemente conexo. Luego, por el teorema de Hurewicz,
Uy U Uy es homotépicamente trivial.

Vale el analogo para Fy, simplemente aplicando el resultado anterior a X°P.

Observacion 5.2.2. En [4] se desarrollan una nocién de equivalencia simple entre espacios
finitos y la siguiente version simple del Teorema de McCord 1.2.6 para espacios finitos:

Sea f : X — Y una funcién entre espacios finitos. Si f=1(Uy) es homotdpicamente trivial
para todoy € Y, entonces f es una equivalencia simple.

Si aplicamos este resultado a la funcién cociente q, obtenemos que, en realidad, q es una
equivalencia simple y, en particular, X /N, X/Ux.

El proceso de obtener X/l de X se denomina reduccion abierta, y el de obtener X/Fy, reduc-

cién cerrada.
° °
*

[
X X /Uy

* [ ] [ ]

X

X L] *

X
~

Figura 5.1: Reduccion abierta.

Dado un espacio finito, estos métodos no permiten, en general, obtener el espacio de car-
dinal minimo con el mismo tipo homotépico simple. Para notarlo, describimos un ejemplo
expuesto en [3]. Sean X e Y los modelos de STV Sl dela siguiente figura. Si bien a X no se
le puede efectuar ninguna de las reduciones descriptas por Osaki, Y "\, Xy |[Y| = [X]—1.
De hecho, Y es un espacio de cardinal minimo simplemente equivalente a X.

101



XX

. . ° . . °
X Y

e Reduccién del arbol: Es un modo de reducir aristas; se basa en la siguiente idea de Barmak:

Sea X un espacio finito. Si ap < bg < coy ap < by < ¢ son cadenas maximales de
X distintas tales que: #by € X tal queay < by <cr,y By & {co,cq) tal que cy > bo;
entonces K(X) \, K(X N {ap < bp,ap < c1}).

SiY:=X~{ap < by, ap < c1}, entonces, en particular, X /N, Y.

La siguiente figura (I.) ilustra la situacién descripta anteriormente. Con puntos y lineas
rellenos se muestran los puntos y relaciones que deben existir, con puntos sin relleno y lineas
punteadas los que no. La figura II. muestra cémo queda el poset luego de la reduccién.

I. .C1 .Co OCZ II .C1 .Co
Ob] .bO .bO
.ao .(10

La sucesién de colapsos elementales existente es

K(X) N, K(X) N {agbocy, aper} N K(X) N {apboc, apcr, agboco, agbo}.

Para el primer colapso elemental: dado que ag < by < c; es una cadena maximal de X,
apbocy es simplex maximal de X(X). Como #b; € X, ap < by < ¢y, apcy es cara libre.

Para el segundo: por un lado, apbpco es simplex maximal de K(X) \ {apbpct, apct}. Por
el otro, dado que fc, ¢ {co,cq) tal que c; > bp, y que apbpcy ¢ K(X) ~{apbocy,apct},
agbg resulta cara libre.

Una consecuencia interesante es que Y = X\ {ap < bp,ap < c1} tiene una relacién de
cubrimiento ag < cp, con ap minimal y ¢ maximal; y luego, K(Y) ~ KC(Y \{ap < co}) V S!
(ver [12],4.2.1.).

Por ejemplo, el espacio X de la Figura 5.2 tiene los mismos grupos de homologifa del toro
(ver figura 5.3). Sin embargo, no es un modelo finito del toro. Efectuando la reduccién
anterior para los vértices 2, 4, 7, 8, obtenemos el espacio Y. Dado que Y tiene una relacién
de cubrimiento entre un vértice maximal y uno minimal, 711 (Y) = G * Z para algtin grupo
G. En particular, es no abeliano (y luego, no puede ser igual a Z x Z).

102



o7 o3 ®9 ®10 ®10
.3 oy 05 .6 .6
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Figura 5.2: Reduccién del espacio X.

X=Poset({0:[3,4,5,61,1:[3,5,6],2:[4,5],3:[9,10],4:(7,8],5:[9,10],6:[7,81})
print homology(X)
{0: 0, 1: Z x Z, 2: Z}

Figura 5.3: Grupos de homologia de X, calculados por Sage.

Notamos que existe un modo anédlogo de reducir relaciones para cadenas maximales de
longitud 3.

Sea X espacio finito Ty. Sean
ap < by < co < do,

ap <bg <cp <dy,

ap < bo <dy
cadenas maximales de X distintas.
Si
39(:1 S X,bo <c < do,
fc, € X, by < ¢ < do,
ﬂb] € X,a0 < by <dy,
3d; € X,d3 > by,
$ds € X,dg > co,
entonces
KX) N, K(X~{ag < bp,ap < dz}).
En efecto,

K(X) N K(X) ~{agbocodo, apbodo} N K(X) N {apbgcodo, apbodo, apbocods, apbodi} ™
K(X) \{apbgcodp, apbodp, apbocods, apbody, agbodz, apda} ™
K(X) ~{apbgcodo, apbodo, apbocods, apbodi, apgbodz, apdz, agboco, apbo}.
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II. ®4, 4, 4,

e qc- reduccion: Fue introducida por Barmak y Minian. Se basa en la siguiente proposicién
([4], 9.1.):

Sea X espacio finito de altura a lo sumo 2. Si a y b son puntos maximales tales que
Uq U Uy es contridctil, entonces X Y = XU {c} \, Y~{a, b}, cona < c > b. En
particular, KC(X) se 3-deforma en K(Y ~ {a, b}).

Notar que X 7Y = X U{c} \, Y \{a, b} que pues c es down weak point de Y, y a y b son
up weak points de Y. El movimiento que lleva de X a Y \. {a, b} se denomina qc-reduccion.

Las qc-reducciones permiten (bajo las hipétesis anteriores) disminuir, de a uno, la cantidad
de maximales del espacio. Se dice que X es qc-reducible si puede obtenerse un espacio con
méximo mediante una sucesién de qc-reducciones de X.

Puesto que los espacios finitos con maximo son contractiles, si X es qc-reducible, entonces
X\, * donde todos los espacios involucrados en la transformacién tienen altura menor o
igual a 3. Luego, K(X) se 3-deforma a un punto (ver definicién 2.6.3).

Los siguientes ejemplos que muestran a las qc-reducciones como un método alternativo al

de los colapsos.

— D es un espacio simplemente equivalente a un punto (homotépicamente trivial), no
colapsable. Pero admite una qc-reduccién a D, y D es colapsable.

Y [} L] g *y
° ° ° ° ° ° °
[ ] [ ] [ /
Figura 5.4: D.
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) . . ) ) ) .
) 2 % ° % g °
Figura 5.5: D.

- El siguiente espacio es colapsable; pero no qc-reducible, pues no admite ninguna qc-

reduccién.
[ ] [ ]
[ ]

/PAIX

Vale el andlogo de este método para a, b puntos minimales tales que Fq U Ty, es contractil;
operacién que se denomina qc°P-reduccion.

e Hemos visto en 4.4.7 un método de reduccién de espacios finitos de altura 1 que conserva el
tipo homotdpico simple (que en este caso, coincide con en tipo homot6pico); lo reescribimos
del siguiente modo:

Sea X un espacio finito de altura 1. Sixq,- -+ ,xn (con 1 € IN>,) son elementos maxi-
males tales que Uy, U Uy, U---U Uy, es contrdctil, entonces el espacio Y := (X/A)\ B
es simplemente equivalente a X, donde A = {xq,--- ,xn} y B := {x € X : ?;( C
{x1,- -+, xn}}. Si X es minimal, entonces Y también lo es y {X, Y} es compatible.

Podra hallarse una generalizacion de los dos tltimos métodos en 5.2.13.
Los dltimos métodos descriptos son muy interesantes pero un tanto particulares.

Otro método de reduccién de un punto que mantiene el tipo homotépico simple del espacio
original consiste en remover y-points, una generalizaciéon de los weak points. Fue desarrollado
por Barmak y Minian en [7].

Definicién 5.2.3. Un punto x de un espacio finito X es un y-point si C es homot6picamente trivial.
Six € X es un y-point, entonces decimos que hay un y-colapso elemental de X a X \ {x}.
Decimos que X y-colapsa a Y, y lo denotamos por X \, Y si existe una secuencia de y-colapsos

elementales que comienza en Xy terminaen Y.

Proposicién 5.2.4. Six € X es un y- point, entonces X \ {x} — X es una equivalencia homotdpica débil.

Demostracion. Ver [7] 3.10. O

Los y-points dan lugar a un método de reduccién de un punto muy general, ya que X \Y
X~ {x} es "casi" equivalente a que X \ {x} — X sea una equivalencia homotépica débil.

Teorema 5.2.5. Si X es un espacio finito, y x es un punto que no es ni maximal ni minimal de X tal que
X\ {x} = X es una equivalencia homotdpica débil. Entonces x es un y- point.
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Demostracion. Ver [7] 3.13. O

El teorema falla si x es maximal o minimal. Para notarlo, basta considerar el siguiente ejemplo
([7] 3.14). Sea X un espacio aciclico con grupo fundamental no trivial y S(X) = X @ {-1,1} la
suspension no Hausdorff de X. 5(X) es aciclico y simplemente conexo (aplicando Mayer-Vietoris
y Van Kampen respectivamente). Luego, por Hurewicz, es homotépicamente trivial y entonces
XU{1} = S(X) es una equivalencia débil. Pero —1 no es un y- point de S(X), pues 65_(1)0 =X, que
no es simplemente conexo por hipétesis (y luego, no es homotépicamente trivial).

El siguiente resultado afirma que remover y-points no altera el tipo homotépico simple del
espacio finito.

Proposicién 5.2.6. Si X N\ Y, entonces X\, Y.
Demostracion. Se deduce de 5.3.1. O

A diferencia de los colapsos, los y-colapsos no inducen colapso simplicial entre los complejos
asociados. Por ejemplo, si D es una triangulacién del Dunce Hat, C(X' (D)) \ &'(D), pero, por
1.3.40, L(C(X(D))) = aD’ A, K.

Otra "desventaja" de los y-points es que no pueden identificarse mediante un algoritmo, pues
para hacerlo es necesario decidir de manera algoritmica si Cy es homot6picamente trivial, lo cual
no es posible.

Definimos un nuevo método de reduccién de un punto més general que los weak points, pero
menos general que los y-points, que puede calcularse mediante un algoritmo e induce colapso a
nivel simplicial. La definicién es recursiva.

Definicién 5.2.7. Sean X un espacio finito y x un punto de X.

Diremos que x es un 0-weak point si x es un beat point. Diremos que X es 0-colapsable si X es
contractil.

Sean € IN. Diremos que x es un n-weak point si Cx es (n — 1)-colapsable. En ese caso, diremos
que hay un n-colapso elemental de X a X ~\ {x}.

Diremos que X es n-colapsable existe una sucesion finita de n-colapsos elementales que co-
mienza en X y termina en un punto.

Notar que los 1- weak points son los weak points definidos por Barmak y Minian, y que si x
es un n-weak point para algin n € Ny, entonces en particular es un y-point. Ademas si x en un
n weak point, en particular es un (n + 1)-weak point.

Proposicién 5.2.8. Sean X un espacio finito y x un punto de X. Para todo n € Ny, si x es un n-weak
point de X, entonces KC(X) \, K(X ~\A{x}). En particular, X /N, X~ {x}.

Demostracion. Por induccién en n.

Sin =0, x es un 0-weak point si y s6lo si es un beat point, es decir, X'\, X \ {x}. Luego, por
2.5.9, K(X)Ny K(X N {x}).

Supongamos que la afirmacién vale para n. Sea x un (n + 1)-weak point. Entonces Cy es
n-colapsable, es decir, existe una sucesién finita de n—colapsos elementales que comienza en Cy
y termina en un punto. Luego, por hipétesis inductiva, K(Cx) = lk(x, (X)) N\, . Pero esto es
equivalente (1.3.42) a que KC(X) N\, K(X) ~{x}. O

Ejemplo 5.2.9. Sea W el espacio finito denominado Wallet (ver Figura 2.15). Dado que W es
colapsable pero no es contréctﬂ, resulta que C(W) no 1-colapsa a W, pero si 2-colapsa a W, y
entonces K(C(W)) \, K(W

Resumiendo, las principales ventajas de los n-weak points son:
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e son mds generales que los weak points;
e existe un algoritmo para detectarlos;
e inducen colapso en el complejo simplicial asociado.

Observaciéon 5.2.10. Para complejos simpliciales vale que si K N, L, los colapsos pueden or-
denarse de manera decreciente en dimensién. Mds precisamente, si

KN Kx{o, 11 \& K~{o,7,0/ 1}y dim(t)) > dim(7),

entonces
KN, K~ {o/, v} K~{o/, 7,01}

La situacién no es tan sencilla en el &mbito de los espacios finitos. Supongamos que
XN XN} X {x1,%x2}, conx < xa.
Veamos cudndo KC(X) N\, (X~ {x2}) \, K(X ~{x2,%x1}):

e x1 es down weak point de X, x, es up weak point de X \ {x1}. Dado que ?ffz = ?fz\{x‘} y

Cli(]\{xz} = (0%, claramente X \& X ~ {x1} & X~ {x1,%2).

X1/
e x1 es down weak point de X, x, es down weak point de X \ {x1}.

Dado que lez\ bald ﬂffz, x1 es down weak point de X \ {xz} y entonces X \ {x2} ¢ X\
{x2,x1}.

ax
Ademas, por un lado, ﬂxl 2= ﬂi(] es contfactil y entonces ﬁi(z N 0.352 ~ {x1}. Por el otro,

lefz ~{x1}= ﬂffz\ 1) también es contractil. Luego, 0;(2 N ﬂfz N A{x1} \y *. En particular,

lef es colapsable. En otras palabras, x; es 2-down weak point de X y IC(X) ~\, K(X ~ {x2}).

2
e x1 up weak point de X, x, es up weak point de X \ {x;}.
Claramente x, es up weak point de X y entonces X ¢ X ~\ {x2}.

Veamos condiciones para que x sea weak point de X ~ {x,}.

2}

(i) Dado que ?;(] es contréctil, si x, fuera beat point de ?ff] resultaria ?3((1\{’( contractil y

x1 up weak point de X \ {x2}. Pero x, es up beat point de ?ff] siy sélo si ya era up
weak point de X (lo descartamos pues este caso no es interesante). Y x, es down point
de ?ff] siysélosi{y € X:x; <y < x2} tiene maximo.

(if) Notar que {y € 153((]\{&} :y comparable conxz} ={y € X:x1 <y < x2}® ?i(z, que es

contréctil pues x; es up weak point de X y join de espacios contréctiles es contractil.

En conclusién, x; resulta up weak point de X \ {x,} si o bien{y € X : x; <y < x,} tiene
méximo o bien 3y > x; no comparable con x;.

e x1 up weak point de X, x, es up weak point de X \ {x;}. Este es el caso mads dificil de
analizar.

Hallemos condiciones para que KC(X) \, (X ~\ {x2}).

Dado que ﬂffz\ bad ﬂffz ~{x1} es contréctil, para que IC(X) \, (X \ {x}) basta pedir que
X1 sea 1n- weak point de ﬁfﬁz, para algin n € IN. Pero x1 es n- down weak point de ﬁ;(z si
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y s6lo silo es de X; y x1 es n- up weak point de ﬂffz siysolosi{y € X :x1 <y < xz}es
(n — T)-colapsable.

Veamos ahora condiciones para que (X N\ {x2}) \, K(X ~\ {x2,%x1}).

(i) Dado que ?;(] es contrctil, si x; es (down) beat point de TE;(] (osea, si{fy € X:x1 <

~{x2}

Yy < x2} tiene méximo), resulta T%]

contractil y luego X ~ {x2} ¢, X~ {x2,x1}.
(if) Notar que

15351\{Xz} ={y e ?351\{“} :y comparable con x,} U{y > x7 : y no comparable con x,}

={yeX:xi<y<x2}® ?ffz U{y > x1 :y no comparable con x;}.

Sif Yy > x7 no comparable con x;, asumiendo que {y € X : x; <y < x2} es n-

153((]\{762}

colapsable, resulta n-colapsable.

Resumiendo, para que K(X) \, (X~ {x2}) \, L(X ~{x2,x1}) bastaque{y € X:x; <y <
x2} tenga maximo o que {y € X : x; < y < x2} sea n-colapsable para alginn € Ny y 7
Yy > x71 no comparable con x;.

Del razonamiento anterior puede deducirse la siguiente

Proposicién 5.2.11. Sean X un espacio finito, y x1 < x € X tales que X N5, X~ {x1} 8 X~ {x1,%x2}.
Siobien{y € X:x1 <y < x2} tiene mdximo o bien Ay > xq no comparable con xz y{y € X :x1 <y <
X2} es n-colapsable para algiin n € Wy, entonces IC(X) N\, K(X N {x2}) \, (X ~{x2,x1}.

Valen resultados similares para x; > x,. Notar que si x7 y x2 no fueran comparables, clara-
mente se puede revertir el orden de los colapsos.

Definicién 5.2.12. Sean X, Y espacios finitos Tp.
Diremos que X n-colapsa a Y si existe una sucesion de n-colapsos elementales que parten de X
y terminan en Y. Lo notamos X \{ Y.

Valen resultados que relacionan la n-colapsabilidad con el join, producto y wedge anélogos a
2.6.14,2.6.18, y 2.6.22. Se prueban por induccién, bajo las mismas ideas que las proposiciones que
generalizan.

La nocién de n-colapsabilidad permite generalizar las qc-reducciones.

Proposicién 5.2.13. Sea X espacio finito.
Siay,---,an son puntos de X no comparables dos a dos tales que {1 Uq, es k-colapsable, entonces
X V‘Y:XU{c}k\ Y~ {aj,az, -+ ,am},conc > a; Vi

Siademds ay,- - -, am son puntos maximales, entonces
X\e/ Y:XU{C}\/Y\{G]IQZI‘ o Iamlblle/. o /bT‘}/

donde by € X cumple ?bi C{ay,az, - ,am}t

En particular, si n = longitud mdxima de las cadenas en X, entonces

K(X) se (n+1)-deformaen (Y ~{aj,az,---,am,b1,b2,---,bs}.
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Notar que vale el anédlogo de la proposicién anterior para minimales.

Demostracion. Sigue de combinar la demostracién de 4.4.7 con la del resultado que da origen a
las qc-reducciones. O

Para finalizar, queremos notar que existen definiciones anélogas a las de 5.2.7 y 5.2.12 en el
contexto de los complejos simpliciales [8].

Definicién 5.2.14. Sea K un complejo simplicial. Diremos que K es 0-colapsable si K\, *.

Sean € IN. Siv € Vi, diremos que hay un n-colapso elemental de K a K \ {v} si lk(v,K) es
(n —T)-colapsable.

Diremos que K es n-colapsable existe una sucesion finita de n-colapsos elementales que co-
mienza en K y termina en un punto.

Dados K y L complejos simpliciales, diremos que K n-colapsa a L si existe una sucesién de
n-colapsos elementales que parten de K y terminan en L. Lo notamos K~{ L.

Los complejos n-colapsables son, en particular, (n + 1)-colapsables. Vale que esta implicacion
es estricta para todon € INy.

Observacién 5.2.15. Si hay un n-colapso elemental de K a K \ {v}, entonces, en particular, hay un
colapso elemental de K a K ~\ {v} (es decir, K\, K~ {v}).

Este resultado se prueba por induccién en n.

El caso n = 0 es la proposicion 1.3.44.

Veamos el paso inductivo. Si hay un n-colapso elemental de K a K \ {v}, entonces 1k(v, K) es
(n — 1)-colapsable. Por hipétesis inductiva, dado que todo (n — 1)-colapso elemental implica uno
simplicial, lk(v, K) es colapsable. Por proposicién 1.3.42, K\, K\ {v}.

Definicién 5.2.16. Un complejo simplicial se dice no evasivo si es n-colapsable para algin n € INy.
Notar que todo complejo no evasivo es, en particular, colapsable simplicialmente.

En la siguiente proposicién relacionamos las nociones de n-colapsabilidad de espacios finitos
y de complejos simpliciales, ofreciendo un resultado mds preciso que 5.2.8, con demostracién
andloga.

Proposicién 5.2.17. Sean X e'Y espacios finitos. Si X U Y, entonces JC(X) U KC(Y).

Demostracion. Lo vemos por induccién en n. El caso n = 0 es el teorema 2.5.9, (a). Veamos el
paso inductivo. Supongamos que X \& X . {x}. Entonces Cy es (n — 1)-colapsable. Por hipétesis
inductiva, K(Cy) = k(x, £(X)) es (n — 1)-colapsable. Luego, KC(X) U (X ~ {x}). El resultado
sigue por induccién en la cantidad de n-colapsos elementales necesarios para llegar de Xa Y. [

5.3 Tipo homotépico débil y homologia de espacios finitos

El siguiente teorema muestra que los métodos de reduccién de un punto, una arista o una
relacién no son suficientes para describir todos los tipos homotépicos débiles de los espacios fini-
tos. En efecto, utilizando estos métodos no podremos obtener espacios débilmente equivalentes
que no sean simplemente equivalentes. El item (i) se encuentra en [7]. Los items (ii) e (iii) son
originales.

Teorema 5.3.1. Sea X un espacio finito.
(i) Seax € X. Sila inclusion i : X N\ {x} — X es una equivalencia homotdpica débil, entonces induce

una equivalencia homotdpica simple |IC(X \ {x})| = [KC(X)|. En particular, X \ {x},/\, X.
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(ii) Sea x < y relacién de cubrimiento en X. Si la inclusion i : X \ {x < y} — X es una equivalencia
homotopica débil, entonces induce una equivalencia homotdpica simple [IC(X < {x < y})| — [K(X)I.
En particular, X \ {x <y}, \, X.

(iif) Sea (x,y) una arista del diagrama de Hasse de X. Sea Y el espacio finito que tiene como diagrama de
Hasse a H(X) ~{(x,y)}. Silainclusioni:Y — X es una equivalencia homotdpica débil, entonces
induce una equivalencia homotopica simple |KC(Y)| — |IC(X)|. En particular, Y /\, X.

Para demostrar el teorema anterior necesitamos el siguiente resulado de Whitehead, cuya de-
mostracién puede hallarse en [14], 20.1.

Lema 5.3.2. Sea (K, L) es un CW-par tal que L es retracto por deformacion fuerte de K. Si las componentes
conexas de K . L son simplemente conexas, entonces L — K es una equivalencia homotdpica simple.

Demostracion de 5.3.1.

(i) Por un lado, dado que X . {x} — X es una equivalencia homotdpica débil, [IC(X \ {x})| —
IIC(X)| es una equivalencia homotépica entre CW-complejos. Luego, [K(X \ {x})| es un re-
tracto por deformacion fuerte de |KC(X)| (ver [17], 0.20).

Por el otro,
X)X x| = st(x),

que es contractil pues es estrellado en x.

(if) De manera andloga a (i), [KC(X \ {x < y})| es un retracto por deformacién fuerte de |K(X)|.

Ademas,
IKX)IN KX N {x <yHI = U  é=stl{xy)

¢ cadena de X
c>{x,y}

(notar que {x,y} es un 1-simplex de K(X)). Luego, es contréctil (por ser estrellado en cual-
quier punto de st({x,y}).
(iif) De manera andloga a (i), |K(Y)| es un retracto por deformacién fuerte de [K(X)|.

Dado que quitar una arista del diagrama de Hasse es quitar un conjunto de relaciones, el
conjunto de relaciones en el espacio Y es un subconjunto de las relaciones en X; y luego, el
conjunto de cadenas en Y es un subconjunto de las cadenas en X.

Partimos de la siguiente igualdad
X)) = {Z tixity > O/Zti =1,x71 < ---xn cadena en X pero no en Y} .
i

Notar que las cadenas en X cuyos elementos no son comparables con x e y son cadenas en Y.
Luego, [KC(X)| N [IC(Y)| C st({x,y}). Pero de las cadenas con elementos comparables con x e
y, hay algunas que continuan siendo cadenas en Y, y otras que no. Por ejemplo, si el minimo
de una cadena c es mayor que y, o el méximo es menor que x, entonces c es cadena en Y.

Llamamos Cy(x,y) al conjunto de cadenas de Y con elementos comparables con x e y. Vale
que
IR = st({x, y}) \ Cy(x, y).

El espacio anterior es contractil (por ser estrellado en cualquier punto de st({x,y}) C st({x,y}) ~
Cy(x,Y))- O
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Para concluir, queremos destacar que no es posible hallar algoritmo que decida si un espacio
finito es homotépicamente trivial. Esto se deduce de que no existe un algoritmo que decida si una
esfera homolégica es una esfera [21].

Veamos a continuacién un método de reduccién de un punto que preserva los grupos de
homologia.

Definicién 5.3.3. Un punto x de un espacio finito Ty X es un H- point si C es aciclico.

Proposicién 5.3.4. Sea x un punto de un espacio finito Ty X. La inclusion i : X \ {x} — X induce
isomorfismos en todos los grupos de homologia si y solo si x es un H- point.

Demostracion. Ver [7], 3.11. O

Dado un espacio finito, no es posible, en general, mediante una sucesién de reducciones de H-
points, un espacio de cardinal minimo con los mismo grupos de homologia.. En efecto, el espacio
finito D (Figura 5.4) es aciclico, pero no tiene ningtin H- point.

Las herramientas con las que contamos hasta el momento, basadas en métodos de reduccion,
para analizar el tipo homot6pico débil y la homologia de los espacios finitos no son sufucientes.

Existe otro tipo de herramienta que permite analizar de manera combinatoria estas propieda-
des: la teoria de Morse discreta para posets. Mediante la misma, el problema de obtener informa-
cién sobre el tipo homotépico débil y homologia de un espacio finito se reduce a hallar matchings
aciclicos en su diagrama de Hasse.

Realizamos un estudio de este otro modo de acercarnos al problema en los siguientes capitu-
los.
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Capitulo 6

Teoria de Morse discreta

6.1 Introducciéon

La teoria de Morse (clasica) es una de las teorfas mds poderosas y bellas utilizadas para el estu-
dio de la topologia de las variedades diferenciables. Existe una intima relacién entre la topologia
de una variedad diferenciable M y los puntos criticos de las funciones diferenciables de M a va-
lores reales. Un ejemplo bésico de esto es el hecho que si M es compacta, entonces la funcién
alcanza maximo y minimo. La teoria de Morse clasica investiga la topologia de las variedades
compactas por medio de ciertas funciones diferenciables, llamadas funciones de Morse. Concre-
tamente, una funcién de Morse permite describir el tipo homotdpico de la variedad como el de
un CW-complejo con una p-celda por cada punto critico de indice p de una funcién de Morse.
Para una exposicién completa de la teorfa de Morse clasica, remitimos al lector a [24].

En 1995, R. Forman [15] desarrolla una adaptacién de la teoria de Morse clésica aplicable a
los complejos simpliciales (o, més generalmente, a los complejos celulares). Esta teoria recibié el
nombre de teoria de Morse discreta, y presenta resultados en el contexto discreto, analogos a los
de la teoria cldsica.

Poco después, M. Chari [13] interpreta la teoria de Forman en el contexto de los posets. Re-
cientemente, G. Minian [25] extiende el campo de aplicacién de la teoria de Morse para posets a
una clase més extensa que los face posets de CW- complejos regulares: los denominados posets
admisibles. Introduce también una versién homolégica de la teorfa, aplicable a una clase mas
general auin, los posets h-admisibles. Esta dltima clase contiene a los posets cuyos complejos aso-
ciados son variedades homoldgicas triangulables. De esta forma, esta teoria discreta puede ser
aplicada en el contexto de las variedades (topoldgicas, diferenciables), permitiendo de este modo
desarrollar nuevas herramientas discretas para analizar problemas topolégicos o diferenciables.
Como aporte original, exhibiremos la validez de la versién para homotopia simple de uno de sus
teoremas principales (6.4.1).

A lo largo de este capitulo, repasaremos los resultados principales del desarrollo de esta teoria,
enfocandonos en las ideas. No serd una exposiciéon exhaustiva. Por el contrario, constituird un
nexo entre el estudio del tipo homotépico y homologia (desarrollado mediante métodos de reduc-
cién en capitulos anteriores) y el problema de optimizacién combinatoria en el cual lo convierte
la teoria de Morse para posets (que sera estudiado en el siguiente capitulo).
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6.2 Teoria de Forman

Dado K un complejo simplicial finito, es esperable que K tenga una descomposicién como
CW-complejo con menos celdas que la descomposicién original como complejo simplicial. ;Cémo
hallar una descomposicién "eficiente” de K como CW-complejo? En esta seccién, presentaremos
una teoria muy Ttil en ese sentido: la teoria de Morse discreta, desarrollada por R. Forman en la
década del '90.

Nota: las ideas que desarrollaremos pueden aplicarse, de manera idéntica, a un complejo celu-
lar finito. Sin embargo, por simplicidad, centraremos la explicacién en los complejos simpliciales
finitos.

Comenzamos exponiendo las definiciones necesarias para la presentacién de la teoria.

Uno de los conceptos principales es el de funcién de Morse discreta, que jugara el papel ané-
logo al de las funciones de Morse diferenciables en la teoria clésica.

Dado K un complejo simplicial finito, una funcién de Morse discreta en K es, a grandes rasgos,
una aplicacién que asigna un nimero real a cada simplex de K, tal que a mayor dimensién del
simplex mds alto el nlimero asignado, pero con un permiso restringido de que esta relacion "falle".
Mas precisamente,

Definicién 6.2.1. Sea K un complejo simplicial finito.
Una funciéon
f:K— R

es una funcién de Morse discreta si para cada « € K se cumplen las siguientes condiciones:
o [BeK:p>oaf(B)<fla<T
o [y eKiy <o, fly) = fle}f <.

En otras palabras, f es una funcién de Morse discreta sobre K si para cada simplex « € K, f
decrece hacia las caras inmediatas de « con excepcién de, quizds, una de ellas y crece hacia los
simplices de los que « es cara inmediata con excepcién de, quizés, uno de ellos.

Ejemplo 6.2.2.
Consideramos el complejo simplicial K de la siguiente figura:

Figura 6.1: K.

y las siguientes funciones a valores reales en el conjunto de sus simplices:




(1) g no es una funcién de Morse, pues las dos caras de g~ '(2) tiene valores mayores que 2.
Ademés g '(8) es cara de dos 1-simplices con valores menores que 8.

(i1) f es una funcién de Morse.

(ii1) h(a) = dim(«) es la funcién de Morse trivial.

Otro concepto que constituye un pilar en la teoria de Morse discreta es el de punto critico de
una funcién de Morse discreta. Hace referencia a los simplices de K para los cuales la relacién de
crecimiento descripta anteriormente no "falla". Mas formalmente,

Definicién 6.2.3. Sea K un complejo simplicial con una funcién de Morse f.
Un simplex « de K es critico si cumple las siguientes condiciones:

o [{[BEK:P o, f(B)<fla)}| =0
o [y eK:y <o fly) > flad}l =0.

Un simplex « es regular si no es critico, es decir, si « no cumple alguna de las condiciones
anteriores.

Notar que, si nos situamos en el baricentro de un p-simplex critico, la funcién decrece en p
direcciones (correspondientes a las caras del simplex) y crece en dim(K) — p direcciones (corres-
pondientes a los simplices de los cuales el simplex es cara). Esto es lo que sucede exactamente en
el caso diferencible con los puntos criticos de indice p.

En el ejemplo anterior, la funcién f tiene como tinicos puntos criticos al 1-simplex f~'(9) y al
0-simplex £~ (0); por su parte, la funcién h tiene a todos los simplices del dominio como puntos
criticos.

Resulta pertinente notar que, dadas las condiciones que cumple una funcién de Morse, los
puntos regulares no cumplen sélo una de las dos condiciones de crecimiento anteriores. Esto es
lo que enuncia el siguiente

Lema 6.2.4. Si K es un complejo simplicial con una funcién de Morse f, entonces para cada simplex o
e obien|{f € K:p > o, f(B) < f(x)}| =0,
e obien[{y e K:y < «, f(y) > f(a)}| = 0.

Nos encontramos en condiciones de enunciar el teorema principal de la teoria de Morse dis-
creta.

Teorema 6.2.5 (Forman). Sea K un complejo simplicial con una funcion de Morse. Entonces K es ho-
motdpicamente equivalente a un CW-complejo con exactamente una celda de dimension p por cada simplex
critico de dimension p.

La idea entonces es hallar funciones de Morse discretas con la menor cantidad de simplices
criticos.

No expondremos la demostraciéon del Teorema anterior aqui (puede hallarse en [15]). Simple-
mente repasaremos las ideas principales de la misma.

Una funcién de Morse sobre un complejo simplicial K nos provee una manera de construirlo
adjuntando simplices en el orden descripto por la misma: agregando primero los simplices con
valores asignados mas pequefios.

Mas precisamente, para cada complejo simplicial K con una funcién de Morse f, y para cada
numero real ¢, definimos el subcomplejo de nivel K(c) como

K= U UB = {aeeK:fla) <c}

xeK:f(x)<c PB<La
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es decir, K(c) es el subcomplejo que consiste en los simplices o de K tales que f(«) < cy todas sus
caras.
El Teorema 6.2.5 sigue de los siguientes Lemas.

Lema 6.2.6. Si no existen simplices criticos « tales que f() € (a, b, entonces K(b) ~ K(a). Mds aiin,

K(b) \, K(a).

Lema 6.2.7. Si existe un iinico simplex critico o tal que (o) € (a,b], entonces existe una funcion
VPS4 — K(a), donde d = dim(w), tal que K(b) ~ K(a) Uy, BE.

Mostramos a continuacién los subcomplejos de nivel correspondientes a la funcién de Morse
f definida en el ejemplo 6.2.2.

K(-1) =2 K(0) K(1) = K(2) /

N l/ - K(G)/]/
K(7) = K(8) [ K(9) [

Notar que en la transiciéon de K(—1) a K(0), agregamos un O-simplex critico (adjuntamos una
0-celda); y en la transicién de K(8) a K(9), agregamos un 1-simplex critico (adjuntamos una 1-
celda).

Lo anterior ocurre en general. En efecto, sea & un p-simplex critico. Por definicién, cada cara
inmediata de « tiene asignado un valor menor que el de «, y entonces toda cara inmediata (y
luego, toda cara) de « "aparece" en un subcomplejo de nivel anterior. Por lo tanto, todo el borde
de o "aparece" en un subcomplejo nivel anterior, y entonces cuando llega el momento de afiadir
«, hay que "pegarlo" a lo largo de todo su borde. Este es, precisamente, el proceso de adjuncién
de un p-celda.

El resto de las transiciones, en las que agregamos simplices regulares, se corresponden con
expansiones elementales. Veamos por qué ocurre lo anterior. Sea a un p-simplex regular que
"aparece" por primera vez en el subcomplejo de nivel K(r). Por definicién de simplex regular,
dado que todos los simplices de los cuales es cara tienen valores no inferiores a r, existe (exacta-
mente) una cara inmediata T de o con valor superior a . Dado que K(r) debe ser subcomplejo de

K, debemos agregar también t. Luego, T resulta cara libre de o en K(r).
Finalizamos de este modo el andlisis de la demostracion del Teorema 6.2.5.
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Sea IF un cuerpo y b; = dim Hp (K, IF) el nimero de Betti de K de dimension j sobre IF. De
modo anélogo a la teoria clasica, la teoria de Morse discreta nos provee las siguientes cotas en el
ntamero c; de simplices criticos de dimensién j de una funcién de Morse en K.

Teorema 6.2.8 (Forman). Las desigualdades de Morse débiles.

e Paracadap €{0,1,---,n}, donde n es la dimension de K,

Cp = byp.

eco—ci+cy— -+ (—1)"cn =by—by+by—-- -+ (=1)"br = x(K).
Las desigualdades de Morse fuertes. Para cadap €{0,1,2,--- ,n,n+1)},
cp—Cp_1+---+(=1)Pco >bp —bp_1+---+ (=1)Pbo.

En la practica no es necesario hallar funciones de Morse, pues basta con dar un campo vectorial
gradiente. Describiremos a continuacién los campos gradientes, que son los andlogos a los inversos
(i.e. con signo contrario) a los campos gradientes cldsicos ya que apuntan para la direccién donde
la funcién decrece.

En el estudio de la demostracién de 6.2.5, notamos que los simplices regulares vienen de a
pares (T,x), con T < ay f(x) < f(1). Siindicamos con una flecha (en la direccién donde la
dimension crece) estos pares, las mismas indicarian las deformaciones que tienen asociados.

Por ejemplo, si consideramos la funcién de Morse f de 6.2.2, los pares de simplices regulares
son: (f~1(6),f71(5)), (F1(8),f (7)), (f1(2),f (1)) y (f=1(4),f1(3)). Enla siguiente figura
mostramos el esquema de flechas que f tiene asociado.

En conclusién, cada funcién de Morse tiene asociado un diagrama de flechas en el esquema
del complejo simplicial.

Si ahora, partiendo del esquema de un complejo simplicial, deseamos graficar flechas que
representen deformaciones del tipo considerado, entonces existen ciertas restricciones a tener en
cuenta:

e Cada simplex es origen de a lo sumo una flecha.
e Cada simplex "contiene" a lo sumo una flecha.
¢ Un simplex no puede "contener" una flecha y ser origen de otra.

e No debe haber ciclos dirigidos de flechas.
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Estos requisitos son obligatorios para que las deformaciones subyacentes estén bien definidas.
Veremos que estas propiedades son suficientes para garantizar que un diagrama de flechas sobre
un esquema de un complejo simplicial representa deformaciones consideradas por esta teoria
(inducidas por alguna funcién de Morse).

Comenzamos formalizando la idea del diagrama de flechas con las restricciones anteriores, en
la siguiente

Definicién 6.2.9. Sea K un complejo simplicial finito.

Un campo vectorial discreto en K es una coleccién de pares de simplices V = {(«, ) : & < B} de
K tal que cada simplex esta en a lo sumo un par de V.

Si f es una funciéon de Morse sobre K, el campo gradiente de f es el campo vectorial V¢ = {(o, 3) :
ax<peK flax)>Tf(B)

Dado un campo vectorial continuo en una variedad suave, es natural estudiar el sistema
dindmico inducido por el flujo a lo largo del campo vectorial. Los campos vectoriales discretos
también admiten este tipo de estudio.

Definicién 6.2.10. Dado un campo vectorial discreto V en un complejo simplicial K, un V- camino
es una sucesion finita de simplices

X0, BO/ x1, B]/OCZI ttty BT/ (o O |

tal que paracadai € {0,1,---,7} (&, Bi) €V v Bi > &it1 # 7.

El camino se dice no trivial siy s6losir > 0; y se dice cerrado si &y = oty 1.

Si V es el campo gradiente de una funcién de Morse f, entonces los V- caminos son llamados
caminos gradientes.

La principal idea que se esconde detras de la definicién anterior es el siguiente resultado.

Teorema 6.2.11 (Forman). Sea K un complejo simplicial finito con una funcién de Morse f, y V¢ el campo
gradiente asociado.

Una sucesion de simplices de K g, Bo, o1, 31,002, -+, Br, Xry1 €5 un camino gradiente si y sélo si
o < Bi = a1 VO<i<ry flag) > f(Bo) > flog) > F(Br) >+ = f(Br) > flor i)

En otras palabras, los caminos gradientes de f son sucesiones "continuas" de simplices de di-
mensiones alternadas a lo largo de las cuales f decrece. En particular, si V es un campo gradiente,
entonces no admite V- caminos cerrados no triviales.

El hecho de gran importancia, que permite desligarnos de las funciones de Morse, es que vale
la reciproca.

Teorema 6.2.12 (Forman). Un campo vectorial discreto V es el campo gradiente de una funcion de Morse
f si y sélo si no admite V- caminos cerrados no triviales.

6.3 El punto de vista combinatorio de Chari

La nocién de campo gradiente tiene una descripcién puramente combinatoria debida a M.
Chari [13] mediante la cual podemos reformular la teoria de Morse de una manera mads versatil.

Nota: La teoria puede desarrollarse en el &mbito de los face posets de CW-complejos regulares
finitos. Por simplicidad, centraremos la explicacién en los face posets de complejos simpliciales
finitos.

Comenzamos con el face poset asociado a un complejo simplicial K, es decir, el conjunto par-
cialmente ordenado de simplices de K ordenado por la relacién "ser cara de". Consideramos el
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diagrama de Hasse de X'(K) como un grafo dirigido, con las aristas orientadas hacia arriba. Los
vértices del digrafo H (X (K)) estan en correspondencia 1 — 1 con los simplices de K, y hay es una
arista dirigida de «a 3 si y s6lo si « es cara inmediata de (3.

Sea V un campo vectorial discreto sobre K. Modificamos la direccién de las aristas del dia-
grama de Hasse de X (K) del siguiente modo. Si («, ) € V entonces invertimos la orientacién de
la arista entre o« y 3, es decir, ahora va de 3 a o«. Llamamos a este digrafo Hy (X (K)).

Por ejemplo, si consideramos en el complejo K de la siguiente figura

¢

b

Figura 6.2: K.

el campo vectorial discreto V = {(c, bc), (b, bd), (a, ac), (ab, abc)},

(¢

b

Figura 6.3: V.

entonces el digrafo asociado es

abc

abXGCM cd
a b c d
Figura 6.4: Hv (X (K)).
Luego, los V- caminos pueden pensarse como caminos en el diagrama de Hasse modificado.

Sin embargo, hay caminos en el diagrama de Hasse modificado que no son V- caminos. La
relaciéon que vale es la siguiente:

Teorema 6.3.1 (Chari). Sea K un complejo simplicial y V un campo vectorial discreto. No existen V-
caminos no triviales cerrados en K si y sélo si no existen caminos dirigidos cerrados no triviales en el
diagrama de Hasse modificado.
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En virtud del resultado anterior, traducimos las nociones centrales de la teoria de Morse dis-
creta en términos puramente combinatorios. Un campo vectorial discreto V es un matching en
H(X(K)); y un campo gradiente es un matching aciclico en el sentido anterior !. Llamaremos a
este tltimo tipo de matching, matching de Morse.

Reformulemos los teoremas centrales de Forman en este lenguaje.

Teorema 6.3.2. Sea K un complejo simplicial finito, M un matching aciclico en H(X (K)). Sea cy, el
miimero de p-simplices libres. Entonces K es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo con exacta-
mente cp celdas de dimension p, para cada p > 0.

Un caso especial importante se da cuando existe un matching aciclico M con un tnico simplex
critico, pues en tal caso el simplex critico debe ser de dimensién 0 y K es colapsable.

Teorema 6.3.3. Si existe Ml un matching aciclico en el diagrama de Hasse de X (K) con un iinico punto
critico, entonces K ™\ *.

Mediante el Teorema 6.3.2 podemos esperar una representacién "concisa” de la topologia de K
(salvo homotopia) calculando un matching Morse con pocos puntos criticos. Esta es la principal
motivacién para el problema de optimizacién combinatoria estudiado en el siguiente capitulo.

6.4 Teoria de Morse para posets

La teorfa de Forman-Chari se desarrolla en el &mbito de los face posets de complejos simpli-
ciales (o, en general, de CW-complejos regulares).

En 2010, Minian [25] extiende el campo de aplicacién del teorema principal de esta teoria a
una clase mds extensa de posets (que llamé admisible); pero con una demostracién basada en la
teorfa de espacios finitos, que proporciona una nueva visién de la teoria de Morse discreta.

Ademas, desarrolla una versién homolégica de esta teorfa, que puede ser aplicada a una clase
atin mds extensa de posets, denominada h- admisibles (que incluye ademds a los posets cuyo com-
plejo asociado en una variedad homolégica cerrada). Afirma que los grupos de homologia de un
poset homolégicamente admisible se pueden calcular mediante un complejo de cadenas constru-
ido a partir de los puntos criticos de un matching aciclico en H(X).

En esta seccién repasaremos estos dos teoremas, detallando la demostracién del primero para
luego exhibir que, con las mismas hipétesis, vale la version simple; siendo éste tltimo un aporte
original.

6.4.1 Tipo homotépico

La versién de la teoria de Morse discreta de Chari permite obtener informacién sobre tipo
homotépico de un complejo simplicial o, en general, de un CW-regular K mediante un matching
aciclico en H (X (K)). Concretamente, dado K complejo celular regular, los puntos criticos de un
matching aciclico en H (X (K)) dan lugar a una descomposiciéon de K como CW-complejo més
concisa (salvo homotopia).

La teoria de Morse para posets de Minian se desarrolla en el contexto de los posets admisibles
(que incluyen, en particular, a los face posets). Sostiene, como resultado principal, que dado un
poset admisible X, el tipo homotdpico de K(X) se puede describir con un CW-complejo con tantas
p-celdas como puntos criticos de grado p haya en un matching aciclico en H(X).

Esta teoria extiende a la de Forman-Chari. En efecto, consideremos un espacio topolégico K
triangulable o, mas generalmente, que admite estructura de CW-complejo regular. Entonces X'(K)

! Para mayor detalle sobre las nociones de grafos y matchings, ver capitulo 7, secciones 7.2 y 7.3.
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es admisible, y K(X (K)) = K’ = K tiene el tipo homotépico de un CW-complejo descripto por los
puntos criticos de un matching aciclico en &'(K).

Definicién 6.4.1. Un poset finito X es homotdpicamente admisible (o admisible) si es graduado 2 y
para todo x € X y para todo elemento maximal y de U, el poset U, ~ {y} es homotopicamente
trivial.

Observacién 6.4.2. Dado K un CW-complejo regular, su poset asociado &' (K) es homotépica-
mente admisible. Vedmoslo:

o X (K) es graduado, pues para cada celda e € X'(K), todas las cadenas maximales en U, son
delaformaey C ey C---en_1 C en = e, con e; celda de dimensién iy n = dim(e).

e Sean e € X (K), e maximal en (.. Por ser K un CW-complejo regular, IIC(ﬁe)I es el borde de
la celda regular e, y luego es homeomorfo a una esfera. Entonces IIC(ﬂe Ne)| = IIC(ﬂe)I ~
st(€), que es retracto de sacarle un punto a la esfera. Deducimos entonces que es contractil.

El siguiente resultado es una generalizacién de 6.3.2 a posets homotépicamente admisibles;
permite caracterizar el tipo homotépico de su complejo simplicial asociado.

Teorema 6.4.3 (Minian). Sean X un poset homotdpicamente admisible y M un matching de Morse en
H(X).

Entonces K(X) es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo con exactamente una p-celda por
cada punto critico de X de grado p.

Incluiremos la demostracién del Teorema anterior, junto con los resultados previos que fueron
necesarios para realizarla, pues seguiremos el mismo lineamiento en la demostracién de su ver-
sién simple (6.4.17).

Lema 6.4.4. Sea
f

A—B
1
X Y

un pushout de espacios topoldgicos y funciones continuas, en el cual i es cofibracién cerrada y f equivalencia
homotépica. Entonces g es equivalencia homotdpica.

R

9

Demostracion. Ver [11],7.4.2.0 [20], 7 4. O

La siguiente consecuencia del Lema anterior es uno de los resultados que se utilizardn durante
la demostraciéon del Teorema 6.4.3.

Corolario 6.4.5. Sean X un poset finito y x € X tal que C es homotdpicamente trivial.
Entonces la inclusion |KC(X ~\ {x})| = [K(X)| es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Basta considerar el siguiente pushout:
K(C)I—IK(Cx

)l
KX\ AxP] —— [K(X)]

2Ver Definicién 2.2.6.
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Por un lado, [K(Cy)| = |K(X ~ {x})| es inclusion de CW-complejos y luego cofibracién cerrada.

Por el otro, dado que Cy es contréctil (en particular homotépicamente trivial) y Cy es ho-
motdépicamente trivial por hipétesis, las realizaciones geométricas de los complejos simpliciales
asociados son contractiles. Luego, \K(éx)\ — |IC(Cx)| es una equivalencia homotoépica.

El resultado se sigue de la Proposicién anterior. O

Notar que, en realidad ya hemos visto que vale un resultado mas general que 6.4.5 en 5.3.1.

El siguiente resultado también se obtiene como corolario de 6.4.4. La demostraciéon puede
hallarse en [11], 7.4.3. La incluimos con gran detalle a modo de referencia, pues en el siguiente
apartado veremos su version simple y haremos notar las diferencias y similitudes (ver 6.4.14).

Corolario 6.4.6. Sean K un complejo simplicial, y Ky, Ky dos subcomplejos cuyos poliedros asociados
son contrdctiles y tales que K = Ky U Ky. Entonces [K| ~ |X(Ky NKy)|, donde X(Ky N Ky) denota la
suspension del complejo.

Demostracién. Como [K;| es contractil (es decir, idjx,| ~ cte), la inclusion i : [Ky N K| < [Kq]
es homotépica a una constante (idjx, o1~ cteoi = cte).

Luego, se extiende a una funcién continua f : [v(Ky NK3)| < [K;[; donde en el cono v(K; NK3),
v ¢ K. En efecto, si H : i > cte, H(|Ky N K| x {1}) = *; y entonces induce una funcién desde el
cono de [Ky N K;| que coincide con i en H(|Ky N K3| x {0}).

Ademads, dado que f es una funcién entre espacios contréctiles, es una equivalencia homotépica.

De manera andloga, existe una funcién continua g : [w(Ky NK;z)1 = [K;y|, conw ¢ K, que
extiende a la inclusiéon [Ky N K;| <= |[K;| y resulta equivalencia homotépica.

Consideremos el siguiente diagrama de pushouts

Ky N K| v(Ky NKy) ;—> [K1]

|

W(Ks N K2)[ > [£(Ky NK2)l —— Ky Uw(Ky NK)

gl~ gl~

[K2| K7 UKs| = [K]

Como v(K7 NK;) es un subcomplejo de Z(K; NK3) (y entonces la inclusién es cofibracién cerrada)
y f es equivalencia homotdpica; por 6.4.4, f : [Z(K; NK2)| < |[K; Uw(K; NK3)| es una equivalencia
homotoépica.
La funcion fj : [w(K; NK3)| — [K; Uw(K; NK3)| es también una inclusion; y entonces cofi-
bracién cerrada. Como g es equivalencia homotépica, nuevamente por 6.4.4, g también lo es.
Luego, la composicion gf : [Z(Ky NKz)| < [Ky UK;| = [K| es equivalencia homotépica. O

La siguiente propiedad es una caracteristica muy fuerte que tienen los posets homotépica-
mente admisibles.

Proposicién 6.4.7. Sea X un poset homotdpicamente admisible. Entonces para todo x € X de grado m,
(O es un modelo de la esfera ST (es decir, K(Uy) ~ S™1).

Demostracion. Procedemos por induccién en n.

El caso n = 1 es evidente.

Supongamos que la Proposicién es verdadera para los puntos de X de grado n. Sea x € X
de grado n + 1. Sea y un elemento maximal de Uy. Notar que 0, = 0, - {y}uUy. Por un
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lado, por hipétesis, Uy ~ {y} es homotépicamente trivial. Por el otro, Uy es contréctil, y luego
homotépicamente trivial. Ademas, Uy ~ {y} N U, = Cly, que es un modelo de ™~ por hipétesis
inductiva. Luego, aplicando 6.4.6 a K = Ky, K3 = LA, ~ {y}) y K2 = K(Uy), resulta que
K(Oy) ~ £(Qy) ~ Z(S™ 1) = S™. O

En la demostracién del Teorema 6.4.3 juega un rol fundamental el siguiente Teorema, que
permite obtener una nueva equivalencia homotépica a partir de un cubo conmutativo que cumple
ciertas condiciones.

Teorema 6.4.8 (Gluing Theorem). Sea

Ao A4
£

B, B,

g Az A

B> B

un cubo conmutativo de espacios topoldgicos y funciones continuas; donde los cuadrados de adelante y atrds
son pushouts, y las flechas verticales f y g son cofibraciones cerradas.
Sihy, hy, hy son equivalencias homotdpicas, entonces h también lo es.

Demostracion. Ver [11],7.5.7 0y [20], 7.1. O
Ya estamos en condiciones de exponer la demostracién del Teorema 6.4.3.

Demostracion del Teorema 6.4.3. Procedemos por induccién en |X|.
Si |X| =1, el resultado es evidente.

Supongamos que vale para |X| = k. Sea X tal que |X| = k+ 1, con n := dimensién de X. Sea
x € X un sumidero® de Hm (X) de grado méximo.

Si x es maximal, entonces es critico (si no lo fuera, entonces incidirfa en él una arista cuyo otro
extremo tiene grado una unidad mayor, contradiciendo el hecho de que x tiene grado maximal).

Por un lado, notar que X \ {x} es un subposet admisible de X, y que el matching de Morse M
se restringe a un matching de Morse en Ham (X \ {x}). Luego, podemos usar la hipétesis inductiva
en X\ {x}.

Por el otro, utilizaremos el Teorema 6.4.8 para demostrar que K(X) ~ IC(X \ {x}) U e™. Como
X es homotépicamente admisible, por 6.4.7, (, es un modelo de S™ . Puesto que (X)) = L(X
{x}) UK (Uy), con KX~ {x}) NK(Uy) = £((y), tenemos el siguiente cubo conmutativo con las
caras de adelante y atras pushouts

3Un sumidero de un digrafo es un nodo al cual sélo llegan aristas.
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gn-1 —— > (X~ {x})

~

KUy) ——|——=K(X)

D" KX~{xhuem™

Aplicando 6.4.8, obtenemos la equivalencia homotépica deseada.

Analicemos ahora el caso en el cual x no es maximal en X.

Dado que x es sumidero, Vy > x, (y,x) € M; Vz < x, (x,z) ¢ M. Como M es matching, hay
un tnico Yy elemento que cubre a x.

Veamos que deg(x) = n — 1. Por el absurdo. Supongamos que deg(x) < n— 1. Dado que x es
sumidero de grado méximo, todos los elementos de grado n y n — 1 no son sumideros. Realicemos
entonces el siguiente procedimiento. Tomo y de grado n. Como no es sumidero, existe y; de
gradon — 1 tal que (y,y1) € M (es decir, hay una flechay — yj). Como y; no es sumidero y M
es matching, existe y, de grado n tal que y; < y2 (es decir, hay una flecha y; — yz). Como y»
no es sumidero, existe y3 de gradon — 1 tal que (y2,y3) € M, y asi siguiendo. Dado que el poset
es finito, en algtin momento y; =y, obteniendo un ciclo y contradiciendo la aciclicidad de M.

En conclusion, Fy, = {y}, con y un elemento maximal de X tal que (y,x) € M.

Por un lado, de manera andloga al caso anterior, X \ {x} es un subposet admisible de X y
el matching de Morse M se restringe a un matching de Morse en Ha1 (X \ {x,y}). Usaremos la
hipétesis inductiva en X \ {x}.

Por el otro, Cy = lk(x, X) = 0, af =0 {y} un cono, que es contractil (en particular,
homotépicamente trivial). Por 6.4.5, (X \ {x}) C K(X) es un retracto por deformacién fuerte.

Ademas, é;( N ﬁg( N é{j \ {x}, que es homotépicamente trivial por ser X homotopi-

camente admisible. Nuevamente por 6.4.5, tenemos K(X \ {x,y}) C (X \ {x}) retracto por de-
formacion fuerte.

Resumiendo, (X \ {x,y}) ~ K(X ~{x}) = K(X) . Es decir, podemos quitar los puntos x e y
sin afectar el tipo homotépico de K(X). O

Observacién 6.4.9. Sillamamos down homotdépicamente admisible a un poset X que verifica 7.4.9;
y up homotopicamente admisible a un poset X que verifica el analogo de 7.4.9 para Fy (es decir,
X es graduado y para todo x € X y para todo elemento minimal y de Fy, el poset ?x ~{y}es
homotépicamente trivial); entonces hay una version del Teorema 6.4.3 que vale para este tiltimo
tipo de poset.

En efecto, el Teorema estd enunciado para posets down homotépicamente admisibles. Supon-
gamos que X es un poset up homotépicamente admisible. Entonces X°P es down homotépica-
mente admisible. Dado M un matching de Morse en H(X), también es un matching de Morse
en H(X°P) (con los mismos puntos criticos). Por el Teorema 6.4.3, K(X°P) es homot6picamente
equivalente a un CW-complejo con exactamente una p-celda por cada punto critico de X°P de
grado p. Pero K(X°P) = K(X).
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En resumen, si X es un poset up homotépicamente admisible, entonces K(X) es homotépica-
mente equivalente a un CW-complejo con exactamente una p-celda por cada punto critico de X°P
de grado p.

Observacién 6.4.10. En la parte de la demostracion anterior que se refiere al estudio de x no
maximal, resultando £ = {y}; en realidad se obtiene que

ROXN B yh),/A RIS (), A K(X).
Para notarlo, basta recordar la Proposicién 5.3.1.

Inspirados en la Observacién anterior, nos cuestionamos si valdré la versién simple del Teo-
rema 6.4.3. Lo estudiamos en la siguiente seccién.

Version simple

El objetivo de este apartado es mostrar que con las mismas hipétesis vale la versién simple
del Teorema 6.4.3; este resultado es original.

Basta seguir el mismo esquema de su demostracién. Pero para poder hacerlo, necesitamos
primero la version simple de todos los resultados previos que se utilizan en la misma.

Observacion 6.4.11. Si K y L son contractiles, entonces todo morfismo simplicial f : K — Les
una equivalencia simple. Esto sucede porque el grupo de Whitehead de un complejo contractil es
trivial y por lo tanto la torsién de f es nula (ver [14]).

Lema 6.4.12. Sea

A—

B
|
XT)Y

un pushout de CW-complejos y funciones celulares, en el cual i es cofibracién cerrada y f equivalencia
homotdpica simple. Entonces g es equivalencia homotdpica simple.

Demostracion. Ver [20] pag. 361 o [14], 5.9. O

Corolario 6.4.13. Sean X un poset finito y x € X tal que Cy es homotdpicamente trivial. Entonces la
inclusion [IC(X \ {x})| = [KC(X)| es una equivalencia homotdpica simple.

Demostracion. Es andloga a la demostracién de 6.4.5. Basta observar que, dado que Cx y
¢, son homotépicamente triviales, por la Observacién 6.4.11, IK(Cy)| < |K(Cy)l resulta una
equivalencia homotépica simple, y el resultado sigue del Lema anterior. O

Corolario 6.4.14. Sean K un complejo simplicial, y K1, Ky dos subcomplejos contrictiles tales que K =
K7 UKy. Entonces KN\, Z(Ky NKy).

Demostracion. Analoga a 6.4.6, S6lo hay que notar que, por 1.4.16 y 6.4.11, las funciones f y g
resultan equivalencias homotépicas simples y aplicar 6.4.12 O

Pr(gosicién 6.4.15. Sea X un poset homotdpicamente admisible. Entonces para todo x € X de gradon,

KU~ s
Demostracion. De modo similar a la demostracién de 6.4.7, sigue de aplicar 6.4.14a K = IC(GX),
Ki =K(0x ~fyh y Kz = K(Uy) . O
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Teorema 6.4.16 (Simple Gluing Theorem). Sea

Ao Aq
ho hy
f
Bo B,
g Az A
h, h
B> B

un cubo conmutativo de CW-complejos finitos y funciones celulares; donde los cuadrados de adelante y
atrds son pushouts, y las flechas verticales f y g son cofibraciones cerradas.
Si ho, hy, hy son equivalencias homotdpicas simples, entonces h también lo es.

Demostracion. Ver [20], pag. 362. O
Ya hemos reunido las herramientas necesarias para notar que vale la versién simple del Teo-
rema 6.4.3.

Teorema 6.4.17. Sean X un poset homotdpicamente admisible y M un matching de Morse en H(X).
Entonces KC(X) es simplemente equivalente a un CW-complejo con exactamente una p-celda por cada
punto critico de X de grado p.

Demostracion. Anéloga a la del Teorema 6.4.3. O

6.4.2 Homologia

En esta seccién, citamos algunos resultados sobre la variante homolégica de la teorfa de Morse
para posets, desarrollados por Minian [25].

Como es usual, la idea es: dado un poset, obtener informacién sobre los grupos de homologia
de su complejo simplicial asociado a partir de los puntos criticos de un matching aciclico en su
diagrama de Hasse.

Nota: Durante esta seccién, todos los grupos de homologia serdn reducidos y con coeficientes
enteros.

De manera similar a lo ocurrido en las secciones anteriores, serd necesario establecer una clase
de posets para la cual valdra la teoria. La definimos a continuacién.

Definicién 6.4.18. Un poset finito X es homoldgicamente admisible (o h-admisible) si es graduado y
para todo x € Xy para todo elemento maximal y de Uy, el poset ﬂx ~{y} es aciclico.

Ejemplo 6.4.19.

¢ Todo poset homotépicamente admisible es homolégicamente admisible.

o Una variedad finita cerrada es un poset X tal que K(X) es una variedad combinatoria cerrada.
Las variedades finitas cerradas son homot6picamente admisibles.

Una variedad homoldgica finita cerrada es un poset X tal que K(X) es una variedad homolégica
cerrada. Las variedades homoldgicas finitas cerradas son homolégicamente admisibles.
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Enunciamos a continuacién el teorema principal de esta seccién, que extiende la teoria de
Forman a la clase de posets homolégicamente admisibles.

Teorema 6.4.20 (Minian). Sean X un poset homoldgicamente admisible, y M un matching de Morse en
H(X). s N

Entonces la homologia de X se puede calcular con un complejo de cadenas (C, d), donde Cy, es el grupo
abeliano libre generado por los puntos criticos de X de grado p.

En particular, valen las desigualdades fuertes de Morse (y luego, las desigualdades débiles de Morse).

Demostracion. Ver [25], 3.15. O

Los resultados mas importantes de teoria de Morse para posets permiten obtener, a partir
de un matching aciclico en su diagrama de Hasse, informacién acerca del tipo homotépico y
homologfa del complejo simplicial asociado. Cuanto menor sea la cantidad de puntos criticos del
matching, mas precisa serd la informacién a obtener.

De este modo, el problema de caracterizar estos invariantes topoldgicos en poliedros se re-
duce a un problema de optimizacién combinatoria: el de hallar un matching de aciclico con la
menor cantidad de puntos criticos. Se obtiene asi un nuevo nexo entre topologia y combinatoria.
Estudiaremos este tiltimo problema en el siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Matchings aciclicos

7.1 Introduccion

Hemos visto en el capitulo anterior que el problema de hallar informacién sobre el tipo ho-
motdpico simple (u homologia) de un poset admisible (resp. h-admisible) se reduce, via la teorfa
de Morse para posets, a un problema de optimizacién combinatoria: el de hallar un matching
aciclico en su diagrama de Hasse con la menor cantidad de puntos criticos. En 2004, Joswig y
Pfetsch [19] prueban que este problema es N'P-hard [19]. En particular, si éste pudiera resolverse
en tiempo polinomial, entonces P = NP 1.

Dado un poset graduado X, podemos encontrar un matching aciclico maximal en su diagrama
de Hasse de modo muy simple mediante un algoritmo goloso. Basta agregar sucesivamente aris-
tas al matching vacio, manteniendo las condiciones de matching y aciclicidad, hasta llegar a uno
en el cual cualquier adicién altera alguna de estas condiciones. Este matching no necesariamente
serd maximo. Sin embargo, existen resultados que permiten, mediante pequefias modificaciones,
"mejorarlo”. Entre ellos se encuentran los métodos de cancelaciéon de Forman [15] y de Hersh [18];
que se desarrollan en el &mbito de los face posets de complejos simpliciales finitos.

Por otra parte, queremos destacar que el problema de hallar un matching maximo (no nece-
sariamente aciclico) puede resolverse de manera polinomial, mediante un algorimo basado en un
teorema de C. Berge [10]. El resultado afirma que un matching en un grafo finito G es méximo si
y sélo si no existe en G ningtin camino "aumentativo” (ver definicién 7.3.6).

Hemos notado que los métodos de reduccién de Forman y Hersh valen para posets graduados
en general, y pueden reformularse en un lenguaje mds simple, en términos de caminos aumenta-
tivos. Esta reformulacién permite generalizarlos de manera natural y sencilla.

Otro modo de construir un matching aciclico maximo es construir uno maximo (no necesa-
riamente aciclico) y luego "repararlo” intentando que su cardinal disminuya la menor cantidad
posible.

Los enfoques descriptos en los pdrrafos anteriores permite atacar el problema mediante dis-
tintas heuristicas.

Existen otras formas de enfocar la resolucién del problema. Una de ellas es modelarlo como
un problema de programacién lineal entera [19]. Otra es mediante una resolucién inductiva,
implementando un algoritmo de programacién dindmica.

En este capitulo repasamos los resultados existentes que permiten abordar el problema, los
reformulamos y generalizamos. Proponemos luego distintos modos de abordar e implementar su
resolucion (heuristicas y metaheuristicas, programacion lineal entera, programacién dindmica).

La verdad de esta igualdad constituye atin un problema abierto (uno de los principales problemas no resueltos de las
ciencias de la computacién), aunque "se sospecha[16] que es falsa.
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7.2 Grafos

Dedicamos esta seccién a recordar las definiciones basicas sobre grafos que serdn necesarias
para el posterior estudio de nuestro problema.

Definicién 7.2.1. Un grafo simple finito G es un par G = (V, E), con V un conjunto finito y E C
{{x,y} : x,y € V,x # y} una coleccién de subconjuntos de dos elementos distintos de V. Los
elementos de V se llaman vértices de G, y los elementos de E, aristas de G.

Dada e = {x,y} una arista de G, los extremos de e a los vértices x e y.

Observacién 7.2.2. Un grafo simple G = (V, E) es un complejo simplicial finito de dimensién 1;
V es el conjunto de 0-simplices y E el conjunto de 1-simplices.

Ejemplo 7.2.3.

/
N
N
/

| /N N

N

“ oD o AN

G1, G1 y Gy son grafos simples finitos.

M1 y M3 no lo son. M tiene varias aristas entre los mismos puntos, y ademds tiene una arista
con extremos iguales (llamada bucle) En M1 no cumple la condicién de simplicidad. Por su parte,
M no es finito.

En lo que sigue, trabajaremos con grafos simples finitos y los llamaremos por simplicidad grafos.
Definicién 7.2.4. Sea G = (V, E) un grafo.
Unpar G’ = (V/,E’) es un subgrafode Gsi V' C Vy E' ={{x,y} € E: x,y € V'}; es decir, si

G’ es un subcomplejo simplicial pleno de G.

A continuacién vemos un subgrafo de cada de cada grafo del ejemplo 7.2.3.
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Notar ademds que, por ejemplo, el siguiente subconjunto de puntos y aristas de G no es un
subgrafo de G (pues es un subcomplejo simplicial no pleno de de Gy).

Definicién 7.2.5. Sea G = (V, E) un grafo.
Dados x € Vy e € E, se dice que e incide en x si x es cara de e.

Dos aristas e y e’ son adyacentes si comparten alguna cara; 6, equivalentemente, existe algun
vértice que incide en ambas.

Si etiquetamos los vértices de G, como en la Figura 7.1, entonces se tiene que, por ejemplo,
{a,c}incideen ayenc; y que{b, c}incide en b y en c. En particular, {a, c} y {b, c} son adyacentes.

N
I

Figura 7.1: G,.

Definicién 7.2.6. Un grafo dirigido, o digrafo, es un grafo G = (V, E) en el cual ademds fijamos un
orden en los extremos de cada arista; es decir una orientacién en los 1-simplices. En otras palabras,
ECVXV.

Ejemplo 7.2.7. Mostramos una orientacién para las aristas de los grafos del ejemplo 7.2.3.
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Definicién 7.2.8. Sea G = (V, E) un grafo.

Un camino en G es una sucesion (x1,x2)(x2,%x3) - (xy—1,%r), dondex; € VV1 <i <y
{Xi,xi+]} EEVI<iZr—1.

Llamamos extremos del camino a los vértices x7 y ;.

Siademads G tiene sus aristas orientadas, es decir, es un digrafo; un camino dirigido en G es una
sucesion (xq,x2)(x2,%3) -+ (Xr—1,%r), donde x; € VV 1 <1i< 71 {xi,xi11} € EVI<i<r—1
y el orden en los extremos de {xi,Xi+1} es xi,xi41. En otras palabras, un camino dirigido es un
camino cuya aristas respetan la orientacién.

Nota. Cuando trabajemos con un digrafo, para acentuar la diferencia, llamaremos caminos 70
dirigidos a los caminos cuyas aristas no necesariamente respetan la orientacién.

Si etiquetamos los vértices de G, como en la Figura 7.2, entonces, por ejemplo, se tiene que
(d,a)(a,c)(c,b)(b, e) es un camino dirigido, y que (a, d)(d, c)(c, e)(e, b) es un camino no dirigido.

Ny
N

Figura 7.2: G;.

ide

e

Definicién 7.2.9. Sea G = (V, E) un grafo.

Un ciclo en G es un camino (x1,x2)(x2,%3) - -+ (xy—1,%;) en G tal que x; = x1; es decir, un
camino con extremos iguales.

G es aciclico si no tiene ciclos.

Si el grafo tiene sus aristas orientadas, podemos considerar las versiones dirigidas de las
definiciones anteriores.

Definicién 7.2.10. Sea G = (V, E) un digrafo.
Un ciclo dirigido en G es un camino dirigido con extremos iguales.
G es aciclico como digrafo si no tiene ciclos dirigidos.

132



Por ejemplo, en el grafo de la Figura 7.2, (b, e)(e,c)(c,b) en un ciclo dirigido (y también no
dirigido); (d, a)(a,c)(c,d) y (d,a)(a,c)(c,b)(b, e)(e, c)(c, d) son ciclos no dirigidos.

Luego, G no es aciclico como grafo ni como digrafo.

Por su parte, G3 es aciciclo como digrafo, pero no como grafo.

Notar que en un camino se permite pasar varias veces por un mismo vértice. En la siguiente
definicién restringimos este aspecto, permitiendo pasar sélo una vez.

Definicién 7.2.11. Sea G = (V, E) un grafo.

Un camino simple en G es un camino (x7,%x2)(x2,x3) - - (X;—1,%r) en G tal que x; # x; V1 #j,
1<i,j<

Un ciclo simple en G es un ciclo (x1,%2)(x2,%x3) -+ (xy—1,%x1) en G tal que x; # x5 Vi # j,
<ij<r—1.

Si en la definicién anterior G es un digrafo y consideramos caminos dirigidos, los llamaremos
caminos dirigidos simples y ciclos dirigidos simples.

Por ejemplo, en el grafo de la Figura 7.2, los caminos (b, e)(e,c)(c,b) y (d, a)(a, c)(c, d) son ci-
clos simples (el primero, dirigido; el segundo no); pero el ciclo (no dirigido) (d, a)(a, c)(c, b)(b,e)
(e,c)(c, d) no es simple.

Observacién 7.2.12. Existe una correspondencia entre grafos dirigidos aciclicos y posets.

En efecto, dado un digrafo aciclico G = (V, E) , le asociamos el poset Xg = (V, <), donde <
es la relacion de orden generada por: x < y siy s6lo si la arista {x,y} € E y el orden entre sus
extremos es x, y. En otras palabras, < es la relacién de orden descripta por x < y siy sélo si existe
un camino dirigido (x1,x2) -+ (X¢—1,%r) en G, con x; =X, Xy =Y.

Notar que no necesariamente H(Xg) = G. En efecto, G puede tener "aristas de mas". A modo
ilustrativo, veamos a continuacién tres digrafos aciclicos con sus respectivos posets asociados
(respresentados por su diagrama de Hasse):

®q ®q

DN VAN
%

SN

° ° . ° °
oc o

Ga H(Xg,) Gs = H(Xg;) Ge = H(Xg,)

Resulta H(Xg) = G siy s6lo si G es irreducible, es decir, cuando #u,v € V tales que (u,v) € E
y existe un camino dirigido de u a v distinto de (u,v) . Notar que la condicién de irreducibili-
dad condiciona a que exista una arista sélo entre vértices que forman parte de una relacion de
cubrimiento.

En particular, si G es aciclico como grafo no dirigido (como ocurre, por ejemplo, con Gg),
entonces H(Xg) = G.

Reciprocamente, dado (X, <) un poset, le asociamos el digrafo G = (X,E) con E ={(x,y) : x <
y}; es decir, su diagrama de Hasse H(X) con las aristas orientadas hacia arriba.
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7.3 Matchings

Esta seccion estd destinada a recordar las definiciones sobre los distintos tipos de matchings,
y estudiar los algoritmos existentes para hallar cada uno de ellos. Nos dard la base necesaria
para abordar, en la siguiente seccion, el problema de hallar un matching aciclico maximo en el
diagrama de Hasse de un poset graduado.

7.3.1 Generalidades

Definicién 7.3.1. Sea G = (V, E) un grafo (no necesariamente dirigido).

Un matching M en G es un subconjunto de aristas de G no adyacentes entre si.

Llamaremos vértices correspondidos de M a los vértices de G en los que inciden aristas del
matching, y vértices libres a los vértices en los que no.

Ejemplo 7.3.2. Consideremos el grafo G de la siguiente figura.

O Qi 0
o
Figura 7.3: G.

Vemos a continuacién tres matchings en G. Notamos: con linea rellena a las aristas en el
matching y punteada a las que no; con e a los vértices correspondidos, y con o a los libres.

O e © e O ° ® O o ... @ °
o o .
e ® O e ® O e ® O
M M, M3

Definicién 7.3.3. Sea G = (V, E) un grafo (no necesariamente dirigido).

Un matching maximal es un matching M tal que no existe otro matching M’ que lo incluya
estrictamente; es decir, AM’ / M C M.

Un matching mdximo es un matching M tal que para cualquier otro matching M/, IM/| < [M;
donde denotamos entre | | a la cantidad de elementos del conjunto.

Observacién 7.3.4. Todo matching méximo es maximal, pero no vale la reciproca.

Por ejemplo, respecto de los matchings del ejemplo 7.3.2: My no es maximal, M es maximal
pero no es maximo, y M3 es maximo.

7.3.2 Algoritmos

Presentamos algunos algoritmos para hallar matchings de cada clase.
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Matchings maximales

Para hallar matchings maximales, simplemente implementamos un algoritmo goloso 2. Comen-
zamos con el matching M := &. En cada paso, elegimos una arista del grafo con vértices libres,
y la agregamos al matching. Lo hacemos hasta que toda arista tenga alguno de sus extremos
correspondidos, es decir, hasta que no quede ninguna arista que se pueda agregar. En ese caso,
claramente habremos llegado a un matching maximal. Pero éste, por cierto, no necesariamente
serd maximo; esto dependera de la elecciéon que hagamos en cada paso.

Algoritmo 4 (Goloso) Matching maximal.

Input: Grafo G
Output: Matching maximal M en G.
M— g
repeat
e una arista de G con aristas con extremos M-libres
M« MUe
until no existen caminos aristas con extremos M-libres
return M

Notar la analogfa existente entre el anterior y el algoritmo que permite hallar un weak core de
un espacio finito X.

Utilizamos el algoritmo anterior en el grafo G (Figura 7.3), para diferentes sucesiones de elec-
ciones, obteniendo distintos matchings maximales. Omitimos el paso inicial, en el que simple-
mente se considera el matching vacio.

o |
o ° -0 ° @ O
1L L O o o 0 o e °
o ° .0 ° ° .0 ° °- o

Matchings maximos

En esta seccién presentamos un conocido algoritmo en teoria de grafos, que permite hallar un
matching maximo de un grafo. Previamente necesitamos algunas definiciones.

Fijamos G = (V, E) un grafo finito (no necesariamente dirigido), M un matching en G.

2Un algoritmo goloso o greedy es un algoritmo que reacciona frente a una sucesién de decisiones tomando aquella que
le provee beneficio inmediato, sin importar lo que ocurra més tarde.
Si bien en algunos casos un algoritmo goloso puede ser 6ptimo, en general provee a lo sumo una mala aproximacién.
Sin embargo, es muy rapido y por eso es un buen punto de partida para el estudio de un problema.
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Definicién 7.3.5. Un camino M-alternante en G es un camino no dirigido simple en G cuyas aristas,
de manera alternada, pertenecen y no pertenecen al matching M.

Definicion 7.3.6. Un camino M-aumentativo en G es un camino M-alternante en G entre vértices
libres (que resultaran distintos).

Por ejemplo, en el matching M del ejemplo 7.3.2, el camino (x1,x2)(x2,x3)(x3,x4) (ver Figura
7.4) es M-aumentativo.

®x3 — — — Oxy

‘e— @ O

Figura 7.4: Camino aumentativo.

Dado P = (x1,%2)(x2,%3) - - - (Xy—1,%r) un camino no dirigido en G, notaremos también por
P al conjunto de aristas involucradas; es decir, P = { {x1,x2H{x2,x3}- - - {Xy—1,%+} }.

Lema 7.3.7. Si M es un matching en un grafo G y P = (x1,%2)(x2,%3) - - - (Xy—1,Xy) €s un camino
M-aumentativo, entonces M’ = P AM también es un matching en G y [M/| = M|+ 1.

Demostracién. Debemos chequear que en todo vértice de G incide a lo sumo una arista de M.

Notar que M’ se construye simplemente revirtiendo la condicién (de pertenencia) del subcon-
junto P de aristas. En particular, las aristas de M por las que no pasa el camino P pertencen a
M'.

Luego, en los vértices por los que no pasa P (es decir, V \ {x1,%2, - -x,}), dado que M es
matching, incide a lo sumo una arista de M.

Por otra parte, dado que x7 y x, son vértices libres de M distintos, incide en ellos exactamente
una arista de M’ (las aristas (vy,v2) y (vy_1,Vvr) respectivamente). Dada la construcciéon de M/,
en los vértices restantes del camino v,,v3 - -+, v, sigue incidiendo una tnica arista de M’ (ver
Figura 7.5).

(e} —— ]
X1 M/ X2 )

Ox3 — — — Oxy R . . 1 — — —Ox,
M M

Figura 7.5: P. O
Notacién 7.3.8. Notaremos P"¢" al camino M’-alternante inducido por P.

P oO—— — @ ——e0— —— o ®e— — -~ ——e— — —0
m’ M m’ m’ M m’

prev ° R R
m’ M m’ m’ M m’

El algoritmo para hallar matchings méximos se basa en el siguiente resultado de Berge [10]:

Teorema 7.3.9 (Berge). Sean G = (V,E) un grafo y M un matching en G. Entonces, M no es un
matching mdximo si y sélo si existe algiin camino M-aumentativo.
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Demostracion. =) Sea P un camino M-aumentativo. Sea M’ :== PAM. Por 7.3.7 M’ es mat-
ching y IM'| = M| + 1.

&) Sea M* matching méximo, [IM*| > [M|. Considero MAM*.

Como M y M* son matchings, en cada vértice de G incide a lo sumo una arista de M y una de
M.

Si consideramos el subcomplejo simplicial de G inducido por M’ := PAM (cerrando por
caras), sus componentes conexas son caminos M y M*-alternantes. Como |[M*| > |[M|, existe
alguna componente P con mas aristas pertenecientes a M* que a M. Claramente, P es un camino
M-aumentativo. O

Algoritmo 5 (Berge) Matching maximo.

Input: Grafo G
Output: Matching maximo M en G.
M— o
repeat
P un camino M-aumentativo
M« PAM
until no existen caminos M-aumentativos
return M

Notar que el algoritmo anterior es similar al que permite hallar un matching maximal.

Para hallar un matching maximal: comenzamos con el matching vacio y, en cada paso elegi-
mos una arista con extremos libres y la agregamos al matching (es decir, revertimos un camino
aumentativo con una Unica arista).

Para hallar un matching méximo, realizamos un procedimiento analogo; la diferencia radica
en que nos permitimos revertir caminos aumentativos con cualquier cantidad de aristas. El teo-
rema 7.3.9 nos asegura que llegaremos a un matching maximo, independientemente de las elec-
ciones realizadas.

A modo ilustrativo, implementamos el algoritmo anterior en el grafo G (Figura 7.6), y obtene-
mos el matching maximo M3. Los caminos aumentativos considerados en cada paso se encuen-
tran marcados con linea punteada-rellena.

1. o- Lo o 2 o- o o
I
: [
[
o : o
: I
[
[
o- RNeRS o O v @ o
3 0O—— —@- o 4 ° o o
o o
O— — — @i 0 ° ' o
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Matchings aciclicos

Definicién 7.3.10. Sea G un digrafo. Un matching M en G es aciclico si el digrafo Gy que se
obtiene de revertir la orientacion de las aristas de G que pertenecen a M no tiene ciclos dirigidos.

Ejemplo 7.3.11. Consideremos el digrafo G de la siguiente figura.

R o
" A
o
v
O 3= O 3= O
Figura 7.6: G.

Vemos a continuacién el digrafo asociado a distintos matchings en G (es decir, el digrafo que se
obtiene de revertir, en cada caso, la orientacion de las aristas de cada matching):

o — >0 < o o < e ——>o0 o — >0 < o
A / A A
¥
o ° : °
AP \
v \ v
e<— o > O oe<— o > O o >0 <——@

Notar que el primero es un matching aciclico no maximo, el segundo un matching maximo no
aciclico, y el tercero un matching aciclico maximo.

Del ejemplo anterior se deduce:
Observacion 7.3.12. No todo matching aciclico es maximo. No todo matching maximo es aciclico.

De manera andloga al caso no dirigido (en el que nos propusimos hallar matchings maxima-
les), para hallar un matching aciclico maximal podemos proceder utilizando un algoritmo goloso.
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Algoritmo 6 (Goloso) Matching aciclico maximal.

Input: Poset graduado X.
Output: Matching maximal M en X.

M=o

repeat
e arista con extremos M-libres tal que M U e es aciclico.
M MUe

until no existe ninguna arista e con extremos M-libres tal que M U e es aciclico.
return M

Si bien las condiciones de aciclicidad y de matching pueden ser chequeadas individualmente
de manera simple, el problema de optimizacién que se obtiene de combinarlas (es decir, el de
hallar un matching aciclico méximo) resulta de gran dificultad.

De hecho, este problema de optimizacién es N"P-hard. 3 (ver [19], seccién 4).

En la siguiente seccién nos centraremos en un caso particular del problema: el de hallar un
matching aciclico mdximo en un digrafo que es el diagrama de Hasse de un poset graduado finito.

7.4 Matchings aciclicos en un poset graduado

En el marco del problema de hallar un matching aciclico maximo de un grafo, estamos es-
pecialmente interesados en el caso particular de los grafos la forma H(X), el diagrama de Hasse
de un poset X admisible 6 h-admisible; debido a su relacién, via la teorfa de Morse discreta para
posets, con el tipo homotépico y homologia de complejos celulares.

El primer enfoque que consideraremos para abordar el problema es el de intentar hallar de
manera mds o menos simple un matching aciclico "cercano al méximo" (aunque esto quizds no
pueda probarse). Esto puede concretarse de diversas formas.

Una es considerar un matching aciclico maximal, y luego "mejorarlo”. En ese sentido, Hersh
[18] y Forman [15] han desarrollado métodos de cancelacion de puntos criticos que pueden apli-
carse a matchings aciclicos en face posets.

Otra forma consiste en hallar un matching maximo, y luego "repararlo” para que se convierta
en aciclico, de modo "eficiente" (es decir, intentando "perder" la menor cantidad de aristas).

En los préximos apartados estudiaremos en profundidad ambas maneras. Reformularemos
los resultados existentes en un lenguaje mas claro que permitird generalizaciones naturales. De-
sarrollaremos la teoria para diagramas de Hasse de posets graduados finitos en general, aunque
centraremos nuestra atencién en los ejemplos para posets admisibles 6 h-admisibles.

3 En optimizacién combinatoria, se clasifican los problemas a tratar en problemas de optimizacién y de decisién. En
un problema de decisién se desea decidir cudndo una afirmacién es verdadera o falsa; en uno de optimizacién, hallar la
solucién con el "mejor valor” posible, de acuerdo cierto régimen de valores de las soluciones, determinado por la funcién
objetivo. Pueden ser de maximizacién o de minimizacién.

Existen varias clases de problemas de decision. Entre ellas:
e P: es el conjunto de problemas de decisién que puede resolverse en tiempo polinomial. Intuitivamente, P es el
conjunto de problemas que pueden resolverse "rdpido".
e N'P: es el conjunto de problemas de decisién con la siguiente propiedad: para cada instancia cuya respuesta es SI,
hay un algoritmo polinomial que comprueba si una posible solucién es correcta. Intuitivamente, NP es la clase de

problemas de decisién para los cuales podemos verificar rdpido una respuesta SI si tenemos la solucién en frente
nuestro.

e N'P-completo: un problema de decisién pertenece a esta clase si todo problema NP puede reducirse a éL.

Los problemas de optimizacién cuyas versiones de decisién son N'P-completos se llaman N'P-hard. Vale que:
existe un algoritmo polinomial para resolver algun problema N P-hard siy sélosi P = N'P.
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A lo largo de esta seccién, consideraremos X un poset finito graduado y H(X), su diagrama de
Hasse; al que llamaremos H para simplificar notacién.

Dado M un matching en H, denotaremos H 1 al grafo dirigido que se obtiene de revertir la
orientacién de las aristas de H que pertenecen a M.

7.4.1 Ciclos en Hp

Queremos dar condiciones para determinar si un matching es aciclico. Basta centrar nuestra
atencion en los ciclos dirigidos simples. A partir de aqui, llamaremos ciclos a los ciclos simples.

Debido a la construccién particular de la que proviene H 4, sus ciclos dirigidos tienen carac-
teristicas especiales:

Lema 7.4.1. Sean X un poset finito graduado, M un matching en H. Si c es un ciclo dirigido en Hp,
entonces:

e c estd incluido en algiin piso [p,p + 1] de X, donde el piso [p,p + 1] de X es el subgrafo de H con
vértices los puntos de X de gradopyp+1;

o [c|es par.

Demostracion. Si c es un ciclo dirigido en Hp, entonces ¢ sera una sucesioén finita de aristas
(x1,y1)(y1,x2) - - - (Yr—1,%r), con x; = xq1; a las que llamaremos en forma simplificada U 6 D
segln estén orientadas hacia arriba 6 hacia abajo respectivamente. Luego, el camino se podra
representar mediante una palabra con las letras {U, D}. Como es un ciclo simple y el poset es
graduado, la palabra debe tener igual cantidad de letras U y D. Y como las aristas orientadas
hacia abajo pertenecen al matching M, no hay dos letras D consecutivas. Entonces, la palabra
serd de la forma UDUD ---UD 6 DUDU - - - DU, por lo que el ciclo tiene altura 1 y cardinal par.

®xq ° ° °
° o ° °
Figura 7.7: Ciclo descripto por DUDUDUDU. O

Como consecuencia del lema anterior se obtiene un resultado que permite chequear la acicli-
cidad de un matching.

Corolario 7.4.2. Sean X un poset finito graduado, y M un matching en X. Entonces, c es un ciclo dirigido
en Hp siy sélo si c es un ciclo no dirigido en [p,p + 1] C H paraalgiin 0 <p < h(X)ylcNM| = lzil

La siguiente proposicién da otra caracterizacién de los ciclos en Hpq, que también permitird
chequear la aciclicidad de M.

Proposicién 7.4.3. Sean X un poset finito graduado, M un matching en X y [p,p + 1] algiin piso de X.
Sean {(xi,yi) : 1 <1 < r}las aristas de ese piso que pertenecen al matching M, donde deg(x;) = p + 1
y deg(yi) = p V1 < 1i < r. Entonces, existe algiin ciclo dirigido en el piso [p,p + 1] si y sélo si existe
alguna permutacién o # id de{1,2,--- v} tal que {(yi, (1)) : 1 <1 <11 C Hm.
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Demostracion. =) Supongamos que existe algtin ciclo ¢ en el piso [p,p + 1].

De acuerdo con la demostracién de 7.4.1, ¢ se puede representar, sin pérdida de generalidad,
como una palabra de la forma Dy, Ui, Dy, Uy, - - - Dy, U;, . Como {Dij} son algunas de las aristas
del matching en el piso [p, p + 1], se dejan escribir de la siguiente manera: Di]. = (xij Vi ). Y como
Ui € M, Uy, = (i, %45, )

Luego, la permutacion o buscada se define por: o(ij) = ij41 V1 < j < k—1; o(ix) = i1;
o(i) =isii#1j.

&) Sea 0 € 5y, 0 # id tal que {(yi, xg1)) : 1 < 1 < 11 C Hm. Notar que las aristas
{(yi,xg(1)) : 1 <1 < v} también estan incluidas en el piso [p,p + 1].

En la descomposicién de o en ciclos disjuntos, existe algtin ciclo (ijiz - - - ix) con k > 14,

Luego, el ciclo dirigido buscado es (xi,,Yi, ) (Yi;, Xi,) (Xi,, Yis ) (Yiz, i) - (X, Yi ) (Wi, x4, )-

p+1 Oxiy =Xo(iy) _ X, =Xo(iy) e Oxi, ,=Xo(iy) Oxip=Xo(i, ;)
P ®yq, *yi, s ®yi_, ey

O

Observacion 7.4.4. Adoptamos por un momento la siguiente notacién: si A es un subconjunto
de aristas de H y p < h(X), A, son los extremos de las aristas en A a altura p. La proposicién
anterior se puede reformular como:

Sean X un poset finito graduado, M un matching en X y [p,p + 1] algiin piso de X. Entonces,
existe alguin ciclo dirigido en el piso [p,p + 1] C Hm si y solo si existe A C [p,p+ 1] un
subconjunto de aristas (6 1-simplices) de H, tal que A # M, |A| = M|, Ap = Mp y Ap 1 =
Mpi1.

p+1

7.4.2 Optimizando matchings aciclicos

El objetivo de esta seccién es hallar métodos para "mejorar” un matching aciclico dado en el
diagrama de Hasse de un poset graduado.
Utilizamos como punto de partida los métodos desarrollados por Forman [15] y Hersh [18].

Caminos aumentativos que no generan ciclos

Este apartado tiene como punto de partida el método de cancelacion de puntos criticos, desarro-
llado por Forman ([15], 11.1), que describe el siguiente teorema:

Teorema 7.4.5 (Forman). Sea f una funcion de Morse discreta en K. Si § y « son simplices criticos, con
dim(a) = py dim(p) = p + 1, y hay exactamente un camino gradiente desde (3 a «, entonces hay otra
funcién de Morse g en K con los mismos simplices criticos que f, con excepcion de oy 3, que ya no lo son.
Mds aiin, el campo gradiente asociado a g es iqual al campo gradiente asociado a f, excepto sobre ese 1inico
camino gradiente de 3 a o.

4Es decir, o(i1) =1p,0(i2) =13, -+, 0(ir_1) = ir, 0(ir) =11
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Figura 7.8: Cancelacién de los simplices criticos oty 3.

Reformularemos el teorema 7.4.5 en términos puramente combinatorios. Esto nos permitird
estudiar el problema desde un punto de vista mds claro y obtener generalizaciones de modo
natural.

Recordar que, dado un matching M en X, un camino M-aumentativo es un camino (no di-
rigido, simple) M-alternante entre vértices libres distintos. Debido a la construccién particular de
la que proviene el grafo Hp4, sus caminos M-aumentativos tienen caracteristicas especiales.

Proposicién 7.4.6. Sean X un poset finito graduado y M un matching en X.
SiP = (x1,%x2)(x2,%x3)(x3,%4) - - (X¢—1,Xy) €8 un camino M-aumentativo entre los vértices libres
X1 Y X, entonces deg(x1) # deg(xr).

Demostracion. Si deg(x1) =p, deg(x2) =p+16p—1,deg(x3) =p+2,p6p—2,etc.
Inductivamente se demuestra que

{p+i:—k<i<k, kpar} si k es impar

de €
g {{P +1i:—k <i<k, kimpar} sikespar

Pero como P es M-aumentativo, r es par. Luego deg(x,) #7p.

p + 2 .X3 .XS, .X7,
p+1 *x; 7:°X4 ®x6 Oxs
NN N
P Ox; O3 ®xs ®x;
P— 1 o, 7:.X.4 :V.XG :V.XS
p—2 ®x3 ®xs ®x7

O

Recordar que, dado P camino no dirigido, notamos también por P al conjunto de aristas que
éste involucra.

Definicién 7.4.7. Sea P un camino M-aumentativo, decimos que revertir P no genera ciclos si el
matching M’ = PAM es aciclico.

Proposicién 7.4.8. Sean X poset finito graduado y M un matching aciclico en X. Si existe un camino
M-aumentativo tal que revertirlo no genera ciclos, entonces M no es mdximo.
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Demostracion. Sea P un camino M-aumentativo tal que revertirlo no genera ciclos. Conside-
ramos M’ = PAM. Por 7.3.7, M’ es matching y IM’| = [M| + 1. Finalmente, M’ es aciclico por
hipétesis. O

Ejemplo 7.4.9. Consideremos poset admisible X, descripto por su diagrama de Hasse:

e
XX

[ ] [ ]
Figura 7.9: X.
y el siguiente matching M en él:
© NN L O
o e °
° o °

Figura 7.10: M.

Por 6.4.17, K(X) tiene el tipo homotépico simple de un CW-complejo con una 0-celda, una
1-celda y dos 2-celdas.

Mostramos a continuacién tres caminos M-aumentativos. Notamos por M’ al matching que
se obtiene de revertirlos, en cada caso.

o<—20

o ° ° ° °
AN :
i AN
N

AN .
° o ° ° °
o o Hm: ® o
| f 7 A
| .
o ° ° ° ° °
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o Ke) Hmr: o °
= o AN 7

| R

o ° ) ° ° °
| N vl kid 7 A
O "N
| N - S :
° o ° ° o °

Por simplicidad, s6lo hemos marcamos la orientacién de las aristas cuando esta informacion
resulté relevante.

Notar que en el primer caso, el camino aumentativo marcado genera un ciclo dirigido en
Hm; en el segundo y tercer caso, no. Luego, aplicando en ambos nuevamente el resultado 6.4.17,
obtenemos que K (X) tiene el tipo homotdpico simple de un CW-complejo con una O-celda y una
2-celda, es decir, de una esfera de dimensién 2. En conclusién, optimizando el matching con este
método, pudimos determinar completamente el tipo homotépico simple de K(X).

A continuacién, presentaremos propiedades que nos permiten decidir si revertir un camino
aumentativo genera ciclos o no.

Proposicién 7.4.10. Sea P un camino M-aumentativo entre x e y. Si revertir P genera ciclos, entonces
existe P’ # P otro camino M-aumentativo entre x ey. Si P C [p,p + 1] para algiin 0 < p < h(X)—1,
entonces P’ C [p,p +11.

Demostracién. Sea P camino aumentativo entre x e y. Sea M’ = PAM. Hp,/ tiene ciclos.
Luego, por 7.4.1, existe c ciclo dirigidoen Hp/ y0 <p < h(X)—1talquec C [p,p +1].

Sean e; = {x/,x"} la primer arista de P que pertenece a ¢, ef = {y’,y”} la altima; donde x’ es
el primer vértice de P en ¢, y y” el altimo.

Notar que ej, ef ¢ M. En efecto, o bien x’ = x, o bien x’ # x. El primer caso es claro. En
el segundo; si e; € M, entonces e; ¢ M’. Como c es un ciclo dirigido en Hp,/, la arista &; de
¢ adyacente a e; por x’ pertenece a M'. Pero €; ¢ P (por ser x’ el primer vértice de P en c).
Como en las aristas por las que no pasa P el matching no cambia, €; € M. Luego, en x’ inciden
las aristas €j,e; € M, lo que contradice la condicién de matching de M. Para e se procede de
manera analoga.

I[lustramos la situacién en las siguientes figuras:

PenHp: ©Ox
k
AN
\

N‘>><

N\>L.<:'

N N \
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*y

Luego, las aristas e;, e € M. Como c es un ciclo dirigido en Hp,/, €;,€r ¢ M'. Pero fuera de P,

M = M'. Luego, €; ¢ M.
~>>Y, que denomi-

Consideramos el siguiente camino: x?x’— ==X~y ==y
€i ef

namos P’.
Claramente, P’ es un camino M-alternante y sus extremos son libres (ver la siguiente figura).

PlenHm: ©x
w
N

AN
[

N
Y ./ [ ] [ ]
4 1 7
i \ / G
ef L7 ef
o/ ° ° L4

«

Ol »

"
f\

!

e ——0b

[ ]
AN

® — —
e

Observacién 7.4.11. No vale la reciproca de la proposicién anterior, como se puede ver en el

matching del ejemplo 7.4.9.
Entre los vértices libres x e y existe un camino M-aumentativo P (ver figura 7.11)

Figura 7.11: P.

que no es tnico, pues P’ es otro camino M-aumentativo con los mismos extremos que P (ver

figura 7.12).
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Figura 7.12: P’.

Sin embargo, revertir P (6 P’), no genera ciclos.
El siguiente resultado muestra que bajo hipétesis adicionales vale la reciproca de 7.4.10.

Proposicién 7.4.12. Sean X un poset finito graduado, y M un matching en X. Sean x e y son dos vértices
libres tales que deg(x) = p, deg(y) = p+ 1y existe P C [p,p + 1] un camino M-aumentativo entre
ellos. Siexiste P' # P C [p,p + 1] otro camino M-aumentativo entre x e y, entonces revertir P genera
ciclos.

Demostracion. Queremos hallar un ciclo dirigido en Hpq/, con M/ = PAM.

Sean e; ={x/,x"} € P’ la primer arista que no pertenece a P, e ={y’,y”’} € P NP’ la primer
arista posterior a e; en la cual ambos caminos comienzan a solaparse nuevamente.

La siguiente figura ilustra la situacién:

PenHpm:

PlenHm :

«g,»y’ C [p,p + 1] M-alternantes distintos entre x’ e

y’. Ademads, como M es matching, ambos caminos comienzan y terminan con aristas que no
c ! / / : o113 ;

pertenecen a M. Luego, ¢ : x' ~~sy ~5rox esun ciclo en Hpy (ver la siguiente figura).

Tenemos dos caminos x' wﬁ»y’, x/

PT‘EV
fprev en HM’ : [ ) [ 22 Oy/ .y
/ b AN o /
N : N
N :
AN R H AN
N AN >< : N
oy o,/ ) ) .y//
cen HM/ : /0 ) LN .y’ °y
[ 2% .X/ ) . .y " D
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A continuacién presentamos una reformulacién de 7.4.5°. Se obtiene como corolario de 7.4.8 y
7.4.12, considerando caminos aumentativos de altura 1 y traduciendo la condicién de no generar
ciclos a este caso.

Teorema 7.4.13 (Forman). Sean X un poset finito graduado, 0 <
aciclico en X. Si existe un tinico camino M-aumentativo P C [p,p +
M no es mdximo.

P < h(X)—1y M un matching
1] entre dos vértices libres, entonces

Utilizando el resultado anterior, se puede elaborar una heuristica que permite hallar mat-
chings aciclicos maximales (ver el apartado 7.5.3). De hecho, es la que tomaron como referencia
Joswig y Pfetsch [19] para comparar los resultados de su implementacién de este problema como
uno de programacioén lineal entera (ver el apartado 7.5.1).

Daremos una condicién general que caracteriza cudndo revertir un camino aumentativo ge-
nera ciclos.

Definicién 7.4.14. Sea C := {c : c ciclo no dirigido en H de altura 1}.

Un ciclo ¢ € C se dice M-saturado si I%\ de sus aristas pertenecen M.

Sea P camino M-aumentativo, ¢ € C, M’ = PAM. Decimos que P satura a c si ¢ es un ciclo
M'-saturado.

Recordar el ejemplo 7.4.9 en el que consideramos un poset admisible X y un matching aciclico
M en él

El camino M-aumentativo P (marcado con linea a rayas) satura el ciclo ¢ € C (marcado con
recuadro).

Observacién 7.4.15. Notar que, por7.4.2, ¢ € C es M-saturado siy sélo si ¢ forma un ciclo dirigido
en Hm.

Se deduce la siguiente

Proposicion 7.4.16. Sean P camino M-aumentativo, M = PAM. P genera ciclos si y solo si existe
c € C tal que P satura a c.

Si recordamos que revertiendo un camino aumentativo que no genera ciclos obtenemos un
matching con maés aristas (7.4.8, podemos concluir lo siguiente.

Corolario 7.4.17. Sean X poset finito graduado y M un matching aciclico en X. Si existe un camino
M-aumentativo tal que P no saturaa c Ve € C , entonces M no es mdximo.

SForman llama caminos gradientes a los caminos aumentativos de altura 1.

147



Revirtiendo caminos aumentativos simultaneamente

Sea X un poset graduado X y M un matching aciclico en X.

Puede ocurrir que existan en H 4 varios caminos M-aumentativos que no generen ciclos, pero
que luego de revertir alguno, los demds pasen a generar ciclos y no sea posible revertirlos. Vere-
mos que bajo ciertas condiciones, podremos revertirlos simultdneamente.

Maés atin, puede ocurrir que existan en Hpq varios caminos M-aumentativos que no puedan
revertirse individualmente, pues generan ciclos. Pero bajo ciertas condiciones, podran revertirse
simultineamente sin generarlos.

Utilizamos como punto de partida el siguiente resultado de Hersh ([18], 2.1).

Proposiciéon 7.4.18. Sea f una funcién de Morse discreta en un CW-complejo regular K.

Supongamos que existen celdas criticas 3y de dimension p; + 1y «; de dimension py (con By # Bj y
o # o si i #j) y un iinico camino gradiente Py desde By a o para 1 < i < r. Sino existe permutacion
nt € S, distinta de la identidad tal que hay un camino gradiente desde 3 a O (i) para 1 <1i<r,entonces
revertir simultdneamente los caminos gradientes Py no crea ningiin ciclo dirigido.

A continuacién presentamos una reformulacién algo méas general del resultado anterior, uti-
lizando la terminologia desarrollada.

Teorema 7.4.19. Sean X poset finito graduado, 0 < p < h(X) y M un matching aciclico en X.

Sean P1,P2,---,Pr C [p,p+ 1], donde P; camino M-aumentativo entre x; e yi, deg(xi) = p,
deg(yi) =p+1yr > 2. Sirevertirlos individualmente no genera ciclos y no existe permutacion o # id
de{1,2,--- 7} tal que existe un camino M-aumentativo Q; C [p,p + 1] entre xi e Y1) V1 <1 <1,

entonces revertir simultdneamente los caminos Py, P2, - - -, Pr no genera ciclos®.

Observacion 7.4.20. El lema 7.4.3 se puede obtener como corolario del teorema anterior. Basta
considerar el matching aciclico M := & y los caminos M-aumentativos P; = (xi, Yi).

Presentamos las siguientes generalizaciones:

Proposicién 7.4.21. Sean X poset finito graduado y M un matching aciclico en X.

Sean Py, Py, -+ , Py, donde P; camino M-aumentativo entre xi e yi (con xi # Xj eyi # yj sii #j)
yr>2.

Si revertirlos individualmente no genera ciclos y no existe permutacion o # id de{1,2,--- ,v} tal que
existe un camino M-aumentativo entre x; e Yo (i) V1 < 1 < 1, entonces revertir simultdneamente los
caminos Py, P, - -+, Pr no genera ciclos.

Demostracion. En primer lugar, notemos que los caminos P71, P;, - - -, Pr no se intersecan. En
efecto, si P; N'P; # @ para algin i # j, consideramos Q una componente conexa de P; N P;.
Como P; y Pj son caminos M-alternantes, Q lo es. Dado que P; y Pj son caminos simples, los
extremos de Q son distintos. Llamamos xo e Yo a sus extremos. Sean x{, y! tales que {x{,xo},
{yo,y{} € Q° NP;. De manera andloga, sean xj’, yj’ tales que {xj’,xo}, {yo,yj’} € Q°NPj. Por
ultimo, sean x{, y, tales que {xo, x5}, {yg, Yo} € Q (ver Figura 7.13).

6Revertir simulténeamente los caminos P7, P, - - - , Py es considerar el matching M/ = MA(P; UP, U+ - UP;). Que
no generen ciclos significa que M’ es aciclico.
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. o/ e/
PI Ox; ——— @ Xi Yi o — — —Oy;

.———Oyj

Figura 7.13: P; y Pj.

Notar que {xo,x}},{y4, Yo} € M (pues P; y Pj son M-alternantes y M es matching). Luego,
existen los siguientes caminos M-alternantes

X; ~>X , X5 X , ~~—3>1; ~~>Yj, X s> .
L p X0 1 0 Yo P Yi, Yo P, Yj 0™y Yo
Finalmente, los caminos M-aumentativos
X; =X ) S ~~—>1 3 Xi X ) oS> ~~3>Y 5
L 0 ) Yo 7 Yj y j P, 0 5 Yo P Yi

dan lugar a la permutacién o = (ij) € Sy, que contradice las hipétesis.

Veamos ahora que revertir los caminos simultdneamente no genera ciclos. Supongamos que
existe un ciclo dirigido ¢ en Hp4/. Notar que c involucra aristas de varios de los caminos {P;}i,
pues si involucrara aristas de un tinico camino estaria contradiciendo Supongamos que c¢ involu-
cra aristas de exactamente los caminos Pi,, Py,,- -+, P;, paraalgin2 < k<.

Hacemos el caso k = 2; es decir, para todo j € {1,2}, Pij Nc # @. Sin pérdida de generalidad,
i] =1 y iz =2.

Consideremos Qj alguna componente conexa de Pj Nc. Qj es un camino M-alternante, 1la-
mamos x]-’ e y)-/ a sus extremos (que serdn distintos pues Qj es un camino simple). Ademads,
notemos que las aristas de Q; adyacentes a los extremos no pertenecen a M. las siguientes figuras

ilustran la situacién.

PrenHpm : Oxq
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Como c es un ciclo simple y {Q7, @2} C ¢, existen caminos M-alternantes con ambos extremos
libres en (Q7 U Q5)¢

/! / !/ /
Yy ~>Y2 y Xy X

tales que, salvo cambio de notacién de los extremos de cada Qj, ¢ se puede describir como

/ ! / !/ /
X1 My.l F\/E/\)yz MXZ F\/E/\>X1 .

Q Q2

Iustramos la situacién mediante nuevas figuras:
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° .Xé, K . ®y] .
X oo X . X
° 'ng e . *y) °
©x2 EOH]
7{AA’ x4 ®y,
\ /
° oy . .. *y] °
XX
. O o e . °
/ \
®x, ®y,

Luego, los caminos M-aumentativos

/ !/ / !/ / /
X1 X7 oS> Xy oS> > X)) X4 oS> e >
1 P 1 e 2.0, Y2 P, Y2 y 2 P, 2 ¢ Y2 s 7 Y1

dan lugar a la permutacién (12) € S, que contradice la hipétesis. En conclusién, podemos rever-
tir simultdneamente los caminos sin generar ciclos.

En el caso general se procede de manera andloga. O

Los siguientes resultados dan condiciones para revertir simultineamente caminos aumenta-
tivos sin generar ciclos, cuando revertirlos individualmente genera ciclos quizas. El primero trata
el caso particular en el cual los caminos aumentativos estan incluidos en algtn piso. El segundo,
el caso general.

Proposicion 7.4.22. Sean X poset finito graduado, 0 < p < h(X) y M un matching aciclico en X.

Sean P, P2, -+, Pr C [p,p+ 1], con Py un camino M-aumentativo entre x; e yi (conxi # xj e
Yi #Yj sii#]j), donde deg(xi) =p, deg(yi) =p+1yr>2

Supongamos que para todo 1 < i < vy para todo camino M-aumentativo P{ # P; C [p,p + 1] entre
Xi e i, existej # ital que P{N'Pj # 2.

Si no existe permutacion o # id de {1,2,---,r} tal que para todo 1 < i < r existe algiin un
camino M-aumentativo P!’ C [p,p + 1] entre x; e Yo (i), entonces revertir simultdneamente los caminos
P1,P2,- -+, Py no genera ciclos.

Demostracion. En primer lugar, notamos que los caminos Py, P, - - -, Pr no se intersecan (ver
demostracién de 7.4.21).

Veamos que pueden revertirse simultdneamente sin generar ciclos. Supongamos que existe
un ciclo c en M"y que involucra aristas de P{*V, P{¢V, -, PV paraalgin 1 <k <.
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Notar que k # 1. En efecto, supongamos que k = 1, es decir, ¢ involucra solo aristas de P{ V.
Para simplificar notacién, P; := Py, xi := Xi, € Yi := yi,. Por 7.4.10, existe 77{ # P; otro camino
M-aumentativo entre x; e y;. Y éste puede descomponer como P/ = (P{ NPi) LU (P{ N (c\ Py)).
Por hipoétesis, existe j # 1 tal que P; NP/ # @. Pero por otra parte, como P; NPy = &, utilizando
la decomposicion anterior deducimos que P; N (P{ Nc\ P;) # . Pero esto es un absurdo, que
proviene de suponer k = 1.

El razonamiento sigue de manera analoga al realizado en la demostracién de 7.4.21. O

Ejemplo 7.4.23. Supongamos que tenemos en algtin piso la siguiente situacién:

Ox,4 Oxs *
N RN | N
N | N | N
N N N
N N N
.X] OXZ OX3
El camino P; = (x2,%s5) no puede ser revertido pues genera ciclos (hay otro camino en-
tre x2 y x5 en ese piso: P; = (x2,xg)(xg,x1)(x1,%x5)). Sin embargo, se interseca con P, =

(x3,%g)(x6,%1)(x1,%4) en la arista (xg,x1). La condicién de la permutaciéon se cumple. Luego,
P1y P2 pueden revertirse simultdineamente sin generar ciclos.

Proposicién 7.4.24. Sean X poset finito graduado y M un matching aciclico en X.

Sean P1, Py, -+, Pr, con Pi camino M-aumentativo entre x; e yi (con xiy #xjeyi #y;jsii #jy
r>2

Supongamos que para todo 1 < i < 1y para todo ¢ € C ciclo saturado por Py, (c ~Pi) NP # O
para algiin j # i.

Si no existe permutacion o # id de {1,2,-- - ,r} tal que para todo 1 < i < r existe un camino M-
aumentativo entre x; e Y (i), entonces revertir simultdneamente los caminos Py, P2, -+, Pr no genera
ciclos.

Demostracion. Los caminos Py, P2, - - -, Pr no se intersecan (ver demostracion de 7.4.21).
Supongamos que existe un ciclo ¢ en M’ y que involucra aristas de PLY, P, P para
algin1 <k <.

Notar que k # 1. En efecto, si k = 1, entonces ¢ € C es un ciclo saturado por P;, . Por hipétesis,
(c\Pi,) N'P;j # & para algtn j # i;. Pero esto contradice que k = 1.

El razonamiento sigue de manera andloga al realizado en la demostraciéon de 7.4.21. O

Finalmente, exponemos un resultado general que resume todos los anteriores.

Teorema 7.4.25. Sean X poset finito graduado y M un matching aciclico en X.

Sean P1, Py, -, Pr, donde P; camino M-aumentativo entre x; e yj (con xi # xj ey # yj sii #j)
yr>2

Sipara todo 0 <1 < vy para todo ¢ € C ciclo saturado por Py, (c \ Pi) N'P; # @ para algiin j # i;
y no existe permutacion o # id de{1,2,-- -, v} tal que existe un camino M-aumentativo entre x; e Y (i)
para todo 1 < i <, entonces M no es mdximo. Mds aiin, existe un matching M’ tal que IM'| = M| + .

Demostracion. Sea M/ = MA(P; U P, U---UPy). Claramente, M’ es un matching, [M/| =
IM| 41y por 7.4.24 es aciclico. O

7.4.3 Reparando matchings con ciclos

El objetivo de esta seccién es hallar métodos para "reparar” un matching (méximo) no necesa-
riamente aciclico en el diagrama de Hasse de un poset graduado.
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Sean X poset finito graduado y M un matching en X no necesariamente aciclico. Definimos

cM .= {c € C : cciclo dirigido en Hp} ={c € C : ¢ ciclo no dirigido en H tal que [c " M| = |§|} .

el conjunto de ciclos dirigidos en Hp. M es aciclico si y s6lo si CM tiene cardinal cero.
Existen varias nociones de caminos en Hpq que nos resultaran de utilidad.

Definicién 7.4.26. Un camino M-equitativo es un camino M-alternante PP entre un vértice libre y
uno correspondido con igual cantidad de aristas en M que en M€ (es decir, [P N M| = [P N M€)).

Definicién 7.4.27. Un camino M-disminuyente es un camino M-alternante P entre dos vértices
correspondidos tal que [P N M|+ 1 =[P N ME|.

Ejemplo 7.4.28. Consideremos el siguiente matching (méaximo) M en el poset admisible X de la
figura 7.9:

]

Notar que Hp tiene un ciclo en el piso [0, 1].
Veamos ejemplos de caminos M-equitativos (notamos x al extremo correspondido e y al libre):

o. %y o. Oy
H LT N |
° ° ° ° ° °
: I N .
: | N
: N
: | B N
[ 29 ° ° ° [ 29 °

o o o . o
[ ° [ 29 Py ° - oy
: : N

: : N

: : N

: : - N

° . oy o, ° °

Observacién 7.4.29. Si P es un camino M-equitativo 6 M-disminuyente, entonces M’ = PAM es
un matching.

Proposicién 7.4.30. Sean X poset finito graduado y M un matching en X. Sea P camino M-equitativo,
disminuyente ¢ aumentativo. Si c € cM ycNP # &, entonces c ¢ CM/, donde M = PAM.
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Demostracién. Basta chequear que [c " M/| < ‘zﬂ

Dado P, ¢ se deja descomponer como ¢ = (¢ NP) U (c NPe).

Por un lado, cNP N M’ = ¢ NP NM, pues para las aristas que no pertenecen a P, su
condicién respecto de los matchings es la misma.

Por el otro, las componentes conexas de c NP son caminos M-disminuyentes.

En efecto, sea Q una la componente conexa de c NP. Q es un camino M-alternante pues P lo
es. Sean x e Y1 los extremos de Q. Notar que X1 # Y1 y que no pueden ser vértices libres pues ¢
es ciclo dirigido en Hp .

PenHpm: (2%

] . ° ] *y,
N : AN TN
N i N\ : N
N : SN : N
N \ : N
®x, ° ° ° °
%
\\ Py
%
s

[ ]
b ®y;
N
AN
AN
AN
.X] Y

Sea e ={x1,x2} € Q. Supongamos que e ¢ M. Entonces existen (xo,x1), (x2,x3) € MNc.

Q: ®xo ®x; ®y;

Como P es camino M-disminuyente, equitativo 6 aumentativo, x; no es extremo de P. Luego,
existe x € X tal que {x(,x1} € PN M. (x5,x1) € ¢, pues x; es extremo de Q. Pero entonces
X0 # x(’), y {x(’), x1}, {x0,%1) son dos aristas del matching M que inciden en x1, que es un absurdo.
Luego, e = {x1,x2} € @ N M. Para y; se procede de manera andloga.

. 0
Q: X0 ®xo ®x; ®y,

Entonces, |Q N M/| = |Q N M| — 1. En particular, [c NP N M'| < [cNP NM|.

154



En conclusion cNM/| = (cNPNM)U NP NM) < (cNnPNM)U(cNPENM’) =
enMm| =Ll 0

Como aplicacién, consideramos el matching maximo no aciclico M del ejemplo 7.4.28. Si
revertimos los caminos M-equitativos alli expuestos, obtenemos matchings aciclicos maximos.

Hm : o.. %y 'HM/ :
N
° ° °
o, . °

Hm o Oy Ha o %y
R | Tl
[ ° e ° ° ‘e
| N : R
| N O

SN :

\ N B - :
° [ 2% ° ° Ox °

Luego, revertir caminos equitativos, disminuyentes 6 aumentativos de un matching maximo
hasta que se convierta en aciclico es otra técnica para hallar matchings aciclicos maximales.

7.5 Algoritmos para hallar matchings aciclicos maximos

Joswig y Pfetsch [19] demuestran que el problema de hallar matchings aciclicos maximos aso-
ciados a posets de la forma X = X' (K), con K complejo celular, es NP -hard (y lo modelan como
un problema de programacion lineal entera).

En esta seccién presentamos distintos algoritmos orientados a hallar matchings aciclicos ma-
ximos, cuya base tedrica se encuentra en la seccién anterior 7.4.

7.5.1 Programacién lineal entera
Modelando el problema
La programacion lineal entera es una técnica que consiste en expresar el problema como la maxi-

mizacién de una funcién lineal con variables enteras sujeta a una serie de restricciones lineales.

Los problemas de programacion lineal entera se expresan de manera canénica de la siguiente
forma:

maximizar c¢'x
sujeto a Ax <Db

donde x representa el vector de variables enteras (a ser determinado), ¢ y b son vectores con
coeficientes enteros (conocidos), y A es una matriz de coeficientes enteros (conocidos). La expre-
sién a ser maximizada se llama funcién objetivo (CTX en este caso, donde ¢! denota la matriz
transpuesta de c). Las ecuaciones Ax < b son las restricciones lineales.

Por ejemplo, un problema de programacién lineal entera es el de:
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maximizar X1 + 2x2
X1 +2x2 <3
sujeto a 4x1+3x2 <5
5x1+6x) <7

cuya formulacién matricial es:

maximizar (1 2). (2)

1 2 < 3
sujeto a 2 4]. <x1) <15
5 6 2 7

Mostramos la formulacién del problema de hallar un matching aciclico maximo como un pro-
blema de programacion lineal entera realizada por Joswig y Pfetsch [19], con una presentacién
mads clara y concreta.

Sea G = (V,E) = H(X), con X graduado de altura h.

Describimos a G por su matriz de incidencia. Ordenamos totalmente al conjunto de aristas
de G: ey,ez,---,em (con m = [E|); y al conjunto de sus vértices: vi,vz---,vn (con n = [V]).
La matriz de incidencia I de G tiene sus filas indexadas por las aristas y sus columnas por los
vértices. I € {0, 1}™*™ e I[i,j] = 1 siy s6lo si la arista e; incide en el vértice v;.

Tenemos también como dato cudles son los ciclos no dirigidos de G incluidos en [p, p + 1] para
algin 0 < p < h— 1. Estan presentados en forma de una matriz C con sus filas indexadas por las
aristas, y las columnas por los ciclos ¢y, ¢z, -+ ,¢r. C € {0, 1}™* 7 y C[i,k] = 1 siy s6losi e; € cy.

Representamos a un subconjunto M de aristas de G como un vector x de largo m de 0’s y 1’s;
es decir, x € {0, 1}™ y x[i] = 1 siy slo si e; € M. x es el vector de incidencia de M.

Debemos poner condiciones a las coordenadas de x de modo tal que el subconjunto de aristas
asociado a él sea un matching aciclico maximo.

Condicién de matching:
m
> IRjxAI <1 VI<j<n

1=

—_

Condicion de aciclicidad:

m .
> Chi, klx[i] < M ~1 Vi<k<r
i=1
Queremos hallar x € Z™ tal que resuelva el problema de:
maximizar Y i x[i]
sujeto a: 0<xl] <1 Vi<i<m

X Il <1 Vi<j<n

mLChRLK

I Cli Kl < 2= 1 Vi<k<r
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Implementacién en Sage

Sea X el diagrama de Hasse de un poset graduado, en forma de grafo no dirigido.

En primer lugar creamos la funcién incidence_matrix, que devuelve la matriz de incidencia
de X en forma de lista. En base al orden en sus aristas dado por la funcién de Sage edges, y al
orden en sus vértices dado por vertices, vale que I j; = incidence_matrix (X) [j+ism].

Programa 7.1: Funcién incidence_matrix.

1 def incidence_matrix (X):

2 E=X.edges (labels=False)

3 V=X.vertices()

4 I=[]

5 for i in range(len(E)):

6 for j in range((len(V))):

7 if V[jl==E[1][0] or V[j]l==E[i][1l]: I.append(l)
8 else: I.append(0)

9 return I

El préximo objetivo es crear la matriz de ciclos. Para eso, necesitamos la lista de los ciclos no
dirigidos en cada piso. La funcién cycle_edges_1 toma como argumento el diagrama de Hasse
de un poset graduado de altura 1, en forma de grafo no dirigido, y devuelve la lista de sus ciclos.

Programa 7.2: Funcién cycle_edges_1.

1 def cycle_edges_1 (X):

2 cycle_V=[]

3 for ¢ in X.to_directed() .all_simple_cycles():

4 if len(c)>3: cycle_V.append(c[0O:1len(c)-11])
5 r=len(cycle_V)

6 cycle_E=[]

7 for k in range(r):

8 n=len (cycle_VI[k])

9 l=set ([])

10 for i in range (n-1):

1 1=1] set ([ (cycle_VI[k][i],cycle_VI[k][i+1]1)1])
12 1=1] set ([ (cycle_V[k]I[n-1],cycle_VI[k][O0])1])
13 lrev=set ([ (s[1],s[0]) for s in 1])

1 if lrev not in cycle_E: cycle_E.append(l)
15 return cycle_E

La funcién cycle_edges toma como argumentos: X , el diagrama de Hasse de un poset gra-
duado cualquiera en forma de grafo no dirigido, y L la lista de listas de elementos de cada grado.
utilizando como herramienta la funcién anterior, devuelve la lista de sus ciclos.

Programa 7.3: Funcién cycle_edges.

1 def cycle_edges (X,L):

2 for i in range(len(L)-1):

3 Y=X.subgraph (L[i]+L[1i+1])

4 cycles=cycles + cycle_edges_1 (X1i)
5 return cycles

Finalmente, la funcién cycle_matrix tomalos mismos argumentos X y L, y devuelve la matriz
de ciclos no dirigidos incluidos en los distintos pisos en forma de lista. En base al orden en las
aristas dado por la funcién de Sage edges, y al orden en sus ciclos dado por cycle_edges, vale
que(k*,:cycle_matrix(X,L)[k+i*rL
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Programa 7.4: Funcién cycle_matrix.

1 def cycle_matrix(X,L):

2 E=X.edges (labels=False)

3 C=1I1

4 c=cycle_edges (X, L)

5 for i in range(len(E)):

6 for k in range(len(c)):

7 if (E[1i][0],E[i][1]) in c[k] or (E[1][1],E[1i][0]) in c[k]:
8 C.append (1)

9 else: C.append(0)

10 return C

Implementamos las funciones anteriores en un pequefio ejemplo.

X=Graph({e:[3,4], 1:[3,51, 2:[4,5], 3:[6,7], 4:[6,7], 5:[6,71})

Poset({©:[3,4], 1:[3,5], 2:[4,5], 3:[6,7], 4:[6,7], 5:[6,7]}).show(figsize=[5,5],vertex colors='white')

t X.vertices()
rint X.edges(labels=False)
print incidence matrix(X)

rin

=

[8. A, 2 3,4, S, 6, 7]
[(e, 3), (e, 4), (1, 3), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 6), (3, 7), (4, 6),
(4, 7), (5, 6), (5, 7)]

L. 0 B 1, 10, 05 8 0y I, 9 0,

[
B 1y 85 85 85 1 9, .9; B By 1
e, 08,9, 1, &8, 8, 1, 08, 8, 8, 0
O 85 059 1y @ B, 1; @ B @

print X.edges(labels=False)
print cycle edges(X,[[0,1,4],[2,3,5],[6,711)
print cycle matrix(X,[[e,1,4],[2,3,51,[6,711)

evaluate

((e, 3), (e, 4), (1, 3), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 6), (3, 7), (4, 6),
(4i T}, {5; B} (5; T)]
[set([(1, 5), (@, 3), (3, 1), (5, 2), (2, 4), (4, 0}1), set([(7, 3), (5,

7)., (6, 3}, (3, 6}1)]
(, e, 1,60, 1,®01,%01,®0,1,®e4®01,6@0,1,60,60,0,00,1,60,.1

Figura 7.14: Implementaciéon en Sage de las funciones
incidence_matrix, cycle_edgesycycle_matrix

Ya tenemos las herramientas necesarias para implementar el problema como uno de Progra-
macioén Lineal Entera. Para lograrlo, utilizamos la clase MixedIntegerLinearProgram incorpo-

rada en Sage.

Programa 7.5: Funcién maximum_acyclic_matching_ILP.
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1

def maximum_acyclic_matching_ ILP (X,L):
I=incidence_matrix (X)
C=cycle_matrix (X, L)
n=len (X.vertices())
m=len(I)/n #len(X.edges())
if m==0: return []
r=len (C) /m #len(cycle_edges (X))

p = MixedIntegerLinearProgram(maximization=True)
X = p.new_variable (integer=True)
for j in range(n):
p.add_constraint (sum([I[j+i*n]*x[1i] for i in range(m)]) <= 1)
for k in range(r):
p.add_constraint (sum([C[k+ti*xr]*x[i] for i in range(m)]) <=
(sum([C[k+i*xr] for i in range(m)]))/2 - 1)

for i in range (m):
p.add_constraint (x[1]<=1)
p.set_objective(sum([x[i] for i in range(m)]))
p.solve ()
M=T]
for i in range (m):
if p.get_values (x) [1]==1: M.append(X.edges (labels=False) [i])
return M

Veamos cémo procede cada linea del cédigo.

Linea 8: Creamos p un problema de programacién lineal entera. Especificamos, mediante
maximization=True, que queremos maximizar la funcién objetivo.

Linea 9: Creamos el vector x de variables enteras mediante p.new_variable (integer=True).

Lineas 10-16: Agregamos las distintas condiciones que deben satisfacer las variables mediante
la funcién add_constraint . Por default, se asume que todas las variables son mayores o iguales
que 0 (esta condicién se puede omitir mediante p. set_min (x, None)).

Linea 17: Creamos la funcién objetivo mediante la funcién set_objective.

Linea 18 : Resolvemos p mediante la funcién solve () .

Lineas 19-21 : Creamos la lista M de aristas en el matching aciclico maximo.

Linea 22: La funcion devuelve V, la lista de aristas en un matching aciclico maximo.

Podemos ver en detalle el planteo del problema y la solucién obtenida reemplazando la linea
18 por las siguientes instrucciones:

p.show ()
print ’'Cardinal del matching aciclico maximo:’, p.solve()
for i, v in p.get_values (x).iteritems():
print 'x_%s = %s =%s’ % (i, X.edges(labels=False) [i] ,int (round(v)))

En la Figura 7.15 para ver la aplicacién de la funcién anterior al ejemplo X con el que traba-
jamos anteriormente.
El matching que devuelve la funciénes [ (0,3), (2,5), (4,7)]:

%6 o7

03'/7  '05

o Top ey
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Dado que este poset es admisible, concluimos que K(X) tiene el mismo tipo homotdpico simple
que un CW-complejo con una 0-celda y una 2-celda.

| maximum acyclic matching TLPIX.[10.1,2],03,4,51,[6.711)
Maximization:
X 0+x 1 +x 240 3 +x 4 +x 5 +x. 6 +x T o+n B +x 9 +x 10 +x_ 11
Constraints:

x G +x 1 =11
2 +x 3 =1
4 +x 5 =1
+X_ 2 +u B +x_ T =1

+x 4 +x 8 +x 9 =1

+X.5 +x 10 +x_11-==1

+x 8 +x 10 = 1

+x. 9 +x 11 = 1

+x_ 1 +x 2 +x 3 +x 4 +x 5= 2
+X_ 7 +x 8 +x 9 = 1

+x_ 7 +x_ 10 +x_11 =1

+x_10 +x_11 = 1

TN 1 N T A ] O O ] O O - O Y] T |
+
P
oD

HEOO-OUNAWMNMHOOMN MO~ AWHO RN

oM M BB o o o O M MR M
=@

SR ERRER

¥

& 1

Variables:
x_0 is an integer variable (min=0.0, max=+oo)
¥x_1 is an integer variable (min=0.0, max=+oa)

x_10 is an integer variable (min=0.0, max=+oo)
x_11 is an integer variable {(min=0.0, max=+oo)

¥_2 is an integer wvariable imin=0.0, max=+oo)
x_3 is an integer variable (min=0.0, max=+oo)
¥_4 1s an integer variable (min=0.0, max=+oo)
x_5 is an integer variable (min=0.0, max=+oao)
x_6 is an integer variable (min=0.0, max=+oo)
¥x_7 1s an integer variable (min=0.0, max=+oa)
x_8 is an integer variable (min=0.0, max=+oo)
x_9 is an integer variable (min=0.0, max=+oa)

Cardinal del matching aciclico maximo: 3.0

x80=1(0, 3] =1

1= (@, 4) =0

x 2= (1, 3) =0

x 3= (1, 5) =0

x 4= (2 4) =0

x5=1(2 5)=1

x 6= 13, 6] =0

*x 7=1(3 7) =0

x 8= (4, 6] =0

X8 .= |4 FET

x 10 = (5, 6) =0

x 11 = (5, 7) =0

ite, 3}, = 5, (& 3

Figura 7.15: Implementaciéon en Sage de la funcién
maximum_acyclic_matching_ ILP.
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Observacién 7.5.1. Sea M un matching aciclico y x su vector de incidencia.
Notar que v = vj es un vértice M-libre si y s6lo si

er: Z x[i] =

ewvee i:v)'Gei 1

I, j).x[i] = 0.

s

Il
=

Luego, podemos calcular la cantidad de vértices M-libres de la siguiente manera:

|vértices M-libres| = Z (1— Z Xe) =|V|—2 Z Xe =N —2M|.

veVv evce eck

Utilizando coordenadas de manera explicita

n n m m
[vértices M-libres| = Y (T— Y x[il) =) (1—=) IR jx) =V|-2) xlil=n-2M|.
j=1 i:v]-Ee-l j=1 i=1 i=1

Maés atin, si X es h-admisible, aplicando las desigualdades débiles de Morse obtenemos la si-
guiente cota:

cp = |vértices criticos de gradop| = Z (1— Z Xe) = byp.
veV:deg(v)=p ewvee

7.5.2 Programacién dindmica

En esta seccién utilizaremos la técnica de programacion dindmica para el disefio de un algo-
ritmo que resuelva de manera exacta el problema de hallar un matching aciclico maximo de un
grafo de la forma H(X), con X graduado.

Resolucién inductiva

Sea X poset graduado de altura h. Queremos construir un matching aciclico mdximo M en

H(X).
Para cada 0 < p < h, sea X;, el conjunto de vértices de X a altura p, que llamaremos nivel p.

Paracada 0 < p < q < h, A C X, B C Xg, notamos por M| ,q]i a un matching aciclico
méximo en el subposet de X cuyos vértices son A LI X1 U -+ - U Xq—1 UB.

Un matching aciclico médximo en X es un matching con la mayor cantidad de aristas entre los
siguientes:

{M[o,h— 1" UMM—1,h, : T C Xp g }
(todo matching aciclico médximo en X cumple la descomposicion anterior para algin T C Xy,_1).

SeaT C Xp_1.SiT¢ =, M[h—1,h],. = 2. Sino, el subposet de X con vértices T¢ LI X}, tiene
altura 1. Suponemos que contamos con un programa que permite un matching aciclico maximo
de un poset de altura 1.

Ahora bien, cémo hallar M[0, h — 1]T? Vale una recursién analoga. Un matching aciclico
maximo en el subposet de X con vértices Xo U Xy U -+ - U Xp_ UT es un matching con la mayor
cantidad de aristas entre los siguientes:

1

{MiO,h=21" UM —1,h] :S € Xn 2}
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5
6

En general, para2 < p < h—1,paracada T C X1, M[O,p]T

cantidad de aristas entre los siguientes:

es un matching con la mayor

{M[o,p}“ UM[p,p—FT]Z:SGXp} (%)

Es interesante notar que para hallar un matching méaximo hasta el nivel p, s6lo alcanza saber
cémo es ese matching hasta el nivel p — 1 y luego completarlo hasta el nivel p mediante algtin
algoritmo que resuelva el problema para altura 1.

Implementacién en Sage

La Programacién Dindmica es una técnica de disefio de algoritmo. Se aplica a problemas de
optimizacién cuya solucién puede construirse mediante una secuencia de decisiones que cumple
una caracteristica particular: el principio de optimalidad. Este principio, enunciado por Bellman en
1957, dicta que:

"En una secuencia de decisiones optima toda subsecuencia ha de ser también optima”.

El disefio de un algoritmo de Programacién Dindmica consta de los siguientes pasos:

1. Planteamiento de la solucién como una sucesién de decisiones y verificacién de que éste
cumple el principio de optimalidad.

2. Definicién recursiva de la solucion.

3. Calculo del valor de la solucién éptima mediante una tabla en donde se almacenan solu-
ciones a problemas parciales para reutilizar los célculos.

4. Construccién de la solucién éptima haciendo uso de la informacién contenida en la tabla
anterior.

Nota: Para un desarrollo completo de las caracteristicas generales de esta técnica, ver [9].
Puesto que ese no es nuestro objetivo, simplemente la aplicaremos a este problema en particu-
lar.

Hemos visto en el apartado anterior un modo de resolver plantear el problema en el cual en-
contrar una solucién puede plantearse como una sucesioén de decisiones. Cada decisién consiste
en hallar, para cada S subconjunto de X, el matching aciclico méximo del subposet de X con
vértices Xo LI Xy U -+ LU Xp_1 US; que claramente cumple el principio de optimalidad. Ademas,
vimos que la solucién se puede definir de modo recursivo.

Asumimos que contamos con un algoritmo que resuelve el problema para un poset de altura
1 (en este caso maximum_acyclic_matching_ILP)

Nuestra implementacion en Sage del problema como uno de programacion dindmica es la
siguiente:

Programa 7.6: Funciéon maximum_acyclic_matching_DP.

def maximum_acyclic_matching DP (X, L) :

1={}
for S in Subsets(L[0]): l[tuple(S)]=I]
for p in range(len(L)-1):
for T in Subsets (L[p+1]): 1l[tuple(T)]=[]

for S in Subsets(L[p]):
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11

13

14

16

17

if len(S)>0:
for T in Subsets (L[p+1]):
if len(T)>0:

M=maximum_acyclic_matching_ILP (X.subgraph (S+T), [S,T])

Tc=1[]

for x in L[p+1l]:
if x not in T: Tc.append(x)

Tc=Subsets (L[p+1l]) (Tc)

if len(M)+len(l[tuple(S)])> len(l[tuple(Tc)]):
lltuple(Tc)]=1[tuple(S)]+M

return 1[ ()]

1 es la "tabla" (en nuestro caso, un diccionario) en la que almacenamos la informacién. Si S es
un subconjunto de elementos de X (de grado p), 1 [tuple (S) ] es un matching aciclico méximo del
subposet de X que en el ultimo nivel tiene los vértices de S, y en los niveles anteriores coincide
con X. En la notacién del apartado anterior, 1 [tuple (S) 1= M0, p]sC

Notar que en la implementacién fue es necesario aclarar en qué nivel se encuentra incluido s.

En las lineas 3-5 inicializamos todos los valores de 1 en []. En las lineas 4 y 6-16 actualizamos
los valores de 1[tuple (T)] para cada subconjunto de vértices T incluido en algtin nivel. Para
hacerlo, utilizamos la recursién dada por (*).

La soluciébnes 1[ () 1.

Utilizamos la funcién anterior en poset del ejemplo de la figura 7.14.

maximum acyclic matching DP(X,[[0,1,2],[3,4,5],[6,71])
[(o, 4), (1, 5), (3, 7)]

Figura 7.16: Implementaciéon en Sage de la funcién
maximum_acyclic_matching_DP.

Obtenemos otro matching aciclico maximo:

C6

o3 104 7"'05

A

®0 ®] 02

7.5.3 Heuristicas y metaheuristicas

En esta subseccién comentaremos brevemente algunas formas de abordar el problema me-
diante heuristicas y metaheuristicas. Dejamos a cargo del lector la implementacién de los algorit-
mos correspondientes.

Una heuristica es una técnica de disefio de algoritmo para resolver un problema (de opti-
mizacién, por ejemplo) que ignora si la solucién que devuelve es la 6ptima, pero que por lo
general produce una "buena" solucién.

Las heuristicas estan concebidas para conseguir rendimiento de computo o simplicidad con-
ceptual, a costa de la exactitud y precision.
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La siguiente heuristica se construye utilizando 7.4.13. Es la que utilizan Joswig y Pfetsch en
[19] para comparar su implementacién como problema de Programacién Lineal Entera.

Algoritmo 7 Heuristica para hallar matchings aciclicos maximales.

Input: Poset de la forma X' (K), con K complejo simplicial.
Output: Matching aciclico maximal M en X.
M = Mnaximal {Lo hallamos con un algoritmo goloso, ver 4.}
repeat
‘P un camino M-gradiente, tinico entre sus extremos
M« PAM
until todo camino M-gradiente entre cada par de puntos libres no es tinico
return M

Si utilizamos la versién generalizada del resultado de Forman, 7.4.17, podemos elaborar la
siguiente heuristica.

Algoritmo 8 Heuristica generalizada para hallar matchings aciclicos maximales.

Input: Poset graduado X, C el conjunto de ciclos no dirigidos de altura 1 de H(X).
Output: Matching maximal M en X.
M = M aximal {lo hallamos con un algoritmo goloso (ver 4)}
repeat
P un camino M-aumentativo tal que [c N (PAM)| < % V ¢ € C {es decir, P no satura a
ningtn ciclo ¢ € C}
M — PAM
until todo camino M-aumentativo satura algtn cicloc € C
return M

Una metaheuristica es un método de disefio de algoritmo para resolver un problema de op-
timizacién, que tampoco garantiza que se halle una solucién 6ptima. Para crear un algoritmo
de este tipo (basado en el local search, ver més abajo) es necesario, inicialmente, identificar las
siguientes componentes:

e S el espacio solucién.

e Sis €S, N(s) C S esel conjunto de soluciones vecinas de s.
e f: S — R la funcién objetivo.

e sp € S la solucién inicial.

Veamos la idea central de un local search. S es el conjunto de soluciones del problema (por
ejemplo, S el conjunto de matchings aciclicos en el grafo). Fijamos una solucién inicial s (por
ejemplo, un matching aciclico maximal M hallado con un algoritmo greedy). Consideramos el
espacio de sus vecinos NV (so), (que deben ser soluciones "parecidas” a so; por ejemplo, matchings
aciclicos que se obtengan de revertir algin camino My-aumentativo que no genere ciclos). Si
existe alguna solucién en N (so) "mejor” (esto es medido por la funcién objetivo, que en nuestro
caso puede ser la cantidad de aristas en el matching) que sg, entonces nos "movemos" a ella (es
decir, actualizamos la mejor solucién). Para esta nueva solucién, realizamos el mismo proceso.
Iteramos este procedimiento hasta llegar a una solucién para la cual todas sus soluciones vecinas
no la mejoran.
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Notar que la solucién obtenida serd el primer maximo local, no necesariamente absoluto, con
el que nos encontremos; que depende fuertemente de la solucién inicial. Para evitar esto, existen
varias versiones mejoradas del local search que permiten salir de un maximo local. Entre ellas:
simmulated annealing, tabd search, GRASP.

A continuacién presentamos un planteo alternativo del problema.

Chequear que un matching es aciclico es bastante "costoso" computacionalmente. La principal
diferencia del nuevo planteo radica en que el espacio solucién S es ahora el conjunto de matchings
(no necesariamente aciclicos). Los vecinos de un matching M son los que se obtienen de revertir
algtin camino M -equitativo, disminuyente 6 aumentativo. Es ahora la funcién objetivo g la que
se encarga de que la cantidad de ciclos en el matching sea nula. La constante R se regula al
momento de la implementacion. Utilizamos como solucién inicial un matching maximo.

Espacio solucion: S ={M C E(H) : M matching}.

Solucién inicial: M ax.

Funcién objetivo: La funcién objetivo planteada en el ejemplo era f(M) = [M|.

Quiero maximizar f sujeto a que |C M| = 0. Construimos una nueva funcién objetivo a
maximizar en la que no haya niguna restriccién a considerar.

g(M) = M|+ R.ICM| con R alguna constante positiva

Vecinos: N'(M) = {PAM : P camino M-equitativo, disminuyente 6 aumentativo}.
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