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Introduccion

Resumen

El punto de partida de esta tesis fue estudiar el conjunto de valores p € R para los
cuales existe al menos una o al menos dos soluciones para una ecuacion tipo Rayleigh
con condiciones periddicas

(e S st "
u(0) = w(T), v'(0)=u(T).

Bajo ciertas hipotesis, estos conjuntos resultan ser intervalos, que pueden ser o no
acotados.

Para ello utilizamos diversos métodos del analisis no lineal, como super y subsolu-
ciones y teoria de grado topolégico.

En general y por simplicidad supondremos que g es continua, aunque lo resultados
se pueden extender para funciones Carathéodory. Donde ¢ : [0,7] x R*> — R es una
funcién Caratheodory si g(-, z,y) es medible para todo z, y € Ry g(t,-,-) es continua
para casi todo t € [0, T]. Decimos que g es L'-Carathéodory si es Carathéodory y para
todo R > 0 existe una funcién h € L' tal que para casi todo t € [0,7], para todo
(z,y) € [-R, R| X [=R, R] vale |g(t,x,y)| < h(t).

Se trabajara en los espacios

X = {u € H2(0,T) : u(0) = u(T), ' (0) = u/(T), /OT w(t)dt — 0} |



Introduccion 3

Y = {u € L*0,7) : /OTu(t)dt = o}.

Motivaciones

El Analisis es un area de la Matematica en la cual existe un gran nimero de aplicacio-
nes a otras disciplinas, tales como la Fisica, la Ingenieria y las Finanzas. Dentro del
Analisis, ocupa un lugar destacado el estudio de problemas no lineales; en particular, el
estudio de problemas de contorno para ecuaciones diferenciales no lineales. Esta clase
de problemas resulta de especial importancia, tanto desde el punto de vista tedrico
como por sus aplicaciones y han motivado, para su resolucion, el desarrollo de diversas
herramientas matematicas tales como los métodos variacionales, métodos numéricos y
métodos topologicos, que emplean la teoria de grado y distintos teoremas de punto
fijo. Muchos de estos problemas provienen de otras areas de la matematica, como la
geometria, y otros de aplicaciones directas a otras disciplinas. En este contexto, en la
siguiente tesis se propone resolver algunos problemas no lineales por medio de técnicas
topoldgicas.

Antecedentes

Los problemas a estudiar son de gran importancia, tanto desde el punto de vista tedrico
como de las aplicaciones. Por un lado, el desarrollo y la aplicacion de técnicas to-
poldgicas a problemas de contorno ha sido un aspecto de creciente interés matematico
en los ultimos anos. Por otro lado, muchos de los problemas no lineales tienen una
motivacién directa en la practica, en variadas disciplinas.

Existen diversos trabajos en donde se considera la aplicacién de distintas técnicas
a problemas no lineales. En particular, los métodos topolégicos han sido de gran im-
portancia a partir de los trabajos de Leray y Schauder, que han permitido obtener una
serie de resultados fundamentales a partir de los anos treinta.
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Entre los problemas propuestos, tienen especial importancia los llamados “proble-
mas resonantes”. Existe un conocido resultado elemental del andlisis no lineal, que
asegura la existencia de al menos una solucién cuando la parte lineal del problema
es un operador inversible (problema no resonante), y la no linealidad es acotada. En
cambio, si se trata de un operador no inversible el problema se denomina “resonante”,
y la existencia de soluciones no puede asegurarse; para tales casos existe abundante
literatura en donde se dan condiciones suficientes (que en ocasiones también resultan
necesarias) del tipo Landesman-Lazer [7], o bien del tipo Lazer-Leach [10], cuando el
nicleo del operador tiene dimensién mayor a 1. El problema de extender este tipo de
condiciones a otros problemas resonantes sigue siendo de gran interés y ofrece numero-
sas variantes. Las condiciones de Landesman-Lazer han sido generalizadas de diversas
formas. En primer lugar, se ha logrado ver que la hipétesis de existencia del limite para
la no-linealidad ¢ en el problema periédico u” + g(u) = p(t) puede debilitarse; luego L.
Nirenberg [16] ha obtenido también una extensién para el caso de sistemas resonantes
de ecuaciones de segundo orden, bajo una condicion de existencia de limites radiales
uniformes para ¢ y una condicién sobre del grado de la aplicacién g — P, en donde P
es el promedio del término forzante p. Esto ha sido generalizado en forma conveniente
por Ruiz y Ward, quienes mostraron que la existencia de limites radiales puede evitarse
si se asume una condicion geométrica para ¢g. Sin embargo, cabe destacar que existen
todavia numerosos problemas abiertos de gran interés.

Descripcion de la Tesis

Después de este capitulo introductorio, la tesis se divide en cinco capitulos.

En el capitulo 1, daremos los conocimientos preliminares necesarios para la com-
prension de este trabajo. Demostrareoms algunos teoremas de punto fijo, tales como el
teorema de Brouwer y el de Schauder. Introduciremos la nocién de grado topoldgico y
algunas de sus propiedades, primero el grado de Brouwer para funciones continuas en
R™ y luego el grado de Leray-Schauder para funciones definidas en espacios de Banach.
Demostraremos el teorema de la funcién implicita para espacios de Banach, para ello
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introduciremos el concepto de diferenciacion en espacios de Banach

En el capitulo 2 demostraremos algunos teoremas que prueban que si existen de
super y subsoluciones se puede asegurar existencia de solucién. Primero probaremos
un resultado clasico para el caso en que la supersolucién ( y la subsolucién «a estan
ordenadas; luego, un caso diferente, donde no se supone que a y 3 estén ordenadas;
finalmente, definiremos super y subsoluciones en el sentido de W?! y probaremos un
teorema de existencia de solucién cuando existen tales super y subsolucion.

En el capitulo 3 estudiaremos la estructura del conjunto de los p € R para los cuales
el problema (1) tiene solucién. Se considerard a la funcién g acotada uniformemente por
una funcién de L?; en el caso en que g sea periédica en x , se probaré la existencia de dos
soluciones que no difieren de un multiplo de 27, dicha prueba se basa en la existencia
de sub y supersoluciones estrictas en el sentido de W1, Luego, se considerard que g es
acotada inferiormente pensando que g(¢, z, y) se puede separar como g(¢, z,y)+h(t, z,y),
donde g es acotada inferiormente y satisface lim;—1o G(t, z,y) = +00 uniformemente
enteyy h(tz,y) es acotada por una funcién de L.

Como un caso particular de una ecuacién tipo Rayleigh es la del péndulo, en el
capitulo 4 presentaremos los distintos enfoques del andlisis no lineal al estudio de la
ecuacién, tales como el método de Poincaré, el de Lyapunov-Schmidt, el de super y
subsoluciones y la teoria de puntos criticos. Emplearemos resultados del capitulo 3
para dar una aproximacion del conjunto de los p para los cuales un caso particular de
la ecuacién del péndulo tiene solucion.

Finalmente, en el capitulo 5, presentaremos una extension a sistemas de los resul-
tados del capitulo 3. En particular se probara que, bajo ciertas condiciones, podemos
encontrar todo un rectangulo en el conjunto de los p, que ahora estda en R", para los
cuales hay solucién. Luego se aplicard un teorema de formas bilineales y el teorema de
la funcion implicita para probar que un punto p es interior en el conjunto en estudio.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoremas de Punto Fijo

En esta secciéon demostraremos algunos teoremas de punto fijo, los cuales resultan
fundamentales a la hora de demostrar existencia de al menos una solucién para una
ecuacién diferencial.

1.1.1 Teorema de Brouwer

Teorema 1.1.1 (Brouwer) Sea H un espacio de Hilbert de dimension n, sea C C H
un conjunto compacto, convexo y no vacio. Si f: C'— C es continua, entonces existe
z € C tal que f(z) = .

Demostraciéon Veamos los casos n =1y n = 2:
Supongamos que n = 1, sea f : [a,b] — [a,b]. Definimos g(z) = x— f(z), g : [a,b] —
[a, b] es continua. Ademads g(a) <0, g(b) > 0. Luego, por el teorema de Bolzano, existe
zo € (a,b) tal que g(x¢) = 0. Por lo tanto f(zg) = xo.
Para R?, por simplicidad, consideremos que C' = B;(0). Supongamos que f : C —
C, queremos probar que f(z) = z para algin z € B1(0). Si z € 9B;(0), el resultado es
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cierto, asi que podemos suponer que f(z) # z en 9B;(0).
Consideremos la funcién g(z) = z — f(z). Recordemos que el indice de la curva go~y
es el nimero entero definido por la integral compleja
1

1
— —dz,
270 Jgorny 2

donde v(t) parametriza el borde de B;(0), que cuenta el nimero de veces (con multi-
plicidad) que g se anula en B;(0), para el caso en que g es holomorfa. Luego, basta ver
que la integral es distinta de cero.

Cosideremos la homotopia dada por

h(t, A) = ~y(t) = Af((1)-

Tenemos que h(0,0) = 1, h(t,0) = v(t). Observemos que h(t,\) # 0 para todo (¢, A).
Sino, y(t) = Af(7(t)) para algtin ¢, y entonces A # 0. Ademds 1 > [f(7(t))| = 3, luego
A = 1. Pero esto es una contradiccién, pues habiamos supuesto que f(z) # z en 9B;(0).

Entonces h(t,A) # 0 en 0B;(0).

Luego,

1 1 1 1 1 L

— —dz = — | —dz = —2/ e tedt = 1.
270 ) gory 2 2mi )y 2 2m Jy

Por lo tanto, existe un unico z € By(0) tal que g(z) = 0, luego f(z) = z.

Veamos ahora otra demostracién, valida para R", la de Milnor-Rogers. Observemos
quesi f : B1(0) — B1(0) es continua y sin puntos fijos, se puede construir una retraccion
de la siguiente manera: para cada = tomamos la semirrecta que sale de f(z) y pasa por
z, y definimos 7(x) como el punto donde dicha semirrecta corta a S™!. Esta funcién es
claramente continua, y deja fijos los puntos de la esfera, lo que es absurdo. Luego basta
ver que no existen retracciones de clase C' de la bola unitaria B en la esfera S™!.

En efecto, si f : B — S™" ! es de clase C! tal que f(x) = x sobre S""! podemos
definir, para t € [0, 1],

filw) = (1 =t)z +1f(x) =z +¢(f(x) — @),
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Es claro que para todo z vale |fy(z)] < 1,y si z € S"1.

Por otra parte, g(x) := f(z) — x es de clase C', y entonces existe una constante c
tal que |g(x) — g(y)| < c¢|x — y|, para 2,y € B. En consecuencia, si t < % la funcién f;
es inyectiva, pues si fi(z) = fi(y) entonces

/
Ix—ylztlg(x)zg(y)léglfv—yl-

veamos que si t es suficientemente pequeno, entonces f; es también suryectiva. En
efecto, observemos en primer lugar que para cierto ¢ € (0, %) vale que si t <ty entonces
la diferencial df; = I —tdg es inversible para todo x. Por el teorema de la funcion inversa,
esto implica que f;(B) es abierto para todo t < t5. Supongamos que f;(B) # B,y
tomemos z € B tal que z ¢ fi(B). Uniendo a z con cualquier punto de f;(B) mediante
un segmento, se deduce la existencia de algin y € BN I(f;(B)). Si x; € B es una
sucesion tal que fi(x) — y, por compacidad podemos suponer que converge a cierto z,
y luego fi(x) = y. Como f; es inyectiva y vale la identidad sobre S™"~!, entonces x € B.
Por otra parte, fi(z) € fi(B), lo que contradice el hecho de que y es un punto de la
frontera.
Definamos ahora la aplicacién

o(t) ::/Bdet(dft(x))dx:/Bdet(f—tdg(a:))da:.

Claramente, ¢ es un polinomio en t, pero ademéas, como f; es un difeomorfismo cuando
t <ty, por la fomula de cambio de variables se deduce que ¢ es constantemente igual
al volumen de B. En particular ¢(1) > 0. Pero f; = f, y a partir de la igualdad
|f(x)] =1 se deduce que para j =1,... ,n vale

(0, f(x), f(x)) = 0.

Luego f(x) € Ker(df(x)), y en particular esto muestra que det(df(z)) = 0 para todo
x € B. En consecuencia ¢(1) = 0, lo que es absurdo.

Para concluir, veamos la siguiente generalizacién del teorema para el caso de cual-
quier conjunto homeomorfo a la bola unitaria: h : B — K es un homeomorfismo y
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f: K — K es continua, la aplicacién h™'o foh : B — B es continua, y entonces tiene
un punto fijo z. Luego y = h(x) es un punto fijo de f.

En particular, podemos tomar como K a cualquier conjunto compacto y convexo
en un espacio normado de dimesion finita.

Hay otra demostracion de este teorema que emplea teoria de grado topoldgico en
[1]. OJ

1.1.2 Teorema de Schauder

Utilizaremos el teorema de Brouwer para probar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.2 (Schauder) Sea E un espacio normado, y sea C C E un conjunto
convezo, cerrado y acotado. Supongamos que T : C' — C' es una funcion continua tal

que T(C) es compacto. Entonces T tiene al menos un punto fijo.

Demostracién Sea k € N. Por compacidad de T(C), podemos elegir x1, s, ... ,z, €
T(C) C C tales que

T(C) C U By ()

Sea () C C la capsula convexa del conjunto {zy,...,z,}, y definamos la funcién

Jp : T(C) — Cy, dada por

N~ _disty T(C) = B)
Ji(y) = Z S dist(y, T(C) — By)

j=1

donde B; = By, (z;). Ji, esta bien definida, porque si y € T(C'), entonces y € B; para
algun j, asi dist(y,T(C) — B;) > 0.

Por otro lado, si y ¢ B;, dist(y,T(C) — B;) = 0, de donde se deduce que para todo

. 1. —_—
dist(y, T(C) — By) lly — ;| < 1 dist(y, T(C) — By)
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En consecuencia, ||J;(y) — y|| < ¢ para todo y € T(C), en particular ||J,T(z) — Tz|| <
% para todo x € C.

Ademdés, por el teorema de Brouwer J; o T'|¢, : Cx — Cj, tiene al menos un punto
fijo z;. Por compacidad, {T'z;} tiene una subsucesién {Tzk].} que converge a cierto

zeT(C)CC,y

1
HZ’% - TijH = H<Jk o T)(zn,) — TZ’%‘H < e 0.
j

Se deduce que z, — z, y por continuidad de T', Tz = lim; o, Tz, = 2. O

1.2 Teoria de grado topoldgico

En esta seccion definiremos y daremos algunas propiedades de la nocién de grado to-
pologico. A grandes rasgos puede pensarse como el “conteo algebraico” de los ceros
de una funcién continua en un conjunto determinado. Primero definiremos el grado de
Brouwer para aplicaciones en R" y luego, una extensién para espacios de Banach, el
grado de Leray-Schauder.

1.2.1 Grado de Brouwer, definiciéon y propiedades

Comenzaremos con una situacién conocida del andlisis complejo, que nos permitira
definir el grado para el caso N = 2. Recordemos la definicién de indice, utilizada en la
demostracion del teorema de Brouwer. Sea {2 C C un abierto acotado y simplemente
conexo, cuya frontera v := 02 es una curva continua orientada positivamente. Dada
una funcién f : Q — C analitica, tal que f # 0 en 7, tenemos que:

L [f()
2mi J., f(2)

dz = # {ceros de f en Q}.

Llamemos d(f,{2) a esta integral. Podemos hacer las siguientes observaciones:
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1. Si f=1idy 0 ¢ 09, entonces

1 s00e€Q)

d(f’m:{o si0¢Q

2. Sid(f,) # 0, entonces f se anula en €.

3. Invariancia_ por homotopia: supongamos que f y ¢ son homotdpicas, es decir,
existe h : 2 x [0,1] — C continua tal que h(z,0) = f(z) v h(z,1) = g(z), con
h(z,\) # 0 para z € 0. Entonces d(f,2) = d(g,?).

4. d(f,) esté definido solamente por el valor de f en el borde de 2. Si bien es un
hecho conocido que si dos funciones holomorfas coinciden en una curva entonces
son iguales, podemos verlo como una consecuencia de la observacién anterior.
En efecto, supongamos que f y g coinciden en 0f), entonces podemos definir
la homotopia lineal h(z,\) = Af(z) + (1 — A)g(2), cuyo valor para z € 02 es
f(2) = g(z) # 0. De este modo, d(g, 2) estd definido y vale lo mismo que d(f, ).

En realidad, para que la invariancia por homotopia tenga sentido en el contexto
anterior, habria que pedir que hy := h(:,\) sea analitica para todo A, de modo que
d(hy, ) esté definido por medio de una integral para todo A. Sin embargo, no es asi,
basta observar que

1 "(z 1
1),

1
—— [ Za=1 0).
2mi J, f(2) T omi fon 2 : (Fo,0)

Es decir que d es el indice de f o~ respecto al origen. Este indice esta definido para
cualquier curva continua, con la condicién de que no pase por el 0.

De manera que, para f :  — R? continua tal que f # 0 en 052, definimos el ntimero
d(f,) :=I(f o~,0). Las observaciones 2 y 3 (y por lo tanto 4) siguen valiendo.

En lo que sigue, extenderemos esta definicion para cualquier funcién continua f :
Q — R”, donde Q C R” es un abierto acotado. Definiremos para cualquier y €
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R™ — f(09), el grado d(f,€,y), que serd un niimero entero que, intuitivamente, cuenta
la cantidad de soluciones que tiene la ecuacién f(z) = y en 2. En el caso N = 2, la
definicién adecuada es d(f,Q,y) = I(f o~,y), pero este indice es igual al de la funcién
f — y respecto de 0. Por eso vamos a definir en general

De acuerdo con esta definicion, la primera de las propiedades anteriores, cobraria la
siguiente forma:

1 stye
0 siyé¢Q

Finalmente, una de las propiedades que vamos a pedir que cumpla el grado es la
aditividad: si €2y y € son disjuntos y f : €23 U Qs — R"™ es continua y no toma el valor
y en 9 U 9, entonces d(f, Q2 U Qo y) =d(f, Q,y) +d(f,Q,y)

A continuacién, caracterizaremos el conjunto de funciones “admisibles”, es decir,
aquellas para las cuales se puede definir d(f, €, y).

d(Id,Q,y) = {

Definicién Sea Q C R” un abierto acotado y f : @ — R™ de clase C*, se dice
que y € R™ es un wvalor regular de f cuando para todo z € f~!(y) la diferencial
Df(x) : R® — R™ es suryectiva (esto requiere m < n). Los valores que no son
regulares se denominan criticos.

De la definicién se desprende que si y ¢ f(£2) entonces y es un valor regular de f.

Estamos en condiciones de definir el grado de Brouwer para las funciones de clase
C1, tales que 0 es un valor regular.

Definicién Dado © C R” abierto acotado y f : Q — R” de clase C' tal que 0 es valor
regular y 0 ¢ 0€2, se define el grado de Brouwer

deg(f7 Q, 0) = Z sgn(Jac(f(a:')))
z€f~1(0)

donde Jac(f(z)) denota el determinante del Jacobiano Jac(f(x)) = det(D f(z)).
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Cabe observar que el grado esta bien definido, debido a que se trata de una suma
finita. En efecto, como 0 es un valor regular, el teorema de la funcién inversa asegura
que para cada preimagen del cero existe un entorno para el cual f es inyectiva. Ademaés,
f71(0) es compacto y, como dichos entornos se pueden tomar disjuntos, se deduce que
f sélo puede anularse en finitos puntos. También resulta a partir de la definiciéon que
si deg(f,Q,0) # 0 entonces f se anula en €.

A continuacién veremos algunas propiedades que nos permitiran extender la defi-
nicién para las funciones continuas que no se anulan en 0f2. Vamos a definir como
antes

deg<f797y) = de.g(f - Y, Q,O)

si f es de clase C! tal que f # y en 9Q y ademds y es un valor regular de f. Queremos
extender el grado a las funciones “admisibles”

A(y) == {f € C(ULR") : f # y sobre 9Q} .
En primer lugar, observemos que el conjunto es abierto.

Lema 1.2.1 Si f € A(y) y g € C(Q,R") satisface ||g — f||,, < dist(y, f(O52)), enton-
ces g € A(y).

Demostraciéon Dado x € 012, es claro que
9(z) =yl = |f(z) = y| — [g(z) — f(2)] >0
O

Lema 1.2.2 (Teorema de Sard) Seam < ny f € C®(Q,R™). Entonces el conjunto
de valores criticos de f tiene medida nula. En particular, el conjunto de valores requlares
de f es denso en R™.
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Demostracion Consideremos m = n; la prueba general puede hallarse por ejemplo en
[15]. Escribiendo a 2 como una unién numerable de cubos, basta probar la propiedad
para el caso en que €2 es un cubo de lado L. Dividiendo a cada lado de €2 en N partes
iguales, se obtienen N™ cubos de lado L/N; ademads si x y x pertenecen a uno de esos
cubos y xy es un punto critico, se tiene:

f(z) = f(zo) = Df(x0)(x — 20) + R(x)

donde |R(z)| < ¢ |z — x> < c1(£)?%, y ademds Im(D f(xy)) C H hiperplano de R™.
Por otra parte,
L
D f(wo)(z — o)l < [ Df(@o)l| - |2 — o] < 25
De esta forma f(z) — f(xo) € C, donde C es un cilindro isométrico a B X [—¢, €], con
B € R™! una bola de radio C£ y e = C(£)? para cierta constante C. Observemos
que podemos elegir esta constante de manera uniforme en los N” cubos. Luego, como el
conjunto V' C' de valores criticos se cubre por la imagen de aquellos cubos que contienen
algiin punto critico, tenemos que

£)2 _ OnLn—I—l
N N

— 0

L
VC| < NY(C=)""1C
Ve| < N (CE)i
cuando N — oo.

Notemos con C’Toc?g(ﬂ, R™) al conjunto de funciones de clase C'™ para las que 0 es un

valor regular. Veamos que es un conjunto denso en C'(Q, R™).

Lema 1.2.3 (Densidad) Q,R™) es denso en C(Q,R™).

reg(
Demostracion Dada f € C (Q,R™) y € > 0, por el teorema de Weierstrass y el lema
anterior podemos tomar f € C(0Q, Rm) tal que ||f — f||OO 5, y un valor y € R™ que
sea valor regular de f y tal que |y| < 5. Entonces g = f y es de clase C'°, tiene al
cero como valor regular, y ademds ||g — f o <e O
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Lema 1.2.4 Sea f: Q — R" de clase C* tal que 0 es un valor reqular y f # 0 en ON.
Entonces, exite un entorno V' del O tal que siy € V, y es un valor reqular de f, f # vy
en 0S) y ademds

deg(f,Q,y) = deg(f,,0).

Demostracién Si 0 ¢ Im(f), el resultado vale por ser I'm(f) un conjunto cerrado.
Si f710) = {x1,29,... , 24}, por el teorema de la funcién inversa, existe U; entorno
conexo de z; y V; entorno de 0 tales que f : U; — V; es un difeomorfismo de clase C*.

Luego, basta tomar
k k

v=Vi-f@-JU.
j=1 j=1
En efecto, para cada y € V el cardinal de f~!(y) es exactamente k, y como el signo del
jacobiano es constante en cada Uj, el resultado queda probado. O]

Lema 1.2.5 Sea f € A(0)NC (Q,R™). Sige C= (Q,R™) verifica que ||g — f| . <

reg reg

dist(0, f(0R)), entonces g # 0 en 02, y ademds vale deg(g,<2,0) = deg(f,$2,0).
Demostracién Para A € [0,7], definimos la homotopfa lineal
B, \) = Ag(x) + (1 — N f(z).

Entonces, h(z,\) # 0 para z € 0. Por el lema anterior, existe un entorno V' de 0
tal que si y € V, y es valor regular de f y g, ademas el grado de f y g respecto de
y es el mismo que el grado en 0. Por el lema de Sard, existe z € V valor regular de
h(-, A). Entonces, si reemplazamos f, gy h por f —z, g — 2y h — z, podemos suponer
directamente que 0 es un valor regular también para h.

Consideremos el conjunto C = h~1(0) C Q x [0,1]. Por el teorema de la funcién
implicita, cada componente conexa de C es una curva regular, localmente parametrizada
por una funcién (z(t), A(t)). Ademds, si una de esas componentes no es una curva
cerrada, entonces tiene dos extremos, que tienen que estar en © x {0} o en Q x {1}.
En consecuencia, su primera coordenada corresponde a un cero de f o a uno de g. Por
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otra parte, si xy es un cero de f o de g, entonces (z,0) o (g, 1) es un cero de h. Luego,
alcanza con analizar lo que ocurre en las componentes no cerradas de C. Veremos que si
una de ellas une los puntos (zg,79) y (z1,71), con 7o = 0 0 1 (podemos suponer ry < 1),
entonces:

1. Sirg =0y r; =1, entonces sgn(Jac(f(zo))) = sgn(Jac(g(z1))).
2. Sirg=rmr =0, entonces sgn(Jac(f(xo))) = —sgn(Jac(g(xy))).
3. Sirg=rmr =1, entonces sgn(Jac(f(xo))) = —sgn(Jac(g(xy))).

De esta forma se verifica que deg(f,2,0) = deg(g,(,0), pues cada cero de f que se
conecta con uno de g por medio de una componente conexa de C aporta el mismo signo
al calculo del grado, y para los ceros de f o de g que pertenecen a la misma componente
conexa, los signos se compensan y no aportan al grado.

Basta ver el caso 1, pues los otros dos son anédlogos. Llamemos C, ,, ala componente
conexa (ue une Iy con i, que es una curva que empieza en 2 x {0} y termina en 2 x {1}.
En cada punto P la curva C,, ,, tiene un vector tangente Tp = (2/(t), N'(t)), para alguna
parametrizacién local (x, \). Ademds, se puede elegir Tp siguiendo una orientacion fija
de la curva, de forma tal que la matriz de R®tDx("+1) cuyas primeras n filas son las
de Dh(P) € R+ y la tltima fila es Tp, tenga determinante con signo constante.
Si por ejemplo pensamos a Cy, ., recorrida desde 2 x {0} hasta Q x {1} podemos
suponer Tz 0) = (2'(0),1), Tz, 1) = (2/(1),1), donde consideramos directamente la
parametrizacién (x(A), ). Esto puede hacerse cerca de A =0y A = 1 porque D f(x)
y Dg(z1) son inversibles, y Dh(z,\) = (ADg(z) + (1 — \)Df(x), [f(x) — g(z)]").

De esta forma, tenemos que el determinante de la matriz

o= (25 )

tiene el mismo signo que el de
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Por otra parte, derivando la igualdad h(xz(\), \) = 0, se obtiene que

D(z0)z'(0)" = g(mo)",

por lo que

() ) (0 0) - (4 )

que es definida positiva. Esto dice que el signo del Jac(f(zg)) es el mismo que el del
determinante de M,. De modo andlogo se ve que sgn(Jac(g(z1))) = sgn(det(M)), lo
que concluye la demostracion. O

Si juntamos las definiciones y lemas anteriores, llegamos al siguiente:

Teorema 1.2.6 Sea 2 C R™ un abierto acotado, y sea y € R™. Entonces existe una
unica funcion continua
deg(-,2,y) : Aly) — Z

llamada grado de Brouwer, con las siquientes propiedades:
1. Normalizacion: siy € ), entonces deg(id, 2, y) = 1.

2. Invariancia por traslaciones:
d@g(f, Q>y) = deg(f - Y, Q? 0)

3. Aditividad: siQy yQy son subconjuntos abiertos y disjuntos de 2, siy & f(Q\ (U
09)) wale:

deg(f’ va) = deg(f|§1,§21,y) + deg(f|§2792>y)'

4. Escision: si Q) es un subconjunto abierto de Q, y ¢ f(Q\Qy), entonces

deg(fv Q>y) = deg(f'ﬁla ley)
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5. Solucion: si deg(f,,y) # 0, entonces y € f(Q) (mds aun, f(2) es un entorno
de y).

6. Invariancia por homotopia: si h:Q x [0,1] — R™ es continua y se verifica que
h(z,\) #y para z € 0, X € [0,1]

entonces

deg(h<> /\)7 Qa y)
es idependiente de A € [0, 1].

Demostracion Las propiedades 1y 2 se desprenden de la definiciéon. Lo mismo ocurre
con 3, cuando f —y € O (2, R”) y en consecuencia vale para cualquier f € A(y). La
propiedad 4 se deduce de la anterior tomando Qy = (), pues si el conjunto € es vacio, el
grado de la unica funcién posible es cero.

Veamos la propiedad 5: si y ¢ f(Q), tomando ; = @) en la propiedad anterior,
resulta deg(f,€2,y) = 0, lo que es absturdo. Por otra parte, como A(y) es abierto en
C(Q,R"), existe € > 0 tal que si z € R" verifica ||2]| < ¢, entonces f + 2z € A(y). Como
el grado es continuo, si € es lo suficientemente pequeno, vale que deg(f + z,,y) # 0;
de esta forma, y — z € I'm(f) para todo z € B(0).

Finalmente, para probar la propiedad 6, basta observar que la funcién

A — deg(h’(7 )‘>7 Qa y)

es continua, y como Z es discreto, resulta constante. [

1.2.2 Grado de Leray-Schauder

En esta seccién extenderemos la definicion de grado topolégico para aplicaciones defi-
nidas en la clausura de un abierto acotado 2 C E, donde E es un espacio de Banach.
Consideraremos las aplicaciones de la forma I — K donde K : Q — E es compacto. El
grado que definiremos es el grado de Leray-Schauder. La técnica es aproximar a K por
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un operador de rango finito K, tal que ||K(u) — K (u)|| < € para u € Q. La existencia
de dicho operador se prueba con un método similar al utilizado en la demostracién del
teorema de Schauder. Veamos que la definicién de grado no depende del operador K.
elgido, propiedad que se desprende del siguiente lema.

Lema 1.2.7 Sea Q C R" un abierto acotado, sea m < n y f : Q — R™ una funcion
continua. Definimos g : Q — R" dada por g(x) = x — f(x) donde pensamos direc-
tamente a R™ como subespacio de R™ por medio de la identificacion (x1,... ,Ty,) =
(T1,. .. ,&Tm,0,...,0). Entonces para y € R™ tal que y ¢ g(0f2) se verifica:

deg(g,,y) = deg(glgngpm. QN R™, y).

Demostraciéon Observemos en primer lugar que el término derecho de la igualdad esta
bien definido, pues g|g-gm tiene imagen en R™. Basta probar la igualdad para el caso
en que f es de clase C', con y un valor regular para g.

Notemos que si g(z) = y € R™, entonces, como f(x) € R™, también vale que
r € R™. Esto dice que g7 '(y) C QN R™, y luego las preimdgenes de y en g coinciden
con las de su restricciéon a R™. Por otra parte, escribiendo

9(@) =g(T1, ., Ty Tingy -+ ) = (X1 — f1(T), .o T — fin(T), Tong1s -+ 5 T0)

resulta, para x € R™:

_ (Ofi(y L<iicm  — 8f¢‘ )i i<m
D) = <Jm (52 () )1<ii< (52 (2)) ez )

0 In—m

donde I; denota la matriz identidad de R7*7. Ademds, para la restricién de g a R™, la
matriz diferencial es el bloque superior izquierdo de la matriz anterior, a partir de lo
cual el resultado es evidente. 0

Consideremos un espacio de Banach £,  C E un abierto acotado y K : Q — E un
operador compacto.
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Lema 1.2.8 Si K(x) # x para todo x € OS2, entonces

inf ||z — K(z)|| > 0.

€N
Demostracién Supongamos que no, K(z,) — 2, — 0 para ciertos x, € 9Q2. Como
Kzx, converge y K es compacto, podemos suponer, tomando una subsucesion de ser
necesario, que x,, converge a cierto x € €1, y por la continuidad de K, se deduce que
K(x) = z, lo cual contradice la hipdtesis. O

Definimos el grado de Leray-Schauder (en y = 0) de la siguiente forma:

Definicién Sean Q y E como antes, K : Q — E compacto tal que K () # x en 09, y
sea € < 3 infyeoq |2 — K (x)||. Definimos

degr_s(I — K,Q,0) = deg((I — K.)|v,, 2NV, 0)
donde K. es una e-aproximacién de K con Im(K.) C V. y dim(V,) < oc.

Veamos que la definicion no depende de la aproximacion elegida. Supongamos
que tenemos dos e-aproximaciones K, y K., cuyas imagenes estan contenidas en los

subespacios de dimensién finita V. y V. respectivamente. Por el Lema 1.2.7, se tiene
quesi V=V, 4+ V., asi

deg((I — K)

VUQ N K,O) = deg(([ — KE)|V,Q N ‘/,O),

deg((I — f(e)|‘~/€, QNv, 0) =deg((I — KJ)|v,2NV,0).

Por otra parte, identificando V' con R" para n adecuado, la eleccién de e permite ver
que I — K, pertenece a la misma componente conexa en A(0) que I — K, lo que prueba
que tienen el mismo grado. Por ejemplo, basta definir la homotopia

e, \) =XAXI —K)+ (1 -\ —K,)
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que no se anula en el borde de 2N V. De esta forma,
deg((I — K)|v,QNV,0) = deg((I — K.)|v, QN V,0),
y la independencia queda demostrada.

Las propiedades del grado de Leray-Schauder son analogas a las del grado de Brou-
wer. En particular, la propiedad de invariancia por homotopia requiere la hipdtesis
adicional de que h tenga la forma h(-,\) = I — K, con K, compacto. Veamos una
propiedad extra, la invariancia por homotopia también en el dominio, nos resultara ttil
en los préoximos capitulos.

Teorema 1.2.9 Sea X un espacio de Banach, Q2 C [0,1] X X un subconjunto abierto y
acotado. Supongamos que f : Q) — X compacto. Denotemos con I — f, a la aplicacion
r—x—f(t,x), yseay ={x € X : (t,x) € Q}. Sip ¢ f:(OQ) parat € [0,1], entonces
deg(f, %, p) es independiente de t € [0, 1].

Demostracién Sea f¢ una e-aproximacion de f con Im(f¢) C V. y dim(V,) < oc.
Basta ver que vale para I — f;. Observemos que por la propiedad de invariancia por
traslaciones del grado, basta ver que vale para deg(I — ff,€% N V., 0). Dado ty, por
continuidad de f€, existe € tal que 2 C Q; para todo ¢ en un entorno de to y ff(x) # x
para z € (2:NV)\(Q NV,). Entonces, si aplicamos la propiedad de escisién del grado,
luego la de invariancia por homotopia y nuevamente la propiedad de escision, obtenemos
que

deg(I — f£,2: NV, 0) =deg(I — ff,Q NV, 0)
=deg(I — f1,,Q NV, 0) =deg(I — ff,, 2, NV, 0).
Como t, era aleatorio, vale que deg(I — ff,: NV,,0) es independiente de ¢ € [0,1]. O

1.3 Teorema de la funcién implicita
En esta seccion demostraremos el teorema de la funcién implicita para espacios de

Banach. Lo usaremos en el capitulo 5. Para ello utilizaremos el Principio de contraccion
uniforme.
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1.3.1 Diferenciacién en espacios de Banach

Primero revisaremos los hechos principales del calculo en espacios de Banach.

Sean X e Y dos espacios de Banach, denotemos con C'(X,Y) al conjunto de funciones
continuas de X en Y y por £(X,Y) C C(X,Y) al conjunto de funciones lineales y
continuas. Sea U C X abierto. Entonces una funcién F': U — Y se dice diferenciable
en x € U si existe un operador lineal dF'(x) € L(X,Y) tal que

Fz +v) = F(z) + dF(z)v + o(v),

El operador lineal dF(z) se denomina la diferencial o derivada de F en x. Si F es
diferenciable para todo x € U decimos que F' es diferenciable. En este caso tenemos la
aplicacion

dF :U — L(X,Y), x+— dF(z).
Si dF es continua, decimos que F' es de tipo C*.

Sea Y =[[/., Y}, ysea F': X — Y dada por F = ([y,... , F,,) donde Fj : X — Y.
Entonces F' € CY(X,Y) si y sdlo si F; € CHX,Y;), 1 < j < m , y en este caso
dF = (dFy,... ,dF,). Dela misma forma, si X = [[\_, X;, entonces se puede definir la
derivada parcial D;F' € L(X;,Y), que es la derivada de F' considerada como una funcién
que depende solo de la i-ésima coordenada, fijando las otras variables. Tenemos que
dFv=>3"" D;Fv; parav = (vy,...,0,) y f € C*(X,Y) siy sélo si existen todas las
derivadas parciales y son continuas.

Podemos iterar el proceso de diferenciacion y considerar F' € C"(X,Y), r > 1, si la
r-ésima derivada de F', d"F' existe y es continua.

1.3.2 Demostracion del teorema de la funcion implicita

Definiciéon Dados X e Y espacios de Banach, sean U C X, V' C Y ablertos y consi-
deremos F': U x V — U. Decimos que la aplicaciéon F' es una contracciéon uniforme si
existe § € [0,1) tal que

\F(z,y) — F(z,y)| <0|lr—%|, Vr,z€U,ycV.
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Lema 1.3.1 Supongamos que U C X y F € CY(U,Y) si
|F(z) = F(y)| < M|z —y|, Va,yel,

entonces
sup |dF (z)| < M.

zeU

Demostracién Supongamos que existe xy € U tal que |dF(z)] = M + 0, con § > 0.
Podemos hallar un elemento e € X, |e| = 1 tal que |dF(zq)e| = M + 0, luego obtenemos
la siguiente contradiccion

Me > |F(xg + €e) — F(xo)| = |dF (z0)(ee) + o(€)| > (M + §)e — |o(e)] > Me,
ya que podemos suponer que |o(€)| < €d para € > 0 lo suficientemente pequeno. O

Teorema 1.3.2 (Principio de contraccién uniforme) Sean U yV subconjuntos abier-
tos de los espacios de Banach X e Y, respectivamente. Sea F : U xV — U una

contraccion uniforme, y denotemos con &(y) € U al unico punto fijo de F(-,y). Si
FeC(UxV,U), conr >0, entonces {(-) € C.(V,U).

Demostracién Veamos primero que £(y) es continua. Como

€y +v) =) = [FEy+v),y+v) — F(€(y),y +v)+ FEy),y +v) = F(E(y),y)l
<Oy +v) =W+ FEW),y +v) — FEW), v,

deducimos que

£y +v) — €| < 75 |FEW) 5 +0) — FEW), o)l (1)

Y por lo tanto, £(y) € C(V,U). Ahora, supongamos que r = 1 y consideremos la
diferencial de £(y) = F(&(y),y) en v,

dé(y) = D F(&(y), y)dS(y) + Dy F(&(y), y).
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Consideremos la ecuaciéon de punto fijo T'(z',y) = 2/, donde T'(-,y) : L(Y,X) —
L(Y,X), estd dado por 2’ — D,F({(y),y)x" + DyF(£(y),y). T es una contraccién
uniforme pues, por el Lema 1.3.1, |D,F(£(y),y)| < 6. Entonces obtenemos una tnica
solucién continua 2'(y).

Falta ver que

§y +v) —&(y) — 2'(y)v = o(v).
Denotemos u = £(y + v) — &(y), entonces usando la ecuacién de d¢(y) y la propiedad
de punto fijo de £(y), tenemos que

(1= D.F(&(y),y))(u— ' (y)v)
—D,F(&(y), y)v
= o(u) + o(v),

F(&(y) +u,y+v) = FEW),y) — DF(E(y), y)u

va que F € C'(U x V,U) por hipdtesis. Més atin, (1 — D, F(&(y),y) " < 5. ¥
u = o(v) por (1.1). Esto implica que u — 2’(y)v = o(v) como querfamos ver.

Finalmente supongamos que el resultado vale para r — 1 > 1. Si F' € C"(U x
V,U), entonces £(y) € C™1(V,U) y la ecuacién que satisface d€(y) implica que £(y) €
Ccr(V,U). O

Teorema 1.3.3 (Funcién Implicita) Sean X, Y y Z espacios de Banach, y sean U
y V' subconjuntos abiertos de X e Y respectivamente. Sea F' € C"(U x V,Z), r > 1.
Fijemos (xg,y0) € U X V' y supongamos que D, F(xq,yo) € L(X,Z) es un isomorfismo.
Entonces existe un entorno abierto Uy x V3 C U XV de (xo,yo) tal que para caday € V4
existe un unico punto (&(y),y) € Uy x Vi que satisface F(&(y),y) = F(xo,y0). Ademds,
la aplicacion € € C™(V1,Z).

Demostracién Usando la traslacién F' +— F—F(zg,yo) podemos asumir que F(zg, yo) =
0. Definimos el operador

G(x7y> =T = (D:BF(xmyO))ilF(xay)v
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observemos que los puntos fijos de G son las soluciones de la ecuacién F(z,y) = 0.
G e C"(UxV,Z),ycomo |D,G(xg,y0)| = 0, podemos encontrar bolas U; y V; alrededor
de zo e yo tales que |D,G(x,y)] < 6 < 1 para todo (z,y) € Uy x Vi. Por lo tanto,
G(-,y) es una contraccién uniforme y, en particular, G(Uy,y) C U; para cada y € V],

Asi G : Uy x V} — Uy. El resto sigue del principio de contraccién uniforme.
O



Capitulo 2

Super y subsoluciones

En este capitulo demostraremos tres teoremas que utilizan el método de super y sub-
soluciones. El primero es un resultado clasico para super y subsoluciones ordenadas, el
segundo es un caso diferente para no ordenadas y para el tercero definimos las super y
subsoluciones en el sentido de W21,

Definicién Supongamos que tenemos una ecuacion de segundo orden v’ = f(t,u,u’),
diremos que las funciones suaves a y ( son, respectivamente, una sub y una supersolu-
cion de la ecuacién si

a,/Zf(t7a7a,)7 /8”§f(t75’6,)'
Ademads, como queremos resolver un problema periédico, pediremos también
a(0) =a(T) o(0)>d(T)

p(0) =pB(T)  F'(0) < 5(T)

29



Capitulo 2: El método de super y subsoluciones 30

2.1 Resultado clasico para super y subsoluciones or-
denadas

Analicemos la ecuacién

u + f(t,u,u’) =0
{ u(0) = u(T),u'(0) = u'(T) (2.1)

donde f : [0,7] x R? — R es continua. Trabajaremos en el espacio C'([0,T]), con la
norma definida por
luller = max {{lull ., lu'll o }

Teorema 2.1.1 Definamos el conjunto
E={ueC (0,T))/a<u<p, ||, <R}.
Supongamos que
1. existen o y [ sub y supersoluciones del problema (2.1) tales que o < 3 en [0,7T],

2. existe R > max {||c/|| . |6']| .} tal que cualquier solucion v de v’ + f(t, u,u’") = 0,
con v (to) = 0, para algin ty € [0,T] y o < u < B3, verifica |v']|, < R

Entonces el problema (2.1) tiene al menos una solucion en E.

Demostraciéon Consideremos el problema truncado: dado A > 0, planteamos

{u — M+ f(t, P(t,

t
w(0) = u (2.2)

u), Q) + AP(t,u) =0
), w'(0) = '(T),

donde
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—R si v<-—-R
Qv)=< v si |v| <R
R si v>R

Escribimos (2.2) como una ecuacién integral

/ G(t,5) [f (5, P(s, u(s)), Q' ())) + AP(s, u(s))] ds,

donde v(t) = fOT G(t,s)F(s)ds es la tinica solucién del problema

{ V' =X+ F(t)=0
v(0) = v(T),v'(0) = v'(T)

El operador T': C*([0,T]) — C*([0,T]), definido por

(Tu)(t) = /0 G(t,s)[f (s, P(s,u(s)), Q(u'(s))) + AP(s, u(s))] ds,

es compacto y acotado, pues F'(t) = f(t, P(t,u(t)), Q(u'(t))) + AP(t,u(t)) es acotada.
Por el teorema de Schauder, T tiene un punto fijo u € C*([0,T]), que es una solucién
de (2.2).

Veamos ahora que en realidad u es solucién del problema (2.1) original.

Primero veamos que u satisface

a(t) <u(t) < B(1),

para todo t € [0, T]. Supongamos, por ejemplo, que u no es mayor o igual a «. Entonces
para algun to € [0, 7],

tg[l(;lvr%](u(t) —a(t)) = u(ty) — alty) <0.
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Entonces P(tg, u(tg)) = a(ty
tenemos que Q(u'(ty)) = o/(

< (u—a)"(to) = = f(to, alto), o (to)) + Au(to) — Aa(te) — a”(to)
< AMu(ty) — alty)] < 0.

)- Ademds, como u/(to) = o/(to) y R > max {|[e[| ., [|7"]| o},
to). Sito € (0,7), obtenemos la siguiente contradiccién

En caso que el minimo se alcance en los bordes del intervalo

tler[loi}:},](u(t) —a(t)) = u(0) = a(0) = u(T) — a(T) <0,

obtenemos

y, por definicién de subsolucién, v’ (0) — o/(0) < «/(T) — /(7). Entonces, tenemos

W' (0) — /(0) =0 y para t > 0 chico

u'(t) —a(t) = /0 [—f(to, a(s),a/(s)) + u(s) — Aa(s) + Au(s) — a”(s)] ds < 0.

Que es una contradiccién. Esto prueba que a(t) < u(t), para todo t € [0, T.

Similarmente, se prueba que u(t) < 5(t).

Por dltimo, veamos que |[v/|,, < R. Supongamos que no, entonces existe una
solucién u de (2.2), to € [0,T] y t1 € [0,T], con ty < t; tales que u'(ty) = 0, |v/(t1)] = R
y para cualquier ¢ € [to, 1], se verifica |u/(t)| < R, a(t) < u(t) < ((t). Por lo tanto, u
satisface u” + f(t,u,u’) = 0 en [to, 1] y contradice la hipdtesis 2. O

Observacion Podemos suprimir la hipdtesis 2 si le imponemos a f la condicion de
Nagumo.
La condicién consiste en pedir que sobre el conjunto

C={(t,u,v):t€[0,T),a(t) <u<pB(t),|v]| <R}

valga

|f (& u,0)] < 9(Jv)),
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donde 1) es una funcién apropiada que verifica

+o0
s = +o00

0 (s)

(ver, por ejemplo, [1]).

2.2 Super y subsoluciones no ordenadas

En esta seccién probaremos un caso diferente del resultado anterior, no pedimos que
las super y subsoluciones sean ordenadas, pero si que la f sea acotada (ver [4]).

Teorema 2.2.1 Sea f:[0,7] x R — R continua y acotada. Supongamos que ezisten
a(t) y B(t) sub y supersoluciones. Entonces el problema

u" + f(t,u) =0
{ w(0) = u(T), ' (0) = u/(T) (2.3)

tiene al menos una solucidn.

Demostracion Consideremos el espacio

X = {u e C(l0, 7)) : /OTu(t)dt _ o}

con la norma infinito. Definimos el operador compacto K : X — X tal que para cada
g € X, u= Kg es la tnica solucion en X de

{ u” +g(t) =0
u(0) = u(T),u'(0) = u/(T)

y los operadores continuos N : C([0,T]) — R, N : C([0,T]) — X definidos por

Nu = %/0 ft,u(t))dt,
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(Nu)(t) = f(t,u(t)) — Nu.

Dada u € C([0,T]), escribimos u = %fOT u(t)dt, y & = u —u. Es facil ver que u €
C(]0,TY) es solucién de (2.3) si y solosiw € Ry @ € X son soluciones de

{ = KN(u+ @)
N@+1a)=0

Paso 1 - Afirmacion: el conjunto
> = {(a,a) ERx X : 1= KN(ﬂJra)}

es tal que para cada a > 0, existe un subconjunto conexo ¥, de X con proyr>, =
{1/ existe u € X tal que (w,a) € ¥X,} = [—a,al.

Observemos que para cada T, el operador T4 = KN (u+ u) es compacto, entonces
por el teorema de Schauder, existe u € X tal que u = T'u. Esto implica que para cada
u, 4= KN (u + u) tiene solucion en X, es decir proygX = R. Notemos ademds que
como T es acotado, entonces existe R > 0 tal que ¥ C R x Bg(0).

Definimos ahora K = {(u,u) € ¥/ —a<u<a}y K, = {(v,0) e ¥/u=r}. El
conjunto K es compacto y K, son subconjuntos no vacios y disjuntos de K.

Supongamos que no existe un subconjunto conexo >, de K uniendo K, y K_,.
Entonces existen conjuntos compactos y disjuntos C, D K,y C_, D K_,, con K =
C_, U K,. Por lo tanto, podemos encontrar un conjunto abierto {2 C (—oo, a) x Bg(0)
tal que

C,CQy C,nQ=0.
Sean Q, ;== {t € X : (r,a) € Q} y F.(&) = & — KN(r + @). Entonces, por el Teorema
1.2.9, sabemos que deg(F,, €., 0) es constante si F,. # 0 en 0f2,. Supongamos que existe
u € 09, tal que F,.(@) = 0, entonces (r,u) € 0f2, entonces (r,u) ¢ C,. Pero C_, C Qy
es compacto, entonces C_, NI = (), y, por lo tanto, (r, ) ¢ K, lo cual es un absurdo.

Luego, tenemos

1 =deg(F_4, Br(0),0) = deg(F_4,Q_4,0) = deg(F,,,,0) =0,
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que es un absurdo.

Observemos que si existe (U, %) € ¥ tal que N(u + @) = 0, entonces u = u + U es
solucién de (2.3).

Paso 2: Existe (u,u) € ¥ tal que N(u+ @) = 0.

Veamos que si no existe tal par (es decir, para cada (u,%) € ¥, N(u + @) # 0),
podemos encontrar super y subsoluciones ordenadas. Para cada a > 0, definimos ¥, de
la afirmacién del paso 1y como N es continua, el conjunto {N(u+ @) : (u,a) € 5, }
es un intervalo que no contiene al cero. Supongamos que N(U + @) > 0. En ese caso,
cualquier funcién u = u + u tal que (u, @) € X, es una subsolucién, ya que

u' + f(t,u)=a"+ f(t,u+a) = N+ u) >0,
w(0) = u(T),u'(0) = u/(T).
Si elegimos a lo suficientemente grande como para que
R—a<p(t),

donde R es tal que ¥ C Rx Br(0) y 8(t) =u+a(t); y @ tal que (—a, ) € X, tenemos
una subsolucién

ao(t) = a(t) —a < B(t).
Analogamente, si N(u + @) < 0, construimos una subsolucién 3, > «a. La existencia
sigue del teorema de la seccion anterior. O

Observacion El teorema es falso si no pedimos que f sea acotada. Por ejemplo,
consideremos el problema

{ u' 4+ u=sint
u(0) = u(27), «/'(0) =u'(2n).

Observemos que si tomamos como «(t) = ag y ((t) = [y constantes, tales que ag > 1
y By < —1 obtenemos una sub y una supersolucion de la ecuacién. En efecto

a’(t)=0> —1+sint > —a(t) + sint,
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B'(t)=0<1+sint < —f(t) +sint.

Supongamos que existe u solucién, multiplicamos la ecuacién por sint, integramos y
aplicamos partes, obtenemos

27 2 2 27 27
/ Sin2tdt:/ u"sintdt+/ usintdt:—/ u’costdt—l—/ wsint dt
0 0 0 0 0

2T 27
:—/ usintdt—l—/ usint dt = 0,
0 0

lo cual es un absurdo.

2.3 Super y subsoluciones estrictas en el sentido de
W2,1

Consideremos el problema (2.1) donde f estd definida para (¢,u,v) € [0,T] x R?. Para
la siguiente definicién extendemos f por periodicidad para todo t € R.

Definicién Una funcién a € C'(0,7) es una subsolucion estricta en el sentido de W1
de (2.1) si no es una solucién en [0,7] y su extensién periédica a R, definida por
a(t) = a(t+T), es tal que para todo ty € R vale que D_a(tg) < DT a(ty), o existe un
intervalo abierto Iy y €y > 0 tales que ty € Iy, « € W?1(Iy) y, para casi todo t € I,
para toda u con a(t) < u < «a(t) + €o, y para todo v tal que o/(t) —eg < v < a/(t) + €,
tenemos que

a"(t) + f(t,u,v) > 0.

Del mismo modo, una funcién g € C'(0,7T) es una supersolucion estricta en el sentido de
W21 de (2.1) si no es una solucién en [0, 7] y su extensién periédica a R es tal que para
todo ty € R, vale que D~ [((tg) > D, [3(to), o existe un intervalo Iy y ¢ > 0 tales que
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to € Iy, B € W(Iy) vy, para casi todo t € Iy, para todo u tal que 3(t) —eg < u < B3(t),
y todo v tal que B'(t) — o < v < () + €o, tenemos que

B(t) + f(t,u,v) <O0.

Donde,

D_¢(ty) = liminf ot) — élto) D é(ty) = liminf o(t) — (to)

)
t—ty t—1o t%té’ t—1p

D™ ¢(to) = limsup M, DT é(ty) = lim sup M_

t—ty —lo t—td t—to

Escribamos (2.1) como una ecuacién de punto fijo. Con este objetivo, definimos
el operador compacto 7 = K;N, donde K; : L'(0,T) — C*([0,T)]) es el operador de
Green correspondiente al problema

{ v —u+g(t)=0
u(0) = u(T),u'(0) = u/(T)

y N : CY([0,T]) — L*(0,T) definida por
Nu = f(-,u,u') + u.
Con esta notacién, el problema (2.1) es equivalente a u = 7T u.

Teorema 2.3.1 Sea f :[0,T] x R? — R una funcién L'— Carathéodory. Supongamos
que

1. emisten v y 3 sub y supersoluciones estrictas en el sentido de W' de la ecuacion
(2.1), a, B € WH(0,T), tales que o < 3 en [0, T,
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2. existe R > max {[|/|| ., |0'|l.} tal que cualquier solucion w de u”+ f(t,u,u') = 0,
U (tg) = 0 para ty € [0,T] y a < u < 3, verifica

[l < .

Entonces,

deg(I —T,9Q,0) =1,
donde Q0 :={u € C1[0,T]) : a < u < B,|u'| < R}.

Demostraciéon Consideremos el siguente problema modificado

W —u+ f(tu, )+ 6(alt),u, B(t) =0
{ w(0) = u(T),u'(0) = u'(T), (2.4)

donde f(t,:v,y) = f(t,0(a(t),z,B(t)),0(—R,y, R)) vy

A si z<A
d(A,z,B)=< = si A<z<B
B si x> B.

Afirmacion 1: toda solucién u de (2.4) satisface a(t) < u(t) < G(t) en [0, 7.
En caso contrario, tendriamos que para algin to € [0, 7],

min {u(t) — a(t)} = u(ty) — a(ty) < 0.

te[0,7)
Por lo tanto, u'(tg) — D_a(ty) < 0 < u'(ty) — DT a(ty) y por definicién de subsolucién
estricta en el sentido de W', D_a(ty) = DT a(ty) = u/(ty). A continuacién, elegimos
Iy v €9 > 0 de la definicién de « y los tomamos lo suficientemente pequenos de forma
tal que para todo t € I

a(t) < o(a(t), u(t), 5(t) < a(t) + €,
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—R<d(t)—e <u'(t) <d(t) +e < R.
Asi, para casi todo t € (to,t)
o () + f(tu(t), /(1) = () + f(t,6(alt), ult), B(t),u/(t)) > 0.

Notemos que como « no es soluciéon, podriamos haber elegido t, de forma que para
algin t; > tg, t; € Iy, tendriamos que u/(t;) — /(1) > 0. Asi

0<d(t;) —d(t) = / 1(u"(s) —a'(s))ds

< / (s u(s), () + u— B(a(t),u, B(1)) — o (s)]ds <0,

que es un absurdo.

Anélogamente se prueba que para todo t € [0, 7], u(t) < S(t).
Afirmacion 2: toda solucion de (2.4) satisface que |v/(t)] < R en [0, 7.

En caso contrario, existiria una solucién u de (2.4), to, t; € [0,T7], to < t; tales que
u'(tg) = 0, |u/(t1)] = Ry para cualquier t € [ty, 1], |v/(t)| < R; ademés a(t) < u(t) <
B(t) para t € [to, 1] por la afirmacién anterior. Entonces u satisface u” + f (¢, u,u’) = 0
en [to,t1] y contradice la hipdtesis 2.

Afirmacion 3: deg(I —7T,9,0) = 1.
Definimos el operador 7 = KN, donde

(Nu)(t) = f(t,u(t), o () + 6(alt), u, B(t)).
Es claro que T es acotado, y para R > 0 suficientemente grande y cualquier A € [0,7],
deg(I — T, B;(0),0) = deg(I — AT, Bx(0),0) = deg(I, Bx(0),0) = 1.

Ademés, si R es lo suficientemente grande, 2 C By(0), por las afirmaciones 1y 2, y la
propiedad de escision del grado, tenemos que

1 =deg(I — T, B(0),0) = deg(I —T,9,0) = deg(I —T,9,0),

lo cual prueba el teorema. 0



Capitulo 3

Estudio de existencia de soluciones
para una ecuacion tipo Rayleigh

En este capitulo estudiaremos una ecuacién tipo Rayleigh con condiciones periédicas
de contorno

u' + f(u') + g(t,u,u’) =D
{ w(0) = u(T), w/(0) = «/(T). (3.1)

3.1 Caso g acotada

Consideraremos a la nolinealidad acotada por una funcién h € L?(0,T). Los siguientes
resultados describen la estructura del conjunto de p para los cuales la ecuaciéon periddica
(3.1) tiene solucién.

Teorema 3.1.1 Sea p € R, f : R — R continua y g : [0,T] x R? una funcion de
Carathéodory tal que existe h € L*(0,T) y para todo (t,x,y) € [0,T] x R,

l9(t, 2, y)| < h(t).

Entonces existe un intervalo no vacio |a,b] tal que:

40



Capitulo 3: Estudio de existencia de soluciones 41

1. sip ¢ [a,b], el problema (3.1) no tiene solucion,

2. sip € (a,b), el problema (3.1) tiene al menos una solucion .

Demostracién Sea M = {p € R: el problema (3.1) tiene solucién}.
Afirmacion 1: sea R > v/T||h||s. Entonces toda solucién u de (3.1) verifica

|u/[|oo < R.

En efecto, si multiplicamos la ecuacién (3.1) por u” e integramos en [0, T, obtene-

mos:
T u!(T) T T
/ (u")?dt = —/ f(z)dz—/ g(t,u,u')u”dt—i—]_)/ u”dt,
0 u'(0) 0 0

T
'l < [ lote )] dt < bl
0

Ast [|u”||2 < ||h]|2- Y si elegimos o € [0, 7] tal que u'(ty) = 0, tenemos que
t

/ u”(s)ds
to

Un problema modificado: Consideremos la funcion

f(y) = f((S(—R, Y, R)),

con (A, y, B) definida en el capitulo anterior. Repitiendo lo hecho en la demostracién
de la Afirmacién 1, es claro que cualquier solucion u de

luego,

W' (1)] = < VT|u"|l2 < VTI|h|2 < R.

Por lo tanto ||u'|| < R.

{ u”+f(u’ +g ,u,u’

| -
u(0) = u(T), (0) = i (T) (3:2)

)
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satisface (3.1). Por lo tanto, u es solucién de (3.1) si y sélo si es solucién de (3.2).

Afirmacion 2: M es no vacio.

Sea T = K(I — P)N, donde K : Y C L*0,T) — X C C([0,T]) es el inverso
compacto del operador L : X C CY[0,T]) — Y < L*0,T), Lu = —u", P es el
proyector

1 (T
P:L*0,T) — R, UHPUZ?/ udt
0

y
N :CH[0,T)) — L*(0,T), uw— Nu= fu')+ g(-,u,u).

El operador T es compacto y acotado, de forma tal que el teorema de punto fijo de
Schauder provee una solucién de la ecuacion u = 7u. Esta ecuacién es equivalente a

—u" = f(u) + g(y, u.u') = P(f(u) + g u,u'))
u(0) = u(T), u'(0) = u'(T),
lo que prueba que p := P(f(u/) + g(-,u,u')) € M.

Afirmacion 3: M es acotado.
Por integracion directa de (3.2), tenemos que

T T
15— [ fdes [ gttuae
0 0
tomamos médulo y aplicamos la desigualdad de Holder, obtenemos
T1pl < |flloeT + VT R]5.

Luego
17212

T

Pl < [ flle +

Afirmacion 4: M es un intervalo.
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Cosideremos p;, py, € M, conp; < D,y sean uy, us las correspondientes soluciones de
(3.1). Parap € (p;, P,), las funciones u; y us son, respectivamente, super y subsolucién
de (3.2) pues )

ui + f(uy) + gt u,uh) —p=p; —p <0

uy + f(uh) + g(t,us, uh) =P =Py =P > 0.
Sigue del teorema de super y subsoluciones no ordenadas, visto en el capitulo anterior,
que el problema (3.2), y por lo tanto, el problema (3.1) tiene solucién. O

Si la funcién g(t,x,y) es periédica en x, el teorema anterior puede mejorarse sus-
tancialmente, como veremos en el préximo teorema. Ademaés, por simplicidad, supon-
dremos que g es continua, aunque también vale para funciones de tipo Caratheodory,
con una hipétesis adicional (ver [5]).

Teorema 3.1.2 Sean p € R, f: R - R y g : [0,T] x R? — R funciones continuas,
tales que:

1. para casi todo t € [0,T] y todo (x,y) € R?, g(t,z,y) = g(t,x + 27, y),

2. para alguna h € L*(0,T), casi todo t € [0,T] y todo (z,y) € R?,
l9(t,x, y)| < h(t).

Entonces, eziste un intervalo no vacio |a,b| tal que
e s5ip ¢ [a,b], el problema (3.1) no tiene solucidn,
e sip € |a,b], el problema (3.1) tiene al menos una solucion,

e sip € (a,b), el problema (3.1) tiene al menos dos soluciones que no difieren en
un maltiplo de 2m.
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Demostracion Por el teorema anterior, sabemos que el conjunto
M ={p eR: (3.1) tiene solucién}

es un intervalo acotado y no vacio. Por lo tanto M = [a, b).

Afirmacion 1: M es cerrado.

Sea (py, ), una sucesién en M que converge a p y (uy), las correspondientes soluciones
de (3.1). Veamos que p € M. Por periodicidad de g, podemos suponer, sumando un
multiplo de 27 a w, si fuera necesario, que u,(0) € [0, 27]. Sigue de la Afirmacién 1 del
teorema anterior que

lun (t)] = < 27+ RT,

u, (0) + /Ot ul,(s)ds

ademds, como vimos en el teorema anterior, ||u”|| < ||h]|2, resulta que la sucesién (uy,),
es acotada en H?(0,T). Como H?(0,T) estd compactamente inmerso en C'([0,T]),
(un)n tiene una subsucesién convergente a una funcién u € C*([0,7]). Si pasamos al
limite en (3.1), con p = p,, sigue que u es solucién de (3.1) con p = p.

Afirmacidn 2: existen super y subsoluciones estrictas en sentido W*! de (3.2) para
p € (a,b).

Consideremos el problema modificado (3.2) y R > 0 tal que R > v/T||hl]s. Sean
uq ¥ up soluciones de (3.1) con p = a y p = b respectivamente. Como g es periddica,
podemos elegir k € Z tal que o := uy < 3 := u, + 2k7 y para algin t, € [0,T] valga

a(t,) + 21 > B(t.).

Veamos que para p < b la funcién, a es una subsolucién estricta en el sentido de W21,
Dado tg € [0,T], podemos elegir un intervalo abierto Iy y €5 > 0 lo suficientemente
chico para que ty € Iy, para casi todo t € Iy, para todo u tal que a(t) < u < a(t) + ¢
y para todo v tal que o/(t) — g < v < &/(t) + €, valga

b—

fo) = faen] < 57

s
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|g(t’ u, U) - g(tv a(t)’ O/(t))| < —
Se sigue que , para esos t, u y v, vale
(1) + f(v) + g(t,u,v) = b+ [f(v) = F(' ()] + [9(t, u,0) = g(t, a(t), o' (1))]
>b—(b-p) =P

Similarmente, podemos probar que «(t)+ 27 es una subsolucién estricta en el sentido de
(3.2) en el sentido de W*! si p < by que 5(t) y 5(t) + 27 son supersoluciones estrictas
en el sentido de W2! sip > a

Afirmacion 3: Si p € (a,b), el problema (3.1) tiene al menos dos soluciones que no
difieren en un multiplo de 27
Definimos los siguientes conjuntos

0 = {u e C'([0,T)) : paratodo t € [0,T],a(t) < u(t) < B(t), |/ (t)] < R},
Qs :={u € C([0,T]) : para todo t € [0,T],a(t) + 21 < u(t) < B(t) + 2m, |[u'(t)| < R}
y
Qs :={ue C([0,T]) : paratodo t € [0,T],a(t) < u(t) < B(t) + 2m,[u/(t)| < R}.
Sea Tu := K;Nu, donde K, : L'(0,T) — C*([0,T]), K1¢ = u, donde u es la tinica

solucion de
v —u+¢=0
{ u(0) = u(T), v (0) =u'(T),

y N : CY([0,T)) — L*0,T), Nu = p — f(u') — g(-,u,u') — u. Podemos aplicar el
teorema de super y subsoluciones estrictas en el sentido de W*! en cada conjunto 2,
con i = 1,2, 3, resulta

deg(] - Ta Qlao) = deg(] - Tv 9270) = deg(l - Ta 9370) = 17
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por la propiedad de escision del grado,
deg([ — T, Qg\(Ql U 92)7 O) =—1.

Por lo tanto, obtenemos dos soluciones u; € € y us € Q3\(2; Uy) de (3.2). Como
este problema es equivalente a (3.1) en cada cunjunto €);, u; y us también son soluciones
de (3.1). Notemos que uy —2n7 ¢ Qz— (2, U) paran = 1,2,..., pues, por la eleccién
de t, hecha en la Afirmacion 2, tenemos que

ur(te) — 2nm < B(t.) — 2nm < afty) —2(n — 1)m < afty).

Ademéds, uy; + 2nm, con n = 1,2,..., no puede pertenecer al conjunto Q3 — (€2 U Qy)
ya que u; + 2nm > « + 27.
Luego, us € Q3 — (€21 U y) no puede diferir de u; en un multiplo de 27. O

Ejemplo Supongamos que tenemos la ecuacion

u” + cu' + arctanu = p,
u(0) = u(T), w/(0) = u/(T)

donde ¢ # 0. Si multiplicamos la ecuacién por ¢’ e integramos, obtenemos
"2 _
[u'[|5 = 0.

Esto implica que las soluciones son constantes, resultan ser u(t) = tan(p). Por lo tanto,
este problema tiene exactamente una solucién para p € (—3,%), y no tiene solucién

para p ¢ (—Z,%).

En este ejemplo simple se puede calcular explicitamente el conjunto M. Ademas es
un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 3.1.3 (Landesman-Lazer) Supongamos que p € C([0,T]) y que g € C(R)
es acotada y tiene limites en £0o. Entonces la ecuacion resonante

u" 4 g(u) = p(t)
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admite una solucion T'-periodica si

g(—o0 = / t)dt < g(400). (3.3)

Ademds, si g satisface que:
g(—00) < g(x) < g(+00), para todo x € R
entonces (3.3) es también necesaria.

Ver la demostracién en [2], [1] v [8].

3.2 Caso g acotada inferiormente

En esta seccién estudiaremos la cantidad de soluciones T-periddicas de una ecuacion
de tipo Rayleigh con nolinearidad no acotada.
Consideremos el siguiente problema periédico

{ u + f (') + glt, u, )
u(0) = u(T), o/(0)

P+ h(t,u,u'),

o, (3.4)

Teorema 3.2.1 Sean f : R — R, g y h : [0,T] x R* — R funciones continuas.
Supongamos que

1. existen d > ¢ > 0 tales que

c< M <d
Yy
para todo y € R,
2. existen funciones ki, ky € L*(0,T) tales que para casi todo t € [0,T] y todo
(z,y) € R?
|h<t7$7y)’ < k1<t)7 g(t,l’,y) > k27
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3. para cada R > 0, existe una funcion k € L>(0,T), tal que para casi todo t € [0, T
y todo (x,y) € [-R, R] x R,

l9(t, z,y)| < k(t).

4. limyg—y00 g(t, ,y) = +00, uniformemente en t e y.
Entonces, eriste a € R tal que

e sip < a, el problema (3.4) no tiene solucion,

e sip=a, el problema (3.4) tiene al menos una solucion,

e sip > a, el problema (3.4) tiene al menos dos soluciones.

Demostracién Afirmacion 1: Dado p, existen Ry, Ry > 0 tales que cualquier solucion
u de (3.4) con p < p, verifica

Hu“oo < Ry, ||u,||oo < Ry.

Sean (u')"(t) = max{u/(t),0} y (v/)"(t) = max{—u/(¢t),0}. Por la hipétesis 1,
sabemos que

c(u)" < f(()7).

Observemos que por la definicién de (u')", tenemos que

Ademas, si v’ > 0 en [tg, 1] con u/(tg) = u'(t1) = 0, entonces

t ¢ 2
/1 u"(u')+ _ / ! U — (U/) i(l, -0
to to 2
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De manera andloga se prueba que si v’ < 0 en [ty, 5] con u/(t2) = 0, entonces fttf u'(u')t =
0. Luego, si partimos el intervalo [0, 7] en los puntos en los que u' cambia de signo,

obtenemos que
T
/ u'(u)t = 0.
0

Por lo tanto, si multiplicamos la ecuacién (3.4) por (u/)*, integramos y consideramos
la hipétesis 2 sobre g, obtenemos que

c / ()2t < / ()t F@) (W) + (gt ) — k() (o)t

:/0 D+ h(t,u,u') — ko(t)](u) T dt
< (1ol VT + (k]2 + Ie2ll2) | (') o

Esto da una cota K de ||(v/)*]|2 v, por lo tanto, ||(u)*|l; < VTK,. Ademas, tenemos
que 0= 7 w/dt = [ (u)* |y — |(e/)" [, entonces [l = 2[[(u!)* [}y < 2/TF,.

Ahora, tomemos Ky := L(pyT + ||k1||2v'T + d2v/TK;). Por la hipétesis 4, existe
v > 0 tal que g(t,z,y) > K, para todo || > v. Supongamos que u es solucién de (3.4),
por integracion directa de la ecuacién obtenemos

/0 g(t,u,u’)dt = T]_)+/o [h(t,u,u") — f(u")]dt

T
< TPy + VT ks + d/ ol |t
0

< TPy + VT|ki|2 + d2VTK, = K,T.

Por lo tanto, para cualquier solucién u de (3.4) podemos elegir ty tal que |u(ty)| < v.
Asi,

lu(t)] = <u(to)| + /OT /' (t)| dt < v+ 2VTK, =: Ry,

u(t) + /t u'(s)ds

to
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Ast, [[ulloe < Ro.
Por la hipétesis 3, existe una funcién k& € L>(0,7T) tal que para casi todo t € [0, 7]
y todo par (z,y) € [—Ryp, Ro] x R, vale que

l9(t,z,y)| < k(2).

Ahora, si multiplicamos la ecuacién (3.4) por u”, integramos y consideramos los datos
de borde que tenemos para u(t), obtenemos

T
IIU"H%:/0 [a(t, u,u) — (8w, ) Ju"dt < ([[kfl2 + [[Ell2) 1”2

Luego, ||u"]|2 < ||k1]]2 + [|k|l2. Ademéds, como existe ¢y tal que u/'(ty) = 0, deducimos
que

o' ()] < /tt [u"|ds < VT|[u"||s < VT ([kallz + |Ik]l2) = Ri.
0
Por lo tanto, ||u/||. < R;.
Afirmacion 2: Sea u € X una solucién de la ecuacién
u' + f(u) + ka(t) = P,
entonces, u verifica

VT

lelloe < == lkall2; ¥ llwloo < VT |k 2.

Si multiplicamos la ecuacién por u” e integramos, obtenemos
[u”[l2 < [l |2

Por partes, obtenemos que

T T
/ (W) = / W < ol
0 0
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ademds, por la desigualdad de Wirtinger, sabemos que [|ull> < 2=||u/|2. Por lo tanto
T T
! < _ 1! < _ k .
[u'][2 < 27r||u 2 < 27T|| 12

Por otro lado, como u = 0, existe to € (0,7") tal que u(ty) = 0. Asi u(t) = JZ) u'(s)ds.
Luego

VT
[ulloo < VT[|u]]2 < —Hlez

Veamos ahora la cota para u/. Como u € X, existe t; € (0,7) tal que /(t;) = 0. Asi
ft "(s)ds, por lo tanto

I/llse < VT[lu"ll2 < VTlE1]o.

Afirmacion 3: La ecuacién (3.4) tiene solucion para algin p, lo suficientemente grande.
Consideremos la ecuacion

u'(t) = —f(W) + Py, — ka(t)
{ u(0) = u(T), U’(OZ)) = /(7). (3.5)

Si consideramos v = ', el problema resulta equivalente a
)

{ ()=—f()+z‘91 ka(t)
v(0)

fo s)ds = 0. (3.6)

Si v es solucién de (3.6), y w(t) = fot v(s)ds, para cada ¢ € R, u = ¢+ w es una solucién
de (3.5).

Para cada h € X, existe un tnico H(h) tal que H(h) = 0, H(h)(0) = H(h)(T) y
[H(h)]'(t) = h(t) para casi todo t € [0,T]. Explicitamente,

H(h)(t) = / ds——/ / s)dsdt.
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Lema 3.2.2 Siv es solucion del siguiente problema de punto fijo en C([0,T1])

v=H[-f(v)+ f(v) + f] (3.7)

entonces v es solucion de (3.6) con P, + ki(t) = —g(v) + f.

Demostracién Si v es solucién de (3.7), entonces v = 0y v(0) = v(7T). Ademds, para
casi todo t € [0,T], tenemos que v' = —f(v) + f(v) + f(t). O

Corolario 3.2.3 Para cada f € X y cada solucién v del problema de punto fijo (8.7),
corresponde una f € R tal que el problema (3.6) tiene una solucion con p, + ki(t) =

f+r

Teorema 3.2.4 Supongamos que

g(v)

[l

uniformemente para casi todo t € [0,T]. Entonces, para cada f € X, corresponde una
f € R tal que el problema (8.5) tiene una solucion u, con D, + ki(t) = f + f: y, por lo
tanto, una familia de soluciones u + ¢, donde ¢ € R es arbitrario.

—o]—0 0

Demostracién Sea 7 : C([0,7]) — C([0,T]) definida por

Tolt) = [ 1#(0(6) = T + 71 ~ (s

Es facil ver que 7 es compacto y que

17 ()

o]

—lo—0 0

sale de la suposicion.
El resultado se sigue del teorema de punto fijo de Schauder. U
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Estudiemos la ecuacién
u' + f(u') + k() = Dy

Ahora sabemos que existe p; para el cual la ecuacion tiene una familia de soluciones
T-periddicas u + ¢ con ¢ € R. Si ug es el elemento de dicha familia tal que g = 0,
usando las acotaciones de la Afirmacién 2

VT
oo < ?Hlez, v bl < VT ||tf2-

Fijemos p > 7, + max { g(t 2.y) : |2 < L ka2, |y) < VTIlkalz}.

Entonces afirmamos que ug es una supersolucién de (3.4). En efecto,
ug + fug) + g(t, uo, up) — h(t, uo, uy) < ug + f(ug) + g(t, uo, ug) + ki (t)
=D+ g(ta u07u6) <Dp.

Por otro lado, es posible hallar una subsolucién ordenada considerando la ecuacién
u' + f(u) = ki(t) = Po.

Si repetimos lo anterior, podemos encontrar p, tal que la ecuaciéon tiene una familia de
soluciones T-periddicas de la forma u + ¢ con ¢ € R. Elegimos u; := u — C con C lo
suficientemente grande tal que para todo t € [0, T, uy(t) < uo(t) y g(t,ur,u})) +Dy > P
(esto es posible por la hipétesis 4). Entonces,

u/1,+f(ull)+g(t’ U, ull)_h(t’ U, ull) > u,1/+g(u,1)+g<t7 U, ull)_kl (t) - ﬁ2+g(tv Uy, ull) > p.

Luego, la Afirmacién 3 se sigue de la Afirmaciéon 1 y del hecho que u; y uy son sub y
supersoluciones ordenadas de la ecuacion (3.4).

Afirmacion 4: EL conjunto M = {p € R : (3.4) tiene solucién} es acotado inferiormen-
te.
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Por la Afirmacién 3, sabemos que M es no vacio. Sean p, € M y u(t) una solucién
de (3.4) con p < p,. Por la Afirmacién 1 e integracion directa de (3.4), tenemos que

Tp = / [t w1y — h(t,u, ') + F@)]dt,

luego, o
P> ko — ki —sup{|f(y)|: |yl < R}

Afirmacion 5: Para todo p, € M, el conjunto M N (—o0, P, es un intervalo compacto.
Definimos, como antes, las funciones

~

f(y) = f(0(=Ru,y, R1)),

g(t7 x, y) = g(ta 5(_R07 T, R0)7 5(_R17 Y, Rl))7

donde Ry y R; estan dados por la Afirmacién 1.
Si repetimos la prueba de la Afirmacién 1 para el siguiente problema modificado

'+ f )+ gt u ') =D+ h(t,u, o)
{ u(0) = u(T), «'(0)=u/'(T), (3.8)

es claro que u es una solucién de (3.4) con p < p, si y s6lo si es una solucién de (3.8).

Ahora, repitiendo la demostraciéon de los teoremas anteriores, podemos ver que
M N (—o00,p) es un intervalo cerrado. Finalmente, la Afirmacén 4 muestra que M N
(—00, Do) = la,Py], para algin a.

Afirmacion 6: Si p € M°, la ecuacion (3.4) tiene dos soluciones.

Sean p; y p, € M tales que p; < p < p,, entonces, repitiendo la demostracion de la
Afirmacién 2 del teorema anterior, probamos que la solucién de (3.4) con p = p; es una
supersolucién estricta en el sentido de W2, a la que llamamos (t). Una subsolucién
estricta en el sentido de W*! y ordenada, a(t), puede obtenerse repitiendo el argumento
que usamos en la demostracion de la Afirmacién 2. Luego, si escribimos la ecuacién (3.4)
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como un problema de punto fijo u = 7wu, usando el teorema de super y subsoluciones
estrictas y ordenadas en el sentido de W*!, tenemos que

deg(I —7,9Q,0) =1,

donde Q = {ue CY[0,T])):a<u<pf,|u|<Ri}, y Ri es el que obtuvimos en la
Afirmacion 1.

Supongamos que tenemos el operador T definido por
Ty : C([0,T]) — C*([0,T)), v+ u="Tyw
donde w es la tnica solucién de
u' —u=—f)—v+ AP+ ht,v,0) - g(t,v,v)) — (1 =N (*+C)

y C es una constante a determinar.
Dado Py, sea u una soluciéon de la ecuaciéon de punto fijo u = 7yu, para p < py.
Entonces u satisface

" + f(u) + Ag(t,u, ') 4+ (1= N)(u? 4+ C) = AP + h(t,u,u)). (3.9)

Tenemos que

c / ()2t < / () + L))+ Mot o) — Ba(t) @)+ (1= A2 + C)(u) ]t

= A/O D+ h(t,u,u’) — ko(t)](u") " dt

<AL VT + [[kalls + Rzl () o
(3.10)

Luego, [|(uw)*|l2 < 2(|py| VT + ||k1 |2 + ||k2]|2) :== Ry para todo A € [0,1]. Por lo tanto,
()]l < VTRy. Ademés, como 0 = fOT uw'dt = ||(u')" |1 — || («)"]|1, entonces

/|y < 2VT Ry = K.
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Por otro lado, existe ¢ty € (0,7") tal que u(t) —u = ftz ' (s)ds. Asi, |u(t) —a| < T
Luego
|lu =1l < T < TKy := K;.

Ademés, si integramos la ecuacion (3.9), obtenemos
T T T T
/ f(u)dt + )\/ g(t,u,u")dt + (1 — )\)/ (u® 4+ C)dt = \(pT +/ h(t,u,u')dt)
0 0 0 0
< [Bol T+ VT |k o
(3.11)

f)

u/

Por la hipétesis 1, sabemos que < d, entonces |f(u')] < d|u|, asi

T
/ f(u’)dt' < dll|; < dK,.
0

Por lo tanto
T T
A/ g(t,u,u)dt 4 (1 — A)/ (u? + C)dt < dKo + [Bo| T + VT ||k |2 :== Ro.
0 0

Pero, por la hipotesis 4,

T T
lim A/ g(t,u—ﬂ—l—ﬂ,u/)dt—i—(l—)\)/ (u—u+u)? + C)dt = +o0
0 0

[u|—0

uniformemente en A € [0, 1], entonces existe Ky > 0 tal que [u] < Ko.
Multiplicando la ecuacién (3.9) por u” e integrando, obtenemos que

T T
|2 = A /0 Bt ) — gt u, Yo" dt + (A — 1) /O w2l dt

< (|[kill2 + [[Eall2) [ ]]2 + (K1 + Ko)2VT[|u” |-
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Ademads, como existe t; tal que u/(t1) = 0, deducimos que
T
WO [ WVl < VT (s + ) + (3 + K)VT) = B
0

Asi ||u']|oo < R3. Luego, u # Thu si u € 0Bg(0), para R lo suficientemente grande.
Finalmente, si A = 0 y C' > dKj, tenemos la ecuacién v” + f(u') +u? + C = 0. Si
la integramos, obtenemos que

T T
/ wldt + C = / f)dt < d||v||; = dK,.
0 0

Por la eleccién de C, obtenemos que fOT u? < 0, absurdo. Entonces, no hay solucién
para A = 0.

Ademas, podemos elegir R > 0 lo suficientemente grande tal que 2 C Bg(0) y que
para todo p < P, el problema (3.4) no tenga solucién en dBx(0) C C*([0,T]). Entonces,
por la propiedad de invariancia por homotopia,

deg(I — T, Bp(0),0) = deg(I — T, B(0),0) = deg(I — Ty, Br(0),0) = 0.

Y ahora, la existencia de una segunda solucién en Br(0)\$2 se sigue de la propiedad de
escisién del grado, ya que si no hubiera solucién en Br(0)\(2, entonces

0=deg(I —T,Bg(0),0) =deg({ —7,9Q,0) =1,

lo cual es absurdo. O



Capitulo 4

Un caso particular: la ecuacién del
péndulo

4.1 La ecuacién del péndulo

Consideremos la ecuacién del péndulo con friccion
u" + cu' + asinu = h(t) (4.1)

donde, sin pérdida de generalidad, ¢ > 0, a > 0, y h es T-periédica, para algin periodo
T y correspondiente frecuencia w := 2% Por simplicidad, supongamos que h es continua.

Una solucién T-periédica de la ecuacién (4.1) es una solucién u : R — R tal que
u(t +T) = u(t) para todo t € R. Si integramos la ecuacién (4.1) en [0,7], vemos
inmediatamente que una condicién necesaria para la existencia de una solucién T-
periédica de la ecuacién (4.1) es

1 T
— h(t)dt| < a.
[ o] o

Algunas preguntas que pueden hacerse sobre el problema T-periédico (4.1) son las
siguientes:

58
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1. Determinar las propiedades que tiene el conjunto
M ={h € C([0,T]) T-periédica : (4.1) tiene solucién} .
Es decir, la imagen del operador no lineal

et asing)
dtQ Cdt a S1n

en el espacio de funciones C? T-periddicas.
2. Para h € M, estudiar la multiplicidad de las soluciones T-periddicas.
3. Para h € M, estudiar la estabilidad de las soluciones T-periddicas.

4. Buscar la existencia de otras soluciones y estudiar las propiedades del conjunto
de todas las soluciones.

Respecto a la multiplicidad, es claro que si u es una soluciéon T-periddica de la
ecuacion (4.1), lo mismo vale para uw = 2kmw, k € Z. Por lo tanto, consideramos que
uy y ug son soluciones T- periddicas distintas de la ecuacion (4.1) si no difieren de un
multiplo de 2.

4.1.1 El método de Poincaré

Sea u(t, x) una solucion de (4.1) tal que
w(0,2) =z, u'(0,7) = w9,

y sea
P:R?* - R?* s [u(T,x),d (T, ).

Entonces u(t, ) es una solucién T-periédica de (4.1) si y s6lo si x es un punto fijo de
P. P se conoce como el operador de Poincaré. Observemos que P estd definido en R?
pues sinu es una funcién acotada.
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4.1.2 El método de Lyapunov-Schmidt

El método de Lyapunov-Schmidt se basa en el siguiente resultado elemental.

Lema 4.1.1 u=1u+ @ es una solucion T-periddica de la ecuacion (4.1) si y sdlo si es
solucion del siguiente sistema

W'+ ct’ 4+ asin(u + a) = (u +a) + h(t),
asin(u —1—11)

(4.2)

D‘IU

En el método clasico de Lyapunov-Schmidt, la primer ecuacién de (4.2) se resuelve
para @ con u fijo (usando algin teorema de punto fijo, de la funcién implicita o la
teoria de puntos criticos) y esa solucién se reemplaza en la segunda ecuacién , lo cual la
convierte en una ecuaciéon de bifurcaciéon unidimensional. El sistema equivalente (4.2)
se puede estudiar directamente con teoria de grado o de puntos criticos.

4.1.3 Meétodo de super y subsoluciones

El método de super y subsoluciones para las soluciones periddicas de la ecuacién (4.1)
consiste en la siguiente afirmacion.

Lema 4.1.2 Si « y 3 son de clase C?, T-periddicas y tales que, para todo t € R,
aft) < B(t)
2. d"(t) + cd/(t) + asina(t) > h(t) > "(t) + cf'(t) + asin 5(t),

entonces (4.1) tiene al menos un solucion T-periddica u tal que a(t) < u(t) < G(t) y
|W/| < R para algin R > 0.
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4.1.4 Teoria de puntos criticos

El punto de inicio para el uso de un método variacional o de la teoria de puntos criticos
para las soluciones periddicas de la ecuacién del péndulo es la siguiente observacién
clasica.

Lema 4.1.3 u es una solucion T-periodica de
u” + asinu = h(t) (4.3)

st y solo si u es un punto critico del siguiente funcional
. T U//Z(t)
Ap:Hp - R, uw— 5 + acosu(t) + h(t)u(t) | dt.
0

Se pueden aplicar varias herramientas de la teoria de puntos criticos a la ecuacién (4.3),
como por ejemplo lema del paso de montana, teoria de Lyusternik-Schnirelmann, teoria
de Morse, minimizaciéon. Para este mtodo, se prueba que

1. Aj es acotado inferiormente,
2. Ay, es T-periddico.

Por ser acotado inferiormente tiene un infimo, y por lo tanto, una sucesion (u, ),en que
converge al infimo. Por la periodicidad, se pueden sumar constantes de manera que la
sucesion resulte acotada. Por lo tanto, tiene una subsucesion convergente a la solucién.

4.1.5 Resultados validos para cualquier ¢, a, T'y h

Reescribimos la ecuacién (4.1) de la siguiente manera
U’ + cu' + asinu = h+ h(t). (4.4)

Los siguientes resultados son ahora clasicos, sus demostraciones usan el argumento
de Lyapunov-Schmidt, teoria de grado topolégico y super y subsoluciones.
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Teorema 4.1.4 Para cada h € LY, T-periédica, existen
mj, = mj(c,a,T) < M;, = M;(c,a,T)
tales que vale lo siguiente
1. —a<m; <M; <a,y—a=mg<My=a.
2. mj, — my y Mj, — M si hi, — h uniformemente en R.

8. La ecuacion (4.4) tiene al menos una solucién T-periddica si y sélo si h €
[mj,, M.

4. La ecuacion (4.4) tiene al menos dos soluciones T-periddicas distintas si h €
(mg,, Mj).

5. 8t mj, = M, la ecuacion (4.4) tiene, para cada & € R, al menos una solucion
T-periodica v con u = £.

En particular, el conjunto M es cerrado y
M= | lmy, M) x {h} C [~a,d] x Cr,
iLEéT

donde Cp = {he CR):h(t+T)=h(t) para casi todot €R, y h =0}.

4.1.6 Problemas abiertos y resultados parciales: encontrar un
elemento explicito en [m;, M;]

Teorema 4.1.5 Si c =0, entonces 0 € [m;, M;].

El teorema se prueba mostrando la existencia de un minimo global para el funcional
Ap, donde Ay, es el definido anteriormente. La razén del éxito del método de minimiza-
cion es que Ap(u + 2m) = Ap(u) siy sélo si h = 0. Esta propiedad y la coercividad de
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Ay, respecto de h permiten obtener facilmente una sucesién minimizante acotada para
Ayp,. La propiedad de periodicidad de Aj cuando h = 0 permite ademés el uso de un
argumento de tipo Lusternik-Schnirelmann para probar directamente que A;, tiene dos
puntos criticos distintos. Otra prueba distinta de este hecho usa el teorema generalizado
de Poincaré-Birkoff.

Utilizando teorfa de grado se ve que si h € (mj,, M;), entonces el problema tiene
dos soluciones, pero no se conocen prebas del Teorema 4.1.5 que usen teoria de grado.

Teorema 4.1.6 Si 7 > %\/g||ﬁ||2, entonces 0 € (mj, M;)

Este resultado se prueba utilizando argumentos de teoria de grado topoldgico.

La pregunta se extiende entonces a saber si 0 € [mj, M;]| para cada ¢ > 0. Una
respuesta negativa fue dada por un contraejemplo de Ortega, mejorado luego por uno
de Alonso, muestra que para cada ¢ > 0 existe Ty = Ty(a, ¢) tal que para cada T' > Tj,
0 ¢ [my, M].

4.1.7 Problemas abiertos y resultados parciales: probar o re-
futar la existencia de alguna h para la cual m; = M;

Este problema sigue abierto. Se conocen los siguientes resultados parciales.
Teorema 4.1.7 FEl conjunto {71 eCr: mj, < Mﬁ} es un abierto denso.

Esto se prueba utilizando varios argumentos, en particular con una version genera-
lizada del teorema de Sard-Smale. Por lo tanto, en general, [mj,, M;] es un intervalo no
degenerado.

Teorema 4.1.8 Para c =0, el conjunto

{EECN'T: lim m,; = lim M,\EZO}

|Al—o0 |A|—o0

contiente un subconjunto abierto denso de Cr.
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Esto fue probado por Kannan y Ortega, quien ademas dio un ejemplo que muestra
que este conjunto no es abierto en general. La demostracién utiliza un lema de Riemann-
Lebesgue y técnicas de analisis asintético.

4.2 Aproximacién del conjunto M
Supongamos que tenemos la siguiente ecuaciéon mas general
u' + f(u) 4+ Asin(u) = p + p(t). (4.5)

Proposicién 4.2.1 Sea f : R — R wuna funcion continua, A € R y K € (0,7).

2

Entonces para todo p € Y que verifique ||p||z < KT\/T’ existe py € R (independiente de

A) con
ol < max{lf(y)| I ?nm}

tal que (4.5) tiene al menos una solucion T-periddica para todo p tal que

T— K

[P — Dol < Asin
y dos solucionces T-periodicas si la desiqualdad es estricta.

Demostracién Sea 7 = K(I — P)N donde K : Y € L*(0,T) — X C C*([0,T]) es el

inverso compacto del operador Lu = u”,

1 (T
P:L*0,T) - R, uw~ Pu= ?/ u(t)dt
0

es la proyeccion y

N :CY[0,T])) — L*(0,T), ur Nu=p— f(u).
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El operador 7 es compacto y acotado entonces, por el teorema de punto fijo de Schauder,
existe ug € X tal que ug = 7 ugy. Esta ecuacién es equivalente a

=P — f(ug) + Pf(uo). (4.6)

Multiplicamos por u e integramos, obtenemos

T
|3 = / BOy®)dt < [|5lalll e,

luego ||uglla < [|p]]2- 3
Por otro lado, como uo € X, por el teorema de Rolle, existe ty € (0,7 ) tal que

ug(to) = 0. Entonces wug(t ft ug(s)ds. Como fo up(s)ds = 0, fo up)t = fo =

%fOT |ug|. Entonces

! I+ 1 / 1 T / 1 /
o) < [ (wo)™ =5 [ fugl =5 [ Jugl < SV Tluglle.
to to 0

Ademss, por la desigualdad de Wirtinger, sabemos que |[uo|l2 < £ [lugllo. Y, por partes,
T/, N2 T » < " L
JE ()2 = — 7 o < [[uallioll>- Luuego, tenemos que
VT

luglls < S—llugllallugl2-

Entonces [[uj|l2 < L ugl|s. Por lo tanto

VT \/_T VT

luollee < Z—lluplle < H olla = ——lluglla-
47

As [|uolloo < |5
Luego, para todo t; y o,

VT

[uo(t1) — uo(ta)| < |uo(ty)] + |uo(ta)| < ?Hﬂh < K.
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Seap, := Pf(ug). Por integracién directa de (4.6), obtenemos que Tﬁo fOT fug)dt

La cota para |p,| se sigue de que fo = 0, entonces fo )= fo = %fOT lug).
Por Rolle, existe ty € (0,7) tal que u (tg) =0 por lo tanto

! " ! " 1 ! " ﬁ "
[ utseas| < [ witsas <5 [ pugtolds < 5l
to to

to
Luego [[upllee < % [luflla < (5]l

Jug ()| =

Elegimos constantes ¢ ye tales que a(t) :=ug(t) + 1 € [ — 5,2+ K]y B(t) :=
up(t) 4+ o € [ — & 3% + K] También fijamos p tal que |p — py| < Asin 55 K . Veamos

que « es subsolucion de 1a ecuacién (4.5), en efecto, por la elecciéon que thlIIlOS de ¢y,
tenemos que

o'+ f(a)+ Asina = ug + f(ug) + Asm(uo +c¢1) =p+ Py + Asin(ug + ¢1)

zﬁ—l—ﬁ—Asin + Asin(ug + ¢1) > p + Py
Analogamente se prueba que (3 es supersolucién de la ecuaciéon. Ademaés observemos que
a(t) < B(t) paratodo t € [0,T]. Aplicando el resultado clésico de super y subsoluciones,
obtenemos la existencia de al menos una soluciéon T-periédica de la ecuacién (4.5).
Finalmente, el resultado de multiplicidad es consecuencia directa del teorema visto
en el capitulo anterior; ya que en nuestro caso, el intervalo (a,b) = (p, — Asin ==& p, +

K)'

O

Si f es una funcién lineal, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.2.2 Sean ¢ y A € R, y K € (0,7). Entonces, para todo p € Y tal que
IBll2 < K727 y cualquier b tal que

— K
5| < Asin ~ —



Capitulo 4: Un caso particular: la ecuacion del péndulo 67

la ecuacion
u' +cu' + Asinu =p+ p(t)

tiene al menos una solucion T-periodica, y dos si la desigualdad es estricta.

Demostracién Repetimos la prueba anterior, en este caso p, = P(cuy) = c¢P(ug) =0,
pues ug es T-periddica. O

Observacion El corolario dice que, en particular, el conjunto
{p:0€ (ms M)}

es un entorno del 0 en L?



Capitulo 5

Aplicaciones a sistemas

5.1 Existencia de soluciones periddicas para ciertos
sistemas no lineales

En este capitulo estudiaremos una generalizacion de lo visto en el Capitulo 3. Dado el
problema

{ u" 4 f(u') +g(t,u) =p (5.1)

donde f: RN — RY vy ¢g:[0,7] x RY — RY son funciones continuas y p es un vector
de RY. Ademés supondremos que f es acotada y g es acotada por una funcién de L?
en el siguiente sentido: existe alguna h € L?(0,T) tal que |g(¢,x)| < h(t) para casi todo
t € [0,T] y todo x € RY. Consideramos el conjunto

Z = {p € R"/ el problema (5.1) tiene solucién }

Proposicién 5.1.1 T es un conjunto no vacio, acotado y conexo de RV

68
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Demostracion Veamos que el conjunto Z es no vacio. Consideremos los espacios

X = {x € H*((0,7),RY) : 2(0) = =(T), 2/(0) = 2/(T), /O z(t)dt = 0}

Y = {x € L*((0,T),RM) : /OT:c(t)dt = o}

Sea T = K(I — P)N, donde K : Y C L*0,T) — X C C'([0,7]) es el inverso
compacto del operador L : X C C'([0,T]) — Y C L?(0,T), Lz = —x",

1 T
P:L*0,T) — R" es el proyector x + T/ xdt
0

N Cl([O’T]) - L2(07T)7 T = f(fL‘/) +g('7$)'

T es un operador compacto y acotado, entonces el teorema de punto fijo de Schauder
nos da una solucién de la ecuacion u = 7u. Esta ecuacién es equivalente a

—u" = f(u) + g(t,u) = P(f(u) + g(-, u))

w(0) = u(T),u'(0) = u/(T).

Lo que prueba que p = P(f(v') + g(-,u)) € Z.
Veamos que Z es acotado. Supongamos que u es una solucién de (5.1), si integramos

el sistema obtenemos

T T

/ f(u’)dt+/ g(t,u)dt =Tp
0 0
Asi .
T overtinep| < Tfllw+ [ Ih(O)]dt < T Fo -+ 1],
0
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Luego, obtenemos que si la ecuacién (5.1) tiene solucién, entonces

. 111l
< 0 T
Pl <l +

Falta ver que Z es conexo. Consideremos

X = {u e C([O,T])//OTu(t)dt - o}

K : X — X tal que, para cada ¢ € X, u = Ky es la tnica solucién en X de

N
|
Q
~—
Q
\‘@#
=
Q
—~
=)
=
~—

N :C(0,T]) — RY, Nu = L [T(—f(u (t,u — X (Nu)(t) =
—f(u') = g(t,u) — Nu. Para cada u € C([0,T]), u = 7 [, u(t)dt, & = u —u. Entonces,
el problema (5.1) es equivalente a

Sea Z:{(H’a)eRNxx/ﬂ:KN(ﬂjLﬂ)}

Afirmamos que para cada A € RY, existe un subconjunto conexo ¥4 C X con proygn X4 =
{u/ (u,u) € L4} =tA, donde t € [—1,1].

En efecto, para cada w el operador 7 : X — X Tu = KN(E, @) es acotado y
compacto. Entonces, por el Teorema de Schauder, existe u € X tal que u = 7. Asi,
proygn X = RY. Ademds, como 7 es acotado, existe R > 0 tal que ¥ C RV x Bp.

Sean
K ={(u,u) € ¥/ u=1tApara algin t € [-1, 1]}
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K, ={(u,u) e X/u=r}

El conjunto K es compacto y K44 son subconjuntos no vacios y disjuntos de K.
Supongamos que no existe un subconjunto conexo ¥4 de K uniendo K, y K_4.
Entonces existen compactos disjuntos C'y D K4y C_4 D K_scon K =C_4,UCy. Asi
podemos encontrar un abierto 2 C {:U eERN/x=1tAcont< 1} X Brtal que C_4, C Q
y CaNQ =0. Sea
Q. ={ae X/ (ra)eQ}

Si definimos F, (@) = @ — KN (i + r), entonces deg(F,,$,,0) es constante si F, (i) # 0
para toda u € 0f2,. Supongamos que existe u € 02, tal que F,.(a) = 0, entonces
(r,a) € 9Q. Asi (r,u) ¢ Cy. Pero C_4 C §, con C_ 4 compacto, entonces C_ 4N = (),
luego (r, @) ¢ K; lo cual lleva a un absurdo, que provino de suponer la existencia de una
tal @. Por lo tanto, deg(F, €., 0) es constante para todo r. Entonces, por propiedades
del grado, tenemos que

1 =deg(F_a,Bgr,0) = deg(F_4,Q_4,0) = deg(F4,Q24,0) =0

que lleva a una contradiccion. Luego Z es conexo. 0

En el caso de que la funcion g(t, u) sea periédica en u podemos dar més informacién
sobre el conjunto Z, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.2 Supongamos que tenemos el sistema (5.1) con las mismas hipdtesis
de la proposicion a]?ter’ior, y ademds g;(t,u + Tje;) = gj(t,u), donde T; € R, para
j=1.,Ny {ej}j:1 es la base candnica de RN. Entonces T es no vacio, conezo y
compacto.

Demostracion Por la Proposicién 1.1, el conjunto Z de p para los cuales el sistema
tiene solucién es no vacio, acotado y conexo en RY. Para ver que es un conjunto
compacto, basta ver que es cerrado.
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Afirmamos que si u es solucién de (5.1), entonces la i-ésima coordenada de u' estd
acotada en norma infinito. En efecto, si consideramos la i-ésima ecuacién de (5.1)

uf + f(u)i + g(t,u)i = B,
la multiplicamos por ! e integramos obtenemos la siguiente estimacion
2
i 15 < oo VT 1 Nl + 1Pl N1 1l

Asi
ulll, < VT If] + ||All,

Por otro lado, como u(0) = u(T"), sabemos por el teorema de Rolle que existe ¢y € (0,7)
tal que u'(ty9) = 0. Entonces

¢
/ u (s)ds
to

Luego |[uj]|, < K; como querfamos ver.

[ui(t)] = <VT||ullly < T1f]+ VT ||hll, = K

Probemos que Z es cerrado. Sea (p¥)ren una sucesién en Z tal que p* — p cuando
k — oo, vy sean (u¥)ren las correspondientes soluciones de (5.1). Por periodicidad
de g;, podemos suponer (sumando un multiplo de 7; si fuera necesario) que la i-ésima
coordenada de u*(0) verifica que u¥(0) € [0, T;]. Entonces

i (t)] =

Wk (0) + / (ubY(s)ds

ST+ T W), < T+ T

Asi, la i-ésima coordenada de cada u* estd acotada en norma infinito, luego la sucesién
(uF)ren es acotada en H?(0,T). Como H?(0,T) tiene clausura compacta en C1([0,T)),
existe una subsucesion convergente a una funciéon v € C'*([0,T]) y pasando al limite en
(5.1) con p = p¥, se sigue que u es solucién de (5.1) con p = p. O
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5.2 Geometria de 7

Estudiaremos la geometria del conjunto Z para un problema particular. Por simplicidad,
supondremos que N = 2. Tenemos la siguiente genrealizacion a sistemas del teorema
de sub y supersoluciones. La demostracién para el caso f Lipschitz se encuentra en
[20], el caso en que f es continua se prueba como en [1].

Teorema 5.2.1 Dado el sistema
o' = f(t,u),
bajo condiciones periddicas
w(0) = u(T),u'(0) = u'(T).

Donde f : [0,T] x RY — RN es continua. Supongamos que existen o y 3 sub y
supersoluciones periodicas del sistema respectivamente, es decir

05;./ > f(t7A17 ...,Aj_l,@j,Aj—i-l; -"’AN>
ﬂ;./ < f(tjAl, ...,Aj_l,ﬁj,Aj—&—l) -'-aAN)
VA € R/ ait) < Ai < Bilt),i # J,

de manera que o; < 35, V3 = 1,...,N. Entonces el problema tiene al menos una
solucion u, con a < u < [3.

Utilizaremos el resultado anterior para probar que, bajo ciertas hipétesis, podemos
encontrar un rectangulo no trivial en el conjunto Z.

Proposicion 5.2.2 Supongamos que tenemos el siguiente problema:

W+ g(ur) + hug) = p(t) +
{ U(O)gz u(T), '(0) :pu'(Tf (5.2)
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donde u = (uy,uz) y g = gluy), h = h(uz) : R — R? son funciones continuas y
periddicas, es decir, existen Ty, Ty € Rsq tales que g(uy +T1) = g(uy) y h(us + 1) =
h(usz). Supongamos que o', p" € T de forma tal que D, > P}, i = 1,2 y ademds

—=//

—

Ki= sup hy— inf h < P h
az<us<fB2 a2 <uz< B2 2

= =

K2 = sup go — inf Jo S u
a1 <u1<p1 a1<u1<p1 2

donde a = (a1, ), y B = (P1,B2) son soluciones de (77) con D' y p" respectivamente.
Entonces el conjunto [p] + K1,p) — Ki| X [Py + Ka, 7y — K] C Z.

Demostracién Como a = (a1, a2) y # = (81, 52) son soluciones de (5.2) para p = p'
y D = D" respectivamente, entonces

of + gi(on) + hi(ag) = pi(t) + 7}
ay + go(on) + ha(ag) = pa(t) + 1
Asi
O/ll + 91(061) + h1<U) = Ck/ll + gl(ozl) + hl(a2) + hl(’U) — hl(ag) Z ]31<t> +]_?/1 — H1

g + g2 (v) + ha(ag) = ay + ga(an) + ha(az) 4 g2(v) — ga(an) > Pa(t) + Py — Ha
Para todo v € C1([0,T])/a(t) < v < B(t).

Luego a(t) es subsolucién de
u” + g(ur) + h(usz) = p(t) +p

u(0) = u(T),/(0) = /(T
para todo p = (p;,p,) tal que p, <, — K, i = 1,2
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Andlogamente, se prueba que (3(t) es supersolucién de
u’ + g(ur) + h(uz) = p(t) +p

u(0) = u(T),u'(0) = (T

para todo p = (py,P,) tal que p; > p + K; para i =1,2.

Por periodicidad de g y h, podemos elegir los minimos ki, ky € Z tales que «; <
G; + kT = Bz-, i = 1,2 y siga valiendo la definicién de K; y Ky. Asi ay B son,
respectivamente, sub y supersolucion de

{ u’ + g(uy) + h(ug) = p(t) + D
u(0) = w(T),u'(0) = u/(T),

para todo p = (py, ;) tal que py + K1 < Py < py — K1 y Py + K <P, <P, — K». Luego,
por el teorema anterior, existe u € C'([0,T]), a(t) < u(t) < B(t), solucién de (5.2). O

5.3 Aplicacion de un teorema de formas bilineales
a un sistema de ecuaciones no lineales

Supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

{ u’ +VG(u) =pt) +p
uw(0) = u(T),u'(0) = u'(T)

donde G € C*(R",R),p e R" y p € C(|0,T],R") de promedio nulo.
Queremos estudiar el conjunto

Z(p) = {p € R"/ la ecuacién (5.8) tiene solucién }.

Para ello emplearemos un teorema de formas bilineales, que requiere los siguientes
lemas algebraicos previos y propiedades de series de Fourier.
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Lema 5.3.1 Sea V' un espacio vectorial real y sea H : V x V' — R una forma bilineal
simétrica en V. Supongamos que V = X @& Z tal que H(x,z) >0 siz € X,z #0 y
H(z,2)<0size Z,z#0. Si Hv,w) =0 para todo v € V, entonces w = 0.

Demostracién Supongamos que V tiene dimensién infinita. Seaw € V' 'y H(v,w) =0

para todo v € V.Como V es suma directa de X y Z, existe v € X y z € Z tales que
w = x + z. Por la bilinealidad y simetria de H, tenemos que

O0=H(w,x—2)=H(x+z,z—2)=
H(z,x) — H(z,2)+ H(z,2) — H(z,2) = H(z,x) — H(z,2)
entonces H(x,x) = H(z,z), como H(x,z) >0y H(z,2) <0, H(z,z) = H(z,2) = 0.

Entonces, por las hipotesis del lema z = z = 0 y por lo tanto w = 0. O

Lema 5.3.2 Sea V' un espacio vectorial tal que existen subespacios X eY con V =
X@Y. SiY esde dimension finita y Z es un subespacio de V' tal que X N Z = {0} y
dim(Y) = dim(Z) entonces V=X @ Z.

Demostraciéon Consideremos la siguiente sucesion de aplicaciones lineales
i J
Z—-V SV/X

donde i es la inclusién y j es la proyeccién canénica de V' en el espacio cociente V/X.
Como el niicleo de la composicién joies X NZ = {0}, entonces joi es inyectivo. Pero
como V=Xa&Yydm(Y)< oo,

dim(V/X) = dim(Y) = dim(Z)
asi que j o i es sobreyectivo. Sea § = (j o)7L
triangulo

Por la conmutatividad del siguiente

RN

Ooj

V Z
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sigue del teorema universal para grupos abelianos que

V=Im@i)® Ker(loj)=2dX

Definicién Sea M € R™*", decimos que M es positiva si
vMvt >0, para todo v € R™
Y lo notamos M > 0.

Teorema 5.3.3 Sea @ : [0, 27] — R™™ una matriz simétrica, continua y 27— periédica.
Supongamos que existen A, B € R™"™ simétricas tal que

A<Q(t)<B, tel0,2n], (5.4)
es decir, Q(t) — A, B—Q(t) > 0, y vale

N2 <\ < g < (N + 1) (5.5)
Para ciertos enteros N > 0, k=1,... ,n, en donde \y < A < ... <\ y g < g <

... <y, son los autovalores de A y de B respectivamente.
Entonces la inica solucion 2m—periodica del sistema

w4+ Qt)w=0 (5.6)
es la trivial.

Demostraciéon Sean vq,...,v, v wi,...,w, los autovectores de A y B respectiva-
mente tales que
Avy, = Mvg, Ok, vj) = Ogj,

Bwy, = ppwy, (Wi, w;) = Okj,
para j, k=1,... ,n, donde (, ) es el producto interno usual de R". Sea
V ={z € C*(R,R") : z es 27-peritdica} .
Definimos los siguientes subespacios X, Y y Z de V:
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l.zeXsi .
o(t) =Y fult)wy,
k=1
donde .
fr(t) = Z (ck, cosrt + dy, sinrt),
7‘=Nk+1

donde Ny, verifica (5.5), ademds fy y la serie de sus derivadas término a término
convergen uniformemente en R;

2. yeYsi
y(t) = gr(t)w,
k=1
donde
Ny
gr(t) = cp, + Z(Ckr cosrt + dy, sinrt).
r=1
3. z€ Zsi .
2(t) =) hi(t)u,
k=1
donde
Ny
hi(t) = pry + > (pr, cosTt + gy, sinrt),
r=1

donde vy, son los autovectores de A.

Claramente V = X @Y. En efecto, si v € V, v(t) = >_7_, (v(t), wg) wy. Como
(v(t),wy) € V, se sigue de la teoria de series de Fourier que (v(t), wg) = gx(t) + fr(t)
donde f; v gi estan determinadas de forma tinica y tiene la forma dada anteriormente.
Definimos la forma bilineal simétrica real H en V' de la siguiente manera:
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Siu,veV,
H(u,v) = /0 ﬂ((’d'(f)’v'(t» — (u(t), Q(t)v(t)))dt.

Afirmacion 1: H es definida positiva en X.
En efecto, sea z € X, por (5.4) tenemos que

H(z,x) Z/0ﬂ((l”(t)ax'(m—<$(t)7Bl’(t)>)dt- (5.7)

Pero, como z € X, se escribe de la forma x(t) = >} _, fe(t)wy, usando que {wy},_,
es una base ortonormal de autovectores de B, la definicion de f;, y la férmula de Parseval,
se sigue que

JRCCRCREOREITES oy MV ULTES 9Ty M 1C
—ZZ m(r? — ) ( Ck+d2) 0

k=1 r= Nk+1

donde la igualdad vale si ¢y, = di, = 0, para k =1,... ,nyr > N, + 1 ya que, de
acuerdo con (5.5), 2 > py, si r > Ny + 1. Por (5.7) vemos que H(z,z) >0siz € X y
x # 0.

Afirmacion 2: H es definida negativa en Z. En efecto, z € Z, se escribe de la forma
z(t) = > r_; hi(t)vy,. Por la definicién de H, la de hy, (5.4) y que {vx};_, es una base
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ortonormal de autovectores de A, se sigue que
2
H(z,2) < / ((2'(1), 2 (t)) — (2(t), Az(t)))dt
—Z/ he(t dt—Z)\k/ (t)2dt
- 2 L
=> Z (k. + 4i.) Z A (%pio + ) w(pf, + qir)) <0
k=1 r=1

k=1 r=1

donde la igualdad vale s6lo si py, =0 parak=1... ,n,r=0,..., Ny v g, = 0 para
k=1...,n,7r=1,... Ng pues, por (5.5), 72 < A, si r < Nj. Esto muestra que H es
definida negativa en 7.

Como H es definida positiva en X y definida negativa en Z, tenemos que X N Z =
{0}. Més atin, comparando y(t) y gx(t) con z(t) y hg(t), se ve que

n

dim(Y) = dim(Z) = _(2Nj, + 1).
k=1
Como vimos anteriormente, V = X @ Y, aplicando el Lema ??7 que demostramos
previamente, se sigue que V = X @& Z. Podemos aplicar el Lema 7?7 para concluir que
si H(v,w) = 0 para todo v € V entonces w = 0.
Para finalizar la demostracién el teorema, supongamos que w € V satisface (5.6).
Si v € V es arbitrario, entonces

[ = o) - o, ey =o.

Integrando el primer término por partes y considerando la periodicidad de v y w,
tenemos que

H(v»w)=/0W(<v'(t)aW'(t)>—<v(t)7Q(t)w(t)>)dt=0~
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Como v € V es arbitraria, w(t) = 0 para todo ¢t. Esto concluye la demostracién del
teorema. 0J

Observemos que si tenemos un periodo 7' cualquiera el teorema sigue valiendo, pero

en vez de tener directamente los Vi, tendriamos 2”%\[ L para Ni € Nj.

Recordemos que queremos estudiar el conjunto
Z(p) = {p € R"/ la ecuacién (5.8) tiene solucién }.
Proposicién 5.3.4 Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

u" +VG(u) =p(t) +p
{ u(0) = u(T),u'(0) = u'(T), (5.8)

donde G € C*(R",R), p € R" yp € C([0,T],R™) de promedio nulo. Supongamos que
tenemos p, € Z(p), sea uy solucion de (5.8) para p = p,. Si existen A, B € R"™*"
simétricas tales que

A< d®G(ug) < B, t€l0,T)

de manera que st Ay < Ao < ... < ANy ypp < o < ... < u, son los autovalores de A y

de B respectivamente, entonces existen enteros Ny >0, k=1,... ,n tal que
21N\ 2 o1 (Np +1)\°
<M <pp<|——m| .
< T ) k> Mk ( T

Entonces, D, es un punto interior de Z(p), es decir, existe V' entorno abierto de p, tal
que V C IZ(p).
Demostracion Definamos el siguiente operador

F:H xR"—L? (u,p)—u"+VG(u)—p—7.

Observemos que, como 1 es solucién para p = Dy,

F(UO7Z_?O) =0.
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Por otro lado, la diferencial de F' respecto de u en (ug, ) es

F(ug + tp,py) — F(uo,Dy)

t—0

t
W+ t¢" + VG (ug + t) ﬁ 6 — uwly — VG(ug) + P+ pg

156
" VG(UO +tp) — VG(UO)
= ¢" + d*G(uo)o.

Como suponemos que d*G(ug) cumple las hipétesis del Teorema 5.3.3, D, F(ug, D) :
H?,. — L? es un monomorfismo. Por la Alternativa de Fredholm (ver [3]), Dy F(uo,B,)
también resulta epimorfismo, luego es un isomorfismo. Entonces, por el Teorema 1.3.3,

existe V' entorno abierto de p, y una funciéon v : V — Hgﬂ tal que

Fu(@).) =0, para todo B € V.
por lo tanto V' C Z(p). O

Observacién Otra forma de ver que D, F(ug,P,) es un ismomorfismo es cuando el
Hessiano de G es definido negativo estrictamente, en un conjunto de medida positiva.
Puede verse multiplicando por u e integrando por partes.

Observacion Supongamos que G es periddica en cada coordenada, podemos probar,
utilizando métodos variacionales, que 0 € I(p). Para ello definimos el operador

u/2

A:R"® Hy((0,7),R") — R", u»—>/ < —G(u)—l—ﬁu)dt
0

y procedemos como en el Lema 4.1.3 con el método de minimizacion.
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