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Introduccion

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable modelada sobre R™ que tiene
una estructura de grupo tal que las operaciones son C'*°. Algunos ejemplos conoci-
dos son el grupo general lineal GL,(k), el grupo unitario y el grupo ortogonal. De
la misma manera un grupo de Lie-Banach es una variedad diferenciable, modelada
ahora sobre un espacio de Banach FE, con las operaciones de grupo C*°. Podemos
encontrar como ejemplo de esta estructura al grupo de operadores inversibles de un
espacio de Hilbert GL(H), como asi tambien el grupo unitario U(H) C GL(H).
Esta tesis estd dedicada a estudiar dos de los problemas centrales en la teoria de
grupos de Lie-Banach: la existencia de estructura de grupo de Lie en grupos cociente
G/N y la integrabilidad de dlgebras de Lie-Banach. Un resultado clésico de la teoria
de grupos de Lie en dimension finita es el teorema de Ado, que garantiza que dada
cualquier algebra de Lie g existe una representacion fiel en gl(n,R), el dlgebra de
Lie del grupo de automorfismos del algebra; es decir que existe un homomorfismo
inyectivo de dlgebras de Lie g < gl(n,R). Como consecuencia de esto y debido al
teorema de Frobenius, existe un grupo de Lie G cuya édlgebra de Lie es g, o sea que
toda dlgebra de Lie en dimension finita es integrable a un grupo de Lie.

El trabajo fundamental de Van Est y Korthagen del ano 1964 [EK64], muestra
que existen algebras de Lie-Banach que no son integrables. Alli se prueba el siguien-
te criterio de integrabilidad: un dlgebra de Lie-Banach g es integrable si y solo si su
grupo de periodos I1(g) C 3(g) es discreto.

Un ejemplo de un algebra de Lie-Banach no integrable, es el cociente

ud u/Ri(1,/21)

donde u es el algebra de Lie del grupo unitario de un espacio de Hillbert.

Otro resultado clésico en la teoria de grupos de Lie-Banach asegura que el gru-
po topoldgico cociente GG/N de un grupo de Lie-Banach G por un subgrupo de Lie
N normal, el cual parte a G (esto es que L(H) es complementada en L(G)) tiene
estructura de grupo de Lie-Banach [Bo89]. Se sabe que no todo subespacio cerrado
de un espacio de Banach es complementado, por ejemplo en el espacio de sucesio-
nes acotadas [*° el subespacio ¢y de sucesiones convergentes a cero es cerrado y no
complementado por el teorema de Phillips-Sobsczyk. El trabajo de Helge Glockner
y Karl-Hermann Neeb [Ne0Oc] muestra que la hipétesis de que N parte a G no es
necesaria. Debido a esto podremos construir una definiciéon directa del grupo de
periodos II(g), construyendo una extension central de grupos Z — G — G la cual
admite una seccién local. Luego obtendremos el llamado homomorfismo de grupo
de periodos que dard lugar a II(g) y asi arribaremos al criterio de integrabilidad.
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Capitulo 1

Grupos de Lie-Banach

Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean E, F' espacios de Banach y f : & — F' una funcién. Diremos que [ es
diferenciable en v € FE si existe un operador lineal acotado L, € B(E, F') tal que

L fo ) = f@) — Lk =0

lim
Irl—o0 || 2 ||

En ese caso al operador L, lo denotamos df, leido como diferencial de f en v, lo

anotaremos tambien como f,,. Si f es diferenciable, tiene sentido preguntarse sobre
la continuidad de la funcién df : E — B(E, F) dada por

df (v) = df,.

Esta funcién es usualmente no lineal. Cuando es continua en un abierto U C F,
decimos que f es C' en U. Como B(E, F) es un espacio de Banach, puede suceder
que la funcién df : E — B(FE, F) sea diferenciable en U. Si lo es diremos que su
diferencial d(df) = d*f es la diferencial segunda de f. En general, una funcién que
tiene k diferenciales sucesivas en U C F y la de orden k es una funciéon continua, es
una funcién C* en U y lo anotaremos como f € C*(U). Una funcién es C* cuando
sus diferenciales de todos los ordenes existen.

Funciones analiticas

Sean F| F' espacios de Banach, denotamos B"(FE, F') al espacio de las funciones
multilineales continuas de E X .... x E (n veces) en F. Si ¢, € B"(FE, F), para cada

7



8 CAPITULO 1. GRUPOS DE LIE-BANACH

x € E definimos ¢,x™ := ¢,(x,....,x). Sea U C E un abierto, una funcién f : U — F
se dice analitica si para cada xy € U existe una sucesion ¢y, ¢, ..., Cp, ... € B"(E, F)
tal que para algun r > 0:

a) 2.7 llenllr™ < oo,

b) f(zo+ ) = f(xo) + > o0y caz™, donde ||z < 7.

Observacién 1.0.1. Si E = K € {R,C} y F es un K espacio de Banach, cada
funcion multilineal ¢, - E™ — F satisface

Cn(21y ey 2n) = 21 ZnCn (1, . 1)

con lo cual cp(z,...,2) = z"c,(1,...,1). De aqui que las funciones analitica son re-
presentadas de la forma Y " z"a, con a, € F.

Teorema 1.0.2 (Teorema de identidad para funciones analiticas). Sea U un entorno
conexoy f,qg: U — F funciones analiticas. Si f = g en algun abierto de U, entonces
f=genU.

Demostracion. Ver [LG] O

1.1. Cartas y Atlas

Dado un espacio de Banach fijo F, una variedad topoldgica M modelada por E
es un espacio topologico M provisto de una coleccién de abiertos U que lo recubren y
una coleccién de mapas (U, ) llamados cartas que consisten de un homeomorfismo
v : U — o(U) C E, con p(U) abierto en E, con la condicién de compatibilidad:
si (V,¢) es cualquier otra carta de M, entonces la funcién de transiciéon ¢ o ! :
e(UNV) C E — E es continua. Un atlas es una coleccién de cartas compatibles
que cubre todo M.

Definicién 1.1.1. Sea (*) alguna de las siguientes categorias: 1. diferenciable,
2. Ck,

3. C,

4. C" o analitica.

Diremos que la variedad M es de clase (*) si las funciones de transicion son
(*). Si N es otra variedad modelada por un espacio de Banach F, diremos que una
funcion f: M — N entre variedades es (*) si para todo par de cartas (U, p), (U, €)
de M y N respectivamente, la funcion Eo fo o™t : E — F es (*) en el abierto
e(U) C E.
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1.2. Grupos de Lie

Definicién 1.2.1. Un grupo de Lie-Banach G es una variedad C', modelada sobre
un espacio de Banach E, tal que las operaciones de producto e inversa son funciones
C'. Esto se puede resumir diciendo que la aplicacion (g, h) — gh™! es diferenciable
como funcion de G x G — G.

Un resultado que probaremos en este capitulo es que todo grupo de Lie-Banach es
C", es decir es analitico.

Una aplicacion ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie si es diferenciable
y es morfismo de grupos.

Denotamos con 1 a la identidad del grupo.

Observaciéon 1.2.2. Sea G un grupo con estructura de variedad diferenciable. Para
g, h, go, ho en G tenemos que

gh™" = (gohg ho(g ' 9) (hg 'h) " hy*

De aqui se ve que G es un grupo de Lie-Banach si y solo si se cumplen las siguientes
3 condiciones:

(GL1) para todo gy € G la aplicacion g — gog de G en G es diferenciable.

(GL2) para todo gy € G la aplicacion g — goggy" de G en G es diferenciable
en un entorno abierto de 1.

(GL3) la aplicacion (g, h) — gh™' es diferenciable en un entorno de (1,1).

Grupos locales

Definicién 1.2.3. Un grupo de Lie-local es una variedad diferenciable K equipada
con un elemento distinguido 1 € K y un entorno abierto V de 1 con dos aplicaciones
diferenciables

m:VxV—-oK

V=V

(la multiplicacion y la inversion respectivamente) que cumplen:
(i) Para cada x € V, m(z,1) =m(l,z) = x.
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(i1) Existe un entorno W de 1 en K tal que m(W x W) C K y

m(z, m(y, z)) = m(m(z,y), z)

cuando x,y,z € W.
(iii) m(z,i(x)) = m(i(z),z) =1 siz e V.

Teorema 1.2.4 (Grupo de Lie local). Sea G un grupo y sean U,V dos subconjuntos
de G' que contienen a 1. Supongamos que U tiene estructura de variedad diferenciable
que satisface las siguientes condiciones:

() V=V"1 V2CU,V abierto en U.
(ii) la aplicacion (z,y) — zy~ de VXV en U es diferenciable.

(iii) para cada g € G existe un entorno abierto V' dee en'V tal que gV'g~' C U
y la aplicacion x v+ grg=' de V' en U es diferenciable.

Luego existe una unica estructura de variedad diferenciable en G con las si-
guientes propiedades:

(o) G con esta estructura es un grupo de Lie.
(B) V es abierto en G.

(v) la estructura de variedad en G y U inducen la misma estructura en V.

Demostracion. (a) Sea A entorno abierto de V' y vy € V tal que vgA C V| luego se
tiene que voA = {v € V : v;'v € A} de aqui se ve que es un subconjunto abierto de
V por (ii). Ademss (ii) implica que las aplicaciones v = vov (A — vgA) , y v = vy v
(vpA — A), son biyecciones diferenciables, una la inversa de la otra y por lo tanto
isomorfismos diferenciables.

(b) Tomamos un entorno W de 1 en V tal que W = W1 W3 C V y existe
una carta (W, ¢, E) de la variedad U cuyo dominio es W. Para cada g € G sea ¢,
la aplicacion gW — E dada por

gW =W — FE

h=gww g 'hs ¢(g " h)

Veamos que las cartas ¢, son compatibles. Sean g; y g» elementos de G tales que
aW N gW # @ luego g5 g1, 9792 € W2 (pues si h = gyw = gow' entonces
g5 g1 = w'w™t € W?) por (a) tomando como vy a g; 'go se tiene que W N gy ' goW
es un abierto de W. Como ¢,, (h) = ¢(g; 'h) = ¢(g; ' g2w’) de aqui deducimos que

Gg (1 W N goW) = d(W N gy g2 W)
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es un subconjunto abierto D de E. Para cada d € D, (¢g,0¢,")(d) = (g5 g1 (d))
es diferenciable porque la aplicacién del item (a) de A en vy A es un isomorfismo di-
ferenciable .

(c) Debido a (b) existe & = (¢,),. atlas diferenciable el cual provee a G

de estructura de variedad diferenciable. Para cada gy € G la aplicacién g EA o9
(9 € G) es diferenciable. En efecto sean ¢, y ¢ € .o tales que f(g'W) C g, luego

dg0 f oy (d) = dy(g09'0""(d) = ¢(g ™ gog'd ™ (d)) = by © Py,

es diferenciable. De aqui vemos que f es un difeomorfismo con esta estructura de
variedad. En particular la condicién (GL1) se cumple.

(d) Sea vy € V. Por (ii) existe un entorno abierto A de 1 en W tal que vgA C V.
Esto dice que V es abierto en G. Por (a) la aplicacién v — vov de A en 1A es un
difeomorfismo con la estructura inducida por U. Por (c) la estructura de variedad
en G y U inducen la misma en vyA y luego en V.

(e) Por (d) (ii) y (iii) las condiciones (GL2) y (GL3) se cumplen. Luego G es
un grupo de Lie.

(f) Si una estructura de variedad sobre G es compatible con la estructura de
grupo de G y es tal que V' es una subvariedad abierta de G entonces (d)g)gEG es un
atlas de G. De aqui la unicidad de la proposicion.

O

Lema 1.2.5. Sea G un grupo de Lie. Dado A C G denotamos (A) C G al subgrupo
generado por los productos finitos de elementos de A y sus inversas. Notaremos Gy
a la componente conexa de la identidad de G. Tenemos que:

(i) Gy es un subgrupo invariante, es decir normal.
(i1) Si U es un entorno de 1 en Gq entonces Gy = (U) (es decir Gy = U2 U™).

Demostracion. (i) Dados z,y € Gy queremos ver que xy € Gy. Como la multi-
plicacion m : G x G — G es continua y Gy X G es conexo por ser producto de
conexos y (1,1 = 1 entonces m(Gy x Gy) es conexo y contiene a la identidad luego
m(Go X Gp) C Gy. De manera andloga, como la inversién es continua, i(Gg) es un
conexo que contiene a la identidad luego i(Gy) C Go.

Veamos ahora que Go<IG es decir que gGog™' € GoVg € G.Seag € Gy Ad, : G — G
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dada por h — ghg~'. Como Ad, es continua, Ad,(Gy) es conexo que contiene a la
identidad, luego Ad,(Gy) C Gp.

(ii) Sea V un entorno abierto de U que contiene a 1 tal que V = V! por ejemplo
podemos tomar V = U NU!. Sea

Luego H es un subgrupo de GG y es abierto ya que si ¢ € H entonces ¢V C H . De
aqui que cada clase v H es abierta. Como G\ H = UyggxH es abierto por ser unién
de abiertos, se sigue de aqui que H es cerrado. Como H C Gy es abierto y cerrado
no vacio entonces H = Gy; de aqui vemos que Gy = H C U2, U™ C G entonces
Go = U2 U™

m

1.3. Algebras de Lie-Banach

Definicién 1.3.1. Un dlgebra de Lie sobre K € {R,C} es un espacio vectorial
topolodico g sobre K equipado con una forma bilineal continua, a la que llamaremos
corchete,

gxg—g, (z,y)— [z,

tal que Vx,y,z € g, se liene que

[z,y] = —[y, x|, (antisimetrica)

[z, 9], 2] + [[y, 2] , 2] + [[2, 2] , y] = O (identidad deJacobi).

S1 el espacio vectorial g es un espacio de Banach se dice un algebra de Lie-Banach.
Como la forma bilineal [.,.] es continua, existe M > 0 tal que ||[x,y]|| < M|z|||y]l-
Normalizando, se puede tomar M = 1. Si b es otra dlgebra de Lie, un homomorfismo
de algebras de g en b es una aplicacion lineal continua ¥ : g — b tal que Plz,y] =

[(x), ¢ (y)] para todo x,y € g.

Ejemplo 1.3.2. Sea A una dlgebra asociativa sobre K € {R,C} luego podemos
dotar a A de estructura de dlgebra de Lie con el corchete

[z,y] = xy —yz, Va,y € A
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Ejemplo 1.3.3. Sea H un espacio de Hilbert, luego
g:={TeBH):T"=-T}
es dlgebra de Lie con el corchete [T,S] =TS — ST.

Definicién 1.3.4. Un subespacio h C g es una subdlgebra si [x,y] € h,Va,y € b.

Definicién 1.3.5. FEl centro de un dlgebra g,
3(0) ={zeg:[r,y]=0Vvyeg}

es claramente una subdlgebra de g debido a la bilinealidad y la identidad de Jacobi
del corchete.

Definicién 1.3.6 (Producto directo). Dadas g, dlgebras de Lie, el producto carte-
stano g X [ admite estructura natural de dlgebra de Lie, con las operaciones coorde-
nada a coordenada y el corchete

[(z,2"), (y, )] = ([, 2], [y, ¥]) ,2" € g,y,9" € L.

1.4. Serie de Baker-Campbell-Hausdorff en alge-
bras de Lie

Si z,y € g definimos la operacion

oo
T xy = E Zn
n=0

con )
— (—1)Ft 1
2y 1= E E S — A O
1,1 1,
k=0 k P14a1+-. +pe+qu=n P1'q1:-.-- Pk qk'
donde ...y"... :=[..., [y, [y..., [y, ]]] son los corchetes iterados.

J

N~
T veces

Esta operacion esta bien definida en un entorno de 0. Mas precisamente esta serie
es absolutamente convergente en el disco

Vi={(z,y) e g xg: [z + llyll <log2}.

Se prueba que este entorno posee estructura local de grupo de Lie con la operacion
dada por * y la expansion en serie de los primeros términos como

rxy=x+y+1/20x,y|+1/12[y, [y, z]] + ...

Para mayores referencias de esto se puede ver su demostracién en el libro [Bel06].
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1.5. Ideales y Cocientes

Definicién 1.5.1. Un ideal de g es un subespacio J de g tal que [g, z] € T para todo
z€J,g€g, es decir que [g,T] CTJ.

En teoria de Lie los ideales juegan el rol que los subgrupos normales juegan en
teoria de grupos. Es evidente que un ideal es una subdlgebra de Lie.

Observacién 1.5.2. El centro de un dlgebra 3(g) es un ideal. Nuevamente esto se
deduce de manera inmediata de la identidad de Jacobi.

Cocientes

A partir de un &algebra de Lie g se puede construir otra algebra como un
cociente, en efecto si J es un ideal del algebra, se define el Algebra de Lie cociente
como el espacio vectorial cociente g/J con la estructura de algebra de Lie dada por

[z, 9] = [z, 9]

Buena definicién: supongamos que 2/ = T y que ¥’ = 4 o sea que existen u,v € J
tales que ' — x = u, ' —y = v entonces

[ y') = [z y] + ([, 0] + [u, 9] + [u, 0]) € [2,y] +T

es decir que [2/,y'] = [x,y]. En particular obtenemos que la proyeccién al cociente
es un morfismo de algebras de Lie por construccién.

Ideales y morfismos de algebras de Lie tienen muchas propiedades en comtn
con ideales y morfismos de anillos. Una de ellas es la construccién de homomorfismos
de algebras de Lie g/J — b donde J es un ideal de g. Esto es: si ¢ : g — b
un homomorfismo tal que J C ker¢, entonces ¢ se factoriza por la proyeccion al
cociente y definie un morfismo g/J — h de algebras como ¢(Z) := ¢(x).

1.6. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Campos

Un campo vectorial en una variedad M es una funcién diferenciable X : M —
TM que es una seccién en el fibrado en el sentido que X (p) € T, M para cadap € M.
Resumiendo si 7 : T'M — M es la proyeccion al punto base, entonces m o X = idj,.
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Definicién 1.6.1. Dada M una variedad C**' y X, Y : M — TM campos C* estos
permiten definir un nuevo campo C*=1 al que llamamos corchete [X,Y] que cumple
las siguientes propiedades:

i) [X,Y] = -[Y, X]

WX, Y, Z)|+ 1Y, 2, X]|+ [Z,[X,Y]] =0 (identidad de Jacobi)

Usaremos L, : G — Gy Ry : G — G para denotar los siguientes isomorfismos

Ly:hw— gh ,Ry:hw hg

Las diferenciales las denotaremos con las mismas letras, es decir Ly, R, : TG — TG.

Campos invariantes

Si e = 1 es la identidad del grupo y v € T.G, consideramos (g,v) € G x T.G
y la funcién dada por

(g,U) = Lg<U) = Xv(g)

define un campo en G, con la siguiente propiedad
Xv(hg) = thX’U<€) - Lth(g)

es decir que L, X, = X,L,. Un campo con esta propiedad se llama invariante a
1zquierda y el conjunto de los campos invariantes a izquierda se identifica con T,.G,
mediante la construccion de recién y reciprocamente dado un campo invariante a
izquierda X : G — TG se tiene X — X(e) € T.G. Es facil comprobar que si
X,Y : G — TG son campos invariantes a izquierda entonces [X,Y]: G — TG es
invariante a izquierda. Definimos entonces g := L(G) el dlgebra de Lie de un grupo
de Lie-Banach G al espacio tangente T,G provisto de la estructura de Lie dada por
los campos invariantes a izquierda, esto es que dados v, w € T,(G, entonces

(v, w] == [X,, Ya,](e)

Definicién 1.6.2. Un grupo a un pardmetro de G es una aplicacion f: R — G tal
que f(s+1t) = f(s)f(t), es decir f es un homomorfismo de grupo considerando a R
como grupo aditivo con la suma.

La funcion exponencial en un grupo de Lie

Si X es un campo de vectores, una curva integral para X es una funcién
¢ : I — G diferenciable tal que X(c(t)) = ¢(t) para todo t. Sea g = T.G ; para cada
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v € T.G sea X el campo definido por
X(h) = (Ln)se(v)

es invariante a izquierda y X (e) = v. Sea c¢(t) la tinica curva integral de X tal que
c(0) = ey (0) = v. Veamos que c¢ tiene como dominio I = R; en efecto veamos
primero que c(t + s) = c(t)c(s), si t,s,t +s € I (0 sea que ¢ es un grupo a un
parametro). Sea tg € I fijoy t,tg+t € I para todo t € I consideramos las curvas

a(t) = c(t +to), B(t) := c(to)c(t).

Es facil ver que « asi definida es curva integral de X pues esta compuesta con una
traslacion, veamos que tambien 3 resulta una curva integral para X. En efecto, por
ser X invariante a izquierda y por regla de la cadena se tiene que

X(B(t) = X(c(to)e(t) = (Leteo) etv)(X (€())) = (Leeo) et (é(t)) = B(2)

pues [(t) = Ley) © ¢(t). Como a(0) = B(0) = c(ty) por teorema de unicidad de
curvas integrales se tiene que c(t + ty) = c(ty)c(t) para todo t € I y ty € 1. El
intervalo de definicién I de ¢ ahora se puede extender a R, de la siguiente manera;
dado t € R existe n € N tal que t/n € I, definimos la extensién de ¢ como

c:R—=G
t— c(t/n)".

Esta bien definida; pues si m € N es tal que t/m € I, como ¢ es un grupo a un
parametro se tiene que

e(t/m) = clt/nm)™, c(tfm) = c(t/nm)"
de aqui que ¢(t/n)™ = c¢(t/m)™. Debido a esto queda bien definida la aplicacién
exp:g — G
v (1)

Observemos que la curva ¢t — exp(tv) es la tnica curva integral del campo X, es
decir que ¢(t) = exp(tv). Para chequear esto, consideremos la aplicacion l, : s — tos
de R — R para cada ty € R; como ¢(0) = v se tiene por regla de la cadena que

tov = toc(0) = (coly,)'(0).

La aplicacién Iy, es un homomorfismo de grupos (R, +), de donde por composicién
de homomorfismo de grupos se tiene que coly, : R — G es un grupo a un parametro,
luego por definicién de expg,

expg(tov) = (coly,)(1) = c(to).



1.6. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE 17

De aqui se deduce que

exp,o(v) = (exp(tv)) = Xy(e) =v

i li=0
y entonces que exp,, es la identidad de g, puesto que como exp : g — G y exp(0) = e,
entonces

g~ Tug “Bg0 T.G =g.

Luego por teorema de la funcién inversa para espacios de Banach [Bel06] existe un
entorno V de 0 € g tal que

exp |y: V = exp(V) C G
es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.6.3. Sea H un espacio de Hilbert y G = GL(H) el grupo de operadores
inversibles de H que es un grupo de Lie-Banach cuya dlgebra de Lie es g = B(H),
con el corchete dado por el conmutador [X,Y] = XY —Y X y la funcion exponencial
es la usual dada por exp(X) = > 00 L X",

n=0 n!

Proposicién 1.6.4. Naturalidad de la exponencial:

Sea ¢ : H — G un homomorfismo de grupos de Lie Banach, luego el siguiente
diagrama es conmutativo:

) LN g
J/exp J{exp
H %25 G

Demostracion. Sea X € h, la curva v : t — p(exp(tX)) es diferenciable y 4(0) =
a(t)
dp1(a(0)) = dp(X (e)). Luego v es el grupo a un pardametro de G pues ¢ es morfismo
de grupos. Pero t — exp(t(de(X))) es el dnico grupo a un pardmetro de G' cuyo
vector tangente en 0 es (do(X)(e)). Luego p(exp(tX)) = exp(t(dp(X))). De aqui
que p(exp X) = exp(dp(X)).
[

Nota: A dp; lo denotamos L(yp).
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Observacién 1.6.5 (Diferencial del producto). La diferencial de la multiplicacion
en la identidad es la adicion, es decir dmee) : T.G X T,G — TG es

dm(e,e)<X7 Y) =X+4Y.

Demostracién. Consideramos (a,b) € G x G y las aplicaciones z +% (z,b) y z N
(a,x) se tiene entonces que m o r, = Ry, y también m o l, = L, luego diferenciando
y aplicando la regla de la cadena tenemos que

d(Rp)a(X) = d(mory)a(X) = dmap) o dry(X) = dmqp)(X,0)

ALIY) = d(m o L)(Y) = dmiasy © dla(Y) = dmiasy(0.1).
Luego dmq)(X,Y) = dmap) (X, 0) 4+ dmap)(0,Y) = daRy(X) + dyLo(Y). En par-
ticular si (a,b) = (e,e) Re(r) =z y Le(x) = x son la identidad y su diferencial es la

identidad se deduce de aqui que dmc(X,Y) =X +Y.
]

El siguiente lema serd utilizado en el Capitulo 5 en la construccion de sucesiones
exactas.

Lema 1.6.6. Sea f : G — H homomorfismo de grupos de Lie con H conezo tal que
L(f): L(G) — L(H) es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Demostracion. Como H es conexo basta ver que existe un entorno de 1 en H que
es alcanzado por algin entorno de 1 en (G. Veamos esta iltima afirmacion, por
naturalidad de la exp tenemos el siguiente diagrama conmutativo

LG 2L LeE).

i exp J/ exp
f

G H

Tomemos un 0 entorno W de L(H) tal que exp sea difeomorfismo y sea W’ =
expy (W). Como L(f) es sobreyectiva podemos tomar Z = L(f)~!'(W), luego achi-
cando Z para que exp sea difeomorfismo definimos Z’ = exp(Z), afirmamos que

f(Z")y = W'. En efecto;
W' = expy (W) = expy (L(f)(2)) = flexpa(Z)) = f(Z").
Como W’ es entorno de 1 y H es conexo entonces
H=W)=(f(Z))=f(Z)) CImfCH
de aqui que Imf = H. O
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1.7. Formulas de Baker-Campbell-Hausdorff

Como dexp, = id, por el teorema de la funcién inversa existe V un entorno
de 0, U entorno de la identidad en G tal que exp |y : V — U es un difeomorfismo.
Debido a que la aplicaciéon producto es continua y ee = e podemos tomar un en-
torno U; de e tal UyU; C U y como Uje C UyU; tenemos que U; C U. Si ponemos
exp ' U; = V; (esta inversa local de la exponencial la llamaremos logaritmo), V; es
entorno de 0 contenido en V', si X, Y € V; luego exp X expY C U y hay un tnico
Z €V tal que

expXexpY =expZ.
El elemento Z es funcion de X e Y y lo escribimos
Z =pu(X,Y)=XxY :=log(exp(X)exp(Y)).

Claramente esta funcion p es diferenciable por ser composicion de funciones dife-
renciables, en efecto u = log o m o (exp x exp) donde m es la aplicacién producto.
Existe una férmula llamada de Baker-Campbell-Hausdorff la cual establece a X xY
como serie de potencias en X e Y como describimos en 1.4. Estas formulas de mul-
tiplicaciéon estan definidas para entornos de 0 suficientemente pequenos; podemos
suponer B,(0) tal que exp(B,(0))exp(B,(0)) esté contenido en el dominio de la
funcion logaritmo.

Observacion 1.7.1. Notar que si A x B existe para todo A, B € B,.(0), no necesa-
riamente A x B € B,.(0).

Lema 1.7.2. Sea u: B,(0) x B.(0) — g dada por u(A, B) = Ax B. Entonces:

(i) Ax B= A+ B+ R(A, B) donde

1R(A, Bl _

im ———— =0, A, B)|| = ||A] + || B|])-
A0 A 1B (ICA, B)II = [IAll + 1B1])

(ii) 30 < s < r tal que ||Ax B|| < 2(||Al| + || B||) para A, B € B,(0).

Demostracion. (i) Como p = logomo (exp X exp) por la regla de la cadena (y como
la derivada de la exponencial en 0 es la identidad) tenemos que

dpi,0)(U, V) = Id o dmyee o (Id x 1d)(U, V) =U +V
por la observacion 1.6.5 como p es diferenciable,

UxV =UxV —0x0=duo(U,V)+RUV)=U+V +R(U,V)
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con

ROV _

im ——— =0.
vv=o [[U][ + [IV]]

(ii) Usando (i) se tiene que

[A* Bl < [|[A+ B = A= Bl + [|[A+ B[l < [|R(A, B)|| + | Al + || B

,dado e =13 s > 0 tal que Hiﬁi’fé” < 1 VA, B € B(0). De aqui se ve que

[ A+ Bl < 2([|Al| + || B]|) para A, B € B(0). O

Corolario 1.7.3. Sea V' un entorno de 0 donde la formula de BCH converge, luego
existe una bola centrada en 0, W C V tal que W «x W C V. En efecto supongamos
que V' = B,(0), por 1.7.2 (ii) existe Bs(0) tal que Bs(0) * Bs(0) C Bys(0). Basta
considerar W = Bs(0) C Bs(0) C B.(0) =V, pues si w,w" € Bs(0) entonces
s s
N<2(=+4+-)=s.
o sl <2 +2) =5

Proposicion 1.7.4. Formulas de Lie-Trotter. Si v,w € g entonces

v+w = lim nlog(exp(v/n)exp(w/n))
n—oo

2

explv, w] = lim (exp(—v/n) exp(—w/n)exp(v/n)exp(w/n))™ .

n—oo

Demostracion. Para n € N suficientemente grande v/n, w/n estan suficientemente
cerca del origen como para usar las férmulas de BCH.

log(exp(v/n) exp(w/n)) = v/n +w/n + R(v/n,w/n)

de donde
nlog(exp(v/n)exp(w/n)) =v+w+nR(v/n,w/n) (1)

Veamos que lim,, ;o nR(v/n,w/n) = 0, en efecto

IR(w/n,w/n)]
T/l Towfnl] ™

—0

[nB(v/n,w/n)l| = n(lv/nll + |lw/n])

—
=[loll+{lwl

Veamos la segunda férmula: iterando de la ecuacién (1) obtenemos

exp(—v/n) exp(—w/n) exp(v/n) exp(w/n) = exp(A(n)) exp(B(n))

donde
A(n) = 1/n(v+w) + 1/2n*[v, w] + o(1/n?)
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B(n) = —1/n(v +w) + 1/2n*[v, w] + o(1/n%).
Aplicando nuevamente la serie de BCH, tenemos que log(exp A exp B) = 1/n?[v, w|+
o(1/n?) luego
(exp(—v/n) exp(—w/n) exp(v/n) exp(w/n))"" =

= [exp(1/n*[v,w] + o(1/n®)]"" = exp([v, w] + o(1/n)).

y haciendo tender n — oo tenemos la férmula.

En lo siguiente nos concentraremos en probar el siguiente teorema.

Teorema 1.7.5. Si G es un grupo de Lie-Banach, es decir (C'), entonces G tiene
estructura analitica (C").

Primero probaremos que exp; es analitica, para eso alcanza ver que la d(exp,;)
es analitica.

Definicién 1.7.6. Para cada funcion diferenciable f : M — G de una variedad M
en un grupo de Lie-Banach G, definimos la derivada logaritmica como la funcion

0(f) : TM — g, 0(f)(v) := f(m) ™ .du(f)v
para v € T,,,(M).

Lema 1.7.7. Para las aplicaciones diferenciables f,h : M — G la deriwada lo-
garitmica de la aplicacion producto, es decir fh(im) = f(m).h(m) y fh=1(m) =
f(m)h=t(m) son dadas por:

(1) 5(fh) = d6(h) +h7t6(f)h.

(2) 0(fh=") =Ad(h)(3(f) — 6(h)).

Demostracion. Escribiendo fh = mgo (f, h), obtenemos por medio de la diferencial
del producto

d(a,b)(mg)(v, w) = daRb(U) + dbLa(w)
paraa,b € Gyv,w € L(G) C TG larelacion d(fh) = d(mg)o(df,dh) = df.h+ f.dh :
T(M) — T(G) donde f.dhy df.h se refieren al producto puntual en el grupo T'G.
Esto implica de manera inmediata (1);

S(fh) = (fh)~\.(dfh + fdh) = h='.(8(f).h) + 6(h).
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Para h = f~!, obtenemos que

0=38(ff") = fo(H)f " +a(f™),
obteniendo asi (2). O
Teorema 1.7.8. La derivada logaritmica de exp esta dada por

5(expe)(x) = B(adz), donde B(z) = (—2)k-

z k!
k=1

Demostracion. Fijados t,s € R, las funciones diferenciables f, fi, fs : L(G) — G
dadas por

f(@) = expg((t + s)x), filz) = expg(tr),y fi(z) = expg(sz)
satisfacen que f = f;f; puntualmente en L(G). Por el lema 1.7.7 se tiene que
3(f) = o(fs) + Ad(fs)~'o(f).

Definimos la curva ¢ : R — L(G) como 1 (t) := §(expg )i (ty). Se obtiene aplicando
la definicién que

Y(t+5) = 0(f)a(y) = 0(fo)aly) + Ad(£,)'0(f)x(y) = ¥(s) + Ad(expg(—s2))3(t).
Tenemos que 1(0) = 0 y
Y/(0) = lim 6(expg )iz (y) = d(expglo(y) =y
luego podemos calcular ¢/(s) como
Ad(expg(—sz))¢(t)

w/(s) — 1im Pt +s) —Y(s) — lm _

t—0 t t—0 t

= Ad(expg(—sz))y = ey,

Luego integrando obtenemos que

5(expa)a(y) = $(1) = / W(s)ds = / ¢y

Usando la serie exponencial que converge uniformemente e integrando se tiene que

! —s.ad(x - (—adx)k
/ e~ s-adl )ds:z Gt D) = ®(adx).

0 k=0
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Sean U entorno de 0 donde la exps es un difeomorfismo y V' C U tal que
expg V exps V' C expg U, como definimos anteriormente tenemos la aplicacion p :

VxV—=U
Y = logy (expg T expg y)
, que es diferenciable. Veamos ahora que es analitica. Para eso consideremos la curva
F(t) := xxty € U que satisface expg F'(t) = expqs(z) expgs(ty), luego la derivada
logaritmica de esta curva es
y = 0(expg) (1) F'(t) = ®(adF (1)) F'(2). (1)

zlog z
z—1

Tomando U suficientemente chico tal que la serie de ¥U(z) = satisfaga

(e ND(adz) = id,,

reemplazando z por F(t) y multiplicando por ¥(e®(F®)) en la expresién (1) se tiene
que
F/(t) _ \I’(BadF(t))y.

Integrando, como F(0) = z y exp(ad(F(t))) = exp(adz) exp(ad(ty)),

1 1
vry—x = F(1) = F(0) = / F/(t)dt = / U (exp(ad(x)) exp(ad(ty)))ydt.
0 0
Usando ahora la expansion en serie de potencias del logaritmo se tiene que

Z (—=1)k(adx)P (ady)® ...(adz)P* (ady)® (adx)™

T*kY=1o+

pi+q;>0,k,;m>0

Demostracion. del Teorema 1.7.5. Veamos que podemos dotar a GG de estructura de
variedad C" usando las cartas exponenciales. Vimos anteriormente que en entornos
suficientemente pequenos V' de 0 la exp | es un difeomorfismo analitico, luego su
inversa el logaritmo tambien resulta analitico. Para cada g € G tenemos la carta
;' (v) = gexp(v) definida en algin entorno V' de 0 en L(G) tal que la exponencial
sea un difeomorfismo analitico, si definimos U := exp(V') que es abierto de G se tiene
claramente que G = UyeqgU es unién de abiertos. Veamos ahora que las operaciones
de grupo son analiticas, para eso usamos la carta exponencial en la identidad y de

su inversa el logaritmo, la expresion local resulta

log (i(expg (1)) = log(expg(—v)) = —v

lo cual es claramente analitica. Para el producto basta observar que la aplicacion
local en la carta expg X expg resulta

log(m(expg(v), expg(w))) = log(expg vexpg w) = v * w,
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que es justamente la expresion de Baker con lo cual es analitica. Veamos ahora que
el mapa de transiciéon de las cartas definidas es C', en efecto dadas dos cartas 14, ¢,
tenemos que

ooty (v) = log(h™'gexp(v))

resulta analitica pues el logaritmo, la exponencial, el producto y la inversién son
aplicaciones analiticas. O

Teorema 1.7.9. (Morfismos continuos) Sea f : G — H morfismo de grupos de Lie
continuo. Luego f es diferenciable.

Observacion 1.7.10. Para que f sea diferenciable es necesario y suficiente que
exista un entorno no vacio U de G tal que f |y sea diferenciable. En efecto, tomamos
x € U luego W := 27U es un entorno abierto de e y f |w es diferenciable pues
fla7tu) = f(z7')f(u). Como G = UyecroW y f(zox) = f(z0)f(x) para cada

x € W se tiene que f es diferenciable en todo G. Andlogamente para ver que f € C*

o Cv.

Demostracion. Existe un entorno abierto de 0 en L(G) que llamamos V' donde ¢ =
expg es un isomorfismo entre la variedades V'y ¢(V'). Andlogamente definimos un
entorno W donde ¢ = expy es un isomorfismo entre Wy 1(WW). Achicando V si es
necesario, podemos suponer que f(¢(V)) C »(W). Luego g = ¥y "' o fo ¢ es continua
de V en W,

$(V)C G —= fo(V)) cwW)

: |-

VLG —— W cL(H)

Veremos que siz € V,A € Q y A\x € V entonces g(Az) = Ag(x).
Podemos suponer que A # 0. Sea A =r/qconr,q € Z—{0}. Seay = im, si ponemos
q

x
z2=—= Y €V, luego x = qz, y = rz. Tenemos entonces
r

q
g(x) = ¥ (f(6(a2))) = ¥ (f(6(2)1) = ¥~ (f((2))")-

Veamos ahora que ¥ (f(¢(2))?) = qb ' (f(é(2))) = qg(z). Es suficiente probar
que si u € (W) es tal que u? € (W), entonces ¥~ (u?) = g~ (u); si u = P(v),

ul = (v1) luego v1/qg € Wy (¢(v1/q))? = u? de aqui que ¥(vi/q) = u =1(v) y
por la inyectividad v; = qv. Andlogamente se tiene que g(y) = rg(z).
Como Q es denso en R tenemos que z € V. A € Ry Ax € V entonces

g(Ax) = Ag(z) (1).
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Sea x € L(G) y A, € R — {0} tales que Az,Nx € V. Luego por (1)

/

o) = g3 x) = X g0)

y entonces

1 1,
S90) = 1 g(Va).

Debido a esto queda bien definida una extension h de g sobre L(G) como h(x) =

1
—g(A\x) para todo A tal que \x € V. Claramente h es continua. Veamos que si

x € L(G), X € R entonces h(A\x) = \h(x).
Sea X' € R — {0} tal que Nz € V' y XAz € V. Tenemos que

h(\r) = %g()\')\x) _ %)\g()\’x) _ A%g()@) ().

Sean x,y € L(G), por las férmulas de Lie-Trotter tenemos que:

h(z) +h(y) = lim A" (@)1 (Ah(y)))

A—0,AeR

= lim AT (h(A2))d(R(Ay))).

A—0,\€R

Para |A| suficientemente chico, Az € V' 'y Ay € V esta expresién resulta

A—0,A€R

= lim A ' o f)(o(Mx)(o(My)))(pues f es morfismo de grupos)

A—0,\eR

= lim ATWTH(f((Ax)) f(¢(Ay)))
) )

=l g6 600 60))
=, lm h(AH (67 (6(A))(6(\y)))
=h(, lim Ao (e(A))(6(\y)))
= h(z +y)

Como h es continua y lineal, entonces g = h | es diferenciable. Luego f es diferen-
ciable sobre ¢(V') y por lo tanto es diferenciable. Ademds por naturalidad de exp se
tiene que g = df . m

Corolario 1.7.11. Si G 5 H es un homomorfismo continuo entre grupos de Lie
entonces f € C".
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Demostracion. Como f es diferenciable, en un entorno de la identidad podemos
factorizarla mediante la carta exponencial y el logaritmo de manera que

f(g) = expo df; olog(g),

luego como la exponencial, el logaritmo y df; son analiticas (esta por ser lineal) se
tiene que f es analitica. n

Observacién 1.7.12. Si G es un grupo de Lie de dimension finita de clase C°
entonces G tiene estructura de grupo de Lie de clase CV. Este resultado es el quinto
problema de Hilbert, cuya demostracion puede verse en [Zip].



Capitulo 2

Estructura de Lie-Banach en un
grupo cociente

2.1. Subgrupos de Lie

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo de Lie-Banach sobre K € {R, C}.

(a) Un subgrupo analitico de G es un grupo de Lie-Banach H sobre K el cual
es un subgrupo de G, la inclusion ¢ : H — G es diferenciable y su diferencial
L(e) : L(H) — L(G) es un monomorfismo. Vamos a identificar L(H) con su ima-
gen ) C L(G). Luego la funcion exponencial de H serd expg |-

(b) Un subgrupo analitico H de G se llama subgrupo de Lie de G si la topo-
logia de subgrupo analitico coincide con la inducida de G, es decir la inclusion € es
un embeding.

Teorema 2.1.2. Sea H un subgrupo de Lie de G segin 2.1.1 (ii), luego
L(H)={X € L(G) : exps(RX) C H}

Demostracion. Si X € L(H), supongamos via la identificacién que X € L(e)(h) lue-
go por naturalidad se tiene que exp(tX) € e(H) = H para todo t. Reciprocamente,
si para cada t € R, exp(tX) € H, la aplicacién t +> exp(tX) es diferenciable de
R — H. Sea X el campo invariante a izquierda en H determidado por &(0). Luego
L(e)(X) = X.

O

Observacion 2.1.3. Reciprocamente si H es un subgrupo cerrado de G, luego
h:={X € L(G) : expe(RX) C H} es una subdlgebra cerrada de L(G). En efecto, si

27
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x, = x € L(G) con x, €Y, entonces por continuidad exp(tx) = lim, o exp(tz,) €
H, para todo t € R, con lo cual b es un subconjunto cerrado. Debido a las formulas
de Lie-Trotter, la suma y el corchete de elementos de by esta en by por ser H cerrado.
Esta dlgebra § es el algebra de Lie asociada al subgrupo H.

Teorema 2.1.4. Sea H C G un subgrupo cerrado y sean h C g las respectivas
algebras de Lie-Banach, luego el subgrupo H tiene una unica estructura de grupo de
Lie-Banach que lo hace subgrupo de Lie de G con by el dlgebra de Lie de H si y solo
si existe un entorno U de 0 € g suficientemente pequeno tal que

exp(UNbh) =exp(U)N H.

Demostracion. Primero veamos que si existe un entorno U de 0 € g suficientemente
pequeno tal que exp(U Nh) = exp(U) N H entonces H es subgrupo de Lie de G, en
efecto como d exp, = id existe un entorno V' de 0 tal que exp |y es un difeomorfismo.
Supongamos entonces que U C V, la hipdtesis implica que tenemos un entorno
abierto de e € H dado por exp(U N h) pues este se obtiene como intersecciéon de un
abierto de G (exp(U)) y H. Esto permite utilizar la exp como carta de local de H,
es decir en un entorno de e,

@ =exp |unp: UNh = exp(U) N H.

Esta carta la trasladamos a todo H usando los difeomorfismos de G dados por
{ls}, e obteniendo asi la coleccion

[(HNoexp(U), g oly) 10 € HY,

y de el Teorema 2.1.2 se tiene que el algebra de Lie de H es b.

Reciprocamente, supongamos que H es subgrupo de Lie de GG, sea U entorno de 0
tal que exp |ynp sea un difeomorfismo, luego como exp(U N h) es abierto en H y
H tiene la topologia de subespacio se tiene que exp(U Nh) = AN H para A C G
entorno abierto de e. Luego tomando un entorno U’ tal que exp(U’') C Acon U’ C U
(por ejemplo U’ := exp }(A) N U) afirmamos que exp(U’') N H = exp(U’' Nh). En
efecto, siempre se tiene la inclusién exp(U') N H 2 exp(U’'Nb), veamos que también
se cumple la otra; sea * = exp(u’) € H, con v € U’ luego por construcciéon de
U xe AN H = exp(UNb) entonces x = exp(u) con v € U Nk luego exp(u) =
exp(u’) y por la inyectividad de la exponencial se tiene que u = u'. De aqui que
x € exp(U' NH). O

Ejemplo 2.1.5. Sea G = S x S el toro y consideremos la curva

7<t) — (eitﬂ, eiatﬂ')
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con a ¢ Q, sea H=Im . Es facil ver que H posee estructura de subgrupo analitico
de G pero no de subgrupo de Lie, usando la caracterizacion del Lema 2.1.4 y que H
es denso en G.

Lema 2.1.6. Sea f : G — H un morfismo de grupos de Lie-Banach, luego S :=
f~HT) es un subgrupo de Lie de G cuando T es subgrupo de Lie de H.

Demostracion. Sean

g:=L(G)
s:=L(S):={X € g:exps(RX) C S}
y
t:=L(T).
Por la naturalidad de la exponencial se tiene que s = L(f)7!(t), en efecto si

X € gestal que L(f)(X) € t luego f(expsX) = expa(L(f)(X)) € T enton-
ces exp(X) € f71(T) = S. Reciprocamente si X € g tal que exp;(RX) € S
entonces exp(L(f)(X)) = f(exp(RX)) € T. Supongamos que S no sea un subgru-
po de Lie de G, luego por el Teorema 2.1.4 V U entorno de 0 de g se tiene que
exp(U) NS € expi(U N s), en particular podemos tomar una sucesion (X, ),en en
g\ s tal que expa(X,) € SVny X,, — 0 en g cuando n — oco. Como 7' es subgrupo
de Lie de H, existe V entorno de 0 en L(H) tal que expy es inyectiva en V' y ademés
TNexpy(V)=exp(tnV).Sea U := L(f)"'(V) que es un entorno de 0 en g, luego
existe ng € N tal que X, € U Vn > ng. Luego expy (L(f)(X,)) = flexpa(X,)) € T
luego por la inyectividad de exp se tiene que L(f)(X,) € t para todo n > ng, en-
tonces X,, € L(f)~!(t) = s, lo cual es una contradiccién pues (X,,) esta en g\ s.

[

2.2. Teorema del cociente

Teorema 2.2.1. (Teorema del cociente) Sea G un grupo de Lie-Banach sobre K €
{R,C}, con dlgebra de Lie L(G) = g, y supongamos que N es un subgrupo normal
de G. Definimos n .= {X € g:expe(RX) C N}, yseaq: G— G/N, Q :g— g/n,
las proyecciones a los respectivos cociente. St K = C, suponemos ademds que n es
una subdlgebra de Lie compleja de g. Las siquientes condiciones son equivalentes:

(a) Existe un homomorfismo ¢ : G — H en un grupo de Lie-Banach H sobre
K tal que ker(yp) = N.
(b) G/N es un grupo de Lie-Banach sobre K con dlgebra de Lie g/n, tal que

q 0 expg = exXpgy Q).
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(¢) N es subgrupo de Lie de G.

Demostracion. Daremos la demostracién solo en el caso real; el caso K = C se ob-
tiene con el mismo argumento.
(b)=(a): Es claro tomando H := G/N y ¢ :=q.

(a)=(c): Por 2.1.6 debido a que N = ker(p) = ¢~ '(e).

(¢)=(b): Podemos tomar una norma en g compatible con la topologia, por ejemplo
la inducida por el espacio Banach que modela a G de modo tal que normalizandola
obtenemos una estructura de dlgebra de Lie normada. El cociente de dlgebras de Lie
g/n también es normada dotada con la norma cociente, es decir ||Z|g/n := d(z,n)
(la distancia de z a n). Luego la serie de BCH converge absolutamente sobre V' x V/
para V' una bola suficientemente pequena centrada en 0 en g/n. Por el Corolario
1.7.3 existe una bola abierta W C V centrada en 0 tal que W« W C V'; de aqui que
X xY % Z esta definido para todo X,Y, Z € W. Ademas, existe una bola abierta U
centrada en 0 en g tal que la serie de BCH converge absolutamente en U. Achicando
U si es necesario y como N es subgrupo de Lie de G podemos suponer que expg |u
es un difeomorfismo en un abierto de Gy que exps(U) NN = exps(U Nn). Hay un
entorno conexo simétrico del 0, A C U en g tal que Ax A C U y Q(A) C W; en
efecto como antes existe A" C U tal que A’ x A’ C U podemos tomar entonces como
A ala componente conexa de 0 del abierto (Q Y (W)NA)N(Q~*(W)NA")~. Luego
expa(X *Y) = exps(X) exps(Y) para todo X, Y € A.

Observacién 1: Si X,V € Ay Q(X) = Q(Y), entonces ¢q(exps(X)) =
q(expa(Y)). En efecto, veamos que si Q(X) = Q(Y) tenemos que Q(X * (=Y)) =
Q(X) *x (—Q(Y)) = 0 es decir que X * (—Y) € n. La primera igualdad se tiene del
hecho que () es morfismo de dlgebras de Lie y de la naturaleza de la serie de BCH;
en efecto si

X*x(=Y)=X-Y —-1/2[X,Y]|+ 1/12]Y,[Y, X]] — 1/12[X, [V, X]]| + ....
aplicando ) y como la serie es absolutamente convergente se tiene que
QX * (=Y)) = Q(X) — Q(Y) — 1/2[Q(X), Q(Y)] + 1/12[Q(Y), [Q(Y), Q(X)]] -

1/12[Q(X), [Q(Y), Q(X)]] + ...

es claro entonces que si Q(X) = Q(Y), como [Q(X),Q(X)] = 0 se tiene que
QX x(-Y)) = Q(X) * (—Q(Y)) = 0. Luego como X * (=Y) € n, tenemos que
e = qlexpg(X * (=Y)) = qlexpa(X) expa(Y)™) = glexpa(X))g(expa(Y)™) =
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q(expg(X))q(expa(Y)) .

Observacion 2: Si X,Y € Ay q(expg(X)) = q(exps(Y)), entonces X —Y €
n. En efecto tenemos que expg(X * (=Y)) = expg(X)exps(Y)™' € N, donde
X,—Y € Ayluego X % (=Y) € U. Como exps(U Nn) = exp(U) N n se tiene
que expg(X * (=Y)) € exps(U Nn) de donde por la inyectividad de la exponencial
se deduce que X * (—Y) € n. De aqui que 0 = Q(X * (=Y)) = Q(X) x (—Q(Y)).
Como Q(X),Q(Y) € W multiplicando por Q(Y') se tiene que Q(Y) = Q(X).

Sea B := Q(A). Por la Observacién 1 queda bien definida una aplicacién
E : B — G/N dada por E(Q(X)) := q(exps(X)) para X € A. La aplicacién
Q |B: A — B es abierta y suryectiva, como q y expg |4 son continuas y abiertas
entonces ¢ o expg |4 es continua y abierta, de aqui que E es continua y abierta pues

EoQ’ﬁ:qoexpG la.

expla a q G/N
Q(A)

Por la Observacién 2, E es inyectiva. Sea C; C A un entorno de 0 en g tal que
C1 x C; C Ay definamos C' := Q(C}). Luego para cada X,Y € C, supongamos
X =Q(X1),Y =Q(Y1) con Xy, Y1 € (4, luego se tiene

A

E(X *Y)=E(Q(X1*Y1)) = qlexpg(X1 * V1)) = q(expg(X1) expe(Y1)) =

= q(expg(X1))q(exps(Y1)) = E(X)E(Y).

Sea U := E(C), que es entorno de e, tiene estructura de variedad diferenciable dada
por la carta (F(C), E~') y ademads satisface las condiciones (i), (ii), (iii) del teorema
1.2.4. En efecto veamos que se cumplen (ii) y (iii):

(ii) Sea m la aplicacién m : E(C) x E(C) — E(C), m(E(X),E(Y)) =
E(X)E(Y)™ = E(X % (=Y)). Tomamos la carta E x E de E(C) x E(C), lue-
go

ElomoEx E(X,)Y)=EYE(Xx(-Y))=Xx*(-Y)

es diferenciable.
E(C) x E(C)™—— E(C)

CxC C

X*(=Y)
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(iii) Andlogamente se tiene que la aplicacién E(X) v E(Y)E(X)E(Y)™! de
E(C) — E(C) es diferenciable, pues

EloyoE(X)=E YEY *Xx—(Y)) =Y %« X % (=Y)

es diferenciable.

E(C) —— E(C)

Cor~——=C

Y X*x(=Y)

Luego por el Teorema 1.2.4 existe una tnica estructura de grupo de Lie-Banach en
(E(C)) = (E(B)) = (G/N)o

que hace de E |g(0) un difeomorfismo en la subvariedad abierta E(C'). Como E(C')

es abierto en G/N y E |g(()) es un homeomorfismo respecto de la topologia en E(C')
inducida por G/N, claramente la topologia de (G/N ), es la topologia inducida por
G/N. Como (G/N)g es normal en GG/N queda bien definido el automorfismo

B
(G/N)o = (G/N)o
g zgz !
para cada £ € G/N. Como ( es un homomorfismo continuo entre grupos de Lie-
Banach, este resulta diferenciable por el Teorema 1.7.9. Luego aplicando nuevamente

el Teorema 1.2.4 para el abierto (G/N) se tiene que G/N tiene estructura de grupo
de Lie-Banach.

Observemos que si A, A son suficientemente chicos se cumple que E((\ +
N)Q(X1)) = E(Q(AX1))E(Q(NX1))(1). Extendamos la funcién E a g/n via

expgy : 8/n — G/N

1 n
expg/n (X) = E(EX)

1
donde X € g/nyn € N tal que —X € C. Veamos que esta bien definida; en efecto
n

1 1
sim € Nes tal que —X € C, luego — X € C' y por (1) se tiene que
m nm
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de aqui que | .
(BE(=X))" = (E(—=X))™.

n m

Luego expg y esta bien definida, es diferenciable y es la aplicacion exponencial de
G/N. Por construccién de E se tiene que g o exp,; = €Xpg /N Q. O

Corolario 2.2.2. Supongamos que G es un grupo de Lie-Banach real y N un sub-
grupo normal cerrado de G. Luego el grupo topoldgico G/N tiene estructura de grupo
de Lie-Banach real compatible con su topologia cociente si y solo si N es subgrupo

de Lie de G.

2.3. Secciones del cociente

Teorema 2.3.1. Sea N un subgrupo de Lie normal del grupo de Lie-Banach G.
De acuerdo al teorema de Michael [Mi59], la aplicacion cociente @ : L(G) —
L(G)/L(N) = L(G/N) tiene una seccion continua o : L(G/N) — L(G). Como
la exponencial de G/N es un homeomorfismo local, se tiene de aqui que la aplica-
cion cociente G — G /N tiene secciones locales continuas.

Demostracion. Como la exponencial es un difeomorfismo local, dado p € G/N sea
U entorno de p en G/N, tal que expg /v sea difeomorfismo. Veamos que si defimos
0 :U — G como 7 := expg o0 o eXpG/N_1 es seccion local de @); por naturalidad se
tiene el diagrama conmutativo

L(G) —= L(G/N)
expcl eXPG/N\L § expg/n~*

G—LG/NDOU

Q(expg oo o expG/N_l) = eXPg/n ©¢ 0 T 0 eXpG/N_1 = eXPg/n oeXpG/N_1 =1id

Ademads & es continua por ser composicion de funciones continuas. O
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Capitulo 3

Grupos de homotopia

En este capitulo desarrollaremos la sucesién exacta larga en los grupos de
homotopia de un fibrado, que utilizaremos para la construccion del grupo de periodos
y para la integrabilidad de algebras de Lie-Banach. Usaremos en esta seccion I para
denotar el intervalo [0, 1].

3.1. Fibrados

Definicién 3.1.1. Un fibrado localmente trivial es una cuadrupla (E, B, F,p) donde
p : E — B es una aplicacion continua, B se dice espacio de base para el cual
existe un recubrimiento por abiertos {U,} y para cada U, existe un homeomorfismo
Vo : Uy x F — p~1(U) tal que el siguiente diagrama resulte conmutativo

U, x F

Proposicién 3.1.2. Sea N subgrupo de Lie normal de G grupo de Lie-Banach y
sea p: G — G/N la proyeccion al cociente, entonces (G,G/N,N,p) es un fibrado
localmente trivial.

Demostracion. Vimos en el Teorema 2.3.1 que p admite secciones locales, luego para
cada g € G/N existe U entorno de g tal que o : U — G es una seccién local de p.

Definimos
ou U x N —p H(U)

(z,y) = a(z)y

35
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que estd bien definida pues p es homomorfismo de grupos y p(y) = 1, ademéds es
continua pues el producto de grupo es continuo. Definamos su inversa

ch_l :p_l(U) —UxN

como la aplicacion
v = (p(x), (o(p(x))) ™ 2).

Estd bien definida, es decir (o(p(x)))~'z € N, en efecto como p es homomorfismo se

tiene que p((o(p(2)))"12) = p(o(p(x))) )p(x ) (p(o(p(x))) " p(z) = p(z)~'p(z) =
1, es continua pues las proyeciones p; o oy ~' y ps 0 oy~ son funciones continuas.

Veamos por tltimo que ¢y o oyt = oyt o gy = id

v = (p(x), (o(p(x)))~"2) = o (p(2)) (o (p(x)) e ==

(z,y) = o(x)y — (p(o(x)y),y) = (x,y).

Luego ¢y es un homeomorfismo y se verifica que po ¢y es la proyeccion a la primer
coordenada. N

Definicién 3.1.3. Una funcion continua p : E — B se dice que tiene la propiedad de
levantado homotdpico respecto de un espacio X sidadas f': X - EyF : XxI — B
continua tal que F(z,0) = pf'(x) para x € X, existe F' : X xI — E continua tal que
F'(z,0) = f'(x) ypo F' = F; una funcidn con esta propiedad se llama un fibrado.
Una funcion p : E — B es un fibrado débil si p tiene la propiedad de levantado
homotdpico respecto de la coleccion de cubos {I"}. Es claro que un fibrado es en
particular un fibrado debil.

3.2. Homotopia y sucesiones exactas de clases de
homotopia

Definicién 3.2.1. Un par topoldgico es un par (X, A) que consiste en un espacio
topolégico X y un subespacio A C X. Un subpar (X', A") C (X, A) es un par tal
que X' C X y A" C A. Una funcion f: (X, A) — (Y, B) entre pares es una funcion
continua f : X =Y tal que f(A) C B. Un caso particular importante de parejas de
espacios son las parejas de la forma (X, xo) con xg € X un punto especifico llamado
punto base. A estas parejas de espacios se les llama espacios punteados.

Dado un par (X,A), notamos (X, A) x I al par (X x [,Ax I). Sea X' C X y
supongamos que fo, f1 1 (X, A) = (Y, B) coincidan sobre X' es decir fy |x= f1 |x-
Luego fo es homotopica a fr relativa a X', notada como fo >~ fi rel X' si existe una
funcion

F:(X,A) xI— (Y,B)
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tal que F(x,0) = fo(x) y F(x,1) = fi(x) para todo x € X y F(x,t) = fo(x) para
reX ytel.

Ejemplo 3.2.2. Sea X =Y =R" y definimos fo(x) =z y fi(z) =0 para x € R".
St F:R"x I —R" como
F(z,t)=(1—-t)x

luego F : fo ~ f1 rel {0}

Teorema 3.2.3. La homotopia relativa a X' es una relacion de equivalencia en el
conjunto de funciones de (X, A) en (Y, B).

Demostracion. Reflexividad; para f : (X, A) — (Y, B) definimos F : f ~ f relX
por F(z,t) = f(x). Simetria; dada F : fo ~ f; definimos F’ : f; ~ fy relX’ por
F'(xz,t) = F(x,1 —t). Transitividad; dada F' : fo ~ f; relX' y G : fi ~ fy relX’
definimos H : fy ~ fo relX’ como

B F(z,2t) si0<x<1/2,
H(z,1) _{ Gz, 2t —1) sil/2<z<1,

]

Esto muestra que el conjunto de aplicaciones de pares es partido en cla-
ses de equivalencia por la relaciéon de homotopia relativa a X’. Usaremos la no-
tacion (X, A;Y, B]lx: para denotar este conjunto de clases de homotopia. Dada
f:(X,A) — (Y, B) usaremos [f]x para denotar un elemento de [X, A;Y, B]x.

Definicién 3.2.4. Sea Z un espacio topoldogico con un punto base zy. Definimos
la suspension de Z, la cual notaremos con SZ, al cociente de Z x I en el cual
(Z x0)U (20 x I) U (Z x 1) es identificado en un simple punto. Si (z,t) € Z X
I usaremos |z,t] para denotar el correspondiente punto en SZ por la aplicacion
cociente Z x I — SZ. El punto [z0,0] € SZ tambien lo notaremos zy y SZ es un
espacio punteado con punto base zy. Si f + Z — Z', luego Sf : SZ — SZ' es definida

por Sf([z7t]) = [f(Z),t]

Teorema 3.2.5. Paran >0, S(S") es homeomorfa a S™.

Demostracién. Seapy = (1,0, ....,0) el punto base de S™. Pensamos a R"*! embebido
en R"*2 como el conjunto de puntos de R"*?2 el cual su n + 2-esima coordenada es
0. Luego S™ es embebida como un ecuador en S™*1,

S"={z e R"™:||z|| = 1, zp42 = 0}
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y E""! es tambien embebido en B2,
E" = {2 e R ||z|| < 1, zp42 = 0}.
Sean H, y H_ los dos semiesferas de S"*! definidas por el ecuador S™. Luego
H ={z€ 8" :2,,,>0}, H ={z¢€ 8" :2,,, <0},

Sl = H, UH_ y S™ = H,. N H_. Ademss la proyeccién de R*"*2 — R"*! define
proyecciones py : H, — E"™ vy p_ : H_ — E"! las cuales son homeomorfismos.
Definimos una funcién f : S(S™) — S™*! por

12tz 4 (1 —2t)py) si0 <t <1/2,
[z 1)) = { p+((2p— 2t)z + (2t — 1)£0) sil/2<xz<1,

y se verifica que f es un homeomorfismo. O

Observacion 3.2.6. 5i X es un espacio topologico y xo € X, el grupo fundamental
de X basado en xq denotado w1 (X, zg) es definido como el grupo de clases de caminos
cerrados con inicio y final en xo. Una forma alternativa de describir este grupo es
mediante clases de homotopia de funciones (S(SY),1) — (X, o) donde S° consiste
en dos puntos, el -1y el 1 con 1 el punto base. En efecto, sea X : [ — S(S°) definida
por A(t) = [—1,t], luego X induce una biyeccion

Nlgl=1lgo N, g:(S(5%),1) = (5,1) = (X, xo)

Definicién 3.2.7. Definimos el coproducto o suma cuna X VY del espacio punteado
(X XY, (x0,y0)) como el subespacio

XVY ={(zr,y) e XxY :z=x00y=1o}
Es decir X VY = X x {yo} U{zo} x Y.

Sea X espacio topoldgico, definimos el cono CX := X x [ /(X x 0Uzg x I),
usaremos [z,t] para notar un punto en C'X. El espacio X es embebido como un
subconjunto cerrado de C'X via la aplicacién = — [z, 1]. Si (X, A) es un par, luego
CA es un subespacio de CX y el C(X, A) := (CX,CA). Definimos el cono Cy de
una aplicacién f : X' — X como el espacio cociente de C X'V X con la identificacién
[/, 1] = f(2) para todo 2’ € X.

Una sucesion de tres pares y funciones

(X, A) L (x, A) L (X, A"
se dice exacta si para todo par (Y, B) la sucesién asociada

v, B; X', A 5 v, B X, A & [v, B; X", A]
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es exacta. Analogamente se dice coexacta si
X", A% Y, B % (X, Ay, B] 55 (X0, A%, B,
Teorema 3.2.8. Dada una aplicacion f: (X', A") — (X, A) la sucesion
(X', A) 5 (X, A) 5 (Cp, )
es coeracta.

Demostracion. Sea (Y, B) un par y consideramos la sucesién
(Cp,CF" Y, B 5 [X, 4V, B) 5 X7, A4 Y, B
La composicién 7 o f es equivalente a la composicion
(X', A) C C(X',A) Cc C(X', AV (X, A) 5 (Cpr, Cpo)

donde k es la proyeccién al cociente. Ademds la inclusién (X', A') € C(X', A') es
homotépicamente nula, luego io f tambien lo es y por ello que im(f*oi*) = 0, hemos
probado que im(i*) C ker f*.
Supongamos que f*[g] = 0. Luego extendemos go f a una aplicacién G : C(X’, A") —
(Y, B). A partir de G, g definimos una aplicacién G' : C(X', A") vV (X, A) — (Y, B)
tal que G'|C(X",A") =Gy G'|(X,A) = g. Como

G’ 1] = (go f)l2', 1] = g(f(2")) = G'(f(2"))

existe una aplicacién h : (Cyp, Cyv) — (Y, B) tal que G’ = hok. Luego h|(X, A) = g,
esto prueba que g = h oi o sea que [g] = i*[h] O

Usando esto tenemos una sucesion coexacta
(X7, A) 5 (X, A) 5 (Cpr, Cpn) L (Cor, Cor) 5 (Cy, )

Es claro que podemos identificar a la suspensiéon como SX = CX/X. Para un
par (X, A) definimos su suspensién como S(X,A) := (SX,SA). Luego para ca-
da aplicacién f : (X', A) — (X, A) tenemos que (Cp,Cp)/X = S(X'JA") y
k:(Cp,Cpr) — S(X', A") la aplicacion cociente.

Teorema 3.2.9. Para una aplicacion f: (X', A") — (X, A) la sucesion
(X, A L (X, A) S (O, Cp) B s(X7, A 2 s(x, A)

es coexacta.
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Demostracion. Usaremos la sucesion coexacta que se dedujo del Teorema 3.2.8 y la
existencia de una equivalencia homotépica (Cyr, Ci) L (Cp,CfM)) X =8(X" Ay
la composicion (Cyr, Cyr) EN (Cir, Cin) LIS (X', A’) la miramos como la aplicacién
cociente k. Tambien consideraremos la existencia de una equivalencia homotopica
(Cy, Cyn) L (Cyr,Cjn)]CCy = S(X', A"). Sea g : S(X', A') — S(X, A) la aplicacién
definida por g([2',t]) = [f(2'), 1-t] y k : (Cir, Cin) — (C, Cin) /Cpr = S(X, A), luego
k 'y g o k' son homotépicos, definiendo la homotopia H : (Cy,Cin) x I — S(X, A)
como

H([2' t],t) = [f(2"),1 —tt], 2’ € X';t.t' el
H([z,t],t) =[x, (1 =t)t], x € X;t,t' € L.

Luego tenemos diagrama homotdpico conmutativo

(Cyr, Cp) —1= (Cr, Cjn)

ok

S(X', A') — = S(X, A)

en el cual k' y k" son homotépicamente equivalentes, luego por la coexactitud de
3.2.8 se tiene la coexactitud de

(XA L (X, A) S (Cp,Cp) B S(X7, A S S(X, A).

Luego considerando el homeomorfismo h([z,t]) = [z, 1 —t], como Sf = ho g se tiene
el resultado. ]

Definimos la n-esima suspensién del par (X, A) de manera inductiva como

SUX, A) = (X, A), S"(X, A) = S(S"H(X, A)).
Teorema 3.2.10. Para cada aplicacion f: (X', A') — (X, A) la sucesion

Sn+1

(X', AY L (x,A) S s x A sy, o) B s xS

es coexacta

Demostracion. Se deduce del teorema anterior y usando el hecho que la suspension
preserva la coexactitud. O
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3.3. Grupos de homotopia de orden n

Utilizaremos el 0 como punto base de [ y I := {0, 1} para el subespacio de I.
Sea X un espacio, para n > 1 el grupo de homotopia m,(X) es el grupo [S”(f); X]
pues coincide con la definicién usual ya que S ~ S™(I). Sea (X, A) un par con
punto base g, para n > 1 el n-esimo grupo de homotopia relativa, notado m, (X, A)
es [S"1(I,1); X, A]. Hay una correspondencia natural entre [S"'(I1/1); X, {zo}] v
[S™(I); X] la cual establece una correspondencia entre el grupo de homotopia relativa
(X, {zo}) con el grupo de homotopia absoluto ,(X). La inclusion j : (X, zo) —
(X, A) induce un homomorfismo j; : m,(X) = m, (X, A).
Para n > 1 hay una aplicacién (la cual es un homomorfismo si n > 2)

0: Wn(X, A, l’o) — anl(A,ZC())

definida por restriccion a la segunda coordenada del par, esto es dada « : S, I ) —
(X, A), entonces d[a] = [a|S™ (I)]. Es claro por definicién que si f : (X', A, x}) —
(X, A, zy) hay un cuadrado conmutativo

(X' A xf) 9, Tn-1(A’, ()

J/fu J((flA’)u

(X, A, z9) 2 . (A, o).

Dado un par (X, A) de espacios punteados, seai: A C X y j: (X,{zo}) C (X, A)
luego tenemos una sucesién del par (X, A) dada por

...... S (X, A) D (A) B (X)) B o, A) S
Teorema 3.3.1. La sucesion del par es exacta.

Demostracion. Sea f : (I,{0}) c (I,I) ysea f': 1 c Iy f":{0} C I. Por el
Teorema 3.2.10 hay una sucesion coexacta

(1,{00) L (1. 1) 5 (Cp,Cpr) 5 (1,400 2 S(F, 1) — ......

Sea g : (Cs,Cpn) — (I, 1) el homeomorfismo definido por ¢([0,t]) = 0y g([1,]) = t.
Luego la composicién g o i es la inclusién ' : (I,1) C (I,1)y kog™" es igual a la
composicion

(1.1) % (1/1.{0}) = (S(D), {0}).
y h el homomorfismo de la identificacién de , (X, {x¢}) con m,(X). De aqui que
hay una sucesion coexacta

(1,400 L (1,1 5 (1, 1) " s, fop) 2 ...
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esto produce una sucesion exacta

ni/ﬁ n £ n—1(}ho ni
...... e (X, A) T o A) S x0T Ay A
luego se sigue del hecho que S™/* = 9, Snff = iy, S"1(ho k:’)ﬁ = Ji. O

Teorema 3.3.2. Sea p : E — B un fibrado débil y supongamos que by € B’ C B.
Sea E' = p~'(B') y sea eq € p~'(by). Entonces p induce una biyeccion

by - Trn(E7 Ela 60) ~ ﬂ-n(B7B/7b0)

Demostracion. Veamos primero que py es sobreyectiva para ello sea av : (1™, 1", %) —
(B, B', by) un representante de un elemento de m, (B, B, by). Como z es retracto por
deformacion fuerte de I™, (1™, zy) (el par poliedro) y considerando las aplicaciones
g {2} - Ey H : I" — B donde ¢'(2) = eg y H = «|I", obtenemos una
aplicacién G’ : I" — E tal que po G' = H' y G'(29) = €y. Luego

G'(I")y cp (H'(I") cp '(B) = F.

Luego G’ define una aplicacién o' : (I", I™, 20) = (B, E', ep) tal que poa’ = a.

Veamos que py es inyectiva; sean g, g : (I", 1", %) — (E, E', ep) tal que p o aq =~
poaj. Sea X' = 1" x Ty A = (I"x0)U (2 x I) U (™ x 1). Luego (X', A")
es un par poliedro y debido a que X’ y A’ son contractibles, A’ es un retracto por
deformacion fuerte de X’. Sea ¢’ : A" — E definida por ¢'(2,0) = ag(2), ¢'(20,t) = €o,
g'(2,1) = a1(z) y H' la aplicacién que es homotopia de po ag a po a;. Luego existe
una aplicacién G’ : X’ — F tal que po G’ = H' y G'|A’ = ¢; esta aplicacién G’ es
una homotopia de ag en a;. O

Corolario 3.3.3. Sea p : E — B un fibrado débil, by € B, y ey € F = p~(by).
Luego p induce una biyeccion

py (B, FLeg) = mo (B, b).

Demostracion. Se sigue del teorema anterior tomando B’ = {by} y usando la iden-
tificacién canonica 7, (B, {by},by) = mn(B, by). O

Sip: E — B es un fibrado débil con F = p~t(by) y ey € F, definimos
0 : 7n(B,bo) — 7, 1(F, ep)
como la composicién m, (B, bp) KN T (E, F,e) 2 Tn—1(F, €9) Luego como con-

secuencia de la exactitud de la sucesion homotépica del par (E, F) se obtiene la
sucesion homotopica de un fibrado débil

...... S mn(Freo) 5 mn(E, e0) T8 mn(B,bo) 2 mn 1 (Feg) = v
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Observacion 3.3.4. En nuestro caso, como vimos al principio del capitulo, si N
es un subgrupo normal del grupo de Lie-Banach G, (G,G/N,N,p) es un fibrado
localmente trivial el cual es un fibrado por ser G/N paracompacto y Hausdorff, en
particular es un fibrado débil luego tenemos una susecion exacta

mo(H/N) — m(N) — m(H) — m(H/N).

Teorema 3.3.5. St G es un grupo de Lie conexo de dimension finita entonces

WQ(G) =0.

Demostracion. Como todo grupo de Lie conexo admite un subgrupo maximal com-
pacto H tal que G ~ H x R™, se tiene en particular que G y H tienen el mismo
tipo de homotopia, es decir que m,(G) ~ 7,(H). Podemos suponer entonces que G
sea compacto, luego G tiene un toro maximal 7' de manera que el cociente G/T es
un fibrado. Como m5(7T") = 0 se tiene de la susecién exacta

0— 7T2(G) — WQ(G/T) — 7T1(T)

que m3(G) es un grupo de torsién libre, debido a que mo(G/T) = Hy(G/T) es un
grupo libre de 2 celdas en G/T. Luego por el teorema de Hopf’s como m5(G) es finito
se tiene que mo(G) = 0. Para mayor referencias este teorema ver [MiL].

]
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Capitulo 4

Recubrimientos y extensiones
centrales de grupos de Lie

En este capitulo veremos propiedades de recubrimientos, y la estructura del
grupo recubridor universal de un grupo de Lie-Banach. Finalmente utilizaremos
estas propiedades para dar un teorema de caracterizacién de extensiones centrales
de grupos.

4.1. Grupo recubridor universal

Definicién 4.1.1. Seap: E — B. Si f es una aplicacion continua de algin espacio
X en B, un levantamiento de [ es una aplicacion continua f : X — FE tal que
pof=f
- F

.
Definicién 4.1.2. Una aplicacion continua y sobreyectiva p : E — B se dice que es
una aplicacion recubridora o revestimiento si todo punto b € B tiene un entorno U
tal que p~1(U) puede escribirse como una union disjunta de conjuntos abiertos V,,
de E tales que para cada o, p |y, es un homeomorfismo de V,, en U.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes sobre cuando
un revestimiento posee un levantamiento, este teorema lo utilizaremos para construir
una estructura de grupo de Lie-Banach en el espacio recubridor universal.

45
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Teorema 4.1.3 (Levantamiento general). Seap : E — B una aplicacion recubridora
y p(eg) = by. Sea f:Y — B una aplicacion continua con f(yo) = by. Supongamos
que Y es conexo por caminos y localmente conexo por caminos. La aplicacion [ se
puede levantar a una aplicacion f Y — E continua tal que f(yg) = ey Sty solo si

f*('ﬂ—l(Ya yO)) - p*(/ffl(Ea 60))~

Ademas, tal levantamiento es unico.
Demostracion. Ver [Mun| p.540 Lema del levantamiento general. ]

A continuacién daremos una breve demostracién sobre existencia de aplicacio-
nes recubridoras en espacios topoldgicos.

Definicién 4.1.4. Un espacio X se dice que es conexo por caminos o arco-conexo
si para cada par de puntos x,y de X existe una aplicacion continua f :[0,1] - X

tal que f(0) =z y f(1) =

Definicién 4.1.5. Un espacio X se dice localmente conexo por caminos en x si para
cada entorno U de x existe un entorno V' conexo por caminos de x contenido en U.

Definicién 4.1.6. Un espacio B se dice semilocalmente simplemente conexo si para
cada b € B existe un entorno U de b tal que el homomorfismo i, : m (U, b) — m(B,b)
mducido por la inclusion es trivial.

Teorema 4.1.7. Sea B conexo por caminos, localmente conexo por caminos y se-
milocalmente simplemente conexo. Sea by € B, dado un subgrupo H de (B, bg)
existe una aplicacion recubridora p : E — B y un punto eg € p~'(by) tales que

ps(m(E,ep)) = H.

Demostracion. Sea P := {v : [0,1] — B : y(0) = by}, se define una relacién de
equivalencia en P poniendo « ~ f si «,  terminan en el mismo punto y [ax* 5] € H.
Definimos E := P/ ~, denotaremos o a las clases y definimos p : E — B como

Hay que dotar a E de una topologia tal que p resulte una aplicacién recubridora: si
a € Py es U un entorno conexo por caminos de (1) se define

B(U,a) = {(a*6)* : § es un camino en U partiendo de (1)},

que resulta una base para la topologia de E. Probemos que cada punto de B tiene un
entorno que esta regularmente cubierto por p. Dado b; € B, tomemos U un entorno
conexo por caminos de by que satisface la condicién adicional que w1 (U, b) — m (B, b)
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es trivial, afirmamos que U esta regularmente cubierto por p, veamos primero que
p Y (U) = Uy,B(U,a) donde a recorre todos los caminos en B de by a by. Es claro
que vale D, por otra parte si 8% € p~1(U) entonces 3(1) € U, escojamos un camino
d en U desde b; hasta ﬁ(l) y sea o el camino B*6 de by a by, entonces [3] = [a*d] de
manera que 3* = (a * 6)*. Veamos ahora que p define una aplicacién biyectiva entre
B(U,a) y U. Veamos la inyectividad, supongamos que p((ad1)*) = p((5+d2)*), con
81,05 caminos en U, entonces 6;(1) = 65(2) luego 6, * dy es un lazo homotépico al
constante (aqui usamos que (U, b) — m1(B,b) es trivial), luego [ * §1] = [ * ).
Para probar que E es arco-conexo, sea o un camino en B partiendo de by y eg la
clase de equivalencia del camino constante en by, para cada c € I, sea a.: [ — B el
camino definido por a.(t) = a(tc), asi podemos definir a(c) = (o) , & : I — E es
continuo comienza en ey y acaba en of. O

Observacion 4.1.8. Si H = 1, con las hipotesis anteriores E resulta simplemente
conezxo.

Dado un espacio topolégico X que cumpla las hipétesis del Teorema 4.1.7
notaremos X a su espacio recubridor. B
Si X tiene estructura de variedad diferenciable, podemos dotar a X con estructura
de variedad diferenciable tal que la aplicacién recubridora p : X — X resulte C*,
en efecto sea U entorno en X tal que p |,-1() sea homeomorfismo y (U, ¢) carta

de X se tiene que ¢ o p |,-1(yy es una carta para X y por construccién p resulta
diferenciable. B B
Si ahora G es un grupo de Lie, luego este posee un espacio recubridor G, con G
simplemente conexo y con una estructura de variedad diferenciable como hemos
visto anteriormente. Ahora probaremos que podemos dotar a G de una estructura
de grupo de Lie que hace de p : G — G un homomorfismo de grupos.

Teorema 4.1.9. Sea G un grupo de Lie-Banach, supongamos que p : G—Gesla
aplicacion recubridora uniersal. Eviste una inica estructura de grupo de Lie-Banach
sobre G que hace de p un homomorfismo de grupos y ademas ker p = m1(G).

Demostracién. Dotamos a G de estructura de variedad diferenciable como obser-
vamos anteriormente con punto de base by = 1, tomemos un elemento 1 € p~*(1)
donde 1 es el elemento identidad en G, si (g,h) 5 gh es la multiplicacién en G
defino una aplicacién ¢ : G x G — G como (z,y) = p(x)p(y). Esta aplicacién
es claramente diferenciable pues 1) = m o p x p es compocisiéon de diferenciables
y envia el punto (1,1) — 1. Como G es simplemente conexo entonces G x G es
simplemente conexo, luego por propiedad universal del levantamiento v se levanta
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a una aplicacién ¢ : G x G — G tal que po ¢ = 1

e

GXG?

Con la estructura de natural de variedad de G y la propiedad de levantamiento
resulta que 1 es diferenciable; en efecto, como v es diferenciable podemos elegir U
entorno de G tal que p |,-1y sea homeomorfismo con (U, ¢) carta de G y (W, f)

carta de G x G tal que porpo f~1 € C™. Luego ¢pop lp-1(v) es carta de G y

(pop)opoft=goof el

asi que 1 es diferenciable con la estructura natural de variedad.

Anélogamente podemos levantar la aplicacién diferenciable de G 5 G dada por
i(x) = (p(x))~! a una aplicacién diferenciable ¢ : G — G tal que conmute

Las aplicaciones ¢ v i actian como la multiplicacion y la inversion y 1 como el
elemento identidad dotando a G estructura de grupo. Veamos la condicién de inversa,
es decir que ¢ (z,1(z)) = 1. En efecto

p((z,i(x)) = ¥(z,i(z)) = p(z)p(i(z)) = p(x)p(x) "' =1,

de aqui vemos que ¢ (x,i(x)) es un levantado de la aplicacién constante x — 1
pero  — 1 es un levantado de esta aplicacién luego por unicidad del levantamiento
se tiene que 9(x,i(z)) = 1. De manera andloga se demuestra la asociatividad y
la condicién de identidad. Por definicién de v resulta que p es homomorfismo de

grupos ya que p(¢(x,y)) = ¥(z,y) = p(x)p(y). Por construccién se tiene que kerp =
7T1(G>. O

Observacién 4.1.10. L(p) : L(G) — L(G) es un isomorfismo; en efecto como p
es un recubrimiento resulta que este es un homeomorfismo local luego L(p) es un
isomorfismo. De esta manera podemos identificar el dlgebra de Lie de un grupo de
Lie con la de su espacio recubridor universal.

Lema 4.1.11. Sea I un subgrupo discreto de un grupo de Lie conexo G, entonces
la proyeccion p : G — G /T es una aplicacion recubridora.
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Demostracion. Como T es discreto existe U entorno de 1 tal que U NT = {1}, por
continuidad del producto existe V' entorno de 1 tal que V=V C U de aqui que
V=V NT = {1}. Consideramos el conjunto de la forma Vh C G para h € T’ que son
disjuntos pues si v1h; = vohs entonces v;lvl = hgh;l e V'V NI =1 con lo cual
v1 = vy ¥ hy = hy, ademds de la misma manera se tiene que p |y, es inyectiva. Para
establecer los entornos del recubrimiento usaremos translaciones a izquierda. Dada la
clase gT', consideramos los entornos gVT := {gvl' :v € V} y p~1(gVT) = UpergVh
es una unién disjunta y p restringida a gV’ h es un difeomorfismo. O

Teorema 4.1.12. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos de Lie conexos que
es un homeomorfismo local, entonces f es una aplicacion recubridora.

Demostracion. Sea I' := ker f, veamos que es discreto. En efecto; dado g € I', como
f es homeo local existe entorno U de g tal que f |y es inyectiva, luego U NT = g.
Luego f induce el isomorfismo f : G /T'— H y por el teorema anterior la aplicacién
G — G/JT es recubridora luego f resulta recubridora. O]

El siguiente lema proporciona una forma de construir homomorfismos de gru-
pos sobre dominios simplemente conexos, el cual usaremos para la construccion del
homomorfismo del grupo de periodos.

Lema 4.1.13. Sea G un grupo topolégico simplemente conexo y H un grupo arbi-
trario. Supongamos que W es un entorno simétrico de 1 € G,es decir, W =W ™1, y
f: W — H una aplicacion tal que

flzy) = f(2)f(y) z,y,2y € W

entonces existe un unico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ |w= f.

Demostracion. Sea K el grafico de f, es decir
K:={(9,f(9)):9geW}CGxH

y dotamos a K de la unica topologia que hace de la biyeccién

B:W = K,g— (9,f(9))

un homeomorfismo. Sea E := (K) C G x H subgrupo generado por K, podemos
dotar a E de estructura de espacio topoldgico conexo donde K es entorno abierto
de 1; para este fin denotemos a m : G x G — G como la multiplicaciéon en G. Sea
Wo :== m Y (W) N (W x W) que es un conjunto abierto en W x W. Como £ es
homeomorfismo el conjunto Vg := {(8(g1), 5(g2)) : (91, 92) € Wy x Wy} es un abierto
y cumple que si m(Vy) C K y para cada xr € K (z,1),(1,2), (z,27') € Vj luego
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E posee estructura de grupo topolégico. Consideramos la aplicaciéon © : £ — G
que es la restriccion de pr; : G x H — G (la proyeccién a la primer coordenada
restringida) a E. Notemos que 7 es homomorfismo de grupos pues pr; lo es y ademas
7 |lg= "' K — W. Como f3 es un homeomorfismo y K es un entorno abierto de 1
se tiene que 7 resulta un recubrimiento. Como G es simplemente conexo resulta que
7 es un homeomorfismo. En particular 7 es biyectiva y 771 : G — E un isomorfismo
de grupos para cada g € W tenemos que

7 '(9) = B(g) = (9. f(9))

luego considerando pry : Gx H — H la proyeccion a la segunda coordenada, tenemos
que
p:=prgor G = H

es un homomorfismo y ¢ |yw= f. O

4.2. Extensiones centrales

Definicién 4.2.1. Una extension de grupos topoldgicos (resp.de grupos de Lie) es
una sucesion exacta corta de homomorfismos continuos (resp. diferenciables)

15A-G—>G—1.

La extension se dice central si A= Z(G) el centro de G.

El proximo teorema nos permitird obtener una descripcion del término G de
una extension central como un cociente, junto con la existencia de un homomorfismo
de grupos el cual utilizaremos en la construccién del grupo de periodos de un algebra
de Lie en el capitulo siguiente.

Teorema 4.2.2. Sea G' un grupo_topoldgico, localmente arco conexo y semilocal-
mente simplemente conexo y qc : G — G su espacio recubridor universal. Para una
extension central de_grupos topoldgicos Z — G 4 @G, si existe una seccidn local
continua oy : U — G tal que oy(zy) = oy(x)oy(y) para x,y,zy € U C G entonces
existe un homomorfismo 7 : m(G) — Z y un isomorfismo

d: (G x2))T(v") = G, con qod®([z,1]) = qs(z),z € G

donde T'(y™1) es el grdfico de d s ~(d)~*.

Demostracion. Veamos en primer lugar que existe o : U — G una seccién continua
del recubrimiento universal g; donde U es un entorno de 1, conexo y simetrico. En
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efecto; tomemos un entorno contractil V' en G tal que la inclusién i, : (V) — 71 (G)
sea trivial y W abierto de G' que contega a oy(U) y ¢(W) C V

e

W—>V<—>UCG

O'U

luego como

(i0gq )s(m(W)) = iu(q Ds(m(W)) Cin(m(V)) = 0 = pu(m(G))

por levantamiento universal existe A tal que el diagrama conmuta. Luego sirve como
seccion de gg tomar o := X o o, que es claramente seccion pues por la conmutati-
vidad del diagrama gz 00 = gg o Aooy = q | ooy = id.
Luego la aplicacién R

Oy © gg ’g (U)- 5(U) — G

es un homomorfismo local y por el Lema 4.1.13 este se extiende a un homomorfismo
continuo f : G — G con foo = opy. Afirmamos que debido a esto se tiene go f = qg;
en efecto si restringimos ¢ o f al abierto (U), se tiene

qo f lsan=qoovoqa lsw)= qa 5w

luego como ambos son morfismos y coinciden en un entorno de 1y G es conexo,
entonces g o f(g) = qa(g), ¥g € C.
Definimos la aplicacién

Vv:GxZ—G
(9,2) = f(g)z

que es un homomorfismo continuo, en efecto como Z es el centro y f es homomor-
fismo, se tiene

U((9,2)(g'2") = ¥(gg',22") = fg99")22" = f(9)f(g)z2" = f(g9)=f(d')2" =
= ¢(97 Z)w(glv Zl)

y es continuo porque la multiplicacion del grupo es continua. Ademas 1 es un ho-
meomorfismo local, para probar esto basta probar que existe un entorno de 1 tal que
sea homeo, luego como 1 es morfismo se puede trasladar a un abierto de cualquier
punto de G x Z. Probaremos entonces que 9 |51)xz es un homeomorfismo; como

Y(o(z),2) = f(6(x)z =0u(x)z, xeU,z€Z
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basta probar entonces que la aplicacién (z, 2) 2 oy(z)zde U x Z — ¢ 1(U) es un
homeo. En primer lugar estd bien definida pues q(oy(z)z) = q(ou(2))q(z) =z € U
pues Z = kerq y oy secciéon local de ¢q. Podemos definir una inversa que resulta
continua como

¢ (U)—=UxZ
z = (q(2), (ov(g(z)) ™
que esta bien definida, pues
q((ov(a(x)))"'z) = g(ov(g(r))a(z) = q(z) " q(z) = 1

luego se tiene que (oy(q(z)) 'z € kerq = Z. Por tltimo, 9 resulta sobreyectiva;

z)

observemos primero que ¢ |y €s sobreyectiva, en efecto dado g € G existe g € G
tal que g = q5(g) luego como go f = qg se tiene que g = qo(g) = q(f(g)) y es claro

~

que f(g) = f(g)1 = ¥(g,1) € imw. Probaremos ahora que imi) = G, supongamos
que existe x € G tal que z ¢ ima, como ¢q(z) € Gy G = ¢ |imy se tiene que
q(x) = q(y) para algtin y € ima), como ¢ es homomorfismo tal que zy~! € kerq = Z
y Z C ima) con lo que xy~! € ima, dado que im) es un subgrupo e y € ima) se
tiene que = € ima, absurdo pues tomamos = ¢ imi. Como 1 es homeo local y
sobreyectiva, resulta una aplicacién recubridora. Por los teoremas de isomorfismos
tenemos que

G2 (G x 2)/kerts, kerts = {(9.f(g)) : g € S D)},
Es facil ver que f~1(Z) = ker(q o f), pues Z = ker ¢ luego tenemos que
fHZ) =ker(qo f) = ker g = m(G)
con lo cual
kery) = {(d,7(9)™") :d e m(G)} =T(y O} 7= f |mo) -

Por construccién de ¢ se tiene que si denotamos la clase del par (z,z) € G x Z como
[z, z], entonces ¢([z, z]) = ¥(x, z) luego

(b([xv 1}) = ¢(x7 1) = f(l‘)

Aplicando q resulta que

q(o(lz, 1)) = q(f(2)) = go(x).



Capitulo 5

Integrabilidad

En este capitulo utilizaremos el teorema del cociente de grupos de Lie-Banach
2.2.1 para dar una definicién directa del grupo de periodos II(g) de un &lgebra
de Lie-Banach. Para hacer esta nueva construccion utilizaremos el Teorema 4.2.2.
De esta manera obtendremos asi el teorema de caracterizacion de algebras de Lie
integrables.

5.1. Integrabilidad de homomorfismos de algebras
de Lie

El principal resultado de esta primer seccién permitira ver cuando un homo-
morfismo de algebras de Lie se integra a un homomorfismo de grupos de Lie. Para
eso utilizaremos los resultados obtenidos en los capitulos anteriores sobre grupos
locales de Lie. Como consecuencia de esto daremos un ejemplo de un &algebra de
Lie-Banach no integrable.

Definicién 5.1.1. Un dlgebra de Lie-Banach g se dice integrable si existe un grupo
de Lie-Banach G cuya dlgebra de Lie es g, es decir L(G) = g. Pasando por el grupo
recubridor universal G de G se tiene que L(G) = L(G) = g con lo cual si un dlgebra
de Lie es integrable siempre podemos suponer que existe G simplemente conezxo tal

que L(G) = g.

Teorema 5.1.2 (Teorema de Frobenius). Sea H un grupo de Lie-Banach, g un
dlgebra de Lie-Banach y ¢ : ¢ — L(H) un homomorfismo inyectivo continuo de

algebras de Lie. Luego existe un grupo de Lie-Banach G conexo y un homomorfismo
de grupos de Lie f: G — H tal que g = L(G) y ¢ = L(f).

93
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Demostracion. Sea ) = L(H ). Tomemos un entorno abierto Vdel € Hy R > 0 tal
que expy |B,(0,r): By(0, R) — V sea un difeomorfismo. Como ¢ : g — b es coninua,
existe r > 0 tal que p(By(0,7)) C By(0, R). Definimos

G = ((exppy 0p)(Bg(0,7))) € H

)). Vamos

es decir G es el subgrupo de H generado generado por (expy op)(Bg(0, 7
(G)=gyla

a equipar a GG con una estructura de grupo de Lie-Banach tal que L
inclusién f : G — H satisfaga L(f) = ¢; sea

K := (expp 0p)(Bg(0,7)).

Existe una tunica estructura de variedad de Banach sobre K tal que la aplicacion
biyectiva 6 := expyop |p, (0. Bg(0,7) — K es un difeomorfismo. El entorno
Bg(0,7) tiene estructura local de grupo de Lie con la multiplicacién definida por
la serie de BCH y la inversion dada por z +— —x. Luego el difeomorfismo 6 nos
permite definir una estructura de grupo de Lie local que respeta la multiplicacion y
la inversién heredada de GG. Como el subgrupo GG de H es generado por K, este tiene
una tnica topologia tal que la inclusion K < G es un embeding y K es un entorno
abierto de 1 € G. Como K es conexo (esto es porque By(0,7) es conexa y expy op
es un difeomorfismo) luego G es conexo (por ser unién de conexos cuya intersecciéon
es no vacia). Hemos visto que K tiene estructura de grupo de Lie local, de aqui que
G posee estructura de grupo de Lie modelada por el espacio de Banach g.

Ahora probaremos que L(G) = g; tomemos rg, Ry tal que 1o < 1y ¢(Bg(0,79)) C
By (0, Ry). Luego para todo z,y € By(0, 7)) tenemos que

0(z *y) = expy(p(z *y)) = expy(p(z) * p(y)) =

= expp(p(z)) expp (p(y)) = 6(2)0(y).

Ahora como 6 : By(0,7) — K es carta local alrededor de 1 € G, el corchete de g
coincide con el de L(G), esto hace que L(G) = g. Es facil ver que f : G — H, la
inclusién, es diferenciable en un entorno de 1 € G (por ejemplo K C G); en efecto
basta tomar como carta local de G’ a  y de H a expy; |Byo0.r) : V — By(0,R) se
tiene entonces que

expy of ol = p € C™

luego como f es homomorfismo de grupos y G, H son grupos de Lie se tiene que f
es diferenciable en todo G.
Para terminar basta ver que L(f) = ¢, en efecto sea x € By(0,7) la curva

3 'l> eXpH(90<t$))7
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que cumple que v(t + s) = 7y(s)y(t) luego por unicidad se corresponde con un
subgrupo a un parametro de G, es decir, expg(z) = expy(p(z)). Por naturalidad de
f se tiene

expy (L(f)z) = expg x = expy(o(x))

y como expy es inyectiva en este entorno, L(f)x = ¢(z) para z € By(0,r), luego
deben ser iguales en g. O

Corolario 5.1.3. Sea H un grupo de Lie-Banach con dlgebra de Lie by, sea G C H
un subgrupo cerrado y sea

g:={x € b:expy(tr) € GVt € R}.

Entonces g es subdlgebra cerrada de by y existe una unica topologia y estructura de
variedad sobre G que lo hace un grupo de Lie-Banach tal que L(G) = g.

Demostracion. Ya hemos probado en capitulos anteriores que g asi definida es una
subalgebra de h. Sea Gy = (expy g). Sea ¢ : g — h = L(H) la inclusién luego por
el Teorema 5.1.2 existe una estructura de grupo de Lie-Banach conexo sobre G tal
que L(Gp) = g, la inclusién f : Gy — H es diferenciable y L(f) = ¢.

Veamos ahora que Gy < G; en efecto para cada ¢ € G C H tenemos la aplicacién
Ad, : H — H dada por x — gxg~!' por naturalidad

expy (L(Ady)x) = Ady(expy(x)) = gexpy(x)g™', Vo € b (1)

en particular si x € g , t € R tenemos que

expi (H(L(Ad,)(2))) = expy(L(Ad,)(t2)) = gexpy(ta)g™ € G

de aqui que L(Ad,)(z) € g. Luego de (1) dltima igualdad muestra que gexpy gg~* C
expy @ lo cual implica que Gy < GG. Para cada g € G la aplicacion Gy — Gy, h +—
ghg™!, resulta diferenciable por ser un homomorfismo de grupos de Lie continuo.
Luego por el teorema de grupos de Lie locales podemos dotar a GG con estructura de
grupo de Lie en la cual Gy resulta abierto y L(G) = L(Gy) = g O

Si dimH < oo hay un resultado clasico de la teoria de grupos de Lie en di-
mension finita que asegura que si G es subgrupo cerrado de H, este posee estructura
de subgrupo de Lie de H. En grupos de Lie-Banach esto no es cierto. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el espacio de Hilbert H := L*([0,1],R) como grupo
de Lie-Banach con la suma. Sea G := L*([0,1],Z) es un subgrupo cerrado. Supon-
gamos que G es subgrupo de Lie de H, luego su dlgebra de Lie es

L(G)={f € L(H) : expy(tf) € G,Vt € R}.
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Como el grupo a un pardmetro de H esy: (R,4+) — (G, +), v(t) =tf con f € G se
tiene entonces que y(t) = expy (tf) = tf para cada f € L(H). Entonces si f € L(G)
se tiene que tf € G para todo t € R con lo que f = 0 luego L(G) = {0}. Por el
Teorema 2.1.4 se tiene que existe un entorno V de 0 en H tal que

exp(UNL(G)) =VNG

como L(G) = 0 se tiene entonces que VNG = 0, luego G es un subgrupo discreto.

Por otro lado el grupo G es arco-conexo y ademads contractible ya que la aplicacion
F .1 xG— G dada por

flz) st 0<z<t

F(t, f)(x) =

0 st t<ax<l1

es continua y F(1, f) = f y F(0, f) =0 lo cual es una contradiccion.

Veremos ahora el principal resultado de esta seccién. El siguiente teorema
estable las condiciones necesarias para que un morfismo de algebras de Lie resulte
integrable.

Teorema 5.1.5 (Teorema de integracion de morfismos de dlgebras de Lie ). Sean G y
H grupos de Lie-Banach tal que G es simplemente conezo. Sea v : L(G) — L(H) un
homomorfismo. Eziste entonces un unico homomorfismo de grupos de Lie f : G — H

tal que L(f) = ¢.

Demostracion. El producto G x H tiene estructura de grupo de Lie-Banach con
las operaciones coordenada a coordenada y su algebra de Lie es L(G) & L(H).
Sea I'(¢p) = {(z,p(z)) : x € L(G)} (grafico de ), define una subdlgebra de Lie
en L(G) @ L(H) con las operaciones coordenada a coordenada. Por el Teorema
5.1.2 existe un homomorfismo inyectivo de grupos de Lie i : K — G x H tal que
L(K) = T'(¢) y L(i) es la inclusién de I'(¢) — L(G) @ L(H) . Consideramos la
aplicacion m o7 : K — G x H — G con m; proyeccién a la primer coordenada.
Veamos que su diferencial es un isomorfismo. En efecto;

L(my oid)(z, o(x)) = m(L(i)(x, o(x))) = m(z,p(2)) =z,
luego si consideramos la aplicacion
L(G) = T(p) -z = (2, 0(x))

es morfismo de dlgebras y es una inversa para L(m; o). Luego como L(m o) es
un isomorfismo se tiene que m o7 : K — G es una aplicacién recubridora. Como
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G es simplemente conexo esta aplicacion define un isomorfismo y de esta manera
podemos identificar a K con G. Sea my : G x H — H la proyeccién a la segunda
coordenada, luego f := my 04 : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie y

L(my 0i)(x) = ma(z, p(x)) = ¢(z). O
Corolario 5.1.6. Sean G, H dos grupos de Lie-Banach simplemente conexos tales

que L(G) ~ L(H) es decir con dlgebras de Lie isomorfas, entonces G ~ H.

Demostracion. Sea ¢ : L(G) — L(H) un iso de dlgebras. Como G es simplemente

conexo entonces existe f : G — H homomorfismo de grupos tal que L(f) = ¢,

analogamente como H es simplemente conexo existe g : H — G tal que L(g) = ¢,

luego por regla de la cadena
L(id) = id = poy™" = L(f) o L(g) = L(f o g)
L(id) = id = ™" op = L(g) o L(f) = L(g o f)
con lo cual como coinciden en 1,

gof=fog=1id.

5.2. Un algebra de Lie-Banach no integrable

Daremos ahora un ejemplo de un algebra de Lie-Banach la cual no resulta
integrable.

Ejemplo 5.2.1. Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita sobre C y U(H)
su grupo unitario. Este es un grupo de Lie-Banach cuya dlgebra de Lie es

wi= L{UM)) = {X € B(H): X* = —X}.

Veamos en primer lugar que el centro de esta dlgebra es 3(u) = Ril. Es claro que
Ril C 3(u), la otra inclusion se deduce del hecho de que el centro del dlgebra de
B(H) son los escalares. En efecto sea X € 3(u) es decir que

XY =YX, VWeu

luego como (iY)* = —iY* = 1Y, ie es hermitiana X conmuta con iY también.
Como cualquier operador Y € L(H) se escribe como suma de un hermitiano mas
un antihermitiano, tenemos que

XY =XYar+Y0) = XY + XY, =Y X+ VX = (Yo + V)X =YX
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con lo que X conmuta con cualquier elemento de B(H).
Consideramos el dalgebra de Lie-Banach cociente

g:=udu/Ri(1,v21).

Veremos que esta algebra resulta no integrable. Supongamos que si lo es, luego existe
un grupo de Lie-Banach G tal que L(G) = g. Sea

Q:ubu—g

el homomorfismo cociente. De acuerdo al teorema de Kuiper [KUG65] el grupo uni-
tario U(H) resulta contractible, en particular simplemente conexo como asi también
Gy :=U(H) x U(H) por ser producto de simplemente conexos. Como

g =udu=LUMH))®LUMH)) =LUMH) xUH)),
q es integrable a un unico homomorfismo de grupos
q:G1— G, L(g) = Q.

Por naturalidad tenemos que expg oQ) = qoexpg,, y en particular que exp(ker Q) C
ker q. Como

Z(Gh) = expg, (3(81)) = expg, (3(u) x 3(u)) = exp(Ri x Ri) ~ ' x 5

y exp(ker Q) es un subgrupo a un pardmetro denso en Z(G1) por la continuidad de
q tenemos que Z(G1) C kerq con lo cual 3(g,) C ker L(q) = ker Q lo cual es una
contradiccion pues 3(g,) = L(Z(G1)) = R? y por otra parte ker Q ~ R.

Teorema de Ado

Mencionaremos aqui un resultado que utilizaremos para la demostracion de
que toda algebra de dimension finita es integrable.

Definicién 5.2.2. Una representacion de un dlgebra de Lie-Banach g es un homo-
morfismo de dlgebras 1 : g — End(V) donde V' es algin espacio vectorial. Una
representacion se dice fiel si 1 es un monomorfismo.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Ado). Si g es un algebra de Lie de dimensidn finita
entonces tiene una representacion fiel en gl,(R) para algin n.

Demostracion. Ver [Jac79] p.199. O
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Teorema 5.2.4. Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita entonces es integrable.

Demostracion. Por el Teorema de Ado existe un monomorfismo de algebras de Lie
g = gl,(R) = L(GL,(R)),

luego por el Teorema de Frobenius 5.1.2, existe G un grupo de Lie-Banach tal que
L(G) =g. O

5.3. Algebra y grupo de caminos

Definicién 5.3.1. Sea G un grupo de Lie-Banach conezxo, definimos el grupo de
caminos de G, como

P(G)={y € C([0,1],G):7(0) = 1}

donde la multiplicacion es punto a punto, es decir (ya)(t) = v(t)a(t). Este grupo es
un grupo de Lie-Banach. Sea g un dlgebra de Lie, definimos

P(g):={y € C([0,1],9) : 7(0) = 0}
que es un dlgebra de Lie donde la operacion corchete esta dada por [f,g](t) =
[f(t),g(t)]. Si g = L(G) es el dlgebra de Lie de G, entonces el dlgebra de Lie de
P(G) es P(g). Es decir vale que L(P(G)) = P(L(G)), esto se ve del hecho que la
aplicacion P(L(G)) — P(G) dada por v +— expg oy es la aplicacion exponencial de
P(G).
La aplicacion evaluacion

evy : P(G) —» G, v~ (1)

es un morfismo de grupos de Lie, luego su nicleo QU(G) := ker(evy) es un subgrupo
de Lie de P(G) debido al Teorema 2.2.1. Es claro por los teoremas de isomorfismo
que como evy es sobreyectiva G = P(G)/QG).

Observacién 5.3.2. P(G) es contractible. Es decir que la aplicacion idpc) es ho-
motopica a una constante. En efecto basta considerar la homotopia H : I x P(G) —
P(G) dada por H(s,y(t)) = v(st). En particular P(G) es simplemente conezo.

A partir de ahora supondremos que g es un algebra de Lie-Banach y 3 = 3(g)
su centro y guq := ¢/3, el algebra de Lie cociente.

Probaremos ahora la integrabilidad de distintas algebras de Lie las cuales seran
de utilidad en la construccion del grupo de periodos.
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Observacion 5.3.3. 3 es integrable, mas aun toda dlgebra abeliana es integrable.

Demostracion. Podemos definir en 3 una estrucutura de grupo de Lie con la opera-
cién z*y := x+1y y la operacién 7! := —z observemos que esta definicién coincide
con la expansion de la serie de BCH en 3 ya que 3 es abeliana. Veamos que 3 con
esta estructura de grupo de Lie induce en su algebra de Lie la misma estructura,
es decir el corchete inducido por * es el nulo. Calculemos los campos invariantes a
izquierda, sea v € L(3) tal que X,(g) = (Ly).v, luego se tiene que su diferencial es
(Ly)sv = v con lo que X,(g) = v es decir el campo es constante luego el corchete
es 0. Luego L(3) ~ 3 son isomorfos como algebras con la identidad. Veamos que la
exponencial es la identidad, en efecto sea a(t) = tv es una curva integral de X, ya
que X, (a(t)) = &(t) luego exp(v) = a(1) = v es la identidad. O

Lema 5.3.4. El dlgebra de Lie
der(g) :={T € B(g) : T([X,Y]) =[T(X), Y]+ [ X, T(Y)|VX,Y € g}

conocida como las deriwaciones, es integrable.

Demostracion. Como Gl(g) es el grupo de unidades del édlgebra de Banach B(g)
se tiene de esta manera que GL(g) tiene estructura de grupo de Lie Banach con
L(GL(g)) = B(g).

Es claro que el grupo Aut(g) de automorfismos de g es subgrupo cerrado. Por el
Corolario 5.1.3 Aut(g) es un grupo de Lie-Banach y ademaés

L(Aut(g)) = {T € B(g) : exp(RT) C Aut(g)}.

Veamos que der(g) coincide con este ultimo conjunto. En efecto; sea T' € B(g) tal
que exp(tT) € Aut(g) Vt € R queremos ver que T es derivacién. Como

exp(tT) [z,y] = [exp(tT)x, exp(tT)y]

derivando ambos miembros (y como la derivada de ¢t — exp(tT) es T exp(tT) =
exp(tT)T) se tiene que

exp(tT)(T [z, y]) = [T(exp(tT)z), exp(tT)y] + lexp(tT)z, T (exp(tT)y)] .
y luego evaluando en ¢ = 0 se tiene

Tle,yl = [T, y] + [z, Ty].

Reciprocamente sea T' una derivacién, queremos ver que exp(t1) € Aut(g)vt € R,
consideramos la funcion

v(t) = exp(tT)([z,y]) — [exp(tT)z, exp(tT)y] .
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Como T es derivacion
T [exp(tT)z, exp(tT)y] = [T'(exp(tT)z), exp(tT)y] + [exp(tT)z, T (exp(tT)y)]

luego v(t)" = Twv(t) pero v(0) = 0, asi se tiene que v(t) = 0.

Teorema 5.3.5. g.q es integrable.

Demostracion. Consideramos la aplicacién

ad : g — der(g)

Z e (X B [X, 2)]).

Por la identidad de Jacobi se tiene que la aplicacién D(X) = [X, Z] es una deriva-
cion, en efecto

D([X’Y]) = HX’Y] 7Z] - = [D/a Z] 7X] - HZvX] 7Y] = [Xv [Y7 Z“ + [[X7 Z] ’Y]

= [D(X), Y]+ [X, D(Y)].

Como ker ad = 3, la aplicacion se factoriza a través de un morfismo inyectivo
9/3 — der(g) y como der(g) es integrable pues es el dlgebra de Lie del grupo de
Lie-Banach Aut(g) se tiene que también g/3 es integrable.

0

Ahora nos concentraremos en demostrar que el dlgebra de caminos P(g) es
integrable apelando a un resultado de Malcev [Mal65] sobre asociatividad generali-
zada en grupos locales. La misma sera consecuencia de aproximaciones polindmicas
en espacios de Banach.

Lema 5.3.6. Dado FE un espacio Banach, para toda funcion continua f: 1 — E y
todo € > 0 existen ag,aq, ....a, € E tales que

1£(t) = apt* || <evtel

k=0

Demostracion. Sea f: I — E y e dado. Como f es uniformemente continua pode-
mos tomar una particién 0 =ty <t; < ... <t, =1talquel f(t)— f(t;) || <e/4
para t; <t < t;41. Sea l : [ — FE la funcién continua definida por trozos {i(t) : ¢; <
t < ti11} donde para cada i, [(t) es el segmento que une f(¢;) con f(t;11). Es claro
que ||f(t)—1(t)|| <e/2paratodot e I.Sea E' C E el subespacio generado por [(1).
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Como dim E' < m < oo por el teorema de Weierstrass existen ag, ay, ....,a, € E’
tales que || I(t) — > i_, axt” || < /2 para todo ¢ € I. Luego

1A = ant® 1<) =Y ant™ | + | f() = 1(1) || <e.

O

Definicién 5.3.7. Una palabra es una n-ésima operacion binaria en un grupo local,
la cual definimos por induccion de la siguiente forma:

a) Eziste una operacién binaria llamada [ la cual es la identidad es decir f'(x) = x
b) Supongamos n > 1, y que para k < n tenemos definida la k-ésima operacion que
es una palabra. Luego f™ serd una palabra si y solo si existen numeros k,l tal que

k+ 1 =n y las operaciones f%, f' son palabras tales que f™(x1,....,x,) existe si y
solo si f¥(xq,....,xx), fZrst, ..., Tn) existen y ademds se cumple que

F@y, o zn) = oy, o 20) f(Trgts s ).
Definicién 5.3.8. Un grupo local se dice que satisface la asociatividad general si
para todo par de palabras fi', f y toda n-upla (x4, ...., x,) donde ezista f]'(x1,...,x,)
y fa(xy,....,x,) se tiene que

(@1, my) = f3H (21, ey ).

Sea V, entorno de 0 en g donde la serie de BCH converge absolutamente, con
la multiplicacién X %Y se tiene que V. es un grupo local analitico (ver Seccién 1.4).
La forma de insertar los corchetes en Xj....X,, es como palabras y las notaremos
w(Xy, .oy Xp). St X4, ..., X, € V., decimos que w(X7y,...., X,,) esta definido en el
grupo local V, si el producto Xj....X,, puede ser calculado en V,. cuando insertamos
los corchetes, como indicados con w. Definimos

dom w = {(Xy,..... X)) € V. X ... x V. w(Xq, ..., X,,) estd definido }.

Lema 5.3.9. Supongamos que fi,....., fn € P(g) son tales que fi(t),...., fn(t) € V.
para todo t € I, y w;i(Xq,...., X,) son palabras tales que w;(fi(t),...fo(t)) estd de-
finida para todo t € I. Entonces wi(fi(t),...fn(t)) = wao(fi(t),...fu(t)) para todo
tel.

Demostracion. Tomemos € > 0 suficientemente pequeno tal que wi(Xy,...,X,) =
wa (X7, ..., Xp,) cuando | X;|| < € para todo i. Como dom wj es abierto, por el Teorema
5.3.6 existen polinomios tales que || f;(t) — g;(O)|| < ey (g1(t), ..., gn(t)) € dom wyN
dom w, para todo t. Por continuidad de g; en 0 existe n > 0 tal que ||g;(¢)|| < ¢
para todo [t| < n. De aqui que

wi(g1(t); - gn(t)) = w2(g1(t), .- gu(t)) (%)
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cuando [t| < 1. Ahora como w; : dom w; — g es analitica y también lo es la aplicacién
I. — dom w; (con I. entorno abierto de /) dada por t — (g1(t), ..., gn(t)) luego por
el Teorema 1.0.2 la igualdad (*) vale para todo t € I.

O

El siguiente resultado cuya prueba el lector puede encontrar en el paper de
[Mal65] resultara clave para lo que sigue.

Teorema 5.3.10. Un grupo local V' es embebido en un grupo si y solo si V' satisface
la condicion de asociatividad general.

Teorema 5.3.11. P(g) es integrable.

Demostracion. Para probar el teorema consideraremos el grupo local

PV, ={feP@:Ilfll<r}={f:1-V}

de P(g). Como el producto en P(g) es definido puntualmente, lo mismo suce-
de en P(V,). Esto muestra que w;(f1,..., fn) esta definido en P(V,) si y solo si
w;(f1(t),...fn(t)) esta definido en V, para cada t. Luego por el Teorema 5.3.9 se
satisface la propiedad de asociatividad general y por el Teorema 5.3.10; existe un
grupo topolégico G en el cual P(V,) C G (el cual es un embeding). Ahora utilizando
el teorema de grupos locales de Lie se tiene que G tiene estructura de grupo de Lie
donde P(V,) es un abierto y L(G) = P(g).

]

Teorema 5.3.12. El funtor g — P(g) es exacto.

Demostracion. Sea 0 — N C L % M — 0 una sucesién exacta de algebras de Lie.
Aplicando P uno obtiene de manera evidente una sucesién exacta 0 — P(N) C
P(L) — P(M), resta ver que el ultimo morfismo es sobreyectivo. Sea f € P(M) y
sea P (M) el subespacio de P(M) de segmentos por trozos continuos. Como vimos
antes, P(M) es denso en P(M). Luego existe (f,), € P(M) tal que lim, f, = f.
Podemos suponer que || f, — fo_1 [|[< 27" (reemplazando por alguna subsucesion).
Sea g1 = f1 Y gn = fn— fn-1, luego > 1" g, = f por ser telescépica. Como L/N ~ M
las normas son equivalentes, luego existe una constante C' tal que para cada X € M
tenemos una una preimagen X' € L tal que | X' ||[< C || X ||. Veamos que
cada g, puede ser levantada a una curva h, € F(L) por medio de la aplicacién
L — M; en efecto supongamos que nos situamos en algin intervalo de la particion
x = t; y escribamos g,(t) = tv, + Wy, gnr1 = tyy1 + Wye1, de manera que g,(x) =
gn+1(x); de esta condicién queda determinado w,, en funcién de vy, Wy, 11, Vpy1 COMO
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wy, = T(Vpy1 — Vp) + Wwyi1. Podemos levantar via ¢ estos puntos obteniendo asi
Un, Unt1, Wha1 tales que

¢(Un) = Up, qb(UniH) = Un+1, ¢(w7;+1) = Wp+1-

Asi definimos w,, := z(v,41 — Up) + Wpy1, luego definimos h,(t) = tv, + wpi1 y
Pria(t) = topin + wopr v vale que hy(2) = hypy1 () y ¢(hn) = gy ¢(hnt1) = Gnga
Ademds satisfacen que || h, ||< C27". Tomando como h := > {° h,, h es continua
pues la serie converge uniformemente y claramente por linealidad de ¢ su imagen es

f.
u

5.4. Grupo periodico de un algebra de Lie-Banach

Llamaremos G4 al grupo de Lie-Banach simplemente conexo cuya algebra de
Lie es gqq-

Tenemos una extensién central de dlgebras de Lie dada por la inclusién de 3
en g y la proyeccion al cociente

30— Gaa- (1)

Sea R
P(g) == {(a,x) € P(gaa) x g: (1) = 7}
que es subélgebra de Lie de P(gqq4) X g. Consideramos una inclusién de 3 en ]3(9) y
la proyeccion @ a la primer coordenada, de la siguiente forma

55 P(g) 2 Pgar), (2)

donde i(z) = (0,2) ~ 3, Q(a,x) = a y 0 es la curva constantemente cero. Es
claro que ker Q = i(3), en efecto, sea («,z) € ker ) luego a(t) = 0 para todo ¢ en
particular 0 = a(1) = Z luego = € 3 de aqui que (o, z) = (0, ) € i(3). Por definicién
de 7 es claro que i(3) C ker(Q). Luego (2) es una extensién central.
La restriccién de esta extensién a €2(g.q) permite obtener una seccién continua de
() dada por R

0 Ugaa) = P(g), ar— (a,0).

En sintesis hemos construido el siguiente diagrama conmutativo de extensiones cen-
trales

7: ~

— P(g) —2> P(gaa)

3
lid lﬁz lem
3

g Yad-
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En las proximas lineas demostraremos que el algebra de Lie ]3(9) anteriormente
definida resulta integrable.

Teorema 5.4.1. P(g) es integrable.
Demostracion. Como el funtor g — P(g) es exacto este induce en la extensién (1)
otra extensiéon exacta de caminos

0= P(3) > P(g) ** P(gua) = 0

luego por los teoremas de isomorfismo tenemos que P(gqq) = P(g)/P(3). Por defi-
nicion tenemos el siguiente diagrama conmutativo

7

Bad

3 g
evy T ev1 T evy T
(

P(3) — P(g) — P(gad)-

Definimos la aplicacién 1 : P(g) — P(g) como a — (a,a(1)) donde a(t) := aft).
Entonces 7 es morfismo de élgebras con las operaciones coordenada a coordenada
y el kern = Q(3) luego por los teoremas de isomorfismos P(g) = P(g)/Q(3). De
aqui que tenemos otra descripcién de la sucesién (2) como

32 P(3)/903) — P(g) = P(g)/23) ~ P(gaa)-

Usando el Teorema 5.3.11 existe un grupo de Lie-Banach simplemente conexo H
cuya dlgebra de Lie es P(g), es decir L(H) = P(g). Como H es simplemente conexo
Y P(gad) = P(L(Gaq)) = L(P(Gaq)) el morfismo de algebras 1 es integrable, obte-

niendose un homomorfismo de grupos de Lie H %P (Gaa) €l cual es sobreyectivo
por el lema 1.6.6

Sea N := ker ¢ que es un subgrupo normal y ademas es subgrupo de Lie-Banach, su
algebra de Lie es L(N) = kert) = P(3). Asi obtenemos una descripciéon P(G.q) =
H/N. Como H — H/N es un fibrado principal trivial, de aqui existe una sucesién
exacta en los grupos de homotopia por la Observacién 3.3.4

WQ(H/N) — 7T1<N) — 7T1(H) — 7T1(H/N) — 1.

Como P(G,q) es contractible se tiene que mo(H/N) = m(H/N) = m(P(Ga)) = 1
quedando asi que 71 (N) = m(H) = 1, luego N es simplemente conexo. Como N y
L(N) tienen las mismas algebras de Lie y ambos son simplemente conexos (L(N) lo
es por ser espacio vectorial) se tiene que son isomorfos. De aqui se ve que 2(3) C P(3)
es un subgrupo de Lie normal de H. Definimos P(G) := H/(3) que es un grupo
de Lie-Banach por el Teorema 2.2.1 y se verifica que L(ﬁ(G)) = L(H)/L(2(3)) =
P(g)/Q3) = ]3(9) Pasando por su grupo universal recubridor podemos suponer

entonces que P(G) es simplemente conexo e integra a P(g). O
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Tenemos el morfismo
L(P(G)) = P(g) > P(8ua) = L(P(Gu)
que es integrable a un homomorfismo de grupos
P(G) ~% P(Glq).
Como asi también la inclusién
3= Pla) = L(P(G))

a un homomorfismo inyectivo de algebras de Lie. En resumen hemos conseguido
integrar la extension central de algebras de Lie

5 <> Pla) > Plgad)
a una extensién de grupos de Lie
5= P(G) = P(Gua)
la cual veremos que también resulta central.

Teorema 5.4.2. 3 <4 P(G) =55 P(Gaq) es una extension central de grupos.

Demostracion. Como P(Gg.q) es conexo y L(q) = @ es sobreyectiva, entonces ¢ es
sobreyectiva por el Lema 1.6.6. Veamos ahora que kerg = 3. En efecto, como ¢ es
homomorfismo de grupos de Lie, ker g es subgrupo de Lie-Banach de P(G) y como
la extensién (2) es central

L(kerq) =ker L(q) =kerQ =i(3) =0 x 3~ 3= L(Z)

es decir sus dlgebras de Lie coinciden. Si vemos que ker ¢ es simplemente conexo
entonces ker g es isomorfo a 3. Veamos entonces que ker ¢ es simplemente conexo;
tenemos un fibrado principal trivial

ker ¢ < P(G) — P(G)/ker q ~ P(Gaq),
esto induce una sucesion exacta en los grupos de homotopia
ma(P(G)/ ker q) — my(ker ¢) — m1(P(G)) = m1(P(G)/ ker q)
como P(G)/ker g ~ P(G,q) es contractible entonces

T2(P(G)/ ker q) = m (P(G)/ kerq) = 1,

quedando i (ker q) ~ 7 (P(G)) = 1.
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Lema 5.4.3. Existe ¥ : U — ﬁ(G) con U C Q(Gaa) entorno de la identidad tal
que X(zy) = X(x)X(y) para todo x,y € U y ademds qo ¥ = id, es decir ¥ es una
seccion local para q.

Demostracion. Por naturalidad de la exponencial tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Ve

ﬁ(g) Q P(Qad)

e/ﬁ)l expl

~

P(G) 4§P(Gad) o U.

Como 1 € Q(Guq) tomemos U un entorno de 1 en (Guq) tal que la exponencial
es difeomorfismo, luego para cada 2’ € U podemos expresar ' = expx de manera
unica con x € )(g,q). Definimos asi

Y(exp ) := exp(o(z)).

Veamos que X(zy) = X(z)X(y); en efecto achicando el entorno U si es necesario tal
que la serie de BCH resulte convergente se tiene que

Y(expzexpy) = L(exp(z  y)) = exp(o(x * y)) = exp(o(z) x o(y)) =

= exp(o(z))exp(a(y)) = X(exp x)E(expy).

Veamos por ultimo que go Y = id, para ello usamos la conmutatividad del diagrama

qo X(expx) = q(exp(o(z))) = exp(Q(o(x)) = exp(z)
pues o es seccion para Q). O

Observacion 5.4.4. Q(G,q) es conexo.
Como P(Guq)/UGaa) =~ Gag y Gaa es simplemente conezo, se tiene de la sucesion
exacta en los grupos de homotopia

T1(P(Gad)) = m1(Gaa) = m0(2Gaa)) = mo(P(Gad)) = ...

que mo(UGaa)) = 1 pues m(Goa) = mo(P(Gaa)) = 1.

Consideremos el homomorfismo 7 : P(G) — Gag , v(g) = q(g)(1) = evi(q(g))
(es sobreyectivo por ser composicién de morfismos sobreyectivos) y definamos Q(G) =
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ker que es un subgrupo de Lie. Es facil comprobar que X(U) C (AZ(G), en efecto
sea A € U, queremos ver que y(3(\)) = 1 entonces por definicién de v tenemos que
Y(ZN) = evy(¢(Z(N)) = evi(A\) =1 pues go R =id y A € U C QGa).

Por la regla de la cadena se tiene que L(v)(«,z) = L(ev;)L(q)(,z) = a(l) = Z,
luego ker L(7y) = Q(gaq) X 3-

Por los teoremas del cociente se tiene que P(G)/Q(G) ~ Gag; y como Gag €s sim-
plemente conexo, por la sucesién exacta en los grupos de homotopia se tiene nueva-

—_——

mente que Q(G) es conexo, luego su grupo recubridor universal es Q(G.q) X 3, pues

L(Q(G)) = ker L(7) = Qgaa) X 5.

Teorema 5.4.5. Tenemos una extension central de grupos inducida por la restric-
cion de q a Q(Q)

5 Q) Y V(Gaa).

~

Demostracion. Sea q':= q |gq), es claro que ¢'(€((G)) C ©(Gaa) por definicién de 7.
Debido al Lema 5.4.3 y como $(U) C Q(G) se tiene entonces que ¥ es una seccién
local para ¢’ en particular, U entorno de 1 es alcanzado por ¢'; es decir ¢/ (2(U)) = U.
Como §2(G,q) es conexo se tiene que ¢’ es sobreyectiva.
Resta probar que kerq = j3; es claro que kerq¢’ C kerq = 3. Veamos ahora que
kerq C kerq', sea g € kergq, luego v(g9) = ev1(q(g)) = ev1(1) = 1 o sea que g €
kery = Q(G), entonces ¢'(g) = q(g) = 1 es decir g € kerq'.

O

Observacion 5.4.6. m1(Q(Gaq)) = m2(Gaa). En efecto, tenemos la sucesion ezacta
en los grupos de homotopia inducida por el fibrado

(P(Gad)7 P<Gad)/Q<Gad)7 Q(Gad>7p)

73(P(Gad)) % 72 P(Gaa) [UGad) = 71 (Y Gaa)) = 71(P(Gua).

Como P(Guq) es contractil se tiene que mo(P(Goq)) = m(P(Gaa)) =1, con lo
que, como P(Gaq) /U Gua) = Gaa

Il

T2(Gad) = o (P(Gaa) /UG ad)) = m1(U(Gaa)).

Resumiendo lo visto, hemos conseguido una extension central de grupos

3= Q(G) —= U C UGaa)
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la cual admite una seccion local 3 sobre algun entorno de 1, que es un homomorfismo.
Luego por el Teorema 4.2.2 tenemos una representacion del grupo Q(G) como el
cociente

(UGua)  3)/T(—pery)

donde pery : m(QGaa)) = m(Gaa) — 3 es el homomorfismo dado en el Teorema
4.2.2 y I'(—pery) es el grafico de —pery. Definimos el grupo periédico de g como la
imagen de pery, y la notamos II(g), es decir

I(g) := Im(pery).

5.5. Caracterizacion de algebras integrables

Lema 5.5.1. Sea A C ﬁ(G) el subgrupo conexo analitico correspondiente a la
subdlgebra de Lie cerrada 2(g.q) C P(g). Luego ANy = 1l(g), y A es subgrupo
de Lie si y solo si I1(g) es subgrupo discreto de 3.

Demostracion. Debido a la identificacién de Q(G) como el cociente

—~——

(Gaa) x 3)/T(=pery),

—_——

se tiene que A = ¥(2(Guq) x {0}) con ¢ la aplicacién definida en el Teorema 4.2.2;
en efecto; por naturalidad se tiene el siguiente diagrama conmutativo

L(¥)
ad) X § ———daa) ¥ 3

lexp lexp

O(C) = ACu) x5 —G).

—~—

Como L(A) = Q(gaq) y A es conexo A = (expx)zcq(q, ), luego para cada a €
A usando la sobreyectividad de L(v)) y la conmutatividad del diagrama podemos
escribir

= ¢(expty,0)......0(exp tg, 0) = (expty...expty, 0).

Por la definicién de 1 tenemos que si a € A |, a = ¢¥(x,0) = f(x) con x € Q(Guqg)

—~—

0 sea que A = f(Q(Gu)) con f : QGag) — QG) definida como en el capitulo
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anterior. Por definicién f | m1(2(Gaa)) = pery, luego es claro que II(g) C AN 3.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

—_—

Q(Gaa)
lf %)
A ! Q(Gad>-

P

Seaa € AN, luego a = f(g) € 3con g € Q(Gaq), queremos ver que g € T (QGag)) =
ker go(q,,); en efecto

402G, (9) =4 0 flg) = q'(a) = 1

pues a € 3y ¢ es central (kerq = 3), entonces II(g) D AN3j.

Que el subgrupo normal A C IS(G) es subgrupo de Lie es equivalente a que A sea
subgrupo de Lie de Q(G).

Veamos ahora que A es subgrupo de Lie si y solo si existe un 0 entorno U en j tal
que expUNA = {1} es decir TI(g) es subgrupo discreto de 3. Ver que A es subgrupo
de Lie es equivalente a ver que existe un entorno V' abierto en Q(gqq) X 3 (el dlgebra
de Lie de Q(G) que la identificamos como suma directa) tal que

exp(V)N A =exp(V N L(A)).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que V = Vi x U con Vi, , U abiertos
de Q(gaq) y 3 respectivamente y que V N L(A) = Vg x {0}.

Supongamos primero que existe U entorno de 0 en 3 tal que expU N A = {1}.
Siempre es vélida O, veamos entonces C. Tomemos V, entorno abierto de L(A) tal
que exp sea difeomorfismo y sea V := Vi x U entorno abierto de Q(gqq) X 3 sea
a € Anexp(V), luego

A > a=exp(vg + 2) = exp(vg) exp(z)

pues z € 3, despejando exp(z) = exp(vq)ta € A de aqui que exp(z) = 1 con lo que
a = exp(vg) € exp(Vg x 0) = exp(V N L(A)).
Reciprocamente, si A es subgrupo de Lie existen entornos suficientemente pequenos
tales que la exponencial es difeomorfismo y ademas exp(Vo x U)N A = exp(V x 0).
Veamos que exp(U)NA =1,seaa=exp(z) € Ay z € U, entonces a = exp(v') con
v € Vg por la inyectividad de exp se tiene que z = v' € Q(g.q) N3 con lo que por
ser suma directa z = 0, luego a = 1.

]

Teorema 5.5.2 (Teorema de caracterizacion de dlgebras integrables). Un dlgebra
de Lie-Banach g es integrable si y solo si 1l(g) es discreto.
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Demostracion. Hemos visto en la construccén de TI(g) que existe una extensiéon de
grupos

Q(G) = P(G) — Gug

donde ﬁ(G) es un grupo simplemente conexo cuya &élgebra de Lie es ]3(9)

Si g es integrable y G es su correspondiente grupo simplemente conexo, el hecho de
que P(G) sea simplemente conexo permite integrar el homomorfismo proyeccién a
la segunda coordenada

L(P(@)) = P(g) = g = L(G)

(o, z) =z

a un homomorfismo de grupos de Lie p : P(G) — G, donde ker L(p) = Q(gaa)-
Como G es conexo y L(p) es sobreyectivo se tiene que p es sobreyectivo, luego por el
teorema del cociente G ~ ﬁ(G) / ker p, donde ker p es conexo (esto se ve mirando la
sucesion exacta en los grupos de homotopia y usando el hecho que G es simplemente
conexo). Luego ker p coincide con el subgrupo analitico conexo A correspondiente a
la subdlgebra Q(gqq) de ﬁ(g), luego por el Teorema 5.5.1 II(g) es discreto.
Reciprocamente si I1(g) es discreto, luego A es un subgrupo de Lie y por el teorema
del cociente P(G)/A es un grupo de Lie (A es normal pues su dlgebra de Lie que es
Q(gaq) es un ideal) cuya dlgebra de Lie es

L(P(G)/A) = L(P(G))/L(A) = P(8)/U8aa) ~ 8.
O

Corolario 5.5.3. Demostracion alternativa del Teorema 5.2.4, sin apelar al teorema
de Ado.

Demostracion. Sea g un algebra de Lie de dimension finita, por el Teorema 5.3.5,
el dlgebra de Lie cociente g,q := g/3 es integrable y ademds es de dimensién finita,
luego existe un grupo de Lie de dimensién finita al que llamaremos G,q (como
antes) tal que L(Guq) = @gaq. Por el Teorema 3.3.5 se tiene que mo(Gqq) = 0. Como
el homomorfismo de grupos de periodos es definido de 7o (Gaq) en 3 se tiene que su
imagen es 0 pues su dominio my(Gyq) = 0. Luego el grupo de periodos de g es 0 con
lo cual claramente discreto y por el Teorema 5.5.2 resulta integrable.

]
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