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Introducción 

Para elementos cuadriláteros convexos y p 2: 1, la estimación usual del error para la interpo­
lación de Lagrange Qi-isoparamétrica, notada aquí Q, es 

(0.0.1) 

donde hK denota el diámetro de K. 
Se sabe, aunque en el Capítulo 7 se esquematizará la prueba, que la convexidad de K es una 

condición suficiente para tener la estimación 

(0.0.2) 

con C una constante acotada independientemente de la geometría de K. 
Sin embargo, para obtener la estimación 

(0.0.3) 

consideraciones extras son requeridas sobre la geometría de K a fin de garantizar que la constante 
e se encuentre uniformemente acotada. 

La intención de este trabajo es brindar un panorama sobre las condiciones más débiles conocidas 
hasta el momento; requeridas sobre la geometría de K, que resultan suficientes para obtener (0.0.3). 

Consideramos pertinente comenzar nuestro trabajo con una breve reseña sobre algunos de los 
resultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevancia para esta teoría y que pueden ser 
considerados como antecedentes de las condiciones que son el eje central de este trabajo; a saber, la 
propiedad de descomposición regular y la doble condición del ángulo. Éste es el objeto del Capítulo 
l. Si bien no es una reseña exhaustiva, resulta suficiente a nuestros fines. 

Básicamente, los trabajos sobre los cuales centraremos nuestra atención son [2] y [4], pues es 
allí (junto a [16]) dónde se dan las condiciones menos restrictivas bajo las cuales (0.0.3) vale. A 
diferencia de los trabajos reseñados en el Capítulo 1 y de muchos otros trabajos entre los cuales 
nos gustaría destacar [16], en [2] y [4] se usa como herramienta clave la reducción del estudio a una 
familia de elementos de referencia. Por est e motivo dedicaremos el Capítulo 2 a introducir dicha 
familia y a simplificar el análisis del error introduciendo un interpolante lineal adecuado tal como 
en [13]. 

El Capítulo 3 es de carácter técnico y tiene por objeto presentar algunas acotaciones parciales 
de un t érmino surgido en la descomposición del error hecha en el Capítulo 2. 
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Los Capítulos 4 y 5 están destinados a introducir dos de las condiciones geométricas menos 
restrictivas bajo las cuales la estimación del error (0.0.3) es válida; a saber, la propiedad de des­
composición regular (RDP) y la doble condición del ángulo (DAC). También se presentan allí las 
implicaciones necesarias a fin de demostrar los principales teoremas de interpolación. 

En el Capítulo 6 presentamos algunas estimaciones y resultados técnicos sobre los términos que 
aparecen en la descomposición del error obtenida en el Capítulo 2. Dichos resultados son deducidos 
de las condiciones geométricas introducidas en los capítulos previos. 

El Capítulo 7 está destinado a enunciar y demostrar los principales teoremas de interpolación 
obtenidos sobre la RDP y la DAC. También se muestra allí, mediante un ejemplo, que algunos 
de los resultados no pueden relajarse. 

Finalmente, en el Capítulo 8, presentamos los resultados principales de [16], un trabajo posterior 
a [4], en el cual se presentan las llamadas propiedad de descomposición regular generalizada y nueva 
propiedad de descomposición regular que generalizan, en cierto sentido, la RDP; y que, bajo cierto 
punto de vista, pueden ser consideradas aún más débiles que la RDP y la DAC. 
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Capítulo 1 

Breve reseña. 

Como mencionamos en la introducción, el objeto de este capítulo es dar una breve reseña 
sobre algunos de los resultados que, a nuestro entender, han sido de gran relevancia respecto 
a la estimación del error para la interpolación de Lagrange sobre elementos cuadriláteros Q1-

isoparamétricos, y que pueden ser considerados como antecedentes de las condiciones que son el 
eje de este trabajo. 

No pretendemos ser exhaustivos en esta reseña, pues dada la diversidad de condiciones intro­
ducidas a lo largo del tiempo y la distinta naturaleza de las mismas, compilar y comparar dichas 
condiciones podría ser el objeto de un trabajo en sí mismo. Con este fin, sugerimos consultar [17] 
y los trabajos citados a lo largo de estas notas. 

1.1. La condición de regularidad. 

Uno de los trabajos pioneros en los cuales se estudia (0.0.3), es el trabajo de Ciarlet y Raviart 
[10], el cual es compilado y re-visitado entre muchos otros en [11]. En dicho trabajo los autores 
prueban que si existen constantes positivas µ1 y µ2 tales que 

(1.1.1) 

donde s y hK denotan la longitud del lado más corto de K y su diámetro, respectivamente; y 
además 

(1.1.2) 

para todo ángulo () interior a K, entonces (0.0.3) vale con una constante C que sólo depende de 
µ1 y µ2. 

Notemos que las condiciones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de cuadriláteros degenere 
en un triángulo. En efecto, (1.1.1) no permite que el lado más corto de cada elemento de la familia 
tienda a cero, mientras que (1.1.2), no permite que los ángulos interiores est én cerca de O ni de 
7r. Como consecuencia inmediata del hecho que los ángulos interiores de un cuadrilátero estén 
lejos de Ir, resulta que ningún vértice del cuadrilátero puede estar cerca del segmento det erminado 
por los vértices adyacentes1 . Esto impide que la familia de cuadriláteros degenere en un triángulo 
por el alineamiento de dos lados adyacentes. Teniendo presente esta observación introducimos la 

1 A decir verdad, en esta frase deberíamos decir una 'familia de cuadriláteros' en lugar de 'cuadrilátero'; ya que, 
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siguiente definición con el objeto de simplificar la lectura y convenir la notación a usar, ya que 
haremos referencia a la misma en repetidas ocasiones a lo largo del trabajo. 

Definición 1.1.1 Diremos que un cuadrilátero K ( resp. un triángulo T) satisface la condición del 
ángulo máximo {maximum angle condition) con constante 'l/; < 7r, o simplemente M AC ( 'l/; ), si los 
ángulos interiores de K {resp. T) son menores o iguales a 'l/;. 

Por ejemplo, la familia de cuadriláteros convexos J cuyos vértices son (O, O) , (1, O) , (a, a) y 
(O, 1), donde a E a, 1), no verifica MAC('l/;) para ninguna constante O < 'l/; < 7r. En efecto, al 
tomar valores de a suficientemente cerca de ~ es fácil mostrar que el ángulo correspondiente al 
vértice (a, a) se encuentra tan cerca de 7r como se quiera (ver el Ejemplo 4.0.2 para más detalle). 
Mientras que la familia F de cuadriláteros cuyos vértices son (O, O), (1, O), (1 - a, a) y (O, a) con 
a E (O, 1), sí posee la propiedad del ángulo máximo; más aún, los ángulos interiores de cualquier 
cuadrilátero perteneciente a F son constantes. 

Como ya hemos señalado, las condiciones (1.1.1) y (1.1.2) impiden que una familia de cuadri­
láteros degenere en un triángulo. No obstante, algunos resultados han sido obtenidos para algunas 
familias de este tipo. En lo que sigue trataremos de brindar un somero panorama al respecto. 

Para comenzar, y siguiendo de cerca la definición dada por algunos autores, entre los cuales 
encontramos, por ejemplo, a Brenner y Scott [9]; diremos que una familia de elementos cuadriláteros 
Tes no degenerada, o que posee la condición no degenerativa ( non-degenerate condition) si existe 
una constante positiva O" para la cual se verifique, cualquiera sea K E T, 

hK -<(]" 
PK -

(1.1.3) 

donde PK denota al supremo de los diámetros de las bolas contenidas en K. Cuando esto suceda, 
haciendo abuso del lenguaje, diremos que K es no degenerado. 

En muchos textos la condición no degenerativa es también llamada condición de regularidad 
( regularity condition). Aunque para autores como Ciarlet y Raviart [11], es necesario un reque­
rimiento extra. A saber, Ciarlet y Raviart establecen que una familia de elementos T = { K} es 
regular si cumple (1.1.3) y, además, los diámetros hK tienden a cero (con el objeto de evitar 
introducir nuevas letras, K es visto aquí como un parámetro de la familia T). 

Dado que en la práctica dicho requerimiento extra es deseable y generalmente satisfecho, tal 
vez sea asumido implícitamente y esto explique la sútil diferencia en cuanto a las definiciones. 
Nosotros, habiendo dejado claro este punto, usaremos indistintamente los términos no degenerado 
y regular. 

Notemos que para cuadriláteros convexos, (1.1.1) junto a (1.1.2) implican (1.1.3) (más aún, 
en [13] se establece que O" = µ1 (1 - µ§)- 1! 2 sirve). Sin embargo, la implicación recíproca no es 
necesariamente cierta; aún relajando la condición (1.1.2) , tal como puede apreciarse si se considera 
la familia F. 

fijado un cuadrilátero, sus ángulos interiores son constantes y por lo tanto siempre se encuent ran lejos de 1r. Sin 
embargo, hacer esto muchas veces complica la escritura y no es más que una cuestión semántica, por lo que haremos 
este abuso de lenguaje en repetidas ocasiones. 
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En este sentido podemos decir que la condición de regularidad es una condición más débil que 
(1.1.1) y (1.1.2). 

Más aún, la condición de regularidad permite que una familia de cuadriláteros degenere en un 
triángulo, por ejemplo, considérese la familia de cuadriláteros F descrita anteriormente. 

Básicamente, (1.1.3) establece que el diámetro de un cuadrilátero convexo K sea comparable al 
diámetro de la bola más grande contenida en el. Esto, en el plano geométrico, permite que la familia 
de cuadriláteros pueda degenerar en un triángulo pero impide que los elementos sean demasiado 
estrechos. En efecto, si un elemento es estrecho entonces su diámetro es considerablemente más 
largo que el diámetro de cualquier bola contenida en el. Para graficar este hecho, puede resultar útil 
considerar la familia de paralelogramos de vértices ( cos( a)-1, - sen( a)), (1, O), (1-cos( a), sen( a)) 
y ( - 1, O), donde a E ( ~, 7r). 

Recapitulando, la condición de regularidad es una condición geométrica más débil que la dada 
por Ciarlet y Raviart; por lo que resulta natural preguntarse si dicha condición resulta suficiente 
para obtener (0.0.3). La respuesta es positiva. Poco tiempo después de la publicación del trabajo 
de Ciarlet y Raviart, Jamet prueba en [13] que la estimación (0.0.3) es válida bajo la condición 
no degenerativa. Es decir, logra demostrar la estimación del error de interpolación para elementos 
cuadriláteros que pueden degenerar en triángulos. 

Por otra parte, en [8] se prueba que para elementos triangulares, la condición del ángulo máximo 
resulta suficiente para (0.0.3) y también necesaria en cierto sentido. Este es uno de los primeros 
resultados sobre la estimación del error para elementos anisotrópicos, es decir, para elementos que 
no satisfacen (1.1.3). 

Este tipo de resultados ha sido generalizado en diversas direcciones, incluyendo elementos 
de grados superiores, dimensiones más grandes y diferentes tipos de interpolaciones (sugerimos 
consultar [1, 5, 6, 7, 12, 15, 19] para más detalle). 

1.2. Elementos cuadriláteros anisotrópicos. 

Uno de los primeros resultados en cuanto a la estimación del error para elementos cuadriláteros 
anisotrópicos se debe a Zenisek y Vanmaele. Por ejemplo, en [22], estos autores prueban el t eorema 
de interpolación para dos familias de cuadriláteros convexos, la primera corresponde , básicamente, 
a cuadriláteros cuyos lados más largos son opuestos y paralelos, y la longitud del lado más corto 
se encuentra acotada por hK /(2n) con n ~ 6. Mientras que la segunda familia comprende, a 
cuadriláteros cuyos lados más largos son opuestos, el par de lados más cortos tienen su longitud 
acotada por hK / (2n) con n ~ 6 y; denotando por l al lado más largo del cuadrilátero y por P, P' 
a los vértices de K no pertenecientes al, la proporción entre las distancias dist(P, l)/dist(P', l) se 
encuentra entre 1/2 y l. En [21], las familias de cuadriláteros son similares a las del segundo t ipo 
recién descrito, aunque algunos requerimientos son levemente mejorados. 

Si bien las condiciones requeridas a estas familias de cuadriláteros pueden resultar bastante 
restrictivas, dan lugar a que la condición no degenerativa pueda no cumplirse, por lo que efectiva­
mente constituye un resultado válido para elementos anisotrópicos. 

Por otro lado, Apel muestra en [6] que para rectángulos, de lados paralelos a los ejes , vale 
la llamada estimación anisotrópica (también conocida como del tipo Jam et o tipo Synge) la cual 
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establece lo siguiente: 

lu - QulH1(K) :S C {h1 11-1-vull + h2 ll-1-vull } , 
uX1 L2(K) uX2 L2(K) 

(1.2.1) 

donde h1 y h2 denotan las medidas del elemento en las direcciones x1 y x2, respectivamente. 
Cabe señalar que esta estimación es más sútil que (0.0.3), considerando p = 2 obviamente, 

puesto que (0.0.3) sigue de inmediato de (1.2.1) ya que 

y 11 -1-vull , 11-1-vull :S lulH2(K). 
uX1 L2(K) uX2 L2(K) 

En el mismo trabajo, Apel muestra que la estimación anisotrópica también puede obtenerse 
para cierta clase de elementos subparamétricos. Concretamente, en el caso considerado por Apel, 
el término subparamétrico hace referencia a cuadriláteros que se obtienen desde el elemento de 
referencia mediante transformaciones que son el resultado de pequeñas perturbarciones de mapeos 
afines por funciones bilineales (esto implica que los elementos considerados son pequeñas pertur­
baciones de rectángulos). En general, el término subparamétrico es usado para dar cuenta que los 
elementos considerados son obtenidos a partir de un elemento de referencia mediante transforma­
ciones que implican un subconjunto de las llamadas funciones forma (shape functions). Cuando la 
transformación, a partir del elemento de referencia, se construye usando todo el conjunto de las 
funciones forma (que generan mapeos invertibles) se utiliza el término isoparamétrico. 

Respecto a elementos cuadriláteros anisotrópicos convexos generales, los resultados menciona­
dos pueden considerarse como los más relevantes antes de los trabajos [2] y [4]. 

En estos trabajos se presentan condiciones geométricas bajo las cuales la estimación del error 
(0.0.3) es válida; y que resultan lo suficientemente laxas para que las familias de cuadriláteros 
mencionadas en nuestra reseña, y en la literatura previa, se encuentren contemplados. Dicho de 
otra forma, en [2] y [4] se presentan condiciones más débiles que las conocidas previamente bajo las 
cuales la estimación del error para la interpolación de Lagrange es válida considerando elementos 
cuadriláteros anisotrópicos convexos. 

Como ya mencionamos, el objeto principal de este trabajo es presentar dichas condiciones. 
Sin embargo, antes de presentar las mismas, y teniendo en cuenta que la reducción a una familia 
de elementos de referencia es una herramienta clave en los trabajos [2] y [4], presentamos dicha 
configuración en la próxima sección al mismo tiempo que introducimos parcialmente la notación a 
usar. 
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Capítulo 2 

Los elementos de referencia. 

Parte de la técnica usada en [2] y [4] para probar la estimación del error, es reducir el estudio 
a una familia de elementos llamados elementos de referencia. En esta sección presentamos dichos 
elementos e introducimos parte de la notación que adoptaremos a lo largo del trabajo. 

El tecnicismo de mostrar que, bajo ciertas condiciones, efectivamente es posible reducir el es­
tudio a estas configuraciones particulares es el objeto de los próximos capítulos. 

2.1. Definiciones y notaciones. 

Para un cuadrilátero convexo general K, Mi, M2, M3 y M4, denotan sus vértices dispuestos 
en sentido antihorario. En particular, cuando un vértice de K se encuentre ubicado en el origen 
(suposición que podemos asumir siempre, puesto que es posible lograr esto a través de movimientos 
rígidos en el plano) usaremos Mi para denotarlo . 

Dados a, b, a, b >O, denotaremos por K(a, b, a, b) al cuadrilátero convexo cuyos vértices son: 

Mi = (O, O) , M2 = (a,O), M3 = (a, b) y M4 = (O, b). 

E~ particular, k = K(l, 1, 1, 1) es el cuadrado unitario de referencia y sus vértices son notados 
con M i , 1 :S i :S 4. 

La familia de estos cuadriláteros es la configuración de referencia a la que hacíamos mención y 
con la cual trabajaremos. 

Usualmente usaremos la variable x sobre k y x sobre K; y cuando no haya riesgo de confusión 
también usaremos (x, y) E K y (x, fj) E k. 

Con motivo de definir los elementos isoparamétricos sobre K , consideramos la transformación 
FK : k ---+ K dada por 

4 

FK(x, fj) = ¿ Mi~i(x, f}), 
i=i 

donde, para cada i, ~i es la función bilineal básica asociada al vértice Mi. Esto es 
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Las funciones básicas sobre K, en general no bilineales, están definidas por 

y el operador de interpolación Qi-isoparamétrico Q sobre K está definido por 

Qu(x, y) = Qú(x, fj) 

donde (x, y) = FK(x, fj) y Q es la interpolación bilineal de Lagrange de ú =u o FK sobre k. 

2.2. Comparación del error bajo mapeos afines. 

Con el objeto de acotar el error de interpolación para un cuadrilátero K dado, construiremos 
oportunamente, una transformación afín L que aplique K en un elemento del tipo K(a, b, a, b). En 
el siguiente lema se establecen algunas condiciones sobre L, bajo las cuales es posible comparar el 
error en ambos elementos. 

Lema 2.2.1 Sean K y K dos elementos cuadriláteros, y sea L: K---+ K una transformación afín 
L(x) = Bx + p. Asumamos que L(K) = K, "'(B) :S C y det(B) = 1, donde "' es el número de 
condición de B en la norma euclídea. Si Q es la interpolación isoparamétrica sobre K y u = uoL-1 

entonces existen constante positivas C1 y C2 que dependen únicamente de C tal que para cualquier 
p ~ 1 valen 

y, 

Demostración. Por la definición de interpolación isoparamétrica t enemos 

y Qu(x) = Qfi(F-;/(x)) , 

donde x denota la variable sobre K. 
Dado que L es una transformación afín, no es difícil mostrar que 

y así 
Qu(x) = Qu(x). 

Luego, el lema sigue planteando las integrales corrrespondientes y usando regla de la cadena 
junto a la fórmula de cambio de variables. o 
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2.3. Descomposición del error. 

Asumiendo que la transformación afín entre K y un elemento de referencia puede ser construída 
y verifica las condiciones requeridas en el Lema 2.2.1 (un hecho sobre el cual nos concentraremos en 
los Capítulos 4 y 5) podemos su12oner que nuestro elemento K es, en realidad, del tipo K(a, b, a, b) 
para ciertas constantes a, b, a y b. 

Por otro lado, siguiendo parte de la técnica usada en [13] y [2], podemos descomponer el error 
en la siguiente forma: 

donde II es el Pi-operador de interpolación de Lagrange asociado a los vértices M1 = (O, O), 
M2 = (a, O) y M4 = (O, b) (i.e., IIu es una función afín que coincide con u sobre estos tres vértices). 
Más aún, dado que IIu - Qu pertenece al espacio de elementos finitos isoparamétricos y se anula 
en M1, M2 y M4, sigue que 

(IIu - Qu)(x) = (IIu - u)(M3)</>3(x) 

(recordemos que </>3 es la función básica correspondiente a M3). 
Por lo tanto, 

(2.3.1) 

y así, para obtener una estimación del error de interpolación, es suficiente estimar los dos términos 
del lado derecho. 

Este hecho, junto a la construcción de la transformación afín L, es el eje central de los próximos 
cinco capítulos. 
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Capítulo 3 

Cotas parciales de l<P3lw1,P(K)· 

En el apartado 2.3 vimos que para acotar el error de interpolación, basta (entre otras cosas) 
acotar l<P3 lw1 ,p (K). Por este motivo dedicamos este capítulo a obtener algunas cotas parciales de 
este término. 

Preferimos presentar estos resultados antes de introducir condición alguna sobre K, con el 
objeto de destacar que las estimaciones aquí obtenidas son válidas para un cuadrilátero convexo 
cualquiera. 

3.1. Definición de Ip y dependencia de l4>3 lw1,v(K) respecto a IP" 

Como ya hemos señalado previamente supondremos que el elemento K es del tipo K(a, b, a, b) . 
Oportunamente justificaremos con rigurosidad tal suposición. 

Por el momento, comencemos analizando el Jacobiano de la transformación FK : [O, 1] 2 = k---+ 
K definida por 

FK(x, f}) = (ax(l - f}) + axf}, bf}(l - x) + bxf}) = (x, y). (3 .1.1) 

Tenemos 

DF ( ' ') = ( a + ~(a - a) x(a - a) ) 
K x , y f}(b - b) b+x(b - b) 

y, por lo t anto, 

JK := det DFK(x, f}) = ab(l + x(b j b - 1) + f}(a j a - 1)). (3.1.2) 

Observemos que como K es convexo, se tiene JK > O en el interior de K. En efecto , dado 
que J K es una función afín es suficiente verificar que es positiva en alguno de los vértices de 
K y no negativa en el resto de los vértices. La positividad en M1 = (O, O) es trivial puesto que 
JK(O, O) = ab > O, como lo son la no negatividad en M2 y M4 ya que JK(l, O) = ab ?_ O y 
JK(O, 1) = ab ?_ O. 

Por otro lado , como K es convexo, (a, b) se encuentra por encima de la diagonal M 2 M4 (i .e, 
por encima del segmento de recta y = ~ (a - x)). En consecuencia, 

- b 
b ::'.': -(a - a) 

a 
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o, equivalentemente, 
ab + ba - ab 2': O. 

Por lo tanto, 

JK(l, 1) = ab(b/b +a/a - 1) 2': Ü. 

Por otro lado, dado que </J3(x, y) = J3(x, y)= xy donde (x, y) = FK(x, y), sigue que 

x = aJ3 
ay 

ª <P3 ( ) ax ( A A) ª <P3 ( ) ay (A A) 
ax X' y ay X' y + ay X' y ay X' y 

: 3 (FK(x, y) )(x(a - a)) + a~3 (FK(x, y) )(b + x(b - b)) 

( °::: o FK) (x, y)(x(a - a))+ ( : 3 o FK) (x, y)(b + x(b - b)) 

y, también 

y 

ª <P3 ( ) ax (A A) a<P3 ( ) ay (A A) 
ax X' y ax X' y + ay X' y ax X' y 

°::: (FK(x , y))(a + y(a - a))+ a~3 (FK(x, y))(y(b - b)) 

( : 3 o FK) (x, y)(a + y(a - a))+ ( : 3 o FK) (x, y)(y(b - b)). 

Es decir, 

( 
x ) ( x(a - a) 

y - a+y(a - a) 

b ~ x(b - b) ) ( ~°::: º FKj (x, y) ) . 
A( ) ª <P3 F (A A) y b - b ay O K X, y 

En consecuencia, 

( ~ °::: o FKj (x, y) ) l ( y(b - b) 

a<P3 F (A A) = - JK(x, y) A(- ) ay o K X, Y - a - y a - a 

~ h- - X(h - h) ) ( ~ ) 

x(a - a) y 

de donde siguen 

14 
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y, 

( i:: o FK) (x, f)) = bf)/ JK(x, f)) 

( : 3 o FK) (x, f)) =ax/ JK(x, f)). 

Por lo tanto, usando (3.1.2), y haciendo un cambio de variables, se tiene 

r 1 o</J3 lp d d 
JFK(K) OX X y 

¡
l ¡l bf)P _ dx df) 

o o aP-1(1 + x(b/b - 1) + f)(a/a - l))P-1 

y, de manera análoga, 

_u'+'_3 P - ax d ' d' ;c;,-1,. ¡l ¡l 'P 
11 oy llLP(K) - o o bP-l(l + x(b/b - 1) + f)(a/a - l))P-1 X y . 

En consecuencia, llamando 

- ¡l ¡l 1 I a b a b := - dx d A 

p('' ') o o (l+x(b/b - l) +f) (a/a - l))P-1 Y 

t enemos 

11 
o</J3 l lp b _ -~ ::::; --1Ip(a,b,a,b) 
ux LP(K) aP-

y, 

11 
o</J3 llP a _ -~ ::::; -b 1Ip(a,b,a,b). uy LP(K) p-

3.2. Acotaciones parciales de IP" 

(3.1.4) 

(3.1.5) 

(3.1.6) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

En consideración a (3.1.7) y (3.1.8), para controlar f<fJ3fw1,P(K) basta acotar Ip(a, b, a, b) donde 

a, b, a y b son constantes positivas que satisfacen (3.1.3) . 

En el Lema 3.2.1 se logra esto para el caso p = 2. Como veremos en breve, el Lema 3.2.1 será 
re-demostrado en el Lema 3.2.2, a lo que cabe preguntarse acerca del interés por resaltar este caso 
particular. 

Son varias las razones para destacar est e caso; ya sea por la simplicidad de su prueba como por 
el rol que tuvo en la motivación de la teoría que estamos abordando. Una razón más profunda es 
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que acotar h permite estimar, al menos parcialmente, l<P3 lw1,2(K) = l<P3IH1(K); y, oportunamente, 
mostraremos que tener acotado l<P3 JH1(K) permite obtener una cota de J<,b3Jw1,P(K) para p en cierto 
rango, a saber 1 S p < 2. 

Lema 3.2.1 Sean a, b, a, b >O tales que b/b +a/a - 1 >O. Entonces la integral h = h(a, b, a, b) 
satisface: 

- 1 
(1) Si b/b s 1 y a/as 1, entonces h s - ; 

b/b+a/a-1 

(2) Si b/b s 1 y a/a> 1, entonces h s mm - , .,,. ; 
- , { (a/a) ln(ii/a) + 1 b} 

(1 - b/b)(a/a - 1) b 

(3) Si b/b > 1 y a/as 1, entonces h s mm - , -::- ; 
- , { (b/b) ln(b/b) + 1 a} 

(1 - a/a)(b/b - 1) a 

(4) Si b/b s 1 y a/as 1, entonces h s 1 

donde en (2) (resp. (3)) se entiende que el mínimo es b/b (resp. a/a) cuando b/b = 1 (resp. 
a/a= 1). 

Demostración. 

(1) Dado que OS x, y S 1 y b/b S 1, a/a S 1 resulta 

1 1 - <.,,..._----
l+x(b/b-l)+y(a/a-1) - b/b+a/a-1 

En consecuencia, 

rl rl - 1 dxdy 
lo lo 1 + x(b/b - 1) + y(a/a - 1) 

< rl rl 1 1 
lo lo b/b +a/a - 1 dxdy = b/b +a/a - 1 

y así (1) queda probado. 
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(2) Integrando respecto a la variable x tenemos 

h = 1_ f 1 
{1n(l + f)(a/a - 1)) - ln(b/b + f)(a/a - 1))} df) 

1 - b/b Jo 

_ ln(z) dz - ln(z) dz 1 {J,a/a 1b/b+a/a-l } 

(1 - b/b)(a/a - 1) 1 b/b 

1 
{

- (-) - 1b/b+a/a-l } a a a 
_ - ln - - - + 1 + ( - ln ( z)) dz 

(1 - b/b)(a/a - 1) a a a b/b 

< _ 1 {~1n(~) + {b/b+a/a-\ - ln(z))dz} 
(1 - b/b)(a/a - 1) a a }r_,¡b 

< (a/a) ln(a/a) + 1 

(1 - b/b)(a/a - 1)' 

donde, en la ante-última desigualdad, hemos usado que 1 - a/a < O; mientras que en la 
última desigualdad usamos 

1
b/b+a/a-l ¡l 

(- ln(z)) dz::::; (- ln(z)) dz ::::; 1 
b/b o 

puesto que b/b ::::; l. 

Por otro lado, dado que a/a> 1 e O::::; f)::::; 1 resulta 

1 + x(b/b - 1) + f)(a/a - 1) ;::: 1 + x(b/b - 1), 

por lo que 

I ¡1 ¡1 1 d'd ' _ ln(b/b) 2< - XY-- . 
- o o 1 + x(b/b - 1) b/b - 1 

Usando ahora que b/b ::::; 1 junto al hecho t~~~) ::::; 1, O ::::; t ::::; 1, en la última desigualdad 
obtenida, sigue que 

Así t ermina la prueba de (2). 

b 
h < """· - b 

(3) Sigue de la parte (2) intercambiando los roles de a, a, y b, b, respectivamente. 

(4) Bajo las hipótesis b/b::::; 1ya/a::::;1 sigue que 

1 + x(b/b - 1) + f)(a/a - 1) ;::: 1 

y entonces ( 4) se concluye inmediatamente. o 
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Finalizamos este capítulo enunciando y probando el Lema 3.2.2, el cual sigue en la línea del 
lema previo y lo generaliza. Allí se presentan acotaciones de Ip para 2 S p < 3. 

Con motivo de simplificar la notación y hacer más legible dicho resultado, presentamos previa­
mente la siguiente observación: 

Observación 3.2.1 Para cualquier 2 < p < 3, y t > O definimos 

{ 

t3-p - t 

1Jp(l) ~ ~ - 2)(1 - t) 
si t > O, ti= 1 

si t = 1 

t ln( t) 
Notemos que, para cada ti= 1, lím r¡p(t) = -- lo que justifica la definición 

p--+2 t - 1 

{ 

t ln(t) 
-- si t > O, t i= 1 

( ) t - 1 
T/2 t = 

1 si t = 1 

Un cálculo simple muestra que T/p es una función creciente de t para cualquier 2 S p < 3. 

Además, 
O S T/p(t) S máx{l, t}. (3.2.1) 

Lema 3.2.2 Sean 2 S p < 3 y a, b, a, b > O tales que b/b +a/a - 1 > O. Entonces, la integral 
Ip = Ip(a, b, a, b) definida en (3.1.6) satisface 

- 1 
(1) Si b/b < 1 y a/a< 1 entonces, Ip < - ; 

- - - (bjb + aja - l)P-1 

(2) Si b/b s 1ya/a>1 entonces, Ip s - 1-mín { j!P(a/a) '~}; 
3 - p (l - b/b)(a/a - 1) b 

(3) Si b/b > 1 y a/a S 1 entonces, Ip S -- m1n _ P , -:::- ; 
- 1 , { µ (b/b) a} 

3 - p (l - b/b)(a/a - 1) a 

(4) Si b/b > 1 y a/a> 1 entonces, IP S 1 

donde en (2) se debe entender que el mínimo es b/b cuando b/b = 1 y análogamente en (3). Además, 

con t 2: 1 y T/p definido en la Observación 3.2.1. 

Demostración. 

(1) Dado que b/b S 1, a/a S l; y OS x, f) S 1, sigue que 

1 1 
- <--------

(1 + x(b/b - 1) + f)(a/a - l))P-1 - (b/b +a/a - l)P-1 
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Por lo tanto, 

rl rl 1 dxdy 
lo lo (1 + x(b/b - 1) + y(a/ a - l))P-1 

< rl rl 1 1 
lo lo (b/b + a/a - l)P-1 dxdy = (b/b +a/a - l)p-1 

y así (1) queda probado. 

(2) Para 2 < p < 3 un cálculo directo muestra que 

(- b )3-p (-)3-p (b) 3-p 1 1+ ~ + ¡; - 1 - ~ - ¡; 
~= -

(3-p)(p-2) (~-1)(1-~) 

Con motivo de acotar esta expresión definimos 

1 + (~ + *- lr-p - (~)3-p - or-p 
IIp = ~~~~~~~~~~~~~~ 

p - 2 

notemos ahora que podemos re-escribir esto de la siguiente manera 

donde T/p ha sido definida en la Observación 3.2.1. 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

Ahora, dado que O ::; r¡p(t) y * ::; 1, sabemos que el último t érmino de IIp es negativo , 
entonces 

De (3.2.1) se deduce fácilmente que (1 - t)r¡p(t) ::; 1 para cualquier t 2: O, y entonces 

I IP :S 1 + ( ~ - 1) T/p ( ~) = µP ( ~) . 
Así, de (3.2.2), (3.2.3) y de la desigualdad previa se tiene 

1P = IIP _ ::; µP(a/a) _ 
(3 - p)(a/a - 1)(1 - b/b) (3 - p)(a/a - 1)(1 - b/b) 

(3.2.4) 

Por otro lado, dado que a/a 2: 1, b/b :S 1, y r¡(t) :S 1 para O :S t :S 1, 

la 1 la1 
-( 1-+-x(_b_/~---1 )-)P ___ 1 dx diJ 

(3.2.5) 
b 

<"'. - b 
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Luego, para 2 < p < 3, (2) sigue de (3.2.4) y (3.2.5) observando que 1 :::; 3 ~P. 
El caso p = 2 sigue tomando p ---+ 2 en (3.2.4) y (3.2.5), obteniendo la misma cota que la 
dada en el Lema 3.2.1. 

(3) Sigue como en la parte (2) intercambiando los roles de a, a y b, b, respectivamente. 

(4) Bajo estas hipótesis sigue inmediatamente que 1 + x(b/b - 1) + f)(a/a - 1) ~ 1 y entonces 
(4) sigue fácilmente. o 

Hasta aquí hemos introducido cierta configuración de referencia y hemos hallado algunas cotas 
parciales basados en estos elementos particulares. 

Los siguientes capítulos tienen por objeto no solo justificar y formalizar este enfoque, sino 
también introducir las condiciones geométricas sobre K necesarias para que la estimación del error 
de interpolación sea válida. 
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Capítulo 4 

La propiedad de descomposición regular. 

El objetivo de esta sección es introducir una condición sobre la geometría de K, que resulta 
suficiente para garantizar la estimación 

(4.0.1) 

al menos para p en cierto rango. 

La condición a la cual nos referimos es la llamada propiedad de descomposición regular (regular 
decomposition property, o simplemente, RDP), dicha condición es introducida en [2] y usada allí 
para probar (4.0.1) cuando p = 2. 

Por este motivo nos parece pertinente introducir dicha condición enfatizando la motivación del 
citado trabajo, y apelando al estudio de los ejemplos allí mencionados. 

Dado que, al menos para p = 2, (4 .0.1) vale uniformemente para cuadriláteros que degeneran 
en un triángulo "regular" (i.e. un triángulo para el cual se verifica la condición no degenerativa 
definida en el Capítulo 1), podríamos pensar que también resulta válida para cuadriláteros que 
degeneren en un triángulo que verifique la condición del ángulo máximo (también definida en el 
Capítulo 1). 

Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto . 

Ejemplo 4.0.1 Sobre K = K(l, a, a, a) , con O< a< 1, tomemos u(x, y) = x2 . 

Comencemos señalando que a medida que a se va haciendo más chico, K tiende a un triángulo 
rectángulo que verifica la condición del ángulo máximo. 
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(a.a) 

ªf------------~ 

Figura: Representación del elemento K(l, a, a, a). 

No es difícil hallar una expresión explícita para la interpolación. En efecto, notemos que la 
aplicación FK : k ---+ K está dada por 

FK(x, f}) = (x(f}(a - 1) + 1), af}) = (x, y) (4.0.2) 

y, en consecuencia, 

il(x,f}) =(u o FK)(x,f}) = x2 (f}(a - 1) + 1)2 . 

Luego, como 

il(O, O) = O, il(l, O) = 1, il(l, 1) = a 2 y il(O , 1) = O, 

sigue que 
Qú(x, fj) = x(l - fj) + a2xf} . (4.0.3) 

Entonces, usando ( 4.0.2) y ( 4.0.3) junto a la definición de interpolación isoparamétrica, obte-
nemas 

Q ( ) _ x(l + (a2 - l)y/a) 
u x, y - 1 + y(a - l)/a · 

Un cálculo de rutina muestra que, para a suficientemente chico, 

( 4.0.4) 
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En efecto, se tiene que 

11
8(u - Qu) 11 2 

8y L2(K) 

1 x 2 (a - 1)2 
~~~~~~--.,- dxdy 

K (l + y(a - 1)/a)4 

11 lª(t 1 (x-1) x2(a _ 1)2 
> dydx 

a o (1 + y(a - 1)/a)4 

(l; a) [aln(a-1) + ~(a3 -1)] 
y ( 4.0.4) sigue observando que, para a pequeño, el término dominante es a ln( a-1). 

Ahora, dado que el diámetro de K es uno y 

(4.0.5) 

la estimación (4.0.1) no es válida para una constante independiente de a. En efecto, si (4.0.1) 
fuera válida, combinando ( 4.0.4) y ( 4.0.5) se tendría 

1 118(u - Qu) 112 11 2 112 C1aln(a- ) ::::; a ::::; e D u L2(K) ::::; e C2 a ' 
Y L2(K) 

por lo que se concluye la acotación de ln(a-1 ), un hecho que es evidentemente falso. 

Por otro lado, imponer la condición del ángulo máximo sobre los cuadriláteros puede resultar 
una hipótesis muy fuerte que excluye elementos que degeneran en triángulos regulares. 

Una condición más débil podría ser dividir al elemento por una de sus diagonales en dos trián­
gulos e imponer la condición del ángulo máximo a alguno de ellos. El Ejemplo 4.0.1 muestra que 
ésta no es condición suficiente para la validez de (4.0.1). De hecho, es sencillo verificar que luego 
de dividir al elemento K(l, a, a, a) por la diagonal que conecta los vértices (O, O) y (a, a), el trián­
gulo T1 de vértices (O, O), (a, a) y (O, a), tiene todos sus ángulos fijos independientemente de a y 
obviamente éstos se encuentran acotados por 7r /2. 

¿Qué sucede si imponemos la condición del ángulo máximo a ambos triángulos? Nuevamente, 
el mismo ejemplo muestra que ésta no es condición suficiente. En efecto, al dividir al elemento tal 
como se hizo antes, un simple análisis permite mostrar que T1 satisface MAC(Ir/2) , mientras que 
el triángulo restante, T2, verifica MAC(37r/4). 

Observemos que en este ejemplo, la razón entre las diagonales no está acotada uniformemente 
en a, si en dicha razón se toma como denominador la medida de la diagonal por lo cual se dividió 
al elemento . En efecto, t enemos que dicha razón es 
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y es claro que la misma se hace tan grande como se quiera tomando a lo suficientemente pequeño. 

Basados en estas consideraciones, se introduce la siguiente condición geométrica, la cual, como 
adelantamos, resulta suficiente para garantizar (4.0.1). Básicamente, se requiere que los dos trián­
gulos obtenidos satisfagan la condición del ángulo máximo siempre que el elemento sea dividido 
por su diagonal más larga o por cualquiera de sus diagonales mientras éstas sean comparables. En 
otras palabras, la constante en la estimación del error no solo depende de los ángulos máximos de 
los triángulos sino también de la razón entre las diagonales. Esta condición es formalizada en la 
siguiente definición. 

Definición 4.0.1 Sea K un cuadrilátero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des­
composición regular {regular decomposition property) con constantes N E IR y O < 7/J < 7r, o 
simplemente RDP(N, 7/J), si podemos dividir K en dos triángulos a lo largo de una de sus diago­
nales, a la cual llamaremos siempre di, de forma que ld2 l/ ldil:::; N {donde d2 denota la diagonal 
restante) y ambos triángulos satisfagan M AC ( 7/J). 

Observación 4.0.2 Si un cuadrilátero K satisface MAC(?jJ), entonces también satisface RDP(l, 7/J). 
De hecho, esto es fácilmente verificable dividiendo a K por la diagonal más larga. 

Por otro lado la recíproca no es cierta, como puede observarse considerando el siguiente ejemplo 

Ejemplo 4.0.2 Sea K = K(l, 1, a, a) con ~ <a< l. 

( a .a) 

Figura: Representación del elemento K(l, 1, a, a). 

Al dividir K por la diagonal di que une (O, O) y (a, a) , no es difícil verificar que K satisface 
RDP(2,3K/4). Por otro lado, es claro que el ángulo correspondiente al vértice (a,a) tiende a 7r 

cuando a tiende a 1/2, por lo que K no verifica la condición del ángulo máximo. 
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Muchas han sido las condiciones introducidas en la literatura para poder garantizar (4.0.1) al 
menos cuando p = 2; sin embargo, la propiedad de descomposición regular es la más débil hasta 
ahora conocida, en el sentido que ésta abarca muchos de los casos considerados por otros autores. 

Las siguientes observaciones tienen por objeto remarcar este hecho. 

Observación 4.0.3 Sea K un cuadrilátero convexo que satisface la regularidad pedida por Jamet 
(1.1.3); entonces K satisface RDP(a,'lj;), con 'lj; = 'lj;(a) <Ir. 

En efecto, los ángulos de K están acotados inferiormente por una constante positiva ó(a) (ver 
[ 13}), y por lo tanto, hay a lo sumo un ángulo de K que no está acotado superiormente por 7r -ó (a). 
Luego, dividiendo K por la diagonal que contiene al vértice correspondiente a este ángulo sigue 
fácilmente que K satisface RDP(a,Ir - ó(a)). 

Observación 4.0.4 No es difícil chequear que si K satisface las hipótesis dadas en {21, 22], 
entonces K satisface M AC ( 'lj;) para cierta 'lj; < 7r cuando K degenera en el sentido h / p --+ oo 
(que es el caso de interés porque de otra manera caemos en el caso de la observación previa). 
Entonces, por la Observación 4.0.2, K satisface RDP(l, 'lj;). 

Observación 4.0.5 El caso de elementos anisotrópicos (i.e., elementos con diferentes tamaños en 
cada dirección) también ha sido considerado en {5]. Dado que los elementos considerados allí son 
pequeñas perturbaciones de rectángulos, no es difícil ver que satisfacen M AC ( 'lj;) y en consecuencia 
RDP(l, 'lj;). 

Finalmente, uno puede preguntarse si la propiedad de descomposición regular es ciertamente 
una hipótesis más débil que aquellas usadas antes por los autores hasta aquí citados. 

La respuesta es positiva como mostramos apelando al último ejemplo de esta sección. 

Ejemplo 4.0.3 Sea K = (1, a, a 2 , a+ a 2 ) con O< a< ~-

2 2 
(a .a +a) 

a 

Figura: Representación del elemento K(l, a, a 2 , a 2 +a). 
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Una simple verificación muestra que la condición de regularidad no vale con O" independiente 
de a. Por otro lado, para a pequeño, los lados más largos de K no son opuestos como es asumido 
en {21, 22}. 

Tampoco es difícil ver que K no es una perturbación de un rectángulo como es requerido en 
{5}. 

Sin embargo, la diagonal más larga de K; aquella que une los vértices (O, a) y (l, O), divide al 
elemento en dos triángulos que satisfacen M AC ( 1/;) con una constante 1/; < 7r independiente de a 
y así K verifica RDP(l, ?/;). 

4.1. Implicaciones de la RDP. 

Como mencionamos en el Capítulo 2, la estimación del error en H 1 para una familia de ele­
mentos {K} que verifican la RDP(N, ?/;) se maneja vía la construcción de una transformación 
afín L(x) = Bx + P y una familia de elementos de referencia {K(a,b,a ,b)} de modo tal que 
L(K(a, b, a, b)) = K. 

En esta sección recopilamos dichos resultados, siguiendo básicamente el esquema de [2], y ex­
tendemos los mismos a wi ,p para ciertos valores de p tal como en [4]. 

4.1.1. Reducción a la configuración de referencia. 

Comenzamos enunciando los siguientes lemas técnicos: 

Lema 4.1.1 Sea K un cuadrilátero que satisface RDP(N,1/;). Entonces se tiene 

y 

(1) Si (3 es cualquiera de los ángulos de K opuestos a di, entonces existe ó = ó(N, ?/;) indepen­
diente de (3 tal que 

(4.1.1) 

(2) Si JJ, es el lado más corto de K y a es el ángulo entre JJ, y di, entonces 

(7r - 1/;)/2 ::; a. (4.1.2) 

Demostración. 

(1) Sean Ti y T2 los dos triángulos que se obtienen luego de dividir a K por la diagonal di. 
Entonces Ti y T2 satisfacen MAC(?j;) y ld2l/ldi l ::; N. Asumamos, eligiendo la notación 
adecuadamente, que (3 es un ángulo de T2 y llamemos /i y 12 a los otros dos ángulos de 
dicho triángulo. 

Si (3 no es el mínimo ángulo de T2, entonces /i < (3 o 12 < (3. Sin pérdida de generalidad, 
supongamos /i < (3 . Luego 

7r = /i + /2 + /3 < 2/3 + /2 ::::: 2/3+1/; 
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ya que T2 verifica M AC ( 1/;). En consecuencia 

7f - 1/; 
--<(3 2 -

y así (4.1.1) vale tomando ó = 7r;1/J. 

Asumamos ahora que (3 es el ángulo mínimo de T2. Luego, dado que T2 verifica MAC('I/;), 
tenemos (por el mismo argumento expuesto arriba) 

7f - 1/; 
'°Y·>--
1i - 2 i = 1, 2. 

La diagonal d2 divide a T2 en dos triángulos T2 y T2, a (3 en dos ángulos /3i y /32; y a di en 
di y di. Elegimos la notación de modo que ldil ~ ldi l/2 y 'Í'2 ten_ga a di como_ uno de sus 
lados y a /3i y /i como dos de sus ángulos. Entonces si llamamos d2 al lado de T2 opuesto a 
/i se tiene 

(donde la segunda desigualdad vale en general pues x ~ sen( x) V x ~ O, la tercera de­
sigualdad es en realidad una igualdad gracias al conocido teorema del seno para triángulos, 
la cuarta desigualdad es inmediata de la construcción y la última desigualdad es a causa de 
la RDP(N, 1/;) como se señala al comienzo de la prueba). 

Finalmente, dado que 
7f - 1/; 
-2- :S /i :S 1/; 

sigue que 

sen(ri) ~ mín {sen ( 7f ; 1/; ) , sen( 1/;)} 

y así (4.1.1) vale considerando 

(2) Asumamos, sin perdida de generalidad, que/!, es uno de los lados de Ti. Para probar (4.1.2) 
basta (por un argumento usado en la parte anterior de este lema) observar que a no es el 
ángulo mínimo de Ti. Pero esto es inmediato ya que a es el ángulo adyacente al lado más 
corto, el cual es /!, o di. o 

En el siguiente lema se enuncia un resultado concerniente al cambio de un ángulo luego de 
una transformación lineal. Aunque la demostración es elemental, y puede encontrarse en [1], la 
incluimos aquí con el afán de dar un panorama lo más completo posible. 
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Lema 4.1.2 Sea L la transformación lineal asociada a una matriz B. Dados dos vectores v 1 y 
v2, sea a el ángulo entre ellos y sea a el ángulo entre L(v1) y L(v2). Entonces, si ,.,,(B) denota al 
número de condición de B en la norma euclídea, se tiene 

Jrfl,~B) a ~a~ Jr ( 1 - Jrfl,~B)) + Jrfl,~B) a. 

. , < Bvi, Bv2 > llBvill cos(a) 
Demostrac10n. Sea t = 2 = ll ll , entonces ll Bv2ll Bv2 

llB(v1 - tv2) 11 2 
11 Bvill2 

y, en consecuencia, 

Por otro lado, notemos que 

de donde sigue 

Similarmente tenemos 

y, en consecuencia, 

< Bv1 - tBv2, Bv1 - tBv2 > 

llBv1 ll 2 

< Bvi, Bv1 > -2t < Bvi, Bv2 > +t2 < Bv2, Bv2 > 
ll Bvill2 

11 Bvill2 - 2t ll Bvill ll Bv2ll cos(a) + t2 llBv2 ll 2 
llBv1 ll 2 

11 Bvill2 - llBv1 11 2 cos2(a) 

11 Bvill2 

(-) _ ll B(v1 - tv2) 11 
sen a - llBvill 

ll Bvill ~ ll Bll llvill 

1 1 
-->--­ll Bvill - ll Bll ll vill 

llv1 - tv2 ll 
llB(v1 - tv2) 11 ~ llB-1 11 

Combinando ahora (4.1.5) y (4.1.6) podemos escribir (4.1.4) como sigue 

Usando ahora el hecho 
, llv1 - tv2 ll 

sen(a) =mm----
tElR llv1 11 
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1 llv1 - tv2 ll 
,.,,(B) llv111 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

(4.1.5) 

(4.1.6) 

(4.1.7) 



y, combinándolo con ( 4.1. 7), tenemos 

1 
sen a ;:::: ,.,, ( B) sen (a) . 

En consecuencia 
2 

a;:::: 7rK,(B) a . (4.1.8) 

En efecto, para O ::; a ::; 7r/2, (4.1.8) sigue de la desigualdad previa en conjunción con los 
siguientes dos hechos básicos: 

2 sen(a) -:::::---, 
7r a 

sen(a)::; a. 

Para a ;:::: 7r /2 dividimos al ángulo en dos mitades y aplicamos el argumento a cada una de éstas. 

Por otro lado, aplicando ( 4.1.8) al ángulo complementario 7r - a obtenemos 

(4.1.9) 

lo que termina el argumento. o 

Lema 4.1.3 Sea K un cuadrilátero convexo que verifica la RDP(N, 'lj;). Entonces, existe una 
transformación afín L(x) = Bx + P, un cuadrilátero convexo K(a, b, ii, b) y constantes positivas 
C = C('lj;,N), N = N('lj;,N), J = J('lj;,N) y 1i) = ":¡¡J('lj;,N) < 7r tales que 

(a) L(K(a,b,ii,b)) = K; 

(b) det(B) = 1, llBll, llB-i ll <C. En particular, "'(B)::; C2 ; 

( c) Los diámetros de ambos elementos son comparables, i. e., 

c-idiam(K) ::; diam(K(a, b, ii, b)) ::; C diam(K); 

(d) K(a,b,ii,b), satistace RDP(1i),N) tomando di= L-i(di) como la diagonal por la cual di­
vidir; 

(e) La longitud del lado más corto de K, .e, es comparable a la longitud del lado más corto, s, de 
K(a,b,ii,b). Más aún, 

(f) Sea a el ángulo comprendido entre di y f34, siendo éste último el segmento que une los 
vértices M3 y M4 de K(a,b,ii,b). Entonces a está acotado lejos de O y 7r, más aún, 
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Demostración. Construiremos K(a, b, a, b) y L explícitamente. Dado que K satisface RDP(N, 1/J) 
podemos dividirlo a lo largo de d1 en dos triángulos T1 y T2 , los cuáles tienen todos sus ángulos 
acotados por 1/J. Elegimos la notación de forma tal que el lado más corto R de K sea uno de los 
lados de T1. 

Llamaremos /3 al ángulo de T2 opuesto a di. De ser necesario, luego de un movimiento rígido 
en el plano podemos asumir que el vértice correspondiente a j3 está ubicado en el origen y lo 
llamaremos M1 . Numeramos, en sentido antihorario, los otros vértices derrotándolos por M2, M3 
y M4 respectivamente. Podemos asumir también que el lado opuesto a R se encuentra sobre el eje 
x y llamaremos a a la longitud de este lado de manera que el vértice M2 se encuentre ubicado en 
(a, O). 

Sea f14 el lado con vértices en M1 y M4 y definamos b = IR14I sen(/3). Entonces , tenemos que 
M4 está ubicado en (bcotg(/3), b) (ver Figura). 

Figura: representación de la notación usada sobre K. 

Definimos L como la transformación lineal asociada a la matriz 

y elegimos las constantes a y b de modo que L(K(a,b,a,b)) = K. De hecho, si M3 = (Mj,Mj) 
basta tomar 

a= Mj - Mj cotg(/3) y 
- 2 b=M3 . 

Estamos ahora en condiciones de demostrar las cinco últimas propiedades establecidas en el 
lema, puesto que (a) ya ha sido satisfecha por construcción de L. 
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(b) Notemos que si ll(x,y)ll = 1, entonces 

llB(x Y)tll 2 = ll(x + ycotg(p),y)ll 2 

x2 sen2 (p) + 2xy sen(p) + y2 

sen2(¡3) 

x2 + 2xy + y2 
< 

sen2(¡3) 

2(x2 + y2) 
< 

sen2(¡3) 

2 

sen2 (p) 

(donde en la ante-última línea hemos hecho uso de la conocida desigualdad 2xy S x2 + y2.) 

Luego, llB(x y)tll S se~,B) para todo vector (x,y) de normal; por lo tanto, 

Notemos también que 

V2 
llBl l = sup llBXtll S -(P). 

llXll=l sen fJ 

B_1 = ( ~ ~ cotg(p) ) 

por lo que, de manera completamente análoga a lo ya hecho, puede tenerse la estimación 

ll B-111 < y'2 . 
- sen(p) 

Finalmente, dado que K satisface RDP(N,1/J) tenemos que p S 1/J y también (de la parte 
(1) del Lema 4.1.1) sabemos que existe r5 que verifica O< r5=ó(N,1/J) S p. 
Luego, mín {sen( r5), sen( 1/J)} S sen(p) y, en consecuencia, 

de donde sigue 

1 1 -- < ------­
sen(p) - mín {sen( r5), sen( 1/J)} 

llBll, llB-1 11 < , y'2 · 
- mm {sen( r5), sen( 1/J)} 

Por lo tanto, la propiedad (b) vale con C = \/2/ mín {sen(r5), sen('!/J)}. El hecho que det(B) = 
1 es inmediato. 
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( c) Sigue inmediatamente de las propiedades (a) y (b). En efecto, 

diam(K(a, b, a, b)) = sup llI1 - k2 ll 
k1 ,k2 EK ( a,b,ii ,b) 

sup llB-1k1 - B-1k2 ll 
ki ,k2EK 

sup llB-1(k1 - k2)11 
ki ,k2EK 

< sup llB-1ll llk1 - k2ll 
ki ,k2EK 

llB-111 sup llk1 - k211 
ki,k2EK 

< C diam(K). 

De manera, completamente análoga se ve que 

diam(K) ::::; C diam(K(a, b, a, b)) 

y, en consecuencia, 

c-1diam(K) ::::; diam(K(a, b, a, b)) ::::; C diam(K) 

como se quería mostrar. 

(d) Sean di = L- 1 (di), i = 1, 2. 

Notemos que ld1 I = IBB-1d1 I ::::; llB11 llB-1d1ll::::; e llB-1d1ll de donde sigue 

1 e 
---<-llB-1d111 - ld11. 

Luego, 

Ahora, como K verifica RDP(N,1/;), t enemos ld2l/ld1I::::; N y por lo tanto 

quedando así justificada la elección N = C 2 N . 

Por otro lado, en virtud del Lema 4.1.2, los ángulos de los triángulos obtenidos al dividir 
K(a, b, a, b) a lo largo de di están acotados por 7r(l - 2/7rK,(B)) + (2/7rK,(B))1/; , y en conse­
cuencia la propiedad ( d) se sigue de la propiedad (b). 
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(e) Sea R el lado más corto de K, R = L- 1 (R) y seas= L-1 (s) el lado más corto de K(a, b, ii, b). 
Entonces 

JsJ S JRJ S llB-1 ll JRJ S llB-1 ll JsJ S llB-1 ll JJB JJ JsJ, 
y en consecuencia la propiedad (e) sigue de la propiedad (b) trivialmente. 

(f) Por el Lema 4.1.2 tenemos 

--a<a<Jr 1--- +--a. 2 ( 2 ) 2 
Jrf),(B) - - Jrf),(B) Jrf),(B) 

Usando ahora la parte (2) del Lema 4.1.1 junto a la propiedad (b) se tiene 

2 2 Jr-7/J Jr-7/J Jr-7/J --a>----=-->--
JrK,(B) - Jrf),(B) 2 Jrf),(B) - JrC2 ' 

y, por otro lado, dado que a :::; 7/J < 7r resulta que 

( 2) 2 ( 2) 2 7r 1--- +--a<Jr 1--- +--7/J<Jr. 
Jrf),(B) Jrf),(B) - Jrf),(B) Jrf),(B) 

Luego, combinando (4.1.11) y (4.1.12), (4.1.10) puede ser escrito como 

Jr-7/J ( 2 ) 2 -- < a < 7r 1 - -- + --7/J 
JrC2 - - Jrf),(B) Jrf),(B) 

y así se tiene la propiedad (f) del lema tomando 

- Jr-7/J 
ó = 7rC2 y - ( 2 ) 2 7/J = 7r 1 - Jrf),(B) + Jrf),(B) 7/J. D 

(4.1.10) 

(4.1.11) 

(4.1.12) 

Observación 4.1.1 En virtud del lema precedente, y del lema 2.2.1, cada vez que trabajemos con 
un cuadrilátero convexo K satisfaciendo la RDP(N, 7/J) asumiremos que es del tipo K(a, b, ii, b). 

Más aún, asumiremos la existencia de constantes positivas N1 = N1 ( 7/J, N), N2 = N2 ( 7/J, N), 
N3 = N3 ( 7/J, N) y 7JJ < 7r tales que: 

Jd2J 
(Hl) Jdi J S N1; 

(H2) 
1 
( ) :::; N2, donde a denota al ángulo comprendido entre di y el lado R = f34 que une los 

sen a 
vértices M3 y M4 de K; 

(H3) JR J :::; N3JsJ, dondes es el lado más corto de K; 

(H 4) e S 7j}, para todo ángulo interior e de T1 y T2. 
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En efecto, (Hl) y (H4) siguen inmediatamente del ítem (d) del Lema 4.1.3, (H2) sigue del ítem 
(f), y (H3) del ítem (e) del mismo lema. 

Observación 4.1.2 Con el objeto de simplificar la lectura y no sobrecargar el texto, de ahora en 
adelante usaremos la notación similar a la usada en los lemas y observación previos. Esto es, dado 
un cuadrilátero convexo K = K(a, b, a, b): 

(1) Mi, 1 :S i :S 4, denotarán los vértices de K; .eij denotará al lado de K que conecta los vértices 
Mi y Mj. En particular, usaremos .e = f 34. 

(2) s denotará al lado más corto de K (dado que s y .e resultan comparables, podemos asumir 
cuando fuera necesario, que el lado más corto de K es .e). 

(3) a será el ángulo comprendido entre la diagonal di y el lado f34, siendo di la diagonal por la 
cual dividir a K en dos triángulos Ti y T2 cuando K verifique RD P (T2 siempre tendrá a 
Mi = (O, O) como uno de sus vértices). 

(4) h = hK = diam(K). 

(a ,b ) 

a a 

b 

Figura: representación de la notación usada sobre K. 

Algunas cotas útiles pueden ser obtenidas a partir de (Hl), (H2), (H3) y (H4), y las resumimos 
en los siguientes lemas: 
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Lema 4.1.4 Sea K(a, b, ii, b) un cuadrilátero satisfaciendo (Hl), (H2), (H3) y (H4), entonces 

y 

donde N4 = N3 + l. Además, 

y, 

donde N5 = 2N4 +l . 

Demostración. Es claro que ii ::; R y lb - bl ::; R, entonces 

ii IR I IR I - < - < - y 
a - a - lsl 

y así (4.1.13) sigue de (H3). 

b lb - bl IRI IRI --1 < --<- < -
b - b - b - ls l ' 

(4.1.13) 

(4.1.14) 

(4.1.15) 

Con motivo de probar (4.1.14), observemos que si h es la longitud de una de las diagonales , 

entonces, sigue de (Hl) que 

y así (4.1.14) vale porque N3 2'.: l. 
En otro caso, h concuerda con alguno de los lados de K, y entonces h = IRI oh = IR23 I porque 

las longitudes de los otros dos lados están acotadas por [d1 [. 

Ahora, en virtud de (H3), es suficiente ver que IR23I::; (1 + N1)ld1l-
De la desigualdad triangular aplicada al triángulo de vértices M1, M2, M3, junto a (Hl), 

tenemos 

y por lo tanto (4.1.14) vale. 

Resta probar (4.1.15). Para esto comencemos notando que la medida de T1 es la mitad de la 

medida del paralelogramo det erminado por los vectores (ii, b - b) y (a, - b) , es decir , 

11 (ª a )1 1 - _ IT1 1 = 2 det b _ b - b = 2 ¡ - iib - ab + ab[ = iib + ab - ab (4.1.16) 

(para la última igualdad hemos usado ( 3. l. 3)). 

Luego, usando que [T2[ = ~ab junto a (4.1.16), t en emos 

y finalmente, (4.1.15) sigue fácilmente de (4.1.13). o 

Con motivo de simplificar la notación introducimos, para el siguiente lema, la constante 

N5 = max { N2,l/sen (7r;~)}. 
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Lema 4.1.5 Si K = K(a, b, a, b) es un cuadrilátero convexo y satisface las hipótesis (Hl), (H2), 
(H3), (H4), entonces 

(1) máx{lll/a, lll/b} S N2(b/b +aja - 1); 

(2) Si b/b::; 1 entonces a/b S N2; 

(3) Si b/b s 1/2 y a/a> 1 entonces b/a s 2N3; 

(4) Si b/b > 1 y a/b s tg((7r - 1{;)/2) entonces lll S N5a; 

(5) Si b/b > 1 y b/a S tg(a/2) entonces ll l S 2N2(b - b); 

(6) mín{l/la - al, 1/b} s J2N3/lll; 

(7) mín{l/lb - bl , 1/a} s v'2/ lll. 

Demostración. 

(1) Notemos que la ecuación de la recta que pasa por M2 y M4 es 

b 
y(x) = --(x - a). 

a 

Denotando, como es usual, por y- 1 a su inversa, tenemos (ver figura) 

b 
y(x)=- ¡;-(x-a) 

b-y(a) b 
a - y-1 (b) a 

¡; 
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O, equivalentemente, 
a - y-1(6) 'b - y(a) 'b a 
----= =- + - -1. 

a b b a 

Un análisis geométrico elemental (ver figura) muestra que 

IRI sen( a) ::; b - y(a) 

b 
y(x )=-¡;-(x-a) 

y 

- - 1 -_________ ___ a_-y __ ( ~ 2_ _____ (a, b) 

1.t1 ,,: , ' 
a ¡¿¡sin(a¡/ : 

: ti-v(aJ 

(4.1.18) 

(4.1.19) 

Luego, notemos que, combinando (H2), (4.1.18) y la primer parte de (4.1.19) tenemos 

IRI 1 IRI sen( a) b - y(a) b a -- < < =-+- -1 
b N2 - b - b b a 

de donde sigue 

IRI (b a ) b ::; N2 b + ~ - 1 . 

Análogamente, se prueba 

IRI (b a ) - ::; N2 - + - - 1 
a b a 

y así (1) sigue fácilmente. 
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(2) Llamando /3 al ángulo entre di y el segmento que une M4 y (a, b), tenemos que, como b::::; b, 
entonces a ::::; (3. Así, 

b/a = tg(/3) ~ tg(a) 

y entonces, haciendo uso nuevamente de (H2), tenemos 

a cos(a) 1 
-b ::::; cotg(a) = ( ) ::::; --( -) ::::; N 2 sen a sen a 

por lo que (2) queda probada. 

(3) Bajo las hipótesis tenemos que 
JRJ ~ b - b ~ b/2 

Entonces ~ ::::; 2~ y por lo tanto, (3) sigue directamente de (H3). 
a a 

(4) Sea¡ al ángulo entre di y Ri4. Notemos que bajo las hipótesis se tiene 

y en consecuencia 

Ahora, usando (H4) tenemos 

a (7r - ?¡j) b = tg(¡)::::; tg -2- ' 

7r - 1/J 
'\!<--. 

1 - 2 

7r + 1/J a<a+rv<--, 
- 1 - 2 

de donde sigue (por (H2) y el hecho que 1¡j < 7r) 

1 
< máx { 1/ sen( a) , 1/ sen ( 7r; ?¡j)} 

sen( a+¡) 

Finalmente notemos que 

a rer = sen ( 7r - (a + 1)) = sen (a + 1) ' 

es decir, 
JRJ 1 
a sen( a+¡) 

y así (4) sigue combinando esta última igualdad con (4.1.20). 
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(5) Sea /3 como en (2), afirmamos que en este caso /3 ~ a. En efecto, 

y, por lo tanto, 

tg(/3) = ~ ~ tg (~) 

a 
/3 <-<a. - 2 -

Además, de la primera desigualdad sigue que 
a 

a -/3 >-. - 2 

Más aún, es claro que 

y en consecuencia 

sen(~) ~ sen(a - /3 ) . 

Luego, (5) se obtiene combinando (4.1.21), (H2) y la conocida desigualdad 

sen(x) (x) -- < sen - V x E IR. En efecto, se tiene 
2 - 2 

sen (a) ( a ) -IRI 2 ~ IRI sen 2 ~ IRI sen( a - /3) = b - b 

y así 
2 - -

IRI ~ ( ) (b - b) ~ 2N2(b - b) . 
sen a 

(6) Sea r¡ el ángulo interior de K en el vértice M2. Tenemos entonces 

Ja - al 
JR23 J = cos(r¡) y 

b 
JR23 J = sen( r¡) 

y entonces 

' { 1 1} ' { 1 1 } 
mm la - al' b = mm JR23 J cos(r¡)' IR23I sen(r¡) · 

1 N3 
De (H3) sigue que IR23 I ~ ¡gf' por lo tanto 

, { 1 1 } N3 , { 1 1 } 
mm la - al' b ~ ¡gf mm cos(r¡)' sen(r¡) · 

Finalmente, notando que 

mm -- -- <v2 ' { 1 1 } In 
cos(r¡)' sen(r¡) -

(6) sigue inmediatamente. 

(7) Sigue de un análisis similar al hecho en (6). o 
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4.1.2. Acotación de lchlH1(K) bajo la RDP. 

Las cotas obtenidas en el lema previo, a partir de la geometría de K, permiten acotar l<P31Hl(K)· 
Este apartado está destinando a enunciar y probar dicha estimación. 

Lema 4.1.6 Si K = K(a, b, a, b) es un cuadrilátero convexo que satisface (Hl), (H2), (H3) y (H4), 

entonces existe una constante C, la cual depende únicamente de 1¡j y Ni, i = 1, 2, 3, tal que 

(4.1.22) 

Demostración. Para demostrar este resultado consideraremos cuatro casos tal como en el Lema 

3.2.1. 

(1) Si b/b ::; 1 y a/a ::; 1, entonces de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.1 y parte (1) del Lema 4.1.5 
sigue que 

ll a <¡&3112 <~ - 1 ::;N2l~I ::;N2 l ~I. ax L2(K) - a (b/b +a/a - 1) t, t, 

Análogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos 

a e¡&3 < N2!!_ . 11 11
2 

ay L2(KJ - IR I 

(2) Asumamos ahora que b/b ::; 1 y a/a > l. Usando (3.1.7) y (3.1.8) nuevamente , pero combi­
nado ahora con la parte (2) del Lema 3.2.1 y (4.1.13) se tien e 

ll a<¡&311 2 b , { N4ln(N4) + 1 b} 
ax L2(K) ::; -;;, mm (1 - b/b)(a/a - 1)' b (4.1.23) 

y 

ll a<¡&311 2 a , { N4ln(N4) + 1 b} 
ay L2(K) ::; b mm (1 - b/b)(a/a - 1)' b . (4.1.24) 

Ahora, si b/b ::; 2, la demostración concluye usando (4.1.23), (4.1.24) y (H3). En otro caso, 

b/b < 1/2 y así 1/(1 - b/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 t enemos 
b/a ::; 2N3, y por lo tanto, usando nuevamente (4.1.23) combinado con la parte (6) del Lema 
4.1.5 obtenemos 

La cota p ara 118:3 11
2 

se obtiene de forma similar a p artir de (4 .1.24) y la p arte (2) del 
y L2(K) 

Lema 4.1.5. 

40 



(3) Consideremos ahora el caso b/b > 1 y a/a ::; l. Usando una vez más (3.1.7) y (3.1.8) 
combinadas con la parte (3) del Lema 3.2.1 se obtiene 

11
8<jJ3 11 2 b , { N4 ln(N4) + 1 a} 
OX L2(K) :S: ~mm (b/b - 1)(1 - a/a)'~ (4.1.25) 

y 

11
8<jJ3 11 2 a , { N4 ln(N4) + 1 a} 
oy L2(K) :S: b mm (b/b - 1)(1 - a/a)'~ . 

( 4.1.26) 

Sin embargo, no podemos proceder exactamente como en el caso previo porque ahora no 
tenemos, como antes, que a/b se encuentre acotado superior e inferiormente por constantes 
que dependan únicamente de N2 y N3. 

Asumamos primero que b/a < 1/tan(('7r -1/;)/2). Entonces, como en la parte (2), podemos 
asumir que a/a::; 1/2 (en caso contrario, la estimación sigue fácilmente de (4.1.25) y (4.1.26). 
En este caso tenemos 

11 
o</J311 2 2 , { b a } - < (N4ln(N4)+l)mm --- , -ox L2(K) - tan((7r - 'l/J)/2) b - b a 

::; 2 (N4 ln(N4) + l)hmín {,2_, ;} , 
tan((7r - 'l/J)/2) b - b a 

y así el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5. 

Por otro lado, si b/a :'.'.: 1/tan((K-1/;)/2) podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.25) 
para obtener 

11 ocp3112 < ~ < N5.!!_ < N5!!_· 
OX L2(K) - a - lfl - lfl 

Ahora, con el objetivo de acotar la derivada respecto a y consideraremos nuevamente dos 

casos: a/b < 1/ tan(a/2) y a/b :'.'.: 1/ tan(a/2). En el primer caso, acotamos 11 3<P3 ll 2 

oy L2(K) 

procediendo como antes y usando la parte (7) del Lema 4.1.5. 

En el segundo caso, usamos (4.1.26) para obtener 

11 8</J3 11 2 
a b ~ ::; 2-b (N4 ln(N4) + 1)---, 

uy L2(K) b- b 

y la demostración termina usando la parte (5) del Lema 4.1.5 . 

(4) Finalmente, en el caso b/b > 1 y a/a > 1 el resultado sigue fácilmente de la parte (4) del 
Lema 3.2.1 y (H3), a partir de (3.1.7) y (3.1.8). o 
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4.1.3. Acotación de lchlw1,v(K) bajo la RDP. 

Como señalamos al comienzo de este capítulo, nuestra intención es obtener, para cierto rango 
de p, cotas parciales de J<P3 Jw1,v(K). 

En el Lema 4.1.6 se ha hecho esto para p = 2; en lo que sigue destacamos un hecho significativo, 
a saber, la estimación obtenida en dicho lema junto a la conocida desigualdad de HOlder , permite 
obtener cotas de J<P3Jw1,v(K) para 1 S p S 2. 

Posteriormente mostraremos que, aunque no pueda deducirse de igual manera, las mismas 
hipótesis permiten obtener cotas similares cuando 1 S p < 3. 

Habiendo dejado en claro el objetivo del resto de esta sección, procedemos a esclarecer las 
afirmaciones recién hechas. 

Observación 4.1.3 En el Lema 4.1.6 se mostró que 

2 - h 
Jci>3Jw1,2(K) S C(1/;, N)¡gf (4.1.27) 

para cualquier cuadrilátero convexo K satisfaciendo (Hl), (H2), (H3) y (H4). 
Como afirmamos, esta desigualdad permite acotar l<P3 Jw1.v(K) fácilmente si 1 S p < 2. 

En efecto, consideremos por ejemplo 11 º!3 llP . 
uX LP(K) 

Tomando p = p~l > 1 y aplicando la desigualdad de Holder en el lado derecho de (3.1.4), se 
tiene 

:::i,J.., ¡l ¡l b-1 
A _JJ_ 

11 U<p3 llp ( p-1 yv- 1 )p-l - s _ dxdfJ 
OX LP(K) O O a(l + x(b/b - 1) + f}(a/a - 1)) 

Dado que f} S 1 y 2 S p~l' sigue que 

y en consecuencia 

< 
1 1 bv-lbf}2 

( 
'?..=E )p-l 

_ dx dfJ 11 a(l + x(b/b - 1) + fj(a/a - 1)) 

b2-P - y dxd A (¡1 ¡1 bA2 )p-1 
o o a(l + x(b/b - 1) + fj(a/a - 1)) y 

= b2-pll ºcP3112(p-1). 
OX L2(K) 

Usando ahora (4.1.27), y el hecho que p < 2 y b S h , tenemos 

11 84>3 llP < C(1¡j N)P_ 1 _h_ 
8x LP(K) - ' 1e1p-l. 

Argumentos análogos para 11 º!3 llP prueban, para cualquier 1 S p S 2, que 
uy LP(K) 

(4.1.28) 
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donde q es el exponente dual de p {i.e. ~ + % = l). 

En lo que sigue mostraremos que, bajo las mismas hipótesis sobre K, (4.1.28) vale para 1 ::; 
p < 3, incluso cuando ésto no pueda ser deducido de (4.1.27). 

Lema 4.1. 7 Sea K = K(a, b, a, b) un cuadrilátero convexo que satisface (Hl), (H2), (H3), y (H4) 
entonces, para cualquier 1 ::; p < 3 existe una constante C que depende únicamente de 'l/J, p, y Ni, 
i = 1, 2, 3 tal que 

(4.1.29) 

Demostración. Solo resta tratar el caso 2 ::; p < 3, dado que para 1 ::; p < 2 la estimación ha 
sido obtenida del caso p = 2 en la Observación 4.1.3. 

Consideraremos cuatro casos como en el Lema 3.2.2. En efecto, 

(1) Si b/b ::; 1 y a/a ::; 1 entonces, de (3.1.7), parte (1) del Lema 3.2.2 y parte (1) del Lema 
4.1.5, sigue que 

11
8rjJ3 llp b 1 < N.p-l_b_ < N.p-l_h_ 
8x LP(K) S aP-l (b/b +aja - l)P-l - 2 ¡_e¡p-l - 2 ¡_e¡p-l. 

Análogamente, usando ahora (3.1.8), obtenemos 

11
8rjJ3 llp < N.p-l_h . 
By LP(K) - 2 1.e1p-l 

(2) Asumamos ahora que b/b::; 1 y a/a > l. Usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8), combinados 
con la parte (2) del Lema 3.2.2 y (4.1.13) obtenemos 

11
8rjJ3 llP b , { µp(N4) b} 
8x LP(K) S aP- 1(3 - p) mm (1 - b/b)(a/a - 1) ' b (4.1.30) 

y, 

11
8</J3 llP a , { µp(N4) b} 
By LP(K) ::; bP- 1(3 - p) mm (1 - b/b)(a/a - 1)' b · (4.1.31) 

Ahora, si b/b::; 2, la demostración concluye usando(4.1.30), (4.1.31) y (H3). De otra manera, 
b/b < 1/2 y así 1/(1 - b/b) < 2. Por otro lado, de la parte (3) del Lema 4.1.5 sabemos que 
b/a ::; 2N3 y en consecuencia, usando nuevamente (4.1.30) combinado con la parte (6) del 
Lema 4.1.5 se tiene 

4N3 , { 1 1 } 4vÍ2Nj h 
::; ( ) _ 2 (µp(N4)+l)hmm -_-,,,,. S ( ) _2 (µp(N4)+l)-lfll" 

3-paP a-a b 3-paP {, 
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y de (H3), IRI S N3a, además p - 2 ~O por lo que 

La cota para 11 º!3 llP se obtiene de manera similar a partir de (4.1.31) y la parte (2) del 
uy LP(K) 

Lema 4.1.5. 

(3) Consideremos ahora el caso b/b > 1 y a/a:::; l. Una vez que hacemos uso de (3.1.7) y (3.1.8) 
combinado ahora con la parte (3) del Lema 3.2.2 obtenemos 

11
8</>3 llP b , { µp(N4) a} - < mm_ -
8x LP(K) - aP- 1 (3 - p) (b/b- 1)(1 - a/a)' a 

(4.1.32) 

y, 

11
8</>3 llP a , { µp(N4) a} 
oy LP(K) S bP-1(3 - p) mm (b/b - 1)(1 - aja) 1 8: . (4.1.33) 

Sin embargo, no podemos proceder exactamente como en el caso previo porque no sabemos, 
como antes, que a/b esté acotado tanto superior como inferiormente. 

Asumamos primero que b/a < 1/tg((7r - ?{;)/2). Entonces, como en la parte (2), podemos 
asumir que a/a:::; 1/2 (de otra manera, la estimación sigue fácilmente de (4.1.32) y (4.1.33)). 
En este caso tenemos 

11 :
3 11:P(K) :::; aP-2(3 - p)t~((7r - ~)/2) (µp(N4) + l) mín { b ~ b' ~} 

S aP-2(3 - p)t~((7r - ~)/2) (µp(N4) + l)hmín { b ~ b' ~} 
y así, el resultado sigue de la parte (7) del Lema 4.1.5. 

Por otro lado, si b/a ~ 1/tg((7r -?{;) /2), podemos usar la parte (4) del Lema 4.1.5 y (4.1.32) 
para t ener 

11
8</>3 llP < b < N, Np-2 b < N, Np-2 h . 
8x LP(K) - aP-2(3 - p)a - 6 3 (3 - p) lf lp-l - 6 3 (3 - p)lf lp-l 

Ahora, con motivo de acotar la derivada con respecto a y, consideraremos nuevamente dos 

casos: a/b < 1/tg(cx/2) y a/b ~ 1/tg(cx/2). En el primer caso, acotamos 11 º!3 llP proce­
uy LP(K) 

diendo como antes usando la parte (7) del Lema 4.1.5. 

En el segundo caso, usamos (4.1.33) para obtener 

11 : 3 11:P(K) S 2 (3 - ;)bP-2 (µp(N4) + l) b ~ b 

y la demostración concluye usando la parte (5) del Lema 4.1.5 . 
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(4) Finalmente, en el caso b/b > 1 y a/a> 1 el resultado sigue trivialmente de la parte (4) del 
Lema 3.2.2 y (H3) usando nuevamente (3.1.7) y (3.1.8). o 
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Capítulo 5 

La doble condición del ángulo. 

Apelando al apartado referido a elementos anisotrópicos del Capítulo 1, recordamos que para 
p :'.'.'. 1 y en el caso que los elementos sean paralelogramos, puede mostrarse que la estimación 

(5.0.1) 

vale bajo la condición MAC(?jJ) (para más detalles remitimos nuevamente a [6]). 
Más aún, se muestra que la versión más sútil de (5.0.1) 

lu -Qulw1,P(K) ::::: c{h1 ll-8º \lull + h2 ll-8º \lull } XI LP(K) X2 LP(K) 
(5.0.2) 

vale para rectángulos, donde h1 y h2 denotan el tamaño del elemento en las direcciones x 1 y x 2 , 

respectivamente. 
En el mismo trabajo se ve que esta estimación puede ser extendida a paralelogramos que 

satisfacen la M AC( 7/JM ), donde las derivadas en (5.0.2) son tomadas a lo largo de los lados del 
elemento. 

Ahora, notemos el hecho que, para paralelogramos, la condición MAC(?jJ) permite obtener una 
cota uniforme para el ángulo mínimo de K. Considerando esta última observación, introducimos 
la siguiente definición: 

Definición 5.0.1 Diremos que un cuadrilátero K satisface la doble condición del ángulo con 
constantes 7/Jm, 7/J M, o simplemente D AC ( 7/Jm, 7/J M), si los ángulos interiores e de K verifican O < 
7/Jm ::::: e::::: 7/JM < 7f. 

Observación 5.0.4 Notemos que DAC( 7/Jm, 7/JM) es equivalente a la existencia de una constante 
µ , la cual depende únicamente de 7/Jm y 7/JM, tal que 

Jcos(e) J :::; µ < 1 

para todo ángulo interior e de K. 
Señalamos este hecho con la intención de soslayar que este tipo de condición ya ha sido con­

siderada previamente (ver, por ejemplo, ( 1.1. 2)). 

En el Capítulo 7, mostraremos que para todo p :'.'.'. 1, la condición DAC( 7/Jm, 7/JM) permite 
obtener la estimación (5.0.1). Más aún, sabemos que incluso cuando la condición sobre el ángulo 
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máximo no es necesaria para p = 2 (ver por ejemplo [13]), la misma no puede ser relajada para 
p ?:_ 3. 

Notemos que, trivialmente, se tiene 

(5.0.3) 

y dado que 
MAC(1fJM) =? RDP(l,1/JM) 

Sigue que 
DAC( 1/Jm, 1/JM) =? RDP(l, 1/JM) . 

Sin embargo, la implicación recíproca de (5.0.3) no es verdadera. Para mostrar esto apelaremos 
al siguiente ejemplo 

Ejemplo 5.0.1 Consideremos el elemento K = K(l, a, a, 2a), con O< a< l. 

( a ,2a) 

a 

Figura: representación del elemento K (1, a, a, 2a). 

Como es de verificación inmediata, el ángulo correspondiente al vértice (O, a) es ~1T (indepen­
diente de a). Por lo tanto, dado que la suma de los ángulos correpondientes a los vértices (1, O) y 
(a, 2a) es ~1T, ambos ángulos se encuentran acotados por una constante menor a 1T e independiente 
de a. De esta forma, queda probado que K satisface la condición del ángulo máximo. 

Por otro lado, notemos que si ¡ denota al ángulo correspondiente al vértice (1, O), entonces 

2a 
tan(¡)= l-a· 

Luego, ¡ tiende a cero cuando a ---+ O, probando que ¡ no puede encontrarse acotado inferior­
mente y, en consecuencia, no satisface la doble condición del ángulo. 
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5.1. Implicaciones de la DAC. 

En esta sección tenemos como objetivo principal mostrar que la condición del ángulo doble, 
permite acotar l<P3lw1,P(K) para todo p ~ l. 

Recordemos que en el apartado 4.1 hemos mostrado esto para la RDP en el rango 1 :::; p < 3. 
Ahora, si bien la DAC no es una condición más débil que la RDP, la estimación deducida de esta 
condición es más general que la correspondiente a la RD P. En consecuencia, la D AC es hasta 
donde sabemos la condición geométrica más simple y laxa bajo la cual es posible acotar l<P3 lw1,P(K) 
para todo p ~ l. Y, en consecuencia, para estimar el error de interpolación. 

5.1.1. Reducción a la configuración de referencia. 

Tal como se hizo al trabajar con la RDP, reduciremos nuestro estudio a los mismos cuadriláte­
ros de referencia introducidos en el Capítulo 2, los cuales recordamos son del tipo K(a, b, a, b). Para 
esto necesitamos garantizar la existencia de una transformación afín que, dado un cuadrilátero 
convexo K, aplique uno del tipo K(a, b, a, b) en K de modo que si K tiene la DAC, entonces 
K(a, b, a, b) también tenga dicha propiedad. 

En el siguiente lema mostramos que dicha transformación existe. Dicho resultado tiene el mis­
mo espíritu del Lema 4.1.3 pero para elementos que verifican la D AC ( 1/Jm, 1/J M). 

Lema 5.1.1 Sea K un cuadrilátero convexo verificando la DAC('!/Jm,1/JM)· Entonces existe una 
transformación afín L(x) = Bx + P, un cuadrilátero convexo K(a, b, a, b) y constantes positivas 

e = C('!/Jm,1/JM), 1/Jm = 1/Jm('!/Jm,1/JM), 1/JM = 1/JM('!/Jm,1/JM) < 7r tales que 

a b - -
(a) ~' b :S 1 y L(K(a, b, a, b)) = K; 

(b) llBll, llB-1 11 < C, det(B) = 1; 

( c) Los diámetros de ambos elementos son comparables, i. e., 

c- 1diam(K) :::; diam(K(a, b, a, b)) :::; C diam(K); 

(d) K(a,b,a,b) satisface DAC('!/Jm,1/JM); 

(e) El ángulo a está acotado lejos de O y 7r, más aún, 

7r -1/JM ----<a< 7r - nl·m· 2 - - '// 

Demostración. Siempre es posible elegir dos lados adyacentes de K, que llamaremos li y l2 , tales 
que K esté contenido en el paralelogramo det erminado por estos dos lados. Observemos que el 
diámetro de este paralelogramo tiene el mismo orden de K. 

Llamemos M 1 al vértice donde li y l2 se intersecan, y (3 al ángulo en M 1 . Luego de un movimien­
to rígido podemos asumir que M1 está ubicado en el origen y que el lado l2 se encuentra sobre el 
eje x. Denotemos por M2 , M 3 y M4 a los vértices restantes de K dispuestos en sentido antihorario. 
Llameramos a a la longitud del lado l2, así M2 = (a, O). 
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Sea f 14 el lado con vértices fv!1 y M4, y definamos b = lf 14 1 sen(P'). Entonces, M4 = (b cotg(p), b). 
Definimos el mapeo lineal L asociado con la matriz 

( ~ cot~(P') ) 

y elegimos ii y b tales que i(K(a, b, ii, b)) = K. 
Es fácil chequear que ii S a y b S b, por lo que (a) queda probado. Item (b) sigue fácilmente 

teniendo en cuenta que llB ll, llB-1 11 S se~) y que K verifica la DAC(?/Jm,7/JM)· 
El ítem (c) es evidente de (b); mientras que el ítem (d) se sigue nuevamente de (b) junto con 

el Lema 4.1.2. Finalmente, el último ítem sigue de (d). En efecto, dado que K(a,b ,ii,b) verifica la 
D AC ( 7/Jm, 7/J M), el ángulo e en M3 verifica 7/Jm S e S 7/J M. Entonces, uno de los ángulos restantes 
de Ti (aquel que no es el ángulo mínimo para ser precisos), el cual podemos asumir que es a (si 
este no es el caso, podemos aplicar un movimiento rígido manteniendo válidas las propiedades (a) , 

(b), ( c) y ( d) para intercambiarlo), verifica 7r-f M S a S 7r - 7/Jm . o 

Observación 5.1.1 En virtud del lema precedente, y del Lema 2.2.1, cada vez que trabajemos con 
un cuadrilátero convexo K de diámetro h que satisface la DAC( 7/Jm, 7/JM) asumiremos que es del 
tipo K (a, b, ii, b). Más aún, asumiremos la existencia de una constante positiva Ñ ( 7/Jm, 7/JM) tal que: 

ii b 
(Sl) - - < 1 · 

a' b - ' 

1 -
(82) sen(a) S N. 

Notemos que (82) sigue inmediatamente del ítem (e) del Lema 5.1.1. 

Los siguientes hechos elementales son deducidos de (Sl): 

(5.1.1) 

(5.1.2) 

Observación 5.1.2 Tratando de replicar la construcción de L hecha en el Lema 5.1.1, para un 
elemento que verifique la RDP(N,7/JM), podemos eventualmente encontrar que no es posible acotar 
"'(B) en términos de 7/JM y N, dado que el ángulo P' podría aproximarse a O. 

La transformación L construída en el Lema 4.1.3 evita esta dificultad relajando las cotas so­
bre ii/a, b/b (ver (4.1.13)). Como veremos, la condición (Sl), válida para elementos que verifican 
D AC ( 7/Jm, 7/J M), simplifica el estudio del error de interpolación. 

Lema 5.1.2 Si K = K(a, b, ii, b) es un cuadrilátero convexo y satisface las hipótesis (Sl) y (82), 
entonces, 

, { IRI IRI } - ( ¡; a ) max --¡;, b S N b + -;;, - 1 . 

Demostración. La demostración es similar a la dada para el ítem (1) del Lema 4.1.5 cambiando 
(H2) por (82). o 
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5.1.2. Acotación de lchlw1,v(K) bajo la DAC. 

Para K verificando DAC(?/Jm,7/JM) las cotas para [cP3[w1,v(K) pueden ser manejadas más fá­
cilmente que en el caso de la RDP, Este hecho nos permite presentar directamente el siguiente 
lema: 

Lema 5.1.3 Si K = K(a, b, a, b) es un cuadrilátero convexo y satisface (Sl) y (82), entonces, para 
cualquier p ::'.:: 1 

~ 1/ hl /p 
[cP3[w1,v(K) :S CN q [J! [l/q 

donde q es el exponente dual de p y C es una constante independente de K. 

(5.1.3) 

Demostración. Dado que la derivada parcial restante puede tratarse de manera completamente 

análoga, acotaremos únicamente ll º!3 llP . 
uX LP(K) 

Comencemos notando que el hecho ~' ~ ::; 1 permite acotar Ip tal como se hizo en la parte (1) 
del Lema 3.2.2, de esta manera se tiene 

1 
Ip ::; ~-----­

(b /b + aja - l)P-1 

Así, de (3.1.7) y del Lema 5.1.2 se tiene 

ll 8cP3 llP < b 1 < ÑP_ 1_b_ 
OX LP(K) - aP-l (b/b + aja - l)P-1 - [J! [p-l 

y la prueba termina teniendo en cuenta que b ::; h. o 
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Capítulo 6 

Acotaciones técnicas. 

Con el fin de acotar lu - IIulw1,v(K) y l(IIu - u)(M3) I (ver (2.3.1)), que es el objeto principal 
de este capítulo, vamos a requerir una forma más sútil del teorema de traza sobre un triángulo. 

La versión en L2 del siguiente lema puede encontrarse en [20], nosotros lo estableceremos en 
LP y omitiremos la demostración puesto que es seguir paso a paso la dada en [20]. 

Lema 6.0.4 Sea T un triángulo cuyo diámetro es hr y e es cualquiera de sus lados. Para cualquier 
p :'.'.'. 1 tenemos 

ll ullLP(e) ~ 2i (il;!1) l/p { ll ullLP(T) + hrlulw1,v(r)} 

donde q es el exponente dual de p. 

6.1. Acotación de 1 (u - IIu) ( M3) I · 

En el siguiente lema damos una estimación para l(u-IIu)(M3)I en términos de lu-IIulw1,v(K)· 

Lema 6.1.1 Si K = K(a, b, a, b) es un cuadrilátero convexo que verifica 

(a) (Hl), (H2), (H3), (H4) o (b) (Sl), (S2) 

entonces, para cualquier p :'.'.'. 1 se tiene 

(6.1.1) 

donde q es el exponente dual de p, y C = 2(N2N3(l + N1)) 11P en el caso (a), o C = 2Ñ11P en 
el caso (b). 

Demostración. Denotaremos con De a la derivada en la dirección de R. Usando (u-IIu)(M4) =O, 
la desigualdad de Hülder y el Lema 6.0.4 tenemos 

l(u - IIu)(M3)I = 1 ¡ ac(u - IIu)I ~ 1e11/qll8c(u - IIu)llLP(C) 

~ 21-~ I T~~~/p {lu - IIu lwi ,v(Ti) + hr1 lu lw2,v(T1)} 
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donde q es el exponente dual de p. 

Escribiendo IT1 1 = IRI ld11 sen( a) /2, sigue que 

_1.e_1 _ = 21/p 1.e1 11q 

IT11 1/P (sen( a) ld11) l/p 

y, en el caso (a), tenemos de (4.1.14) y (H2) que 

mientras que en el caso (b), tenemos de (82) y (5.1.1) que 

_1.e_1 _ < 2Ñ l/p 1.e111q 

IT11 1/P - ( ) h11P 

y la demostración concluye en ambos casos observando que hr1 :::; h. o 

Observación 6.1.1 Dado que K es convexo, es bien sabido que, para cualquier p 2': 1, existe una 
constante Cp que depende solo de p tal que 

(6.1.2) 

para cualquier w con promedio nulo sobre K. Para p = 1 y p = 2, y dominios convexos generales, 
las constantes óptimas se sabe que son C1 = ~ y C2 = ~ (ver {3, 18]). 

6.2. Acotación de lu - IIulw1,p(K)· 

El siguiente lema da una estimación para el error lu - IIu lw1,P(K) del interpolante lineal. 

Lema 6.2.1 Si K = K(a, b, ii, b) es un cuadrilátero convexo y verifica cualquiera de las siguientes 
condiciones 

(a) (Hl), (H2), (H3), (H4) o (b) (Sl), (82) 

entonces, para cualquier p 2': 1, 

lu - IIu lw1 ,P(K) :::; Ch lulw2,P(K) 

donde C = 2( Cp(l + 2-ii Nh + 2-ii Nt) en el caso (a), y C = 2(3Cp + 2) en el caso (b). 

Demostración. Consideremos, por ejemplo, v = lx (u - IIu). Queremos mostrar que 

llvllLP(K) :S: Chlvlw1,P(K)· 

Sea VK el valor medio de v sobre K, de (6.1.2) tenemos 

ll v - VK llLP(K) :S: Cph lv lw 1,P(K) · 

En consecuencia resta acotar ll vK llLP(K). 
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Notemos que la integral entre O y a de v(x, O) es nula, en efecto, 

v(x, O) dx = ~(u - IIu)(x, O) dx = (u - IIu) I ~~ =O. 1ª 1ª [) 
O O uX1 

Además, considerando a VK como una función constante, tenemos 

l 1ª - VK(x,O) dx = VK. 
a o 

Luego, combinando las últimas observaciones realizadas, resulta que 

(6.2.3) 

Usando (6.2.3) junto a la desigualdad de Hülder se tiene 

(6.2.4) 

Ahora, combinando (6.2.4) con el Lema 6.0.4 obtenemos 

(6.2.5) 

En consecuencia 

< 21-l / p (1~11 ) l / p {llv - VK ll LP(K) + hlvlw1.P(K)} 
(6.2.6) 

y la cota para gx(u-IIu) es obtenida mediante la desigualdad triangular, usando (6.2.2) junto 
con (4.1.15) en el caso (a) y (5.1.2) en el caso (b). 

Resta observar que la derivada respecto a y puede ser tratada de forma análoga, lo que concluye 
el argumento. o 
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Capítulo 7 

Resultados Principales. 

En esta sección vamos a enunciar y probar el teorema de interpolación; además, mediante 
contraejemplos mostraremos que algunos de estos resultados no se pueden mejorar. 

7 .1. El Teorema de interpolación. 

Comenzaremos con el siguiente lema elemental. 

Lema 7.1.1 Sea K = K(l, 1, ii, b), K convexo, y a, b::; l. Entonces para cualquier p ~ 1 se tiene 

(7.1.1) 

para una constante C independente de K. 

Demostración. Obviamente se tiene 

ll u - Qu ll LP(K)::; ll u - Pu ll LP(K) + ll Q(Pu - u) ll LP(K) 

donde P es el polinomio lineal de Taylor de u calculado sobre una bola fija (ver [9], Capítulo 4) 
contenida en el triángulo de vértices (O, O), (1, O) y (O, 1). 

El lema de Bramble-Hilbert y la desigualdad de Sobolev, establecidos en [9], dan por un lado 

y, por otro 

ll Pu - u ll L=(K) ::; CllPu - ull w2 ,P(K) 

con C independente de K en ambos casos (recordemos que a, b::; 1). 
La demostración concluye teniendo en cuenta que 

llQ(Pu - u)llLP(K) ::; llQ(Pu - u)llL=(K) ::; Cll Pu - ullL=(K)·º 

Estamos ahora en condiciones de demostrar el t eorema principal de este trabajo , en el cual se 
enuncia la estimación óptima del error para elementos cuadriláteros. 
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Teorema 7.1.1 Sea K un cuadrilátero convexo con diámetro h, y p > l. Entonces existe una 
constante Co independente de K tal que 

llu - QullLv(K) :S Coh2 lulw2 ,v(K)· 

Para 1 :S p < 3 y K satisfaciendo la RDP(N, 1/JM) se tiene 

lu - Qulw1,v(K) :S Chlu lw2,v(K) 

con C = C ( N, 1/J M, p), y la restricción sobre p no puede ser mejorada. 
Finalmente, para cualquier p 2'.: 1 y K verificando la DAC( 1/Jm, 1/JM) se tiene 

lu - Qulwi,v(K) :S Chlu lw2,v(K) 

(7.1.2) 

(7.1.3) 

(7.1.4) 

con C = C ( 1/Jm, 1/J M, p), y para p 2'.: 3 la condición sobre el ángulo máximo no puede ser relajada. 

Demostración. Siempre es posible elegir dos lados adyacentes de K, Zi y l2 , tales que K esté 
contenido en el paralelogramo definido por dichos lados (observemos que este paralelogramo tiene 
diámetro del mismo orden que K). 

Ahora, sea L la transformación afín que aplica Zi en el segmento que une los puntos (O, O) y (1, O); 
y l2 en el segmento que une los puntos (O, O) y (O, 1) y llamemos k = L(K) (esta transformación 
también fue usada en [21]). No es difícil ver que k = K(l, 1, a, b) con a, b :S 1, y un argumento 
estándar muestra que (7.1.2) sigue de (7.1.1) por un cambio de variables. 

Con el objeto de probar (7.1.3), observemos que el Lema 4.1.3 establece que K puede ser trans­
formado en un cuadrilátero convexo del tipo K(a, b, a, b) satisfaciendo (Hl), (H2), (H3), (H4) con 
constantes 7j} y Ni, i = 1, 2, 3 que dependen únicamente de N y 1/JM cuyo diámetro h es equiva­
lente al de K. Más aún, del Lema 2.2.1 sabemos que la estimación del error sobre K sigue del de 
K(a, b, a, b). En consecuencia es suficiente probar la estimación del error para estas configuraciones 
de referencia con una constante que dependa solamente de 7j} y Ni. 

Ahora, la desigualdad (7.1.3) sigue de (2.3.1) combinado con (6.2.1), (6.1.1) y (4.1.29). El 
contraejemplo 7.2.1 muestra que p < 3 es condición necesaria. 

Finalmente, la demostración de (7.1.4) sigue como la de (7.1.3) reemplazando el Lema 4.1.3 
por el Lema 5.1.1, y usando nuevamente el Lema 2.2.1 y las ecuaciones (2.3.1) combinadas con 
(6.2.1), (6.1.1) y (5.1.3). 

El contraejemplo 7.2.1 muestra que la condición sobre el ángulo máximo es necesaria si p 2'.: 3. 
D 

7.2. Contra-ejemplo. 

Contra-ejemplo 7.2.1 Mostraremos que la asunción 1 :S p < 3 no puede ser relajada en el último 
teorema si K verifica la RDP. Para ello consideraremos K = K(l, 1, a, a), con ~ <a< 1, la idea 
es tomar a ---+ ~. 

Ya vimos en el Ejemplo 4.0.2 que K verifica la RDP (2, lrr) independientemente de a. 
Consideremos u(x, y) = xy {notemos que esta función no está en el espacio Qi si a< l). 
Notemos que 

y 
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Por otro lado, como Qu = a2cp3, tenemos 

(7.2.1) 

y de (3.1.4) podemos escribir 

11 
ª<P3 llp rl rl fJP dxdfJ 
ax LP(K) = lo lo (1 + x(a - 1) + f}(a - l))P-l 

(7.2.2) 

> ~ rl rl ( ( ) A 1 ( ) A) 1 dxdf) • 
2P 1 .! lo 1 + a - 1 x + a - 1 y p-

2 

Integrando explícitamente para p > 3 obtenemos 

11 

acp3 llP > ((2a - 1)3-p - (~a - ~)3-p - ª3-p + (~ + ~)3-p) 
ax LP(K) - 2P(3 - p)(2 - p)(a - 1)2 

y así 118:3 llP ---+ oo si a---+~' mostrando que (7.1.3) no puede valer independientemente de a. 
X LP(K) 

Consideremos ahora el caso p = 3. Tenemos entonces 

1 rl rl 1 

8 l.! lo (1 +(a - l)x +(a - l)f)) 2 dxdf) 
2 

ln (~a - ~) + ln(a) - ln(2a - 1) - ln Ga + ~) 
(a - 1)2 

(7.2.3) 

Luego, el término logarítmico - ln(2a - 1) es el responsable del hecho que 118:3 11 3 
---+ oo 

X L3(K) 

cuando a ---+ ~, permitiéndonos concluir lo mismo. 
Finalmente, observemos que el mismo contra-ejemplo implica que la restricción sobre el ángulo 

máximo no puede ser relajada si p 2': 3. 
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Capítulo 8 

La propiedad de descomposición regular 
generalizada y nueva propiedad de 
descomposición regular. 

En este capítulo tenemos como intención dar un panorama sobre un trabajo posterior a [4], a 
saber [16], en el cual se generalizan en cierto modo, las propiedades dadas en el citado artículo. 

Damos aquí una descripción de estas condiciones generalizadas, las comparamos con las origina­
les y enunciamos los principales resultados obtenidos al respecto. No incluímos las demostraciones 
con el afán de hacer menos engorrosa la lectura. Sin embargo, consideramos pertinente incluir al­
gunos resultados técnicos para dar cuenta que parte del procedimiento y la técnica usada es similar 
a la de [4], aunque en este trabajo no se reduzca el estudio a una configuración de referencia. 

8.1. Definición y notación. 

En [16] los autores introducen una nueva condición, llamada la propiedad de descomposición 
regular generalizada, que resulta suficiente para garantizar la validez de la estimación del error de 
interpolación para la Q1-interpolación de Lagrange; y que puede ser entendida como una genera­
lización de la condición de descomposición regular tal como su nombre lo indica. 

Básicamente, dicha condición establece que si se divide al cuadrilátero en dos triángulos por la 
diagonal más larga, cuando ambos triángulos t engan áreas comparables, ambos triángulos deberán 
satisfacer la condición del ángulo máximo; de otra manera, la condición del ángulo máximo solo 
deberá ser satisfecha por el triángulo más grande T1 . Este último condicionamiento se debe a que, 
si el área del triángulo más chico T3 es considerablemente menor al área de T1 , el error sobre T3 
contribuye poco al error global, y en consecuencia su ángulo máximo puede ser tan grande como se 
quiera siempre que la razón l~~I tienda a cero. Es decir, en el caso que el cuadrilátero K degenere 
al triángulo más grande, la condición del ángulo máximo sobre el triángulo más chico puede ser 
relajada siempre que la razón l~~I esté controlada. 

Formalmente, la definición de la propiedad de descomposición generalizada es la siguiente: 

Definición 8.1.1 Sea K un cuadrilátero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des­
composición generalizada (generalized regular decomposition property) con constantes N E IR+ y 
O < 1/; < 7r, o simplemente G RD P( N , 1/;), si es posible dividir a K en dos triángulos por una de 
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sus diagonales, llamada siempre di, de forma tal que el triángulo más grande satisfaga M AC ( 7/J) y 

(8.1.1) 

donde el triángulo más grande será denotado siempre por Ti, el triángulo restante por T3, h K 

denota el diámetro del cuadrilátero K y a es el máximo ángulo de T3. 

Observación 8.1.1 Si bien la definición dada arriba se basa en la geometría del cuadrilátero K, y 
no involucra, en principio, ningún espacio de funciones asociado; dicha definición será la definición 
de la G RD P cuando K sea visto en el marco de la teoría de Elementos Finitos donde el espacio 
de las funciones a interpolar sea Hi. 

Más adelante, veremos que la definición de la N RDP (una suerte de generalización de la 
G RD P) es esencial y significativamente distinta, si se trabaja en el espacio wi,p dependiendo del 
p considerado. 

8.2. Observaciones sobre la GRDP y la RDP. 

Como ya mencionamos, en [16] los autores prueban que la GRDP, que puede ser entendida 
como una generalización de la RD P, es suficiente para la validez de la estimación del error de 
interpolación para la Qi-interpolación de Lagrange. 

En cuanto a la suficiencia para dicha estimación nos encargaremos más adelante, por lo pronto, 
concentrándonos en la generalización notemos que 

RDP(N, 7/J) =? GRDP(ry, 7/J) (8.2.1) 

donde ry = ry(N). 
En efecto, supongamos que un cuadrilátero K satisface RDP(N, 7/J) al ser dividido por la 

diagonal di en los triángulos Ti y T3. Adoptemos la notación de modo que ITi 1 ;::: IT3 I. Siguiendo 
la Definición 8.1.1, resta mostrar que (8.1.1) se verifica pues Ti verifica MAC(?jJ) por hipótesis. 
Ahora, como xln(x-i)::; e-i V x E [O, 1], para verificar (8.1.1) basta mostrar que se cumple 

hK 
----<cte. 
ldi 1 sen( a) -

Pero como a es el máximo ángulo de T3, y T3 verifica MAC(?jJ) por hipótesis, resulta que 

de donde sigue 

7r - < a < ni. < Jrº, 3 - - 'f/ 

1 , { 2 1 } 
sen (a) ::; max J3 ' sen ( 7/J) · 

De modo que para mostrar (8.2.2) basta ver que 

Observemos el siguiente hecho básico, consecuencia del Teorema del seno: 
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Sea T un triángulo de lados k\ :::; R2 :::; f 3 y sea ó = L.R i f 3, entonces 

f 3 1 
-<-­
R2 - sen(ó) · 

Es decir, en un triángulo cualquiera los lados más largos del mismo siempre resultan comparables 
y la constante de comparación depende, básicamente, de los ángulos interiores del triángulo. En 
particular, si T verifica M AC ( ?/;), 

;: :::; C( ?/;). 

Luego, si di es la diagonal más larga de K, hK y di resultan ser los lados más largos de Ti o 
T3 , y así (8.2.3) vale. En otro caso, d2 y hK son comparables pues d2 y hK resultan ser los lados 
más largos de Ti o T3, entonces (8.2.3) sigue observando que 

ya que K verifica la RDP(N, ?/;). 

Sin embargo, la implicación recíproca de (8.2.1) no es válida como puede apreciarse en el 
siguiente ejemplo, que es el usado en [16]. 

Ejemplo 8.2.1 Consideremos K = K(l,a,a8 ,a) con s > 2 y O< a< l. 

5 
(a ,a) 

a f.-o--- - - --" 

a:~ 

Figura: representación del elemento K (1, a, a8 , a). 

Es claro que al dividir K por la diagonal M2M4, el triángulo T3 de vértices M2, M3 y M4 no 
verifica la condición del ángulo máximo puesto que el ángulo opuesto a dicha diagonal, o:, tiende 
a 7r cuando a---+ O. En consecuencia, K no satisface la RDP. 

Por otro lado, notemos que 
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7r a 
(b) sen(a) = sen(p + -) = cos(p) = ; 

2 y/(1-as)2+a2 

a 
( c) ITi 1 = 2, donde Ti es el triángulo de vértices Mi, M2 y M4 ; 

Por lo tanto, para s > 2 fijo y a ---+ O resulta que 

tiende a cero, con lo cual, tomando a suficientemente pequeño, se verifica (8.1.1) para una constante 
N independiente de a. 

Finalmente, notemos que Ti verifica MAC(;r/2), por lo que K verifica la GRDP(N,;r/2). 

Si bien es factible entender la GRDP como una generalización de la RDP en el sentido antes 
señalado, es justo observar que la GRDP no tiene una interpretación geométrica tan clara como la 
RDP y su verificación implica un costo computacional más alto. Estos hechos han sido observados 
por los autores de [16], pues los mismos proponen una condición equivalente a (8.1.1) que es de 
verificación más simple. En la siguiente observación recopilamos estos hechos. 

Observación 8.2.1 Si e denota el menor ángulo entre di y d2; y partimos d2 en ai y a3 siendo 
ai = d2 n Ti y a3 = d2 n T3, entonces 

y 

En consecuencia, 
IT3 I la3I 
ITi l lail 

(8.2.4) 

y entonces (8.1.1) puede re-escribirse como sigue 

(8.2.5) 

Notemos que hasta aquí se ha realizado una mejora en cuanto al costo computacional de {8.1.1), 
pues se ha logrado reducir el cálculo de áreas al cálculo de longitudes. Sin embargo, a pesar que se 
ha hecho una reducción, la misma no resulta considerablemente significativa. 

Finalmente, en {16}, los autores sostienen que si se elige la diagonal más larga como di, la 
condición (8.1.1) se reduce a 

(8.2.6) 

{lo cual es claro por la observación previa y el hecho que en este caso, hK y di resultan comparables). 
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Sin embargo, al menos dos objeciones pueden realizarse a esta afirmación, a saber, (a) si bien 
(8.2.6) representa una mejora computacional respecto de (8.1.1), la misma no es verdaderamente 

significativa como ya hemos señalado; (b) si bien la elección de di como la diagonal más larga 
permite concluir (8.2.6), recordemos que tal reducción se basa en el hecho que di y hx resultan 

comparables, y el control de la constante que acota hx /di puede ser un problema cuando se trabaja 
en una malla grande ya que dicha cota puede no ser uniforme. 

8.3. La estimación del error en H 1. 

Para el abordaje de dicha estimación los autores proceden de igual manera que en [1], [13] y 
[4]; descomponiendo el error mediante el Pi-operador de interpolación de Lagrange asociado a los 
vértices Mi, M2 y M4, al cual seguiremos denotando por II, tal como en la sección 2.3. 

Recordamos que la descomposición obtenida es 

(8.3.1) 

De esta manera, para obtener una estimación del error de interpolación es suficiente estimar 
los dos términos del lado derecho. 

Recordemos también que, tanto en [2] como en [4], se reducía el estudio a una familia de 
referencia y ésta era una de las herramientas claves usadas en dichos trabajos. Sin embargo, dado 
que ahora no es impuesta la condición del ángulo máximo sobre el triángulo más chico, no es 
posible adoptar la misma técnica. 

Por esto, se prueban en [16] los siguientes resultados que aquí solo enunciaremos remitiendo a 
[16] para las pruebas pero que combinan, principalmente, técnicas usadas en [13] y [2]. 

Lema 8.3.1 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera con vértices consecutivos Mi, M2, M3 y 

M4. Sea e el ángulo entre las dos diagonales MiM3 {denotada por d2) y M2M4 {denotada por di) 

y sea O= din d2. Sean ai = IOMil > O para i = 1, 2, 4 y a3 = IOM3 I 2': O; y denotemos por a 
y s al máximo ángulo y al lado más corto de T3, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, se 
puede asumir que IM3M4I =s. Entonces se tiene 

(8.3.2) 

donde J K es el jacobiano del mapeo Fx : k ---+ K. 

El lema previo permite obtener una estimación de l<P3IH1(K) que se resume en el siguiente 

Lema 8.3.2 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera que verifica las mismas hipótesis que en el 
Lema 8.3.2. Entonces se tiene 

(8.3.3) 

Por otro lado, tenemos las siguientes estimaciones: 

Lema 8.3.3 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera, entonces se tiene 

(8.3.4) 

61 



Lema 8.3.4 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera, entonces se tiene 

(8.3.5) 

donde ¡ es el máximo ángulo de Ti. 

Finalmente, combinando todos los lemas previos se obtiene el resultado principal, es decir, la 
estimación del error en H 1 para elementos cuadriláteros. 

Teorema 8.3.1 Sea K un cuadrilátero convexo que satisface GRDP(N, 7/J), entonces 

(8.3.6) 

donde C es una constante positiva que depende únicamente de N y 7/J. 

8.4. La NRDP y la estimación del error en W 1,P. 

El aspecto más técnico para demostrar la estimación del error en W 1·P radica en la acotación 
de l<P3lw1,p. Ahora, dado que 

y 

resulta que 
1 

l<P3 lw1,p(K) s 4hK (l 1 1K~p-l dxdf)) p 

donde JK es el jacobiano de la aplicación FK : K---+ K. 
De donde sigue que, para acotar l<iJ3 lw1,p, es suficiente acotar 

Este es el objeto del siguiente lema, en el cual usamos la notación ya adoptada. 

Lema 8.4.1 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera, entonces 

(8.4.1) 

(8.4.2) 

Además, si Ti = 6.Mi-1MiMi+1, 1 = 1, 2, 3, 4, con M1±4 = Mi y si se asume, sin pérdida de 
generalidad, que IT3I = mín{ IT1 I, IT3I} y IT4 I = mín{ IT2 I, IT4 I}, entonces 

para p E [ 3, ~] , (8.4.3) 

62 



(8.4.4) 

para p > 4, (8.4.5) 

En consideración a las estimaciones obtenidas en el lema previo se introduce la siguiente defini­
ción. 

Definición 8.4.1 Sea K un cuadrilátero convexo. Diremos que K satisface la nueva propiedad 
de descomposición generalizada (new regular decomposition property) con constantes N E R+, 
O< 1/; < 7f y p E [I,oo), p -1- 2, o simplemente NRDP(N,1/;,p), si es posible dividir a K en dos 
triángulos a lo largo de una de sus diagonales, llamada siempre di, de forma tal que el triángulo 
más grande satisfaga M AC ( 1/;) y 

(8.4.6) 

(8.4.7) 

(8.4.8) 

(8.4.9) 

(8.4.10) 

donde el triángulo más grande es llamado Ti, el triángulo restante es llamado T3, hK denota 
el diámetro de K, a es el máximo ángulo de T3 y s el lado más corto de T3. 

En lo que sigue se enuncian algunos resultados técnicos que permiten demostrar el teorema 
principal de interpolación para cuadriláteros convexos que satisfacen N RDP. 

Lema 8.4.2 Sea K un cuadrilátero convexo arbitrario y sea II el operador lineal de interpolación 
de Lagrange definido sobre Ti, entonces para todo p 2: 1 vale 

(8.4.11) 
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Lema 8.4.3 Sea K un cuadrilátero convexo cualquiera y sea II el operador lineal de interpolación 
de Lagrange definido sobre T1, entonces 

donde ¡ es el mínimo ángulo de T1 y Cp es la constante de la desigualdad de Poincaré. 

Teorema 8.4.1 Sea K un cuadrilátero que satisface NRDP(N,1/J,p) con p ~ 1, p #- 2, entonces 
se tiene 

lu - Qulw1,P(K) ::; ChKlu lw2,p(K)' 

con C > O dependiendo únicamente de N, 1/J y p. 

(8.4.12) 

Observación 8.4.1 Puede parecer poco relevante enunciar estos resultados sin sus respectivas 
pruebas y de un modo 'enciclopedista', por decirlo de alguna manera. Sin embargo, nos parece 
relevante realizar esto para enfatizar que el camino seguido para probar el teorema de interpolación 
es, básicamente, el mismo que en {2} y [4]. 

Observación 8.4.2 Notemos también que, de igual manera a como se mostró la validez de la 
implicación RD P =? G RD P, puede probarse 

RDP(N, 1/J) =? N RDP(r¡, 1/J,p) 

para todo 1 ::; p < 3 con r¡ = r¡( N). Por lo que la N RD P es hasta donde se sabe la condición más 
débil bajo la cual la estimación del error en W 1•P resulta verdadera. 

Una última observación a favor de la RDP, es que dicha condición depende únicamente de la 
geometría de K y no del espacio W 1•P considerado; mientras que la N RDP depende tanto de la 
geometría de K como del p considerado. Además, el costo computacional para verificar la RDP, es 
considerablemente más bajo que el requerido para la verificación de la N RDP. Por estos motivos es 
que, según nuestro punto de vista, la RDP continua siendo, para 1 ::; p < 3, la condición geométrica 
más débil bajo la cual es posible garantizar la estimación óptima del error de interpolación para 
elementos cuadriláteros convexos Qi -isoparamétricos. 

8.5. La NRDP y la DAC. 

Como vimos en el Capítulo 7, la DAC es una condición suficiente para el t eorema de interpo­
lación sobre W 1·P para todo p ~ l. 

Sin embargo, la DAC es una condición geométrica bastante restrictiva, de hecho, no es difícil 
mostrar que vale la siguiente cadena de implicaciones 

Más aún, para p ~ 3, la N RDP es una condición bastante más débil que la DAC. 
Para justificar esta afirmación comencemos notando que si un cuadrilátero K satisface la 

D AC ( 1/Jm, 1/J M) entonces sus diagonales deben ser comparables. En efecto, si esto no fuera así, 
alguna de las diagonales sería mucho más larga que la restante; en consecuencia, el elemento sería 
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tan estrecho como se quiera y, por lo tanto, alguno de los ángulos correspondientes a los vértices 
de la diagonal más larga sería tan chico como se desee, lo que violaría la DAC. 

Ahora, como el diámetro resulta comparable a la diagonal más larga (ver el apartado 8.2) y 

ambas diagonales son del mismo orden, sigue que di = O(hK ). 
Por otro lado, si llamamos ai = LM2M4M3, 0:2 = L_MiM3M4 y/!,= /!,34 tenemos 

y 

Entonces 
IT3 I ldilsen(ai) ldil , { 1 1 } 
IT4 I = ld2lsen(a2) ~ ld2I max sen(1/im)' sen(1/iM) 

y, dado que di y d2 son comparables, existe una constante C = C( 1/im, 1/iM) tal que 

En suma, hemos visto que existe una constante e = e ( Vim' Vi M) tal que 

y 

Combinando estos hechos con (8.4.8), (8.4.9) y (8.4.10), resulta que existe una constante N = 
N(1/im,1/iM) tal que K verifica NRDP(N,1/iM,P) para todo p ~ 3. 

De esta forma queda probado que, para p ~ 3, 

mostrando que la N RDP es la condición más débil bajo la cual es posible garantizar la estimación 
óptima del error de interpolación para elementos cuadriláteros convexos Qi-isoparamétricos cuando 
p ~ 3. 

Sin embargo, es pertinente señalar que la DAC (al igual que la RDP) es una condición que 
solo depende de la geometría de K y no del espacio wi,p considerado; mientras que la N RDP, en 
cierto sentido, no solo toma en consideración la geometría de K sino también el espacio wi,p. 
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