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Capítulo 1

Introducción

Las acciones parciales aparecieron en el contexto de las C∗-álgebras, principalmente en
trabajos de Ruy Exel [E1, E2, E3, E4]. La idea principal consiste en obtener generalizaciones
del producto cruzado de una C∗-álgebra por un automorfismo.

La teoría de acciones parciales se extendió luego al contexto algebraico, ver por ejemplo
[DE, DEP, DES, DES2, DFP], donde se consideran acciones parciales de grupos sobre ál-
gebras asociativas. En una etapa posterior comenzaron a considerarse las acciones parciales
de álgebras de Hopf [AB1, AB2, CJ]. El primer ejemplo de esta situación es el de acciones
parciales del álgebra de Hopf kG, con k un cuerpo y G un grupo, obtenido a partir de la
linearización de una acción parcial del grupo G sobre un k-espacio vectorial. Cuando G es
un grupo finito, el dual kG del álgebra de grupo es también un álgebra de Hopf. Es bien co-
nocido que dar una acción de kG en un espacio vectorial equivale a dar una G-graduación del
espacio. La teoría de acciones parciales de álgebras de Hopf nos permite entonces considerar
graduaciones parciales.

A su vez, el estudio de las álgebras graduadas puede generalizarse a las categorías k-
lineales, considerando entonces graduaciones de los espacios vectoriales de morfismos entre
dos objetos dados de la categoría. Mas aún, las graduaciones de una categoría k-lineal están
en correspondencia con los cubrimientos de Galois de la categoría [CM] y por lo tanto el
estudio de estas graduaciones permite definir un grupo fundamental intrínseco de la categoría
[CRS]. Estos últimos trabajos dan lugar a preguntarse qué información sobre la categoría
de partida podría obtenerse mediante el conocimiento de sus graduaciones parciales. Este
punto de vista fue el que originó el artículo [AAB], que es explorado en profundidad en esta
tesis.

Uno de los principales problemas al trabajar con acciones parciales es exhibir ejemplos
en los que la acción parcial no provenga de una acción en el sentido habitual. Por ejemplo,
es conocido [ABV] que es imposible encontrar tales ejemplos en el caso en que el álgebra de
Hopf es el álgebra envolvente de un álgebra de Lie.

El contenido de esta tesis es el siguiente. En el Capítulo 2 recordamos algunas nociones
básicas sobre álgebras de Hopf.

En el Capítulo 3 analizamos la noción de acción parcial de un grupo.
En el Capítulo 4 resumimos las nociones sobre categorías que serán necesarias para el

resto de la tesis.
Finalmente, en el Capítulo 5 estudiamos las H-módulo categorías parciales, donde H es
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un álgebra de Hopf. Damos demostraciones detalladas de los resultados obtenidos en [AAB],
analizamos algunos ejemplos y proponemos otros.

A lo largo de toda la tesis, k será un cuerpo. Todos los productos tensoriales son sobre
el cuerpo k salvo que se indique lo contrario.
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Capítulo 2

Álgebras de Hopf

En este capítulo recordaremos algunas nociones básicas de álgebras de Hopf. Seguiremos
la presentación del tema hecha por Susan Montgomery en [M].

2.1. Álgebras y coálgebras

Empezaremos por reescribir la asociatividad del producto y la propiedad del elemento
neutro de un álgebra en términos de morfismos para poder dualizarlas.

Definición 2.1.1. Una estructura de k-álgebra unitaria es un k-espacio vectorial A junto
con dos morfismos k-lineales, la multiplicación m : A⊗A→ A y la unidad u : k → A, tales
que los siguientes diagramas son conmutativos:

1. asociatividad
A⊗A⊗A

id⊗m

��

m⊗id // A⊗A

m

��
A⊗A m // A

2. unidad
A⊗A

m

��

k ⊗A

u⊗id
99

%%

A⊗ k

id⊗u
ee

yy
A

Los dos morfismos inferiores en el último diagrama se corresponden con la multiplicación
por escalares. Notar que el elemento unidad está dado por 1A = u(1k).
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Definición 2.1.2. Para cualquier par de k-espacios vectoriales V y W , el morfismo twist
τ : V ⊗W →W ⊗V se define sobre los tensores elementales como τ(v⊗w) = w⊗v, ∀v ∈ V ,
∀w ∈W , y se extiende k-linealmente.

Podemos expresar la conmutatividad del álgebra A mediante la fórmula m ◦ τ = m.
Ahora vamos a dualizar la noción de álgebra.

Definición 2.1.3. Una k-coálgebra counitaria es un k-espacio vectorial C junto con dos
morfismos k-lineales, la comultiplicación ∆ : C → C ⊗ C y la counidad ε : C → k tales que
los siguientes diagramas conmutan:

1. coasociatividad
C

∆

��

∆ // C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C id⊗∆ // C ⊗ C ⊗ C

2. counidad C
f

yy
∆

��

g

%%
k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗id

ee

id⊗ε

99

donde f(c) = 1⊗ c y g(c) = c⊗ 1.

Notemos que por 2.1.3 2. resulta que ∆ es inyectiva, de la misma forma que por 2.1.1 2.
m resulta suryectiva.

Decimos que C es coconmutativa si τ ◦∆ = ∆.

Definición 2.1.4. Sean C y D dos coálgebras con sus respectivas comultiplicaciones ∆C y
∆D, y counidades εC y εD. Decimos que:

1. un morfismo k-lineal f : C → D es un morfismo de coálgebras si ∆D ◦ f =
(f ⊗ f) ◦∆C y εD ◦ f = εC .

2. Un subespacio I ⊆ C es un coideal si ∆CI ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y εC(I) = 0.

A partir de un coideal I de la coálgebra C podemos obtener una nueva coálgebra dada
por el k-espacio vectorial C/I con la comultiplicación inducida por ∆C . Recíproca-
mente, si C/I es una coálgebra con la comultiplicación inducida por ∆C entonces I
resulta un coideal de C.
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Ejemplo 2.1.5. Sea X un conjunto de cardinal mayor o igual a dos, y consideremos el k-
espacio vectorial C con base X. Definimos ∆ : C → C⊗C por ∆(c) = c⊗ c y ε : C → k por
ε(c) = 1 para todo c ∈ X, y extendemos linealmente. De esta forma (C, ∆, ε) resulta una
k-coálgebra. Sea I el subespacio de C generado por x− x′ con x, x′ ∈ X y x 6= x′. Podemos
ver fácilmente que I es un coideal de C ya que ε(x−x′) = 0 y ∆(x−x′) = x⊗x−x′⊗x′ =
x− x′ ⊗ x+ x′ ⊗ x− x′ ∈ I ⊗ C + C ⊗ I.

Observación 2.1.6. Varios resultados sobre álgebras tienen sus correspondientes versiones
para coálgebras. Por ejemplo, el núcleo de todo morfismo de coálgebras f : C → D es un
coideal de C, y la imagen es una subcoálgebra de D. También son válidos los teoremas de
isomorfismo en coálgebras, en particular, el cociente C/Ker (f) es isomorfo a Im(f) [DNR,
1.4.11].

2.2. Espacios duales

Veamos ahora cómo se relacionan las estructuras de álgebra y coálgebra por medio de los
espacios duales. Dado un k-espacio vectorial V , denotamos por V ∗ = Homk(V, k) al espacio
dual de V .

Definición 2.2.1. Dada una transformación k-lineal φ : V → W , la transpuesta de φ es
una transformación k-lineal φ∗ : W ∗ → V ∗, tal que:

φ∗(f)(v) = f(φ(v)),

∀f ∈W ∗, v ∈ V .

El siguiente lema muestra cómo obtener un álgebra a partir de una coálgebra.

Lema 2.2.2. Si C es una coálgebra, entonces C∗ es un álgebra, con la multiplicación dada
por m = ∆∗ y la unidad u = ε∗. Además, si C es coconmutativa, entonces C∗ es conmutativa.

Demostración. La demostración se obtiene dualizando los diagramas y observando que C∗⊗
C∗ ⊆ (C⊗C)∗ por lo que podemos restringir ∆∗ para obtener un morfismom : C∗⊗C∗ → C∗

dado por m(f ⊗ g)(c) = ∆∗(f ⊗ g)(c) = (f ⊗ g)∆c, ∀f, g ∈ C∗, c ∈ C.

En cambio, si partimos de un álgebra A no siempre se obtiene una coálgebra dualizando.
Por ejemplo, si A es de dimensión infinita, A∗ ⊗ A∗ es un subespacio propio de (A⊗ A)∗ y
por lo tanto la imagen de m∗ : A∗ → (A⊗A)∗ podría no estar contenida en A∗ ⊗A∗.

Definición 2.2.3. Sea A una k-álgebra. El dual finito de A se define como A◦ = {f ∈
A∗ | f(I) = 0, para algún ideal I de A tal que dimk(A/I) <∞}.

Observar que si A es de dimensión finita entonces A◦ = A∗. Basta con notar que cual-
quier f ∈ A∗ se anula en el ideal I = {0} y además dimk(A/I) = dimk(A) <∞.

Observación 2.2.4. En [DNR, 1.5.6] se prueba que A◦ es la mayor coálgebra contenida en
A∗ que está inducida por m. Notar que puede pasar que A◦ = {0}, por ejemplo si A es una
k-álgebra simple de dimensión infinita sobre k como ese el caso de una extensión de cuerpos
de grado infinito. En particular, esto implica que dualizando no se obtiene una coálgebra.
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En [S] se pueden ver los resultados básicos sobre ()◦. Nos interesa en particular la si-
guiente

Proposición 2.2.5. (Proposition 6.0.2 de [S]) Si A es una k-álgebra, entonces A◦ es una
k-coálgebra con comultiplicación ∆ = m∗ y counidad ε = u∗. Además, si A es conmutativa,
entonces A◦ es coconmutativa.

Notemos que, explícitamente, la comultiplicación está dada por:

∆f(a⊗ b) = m∗f(a⊗ b) = f(ab),

∀a, b ∈ A.

2.3. Biálgebras

Veamos ahora una estructura que combina las nociones de álgebra y coálgebra.

Definición 2.3.1. Un k-espacio vectorial B es una biálgebra si existen morfismos m :
B ⊗ B → B, u : k → B, ∆ : B → B ⊗ B y ε : B → k tales que (B,m, u) es un álgebra,
(B,∆, ε) es una coálgebra, y ∆ y ε son morfismos de álgebras.

Pedir que ∆ y ε sean morfismos de álgebras es equivalente a pedir que m y u sean morfis-
mos de coálgebras. Esto puede observarse directamente de los correspondientes diagramas.

Las nociones de morfismo de biálgebras y biideal se definen de la forma esperada. Dado
un subespacio I de B, el cociente B/I es una biálgebra si y sólo si I es un biideal de B.

A continuación presentaremos dos ejemplos clásicos.

Ejemplos 2.3.2. 1. Álgebra de grupo

Sea G un grupo y B = kG el álgebra de grupo. Si definimos ∆ : kG→ kG⊗ kG como
el único morfismo k-lineal tal que ∆g = g ⊗ g y ε : kG → k como el único morfismo
k-lineal tal que ε(g) = 1, ∀g ∈ G, entonces (B,m, u,∆, ε) es una biálgebra.

2. Álgebra envolvente universal

Sea g una k-álgebra de Lie. Sea B = U(g), el álgebra definida por

U(g) := T (g)/〈x⊗y−y⊗x−[x,y]〉x,y∈g ,

donde notamos con T (g) al álgebra tensorial sobre k generada por g.

Se puede dar a B una estructura de biálgebra definiendo ∆ : U(g) → U(g) ⊗ U(g)
como el único morfismo k-lineal tal que ∆x = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x y ε : U(g) → k como el
único morfismo k-lineal tal que ε(x) = 0, ∀x ∈ g.

Notar que ambos ejemplos son coconmutativos.

A continuación vamos a definir ciertos subconjuntos importantes de una coálgebra que
nos serán útiles más adelante.

12



Definición 2.3.3. Sea C una coálgebra, y sea c ∈ C.

1. c se dice un elemento de tipo grupo si ∆c = c⊗c y ε(c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo de C se denota por G(C).

2. Dados g, h ∈ G(C), el elemento c se dice g, h-primitivo si ∆c = c⊗g+h⊗c. El conjunto
de todos los g, h-primitivos se denotará Pg,h(C). Si C es una biálgebra, los elementos
1, 1-primitivos se llaman simplemente primitivos y notaremos P (B) = P1,1(B).

No es difícil probar que un conjunto de elementos de tipo grupo es linealmente inde-
pendiente sobre k [S, 3.2.1]. En consecuencia, si B = kG, entonces G(B) = G. En efecto,
la inclusión G ⊆ G(B) es clara, mientras que cualquier elemento de B \ G es combinación
k-lineal de elementos de G y por lo tanto no puede estar en G(B).

En el caso B = U(g) y car(k) = 0, P (B) = g [M, 5.5.3].

A continuación daremos otro ejemplo de biálgebra.

Ejemplo 2.3.4. SiB es una biálgebra cualquiera, entoncesB◦ resulta también una biálgebra
[M, 9.1] . En particular, si G es un grupo finito y B = kG obtenemos la biálgebra B◦ = kG

con la siguiente estructura de álgebra

(ff ′)(x) = ∆∗(f ⊗ f ′)(x) = (f ⊗ f ′)(x⊗ x) = f(x)f ′(x), (2.3.1)

para x ∈ G, f, f ′ ∈ kG; y la estructura de coálgebra está dada por

∆f(x⊗ y) = m∗f(x⊗ y) = f(xy), (2.3.2)

para x, y ∈ B, f ∈ kG. En este caso, podemos dar una descripción explícita de la comulti-
plicación. Sea {px | x ∈ G} una base de kG, dual a la base de los elementos tipo grupo de
kG, es decir, px(y) = δx,y, para x, y ∈ G. Es inmediato verificar que

∆px =
∑
uv=x

pu ⊗ pv. (2.3.3)

2.4. Convolución y notación de Sweedler

Antes de pasar a la definición de álgebra de Hopf, vamos a dar una nueva definición
junto con una notación muy útil.

Definición 2.4.1. Sea C una k-coálgebra yA una k-álgebra. El k-espacio vectorial Homk(C,A)
tiene estructura de álgebra unitaria con el producto de convolución:

(f ∗ g)(c) = m ◦ (f ⊗ g)(∆c), (2.4.1)

∀f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C. El morfismo uε resulta la unidad en Homk(C,A).

Notemos que ya hemos usado este producto en el Lema 2.1.6 para Homk(C, k). El pro-
ducto de anticonvolución en Homk(C,A) está definido por:
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(f × g)(c) = m ◦ (f ⊗ g)(τ ◦∆(c)),

∀f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

Vamos ahora a recordar la notación de Sweedler.

Sea C una coálgebra con comultiplicación ∆ : C → C ⊗ C. Dado c ∈ C escribiremos:

∆c =
∑

c(1) ⊗ c(2).

Para simplificar aún más, en lo que sigue omitiremos los paréntesis. Esta notación es
análoga a la utilizada en la física donde incluso el símbolo

∑
suele omitirse. La utilidad de

esta notación se hace evidente al representar la aplicación sucesiva de la comultiplicación.
Por ejemplo, nos permite escribir la coasociatividad en la forma:∑

c1 ⊗ c21 ⊗ c22 =
∑

c11 ⊗ c12 ⊗ c2,

y escribiremos este elemento en la forma
∑
c1 ⊗ c2 ⊗ c3.

En general, iterando este procedimiento escribiremos:

∆n−1(c) =
∑

c1 ⊗ . . .⊗ cn.

Escribiendo las fórmulas correspondientes a la counidad y a la convolución resulta

c =
∑

ε(c1)c2 =
∑

ε(c2)c1,

y

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2).

2.5. Álgebras de Hopf

Definición 2.5.1. Una k-álgebra de Hopf es una biálgebra H junto con un elemento S ∈
Homk(H,H) llamado antípoda , que es un inverso para la idH con respecto al producto de
convolución.

Usando la notación de Sweedler, la propiedad de la antípoda se expresa en la forma:∑
(Sh1)h2 = ε(h)1H =

∑
h1(Sh2), (2.5.1)

∀h ∈ H.

Un morfismo de álgebras de Hopf f : H → K es un morfismo de biálgebras tal que
f(SHh) = SKf(h),∀h ∈ H. Un ideal de Hopf es un subespacio I de H tal que S(I) ⊆ I y
tal que, además, los morfismos de estructura inducen una estructura de álgebra de Hopf en
H/I.

14



Ejemplos 2.5.2. 1. El álgebra de grupo kG es un álgebra de Hopf, definiendo la antí-
poda por la fórmula Sg = g−1 para cada g ∈ G. En realidad, ésta es la única forma
posible de definirla, ya que en cualquier álgebra de Hopf H y para cualquier g ∈ G(H),
la ecuación (2.5.1) implica Sg = g−1. En particular, todos los elementos de tipo grupo
son inversibles en H.

2. El álgebra envolvente U(g) es un álgebra de Hopf, donde la antípoda se define por
Sx = −x para cada x ∈ g. De nuevo, esta fórmula es consecuencia de (2.5.1) ya que,
en un álgebra de Hopf H cualquiera , si x ∈ P (H) debe ser Sx = −x. En general, si
x ∈ Pg,h(H) entonces Sx = −h−1xg−1.

3. Para cualquier álgebra de Hopf H, resulta que H◦ es también un álgebra de Hopf con
antípoda S∗ ([M], 9.1.3).

4. El álgebra de Hopf no conmutativa y no coconmutativa de dimensión más chica tiene
dimensión 4 sobre k y es única salvo isomorfismo para un cuerpo k dado con car(k) 6= 2.
Está definida por generadores y relaciones por:

T2 = 〈1, g, x, xg | g2 = 1, x2 = 0, gx = −xg〉, (2.5.2)

donde ∆g = g ⊗ g, ∆x = x ⊗ 1 + g ⊗ x, ε(g) = 1, ε(x) = 0. Notar que Sg = g−1, y
Sx = −gx ya que g ∈ G(H) y x ∈ P1,g(H). Notar también que S tiene orden 4.

Este ejemplo es el primero de una familia infinita de álgebras de Hopf de dimensión
finita con antípodas de orden 2n para cada n > 1 [T].

La siguiente es una propiedad muy importante para el cálculo de la antípoda.

Proposición 2.5.3. Sea H un álgebra de Hopf con antípoda S.

1. S es un anti-morfismo de álgebras; es decir

S(hk) = S(k)S(h), ∀h, k ∈ H, y S(1) = 1.

2. S es un anti-morfismo de coálgebras; es decir∑
(Sh)1 ⊗ (Sh)2 =

∑
S(h2)⊗ S(h1), ∀h ∈ H, y ε ◦ S = ε.

Para la demostración puede verse [S, 4.0.1].

2.6. Módulos y comódulos

Nos dedicaremos primero a expresar en términos diagramáticos qué quiere decir tener
una estructura de módulos para luego dualizar a comódulos.

Definición 2.6.1. Sea A una k-álgebra, un A-módulo a izquierda es un k-espacio vectorial
M junto con un morfismo k-lineal γ : A⊗M →M tal que los siguientes diagramas conmutan:
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1. A⊗A⊗M

id⊗γ

��

m⊗id // A⊗M

γ

��
A⊗M γ //M

2. k ⊗M

##

u⊗id // A⊗M

γ

��
M

donde el morfismo inferior está dado por la multiplicación escalar.

Definición 2.6.2. Sea C una k-coálgebra, un C-comódulo a derecha es un k-espacio
vectorialM junto con un morfismo k-lineal ρ : M →M ⊗C tal que los siguientes diagramas
conmutan:

1. M

ρ

��

ρ //M ⊗ C

id⊗∆

��
M ⊗ C ρ⊗id //M ⊗ C ⊗ C

2. M

⊗1

""

ρ //M ⊗ C

id⊗ε

��
M ⊗ k

Notaremos AM la categoría deA-módulos a izquierda, yMC la categoría de C-comódulos
a derecha.

Sea C una coálgebra. Usando la notación de Sweedler para C-cómodulos a derecha
podemos escribir ρ(m) =

∑
m0⊗m1 ∈M ⊗C con la convención de que mi ∈ C para i 6= 0.

Definición 2.6.3. Sean M y N comódulos a derecha, con los morfismos de estructura ρM
y ρN respectivamente. Un morfismo de comódulos es un morfismo k-lineal f : M → N
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tal que el siguiente diagrama conmuta

M

f

��

ρM //M ⊗ C

f⊗id

��
N

ρN // N ⊗ C

es decir, ∑
f(m)0 ⊗ f(m)1 =

∑
f(m0)⊗m1, ∀m ∈M.

Ejemplos 2.6.4. 1. La coálgebra C es un C-comódulo a derecha con el morfismo de
estructura ρ = ∆.

2. Sea V un k-espacio vectorial y C una k-coálgebra. El k-espacio vectorial V ⊗ C tiene
estructura de C-comódulo a derecha con el morfismo de estructura inducido por ∆, es
decir, ρ(x⊗ c) =

∑
x⊗ c1 ⊗ c2 para x ∈ V y c ∈ C.

3. Si M es un C-comódulo a derecha y N ⊆ M con ρ(N) ⊆ N ⊗ C, entonces N es un
subcomódulo de M . En el caso particular en el que M = C, los subcomódulos son los
coideales a derecha.

El siguiente lema clásico muestra la estrecha relación entre módulos y comódulos.

Lema 2.6.5. 1. Si M es un C-comódulo a derecha, entonces M es un C∗-módulo a
izquierda.

2. Sea M un A-módulo a izquierda. M es un A◦-comódulo si y sólo si {A · m} es de
dimensión finita, para todo m ∈M .

Demostración. 1. Basta con definir f ·m =
∑
f(m1)m0 para f ∈ C∗ y m ∈M .

2. (⇐) Sea m ∈ M y consideremos {m1, . . . ,mn} una base de A ·m. Para cada a ∈ A
existen elementos fi(a) en k (1 ≤ i ≤ n) tales que a ·m =

∑n
i=1 fi(a)mi. Notemos que

I = Ker (A
φ→ Endk(A·m)) es un ideal de A de codimensión finita ya que A/I ∼= Im(φ)

tiene dimensión finita al ser un subespacio de Endk(A ·m). Como además fi(I) = 0,
se sigue que fi ∈ A◦, ∀i = 1, . . . , n, y así M resulta un A◦-comódulo con estructura
dada por ρ : M →M ⊗A◦, tal que ρ(m) =

∑
imi ⊗ fi.

(⇒) Se deduce de la fórmula en 1. ya que en este caso A · m está generado por el
conjunto {m0}.

En general, la recíproca de 1. no es cierta. Un C∗-módulo que resulta C-comódulo del
modo natural se dice racional. En [S] se prueba que todo módulo racional finitamente
generado es de dimensión finita. Con esto, podemos ver un ejemplo de módulo no racional:

17



Ejemplo 2.6.6. Sea C el espacio vectorial con base {ci}i∈N0 . Definimos en C la estructura
de coálgebra dada por ∆(cn) =

∑n
i=0 ci ⊗ cn−i y ε(cn) = δ0,n. Consideremos en C∗ los

elementos Xi dados por Xi(cj) = δi,j . Notar que ε = 1C∗ = X0 y XiXj(cn) = δi+j,n, es
decir, XiXj = Xi+j . Por lo tanto

C∗ = {
∞∑
i=0

λiX
i | λi ∈ k},

y la identificación de X con la variable da un isomorfismo entre C∗ y el anillo de series
de potencias en una variable.

Resulta que C∗ no es un C∗-módulo racional a izquierda ya que el módulo generado por
el 1 no es de dimensión finita.

Proposición 2.6.7. Sea C = kG. Un k-espacio vectorial M es un kG-comódulo a derecha
si y sólo si M es un k-espacio vectorial G-graduado, es decir, M =

⊕
g∈GMg.

Demostración. (⇒) Escribamos ρ(m) =
∑
mg ⊗ g, donde m ∈ M . De 1.6.2 1. se sigue que

(mg)h = δg,hmg y por lo tanto ρ(mg) = mg ⊗ g. Luego, para Mg = {mg | m ∈ M} se tiene
que la suma es directa. Además, por 1.6.2 2.,

∑
mg = m, y por lo tanto

⊕
g∈GMg = M .

(⇐) Basta con definir ρ(m) = m⊗ g, para cada m ∈Mg.

Ahora, si A = kG y M es un A-módulo, entonces por el Lema 1.6.4, M es un (kG)◦-
comódulo si y sólo si G ·m genera un espacio de dimensión finita, para todo m ∈ M . Es
decir, si y sólo si la acción de G es localmente finita.

Ejemplos 2.6.8. 1. Sea C una coálgebra. Por (2.6.5), a partir de la estructura de C-
comódulo a derecha de C obtenemos una estructura de C∗-módulo a izquierda dada
por:

f ⇀ c =
∑
〈f, c2〉c1,

para f ∈ C∗, c ∈ C.

Esta acción es la transpuesta de la multiplicación a derecha en C∗, es decir

〈g, f ⇀ c〉 = 〈gf, c〉.

También se tiene una acción a izquierda dada por

c ↼ f =
∑
〈f, c1〉c2,

y es la transpuesta de la multiplicación a izquierda en C∗.

2. De manera análoga al ejemplo anterior, a partir de una k-álgebra A podemos definir
una acción a izquierda de A en A∗, que es la transpuesta de la multiplicación a izquierda
en A, es decir
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〈a ⇀ f, b〉 = 〈f, ba〉,

para f ∈ A∗, a, b ∈ A.
De la misma forma se define la acción a derecha f ↼ a como la transpuesta de la
multiplicación a izquierda en A.
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Capítulo 3

Acciones parciales de grupos

En este capítulo introduciremos las nociones de acción parcial de un grupo en un con-
junto y, más en particular, en una k-álgebra. Veremos que a cada grupo G puede asociarse
un semigrupo inverso S(G) de forma que las acciones parciales de G se corresponden con
acciones (totales) de S(G) [E4]. También estudiaremos en qué casos las acciones parciales
se obtienen como restricción de una acción global [DE]. Por último, daremos un ejemplo de
acción del álgebra de grupo kG en un álgebra a partir de una acción parcial del grupo G.

3.1. Definiciones básicas

Definición 3.1.1. Sea S un conjunto con una operación binaria ∗ : S × S → S. Decimos
que (S, ∗) es un semigrupo si se cumple la propiedad asociativa:

(s ∗ s′) ∗ s′′ = s ∗ (s′ ∗ s′′),

para s, s′, s′′ ∈ S.

Escribiremos entonces xyz para (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), sin aclarar el orden y omitiendo
el símbolo ∗.

Definición 3.1.2. Un semigrupo S se dice un semigrupo inverso si, para cada x ∈ S,
existe un único x∗ ∈ S tal que:

(i) xx∗x = x,

(ii) x∗xx∗ = x∗.

Ejemplos 3.1.3. 1. Todo grupoG es un semigrupo inverso donde, dado g ∈ G, g∗ = g−1.

2. Sea X un conjunto. Dar una función parcial en X consiste en dar un par de sub-
conjuntos A y B de X y una función φ : A → B. Sea I(X) el conjunto de funcio-
nes parciales y biyectivas de X. El conjunto I(X) es un semigrupo inverso con la
estructura multiplicativa dada por la composición de funciones parciales en el ma-
yor dominio donde tenga sentido, es decir, si φ y ψ son elementos de I(X) entonces
Dom(φψ) = ψ−1(Im(ψ)∩Dom(φ)) e Im(φψ) = φ(Im(ψ)∩Dom(φ)). Es fácil ver que
para f ∈ I(X), f∗ = f−1 satisface (i) y (ii) de la definición anterior.
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Pueden encontrarse en [H] resultados básicos sobre semigrupos inversos. Por ejemplo, el
teorema de representación de Vagner-Preston dice que todo semigrupo inverso es isomorfo
a un subsemigrupo de I(X) para algún conjunto X.

Definición 3.1.4. Una acción del semigrupo inverso S en el conjunto X es un morfismo
de semigrupos π : S → I(X).

Ejemplo 3.1.5. Sea S un semigrupo inverso. Definimos la función π : S → I(S) de la
siguiente forma: si x ∈ S, π(x) = πx es la función parcial πx : x∗S → xx∗S dada por
πx(y) = xy. Notar que π−1

x = πx∗ y que π resulta un morfismo de semigrupos. Por lo tanto,
π define una acción de S en S.

Definición 3.1.6. Una acción parcial del grupo G en el conjunto X es un par Θ =
({Dt}t∈G, {θt}t∈G), donde, para cada t ∈ G, Dt es un subconjunto de X y θt : Dt−1 → Dt

es una función biyectiva, que satisface, para cada r, s ∈ G:

(i) De = X y θe = idX , donde e denota el elemento neutro de G,

(ii) θr(Dr−1 ∩Ds) = Dr ∩Drs,

(iii) θr(θs(x)) = θrs(x), para x ∈ Ds−1 ∩Ds−1r−1 .

Podemos notar que la ecuación en (iii) tiene sentido ya que por (ii) vale que

θs(Ds−1 ∩Ds−1r−1) = Ds ∩Dr−1 .

Observar que una acción parcial de G en X es en particular una función θ : G → I(X).
Dado r ∈ G, notaremos θr = θ(r). Notar que la función θ no verifica la igualdad θrθs = θrs
como uno quisiera, sino que resulta que θrs es una extensión de θrθs, es decir θrθs ⊆ θrs.
Para ver esto, notemos primero que θs−1 = θ−1

s :

θs(θs−1(x))
(iii)
= θe(x)

(i)
= x,

para x ∈ Ds ∩Dss−1
(i)
= Ds ∩X = Ds.

De la misma forma, θs−1(θs(x)) = x, para x ∈ Ds−1 .

Luego, el dominio de θrθs es

θ−1
s (Ds ∩Dr−1) = θs−1(Ds ∩Dr−1)

(ii)
= Ds−1 ∩Ds−1r−1 ,

que es un subconjunto del dominio de θrs.

3.2. El semigrupo inverso asociado a un grupo

Vamos a ver que a un grupo G siempre podemos asociarle un semigrupo inverso S(G)
de modo canónico, de manera tal que las acciones de S(G) están en correspondencia con las
acciones parciales de G [E4].
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A lo largo de toda esta sección, G denotará un grupo. La propiedad fundamental de las
acciones parciales que nos permitirá construir el semigrupo inverso es que, si bien θrs es sólo
una extensión de θrθs, siempre vale que θrθsθ−1

s = θrsθ
−1
s . Esto es consecuencia directa de

la propiedad (iii) de acción parcial.

Definición 3.2.1. Sea S(G) el semigrupo universal definido a partir de generadores y re-
laciones de la siguiente manera: por cada elemento t ∈ G tomamos un generador [t], y por
cada par de elementos t, s ∈ G consideramos las relaciones

(i) [s−1][s][t] = [s−1][st],

(ii) [s][t][t−1] = [st][t−1],

(iii) [s][e] = [s],

(iv) [e][s] = [s].

Vamos a probar que S(G) es un semigrupo inverso. Podemos notar que, como conse-
cuencia de (i) y (iii), [t][t−1][t] = [t] para cualquier t ∈ G. Además, (iv) es consecuencia de
los anteriores axiomas ya que

[e][s] = [ss−1][s] = [s][s−1][s] = [s].

Por la propiedad universal de semigrupos definidos a partir de generadores y relaciones,
obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.2.2. Dado un semigrupo S y una función f : G→ S que satisface:

(i) f(s−1)f(s)f(t) = f(s−1)f(st),

(ii) f(s)f(t)f(t−1) = f(st)f(t−1),

(iii) f(s)f(e) = f(s),

existe un único morfismo de semigrupos f̃ : S(G)→ S tal que f̃([t]) = f(t).

Proposición 3.2.3. Existe un antiautomorfismo involutivo ∗ : S(G) → S(G) tal que, para
cada t ∈ G, [t]∗ = [t−1].

Demostración. Consideremos S(G)op el semigrupo opuesto, es decir, el semigrupo cuyo con-
junto subyacente coincide con S(G) y cuya multiplicación está dada por α • β := βα para
α, β ∈ S(G)op.

Definimos f : G→ S(G)op por f(t) = [t−1]. Es inmediato verificar las siguientes relacio-
nes:

(i) f(s−1) • f(s) • f(t) = f(s−1) • f(st),

(ii) f(s) • f(t) • f(t−1) = f(st) • f(t−1),

(iii) f(s) • f(e) = f(s),
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para todo s, t ∈ G.
Por la proposición anterior, f se extiende a un morfismo ∗ : S(G) → S(G)op, el cual

visto como un morfismo de S(G) en sí mismo, resulta un anti-automorfismo que satisface
las propiedades deseadas.

A continuación vamos a estudiar los idempotentes de S(G) (Proposición 2.2.4) para
poder luego, a partir de éstos, caracterizar los elementos de S(G) (Proposición 2.2.5). Esta
caracterización nos permitirá probar más adelante que S(G) es un semigrupo inverso.

Recordemos que si S es un semigrupo, un elemento ε ∈ S se dice idempotente si ε2 = ε.
Dado un grupo G y un elemento t ∈ G, sea εt = [t][t−1].

Proposición 3.2.4. Dados t, s ∈ G se cumple que:

(1) εt es un idempotente tal que ε∗t = εt,

(2) [t]εs = εts[t],

(3) εt y εs conmutan.

Demostración. Vamos a usar que [t][t−1][t] = [t]. La ecuación

ε2t = [t][t−1][t][t−1] = [t][t−1] = εt,

nos dice que εt es idempotente. Por otra parte, como ∗ es un antiautomorfismo resulta

ε∗t = [t−1]∗[t]∗
(3,2,3)

= [t][t−1] = εt,

y queda probado (1). (2) es consecuencia de (i) y (ii) de la Proposición 2.2.1:

[t]εs = [t][s][s−1]
(ii)
= [ts][s−1] = [ts][s−1t−1][ts][s−1]

(i)
= [ts][s−1t−1][t] = εts[t].

Finalmente, de (2) se deduce que:

εtεs = [t][t−1]εs = [t]εt−1s[t
−1] = εs[t][t

−1] = εsεt.

Proposición 3.2.5. Todo elemento α ∈ S(G) admite una descomposición de la forma:

α = εr1 . . . εrn [s],

donde n ≥ 0 y r1, . . . , rn, s son elementos de G. Además, podemos elegir los ri de forma
tal que

(i) ri 6= rj para i 6= j,
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(ii) ri 6= s y ri 6= e para todo i.

Demostración. Consideremos el subconjunto S que consiste de aquellos α de S(G) que
admiten una descomposición tal como en el enunciado. En particular, para cada s ∈ G el
elemento [s] está en S (notar que en este caso n = 0). Como estos elementos forman un
conjunto de generadores de S(G), basta ver que S es cerrado para el producto. Para ello,
dado α = εr1 . . . εrn [s], alcanza con verificar que α[t] está en S, cualquiera sea t ∈ G.

Primero notemos que

[s][t] = [s][s−1][s][t] = [s][s−1][st] = εs[st],

con lo cual

α[t] = εr1 . . . εrn [s][t] = εr1 . . . εrnεs[st] ∈ S.

Con respecto a la segunda parte, sea ahora α = εr1 . . . εrn [s], es fácil eliminar los idempo-
tentes εrj repetidos ya que conmutan entre sí. Por otro lado, εe es el elemento neutro de S(G)
por lo que puede eliminarse trivialmente. Por último, veamos que εs resulta redundante. Si
algún ri = s, entonces εri = [s][s−1] y usando la conmutatividad de los idempotentes,

α = εr1 . . . ε̂ri , . . . εrn [s][s−1][s] = εr1 . . . ε̂ri , . . . εrn [s].

Definición 3.2.6. Diremos que α ∈ S(G) está en forma estándar si α = εr1 . . . εrn [s],
donde se verifican las condiciones (i) y (ii) de (3.2.5).

Proposición 3.2.7. Para cada α ∈ S(G), existe α∗ ∈ S(G) que verifica αα∗α = α y
α∗αα∗ = α∗.

Demostración. Escribiendo α en su forma estándar α = εr1 . . . εrn [s] vemos que

αα∗α = εr1 . . . εrn [s][s−1]εrn . . . εr1εr1 . . . εrn [s]
(3,2,4)

= εr1 . . . εrn [s][s−1][s] = α.

La otra igualdad se deduce de la primera junto con el hecho que ∗ es un antiautomorfismo
involutivo de S(G).

Para probar que S(G) es un semigrupo inverso queda por ver la unicidad del elemento
α∗. Para esto nos será de utilidad estudiar ciertas representaciones de S(G).

3.3. Representaciones de S(G)

Usaremos el término representación de S(G) para referirnos a cualquier morfismo de
S(G) en un semigrupo. Por ejemplo, podemos considerar el morfismo δ : S(G) → G que
se obtiene por medio de la Proposición 3.2.2, que queda determinado por δ([t]) = t. Dado
un α ∈ S(G), llamaremos grado de α al elemento δ(α) ∈ G. Notar que δ(εt) = tt−1 = e,
cualquiera sea t ∈ G, y por lo tanto δ(εr1 . . . εrn [s]) = s.
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Consideremos ahora el conjunto Pe(G) formado por todos los subconjuntos finitos de
G que contienen al elemento neutro e. Nos va a interesar una representación dada por un
morfismo de S(G) en el semigrupo F(Pe(G)) = {φ|φ : Pe(G)→ Pe(G)} con la operación de
composición.

Dado t ∈ G, vamos a denotar φt a la función φt : Pe(G) → Pe(G) dada por φt(E) =
tE ∪ {e}, para cada E ∈ Pe(G), donde tE = {ts : s ∈ E}.

Notar que, como e ∈ E, podemos escribir φt(E) = tE ∪ {t, e}.

Proposición 3.3.1. (Proposition 3.1 de [E4]) Existe una única representación Λ : S(G)→
F(Pe(G)) que verifica Λ([t]) = φt.

Demostración. Vamos a ver que la función f : G→ F(Pe(G)) dada por f(t) = φt satisface
las propiedades de la Proposición 3.2.2 y por lo tanto definiendo Λ := f̃ se cumple lo pedido.
Para ver la condición (i) de esa proposición, sean t, s ∈ G y E ∈ Pe(G). Por un lado

φs−1φsφt(E) = φs−1φs(tE ∪ {t, e}) = φs−1(stE ∪ {st, s, e}) = tE ∪ {t, e, s−1},

mientras que

φs−1φst(E) = φs−1(stE ∪ {st, e}) = tE ∪ {t, s−1, e}.

La demostración de la condición (ii) es completamente análoga, mientras que la condi-
ción(iii) se sigue de que f(e) = φe es la función identidad de Pe(G).

Observación 3.3.2. Sea r ∈ G y consideremos el idempotente εr ∈ S(G). Como dado
E ∈ Pe(G)

Λ(εr)(E) = φr(φ
−1
r (E)) = E ∪ {r},

concluimos que, si α = εr1 . . . εrn [s], entonces

Λ(α)({e}) = {r1, . . . , rn, s, e}.

Veamos ahora la unicidad de la descomposición en forma estándar.

Proposición 3.3.3. Sea α ∈ S(G). La representación

α = εr1 . . . εrn [s]

es única, salvo por el orden de los εr.

Demostración. Supongamos que

α = εr1 . . . εrn [s] = εt1 . . . εtm [u]

son dos descomposiciones en forma estándar.
Tomando grado en cada miembro, obtenemos la igualdad δ(α) = s = u. Ahora, por lo

observado anteriormente
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{r1, . . . , rn, s, e} = {t1, . . . , tm, u, e}.

Luego, como ya vimos que s = u,

{r1, . . . , rn, s, e} \ {s, e} = {t1, . . . , tm, u, e} \ {u, e},

es decir,

{r1, . . . , rn} = {t1, . . . , tm},

de donde se sigue que n = m.

Como aplicación de este resultado podemos calcular el orden de S(G) cuando G es un
grupo finito.

Corolario 3.3.4. Si |G| = n, entonces S(G) tiene 2n−2(n+ 1) elementos.

Demostración. Consideremos los elementos de la forma εr1 . . . εrm [e] con m ∈ N, este con-
junto tiene 2n−1 ya que cada elección de los εr se corresponde con un subconjunto de G\{e}.
Además, para las n− 1 elecciones de s 6= e hay 2n−2 elementos de la forma εr1 . . . εrm [s] ya
que, en este caso, los εr se corresponden con un subconjunto de G \ {s, e}. Por lo tanto, el
total de elementos de S(G) son 2n−1 + (n− 1)2n−2 = 2n−2(n+ 1).

Notar que el orden de S(G) crece exponencialmente respecto al orden de G.

Teorema 3.3.5. (Theorem 3.4 [E4]) Para cualquier grupo G, S(G) es un semigrupo inverso.

Demostración. Sólo queda por ver la unicidad de α∗ para α ∈ S(G). Supongamos que existe
β ∈ S(G) tal que αβα = α y βαβ = β. Escribiendo

α = εr1 . . . εrn [s]

y

β∗ = εt1 . . . εtm [u],

concluimos que β = [u−1]εt1 . . . εtm = εu−1t1 . . . εu−1tm [u−1] y por lo tanto s = δ(α) =
δ(αβα) = su−1s, lo que implica u = s.

Por otro lado,

αβα = εr1 . . . εrn [s][s−1]εt1 . . . εtmεr1 . . . εrn [s] = εr1 . . . εrnεt1 . . . εtm [s] = α,

y por la unicidad de la descomposición en forma estándar, se sigue que {t1 . . . tm} ⊆
{r1 . . . rn}.

De la misma forma, a partir de la igualdad β∗α∗β∗ = β∗, se sigue que {r1 . . . rn} ⊆
{t1 . . . tm}, y por lo tanto β = α∗.
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3.4. Correspondencia entre acciones parciales de grupos y ac-
ciones del semigrupo inverso asociado

Ya vimos que una acción parcial del grupo G en un conjunto X es una función

θ : G→ I(X)

que satisface ciertas condiciones. En la siguiente proposición vamos a reescribir estas
condiciones en términos de la estructura de semigrupo de I(X).

Proposición 3.4.1. Sea G un grupo y sea X un conjunto. Una función θ : G → I(X) es
una acción parcial de G en X si y sólo si se verifican las siguientes condiciones:

(i) θsθtθt−1 = θstθt−1,

para cualquier s, t ∈ G.

(ii) θe = idX ,

Además, en este caso también se satisface la igualdad

(iii) θs−1θsθt = θs−1θst.

Demostración. Ya habíamos notado que si tenemos una acción parcial se cumple (i), mien-
tras que (ii) es parte de la definición de acción parcial. Para probar la recíproca, tomemos
s = t−1 en (i):

θt−1θtθt−1 = θeθt−1 = θt−1 .

Intercambiando los roles de t y t−1, obtenemos θtθt−1θt = θt. Luego, por la unicidad del
inverso, θ∗t = θt−1 . Definamos Dt = Im(θt), de esta forma

Dom(θt) = Im(θ∗t ) = Im(θt−1) = Dt−1 .

Así, resulta

θt : Dt−1 → Dt

como queríamos.
La condición (i) de acción parcial es trivial ya que

Im(θe) = Im(idX) = X.

Dado x ∈ Dr−1 ∩Ds, existe y ∈ Ds−1 tal que θs(y) = x. Luego

θr(x) = θr(θs(y)) = θr(θs(θs−1(x))) = θrs(θs−1(x)),

y por lo tanto, θr(x) ∈ Dr ∩ Drs. Esto prueba θr(D−1
r ∩ Ds) ⊆ Dr ∩ Drs. Para ver la

otra inclusión, sea x ∈ Dr−1 tal que θr(x) ∈ Dr ∩Drs , resulta que

θs−1r−1(θr(x)) = θs−1(θr−1(θr(x))) = θs−1(x),
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con lo cual x ∈ Dr−1 ∪Ds.
Por último, si x ∈ Ds−1 ∩ Ds−1r−1 , de lo probado anteriormente se sigue que θs(x) ∈

Ds ∩Dss−1r−1 = Ds ∩D−1
r y obtenemos

θr(θs(x)) = θr(θs(θs−1(θs(x)))) = θrs(θs−1(θs(x))) = θrs(x).

La última parte del enunciado se deduce de las propiedades de ∗:

θs−1θsθt = (θt−1θs−1θs)
∗ = (θt−1s−1θs)

∗ = θs−1θst.

Teorema 3.4.2. Sean G un grupo y X un conjunto. Hay una correspondencia biunívoca
entre las acciones parciales de G en X y las acciones de S(G) en X.

Demostración. Recordemos que las acciones de S(G) en X son morfismos de semigrupos de
S(G) en I(X). Por la Proposición 3.2.2, estos morfismos se corresponden con funciones de
G en I(X) que satisfacen las propiedades (i)-(iii); a su vez, estas se corresponden, según la
Proposición 2.4.2, con acciones parciales de G en X.

3.5. Acciones envolventes

En esta sección consideraremos acciones parciales de un grupo G en una k-álgebra aso-
ciativa no necesariamente unitaria.

En el caso de acciones parciales de G en una k-álgebra A, suponemos que los conjuntos
Dg con g ∈ G son ideales de A y que las funciones αg : Dg−1 → Dg son isomorfismos de
álgebras.

Una forma natural de obtener acciones parciales es restringiendo acciones globales a
ciertos subconjuntos. En efecto, supongamos que tenemos una acción de un grupo G en un
álgebra B dada por los automorfismos βg : B → B y sea A ⊆ B un ideal. Para cada g ∈ G
podemos definir Dg = A ∩ βg(A) y consideramos αg la restricción de βg a Dg−1 . Puede
verificarse fácilmente que la familia α = {αg : Dg−1 → Dg} define una acción parcial de G
en A. En este caso diremos que la acción parcial es la restricción de β a A.

Nos interesa ver bajo qué condiciones una acción parcial puede obtenerse como restricción
de una acción global. Observemos que si B′ es la subálgebra de B generada por

⋃
g∈G βg(A),

entonces B′ es invariante respecto a β, por lo que la acción parcial α se obtiene como
restricción de la acción de G en B′. En el caso que B = B′ diremos que la restricción es
admisible.

Definición 3.5.1. Diremos que una acción parcial α = {αg : Dg−1 → Dg} de un grupo G
en un álgebra A es equivalente a la acción parcial α′ = {α′g : D′g−1 → D′g} de G en un
álgebra A′ si existe un isomorfismo de álgebras ϕ : A→ A′ tal que:

(i) ϕ(Dg) = D′g,

(ii) α′g ◦ ϕ(x) = ϕ ◦ αg(x),

para cualquier g ∈ G.
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Definición 3.5.2. Una acción β de un grupo G en un álgebra B se dice una acción envol-
vente para una acción parcial α de G en un álgebra A si α es equivalente a una restricción
admisible de β a un ideal de B.

Es decir, β es una acción envolvente de α si existe un isomorfismo de álgebras ϕ : A→ A′

con A′ ideal de B, tal que para todo g ∈ G se cumplen las siguientes propiedades:

(i) ϕ(Dg) = A′ ∩ βg(A′),

(ii) ϕ ◦ αg(x) = βg ◦ ϕ(x), ∀x ∈ Dg−1 ,

(iii) B está generado por
⋃
g∈G βg(A

′)

El siguiente resultado, cuya demostración puede verse en [DE], Theorem 4.5, caracteriza
las acciones parciales que admiten una acción envolvente.

Teorema 3.5.3. Sea A un álgebra unitaria. Una acción parcial α de un grupo G en A
admite una acción envolvente β si y sólo si para cada g ∈ G, el ideal Dg es un álgebra
unitaria. Más aún, si existe β entonces es único salvo equivalencia.

3.6. Acciones del álgebra de Hopf kG

Definición 3.6.1. Sea H un álgebra de Hopf. Una acción parcial de H en la k-álgebra A
es un morfismo k-lineal α : H ⊗A→ A, denotado por α(h⊗ a) = h · a, tal que

(i) h · (ab) =
∑

(h1 · a)(h2 · b),

(ii) 1 · a = a,

(iii) h · (g · a) =
∑

(h1 · 1A)((h2g) · a),

donde h,∈ H, a, b ∈ A.

Es fácil ver que cualquier acción de H en A es también una acción parcial.

Ejemplo 3.6.2. Consideremos una acción parcial α del grupo G en un álgebra unitaria A
tal que cada Dg, con g ∈ G, sea un álgebra unitaria, digamos Dg = A1g. Podemos definir
una acción parcial del álgebra de grupo kG en A dada por

g · a = αg(a1g−1),

para g ∈ G, a ∈ A y extendiendo linealmente a kG. Notemos que los elementos 1g ∈ Dg

son idempotentes centrales del álgebra A y están dados por 1g = g ·1A. Además, el elemento
unidad del ideal Dg ∩Dh es el producto 1g1h y como αg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh vale que
αg(1g−11h) = 1g1gh. Es claro que se satisface (ii), ya que αe = idA y 1e = 1A. Veamos (i):

g · (ab) = αg(ab1g−1) = αg(a1g−1b1g−1) = αg(a1g−1)αg(b1g−1) = (g · a)(g · b).

Por otro lado, (iii) es consecuencia de la siguiente cadena de igualdades
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h · (g · a) = αh(αg(a1g−1)1h−1) =

= αh(αg(a1g−1)1g1h−1) =

= αh(αg(a1g−1)αg(1g−11g−1h−1)) =

= αh(αg(a1g−11g−1h−1)) =

= αhg(a1g−11g−1h−1) =

= αhg(a1g−1h−1)αhg(1g−11g−1h−1)

= αhg(a1g−1h−1)1hg1h =

= 1hαhg(a1g−1h−1) = (h · 1A)(hg · a).

Notar que esto también prueba que h · (g · a) = (hg · a)1h = (hg · a)(h · 1A).

En el Capítulo 5 veremos, en un contexto más general, la relación entre acciones parciales
de un grupo G y acciones parciales del álgebra de grupo kG.
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Capítulo 4

Herramientas de categorías

En este capítulo daremos algunas definiciones y conceptos básicos que usaremos en la
presente tesis, junto con algunos ejemplos. Nos basaremos en la exposición hecha en [AAB].
Resultados generales sobre la teoría de categorías pueden verse en [ML].

4.1. X-categorías

Definición 4.1.1. Una categoría C está dada por una clase de objetos y una clase de mor-
fismos o flechas que notaremos C0 y C1 respectivamente, junto con una regla de composición
◦ : C1×C1 → C1 que es una operación binaria parcial. Además hay dos operaciones unarias:

s, t : C1 → C0,

llamadas dominio y codominio respectivamente; y una tercera operación unaria llamada
la flecha identidad:

id : C0 → C1.

Deben verificarse los siguientes axiomas:

(i) dadas f, g ∈ C1, la composición f ◦ g está definida si y sólo si t(g) = s(f). Además se
verifica:

s(f ◦ g) = s(g),

t(f ◦ g) = t(f).

(ii) La composición es asociativa, es decir, para todo f, g, h ∈ C1

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

donde el término de la izquierda está definido si y sólo si el término de la derecha lo
está.
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(iii) Dado x ∈ C0, s(idx) = t(idx) = x, y si f ∈ C1 con s(f) = x y t(f) = y entonces:

f ◦ idx = f

idy ◦ f = f.

Notamos con f : x→ y una flecha f ∈ C1 tal que s(f) = x y t(f) = y. Para cada par de
objetos x, y ∈ C0, el Hom(x, y) es el conjunto de morfismos de x a y. Si la clase de objetos
es un conjunto, la categoría se llama pequeña.

En lo que sigue k denotará un cuerpo.
Nos interesa estudiar categorías con estructura k-lineal, esta noción generaliza la de

k-álgebra unitaria.

Definición 4.1.2. Una categoría k-lineal, o más brevemente k-categoría, A es una
categoría tal que para cada par de objetos x, y ∈ A0, el conjunto de morfismos yAx :=
HomA(x, y) tiene una estructura de k-espacio vectorial de manera que las composiciones
resultan k-bilineales.

Notar que si A es una k-categoría, para cada x ∈ A0, el conjunto xAx con la composición
de morfismos y la identidad de x tiene una estructura de k-álgebra unitaria.

Ejemplos 4.1.3. 1. Sea A una k-álgebra unitaria, tomando A0 = {∗} y A1 = A se
obtiene una k-categoría donde la composición de morfismos está dada por el producto
en el álgebra. De esta forma, el concepto de k-categoría generaliza el de k-álgebra
unitaria.

2. Sea Q un carcaj. El álgebra de caminos kQ se define como el k-espacio vectorial con
base los caminos en Q (incluyendo los vértices de Q). En kQ se define la múltiplicacion
por medio de la concatenación de caminos. En el caso que dos caminos no se puedan
concatenar, la multiplicación se define por 0. Esto define una k-álgebra asociativa. El
álgebra de caminos da una k-categoría que tiene por objetos los vértices de Q, y los
morfismos de x a y están dados por las combinaciones lineales de caminos de x a y.
En este caso la composición se corresponde con la concatenación de caminos.

Definición 4.1.4. Sea X un conjunto no vacío. Una k-categoría sobre X (o X-categoría),
es una k-categoría A tal que A0 = X.

Ejemplo 4.1.5. Por lo anterior, toda k-álgebra unitaria es una {∗}-categoría.

Vamos a estar particularmente interesados en funtores entre X-categorías que coincidan
con el funtor identidad sobre los objetos.

Definición 4.1.6. Dadas dos X-categorías A y B, y un k-funtor F : A → B, diremos que F
es un X-funtor si F (x) = x,∀x ∈ X = A0 = B0, o equivalentemente, F (yAx) ⊆ yBx,∀x, y ∈
X ya que siempre se tiene el morfismo identidad de x ∈ A0.

Notar que las X-categorías junto con los X-funtores forman una nueva categoría que
denotamos X-cat.
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Ejemplo 4.1.7.

SeaX = {1, . . . , n} y sea A unaX-categoría. Definimos el álgebra matricial de la siguiente
manera: como conjunto a(A) = {(yfx)y,x | yfx ∈ yAx, x, y ∈ X} y el producto está dado
por: (yfx)(ygx) = (

∑
z yfz ◦ zgx).

Este álgebra resulta ser unitaria con 1a(A) =
∑

x∈X ex donde ex = x1Ax Ex,x mientras que
Ex,x denota la matriz elemental con un 1 en el lugar x, x. Más aún, se tiene que {ex}x∈X es
un conjunto completo de idempotentes ortogonales de a(A).

Tomemos por ejemplo X = {1, 2} y A la X-categoría dada por 1A1 = 2A2 = k y
1A2 = 2A1 = 0. El álgebra matricial a(A) consiste de las matrices diagonales de 2 × 2 con
coeficientes en k. Más en general, si xAx = k para todo x ∈ X y yAx = 0 para todo x 6= y,
el álgebra a(A) resulta ser el conjunto de matrices diagonales de n×n con coeficientes en k.

Ahora, si B es otra X-categoría, todo X-funtor F : A → B induce canónicamente el
morfismo de álgebras (yfx) 7→ (F (yfx)) que manda el idempotente ex = x1Ax Ex,x a x1BxEx,x.
Así, podemos definir una categoría X-Alg con objetos (A, {ex}x∈X) donde A es una k-
álgebra y {ex}x∈X es un sistema completo de idempotentes ortogonales, y un morfismo
ϕ : (A, {ex}x∈X)→ (B, {fx}x∈X) en X-Alg es un morfismo ϕ : A→ B de k-álgebras tal que
ϕ(ex) = fx para todo x ∈ X. La definición de a(A) induce un isomorfismo de categorías
ψ : X-cat → X-Alg.

Definición 4.1.8. Sea C una categoría, en particular es una C0-categoría. Un paseo no nulo
w = (fn, εn), . . . , (f1, ε1) en C es una sucesión finita tal que fi es un morfismo no nulo para
cada i = 1, . . . , n y tal que cada εi es ±1 y s(fi, 1) := s(fi), t(fi, 1) := t(fi), s(fi,−1) := t(fi)
y t(fi,−1) := s(fi) de manera tal que s(fi+1, εi+1) = t(fi, εi) para todo i = 1, . . . , n − 1.
En esta situación definimos s(w) := s(f1, ε1) y t(w) = t(fn, εn). Dados dos objetos x, y ∈ C0

decimos que están en la misma componente conexa si existe un paseo no nulo w tal que
s(w) = x y t(w) = y.

Observación 4.1.9. Sean x, y objetos de una k-categoría C. Un paseo de x a y, es un paseo
w tal que s(w) = x y t(w) = y. Si existe un paseo de x a y entonces existe uno de y a x que
se obtiene invirtiendo los signos de cada término de la sucesión en el paseo original.

Ejemplo 4.1.10. Sea C una k-categoría con objetos C0 = {1, 2, 3, 4} y con morfismos según
el siguiente diagrama:

1

f
�� g

&&

2

3

h

88

4.
Hay una sola componente conexa ya que para todo par de objetos existe un paseo no

nulo entre ellos. Por ejemplo, el paseo no nulo de 2 a 4 dado por w = (h, 1), (f,−1), (g,−1).

Definición 4.1.11. Una k-categoría C se dice conexa si tiene una sola componente conexa.

Observemos que si C no es conexa, C0 es unión disjunta de subconjuntos Xi y yCx = 0
siempre que x e y pertenezcan a distintas componentes.
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4.2. Semicategorías

Definición 4.2.1. Una k-semicategoría consiste de una colección de objetos C0, una colec-
ción de k-morfismos C1 provisto de composición asociativa tal que para cada par de objetos
x, y ∈ C0 el espacio de morfismos yCx es un k-espacio vectorial, y dos funciones s, t : C1 → C0

como antes. Es decir, tiene todas las propiedades de una k-categoría pero sin pedir la exis-
tencia de identidades.

Así como la noción de k-categoría generaliza a las k-álgebras unitarias, la noción de
k-semicategorías generaliza a las k-álgebras no unitarias.

Ejemplos 4.2.2. 1. Sea A una k-álgebra no unitaria. Sea C la categoría con C0 = {∗} y
C1 = A, se verifica que C es una k-semicategoría.

2. Sean A y B dos k-álgebras idempotentes no unitarias (i.e. A2 = A y B2 = B). Es posi-
ble definir un contexto de Morita entre A y B, esto es una séxtupla (A,B,M,N, τ, σ)
donde AMB y BNA son bimódulos, y τ : M ⊗B N → A y σ : N ⊗A M → B son
morfismos de bimódulos tales que

∀m1,m2 ∈M,n ∈ N, m1σ(n⊗m2) = τ(m1 ⊗ n)m2, (1)

∀n1, n2 ∈ N,m ∈M, n1τ(m⊗ n2) = σ(n1 ⊗m)n2. (2)

Con estos datos podemos construir un álgebra asociativa: el álgebra de conexión, es
decir

A =

(
A M
N B

)
con la multiplicación dada por:(

a1 m1

n1 b1

)(
a2 m2

n2 b2

)
=

(
a1a2 + τ(m1 ⊗ n2) a1m2 +m1b2

n1a2 + b1n2 σ(n1 ⊗m2) + b1b2

)
.

Está operación resulta asociativa por las igualdades (1) y (2). El álgebra A puede
verse como una k-semicategoría donde A0 = {A,B} y los morfismos están dados por:
AAA = A, BAB = B, AAB = M , BAA = N y composiciones compatibles con la
multiplicación matricial (e.g. m ◦ n = τ(m⊗ n) y n ◦m = σ(n⊗m)).

Definición 4.2.3. Un k-semifuntor F de una k-semicategoría C a una k-semicategoría D
es una función k-lineal que manda cada x ∈ C0 a un elemento F (x) ∈ D0 y cada morfismo
f : x → y perteneciente a yCx a un morfismo F (f) en F (y)DF (x) de manera que F preserva
composiciones.

Ejemplos 4.2.4. 1. Sean C y D dos categorías k-lineales tal que C0 ⊆ D0. Sea F =
(F0, F1) definido de la siguiente manera: F0 : C0 → D0 es la inclusión y dado un objeto
x ∈ C0, F1(x1x) es un endomorfismo idempotente distinto de la identidad en xDx.
Entonces F resulta un k-semifuntor que no es funtor.

2. Una situación levemente distinta a la anterior es la siguiente: consideremos una k-
álgebra A con un idempotente central e y definamos el ideal I = eAe. Sea CA la
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k-categoría con un objeto y A como k-espacio vectorial de morfismos, y sea CI la k-
semicategoría con un objeto e I como conjunto de morfismos. La inclusión de CI en
CA es un k-semifuntor.

También necesitaremos considerar equivalencias de semicategorías.

Definición 4.2.5. Dados dos k-semifuntores F,G : A → B, una transformación natural
entre F y G es una familia de morfismos {αx ∈ G(x)BF (x) | x ∈ A0} tal que, para cualquier
yfx ∈ yAx el siguiente diagrama conmuta

F (x)

αx

��

F (yfx)// F (y)

αy

��
G(x)

G(yfx)// G(y).

Una transformación natural α entre dos semifuntores F y G es un isomorfismo natural
si αx ∈ G(x)BF (x) es un isomorfismo para todo x ∈ A0. Una semiequivalencia entre dos k-
semicategoríasA y B es un k-semifuntor F : A → B tal que existe un k-semifuntor G : B → A
que verifica F◦G yG◦F son naturalmente isomorfos a sus respectivos semifuntores identidad.

Las nociones de X-semicategoría y X-semifuntores se definen de manera análoga a lo
hecho para k-categorías.

Finalmente, recordamos el concepto de ideal de una k-categoría.

Definición 4.2.6. Un ideal I de una k-categoría es una colección de subespacios vectoriales
yIx de cada espacio de morfismos yCx, tal que la imagen de la composición zCy ⊗ yIx → zCx
está contenida en zIx y la imagen de la composición yIx ⊗ xCu → yCu está contenida en yIu
para cada elección de objetos.
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Capítulo 5

H-módulo categorías parciales

En esta sección vamos a definir nuestro principal objeto de estudio, una acción parcial de
un álgebra de Hopf H en una k-categoría A. Esto generaliza las nociones de acción parcial
de un álgebra de Hopf H en un álgebra unitaria A y de H-módulo categoría.

5.1. H-módulo categorías parciales

Recordamos primero la definición de H-módulo categoría.

Definición 5.1.1. Una k-categoría A es una H-módulo categoría si para cada x, y ∈ A0

existe un k-morfismo H ⊗ yAx → yAx que manda h⊗ f en h · f , tal que
∀x, y, z ∈ A0, h, k ∈ H,

1H · yfx = yfx, ∀f ∈ yAx (5.1.1)

h · (zfy ◦ ygx) =
∑

(h(1) · zfy) ◦ (h(2) · ygx), ∀f ∈ zAy,∀g ∈ yAx (5.1.2)

h · (k · yfx) = (hk) · yfx, ∀f ∈ yAx (5.1.3)
h · x1x = ε(h)x1x. (5.1.4)

Definición 5.1.2. Sea A una k-categoría y H un álgebra de Hopf. Decimos que existe una
acción parcial de H en A si:

1. H actúa trivialmente en los objetos.

2. Para todo par de objetos x, y ∈ A0, existe un k-morfismo α : H⊗yAx → yAx denotado
por α(h⊗f) = h ·f , que satisface las condiciones (5.1.1) y (5.1.2) y en lugar de (5.1.3)
y (5.1.4) pedimos la siguiente condición:

h · (k · yfx) =
∑

(h(1) · y1y) ◦ ((h(2)k) · yfx)

=
∑

((h(1)k) · yfx) ◦ (h(2) · x1x), ∀h, k ∈ H, ∀f ∈ yAx.
(5.1.5)

En este caso, diremos que A es una H-módulo categoría parcial.
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Notemos que de (5.1.2) y (5.1.5) se sigue que:

h · (zfy ◦ (k · ygx)) =
∑

(h(1) · zfy) ◦ ((h(2)k) · ygx). (5.1.6)

De hecho,

h · (zfy ◦ (k · ygx))
(5,1,2)

=
∑

(h(1) · zfy) ◦ (h(2) · (k · ygx))

(5,1,5)
=

∑
(h(1) · zfy) ◦ ((h(2) · y1y) ◦ ((h(3)k) · ygx))

(5,1,2)
=

∑
(h(1) · (zfy ◦ y1y)) ◦ ((h(2)k) · ygx)

=
∑

(h(1) · zfy) ◦ ((h(2)k) · ygx).

Análogamente, se tiene que

h · ((k · zfy) ◦ ygx) =
∑

((h(1)k) · zfy) ◦ (h(2) · ygx).

Ejemplos 5.1.3. 1. Sea A una H-módulo categoría. Entonces A es una H-módulo ca-
tegoría parcial. Para esto basta ver que se cumple 5.1.5.

∑
(h(1) · y1y) ◦ ((h(2)k) · yfx) =

∑
(ε(h(1))y1y) ◦ ((h(2)k) · yfx)

=
∑

(ε(h(1))h(2))k · yfx

= ((
∑

ε(h(1))h(2))k) · yfx
= (hk) · yfx
= h · (k · yfx).

Donde la primer igualdad es consecuencia de (5.1.4) y la última se sigue de (5.1.3).

Esta misma cuenta muestra que dada una acción parcial de H en una categoría k-lineal
A que además verifica la condición (5.1.4), la acción resulta total.

2. Un ejemplo central de H-módulo categoría parcial se obtiene a partir de una acción
total en una k-categoría por restricción a un ideal asociado a un idempotente central
[AAB, 3.4].

Un idempotente central en una k-categoría es una transformación natural idempotente
del funtor identidad en sí mismo. Esto es, una colección e = {xex}x∈C0 donde para cada
x ∈ C0, xex ∈ xCx es un idempotente tal que, si yfx ∈ yCx, entonces

yey ◦ yfx = yfx ◦ xex.
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El ideal I asociado al idempotente e se define por

yIx = yey yCx xex = yey yCx = yCx xex,

para cada x, y ∈ C0.

Dado un idempotente central e en C no trivial, es decir, distinto de la transformación
natural identidad o cero, podemos definir una acción parcial de H en el ideal asociado
I a partir de una acción parcial de H en C de la siguiente forma:

h · yfx = yey ◦ (h . yfx) = (h . yfx) ◦ xex,

donde yfx ∈ yIx y h ∈ H.

3. Sea C una categoría k-lineal y G un grupo. En [CFM] se generaliza la noción de acción
parcial del grupo G en una k-categoría C de la siguiente forma: G actúa en el conjunto
C0 y para cada g ∈ G, existe un ideal Ig de C y un isomorfismo de k-semicategorías

αg : Ig−1 → Ig

que satisface:

a) Ie = C y αe = IdC ,

b) dados x, y ∈ C0 y g, h ∈ G,

αh−1(hyIhhx ∩ hyIg
−1

hx ) ⊂ yI(gh)−1

x ,

c) si yfx ∈ αh−1(hyIhhx ∩ hyIg
−1

hx ) entonces αg ◦ αh(yfx) = αgh(yfx).

Hay una biyección entre estructuras de kG-módulo categoría parcial en C y acciones
parciales de G en C que dejan fijos los objetos tales que los ideales están generados
por idempotentes [AAB, 3.5].

Si C es una kG-módulo categoría parcial, para cada g ∈ G, los idempotentes están
dados por

xe
g
x = g · x1x

y generan los ideales Ig, es decir

(Ig)0 = C0

yIgx = ye
g
y yCx xe

g
x.

Los isomorfismos αg : Ig−1 → Ig se definen por
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αg(x) = x,

αg(yfx) = g · yfx,

para x ∈ (Ig)0 y yfx ∈ yIg
−1

x .

Recíprocamente, si ({Ig}g∈G, {αg}g∈G) define una acción parcial de G en C en las
condiciones anteriores, entonces la ecuación

g · yfx = αg(yfx ◦ xegx)

con g ∈ G y yfx ∈ yCx define una acción parcial de kG en C.

Observación 5.1.4. Sea H un álgebra de Hopf y A una H-módulo categoría parcial. Para
cada x ∈ A0 el espacio de morfismos xAx es un H-módulo álgebra parcial. El producto
en xAx está dado por la composición, dotando a este espacio vectorial de una estructura
de álgebra con unidad x1x. Por (5.1.1), se tiene que 1H · f = f , para todo f ∈ xAx. Sean
f, g ∈ xAx y h, k ∈ H. La igualdad (5.1.2) nos dice que:

h · (g ◦ f) =
∑

(h(1) · g) ◦ (h(2) · f)

y usando (5.1.5) obtenemos:

h · (k · f) =
∑

(h(1) · x1x) ◦ ((h(2)k) · f).

Más aún, la acción parcial es simétrica, pues (5.1.5) también implica que

h · (k · f) =
∑

((h(1)k) · f) ◦ (h(2) · x1x).

En particular, si A es una X-categoría, con X un conjunto unitario, la acción parcial del
álgebra de Hopf H en A coincide con la acción parcial de H en el álgebra definida por esta
categoría.

Dada un álgebra de Hopf H de dimensión finita, la existencia de una acción parcial de
H en una k-categoría C, puede reformularse en términos de morfismos k-lineales para cada
par de elementos x, y ∈ C0; seguiremos la notación de [AAB]:

H
Π−→ Endk(yCx)

h 7→ πh

definido por πh(yfx) = h · yfx.

Las condiciones (5.1.1), (5.1.2) y (5.1.5) de la definición de acción parcial pueden expre-
sarse en términos de Π. Por ejemplo, la primera condición dice que π1H es el endomorfismo
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identidad de yCx para todo x, y ∈ C0. Para simplificar, notaremos simplemente por Π al mor-
fismo definido anteriormente, si bien éste depende de x y de y. Cuando x = y, denotaremos

λxh = πh(x1x) = h · x1x.

La condición (5.1.5) en la definición de H-acción parcial implica que para todo h, k ∈ H,

πhπk =
∑
h

λyh(1)π(h(2)k) =
∑
h

π(h(1)k)λ
x
h(2)

. (5.1.7)

En efecto,

πhπk(yfx) = h · (k · yfx)

(5,1,5)
=

∑
(h(1) · y1y) ◦ ((h(2)k) · yfx)

=
∑

λyh(1) ◦ π(h(2)k)(yfx)

= (
∑

λyh(1)π(h(2)k))(yfx).

La otra igualdad se deduce de una cuenta análoga.

Notar que la acción es global si y sólo si λxh = ε(h)x1x, para todo h ∈ H y para todo
x ∈ C0.

Dado x ∈ C0, podemos asociarle un morfismo Λx ∈ Homk(H, xCx) definido por Λx(h) =
λxh. Recordemos que Homk(H, xCx) es un álgebra con el producto de convolución

f ∗ g (h) =
∑

f(h(1)) ◦ g(h(2))

con f, g ∈ Hom(H, xCx) y h ∈ H. Es fácil ver que Λx es un idempotente y que verifica
Λx(1H) = x1x:

Λx ∗ Λx(h) =
∑

Λx(h(1)) ◦ Λx(h(2)) =
∑

λxh(1) ◦ λ
x
h(2)

=
∑

(h(1) · x1x) ◦ (h(2) · x1x) = h · (x1x ◦ x1x)

= h · x1x = λxh = Λx(h),

Por otro lado,

Λx(1H) = λx1H = 1H · x1x = x1x.

Para cada x ∈ C0, la unidad ηx : k → xCx es un morfismo de k-álgebras que induce por
composición un morfismo de k-espacios vectoriales

ηx∗ : Homk(H, k)→ Homk(H, xCx).

Dado Λ̃ ∈ Homk(H, k), consideremos Λx = ηx∗ (Λ̃). Evaluando ambos lados de la igualdad
(5.1.7) en x1x, obtenemos:
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λxhλ
x
g =

∑
h

λyh(1)λ
x
(h(2)g)

=
∑
h

λx(h(1)g)λ
x
h(2)

, ∀h, g ∈ H. (5.1.8)

Esto es consecuencia de lo siguiente:

πhπg(x1x) = πh(λxg) = πh(Λx(g)) = πh(ηx∗ (Λ̃)(g))

= πh(ηx(Λ̃(g))) = πh(ηx(1k)) ◦ Λ̃(g)x1x

= πh(x1x) ◦ ηx(Λ̃(g)) = λxh ◦ λxg .

Notemos que de esta cuenta se deduce que λxhλ
x
g = λxgλ

x
h, ∀h, g ∈ H,∀x ∈ C0.

A partir de una acción parcial de un álgebra de Hopf H de dimensión finita sobre una
categoría k-lineal C, el morfismo Π definido como antes induce un mofismo k-lineal Λx para
cada x ∈ C0.

Definición 5.1.5. Diremos que la acción parcial de H sobre C está inducida por k si
existe algún Λ̃ ∈ Homk(H, k) de manera que Λx = ηx∗ (Λ̃).

Observemos que dada una H-módulo categoría parcial C con acción inducida por k, valen
las siguiente igualdades para todo x ∈ C0:

(1) Λx(1H) = x1x,

(2) Λx(h) =
∑

Λx(h(1))Λ
x(h(2)),

(3) Λx(h)Λx(k) =
∑

Λx(h(1))Λ
x(h(2)k) =

∑
Λx(h(1)k)Λx(h(2)).

5.2. Acciones parciales de kG en k

Recordemos que dado un grupo G, es equivalente tener una k-categoría G-graduada C
que una kG-comódulo categoría y, si G es finito, esto último es lo mismo que tener una
kG-módulo categoría [CS]. Veamos que para todo x ∈ C0, el morfismo x1x es homogéneo de
grado eG. Esto se deduce de la siguiente cadena de igualdades:

pg · x1x = ε(pg)x1x
ε=u∗
= pg(eG)x1x = δeGg x1x,

donde {pg}g∈G es base multiplicativa de kG.
Por otro lado, si suponemos que x1x es homogéneo de grado eG entonces se desprende

de la misma cuenta que

pg · x1x = ε(pg)x1x, ∀g ∈ G,

o equivalentemente, que

h · x1x = ε(h)x1x, ∀h ∈ H.
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Vimos que si C es una kG-módulo categoría parcial tal que para cualquier h ∈ kG, y para
cualquier x ∈ C0, vale la igualdad

h · x1x = ε(h)x1x,

entonces C resulta una kG-módulo categoría. Por lo tanto, la primera condición necesaria
para tener una acción parcial de kG - una graduación parcial- que no sea global es que exista
un x ∈ C0 tal que x1x no es homogéneo de grado eG.

Dado un grupo finito G y una kG-módulo categoría parcial inducida por k, el álgebra
kG tiene base multiplicativa {pg}g∈G. Si escribimos λxg = Λx(pg) para cada x ∈ C0, las
ecuaciones (1), (2) y (3) se traducen como:

(1’)
∑

g λ
x
g = x1x,

(2’) λxg =
∑

h λ
x
gh−1λ

x
h,

(3’) λxhλ
x
g = λxhg−1λ

x
g = λxg−1hλ

x
g

para todo g, h ∈ G.

Veamos ahora un ejemplo de una H-módulo categoría parcial que no es global.

Ejemplo 5.2.1. Sea k un cuerpo y n ∈ N tal que car(k) no divide a n. Sea Cn el grupo
cíclico de orden n: Cn = {1, t, t2, . . . , tn−1} y H = kCn . Sabemos que H es un álgebra de
Hopf con k-base multiplicativa {pti}0≤i≤n−1, donde la multiplicación en los elementos de la
base está dada por ptiptj = δi,jptj y la comultiplicación por ∆(pti) =

∑n−1
j=0 pti−j ⊗ ptj . Sea

C la k-categoría con C0 = {1, 2, 3} y 2C1, 3C2 y 1C3 los k-espacios vectoriales con generadores
α, β y γ, respectivamente, tal que βα = 0 = γβ = αγ. Sea también, iCi el k-espacio vectorial
con generador i1i (i = 1, 2, 3). Consideremos la siguiente acción parcial de H en C:

pg · a =
1

n
a, ∀a ∈ yCx, ∀g ∈ Cn.

Es inmediato verificar que esta fórmula define una acción parcial de H en C. Dado que
para todo x ∈ C0 y para todo g ∈ Cn, pg · x1x 6= 0, es claro que esta acción no es global.

Si bien puede parece que esta acción parcial es muy particular, vamos a deducir que en
el caso H = kCn no son muchas las opciones de acción parcial.

De la ecuación (3’) deducimos que dado λxh 6= 0, resulta λxhλ
x
h = λxeλ

x
h y por lo tanto

λxh = λxe , pues la acción está inducida por k. Luego, si para todo h ∈ H, λxh 6= 0, entonces
λxg = λxe , para todo g ∈ G, por lo que Λx resulta constante. Como consecuencia de la igual-
dad (1’), obtenemos que x1x =

∑
g λ

x
g = |G|λxe , y así λxg = x1x/|G|, para todo g ∈ G.

La siguiente proposición muestra que la acción parcial del ejemplo anterior es la única
posible si consideramos aquellas inducidas por acciones parciales que toman valores en k∗.
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Proposición 5.2.2. Dado un grupo finito G y un cuerpo k tal que char(k) no divide a |G|,
existe una única acción parcial de kG en la k-categoría C tal que para cada x ∈ C0 la acción
parcial inducida de kG en el álgebra xCx toma valores en k∗, y está dada por pg ·yfx = 1

|G|yfx,
para todo g ∈ G, x, y ∈ C0, yfx ∈ yCx.

Demostración. Ya vimos que necesariamente debe ser λxg = x1x/|G|, ∀x ∈ C0, ∀g ∈ G.
Dados g ∈ G, x, y ∈ C0 y yfx ∈ yCx,

pg · yfx = pg · (y1y ◦ yfx) =
∑
h∈G

(pgh−1 · y1y)(ph · yfx) =
∑
h∈G

1

|G|
ph · yfx =

1

|G|y
fx,

donde la última igualdad se sigue de que
∑

h∈G ph = 1H y de la igualdad (5.1.1).

El siguiente teorema generaliza este resultado.

Teorema 5.2.3. ([AAB], Theorem 3.6) Sea C una categoría k-lineal. Denotemos (C0×C0)∗

al conjunto de pares (x, y) ∈ C0 × C0 tales que y 6= x y yCx 6= 0. Sea G un grupo finito y
supongamos char(k) no divide a |G|. Dada una kG-acción parcial en C inducida por acciones
parciales de kG en k, sea Gx = {g ∈ G | λxg 6= 0}. Entonces,

(i) para todo x ∈ C0, Gx es un subgrupo de G.

(ii) Hay una familia {ytx}(x,y)∈(C0×C0)∗ de elementos de G tal que si yCx 6= 0, entonces
Gy = ytx Gx yt

−1
x .

Más aún, si la acción de kG en cada yCx es también por multiplicación escalar, i.e. si
cada morfismo πg : yCx → yCx es un múltiplo escalar de IdyCx , entonces

(iii) (ztyytx) Gx = ztx Gx siempre que la composición zCy ⊗ yCx → zCx no sea nula.

Recíprocamente, dado un par ({Gx}x∈C0), {ytx}(x,y)∈(C0×C0)∗) que verifique (i), (ii) y (iii),
podemos definir una kG-acción parcial en C.

Demostración. Supongamos que tenemos una kG-acción parcial inducida por k. Para cada
x ∈ C0, sea Λx ∈ Homk(k

G, xCx) el morfismo asociado. Se sigue de la igualdad λxhλ
x
g =

λxhλ
x
gh−1 que λxg = λxgh−1 , para todo g, h ∈ Gx. En particular, λxg = λxgg−1 = λxe . Notemos

que la ecuación (1’) implica que Gx 6= ∅ y por lo tanto e ∈ Gx y Λx es constante en Gx.
Podemos deducir entonces que Gx es subgrupo de G pues ya vimos que Gx contiene a e y
además vale que gh−1 ∈ Gx para todo g, h ∈ Gx. De la igualdad (1’), se sigue que el valor
común de λxg para g ∈ Gx debe ser x1x/|Gx|.

Vamos a ver que si yCx 6= 0 entonces los grupos Gx y Gy son conjugados. Notemos que
dado un morfismo no nulo yfx ∈ yCx,

∑
g πg(yfx) =

∑
pg · yfx = 1kG · yfx = yfx, por lo

que existe al menos un t ∈ G tal que πt es no nulo. De la ecuación (5.1.7) y usando que
prpt = δtrpt obtenemos

πsπt = λy
st−1πt = λxt−1sπt, ∀s, t ∈ G. (5.2.1)
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En efecto,

πsπt(yfx) =
∑
r

λy
sr−1(prpt · yfx) = λy

st−1(pt · yfx) = λy
st−1πt(yfx).

Por otro lado,

πsπt(yfx) =
∑
r

(prpt · yfx)λxr−1s = (pt · yfx)λxt−1s = πt(yfx)λxt−1s.

De estas ecuaciones se sigue que si πt 6= 0 para algún t ∈ G y yfx ∈ yCx es tal que
πt(yfx) 6= 0, evaluando la ecuación (5.2.1) en yfx concluimos que λy

st−1 = λxt−1s, ∀s ∈ G.
Esto último implica que λyg = λxt−1gt para todo g ∈ G y por lo tanto Gy = tGxt

−1. Observar
que t no está unívocamente determinado. Eligiendo un ytx para cada par (x, y) ∈ (C0×C0)∗

obtenemos una familia {ytx}(x,y)∈(C0×C0)∗ que satisface (ii).
En particular, si G abeliano, la familia (Gx)

x∈C′0
, donde C′ es una componente conexa

de C, es constante.
Supongamos ahora que la acción parcial en cada yCx está también inducida por una

acción parcial sobre k. La ecuación (5.2.1) implica que

πtgπt = λy
tgt−1πt, ∀t, g ∈ G. (5.2.2)

Así, para πt 6= 0: πtg 6= 0 si y sólo si tgt−1 ∈ Gy y a su vez esto sucede si y sólo si g ∈ Gx.
Luego, {h ∈ G | πh 6= 0} = ytxGx. Como πh es un múltiplo escalar de IdyCx para todo h ∈ G
y (x, y) ∈ (C0 × C0)∗, se sigue de la igualdad (5.2.2) que:

πh =

{ 1
|Gx|IdyCx , h ∈ ytxGx

0, en otro caso.

En lo que sigue, dado (x, y) ∈ (C0 × C0)∗ utilizaremos la notación yπxg para el morfismo
πg ∈ End(yCx). Por (5.1.2):

zπxg (zfy ◦ yhx) =
∑
l

zπy
gl−1(zfy) ◦ yπxl (yhx),

para todo g ∈ G, zfy ∈ zCy, yhx ∈ yCx y (x, z), (x, y) y (y, z) en (C0×C0)∗. Si g ∈ ztxGx,
entonces zπxg = (1/|Gx|)IdzCx , y así:

(1/|Gx|)(zfy ◦ yhx) =
∑
l

zπy
gl−1(zfy) ◦ yπxl (yhx) =

∑
l∈ytxGx

zπy
gl−1(zfy) ◦ (1/|Gx|)yhx.

Luego, para que valga la igualdad es necesario que
∑

l∈ytxGx

zπy
gl−1 = IdzCy , de donde

se sigue que para cada l ∈ ytxGx, vale que zπy
gl−1 = 1/|Gx|IdzCy . En consecuencia, como

g = ztxs para algún s ∈ Gx, concluimos que:

{gl−1 | l ∈ ytxGx} = {ztxhyt−1
x | h ∈ Gx} = ztxGx,
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lo que implica que ztx = ztyytxh para algún h ∈ Gx, y por lo tanto ztxGx = (ztyytx)Gx.

Consideremos ahora un par ({Gx}x∈C0), {ytx}(x,y)∈(C0×C0)∗) satisfaciendo las condiciones
(i), (ii) y (iii) y sea n el número en común de elementos de los Gx. Definimos las siguientes
familias de escalares:

λxg =

{
1
n , g ∈ Gx
0, en otro caso.

yπ̃xg =

{
1
n , g ∈ ytxGx
0, en otro caso.

Podemos definir una acción parcial de la siguiente forma:

pg · xfx = λxgxfx,

pg · yfx = yπ̃xg yfx.

Veamos que esto define una kG-acción parcial. Por construcción, ya tenemos una acción
parcial de kG en cada álgebra xCx. Resta ver que los morfismos πg = yπ̃xg IdyCx , para cada
g ∈ G, (x, y) ∈ (C0 × C0)∗, verifican las condiciones:

∑
πg = IdyCx , (5.2.3)

πg =
∑
l

λy
gl−1πl =

∑
l

λxl−1gπl, (5.2.4)

πgπh = λy
gh−1πh = λh−1gπh. (5.2.5)

La verificación de la ecuación (5.2.3) es inmediata:

∑
πg =

∑
g∈ytxGx

1

n
IdyCx = n

1

n
IdyCx = IdyCx .

Para la ecuación (5.2.5), si πh = 0 es claro que valen las igualdades. Supongamos que
πh 6= 0, entonces h ∈ ytxGx y para g ∈ ytxGx resulta que gh−1 ∈ ytx Gx yt

−1
x = Gy. En este

caso πgπh = (1/n)πh = λy
gh−1πh. Análogamente se deduce que si πg = 0 entonces λy

gh−1 = 0.
La otra igualdad se prueba de forma similar.

Finalmente, la ecuación (5.2.4) es consecuencia de (5.2.3) y (5.2.5). Por ejemplo:∑
l

λy
gl−1πl =

∑
l

πgπl = πg(
∑

πl) = πg.

Las condiciones que involucran tres o más objetos distintos son consecuencia de las
hipótesis en la familia {ytx}.

Notemos que si la categoría es Schurian (donde todo espacio de morfismos yCx es nulo o
unidimensional) este resultado describe todas las estructuras de kG-acciones parciales.
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Ejemplo 5.2.4. Sea K4 el grupo de Klein, esto es

K4 = 〈a, b | a2 = b2 = (ab)2 = e〉

y sea k un cuerpo cuya característica no divide a 4.
Consideremos la k-categoría C con objetos C0 = {1, 2} y morfismos 1C1 = 2C1 = 2C2 = k

y 1C2 = 0. Sea f ∈ 2C1 tal que f 6= 0. Vamos a describir acciones parciales de (kK4)∗ en C.

Definimos la acción parcial en 1C1 por

λ1
e = λ1

a =
1

2
,

λ1
b = λ1

ab = 0,

y en 2C2 por

λ2
e = λ2

a =
1

2
,

λ2
b = λ2

ab = 0.

Afirmamos que entonces quedan definidas acciones parciales en C.

Por el teorema anterior, basta mostrar que existen elementos 2t1 en G = K4 tal que los
conjuntos G1, G2 y el elemento 2t1 verifican (i) y (ii), ya que (iii) en este caso se verifica
trivialmente. Podemos observar que los conjuntos G1 = G2 = {e, a} son subgrupos de K4

y para cualquier valor de 2t1 ∈ G resulta G2 = 2t1 G1 2t
−1
1 ya que el grupo G es abeliano.

Además, de la demostración del teorema se sigue que la acción parcial está dada por:

pg · id1 =

{
1
2 id1, si g ∈ G1

0, en otro caso.

pg · id2 =

{
1
2 id2, si g ∈ G2

0, en otro caso.

pg · f =

{
1
2f, si g ∈ 2t1 G1

0, en otro caso.

Notar que quedan definidas dos acciones parciales distintas según el valor de 2t1. Una
de ellas corresponde a 2t1 ∈ {e, a} y la otra a 2t1 ∈ {b, ab}. Igual que antes las acciones no
son totales ya que las identidades no son homogéneas.

Observación 5.2.5. Cuando |G| 6= 0 en k, hay una correspondencia entre los posibles
idempotentes Λx y las representaciones de permutación transitiva de G.

Para ver esto, consideremos un subgrupo H de G, de índice m, y sea

Ω(H) = {g1H, g2H, . . . , gmH}
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el conjunto de coclases a izquierda de H. Tomemos g1 = e. Existe una acción a izquierda
canónina de G en Ω(H) por multiplicación a izquierda:

g . giH = ggiH

que resulta transitiva, i.e., la órbita de cualquier elemento de Ω(H) es todo el conjunto.
Es fácil ver que el estabilizador de H:

GH = {g ∈ G | g . H = H}

es igual a H.

Una representación de permutación transitiva de G es una acción transitiva a izquierda
de G en un conjunto no vacío Ω. Dada tal acción, consideremos x0 ∈ Ω y su estabilizador

H = Gx0 = {g ∈ G | g . x0 = x0}.

Si las coclases a izquierda de H son H, g2H, . . . , gmH, es fácil ver que los elementos de Ω,
que corresponden a la órbita de x0, son x0, g2x0, . . . , gmx0 (y sus respectivos estabilizadores
son H, g2Hg

−1
2 , . . . , gmHg

−1
m ).

La función

ϕ : Ω(H)→ Ω

definida por giH 7→ gix0 es una equivalencia de acciones a izquierda: es biyectiva y

ϕ(g . x) = g . ϕ(x)

para todo x ∈ Ω(H) y todo g ∈ G.

Así, las representaciones de permutación transitiva no equivalentes de G se corresponden
con las representaciones de permutación de Ω(H) asociadas a los subgrupos H de G.

Toda representación de permutación tiene una linearización canónica: en el caso de
Ω(H), podríamos considerar el k-espacio vectorial generado por las coclases a izquierda
{H, g2H, . . . , gmH}, y la acción a izquierda de G en Ω(H) da lugar a una representación li-
neal VΩ(H) de G donde cada g ∈ G permuta los elementos de la base β = {H, g2H, . . . , gmH}.

Finalmente, como |G| 6= 0 en k, podemos considerar el idempotente

eH =
1

|H|
∑
h∈H

h

de kG; el ideal a izquierda VH generado por eH es el subespacio de kG generado por los
elementos vH , vg2H , . . . , vgmH , donde

vgiH =
∑
h∈H

gih.
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Estos elementos son linealmente independientes y por lo tanto forman una base de VH .
La representación lineal asociada a eH está dada por multiplicación a izquierda en VH , y la
biyección canónica entre las coclases a izquierda deH y los vectores vgiH determina una equi-
valencia de representaciones lineales entre VΩ(H) y VH . Más aún, G actúa en VH permutando
los elementos vgiH , y la restricción de la acción de G en la base Ω = {vH , vg2H , . . . , vgmH}
es una representación de permutación transitiva que es equivalente a la representación de
permutación de Ω(H). Por lo tanto, cuando |G| 6= 0 en k, las acciones parciales de kG en k
están en correspondencia con las representaciones de permutación transitiva de G.

5.3. Ejemplos

A continuación daremos otro tipo de ejemplos.

Ejemplos 5.3.1. 1. Acciones parciales de kG.

Los mismos métodos que usamos para describir acciones parciales de kG inducidas
por k se pueden aplicar para describir las acciones parciales de kG inducidas por k.
Sea {δg}g∈G una k-base de kG. Escribiendo λg para Λ(δg), las siguientes ecuaciones
definen una acción parcial:

(1) λe = 1,

(2) λg = λ2
g,

(3) λgλh = λgλgh.

De manera similar a lo hecho para kG-acciones parciales, se sigue que el soporte de
Λ, i.e {g ∈ G | λg 6= 0}, es un subgrupo de G en donde Λ es constante (por (2), si
λg 6= 0 entonces λg = 1). Igual que antes, hay una correspondencia entre kG-acciones
parciales inducidas por k y subgrupos de G.

2. Acciones parciales de T2 en k.

Sea T2 el álgebra de Sweedler de dimensión 4 sobre k:

T2 = 〈1, g, x, xg | g2 = 1, x2 = 0, gx = −xg〉,

donde car(k) 6= 2. Notemos que T2 tiene una base formada por e1 = (1 + g)/2,
e2 = (1− g)/2, h1 = xe1 y h2 = xe2. En efecto,

e1 + e2 = 1,

e1 − e2 = g,

h1 + h2 = x,

h1 − h2 = xg.

Además, es claro que {e1, e2} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales
de T2 y como además h2

1 = h2
2 = 0, resulta que {h1, h2} es una base del radical de T2.
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Para los otros productos de elementos de la base, tenemos:

e1h2 = h2e2 = h2,

e2h1 = h1e1 = h1,

y los restantes son nulos.

Veamos cómo es la estructura de álgebra de Hopf. Las expresiones para el coproducto
en esta base son:

∆(e1) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,

∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1,

∆(h1) = e1 ⊗ h1 − e2 ⊗ h2 + h1 ⊗ e1 + h2 ⊗ e2,

∆(h2) = e1 ⊗ h2 − e2 ⊗ h1 + h1 ⊗ e2 + h2 ⊗ e1.

La counidad se define por ε(e1) = 1 y ε(e2) = ε(h1) = ε(h2) = 0. Finalmente, la
antípoda está dada por:

S(e1) = e1, S(e2) = e2, S(h1) = −h2, S(h2) = h1.

Consideremos la k-categoría C con un único objeto {∗} y un k-espacio vectorial de
morfismos de dimensión 1. Es decir, miramos a k como una k-categoría. Para definir
una acción parcial de T2 en C vamos a utilizar los métodos de la sección anterior.

Como 1T2 = e1 + e2, de la ecuación (5.1.1) se sigue que

λe1 + λe2 = 1. (5.3.1)

Usando la ecuación (5.1.2) para e1 y e2, obtenemos

λe1 = λ2
e1 + λ2

e2 , (5.3.2)
λe2 = 2λe1λe2 . (5.3.3)

Por lo tanto, si λe2 = 0 entonces λe1 = 1, por (5.3.1).

Escribiendo (5.1.2) para h1 y h2:

λh1 = 2λe1λh1 ,

λh2 = 2λe1λh2 .

Así, para λe1 = 1 se tiene que λh1 = λh2 = 0, y la acción es trivial: λh = ε(h) para
todo h ∈ T2. Si λe2 6= 0 entonces de (5.3.3) se sigue que λe1 = 1/2 y ahora por (5.3.1)
también debe ser λe2 = 1/2. De (5.1.5) obtenemos λh1λe1 = 2λh1λe1 y por lo tanto
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λh1 = 0. Las ecuaciones restantes no ponen restricciones en h2, y para cualquier α ∈ k
las igualdades

λe1 = λe2 = 1/2, λh1 = 0, λh2 = α

definen una acción parcial de T2 en k. Esta es la acción parcial obtenida en [AB2]
proveniente de la dualización de una coacción parcial de T2 en k presentada en [CJ].
Por lo tanto, hay esencialmente dos estructuras de T2-módulo categoría parcial en el
álgebra k. No sabemos si para distintos valores de α se obtienen acciones parciales
isomorfas o no.

3. Acciones parciales de U(g).

Sea g un álgebra de Lie y consideremos el álgebra envolvente U(g).

H := U(g) es un álgebra de Hopf con

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x,
ε(x) = 0,

S(x) = −x,

para todo x en g.

Recordemos también que cualquier morfismo H → A de álgebras queda determinado
por su valor en g. Una acción de H en un álgebra A es un morfismo k-lineal

H
Π−→ Endk(A).

Por la condición (5.1.2), dado x ∈ g,

x · (ab) = (x · a)b+ a(x · b), ∀a, b ∈ A, (5.3.4)

por lo tanto una acción de H en A es equivalente a tener un morfismo

g
µ−→ DerkA.

Además, la acción es total si y sólo si Π es un morfismo de álgebras, o de manera
equivalente, µ es un morfismo de álgebras de Lie.

Consideremos ahora un morfismo k-lineal Λ : H → k. Por (5.1.5) sabemos que
Λ(h)Λ(k) =

∑
Λ(h1)Λ(h2k), ∀h, k ∈ H. Dados x, y ∈ g:

Λ(x)Λ(y) = Λ(x)Λ(y) + Λ(1)Λ(xy).

Luego,
Λ(1)Λ(xy) = 0,
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y como Λ(1) = 1,
Λ(xy) = 0.

De la misma forma,

Λ(x)Λ(yz) = Λ(x)Λ(yz) + Λ(1)Λ(xyz)

Λ(1)Λ(xyz) = 0

Λ(xyz) = 0.

En general, inductivamente se puede ver que Λ(x1 . . . xr) = 0, ∀r ∈ N, r ≥ 2. Sea
ahora {x1, . . . , xn} una base de g y consideremos la base de Poincaré-Birkhoff-Witt de
U(g): {xi11 . . . xinn | i1, . . . in ≥ 0}. Tenemos que

Λ(xi11 . . . x
in
n ) =


1, i1 = . . . = in = 0

Λ(xj), ij = 1, ik = 0 ∀k 6= j
0,

∑
ij > 1.

Luego, Λ queda determinada por Λ(x) para x en la base de g. Pero por (5.1.2), como
∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x:

x · 1 = x · (1.1) = (x · 1)1 + 1(x · 1),∀x ∈ g,

de donde se sigue que Λ(x) = x · 1 = 0, ∀x ∈ g. En este caso Λ = ε y por lo tanto la
acción es total. Concluimos que en U(g) no hay acciones parciales inducidas por k que
no sean totales.

4. Acciones parciales de Tn(q).

Sea n un número natural y q una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Sea H := Tn(q)
la n-ésima álgebra de Taft sobre C:

Tn(q) = C〈x, y | xn = 1, yn = 0, yx = qxy〉.

La estructura de álgebra de Hopf se obtiene análogamente al ejemplo de T2, definiendo
el coproducto por ∆(x) = x ⊗ x, ∆(y) = y ⊗ x + 1 ⊗ y, la counidad por ε(x) = 1,
ε(y) = 0 y la antípoda por S(x) = x−1 y S(y) = −yx−1.

Vamos a caracterizar las acciones parciales de H en C. Consideremos como antes un
morfismo C-lineal Λ : H → C.
Por (5.1.5) sabemos que Λ(h)Λ(k) =

∑
Λ(h1)Λ(h2k), ∀h, k ∈ H, por lo tanto Λ(x)Λ(1) =

Λ(x)Λ(x) y como Λ(1) = 1 deducimos que Λ(x) = 0 o Λ(x) = 1.

Supongamos primero que Λ(x) = 1. Dados 0 ≤ k ≤ n−, 0 ≤ l ≤ n − 1, la igualdad
(5.1.5) nos dice que Λ(x)Λ(xkyl) = Λ(x)Λ(xk+1yl) de donde se sigue que

Λ(yl) = Λ(xyl) = . . . = Λ(xn−1yl), (5.3.5)
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para cada 0 ≤ l ≤ n− 1.

Por otro lado, mirando ∆(y) obtenemos:

Λ(y)Λ(yl) = Λ(y)Λ(xyl) + Λ(1)Λ(yl+1)
(5,3,5)

= Λ(y)Λ(yl) + Λ(1)Λ(yl+1),

con 0 ≤ l ≤ n− 2, y esto implica que Λ(yl) = 0, cualquiera sea 1 ≤ l ≤ n− 1.

Por lo tanto, por la ecuación (5.3.5) se tiene que Λ = ε y la acción es total.

Luego, para que la acción parcial no sea total, debe ser Λ(x) = 0.

Como ∆(x2) = ∆(x)∆(x) = (x⊗ x)(x⊗ x) = x2 ⊗ x2 tenemos que:

Λ(x2)Λ(1) = Λ(x2)Λ(x2),

por lo que nuevamente tenemos dos casos: Λ(x2) = 0 o bien Λ(x2) = 1.

Supongamos que Λ(x2) = 1. Para k entero no negativo, tenemos

Λ(x2)Λ(xk) = Λ(x2)Λ(xk+2),

es decir, Λ(xk) = Λ(xk+2).

Esto implica que

1 = Λ(x2) = Λ(x4) = . . . = Λ(x2k),

y que

0 = Λ(x) = Λ(x3) = . . . = Λ(x2k+1),

o de manera equivalente, Λ(xk) = (−1)k+1
2 .

Notar que en este caso n debe ser par ya que Λ(xn) = Λ(1) = 1.

Sea α = Λ(y), mirando ∆(y) obtenemos una fórmula recursiva para calcular Λ:

para 0 ≤ k ≤ n− 1, 0 ≤ l ≤ n− 2,

Λ(y)Λ(xkyl) = Λ(y)Λ(xk+1yl) + Λ(1)Λ(yxkyl)

αΛ(xkyl) = αΛ(xk+1yl) + qkΛ(xkyl+1),

y despejando:

Λ(xkyl+1) = αq−k(Λ(xkyl)− Λ(xk+1yl)). (5.3.6)

Además, para l = n− 1:
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Λ(xkyn−1) = Λ(xk+1yn−1),

cualquiera sea 0 ≤ k ≤ n− 2. Notar que esto ya lo habíamos visto en (5.3.5).

Ahora, como Λ(x2) = 1 vemos que

Λ(xkyl) = Λ(x2)Λ(xkyl)
(5,1,5)

= Λ(x2)Λ(xk+2yl) = Λ(xk+2yl),

para 0 ≤ k, l ≤ n− 1, y entonces por (5.3.6):

α = Λ(y) = Λ(x2y) = αq−2(Λ(x2)− Λ(x3)) = αq−2.

Luego, si α 6= 0 se sigue que q = −1 y por lo tanto n = 2.

Así, para n > 2 necesariamente debe ser α = 0 y es fácil ver que esto define una acción
parcial de H en C dada por:

Λ(xkyl) =


(−1)k+1

2 , l = 0

0, 1 ≤ l ≤ n− 1.

Observar que para n = 2 y q = −1 (álgebra de Sweedler) se obtiene la acción del
ejemplo 2, donde Λ(1) = 1, Λ(x) = 0 y Λ(y) = Λ(xy) = α con α arbitrario.

Siguiendo de esta forma, en el caso en que Λ(x2) = 0, podría ser Λ(x3) = 1 o Λ(x3) = 0.
Se puede ver que si Λ(x3) = 1, entonces n debe ser múltiplo de 3 y se cumple que
Λ(xk) = 1 para k múltiplo de 3, y 0 en otro caso. Usando la fórmula recursiva y que
Λ(y) = Λ(x3y) (consecuencia de (5.1.5)) obtenemos

α = Λ(y) = Λ(x3y) = αq−3(Λ(x3)− Λ(x4)) = αq−3.

y por lo tanto si α 6= 0 entonces n = 3 y se puede ver que esto define una acción
parcial para cada α. Además, para α = 0 y n múltiplo de 3 se tiene la acción parcial
dada por:

Λ(xkyl) =


1, k ≡ 0 (mód 3), l = 0

0, en otro caso.

En general, para cada d divisor de n queda definida una acción parcial tomando

Λ(xkyl) =


1, k ≡ 0 (mód d), l = 0

0, en otro caso.

Además, si d es un divisor propio de n, esta acción queda determinada por los valores
de xk con 0 ≤ k ≤ n− 1.
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En conclusión, en Tn(q) hay esencialmente tantos tipos de acciones parciales sobre k
como divisores de n. Notar que para d = 1 se obtiene la acción trivial (total). No
sabemos si en el caso general con d = n es cierto que para todo valor de α queda
definida una acción parcial por la fórmula (5.3.6).
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