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El problema

Dado un dominio ) acotado y simplemente conexo de R™ y una funciéon medible
o : Q) — (0,00) acotada superior e inferiormente, estudiaremos la ecuacion de conduc-
tividad

V.-oVu=0en, (1)
ulpq = ® € H/?(0Q). (2)

Esta describe el potencial eléctrico en cada punto de un cuerpo conductor (de conduc-
tividad isotropica o) que ha alcanzado el equilibrio.

Es necesario aclarar qué entendemos por H'/ 2(0R2) para un dominio acotado arbi-
trario. Siempre que € es un dominio Lipschitz, sabemos (ver [1|) que existe un tnico
operador acotado, el operador traza,

T: H'(Q) — HY*(0Q)

que verifica Tu = ulgq si u € C(Q). Este tiene una inversa a derecha 7!, también
acotada.

En un dominio Q cualquiera, podemos definir H'/2(9Q) = H'(Q)/HL(Q). Si @
estd en este espacio, la condicion de Dirichlet (2) debe interpretarse como [u] = ® en
HY(Q)/H{(2). Definimos ademas

Re([u]) = [Re(u)],
Im([u]) = [Im(u)].

Esto estd bien definido pues si u € HJ(f2), su parte real e imaginaria también estan
en H}(Q). Diremos que ® toma valores reales si su parte imaginaria es 0, es decir, si
® = [v] para alguna funcion v € H*(Q) que solo toma valores reales. Veamos ahora
que estas definiciones son equivalentes a las habituales si {2 es Lipschitz.

Proposicién 0.0.1. Si Q es un dominio Lipschitz, el operador S : HY?(0Q) —
HY(Q)/H}(QY) dado por S(¢) = [T~1(p)] es acotado e invertible.
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Demostracion. Es claro que es acotado pues

1SN @)1 < T~ (o)) < |l 1290 -

La inversa vendra dada por S™'([u]) = T'(u); esta bien definida y es biyectiva, pues
HY(Q) = ker(T) ([1, Teorema 5.37]) y T(H'(2)) = HY/2(0Q). Para todo v prteneciente
a la clase de u vale que

1S~ (Dl mr200) = 1T @)l1/200) < Cllvllm @)

Luego

”5_1([U])\\H1/2(69) <C Uigfu] HUHH1(Q) = C|HU]HH1(Q)/H5(Q)-

[v]

Esto prueba que S~ es acotado, falta ver que efectivamente es la inversa de S.

S7I8(p) = STHITH))) = T(T(0) = ¢,

pues T~! es la inversa a derecha de 7. Como S~! es biyectiva, esto basta. O

Se tiene entonces un isomorfismo lineal entre H'Y/2(9) y H'(2)/H(Q), que nos
permite identificarlos. Como T(T *(T(u))) = T(u) y ker T' = Hj(f2), vale ademas que
S(T(u)) = [u] para u en H'(Q2). Es decir, ambas interpretaciones de la condiciéon de
Dirichlet coinciden a través de este isomorfismo.

Finalmente, el espacio H~'/2(99) se define como el dual de H'/2(9Q). Podemos
volver ahora a la ecuacion:

Proposicién 0.0.2. Para cada valor de borde ® € HY%(0Q), la ecuacion de con-
ductividad tiene una tinica solucion u en H'(Q). Ademds, la aplicacion ® — u es
acotada.

Demostracion. Supongamos primero que ® toma valores reales. Considero una funciéon
v € H'(Q) a valores reales tal que v|gg = @y [|v||g1(q) < 2||®||g1/290)- Si encuentro
ahora w € HJ(Q) tal que

/UVw -Vodm = / oVv-Veodm Vo € Hy(S)
Q Q
valdra también que
/ oV(v—w)-Vodm=0 Vpec Hi(Q),
Q

v — w|gg = P.

Es decir, v — w sera la solucién buscada. Debo probar entonces que existe w.



vii
Defino a : Hj(Q) x H}(Q) — Ry L: H}(2) — R por

a(uy, ug) = / oVuy - Vug dm,
Q

L(p) = / oVu - Vedm.
Q

Tenemos que

L)

| < (lollz=@llvlla@) llellm@),
|a(ur, up)| <

[lollzoo @l || @[l @),
y por la desigualdad de Poincaré (|1, Teorema 6.30])

la(ur, )| > inf o) [Vl [f20) = CllullZq)- (3)

Se cumplen las hipétesis del teorema de Lax-Milgram; la funciéon w buscada es la
que cumple a(w, p) = L(p) para toda ¢ € Hy(2). Verifica, ademas, que

ol @[Vl @
C Y

w1 <

lo que implica que

oIz~
lulley = llo = wllney < (14 "2 flellangoy <

o[l Lo (o)

<2 (1 + T) @] 17250

Para ver la unicidad, supongo que existen dos soluciones a valores reales u; y us,
entonces valdria
oV(uy —ug) - Vodm =0 Vo € Hy(Q)
Q
v up —uy € HH(Q). Se sigue que a(u; — ug,u; —uz) =0, y por (3), ug = us.

Para el caso general en que ® toma valores complejos, basta observar que u es
solucion de la ecuacion de conductividad si y solo si Re(u) y Im(u) lo son, cambiando
la condicion de borde ® por Re(®) y Im(®P), respectivamente; tanto la existencia como
la unicidad se siguen del caso real. O]

Calderon se pregunté en los anos cincuenta si serfa posible, en general, recuperar la
conductividad de un cuerpo sélo mediante mediciones eléctricas realizadas en su super-
ficie. En el momento trabajaba en YPF, y su proposito era la prospeccion petrolera.
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Hoy también se emplea esta técnica como herramienta de diagnostico médico, bajo el
nombre de Tomografia por impedancia eléctrica.

Su planteo fue que o debia quedar determinada si se conocia la energia necesaria
para sostener cada valor del potencial en el borde (u|sq). Esta se calcula como

Qululon) = [ l[Vultdm,
Q

que estd bien definida en H'Y2(0Q) por la proposicién 0.0.2. El problema entonces
radica en recuperar ¢ a partir de @),.

Una formulacién alternativa, que se seguird aqui, es mediante el mapa Dirichlet a
Neumann

ou
ov’

El flujo de corriente en direccion normal a la superficie esta definido como un elemento
de H-1/2(09):

o o U|pg — 0—

9 _
(2% blon) = /Q oV Vigdm

para cada ¢ € H'(Q). El mapa indica el flujo de corriente en el borde que se corresponde
a cada potencial en el mismo.

Proposicion 0.0.3. La derivada c0u/0v estd bien definida, y es efectivamente un
elemento de H=Y/2(00).

Demostracion. Por Holder y la acotacion de o

/QUVU ' Vﬁdm‘ < lolze@llullm @l @)- (4)

Si Y1]aa = talaq, es decir, 1 — by € Hj (), existe una sucesion de funciones ¥,, €
C>°(Q) que convergen a 1), — 1o en H'(Q2). De (4) se sigue que

/JVU V(@ —p)dm = lim [ oVu-VU,
Q

n—o0 0

= lim | (V-oVu)¥, =0.

n—o0 0

Esto prueba la buena definicion. La linealidad es evidente, y la acotacion se sigue de
(4) si elijo ¥ tal que ¥|opg = ¥|sq ¥ kuHl < 2||¢\39||H1/2 (09)- O

Proposicion 0.0.4. El mapa Dirichlet a Neumann es lineal y acotado.
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Demostracion. La linealidad es inmediata; también se acaba de probar que

ou
O'a— S 2‘ ‘U"LOC(Q) ’ ]u\ ‘HI(Q) S 2 C‘ ‘UHL(’Q(Q) ’ ’u‘agHHlm(aQ).
Vilg-1/2(00)
La ultima desigualdad vale por la proposiciéon 0.0.2. O

En términos de esta aplicacion, el problema consiste en decidir si se puede reconstruir
o a partir de A,. Veamos que los dos planteos son efectivamente equivalentes.

Proposicion 0.0.5. Sean 01,05 :  — (0,00) medibles, y supongamos que existe
¢ >0 tal que ¢! < 0; < c. Vale que

A=A = Q, =05
Demostracion. A, induce una forma sesquilineal y simétrica a, dada por

aqs(ulon; vlan) = Ay (ulan) (Do)

Tenemos que
Qa(u|69) = aa(u\amubﬂ)-

Es evidente entonces que A, determina (J,. La reciproca se obtiene de

Re(a, (uln.vlpn)) = JetontVon) = Qeltlon = vlan),

Im(a,(ulan, v|en)) = —Re(ay(i.ulaq,v]sq)).

]

Varios autores alcanzaron resultados parciales para el problema de Calderon, asu-
miendo algin grado de regularidad en la conductividad o. En [9] se puede encontrar
una breve resena de los mismos. Claro que esto es insuficiente para los propositos
practicos mencionados, pues modelar la presencia de un yacimiento de petroleo o un
tumor en la region estudiada requiere un salto en la conductividad. El mejor resultado
obtenido para dimension tres o superior ([16]) es para conductividades en W3/2°°((Q).

En este trabajo estudiaremos la resolucion dada por Kari Astala y Lassi Pédivérinta
del problema inverso de Calderén en dimension dos. No sera necesaria ninguna hipotesis
adicional sobre o. Siguiendo entonces 9], se dara una demostracion del siguiente

Teorema 1. Sea 0 C R? un dominio acotado y simplemente conexo, sean oy,09 :
Q — (0,00) funciones medibles. Supongamos que existe ¢ > 0 tal que ¢ < o; < c.
Si Ny, = A,,, entonces o1 = 0.
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Sera suficiente trabajar con 2 = D, el disco unitario. En efecto, supongamos que {2
es un dominio simplemente conexo tal que €2 C D, y sean o y ¢ dos conductividades
en 2 con A, = As. Se puede extender a ambas como 1 en D\ Q; se obtienen asi dos
nuevas conductividades oy y ¢y en D. Elijo ahora ® € H'/?(0D), y llamo uq a la tinica
funcion en H'(D) que verifica

V- O'QVUQ =0
en D con la condiciéon de Dirichlet ug|gp = ®. Llamo también @ a la solucion de
V-ooVi =0

en H'(Q) que cumple t|po = uplaq. Es decir, t—ug € H}(2), por lo que puedo asegurar
que (@ — up)xq esta en H'(D). Luego 4y = Gxa + uoXp\o también pertenece a H'(D).
En D\ € se tiene que ug = ugp y 09 = 0p; como A, = Az, para cualquier ¢ € C°(D) se
verifica que

/%V%-V@dm = /%V%-V@der/ GoVitp - V@ dm
D Q D\Q

= As(@lon)(¢lon) + / o6 Vitg - VF dm

D\Q

= As(uslon)(plon) + / oo Viuo - Vg dm
D\Q

= Ao (uolon) (elon) + / 00 Vip - V5 dm
D\Q

= / oVugy - Vodm + / ooVugy - Vodm
Q D\Q

= / UovUO : VEdm
D

Luego V-0qVug = V-0oVuy = 0 en el disco D. A partir de esto, usando que ug|op = P,
veamos ahora que Ayz® = A, ®; dada ¢ € H'(D) se tiene que
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A () (lon) = / 5oV - Vi dm
D
= /@v&o-v@der/ oV - Vi dm
Q D\Q

= A&(%|89)(¢|aﬂ)+/ﬂ)\g ooVug - Vip dm

— As(uolon)(@lan) + / 00V o - Vi dm

D\Q

= A (tplon) (¥]om) + / ooV - Vi dm
D\Q

= /JVUO-VEdm—k/ ooVug - Vb dm
0 D\Q

= /UOVUO . V@dm
D
= Aoy () (o).
Como esto vale para cualquier ® en H'/2(92), se concluye que A,, = Az. Si el teorema
1 vale para el disco, tenemos entonces que oy = 0dg, y en particular o = . Es decir, el
teorema también vale para (), como queriamos ver.
Falta analizar que ocurre si ) es acotado pero no estd incluido en ID. Supongo
nuevamente que o y ¢ son conductividades en €2, y elijo K € Ry tal que Q/K C D.

Defino en Q/K las conductividades oy(x) = o(K - z) y o1(x) = o(K - z). Se observa
que para cualquier u, € H'(Q/K) vale

Ao (ulo) (Vo) = / @) Vu(e) - F) dm )

_ /Q 7 U 0 V(o) - V() dm)

_ KL / o) Vu () - Vi () dm()

= oo (Ko (7)) (50 (7))

Del mismo modo

A5 (ulon)(P]oa) = %Ag (K U <%) ‘89> (K ¥ (%) ‘BQ) '
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Como A, = Az, se sigue que A,, = Ag, y si el teorema vale para /K obtengo que
01 = 01, y finalmente o = 0.

El objetivo de la tesis, demostrar el teorema 1, se alcanzara en el capitulo 5. Se
seguird principalmente, por supuesto, [9]. En la demostracion se emplearan resulta-
dos de analisis complejo, fundamentalmente la teoria de aplicaciones cuasiconformes.
Los resultados necesarios (obtenidos de [14] y [7]) se listaran en el capitulo 2, sin de-
mostracion, excepto aquellos cuyo interés se vincule directamente con el tema de la
tesis. Se presentara la dilatacion compleja, que vincula esta teoria con la ecuaciéon de
conductividad a través de la ecuaciéon de Beltrami.

El capitulo 3 estara dedicado a ella. Se probara que toda solucion de (1) admite una
conjugada armoénica que la vuelve solucion de Beltrami y se introducira la transformada
de Hilbert asociada a este problema. Se observard su relaciéon con los operadores de
Beltrami, § ' N 89 ", cuya teorfa se habra desarrollado en el capitulo 1 siguiendo
fundamentalmente [18|. Finalmente se demostraran resultados analogos al teorema de
Liouville y al principio del argumento para funciones pseudoanaliticas de Bers.

En el capitulo 4 se discutira una familia particular de soluciones de la ecuacion de
Beltrami, las soluciones complejas de la dptica geométrica, que son una herramienta
habitual para atacar este problema inverso. Se probard su existencia y luego se dis-
cutird su dependencia del indice complejo k. En tltima instancia se lograra, a través
de un cambio de coordenadas cuasiconforme, escribirlas en una forma exponencial y
determinar su comportamiento para k grande.

En el capitulo 5 se comenzara por probar que el mapa Dirichlet a Neumann carac-
teriza las soluciones complejas de la 6ptica geométrica afuera del disco. Se presentara
luego la matriz de transporte, que permite obtener el valor de la soluciéon en todo punto
a partir del ya conocido en un punto dado. Se reducird entonces el problema a de-
mostrar que la matriz de transporte queda caracterizada univocamente por el mapa
Dirichlet a Neumann, puesto que recuperar una solucién de la ecuacién permite recu-
perar trivialmente la conductividad.

Quiero agradecer a mi director, Ricardo Duran, y a los jurados, Gabriel Acosta y
Pablo De Napoli. También a mis padres, y a mis amigos Mauro y Miguel, que cursaron
conmigo todos estos anos.



Capitulo 1

Funciones de variable compleja

1.1 Derivadas en notacién compleja

Para cualquier funcion f € Li. () (donde © es un dominio del plano), emplearemos la
notacion

0f = 0.f = 5(0.f — 0, ). (1.1)

3f = 0of = %(&Eerz'&yf), (1.2)

donde 0, y 0, son las respectivas derivadas débiles (cuando existen). Es decir, si
f=u+v,

of = % (Opu + Oyv + 1(0yv — Oyu)),
3f = 5 (0. — Oy + D0 + Dyu)).

Se observa que la condicion df = 0 es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann
débiles; se probaré luego (teorema 6) que esto alcanza para asegurar que f es holomorfa.
Bajo esta condicion también 0 f = f.

Como se usara con frecuencia, es conveniente sefialar que

f=0F, (1.3)

[y
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pues?:u—z’vy

— 1
f= 3 (Opu + Oyv + i(0pv — Oyu))
1
=3 (Opu + Oyv — i(0pv — Oyu)) ,
—— 1
of= 5 (Ot + Oyv +i(—0yv + Oyu)) .

Obviamente también
af = 0f. (1.4)

Las derivadas débiles con respecto a z y Z se pueden definir directamente, es decir,
sin recurrir a 0, y Oy:

Proposicion 1.1.1. Sea f € L, .(Q). Si existen las derivadas débiles O,f y 0,f,
entonces se verifica

/Qfagpdm:—/ﬂﬁfapdm, (1.5)
/Qfapdm:—/ggfnpdm, (1.6)

para toda p € CX(Q).

Reciprocamente, si g1, 9o € Li,.(Q2) verifican

/Qfﬁcpdm:—/gglgpdm, (1.7)
/Qf%dm:—/ﬂgwdm, (1.8)

para toda ¢ € C°(Q2), entonces existen O, f y O, f, y se cumple que

af:gla
5f:92-

Demostracion. Para probar (1.5) y (1.6) solo hay que usar la definicion de las derivadas
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débiles con respecto a x y a y:

/Qfas@dﬂ”LZ%</Qf8$<,0dm—z'/gf8ygodm)
:—% (/Qﬁxfgodm—i/gﬁyfgodm)

P

g % m—2</gf81g0dm+z/gf8ygodm>
——% (/anfgodm—i-i/gayfgpdm)

= —/gfwdm.
0
Por otra parte, si valen (1.7) y (1.8) se tiene que

/Qfaxcpdmz/ﬂf(awr%)dm

:/Qf&pdm—i—/ﬂfgapdm

Z—(/glsoder/gzsodm)
Q Q

= —/ (g1 + g2) pdm,
Q

/Qfﬁygadm:/gfi(&p—&a)dm

:i/fagpdm—i/fggodm
Q Q

=t (/glwdm—/gzwdm)
Q Q

= —/i(gl — g2) pdm,
Q

es decir, 0, f = g1 + 92 v Oy f = i(g1 — g2). Luego

1

] 1
of = 5(91 +go —i*(g1 — go)) = 5(291) =01,

2
~

1 , 1
=51 +g+ (g1 — ga)) = 5(292) = g,



4 CAPITULO 1. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

como se queria demostrar. O]

Por supuesto, la proposiciéon anterior se sostiene si se reemplaza las funciones de
prueba ¢ en C°(Q) por funciones en C!(2). Ademas, si se sabe que existen 0, f y
0,f, seré suficiente probar (1.7) o (1.8) para obtener que df = g; o que df = ga,
respectivamente.

Usando (1.4) se puede ver de inmediato que la existencia de df en este sentido
directo implica la existencia de 0 f, y que 0 f = Of, pues

/Q Fopdm = / Fozdm

= /Qf(i@dm

Del mismo modo, la existencia de df implica la de Of, y W = 0f. Esto se usara para
probar, en el ultimo teorema del capitulo, que basta con verificar la existencia de una
de las derivadas de acuerdo con la definicién directa para que la otra también exista.

Proposicién 1.1.2. Sea f € L}, .(C) con 0f,0f € L*(C). Entonces

loc
10f|z2(cy = 101 22(c)- (1.9)

Demostracion. Considero primero f € C°(C). Si escribo f = u + iv, se tiene que

4/ 0f|? dm = / 0,1 + Oyv +i(dpv — Oyu) > dm
C C
= / (Opu + 0yv)? + (v — Oyu)* dm
o

Opu® + Ou? + 0,02 + 00 )dm +2 | Oudvdm —2 | Oyvdudm
) Y c ) N Yy

(Opu® + 8yu2 + 0,07 + 8yv2) dm — 2/

u 0, 0yvdm + 2 / u 0,0, v dm
C

C

|
S~

(0pu® + Oyu* + 0,0* + 0,v*) dm.
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Pero por otra parte
4/@ Of* dm = /C 10,u — Oyv + i (9pv + Oyu)|* dm

= /cc (Opu — D) + (00 + Oyu)® dm

= [c (0pu® + Oyu® + 0,0° + 9,v*) dm — 2 /(C Opu Oyv dm + 2 /cc 0,v Oyudm

_ / (0u + Oy + D0 + 0,0%) dim + 2 /
C

u 0, 0yv dm — 2/ u 0,0, v dm
C

C

= / (0pu” + Oyu® + 9,0* + 9,v*) dm,
C

de donde H@f\ ‘LQ((C) = Hgf| ’LQ((C)-
Si ahora f verifica las hipotesis de la proposicion, puedo considerar una sucesion de
funciones f,, € C>(C) dadas por
fn = f * P1/ns
con p € C2(C), p>0, [ p=1. Entonces df, — df en L*(C), y también of, — Of.
Como |0 fn||r2(c) = ||0fnllr2(c) Para todo n, esto concluye la demostracion. O

1.2 La transformada de Fourier

Recordemos que para una funcion f definida en R?, la transformada de Fourier se define
usualmente como

FADE) = [ e < an(g
://f(Zl,ZQ)e_QWi(klzl+k222) dzy dzo.
R JR

La definiciéon que se empleara a lo largo de esta tesis, mas adecuada para trabajar con
las derivadas complejas, sera

F8) = () =~ [ F©)en(e) dm(©) (1.10)

donde

en(z) = e'k=1F2) (1.11)
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Muchas propiedades de esta transformada se pueden recuperar de la definicién usual,
si se observa que

f(k) — %/(jf(g)eﬂ(kl{lkﬁz) dm<€)
1 Lk k
— 6727m(7—1r§1+72§2> m
RG dm(¢)
— LA (-22).

Y
Proposiciéon 1.2.1. Si f € L'(C), entonces | f(k)] = 0 cuando |k| — co.

Demostracion. Es inmediato del lema de Riemann-Lebesgue usual ([11, 1.14]), si se

observa que
—k1 k
™ m

cuando |k| — oo. O
Proposicion 1.2.2. F : L?(C) — L*(C) es una isometria.

Demostracidn. Para f € L*(C), realizando un cambio de variables se tiene que

. 1 ki k
0 =2 [ |7l (-2 2)

N / [Fo(f) (wr, w)|* dm(w)
C

= || Fo(P)lZ2(c)
= ||f||%2(C)7

2

dm(k)

pues es sabido que Fy es una isometria en L?(C) (|11, Teorema 1.18]). O

Proposicion 1.2.3. Si f,g € L?(C), entonces

/nydmz/cfﬁdm.

Demostracion. Es inmediata de la proposicién anterior. O

Proposicién 1.2.4. Si f,g € L*(C), entonces

(foy=—F*d.
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Demostracion. Por las propiedades de la convoluciéon para la transformada usual,

(Foy (k) = — Fofo) (__ _)

- : [ Grnw) (37w (-2 - w0 - w)) dnw

4 (i (2.2)) (b (222 -2))

Proposicion 1.2.5. Sea f € C}(C), entonces
0f (k) = =ik f (k),
BF (k) =~k F ()

Demostracion. Como f € C}(C), podemos usar (1.5) y (1.6):

OF (k) = / O (€)ex(£) dm(€)

:_—/f €)0ex(€) dm(¢

:__/f Yikeg(&)dm(§)
:—zkf k),

— [ 3r©ente) ame
:——/f £)0ex(€) dm(&

:——/f )ik er(€) dm(€)
:—zk:f



8 CAPITULO 1. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Proposicion 1.2.6. Sea f € L}, (C) con 0f,0f € L*(C). Entonces

9F (k) = = 5 (), (112)

Demostracion. Es evidente si f € C!(C), por la proposicion anterior. Si ahora f €

L}, .(C), considero una sucesion de funciones f, € C>°(C) dadas por

Jn = f*pl/n

con p € C2(C), p>0, [ p=1. Entonces df,, — df en L*(C), y también df, — 0.
Entonces la igualdad (1.12) vale para las f,, y el resultado se concluye de la continuidad
de F en L*(C). O

Se observa que este resultado, junto con la proposicién 1.2.2, da de inmediato una
nueva demostraciéon de 1.1.2.

1.3 Los operadores de Beltrami

Estudiaremos ahora los operadores de Beltrami, que pueden definirse formalmente como
pP=3" y S = 80 . Mas rigurosamente son la transformada de Cauchy

Po(z) = —l/c 9 (), (1.13)

™

y la transformada de Beurling
1 g(w)
=— | ———d . 1.14
Sq(z) - /C e m(w) (1.14)

Esta tltima integral debe entenderse como valor principal.
De ahora en mas escribiremos

LP(Q) = {g € I’(C) : glcyo = 0}

Con esta notacion, si g € L'(Q) con © acotado, es claro que Pg esta bien definida en
el complemento de 2. Para probar la buena definicién en todo el plano, necesitaremos
el siguiente lema:

Lema 1.3.1. Sea Q2 un dominio acotado y sea g € LP(Q2). Entonces la funcion
g(w)
h(z)= | ———~=d
0= =

es continua en todo el plano, siempre que A < 2 y % < p < oo. Ademds, si considero
otro dominio acotado G D ), vale que

|h(2)] < Cllglleea)
para todo z € G, con una contante C' que depende de p y de G.
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Demostracion. Si fijo zp € C y considero los z; € B(zp,1), para un R suficientemente
grande vale

e

g(LQMWW+wn—mw+amwmwQ;(L@mm\Wmmw)

Como A\p' = p’\Tpl < 2, el segundo factor es finito. El primer factor tiende a cero cuando
21 — 2o-
Por otra parte, si considero R’ tal que G C B(0, R'), tengo que

= JBogry 0w
1
<([  ul dmw) ol
B(0,2R’)
Nuevamente el primer factor es finito. O

Teorema 2. Sea Q) un dominio acotado del plano. Si g € L'(Q), entonces Pg(z) estd
definida para casi todo z € C. Ademds, Pg € LY (C) para cualquier 1 < p < 2.

loc

Demostracion. Sea GG un dominio acotado, 2 C G. Consideremos funciones de la forma

c|w—z|

dm(w)7

para f € LYG), ¢ > 2. Por el lema 1.3.1 se tiene que |g|f es integrable sobre G, y
entonces

cwmmmmm@z/mwM@mma

// (2 |wll_fz| m(w) dm(2)
:meuwmmw»

con

SO 1 PR 1

¢ |w— 2| c lw— 2|

Como f es cualquier funcion de L9(G), se sigue que g € LP(G) para cualquier 1 < p < 2.
Se concluye que Pg esta definida en casi todo punto de G, y que Pg € L (C). [
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Observemos por tltimo que si g € LP(C) (p > 2) y Pg esta definida en un punto 2,
entonces esti definida en todo el plano. Esto es asi pues

g(w)

d _
[ |2 dmw)
:/ g(w) ’w—zl dm(w)+/ 9(w) dm(w)
C\B(zg,1) |W — 21| |W — 22 B(zz,1) | W — 22
w /
<c [|o) ]dm<w>+||g|rm<c> [l )
clw—2 B(0,1)

< 0.

La siguiente es una propiedad importante de P, que serd necesaria mas adelante
para discutir su compacidad.

Teorema 3. Sea ) un dominio acotado del plano y seap > 2. Sig € LP(Q) y 21,29 € C,
entonces

|Pg(z1)| < Mi||g||er (o) (1.15)
|Pg(z1) — Pg(22)| < Mol|gl[re@)lz1 — 22|* (1.16)

donde o« = 1 — 2/p. La constante M, depende de p y de Q, mientras que My sdlo
depende de p.

Demostracion. Por la desigualdad de Holder

i

o = 2 ([ twranen)” ([ = ani)”

1
2\ ¥ N
(—,) ) lgl v

1
<=
T\ ap

donde d es el diametro de 2. Esto prueba (1.15).
Ahora,

siempre que z; # z5. Entonces

e

Pata) = Pt < ol =2 ([ (= il = 2a) dm(a) )
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Debemos acotar

t/ﬂw—me—@Dwﬂm@OS/m (lw = 21] [ — 2]) ™ dm(w) +
Q |w—z1|>2|z1—22|

N J/
-~

(%)

+/ (|w—21||w—22|)_p/dm(w).
|w—21]|<2|21 —22]

s

(i)
Sijw — 21| > 2|21 — 29], se tiene que |w — 21| < 2|w — 25; luego

<wsﬁ/'|| (jw = 2| | = 20]) 7 dim(a)
w—2z1|>2|21—22

< o+ / P2 dm(w)
\

z1—22|
2—2p’
1|21 — %2
— 7T21+p ’ - ‘
2p' — 2
/
7T21+p | |_211
= 21 — 29 p,
2 — 2

Ademas, si hago el cambio de variables u = (w — 21) /(22 — 21),

(ii) 1 / dm(u)

N |21 — 22|72 J <2 [ulP'|u — 17
/
= Cp/|2’1 — 2’2|72%.
Se concluye que
1

p/

|Pmn>—Pa@n§A@nmmmna—zﬂ(vy—@|%)

= My [gllr () |21 — 2|,
como se queria demostrar. O

Se prob6 que la constante en la desigualdad (1.16) no depende del dominio. Si la
transformada de Cauchy esta definida en todo el plano (basta verificarlo en un punto)
para una funcion g € LP(C), p > 2, entonces

[Pg(z1) = Pg(z2)| = lim [P(g9x50.m)(21) = P(gx50.8)(2)|
< 1i P - “
< i Ms||gl[zeso.ry |21 — 2|

= Msl|g]|r(cy| 21 — 22|
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Es decir, (1.16) vale también si el dominio no es acotado.

La buena definicion en casi todo punto y la acotacion en LP(C) (1 < p < oc0) de S
se obtienen inmediatamente de la teoria de Calderon-Zygmund (ver por ejemplo, [17,
Capitulo 2]). Solo es necesario probar

2

Proposicioén 1.3.2. w™* es un ntcleo de Calderon-Zygmund homogéneo de grado —2.

Demostracion. La acotacion que debe verificar w2 es trivial:

1
72 < _—
ol = |w|?

También lo es la de su gradiente:

Finalmente vale

2
/ w2 dm(w) = / T dm(w) =
a<|w|<b a<|w|<b |w|

—2

1w
= ——dm(w) =
/a<|w|<b jiwl*
—2
w
=— —dm(w) =
/a<|w|<b w|?*

= —/ w2 dm(w),
a<|w|<b

lo que implica que la integral sobre coronas es cero. O]

1.4 Propiedades

Consideraremos ahora la validez de las definiciones formales de P y S, que son la razon
por la que estos operadores son relevantes para estudiar las derivadas complejas.

Proposicion 1.4.1. Sea Q un dominio acotado. Si g € LP(Q)) para algin p > 1
entonces

9:(Pg) = Sg + g,
dy(Pg) = i(Sg — g).
Es decir,
0Pg =Sy, (1.17)
0Pg = g. (1.18)
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Demostracion. Sea ¢ € C°(C), se obtiene que

[enpa o ant) = [ [ X dn(w) el dn)
-/ [ flawv ) dm(w) dm(2
:A/f%@wWM@wmo
::Lg% RS an) g i)
[l e [ S st
I i e
o [ [ PR () g dmn) +

w
= [ lim
C e—0
(@)

(i7)

+Am[wl*m-“wmwmmwmm

e—0 w—z

J/

-

(423)

El limite puntual en (i) vale también en L'(C), pues S es un operador de Calder6n-
Zygmund (el valor principal converge en L (C)) y g € LP(C). Luego

=t [ ], S ns ane
=—Pfs/c/w_zl>e<w_—z>2dm<w>dm<z>

- /c o /w—z|>e (wg<w>

— [ 7Sg(:) () dm(2)
C

5 dm(w) ¢(2) dm(z) (1.19)

El limite en (1.19) también vale en L'(C), pues el valor principal converge en LF(C) y
@ es acotada y de soporte compacto.
El término (7i) se anula pues
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e—0 |w—z|=¢ w—z €
< 1 .
< Clime ||Vl (1.20)
=0.

Por tltimo, si o(t) = w + e e,

: 2T e cos(t) |0’ (t)]
(@) =i | cos(t) + 1sen(D)
_ fim 2n €2 cos(t)

e—0 J, €2 (cos(t) +isen(t))
_ /2” cos®(t) — i cos(t) sen(t) gt —

cos?(t) + sen?(t)

dt =

dt = (1.21)

:7‘(‘7

pues

27
/ cos?(t) dt =,
0
27
/ cos(t) sen(t) dt = 0.
0

Se concluye que

/@ Py(2) Brplz) din(z) = —~ / 7 [Sg(2) + 9(2)] 0(z) dm(2)

. / 1S9(2) + 9(2)] ol2) dm(2),

es decir, que 0,(Pg) = Sg + g.
Si observamos ahora que

P(g)(2) : = Pyliz)




1.4, PROPIEDADES 15
con §(z) = g(i2), y que

S()(—iz) = — / (9& dm(w)

T w+ iz)?

I | CO R
_ﬂ/(c(iw—z)zd (w)
L[
_W/(c(u—z)Qd (w)
= —5(9)(2),

se sigue

0,(Pg)(z) = 8.(Pg)(—iz)
= —i0,(Pg)(—iz)
= —i[Sg(—iz) + §(—iz)]
=i[S(9)(2) — g(2)],

como se queria demostrar. O]

Observemos que, de acuerdo con este resultado, 9Pg = 0 en casi todo punto de Q°.
Proposicion 1.4.2. Si g € C}(C), entonces

P(0.9) = Sg + g,
P(0,9) = i(Sg — g).

Es decir,

P(0g) = Sy, (1.22)
P(0g) = g. (1.23)

Demostracion. Integrando por partes y empleando (1.20) y (1.21) se obtiene

P(0,g) () — / e90) 1)

w—z

= lim

e—0 lw—z|>e W — 2

- {_ /|| g i) - /| S ast

— —7Sg(2) - mg(2).
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Por otra parte,

—P(0,0):) = [ 21 o)

c W—=2
= lim Dyg(w) dm(w)

=0 lw—z|>e W — 2

Ahora escribimos

[
|w—z|=¢

w—z €

€ w—z €

= g(w) Z 9 ws = 2 g, 9G) w22 g6
[%ﬂe ) 9 <>+4ﬁd€ (w)

Como vale

g(w) = g(2) | [wa = 2|

w—z

lim
e—0

dS(z) <C lir%e 1Vl e

€

|w—z|=¢

=0,

v (sio(t) =z +eet)

1 _ 2m /
/ Wy — 2 48 (w) = lim i esen(t) |a (t)]
lw—zj=e W — 2 € e—0 J, €2 (cos(t) +isen(t))

. €% sen(t)
= lim .
e—0 J, €2 (cos(t) +isen(t))

_ /27r sen(t) cos(t) — isen?(t) "

cos?(t) + sen?(t)

= —1,

se concluye que —wP(0,9)(2) = —inSg(z) + img(z).

dt

[]

Haciendo uso de la Proposicion 1.4.2 se puede demostrar que (1.18) vale para fun-

ciones mas generales:

Proposicion 1.4.3. Sea Q un dominio acotado y sea g € L'(Q). Entonces

oPg =g

en el sentido dado por (1.6).
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Demostracion. Sea ¢ € C°(C), sabemos por la proposicion anterior que
p(2) = P(D¢)(2)
1 [0
= ——/ p(w) dm(w).
C

™ w—z

para casi todo z. Luego

[ Paer 3o dmtz) =~ [ [ 2 Gote) ) d()
:-u://” ) Bio(z) dm (=) dm(u
=2 [t [ 2L ey dmia

:_AﬂmP@wWMWM
T /cg(w) p(w) dm(w),

S

~—

g

es decir, 0Pg = g. O]
La proposicién 1.4.2 también implica:
Proposicion 1.4.4. Si g € C}(C), entonces
S(0g) = 0g. (1.24)

Demostracion. Derivando (1.23) respecto a z se obtiene

0P (0g) = 0g.
Pero dg verifica las hipotesis de (1.4.1); el resultado se sigue entonces de (1.17). O
Este resultado puede extenderse por la continuidad de S en LP(C):
Proposicion 1.4.5. Sea g € WHP(C) con 1 < p < 0o, entonces
S(0g) = 0g.

Demostracidn. Considero una sucesion de funciones g, € C!(C) que converjan a g en
WP(C). Tenemos entonces que

dg, — 09,
5971 — 597
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en LP(C). La proposicion anterior nos permite asegurar
g = S(0ga) — S(0g),
de modo que S(dg) = dg. O
Volviendo a P, veamos ahora su propiedad bésica de acotacion:

Lema 1.4.6. Sea 2 un dominio acotado del plano, sea 2 < p < oo. Si g € LP(Q)
entonces Pg € LP(C) y ademds

1PgllLec) < CllgllLe)-
FEs decir, P : LP(Q)) — LP(C) es acotada.
Demostracion. Sea R > 0 tal que Q C B(0, R). Se tiene que

Pl = </<c '/C % dm(w) ! dm@))’l’

= (/Iz|>2R /c% dm{w) p dm(2>> % i (Lkm

(. (.

/Mdm(u})
cW—2
) (i)
Siel |z| > 2R entonces |w — z| > |z] — |w| > |z| = R > |z|/2 para todo w € B(0, R).
Usando la desigualdad de Minkowski,

i< ( /| >2R%dm<z>)‘l’ dm(w)
~2llglle [ » 1)

El altimo factor es finito pues p > 2; como 2 es acotado también vale que ||g||1 ) <
Chl|g]|r(@)- Obtuvimos entonces que (i) < Cs||g||rr(). Falta acotar (i), para lo que
usamos la desigualdad de Holder:

(i) < (/MR (HQHLP(Q) (/Q w — 2|7 dm(w));,)p dm(z>>é
<l ([ ol dm<w)>; ( /de@);

< Csllglr e,

p

dm(z));

pues p’ < 2. m
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Empleando ahora la proposicion 1.4.1 podemos refinar este resultado:

Teorema 4. Sea Q un dominio acotado del plano, sea 2 < p < co. Si g € LP(Q)
entonces Pg € W'P(C) y ademds

1Pgllwirc) < Cllgllr)-
Es decir, P : LP(Q2) — WP(C) es acotada.
Demostracion. Es inmediata pues

10(Pg)|| o) = 1199]lLe(c) < CillgllLe(e),
10(Pg)||rc) = llgllLrie-

De ahora en més notamos
Wl’p((C, Q) = {g S Wl’p(C) : 5g|(c\g = O}

Este es un subespacio cerrado de W1P(C). Podemos usar la continuidad recién de-
mostrada para mejorar los resultados obtenidos en la seccién anterior.

Corolario 1.4.7. Sig € W(C,Q) (con 2 < p < 00) para algin dominio Q acotado,
entonces

P(dg) = g.
De hecho, la hipotesis dg € LP(C) resultara innecesaria.

Demostracion. Considero una sucesion (g, )nen de funciones en C!(C) que converjan a
g en LP(C). Se pueden tomar de la forma

9n = (9 XB(On) * P1/n

con sop(p) = B(0,1) y [ p=1. Para n suficientemente grande tenemos entonces que
0gn = 0g * p1/n, que se anula en los puntos de (2 + B(0,1))°. Luego dg, converge a dg
en LP(Q+ B(0,1)); el teorema 4 nos indica que

gn = P(dg,) — P(dg) en LP(C).
Se concluye que P(dg) = g. O

Teorema 5. Si ) es un dominio acotado del plano y 2 < p < oo, entonces
P: L*(Q) — LP(C) es compacto.
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Demostracion. Sea (gn)nen una sucesion de funciones en LP(€)) que convergen débil-
mente a g € LP(§2), queremos ver que existe una subsucesion (g, )ren tal que Pg,,
converge fuertemente a Pg. Por la reflexividad de LP(2), esto bastard para probar la
compacidad.

Como las ||gn||r(0) deben estar acotadas, se deduce del teorema 3 que las funciones
Pg, son uniformemente acotadas y uniformemente equicontinuas. Por el teorema de
Arzela-Ascoli, se sigue que (Pg,)nen debe tener, sobre cada compacto K, una subsuce-
sion Pg,, que converja uniformemente. Como

PG, — Loy < (1P Gny, — B[ poo () m(K)'7,

se sigue que dicha subsucesion converge en LP(K).
Del mismo modo que en la demostracion del lema 1.4.6, se puede ver que para
cualquier R > 0 con Q2 C B(0, R/2) vale que

1p
[ Paapn() < [2r|gn||u<m ( / |z|-p)] <
B(0,R)° 2[>2R

. R*7P

< 9P m(Q)P/P
m(Qy"”

||9n|’12p(9)a

que converge a 0 cuando R — oo uniformemente en n, pues las normas en LP de las
funciones g, estan acotadas.
Fijo € > 0, elijo ahora un R tal que

(/B(U,R)C ‘Pgn(z)‘pdm(z)> " < e/4,

para cualquier n, y considero la subsucesion convergente (Pg,, )ren Obtenida para el
compacto B0, R]. Puedo usar que es de Cauchy en L?(B[0, R]) para elegir ko € N con

[[PGny, — Pgn,||Lr(B1o,r) < €/2

para todos k,l > k. Se sigue que

| Pn, — Pan||zr©) < [|Pni||LeB0,r)e) + |1 Pn || 2rB0,R)) + || POn — Pl L (B0,R) <
<e,

y, como € era cualquiera, (Pg,, )ken €s de Cauchy en LP(C). Se concluye que converge
en LP(C), y su limite debe ser Pg pues Pg, — Pg en sentido débil, y la convergencia
fuerte también implica convergencia débil. O

Pasemos ahora a las propiedades de la transformada de Beurling:
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Proposicion 1.4.8. S : L?(C) — L*(C) es una isomelria.

Demostracion. Sea g € C>°(C), entonces g = 0Pg, y Pg € W'P(C) para 2 < p < oo.
Por (1.9) sabemos que

159l122(c) = |IS(OPg)||2(c)
= [|10Pg||r2(c
= |0Pgl|2(c)
= ll9/lz2(c)-

Para justificar el uso de la Proposicién 1.1.2 falta ver que OPg y 0Py estan en
L*(C). Como S es acotada en L*(C), entonces 0Pg = Sg € L*(C). Ademas 0Pg =
g € C>(C) C L*(C). L

Esta proposicion nos dice, en particular, que la norma del operador S en L*(C) es
||S||r2z2 = 1. Por el teorema de convexidad de Riesz-Thorin ([2, 5.D]) la funcion

1/p — log||S||rr—rr debe ser convexa, luego es continua y

lig (15125120 = 1S lz2022 = 1. (1.25)

La norma en LP es desconocida, y es objeto de una conjetura famosa que se debe a T.
Iwaniec ([13]):

Conjetura 1.4.9. ||S||r—» = min {p —1, ]ﬁ}

Cerraremos esta seccion probando que la transformada de Beurling es un operador
multiplicador de Fourier con simbolo £/¢, lo que también implica que es una isometria.

Proposicion 1.4.10. Sea g € C}(C), entonces
_ &
Sg(&) = ?Q(Q

Demostracion. Es semejante a la proposicién anterior, sélo que ahora hago uso de
(1.12):

L —

Sy(k) = S(@Pg) (k) = IPy(k) = = DPg(k) = = (k).
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1.5 Variantes de los operadores de Beltrami

Ademas de los ya definidos, necesitaremos estudiar los siguientes dos operadores:

Pg(z) = —l/(cf(w) dm(w), (1.26)
Sg(z) = S(g)(2). (1.27)

Sobre S hay que observar que solo es R-lineal. Nos interesara fundamentalmente el
primero. Sus propiedades son andlogas a las de los otros dos, y se pueden deducir de
éstas de manera inmediata usando que

Pg(z) = P(9)(2). (1.28)

El estudio de la buena definicion es entonces igual al de P, y se tienen los siguientes
resultados:

Proposicion 1.5.1. Sea 2 un dominio acotado del plano, sea 2 < p < 0o. Si g € LP(Q)
entonces Pg € W'P(C) y ademds

1Pgllwrricy < CllgllLrie)-
Es decir, P : LP(Q)) — W'P(C) es acotada.
Demostracion. Aplicando el teorema 4,

||1_3(9)||W1w(© = |P@)|lwrrc)
< Cllglle(c)-

Proposicion 1.5.2. Sea Q un dominio acotado y sea g € L'(Q). Entonces
OPg =g

en el sentido dado por (1.6).

—~

Demostracion. Aplicando la proposicion 1.4.3 y (1.4),

(@)

OPg

I

Q

>
Q|

I
e Ql
)
Ql
~—
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Proposicion 1.5.3. Si g € WHP(C) (con 2 < p < oo) y dg tiene soporte en un dominio
Q acotado, entonces

P(dg) = g.

Demostracion. Usamos el corolario 1.4.7 y nuevamente (1.3):

]

Proposiciéon 1.5.4. Sea Q0 un dominio acotado. Si g € LP(QQ) para algin p > 1
entonces

[]

Proposicion 1.5.5. Si Q es un dominio acotado del plano y p > 2, entonces P :
LP(Q2) — LP(C) es compacto.

Demostracion. Supongamos que (g, )nen €s una sucesion en LP(€2) que converge débil-
mente a g € LP(Q), entonces g, debe converger débilmente a g. Por el teorema 5,
(PGn)nen tiene una subsucesion (Pg,, )keny que converge a Pg. Apliquemos (1.28) para
ver que Pg,, — Pg:

[Pgn, — Pylloc) = |[PGmy, — Pllr(c)
= |PGn, — P3l|zr(c),

que tiende a cero por lo dicho anteriormente. O
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1.6 Conclusiones
Probaremos ante todo el teorema fundamental prometido en la seccién 1.1.
Teorema 6. Sea g € L}, .(Q) tal que 0g = 0. Entonces g es holomorfa en €.

Demostracion. Basta probar que g es holomorfa en un disco alrededor de cualquier
punto zy € €2; podemos suponer z; = 0 sin pérdida de generalidad. Consideramos
entonces un disco B(0, R) C Q tal que g € L'(B(0,R)), y estudiamos la funcion de
Green biarmonica

R2— 2

definida para z,( € B0, R]. Esta funcion pertenece a C'(Q) y ademas verifica, para
cualquier z en el borde del disco,

Z(Za C) = Zz('va) = Zy(Z, g) = O,

siempre que || < R.
Se sigue entonces que la funcion dada por

_ Z2(z0) sifz <R
pe(z) = { 0 si|z] >R

pertenece a C(Q2). Como dg = 0 en ,
[ avecam= [ 40022, dm(2)
Q B(O,R)

para un punto ¢ arbitrario en B(0, R). Aplicamos ahora 8482 y obtenemos:
0= 8482/ 9(2) 0:Z(z,¢) dm(z)
B(0,R)

_ *Z(z, ()
_/B(O’R)g(z) agaf&z dm(z), (1.29)

donde el cambio del orden de la derivada y la integral se justifica facilmente para las
derivadas débiles. Ademas se obtiene que

00e0=  (~z (R? = 2()? R? — (.

0*Z(2,¢) 1 N R?2 —2R*C +7(? N 2C
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Se sigue entonces de (1.29) que

P(gxB0.r)(¢) = —% o Eg(—Z)Z dm(z)
= ®1(¢) + P2(0),

donde

dm(z),

1 Rz — 2R2( + 22
m /B(O,R) =) (R? —Z()?

Z¢

)= [ i)

Como &, y &, son holomorfas, se concluye por la proposiciéon 1.5.2 que en casi todo
punto de B(0, R),

9 =0P(gxp0.r) = P,
que también lo es. O

Observemos que en esta demostracion solo se us6 que 0g = 0 cumple (1.6), es decir,
la definicion directa de 0. La existencia de dg no es necesaria como hipotesis, y surge
de la demostracion.

Gracias a este teorema se podra, de ahora en mas, hacer uso de la teoria de funciones
holomorfas. Por ejemplo, la siguiente proposicion serd de mucha utilidad en esta tesis:

Proposiciéon 1.6.1. Sea 2 un dominio acotado del plano, y sea g € LP(Q?) (p > 2).

Entonces
Po(x) =0 (2
g\z) = 2

Demostracion. Sea R > 0 tal que Q C B(0, R). Como dPg = g = 0 afuera de B(0, R),
entonces Pg es holomorfa en esa region. Se sigue que para |z|>R puedo escribir la
funcion como una serie de Laurent, es decir

cuando |z| — oo.

Pg(z) = Z anz".

n=—oo
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Sus coeficientes verificaran

1/n
)

R > limsup |a_,|

n—o0

lo que permite asegurar que |a_,| < (R + C)" para todo n < 1. Para |z| > 2(R+ C)

vale
> R+C)"
< e
=2 < |2

n=2

—2

E an2"

n=—oo

1 R+C
ST-@®Rr O R
1
~ (Z[/(R+C)2 —[-|/(R+ C)

:(RQC)(MARim—l)

1
<(R+ C)m.

Claramente

Por otra parte, la suma

define una funciéon entera. Pg es acotada por (1.15), luego

oo o
g an2"” g an2"
n=0

n=—oo

~1
5 an2"

n=—oo

< +

L (B(0,R)¢) L= (B(0,R))

!

C
< My||g|ce(c) + T

Lo (B(0,R)°)

y se sigue que Y a,z" es acotada. Por el teorema de Liouville, esta suma es constante
(a, = 0¥n > 1). Debe ser 0 pues si no

|Pg(2)] = lao| — C'/|z]

para |z| suficientemente grande, lo que es imposible pues Pg € LP(C). ]
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Recordemos que la definicion directa de las derivadas complejas (dada por la proposi-
cion 1.1.1) no es equivalente a la original si se desea considerar una de las derivadas
por separado. Podria ocurrir, en general, que la otra derivada no existiera, y en ese
caso la definicion (1.1-1.2) no tendria sentido. Pero veremos ahora, usando la teoria
desarrollada en este capitulo, que esto no puede ocurrir si la derivada esta en LP(€)
para algin 1 < p < oc.

Teorema 7. Sea Q un dominio acotado y sea f € L} (Q). Si Of existe en el sentido

loc

de (1.6), y Of € LP(Q) con 1 < p < oo, entonces Of existe en el sentido de (1.5) y
pertenece a LY (Q).

loc

Del mismo modo, si Of existe en el sentido de (1.5), y Of € LP(Q) con 1 < p < oo,
entonces Of existe en el sentido de (1.6) y pertenece a LY ().

loc

Demostracion. Probemos lo primero. Como 0f € LP(Q), la proposicion 1.4.1 nos dice
que P(Jf) tiene derivadas en el sentido de (1.1-1.2) que cumplen

oP(0f) = 0f,

Luego vale, en el sentido dado por (1.6), que
a(f — P(Of) =0
en (), es decir que
f =+ P@f),
con ® holomorfa. Se concluye que df existe, y es
of = + 5(@f).

que pertenece a L7 () porque ¢’ es continua.

Para probar la segunda parte, usando (1.3), df = 5_7 Se sigue que O f esta en
LP(Q), por lo que Of existe y esta en LY (). Como df = ﬁ, se obtiene que también
existe y df € Lj (). O

loc
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Capitulo

Aplicaciones cuasiconformes

2.1 Definicién y propiedades
Notaremos por 0, a la derivada compleja en la direccion de «, es decir

01 (2) — tig TEETE" = G

r—0 ret

= 0f(2) + e 20f(2).

Definicién 2.1.1. Una aplicacion K-cuasiconforme es un homeomorfismo f definido
en un dominio 2 C C que preserva el sentido, es absolutamente continuo sobre lineas
y verifica

max |J,f| <K mln |8 fl (2.1)

0<a<2mw

en cast todo punto. Se dice que una aplicacion es cuasiconforme si es K -cuasiconforme
para algun K.

En términos de df y df la condicién (2.1) se puede escribir como
0f +10f < K(|of] - 0£1]),

es decir

Ofl < (oS,

K—l—l

Observemos ahora que el Jacobiano de una funciéon compleja sera

Ti(2) = |0f (2)] = 9f ()],
por lo que para una aplicacién cuasiconforme

4K

T VP <) < G

29
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Del mismo modo

IDF()I? = |0f (2)* + [0f (=)
verifica

2K? +2
0117 < IDIEIP < e 1017

Se tiene entonces que |0f(2)[?, J¢(2) v ||Df(2)||* son comparables con constantes que
s6lo dependen de K.

Proposicion 2.1.1. El Jacobiano de una aplicacion cuasiconforme es positivo en casi
todo punto.

Demostracion. Ver [14, IV.1.5]. O

Es inmediato a partir de esto que df # 0 en casi todo punto, asi que podemos
definir la dilatacion compleja

Verifica obviamente

N (2.2)
=T :
y

37 = xs0f (2.3

Esta es la ecuacion diferencial de Beltrami. Todas las soluciones homeomorfas y abso-
lutamente continuas sobre lineas de (2.3) son, a su vez, aplicaciones K-cuasiconformes,
siempre que se cumpla (2.2).

Teorema 8. S5i () C C es un dominio arbitrario y x es una funcion medible en ) tal
que

sup |x(z)] < 1,
z€Q

entonces existe una aplicacion cuasiconforme f definida en Q) cuya dilatacion compleja
es igual en casi todo punto a .

Demostracion. Ver |14, V.1.3|. O

Claro que no todas las soluciones de (2.3) son cuasiconformes:
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Definicion 2.1.2. Diremos que una aplicacion f definida en una dominio Q2 C C es
K-cuasiregular si f € HL,(Q) y

of =xof

para alguna funcion medible x con |x(2)] < (K —1)/(K + 1) en casi todo punto. Se
dice que una aplicacion es cuasireqular si es K-cuasireqular para algun K.

Teorema 9. Si f es una aplicacion K -cuasiregular de un dominio QQ CCyg:Q —
es una aplicacion K-cuasiconforme, entonces [ puede escribirse como

f=hoy,
donde h es una funcion holomorfa en V.
Demostracion. Ver [14, Teorema VI.2.2] y [14, IV.5.2]. O
En particular, las aplicaciones cuasiregulares son soluciones continuas de (2.3).

Teorema 10. St f es una aplicacion K-cuasiconforme definida en todo el plano com-
plejo, entonces existe un homeomorfismo creciente v : [0,00) — [0, 00) tal que

|f(y) — f(2)] ly — |
)= f() =% (|z—x|)

para todo x,y,z € C distintos. La funcion vi solo depende de K.

Demostracion. Se puede ver en [6, Teorema 3.5.3]. O

2.2 Distorsion del area

Teorema 11. Sea f una aplicacion K-cuasiconforme con fB(0,1) = B(0,1) y f(0) =
0. Entonces existe una constante Ck tal que

f(B)| < Ck|E['"
para todo E C B(0,1) medible.

La demostracion original se puede encontrar en [5]; una mas sencilla se sigue de [12].
Sera 1til tener una expresion invariante de este teorema:

Corolario 2.2.1. Eziste una constante C'k tal que para cualquier aplicacion K -cuasiconforme
f de C, cualquier disco B C C y cualquier medible E C B vale

1/K
H(B)| < Crlf(B)] (%) |
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Demostracion. Siuna aplicacion es K-cuasiconforme, también lo es su composicion con
dilataciones y traslaciones. Basta entonces probar la desigualdad para B = B(0,1/2),

y para f(0) = 0.
Ahora, f es cuasi-simétrica (teorema 10), es decir,

|f(y) — f(=)] ly — |
)= f@) =% (|z—w|)

para todo z,y, z € C distintos, donde 7k es un homeomorfismo creciente de [0, 00) en
si mismo (que solo depende de K'). Necesitaremos dos propiedades que se deducen de
esto.

Primero, como fB(0,1) es abierta (f es un homeomorfismo), puedo considerar el
supremo R entre todos los p tales que B(0,p) C fB(0,1); se cumple que B(0,R) C

fB(0,1), y ademas sus fronteras deben intersecarse. La cuasi-simetria indica entonces
que

701 < e () 1762

E

si f(y), f(2) estan en los bordes de fB(0,1) y B(0, R), respectivamente (es lo mismo ele-
gir y, z en los bordes de B(0,1) y f~'B(0, R)). Puedo elegir |f(y)| > 5 diam (fB(0,1))
v f(z) € 9(fB(0,1)), lo que nos da

diam (fB(0,1)) <2+ (1) R.
Como B(0,R) C fB(0,1), se sigue que
(diam fB(0,1))* < Cy(K)|fB(0,1)].
Nuevamente compongo con dilataciones para ver que
(diam £B(0,1/2))* < G (K)|B(0,1/2)],
y, como por otro argumento similar de cuasi-simetria vale

1

diam fB(0,1/2) > @)

diam fB(0, 1),

se concluye que
(diam fB(0,1))* < C1(K)|fB(0,1/2)]. (2.4)

Ahora, dado € > 0, considero dos puntos y,z € C con |y| = 1/2y |z] < 1 tales que

1f(y) — f(2)] < dist (fB(o, 1/2),C\ fB(0, 1)) +e=dist (FB(0,1/2),C\ fB(0,1)) + .
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Por la cuasi-simetria,

£(0) — £(2)] 02|
F) — )] =% Qy 2]

Pude a su vez elegir z de modo tal que exista 2’ con |2/| < |z| tal que |f(z") — f(0)] >
s diam(fB(0,1)) — ¢, con lo cual

If(z") = f(0)] 2 = 0]
|ﬂ@—f®ﬂ§7K(v_m)§7Kﬂ%

) < vk (2). (2.5)

Es decir,

diam(fB(0,1)) — 2e < 2y (1)[f(2) — f(0)].

Si junto esto con (2.5) obtengo

diam(fB(0,1)) < 29k ()vx(2)[f(y) — f(2)] +2¢ <
< Cy(K) [dist (fB(0,1/2),C\ fB(0,1)) + ¢ + 2¢

Como € es cualquiera,
diam(fB(0,1)) < Co(K)dist (fB(0,1/2),C\ fB(0,1)). (2.6)

Usaremos (2.4) y (2.6) para probar el corolario. Consideramos una aplicacién con-
forme @ : f(B(0,1)) — B(0,1) que verifique ®(0) = 0. Aplicando (2.6) a ® o f, se
obtiene que

dist (®£B(0,1/2),C \ B(0,1)) > A

luego ®fB(0,1/2) C B(0,rk) para rg = 1 — % < 1. Si ahora zy € B(0,rk),
considero la funcién A : B(0,1) — fB(z0,1 — rx) dada por

Mz) =0 Mz + (1 —7x)),
y aplico el teorema del cuarto de Koebe (ver por ejemplo |3, Corolario 5.3]) para obtener

diam(fB(0,1)) > diam(fB(z0,1 — 7x))
> diam(AB(0,1))
> [A'(0)]

[\]

1—7’K 1

2 [@(e(z0))]




34 CAPITULO 2. APLICACIONES CUASICONFORMES
Es decir, que para cualquier z € B(0,1/2) vale

1—TK 1
o'(z)] >
) 2 5 BT

__ Gy(K)
~ diamfB(0,1)

(2.7)

Junto ahora esto con (2.4) y el teorema 11 para concluir que, si £ C B,

|f(E)
(diamfB(0, 1))?

< Cy(K) / 1'(2)? dim(2)

f(E)

< Cy(K)

(K /f L i)

= Cy(K) [® o f(E)|
< C(K) |E|VE,

como se queria demostrar. O

2.3 El Jacobiano como peso A,

Usaremos ahora la teoria obtenida en las secciones anteriores para probar el teorema 12,
que expresa el Jacobiano de una aplicacion cuasiconforme como un peso A,. La utilidad
de este resultado radica en un teorema de Coifman y Fefferman ([10]), que asegura que
los operadores de Calderon-Zygmund (como la transformada de Beurling) son acotados
en los espacios LP para w cualquier peso A,. Usaremos esto en el préoximo capitulo
cuando se quiera hallar el rango de invertibilidad de los operadores de Beltrami.

Corolario 2.3.1. Eziste una constante C(K) tal que si B C C es un disco y f es una
aplicacion K-cuasiconforme de C entonces

pC(K) (!f(BM)g

1 I F£\P m
E/B(W'Haf') < G =5 U8

para todo p € [1,1+ 1/k), donde k = g—ﬁ

cuasi-disco, es decir, la imagen de un disco por una aplicacion K-cuasiconforme del
plano.

La estimacion también vale si B es un
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Demostracion. Primero consideramos el caso en que B es un disco. Componiendo a f
con dilataciones, podemos suponer que |B| = |f(B)| = 1. Aplicamos ahora el corolario
2.2.1 a los conjuntos E; = {z € B:|0f(2)]* +|0f(2)|* >t} con t > 0, para obtener

B <t /E (0fP + [Bf[2) dm

< C'(K) / (0f — [BfP) dm

= C'(K)t7 | f(BY))
S O”(K)|Et|1/K,

donde se us6 que J(f) y ||Df||*> son comparables, con cotas que sélo dependen de K.
Despejando |E;| se sigue que

|Et’1_1/K S t‘lC”(K),
|Et‘ S C//(K)tK/(lfK)’

lo que vale trivialmente si |E;| = 0. De ahi que
[ osl+ Brydm <2 [ (of?+ B dm
B B
— 9p/2 /OO p tp/2*1|Et’ dt
0 2

oo 1
§2P/QC”(K)§/ P KIO=K) gy 2p/2§/ P21 ¢

2p/20//(K)p 2p/2
A+1/w)—p  (1+1/m) —p
pC(K)
T (1+1/k)—p’

pues

K p 1 1+1
K—1 2 2 D)

Eso completa la demostracion para el caso del disco. Si ahora B es un cuasidisco, el
resultado es inmediato pues por cuasi-simetria existe un disco B; 2 B tal que |B;| <
Co(K)|Bly |f(By)| < C5(K)|f(B)|. (Sino uso esto después lo borro) O

Teorema 12. Sea [ : C — C una aplicacion K —cuasiconforme, y seap € [2,1+1/k)
con k= (K —1)/(K+1). Si escribimos

w = |‘]f|1_p/2>

se tiene que w € Ay, con |wla, < pC(K)/(1+1/k—p).
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Demostracion. Sea B una bola y sea g = f~!. Se tiene entonces que
| Jg| = |det Df| = |det(Dgog™") | = [J 097",

luego w = |J, o g P Usando el corolario 2.3.1 para el cuasi-disco f(B), y que
Tyl = 10g]* — [9g]* < (|0g| + |dg|)? se prueba que

1 1
E/demzﬁ/;L]gOgl‘p/ZIdm

1 _
= 157 L Pl

1
= 31 [, 1ot dm

S fB) 1
~ 1Bl 1f(B)]J;

pC(K) !f( >\<|gof<B>|>g
=~ (+1/m)—p 1B /(B

_ pC(K) (|f<B>|)1"2’
(1+1/5)—p \ [B] |
Ademés, sip —2 > 1,

1 / ~1 1 / 2-1
— [ w i dm=— Ji|P* Y dm
3] /s 5]/,
_ pOK) <|f( >|>2
T (A+1/k)=(p-2)\ |B] ’
e igualmente, si p — 2 < 1, se obtiene de la desigualdad de Hélder que
wldm = — /|J |p/2 Ldm
\B!/ \BI
p/2—1 2—p/2
p/2—1 p/2 1 1%13
< g ([, Gy am) (1)
(If( )|)2
| B|

pC'(K) FB)\E
S<1+1/n>—<p—2>( B| )

para alguna constante C'(K) > C(K).

(!39\ +|9g])? dm

Y
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Se concluye entonces que

o ) (i o)
Wla, =sup | — [ wdm ) | — [ w  dm
= (5, B s

pC'(K) pC'(K)
T (1+1/k)—p 1+1/k)—(p—2)
pC'(K) pC'(K)
(1+1/k)—p 2
p(1+1/k)C'(K)?
- (A+1/k)-p
pC//<K)
~(1+1/k)=p’

como se queria demostrar.

<

37
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Capitulo 3

La ecuacion de Beltramai

3.1 Laconjugada armoénica y la transformada de Hilbert

La ecuacion de Beltrami se vincula con la ecuacién de conductividad a través del si-
guiente lema:

Lema 3.1.1. Supongamos que u € H*(D) es una solucidon a valores reales de la ecuacion
de conductividad (1). Entonces existe una funcion v € HY(D), unica salvo una cons-
tante, tal que f = u + v satisface la ecuacion de Beltrami R-lineal

donde . = (1 — 0)/(1 + o). Reciprocamente, si f € H'(D) es solucidn de (3.1) para
algin p a valores reales, entonces w = Re f yv = Im [ satisfacen

1
V-oVu=0y V.-=-Vv=0, (3.2)
o

donde o = (1 — p) /(1 + ).

Observemos que si 0 = 1 en D, es decir, si (1) es la ecuacion de Laplace, entonces
(3.1) pasa aser Of = 0. Esto es equivalente a pedir que f sea holomorfa. Se ve entonces
que el lema 3.1.1 generaliza un resultado conocido, que toda funciéon armoénica en C
admite una conjugada que la hace holomorfa. La demostracion es similar:

Demostracion. Sean w',w? € L*(D) tales que d,w' = d,w? (en sentido distribucional).
Considero sucesiones de funciones en C*°(ID) que converjan a éstas en L?(ID), en concreto

1 1 1
Wy, = W'k Py — W

2 2 2
w, = Wk pr/ym — w.

39
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Estas verifican entonces
Byw,, = (Dyw') * pyym,

axw»,% = (axwz) * pl/na

por lo que también cumplen d,w) = d,w?, ahora en sentido clasico en D, pues son
funciones de C°(D). Se sigue de esto que para cada n existe v, € C*(D) tal que
Vv, = (wl,w?); como los v, son integrables, se pueden tomar de integral 0. Es claro
que (Vv )nen es de Cauchy en L*(D), por la desigualdad de Poincaré se sigue que
(Un)nen también lo es. Existe entonces v € H'(D) tal que v, — v en H (D), y se sigue
que Vo = (w', w?).

Consideramos ahora el campo

w = (—00yu, 00,u),

que cumple, por la ecuacion (1), que d,w; = O,wy. Por lo anterior existe una funciéon
v € H'(D) tal que

0,0 = —00yu, (3.3)
Oyv = 00, u. (3.4
Tomando f = u + v se tiene que
af — %(axu 00+ i(0,0 + D) (3.5)
= %(1 — 0)(0yu + i0yu),
af — %&Eu 0,0+ i@ = Dyu) (3.6)

1
= 5(1 + 0)(0yu + i0,u),

es decir, f es solucion de (3.1). Sea ahora v € H'(D) tal que u + 70 también es
solucion de la ecuacion de Beltrami con = (1 — 0)/(1 + o). Se tiene entonces que
(u+iv) — (u+1iv) = i(v — v) debe serlo. Esto quiere decir, por (3.5) y (3.6), que

(1+p)dy(v—v) =0,
(1 + 1)0u(v —7) =0,
de donde se sigue (pues u > —1) que v y v difieren en una constante.
Para ver la reciproca, supongamos que f = u +iv € H*(D) es soluciéon de (3.1),
entonces por (3.5) v (3.6) tenemos que
Oy — Oyv = p(0yu + Oyv),
0, + Oyu = p(Oyu — Oyv).
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Se sigue que

1— 1-—

—'ué?xu = 0yv —'uﬁyu = —0,,

14+ p I+p

1 1

ﬂayv = Ou ﬂaxv = —0yu.
— 1 —p

Comoo=(1—pu)(14+p)y1l/o=(1+pu)/(1— u), se obtiene que u y v verifican (3.2)
por la identidad de las derivadas distribucionales cruzadas. O

De aqui en méas siempre se entenderd que p = (1 — 0)/(1 4+ o), es decir, 0 =
(1 —p)/(1+ p). También supondremos que o se extiende como 1 en C\ D, es decir, u
se extendera como 0. Por la acotacion inferior y superior de o se tiene que existe una
constante 0 < k < 1 tal que |u(z)| < K en casi todo z € C.

Si u € H'(D) es una solucion de (1), definiremos su o-conjugada armoénica como la
tinica funcion v € H'(D) con

/ vds =0
oD

tal que u+ iv verifica (3.1). Esta unicidad nos permite también definir (por ahora para
funciones a valores reales) la transformada de Hilbert correspondiente a la ecuacion,
H, : H/?2(0D) — HY?(dD), dada por

Hyu(ulop) = vlop
para toda solucién u de (1). Por conveniencia escribiremos a veces H,u = v.

Proposicién 3.1.2. Si L : H'/?(0D) — H'Y2(0D) es el operador promedio
1
Llulae) = L) = 3= [ wds

se tiene que
HyoH_ju=H_,oH,u=—u+ L(u). (3.7)

En particular, H_, = L — (H, + L)~ "

Demostracion. Dada u € H'(D) solucién de (1), llamo v a su o-conjugada armoénica y
f =wu+v. La funcién g = —i f satisface
Como su parte real es v y su parte imaginaria es —u, se sigue que

1

H_,v=—-u+— [ uds=—u+ L(u). (3.8)
2m oD
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Pero v = H,u, de modo que
HopoHuu=—u+ L(u),

como se querfa demostrar. El resultado para H,o#H_, se obtiene de esto reemplazando
fL POr — .
Por tltimo,

(Hy+ L) (L —H_p) :%ML""LQ —HH oy~ LH,
=04+L—(—1+L)-0
=1,

(L—Hp)(Hu+ L) = LHH+L2 —H yHy—H L
=04+L—-(—1+L)-0
=1.

Es decir, (H, + L)™' = L —H_,, lo que implica que H_, = L — (H, + L) O

La definicion de la transformada de Hilbert se puede extender para funciones a
valores complejos tomando

H(u+ i) = H,(u) + iH_ (). (3.9)

Es inmediato que esta definicion es R-lineal, y no hay mayor diferencia para probar
que verifica la proposicién 3.1.2. Definimos también un operador @, : HY/2(0D) —
H'2(0D) como

1

Proposicion 3.1.3. La aplicacidn g — Q,(9) — 1L(g) es una proyeccion en H'/?(OD).

Demostracion. Observemos primero que

Halig) = My (i(u + iv))
= —Hu(v) +iH_p(u)
— i(Ha(0) + Hou(w)
=iH_,(u+iv)
=i1H_,u(9)
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para cualquier funcién g € HY2(0Q). Luego H,iH, = iH_,H,, y usando (3.7) se
obtiene

1 . )
Q2 = Z([ - ZH#)([ - ZHM)
1
- Z_l(] - QZ.HM - H_NHM)

1 . 1
= 5([ —iMy,) - Z([ +H o My)
1

Se sigue que

(0 3) (0r-20)-ei - e

1
~L,
2

= QM —
como se queria demostrar. O
Lema 3.1.4. Sea g € HY?(0D). Son equivalentes:
a) La ecuacion (3.1) tiene una solucion f € H (D) tal que g = f|op.
b) Qu(g) es constante.

Demostracion. Supongamos primero que vale a). Si g = u + v, por la definicion de la
transformada de Hilbert y por (3.8) vale

Mo+ 0) = Hylw) + M (0)
=v— L(v) +i(—u+ L(u))
= (—i)(u+iv — L(u +iv))
= (=1)(g — L(9))-

Pero entonces

que es constante, como se queria demostrar.
Supongamos ahora que vale b). Es claro por la definicion de H,, que si u € HY?(0D)
toma valores reales, u + iH,(u) debe ser la traza de una solucion de la ecuacion (3.1).
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Por otro lado, como H,,(H_,(v)) = —v+ L(v), la funcion H_,(v) +i(—v) también debe
serlo. Como

g+ iH,(9) =u+iv+i(H,(u) +iH_,(v)) =
= [u+H,(w)] — [H-p(v) +i(=v)],

se sigue que g+iH,(g) debe ser traza de una solucién de (3.1) para toda g € HY/?(9D),
aunque g tome valores complejos. Como @,(g) es constante, lo mismo puede decirse de
g+ iH,(9) +2Q,(g9) = 2g, y luego también de g. Esto concluye la demostracion. [

Cerramos esta seccion demostrando que el mapa Dirichlet a Neumann determina
la transformada de Hilbert, como un primer resultado en el camino para recuperar la
conductividad:

Proposicion 3.1.5. El mapa Dirichlet a Neumann A, determina univocamente los
operadores H,, H_, y Ao-1.

Demostracion. Se proboé en la proposicion 3.1.2 que H,, determina H_, para funciones
a valores reales. Por la definicion (3.9), conocer H,(u) para u a valores reales también
determina tanto H, como H_, en todas las funciones a valores complejos.

Si se elige la orientacion positiva de D, y notamos por Jr a la derivada tangencial
(en sentido distribucional) sobre 0D de acuerdo a esa orientacion, vamos a probar que
para u € H'/2(0D) a valores reales se tiene

OrH,.(u) = Ay (u). (3.10)

Como —p = (1 — o7 ')/(1+ o71), esto implica también que OrH_,(u) = Ay-1(u), lo
que determina A,-1 pues es C-lineal. También es inmediato a partir de (3.10) que A,
determina H,,, pues si dos funciones de H2(9D) tienen la misma derivada tangencial
distribucional, difieren en una constante (y H, tiene integral 0).

Probemos entonces (3.10). Por la definicion de A,, para ¢ € C*®(D) se tiene (lla-
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mando nuevamente v a la o-conjugada armonica de u) que

(Ao (1), @lon) = / oV - Vi dm
D

_ /D (D0 00y u + Dyp 0Dy dm

— /D (Opp Oyv — Oygp Oyv) dm

— /D (—0y0uip v + 0200 v) dm +

+ /aD (Oup Hy(u)ve = Oy Hy(u)rn) ds

= Hu(w) V- (v, —14) ds
oD

= — H,(u) Orpds,
oD

donde v es la normal exterior, y en consecuencia (v, —14) es la tangente en sentido
horario. Se us6 integracion por partes, y las formulas (3.3-3.4). Esto concluye la
demostracion, porque toda funcion de C*°(9D) se puede a extender a una de C>*°(D). O

3.2 Rango de invertibilidad de S

Como es esperable, los operadores de Beltrami pueden emplearse para describir las
soluciones de la ecuacion (3.1). Tenemos por ejemplo:

Proposicién 3.2.1. Sea f € L} (C), A € C y sea 2 < p < co. Son equivalentes:

loc

a) f—Xz2e€ W'P(C) y f es solucion de (5.1). Ademds

z

F(z) = A2+ 0 (1) | (3.11)

b) Eziste g € LP(C), tal que

g = pnSg+

f(z) = Az + Pg(2).
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Demostracidn. Si vale b), es inmediato que g € LP(D), entonces f — Az € WP(C) y
por la proposicion 1.4.1 se tiene que

Of = 0Py
=9,

of =+ 0Pg
=+ 9g.

Se sigue entonces que
Of —pdf = g — px — pSg
=0,

es decir, que f es solucion de la ecuacion de Beltrami. El comportamiento asintotico es
inmediato por la proposicion 1.6.1.

Si ahora vale a), defino g = df = 9(f — A\z). Como f — Az € W'?(C) y ademés
O(f — A\z) = pdf tiene soporte en I, se puede aplicar el corolario 1.4.7:

Az + Pg(z) = Az + P(O(f — A\2))(2)
= f(2).
Ahora por la proposicion 1.4.5, se sigue que
Sg=S80(f —X2)) =0(f —\2) =0f — \.
Pero por (3.1), udf = Of, y se tiene
@Sy = pdf — px = af — p.
Es decir, g = uSg + p, como se queria demostrar. O]

Para decidir a qué espacios LP pertenecen las derivadas de una solucién, necesitamos
entonces estudiar la invertibilidad del operador I — uS. FEl resto de la seccion serd
destinado a probar el siguiente resultado de Astala, Iwaniec y Saksman |[7]:

Teorema 13. Sean py y ps funciones medibles a valores complejos tales que

(11 (2)] + [p2(2)| < &

para casi todo z € C, donde K es una constante 0 < k < 1. Sil+ kK <p <1+ 1/k,
entonces el operador de Beltrami

B=1-mS — S

es acotado e invertible en LP(C). Ademds, las normas de B y B~ sdlo dependen de k
y de p.
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Observemos que si se pudiera probar la conjetura 1.4.9, este resultado seria trivial,
pues se tendria que

1S + p2S)|ore < (lpal|oe + |lp2ll2o) ST oo rr <

1
Snmax{p—l,—} <
p—1

< 1.
La demostracion que presentaremos serd algo méas extensa y requerird un lema previo:

Lema 3.2.2. Sea p una funcion medible a valores complejos tal que |u(z)| < K para
casi todo z € C, donde 0 < k < 1. Si 14+ Kk <p < 1+1/k, entonces el operador I — S
estd acotado inferiomente en LP(C), es decir,

(I = pS)gllrie) = CollgllLr(c)
para toda g € LP(C). La contante depende de k y de p, pero no de .

Demostracion. Basta demostrar el resultado para las funciones g € C2°(C) con [ g = 0,
que son densas en LP(C) para todo 1 < p < oo. Esto es asi pues se pueden obtener
funciones en C2°(C) con integral 1 y norma p arbitrariamente chica. Si escribimos de
ahora en més h = g — uSg y w = Pg, por la proposicion 1.4.1 tenemos dw = ¢ y
Oow = Sg, y w satisface la ecuacion de Beltrami no homogénea

Ow = pdw + h.

Hay que probar, entonces, que ||0w||rsc) < C||h||1r(c)-

Si tomamos K = “:—:, existe una aplicacion K-cuasiconforme f : C — C que

satisface (teorema 8) 1
Of = pof. (3.12)
Ademsas, 2K /(K +1) < p < 2K/(K —1). Haciendo el cambio de variables
u=wo f
se calcula que

0w = (Quo f)Of + (Quo f)Oof (3.13)
= w(Ouo N0 + (Buo I
pow + h = p((Ouo f)Of + (Ouo f)Of) + h,
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de donde
h = 0w — pow

= (Buo f)If — u(duo f)Of

= (1= |u*)((Quo f)Of),
es decir

= — h
Se sigue de inmediato que
/ |(Ouo f)Of|Pdm < (1 — ,%2)_”/ |h|P dm. (3.14)
C C

Por otra parte, como J; = [0f|% — |0f| v |u(2)] < &, se sigue de (3.12) que

0f] < [0f]
0f < (1= w71

Si llamamos o = |0f o f~1P72, un cambio de variables muestra que

/ (Ouo fYBFP dm < / (@uo )OFI dm
C C

< (1—/-@2)1/ |OulP o Jpo f~1 Jp-1dm

C
=(1=r5" [ |OulP adm.
(1) / Bul? cvdm
Como
() = Jyo f <0 o P < (1= k) Wpo = (1— k2L (Jp)

se tiene que (Jp-1)'7P/2 es comparable con o = |9f o f71|P72 y por el teorema 12
a € Ay C A, para2 < p <14 1/k (esto es inmediato de la definicion de los pesos).
Para 1 + Kk < p < 2, se puede usar que a € A, si y solo si a1 € A, con pf
el conjugado de p. Asi, como (J—1)P/DEYE-D) = (] )1=P'/2 eg comparable con
a /=D v 2 < p/ < 1+ k, puedo usar nuevamente el teorema 12 para obtener que
a~ /=Y e Ay C A, concluyendo entonces que a € A, para todo 1+x < p < 1+1/k.
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Podemos aplicar ahora el teorema de Coifman y Fefferman como se anticipd en el
capitulo 2, obteniendo que la transformada de Beurling es acotada en el espacio LP(«).
En particular,

/|8u|padm§)\§/|5u|padm,
C C

pues S(gu) = Ou. La constante \, se puede tomar de manera que sea mayor que 1y
solo dependa de la norma A, de a. Luego

/\8u|p0zdm§ )\g/ |Ou|Pa dm
c C
=, [ [BuPiof o 52 dm
C
:Ag/ Fuo fIP|OfP2; dm
C

<X / (@ o £)OFP dm

at h|P d
< —2 .

Volviendo a (3.13),

[0w||Lo(cy < |[(Buo fIf|oic) + [|(Ouo [)Of||Lr(cy

1 1/p A 1/p
_ - P I . S P
<(1-#) (/C]h] dm> + T (/@yhy dm>

< Ckp l[h]|Lr(0)-
Esto concluye la demostracion. O

Demostracion del teorema. Es claro que el operador B es Lipschitz; veamos que de
hecho es bi-Lipschitz. Como

|(11Sg1 + p2Sg1) — (u1Sge + 12Sg2)| < K|Sg1 — Sgal,

podemos escribir (115914 12591) — (115 92+ 112592) = f1g,,,(Sg1—Sg2) con |g, g, < £
Luego g1 — go verifica

h= (g1 — 92) — tg1.:5(91 — 92)

con h = Bgy — Bgs. Por el lema, ||g1 — go||rr(c) < Crpllhl|rr(c)-
Siendo entonces B bi-Lipschitz, para ver que es invertible sélo hay que comprobar
que su imagen es densa en LP(C). Consideremos f € L*(C) N LP(C), y definamos el
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operador Bg = f + 1159 + 1,Sg. Como S es una isometria en L?*(C) (proposicion
1.4.8), B es una contraccion estricta:

[Bgr — Bga||r2(c) = [|t1S(91 — 92) + TS (91 — 92| 2(c)
< K|[S(91 — 92)l| 20
= kl|lg1 — 9ollr2(c)-

El teorema del punto fijo de Banach indica entonces que existe f; € L*(C) con §f~: f, es
decir Bf = f. Lafuncién f también pertenece a LP(C), pues || f||r(c) < Cupl|Bf]|Lr(c)-
Se concluye que L*(C) N L?(C) C B(LP(C)), y su densidad implica que B es invertible.

O

3.3 Funciones pseudo-analiticas

Ahora demostraremos una generalizacion del teorema de Liouville para funciones pseudo-
analiticas. De éste se sigue, por ejemplo, que no es posible que existan dos soluciones
distintas de la ecuacién de Beltrami con el mismo comportamiento asintotico (3.11).
La parte b) es una generalizacion del principio del argumento para estas funciones.

Proposicion 3.3.1. Sea Q C C acotado, sean F € WP(C) y ~v € LP (C) para algin

loc loc
p > 2, y supongamos que exriste alguna constante 0 < k < 1 tal que

[0F (2)| < kxa(2)|0F (2)| +7(2)| F(2)]. (3.15)
Entonces se verifica:
a) Si F(z) = 0 cuando |z| — oo y 7y tiene soporte compacto, entonces F(z) = 0.

b) Si para |z| suficientemente grande F(z) = Az + €(z)z, con A # 0 y e(z) — 0
cuando |z| — oo, entonces F se anula en erxactamente un punto zy € C.

Demostracion. Demostremos primero b). Si considero R > 0 tal que |e(z)| < |A|/2 para
|z] > R, es claro que F{;=g} no se anula y es homotopica a la identidad relativa a
C\ 0. Luego la curva {|z| = R} (orientada en sentido positivo) debe tener el mismo
indice con respecto a 0 que su imagen por F', o sea 1. Como F(B(0, R)) es simplemente
conexo (F es continua por estar en W,oF), debe ser 0 € F(B(0, R)). Esto demuestra
que existe zg € C tal que F(z9) = 0 (de hecho, el mismo argumento demuestra que F'
es sobreyectiva). Falta ver que es tnico.

Para esto escribimos (3.15) como

OF = v(2)0F + A(2)F,
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con |v(z)| < Ky |A(2)| < ~(z) para casi todo z € C. Como A € L} (C),si B = B(0,R)

entonces Axp € L"(C) para cualquier 1 < r < p. Por el teorema 13, se sigue que

(I —vS) Y (Axp) € L"(C) para todo 1 + x < r < p’ = min{p,1 +1/k}. Como vy

Axp tienen soporte compacto, (I —vS)"!(Axg) debe tenerlo. Podemos asegurar (por

el teorema 4) que la funcion n = P((I — vS)~'(Axg)) pertenece a W' (C) para todo

2 <r <p,y también (por la proposicion 1.6.1) que n(z) = O(1/z) cuando |z| — oc.
Esta funcion verifica, por la proposicién 1.4.1,

on —von = (I —vS) " (Axp) — vS((I — vS) " (Axas))
= (I —vS)((I —vS)"'(Axa))
= AxB.

Por otra parte, g = e7"F cumple

0g —vdg = e "OF — One™"F — v(e "OF — One "F)
= (OF — vOF)e™" — (On — vdn)e "F
=0

dentro del disco B. g también pertenece a VV;;((C), luego la ecuacion anterior indica
que es cuasiregular en B. Se sigue de esto (teorema 9) que existen una aplicacion
cuasiconforme 1 : B — B y una funcién holomorfa h : B — C tales que g = h o ¢;
ambas son continuas hasta el borde.

Como 7 es continua, e~ es homotopica a la funcién idénticamente 1, relativa a
C\ 0. Luego glj:j=r} es homotopica a la identidad relativa a C\ 0. También )" es
homotopica a la identidad relativa a {|z| = R}, luego hl{.j=r; debe serlo, relativa a
C\ 0. Por esto y el principio del argumento, el nimero de ceros de h en B(0, R) es

1 h 1 1
b (Z) dZ = — — dZ
21 Jop(o,r) M(2) 21t JnB0,R) #

1 1
S Zde
271 OB(O,R) #

=1,

donde se considero la orientacion positiva de 9B (0, R). Pero como h(y)(z)) = e ") F(z),
F no puede anularse en méas de un punto de B(0, R). R se puede tomar arbitrariamente
grande, lo que concluye la demostracion.

Para ver a), consideramos ahora un R que cumpla sop(y) C B(0, R). Entonces A
también tendrd soporte en B, y sera

on—von=A
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en todo C. Luego también
0g —vdg =0

en todo C, es decir que g es cuasiregular en C. Pero ny F son acotados (F' es continua),
luego g lo es, y podemos aplicar el teorema de Liouville a la funcion h entera tal que
g = h o1, donde ¥ es una aplicacion cuasiconforme en C. Esto prueba que g es
constante, y

F= 01677. (316)

Como n = O(1/z), F debe converger a C en el infinito, y por hipotesis debe ser
F=0. ]

Serd util mencionar un resultado parcial de la demostracion anterior de manera
independiente:

Corolario 3.3.2. Sea Q C C acotado, sea F € W,P(C)NL>(C), p > 2. Sean también
0<k<1ly~eLP(C) de soporte compacto. Si

BF()] < 5 xa(2)OF()| +2(2)|F(2)]
para cast todo z € C, entonces
F(z2) = Ce"?,
donde Cy es una constante y n € Co(C) (la clausura de C°(C) en L>(C)).

Demostracion. Esto no es mas que (3.16), si se aclara que € Cy(C) por ser continua
(estd en W (C) para algin 2 < r < p) y verificar n(z) = O(1/2). O



Capitulo 4

Soluciones complejas de la 6ptica
geométrica

4.1 Existencia

En esta secciéon probaremos la existencia de soluciones de (3.1) de la forma

fulz, k) = eikZMu(z, k), (4.1)
My(2 k) =140 G) (4.2)

para k fijo, cuando |z| — oo.

Proposicion 4.1.1. Supongamos que 2 < p < 1+1/k, que a € L>*(C) tiene soporte en
D y que |v| < kxp en casi todo punto. Definimos el operador K : LP(C) — W1?(C)
como

Kg= P(I —vS) ag).
Entonces I — K : LP(C) — LP(C) es invertible.

Observemos que I — S es invertible por el teorema 13. Ademas, como « vy v tienen
soporte en D, (I — vS)~!(ag) también debe tenerlo. La buena definicion y acotacion
de K se siguen entonces del teorema 4; ademéas es compacto por el teorema 5.

Demostracion. Por la alternativa de Fredholm, sélo hay que probar que I — K es in-
yectiva. Supongamos entonces que existe g € LP(C) al que (I — K)(g) = 0, es decir,

g=P ((I - Vg)_l(o@)) )

33
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De la proposiciéon 1.4.1 se sigue que
dg = (I —vS)™!(ag),
luego
59 — l/a_g = ag.

Como g € WHP(C) y g(z) = O(1/z) — 0, se verifican las hipotesis de la proposicion
3.3.1 (a), y debe ser g = 0. O

Con esto podemos proceder a demostrar el resultado anticipado.

Teorema 14. Para cada k € C y para cada 2 < p < 1+ 1/k, la ecuacion 3.1 admite
una tnica solucion f € WP(C) de la forma (4.1) tal que valga la formula asintética

loc
(4.2).
Es claro que para k = 0, esta solucion sera idénticamente 1; es decir, f,(z,0) = 1.

Demostracion. Primero haremos algunas cuentas formales. Si se escribe

fulz, k) = (1 +n(2)),

se tiene que

9fu(2) = n(2)0fu(z) = *0n(2) — p(2)(iket= (1 +n(2)) + e=0n(z)) .
= e*2 On(2) + iku(2)e ™™ +iku(2)e"* n(z) — p(z)e ™ on.

Dividiendo por ¢** (que no se anula), la ecuacion de Beltrami se puede escribir como

577(2,) + iEu(Z>e—i(kz+EE) + %M(z>e—z‘(kz+ﬁz) _77(2) _ M<Z)€—i(kz+Ez) on =0,

es decir,
I — e_pudn = o + a, (4.3)
(I — e_xuS)(On) = an + a,
donde «a(z) = —ike_j(2)u(z). Recordemos que e_; se definié en (1.11). Ahora, si
consideramos K como en la proposicion anterior (con v = e_u), se tiene que
n=P(I —vS)™ (a7 + axp) = K(n+ xp), (4.4)
n=(I—K)"(K(xp)). (4.5)

Como K(xp) € LP(C) e I — K es invertible, se puede definir n € LP(C) a partir de esta
tltima expresion. Como n = K(n + xp), es ademéas n € W1?(C); esto justifica el uso
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de las proposiciones 1.4.1 y 1.4.5 al desandar rigurosamente las cuentas anteriores. Se
obtiene que f, es efectivamente solucion de (3.1). Ademas, por (4.4) y la proposicion

1.6.1, vale
1
i =0(3).

que era el comportamiento asintotico deseado.
Veamos la unicidad. La ecuacién (4.3) puede reescribirse en términos de M, =
fue™** =n+1 como

OM,, — pe_,OM, = aM,,. (4.6)

: ks : 1,p 1 2 1 _ 2 1p :
Si existieran dos soluciones en W;*(C), f, v fi, entonces M, — M7 € W' deberfa

ser una solucion de (4.6) que tendiera a 0 en el infinito. Por la proposiciéon (3.3.1.(a)),
debe ser M), = M. O

Proposicion 4.1.2. Para todo k, z € C,
M, (z, k

Re <W) > 0.

Demostracion. Como se indico en (4.6), la ecuacién de Beltrami implica para M, que
5Mu — ue_ka—lwu = —iE,ue_km.
Naturalmente, para M_, vale
OM_,, + pe_yOM_,, = ikpe_ 1 .M_,.

Como 4 tiene soporte compacto, se sigue del corolario 3.3.2 y de My, —1 = O(1/2)
que para cada k € C existen 0, (-, k),n_(-, k) € Cy(C) tales que

Ma (2, k) = em+=h), (4.7)

Esto no se anula, asi que el cociente M, /M_, esta bien definido. Como 14 (-, k) € Cy(C),
lim, o My, (2, k) =1, y la parte real de dicho cociente debe ser positiva en algin punto.

Supongamos que no lo fuera siempre; por la continuidad de M., debe haber un
2o € C donde se anule, es decir,

MN(’Z()? k) = ’L'tM,N<Zo, k)

para algin t € R\ {0}. Considero entonces la funcion gy(z) = M, (2, k) — itM_,(z, k),
que verifica

gy = OM,, — itdM_,,
= pe_xOM,, — ikpe_ .M, — it(—pe_rOM_, + ikpe_ . M_,,)
= —ikpe_x(M, + itM_,) + pe_x(OM, + itoM_,)
= —ikpe_ygx + pe_xdgs.
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Nuevamente estoy en las hipotesis del corolario 3.3.2, de donde
g(2) = Ce?),

Como gi(z0) = 0, debe ser C =0y gp = 0. Pero gx(z) — 1 — it cuando z — oo, por
el comportamiento asintotico de My,. Esta contradiccion indica que Re(M,/M_,) >0
para todo z, y para todo k. O

4.2 Ecuaciones para o;

Estudiaremos ahora las derivadas con respecto a k de las soluciones complejas de la
Optica geométrica. Para empezar, como

pd(exM,,) = —ikpe .M, + pe_r0M,,
la ecuacion (4.6) se puede reescribir como
OM,, = pud(exM,,). (4.8)

Encontrar una soluciéon compleja de la 6ptica geométrica serd equivalente a encontrar
M, que verifique esto y M, —1 € W?(C).
Introducimos ahora el operador R-lineal L, : WL?(C) — W'?(C), dado por

loc
L,g = P(pd(e 7).
Es claro que esta bien definido y es acotado por el teorema 4.
Proposicion 4.2.1. Sip > 2, para g € Wlif((C) son equivalentes:
a) (I —Ly)g=1
b) 0g = pd(erg) y g— 1€ W(C).

Demostracion. Supongo primero que vale (b), entonces

L,g = P(ud(e_xg)) = P(ud(erg)) = P(ud(erg)) = P(dg) = P(0(g — 1)) =g — 1,

pues g — 1 € W'(C) y d(g — 1) = 0g = pud(erg) tiene soporte en D (corolario 1.4.7).
Se probo6 que (I — L,)g = 1.

Ahora asumo que vale (a). Es claro que g —1 = L,g € W?(C). Por la proposiciéon
1.4.1,

dg = 0L, = OP(ud(erg)) = pd(exg),

como se queria demostrar. O
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Nuestra principal herramienta en esta seccion sera

Teorema 15. Sea p € L®°(C) que se anula afuera de un dominio Q) acotado y verifica
l|ttl|oo < k < 1. Para k € C fijo, se tiene que si 2 < p < 1+ 1/k entonces el operador

I—L,:W"C,QeC— WHCQeC
es acotado e invertible.
Demostracion. Es claro que la aplicacion
WP(C,Q) @ C — LP(Q)
g — pd(e_rg)

es acotada, al igual que P : LP(Q2) — WP(C,Q) (teorema 4 y proposicion 1.4.1) y la
inclusion

Wie(C,Q) — W(C,Q) @ C.

Asi, L, es acotada, y también I — L,. Como WP(C, Q) @ C es de Banach, solo queda
probar que I — L, es biyectiva.
Supongamos que

(I = Ly)(g+Co) =h+Cy (4.9)
para g,h € WH(C,Q) y Cy, C} constantes. Entonces
g—h—Lu<g+Oo) 201—00.

Pero L,(g + Cy) € W'?(C), al igual que g y h, y debe ser C; = Cj. Derivando con
respecto a z obtengo
Oh = 0g — 0L,(g + Cy)
= 99 — pd(e_4g) — pd(e_Co)
= 0g + ikpe_g — pe_0g + ikpe_,Co
= 0g + ikpe_g — pe_S(0g) + ikpe_xCo
= (I — pe_S)(Dg) + ikpe_ig + ikpe_Co.

Si llamo o = —ikpe_;, v v = pe_y, puedo usar el teorema 13 para obtener

(I —vS) ™ (0h) =9dg — (I —vS) Yag + aCy),
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y, en la notaciéon de la proposicion 4.1.1,

P((I —vS)™'9h] + K(Coxa) = P(dg) — Kg,
P[(I — vS)™'9h] + K(Coxa) = (I — K)g,
pues g,h € WHP(C,Q). El término de la izquierda estd en LP(C) para cada h €
WP(C,Q) y para cada Cy € C, luego por la proposicion 4.1.1 existe una tnica g €
W1P(C) que verifica la ecuacion. La inyectividad de I — L, es inmediata de esto. Para

ver la sobreyectividad hay que probar que esta g efectivamente cumple (4.9), lo que es
inmediato observando las cuentas anteriores; y que dg € LP(£2), lo que se sigue de

dg— (I —vS) H(ag) =0 — K)g
OP[(I — v8)~'dh] — DK (Coxe)
= (I =v8)"'0h — (I = vS) H(aCy),

pues todos los demas términos se anulan afuera de Q. O

Se trabajara més frecuentemente con el operador Li, que verifica la formula conve-
niente

L2g = L,(P(ud(e_x9)))
= P(ud(e_P(1d(e—x7))))
= P(ud(e_xP(ud(e_x7))))
= P(ud(e_, P(10(e_19))))
= P(ud(e_xP(ud(exg))))
= P(ud(e_P(i k ey, g + perdg)))
= P(ud(e_P(ik puex g + peydg)))
= P(pd(0 + k)~ (u(d + ik)g)), (4.10)

donde
(0 +1ik)"'g = e_rP(exg)
para cada g € LP(§2). Observar que en efecto
(0+ik)(0+ik) " g = 0(e_xP(erg)) + ike_iP(erg)
= —ike_P(erg) + ike_P(erg) + e_rOP(exg)

= €_kCkyg

Se empled la proposiciéon 1.5.2. Sobre LZ tenemos el siguiente resultado importante:
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Corolario 4.2.2. El operador I — L, es invertible en W'?(C,Q) @ C.

Demostracion. Como L, = —L_,, se tiene (I — L>) = (I = L,)(I + L,) = (I — L,)(I —
L_,),y por el teorema debe ser invertible. a

Volvamos de ahora en mas a {2 = D y procedamos entonces a estudiar las derivadas
con respecto a k. Se obtiene (de manera similar a [15, Lema 2.2|)

Lema 4.2.3. Sea p > 2, entonces la aplicacion k — ,u5(3 + k)™ es continuamente
diferenciable en C. Ademds, si noto a las derivadas por Dy y Dy, entonces
k -
Del)g() = a7 [ entw = 2)glw) dm(w) = ~Eg(K)e-n(2)
C

w—z

Dublgte) == (£ [[entw 2= gty dmtw) + £ [ entw = ) 22 gt dmw)).

T w—Zz T w—Z)

Demostracion. Empecemos por definir los operadores:
T2 : LP(D) — LP(D)
g — exg,

TP W (C) — WP (D)
9 — (e-x9)Ip,

T¢: W (D) — LP(D)
gr— ,ugg.
Se tiene entonces que pd(0 + ik)~' = T¢TP PT¢. Vamos a probar que cada una de
estas familias de operadores es diferenciable como funciéon de k.

Empecemos por T}; queremos probar que 0yT¢(g)(2) = izexg y que O:T¢(g9)(2) =
1Z exg, es decir que

extng — erg — iz epgh — iZ exgh

— 0
h LP(D)— LP (D)
como operador en g. Escrito de otra manera,
|engmaomiaghzBack)) o g,
h p(D)

con Cj, — 0 cuando h — 0. Ahora, como

8k:<€k) = izek,

85(616) = 17616,
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se tiene que

e(kth) — ex — (izeph + iZeh)
h

converge a () uniformemente en z € . Puedo tomar entonces

e(k+n) — €k — (izeph + iZegh)
h

Ch =

L (D)

Pasemos a T¢. En este caso debera valer ,T7(g)(2) = —ize_rg v O:170(g)(2) =
—ize_rg. Es claro al igual que antes que

€_(k+h)g — €—kg + 1z e_pgh +1iz e_rgh
h

< Cullgller@) < Cullgllwrrc),
Lr(D)

pero como estos operadores llegan a W ?(ID) debemos también probar la acotacion para
las derivadas 0, y 0s. Es decir, para

e_r [—i(k + h)e_j, — (—ik) + ih + iz(—ik)h + iZ(—ik)h] g + e_x [e_p — 1 + iz h +iZ h] D.g

h Lr(D) ’
e_y [—i(k+ h)e_p, — (—ik) +iz(—ik)h + ih +iZ(—ik)h] g +e_j[e_p, — 1 + iz h + iz h] =g
h Lr(D)
Ahora, tenemos
Ok(—ike_) = —ie_j, — kze_y,
Op(—tke_y) = —kZe_y,
8k(—z%e_k) == —EZG_k,
OE(—Z'Ee_k) = —ie_, — kZe_y,

de donde se sigue que las expresiones

ey [—i(k+ h)e_, — (—ik) — (—ih — zkh — Zkh)]
h

e_y [—i(k +h)e_, — (—ik) — (—zkh — ih — Zkh)]
h
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tienden a 0 cuando h — 0, uniformemente en z € . Puedo entonces realizar la
acotacion

€_(k+h)g — €—rg + 1z e_pgh +1iz e_rgh
h

Wip(D)
< Ch (llgllze@) + 110:9!lo@) + 1029]| o)) + Chllgl| o)
< C;L/HgHWl’p(D)’

donde
o | = [—i(k + h)e_y — (—ik) — (—ih — zkh — Zkh)] N
h Loo(D)
= [—i(k 4+ h)e_p, — (—ik) — (—zkh — ih — Zkh)]
h Lo (D)

Asi C}/ = 0 cuando h — 0.

Finalmente, como 7°¢ y P no dependen de k sus derivadas son trivialmente 0. Se
observa que todas las derivadas obtenidas son continuas como funciones de &, de donde
la familia de operadores a estudiar es continuamente diferenciable. Calculemos ahora
sus derivadas:

oI TV PTP)g) = (1° 0T) PTE + T°T0 P 9,T¢)(9)
= pd(—ize_1.P(erg)) + po(e_x Pliwerg))
= —pzke_P(erg) — ipze_1S(exg) + pke_i P(werg) + ipe_1.S(Werg)
= pke_yP((w — 2)erg) + ipe_S((w — 2)erg),
O(TTYPTEg) = (T° 0TL PT2 + T TV P :T2)(9)
= pd(—ize_y P(erg)) + pd(e_y P(iwerg))
= —ipe_pP(erg) — pzk e_p Plerg) — ipZe_1S(erg) + pke_i P(weyg)+
+ ipe_1S(werg)
= —ipe_P(erg) + pke x P((w — 2)exg) + ipe_S((w — 2)erg)
= pke_yP((w — 2)exg).

Esto concluye la demostracion. O

Por este lema y (4.10), se observa que k — Li es un operador C*, cuyo conjunto de
llegada son a su vez los operadores de W'?(C,Q) @ C — WP(C,Q) & C. Si definimos
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la amplitud de dispersion correspondiente a g como

1
tulgs k) - = ;/Du@(ekg) dm,

1
=— / w(ikerg + ex0g) dm
T Jp

= %/Duek@%—ik)gdm
= (u(0 +ik)g) (k),

se obtiene concretamente que

0Ly (9) = P(Op(nd(0 +ik)™") ((0 + ik)g))
= P(—pk(p(0 + ik)g) (k)e—)
= —it,(g; k) P(ude_y,) (4.11)
para cada g € WP(C, Q) & C.
Volviendo a M, la proposicion 4.2.1 indica que
(I + L#)(I - Lu)(Mu) = (I + L#)(l)
(I — L) (M) =1+ P(pde_y) (4.12)
M, = (I = L2)"'(1 + P(ude_y)).
Dado que L2 y e_j son C'' como funciones de k, se sigue que k — M,(-, k) € W'?(C, Q)@
C también lo es. Como p > 2 sabemos que la inclusion W*(C) — Cy(C) es acotada,
luego se tiene en particular que para cualquier z € C fijo la funcién M), (z, -) es contin-
uamente diferenciable. B
Por (4.8), M,(-,k) es holomorfa en C \ D para cada k. Ademéas, M,(-,k) — 1 €

WhP(C), luego es acotada, y un razonamiento similar al que se emple6 en la proposicion
1.6.1 nos permite obtener para cada k € C el desarrollo

M, (2, k) =1+ ibn(k)z”, (4.13)

si|z| > 1, con (b,)nen acotados.

Proposicion 4.2.4. Para cada k € C, by(k) = t,(M,; k).

Demostracion. Consideramos para k fijo la funcion f(z) = (M,(z, k) — 1)z —bi(k), que
verifica para |z| > 1

f(z) = Z bpi1z "
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Por la acotaciéon de los coeficientes, |f(z)| = O(1/|z]) cuando |z| = oo, y como (M, —
1) € LP(C) se sigue de inmediato de la definicion que f € LP(C). Ademas, por (4.8),

Of = OM,,z = pnd(exM,)z € LP(D).
Estamos en las hipotesis del corolario 1.4.7, por lo que P(9f) = f. Es decir,

(M, (2,k) — 1)z — by (k) = P(OM,,(z,k)2)
= pdE ML R |

™ w—z

Evaluando en z = 0,
—by(k) = (M,(0,k) —1)0 — by (k)
= P(OM,(z,k)z)(0)
L [ e RN 4,

T w
1 -
= ——/,u@(ekMu) dm
T Jp
= _tM(MM’ k)a
pues j es real. O
Si definimos las funciones
1
F+ = §<MM + M—u)a
z’e,k —_—
Fo=—= (M, — M),

entonces (4.12) implica (como L? , = L?)
(1—12)(F.) = 1.
Derivando respecto a k y usando (4.11),
iTu (k) P(ude_i) + (I — L2)(05F) =0, (4.14)
donde el coeficiente de dispersion 7, (k) esta dado por
(k) = tu(Fis k) = tu(Mys k) =t (M_ys; k).

Ty
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Teorema 16. Para cada z € C, las funciones k — Fy(z, k) son continuamente dife-
renciables, y verifican

OpF (2 k) = Tu(k)e_n(2) P (=, F),

OF_(2,k) = 1u(k)e_i(2) Fy (2, k).

Demostracion. La diferenciabilidad es inmediata pues vale para My,. Siahora restamos
a (4.12) aplicada a M,, la misma ecuacion aplicada a M_,, se obtiene

(I = L2)(M,) — (I — L2,)(M_,) = 1+ P(jide_y) — (1 + P(~pde_))
(I — L) (M, — M_,) = 2P(ude_y)
20— —
(I—17) (—ZF) = 2P (pde_y)
€L
(I — LZ) (e_xF_) = —iP(pude_y).
Se us6 que Li = LQ_M y que son C-lineales. Multiplicando ambos términos por 7,(k) se
sigue de (4.14) que

(I = 12) (ru(k)e ") = (I — L2)(9Fy).

La primera parte del teorema se sigue entonces del corolario 4.2.2.
Por la proposicion 4.2.1

1 1 1
Fy = é(Mu + M) =1+ §LM(MM) + EL—M(M—,U)
1 —
=1+ §LM(M# —M_,) =1+ L,(ie_rF_)
=1—iP(uoF.),
ie_p ey,

o= L - ) = L 00) - T,00,)

2

. 1 ‘
— Ze_kLu (§(MN + M_N)) = Ze_kLM<F+)

= ie_P(ud(e-Fy)) = ie_x P(ud(erFy)).

Derivando la segunda ecuacion con respecto a k se obtiene
OF =Ze y P(ud(erFy)) +ie_p P(ud(izerFy)) + ie_y P(ud(er0Fy))

1 / p(w)(en Fy) (w) | / ()T e P ) (w)
C C

= —Ee,k(z)7T dm(w) + e,k(z); +

w—7z

e Po(e0gF) = e-n(2)7 [ p0(enF.) dm +ie_ PludleidF)
— ey (k)(1+ P(uOT)) = e_4m, (KT,

por la primera parte del teorema. O
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Volviendo a las soluciones complejas de la dptica geométrica, podemos considerar

1 .
hy:= §(fu + o) =M Fy, (4.15)
_
2

En estos términos, el teorema anterior dice que

hei=—(f— f) =e"F_. (4.16)

Ochy = 1,h_, (4.17)
Oh_ = T1,h. (4.18)

Lo notorio de estas ecuaciones es que el coeficiente 7, no depende de z.

4.3 Crecimiento subexponencial

Como muestran las ecuaciones (4.1) y (4.7), las soluciones complejas de la Optica ge-
ométrica se pueden escribir en forma exponencial. En esta secciéon analizaremos este
resultado en detalle. Necesitaremos estudiar la ecuacion de Beltrami con coeficientes
complejos A\, donde A € 0Dy u= (1 —0)/(1 + o). El teorema 14 sigue siendo valido
con exactamente la misma demostracion. Es decir, podemos asegurar que existe una
tinica fy, € W,2?(C) tal que

loc
Pty = (140 (1))

gf)\u - Aﬂaf)\;r

Lema 4.3.1. La funcion [y, se puede escribir en la forma
f/\p(za k’) _ 6ikgo,\(z,k)’
donde para cada k € C\ {0} y A € 9D, la funcion pr(-, k) : C — C es una aplicacion

cuasiconforme que satisface

z

or(z k) = 2+ O (1) (4.19)

Bor(z.K) = — (=) e-x 0 2) (2, MBI (2, ) (4.20)

para todo z € C.
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Demostracion. El parametro k estd fijo, por lo que podemos ignorarlo en la notacién.
Llamamos

0
(@) =Ml He
entonces
Ofru = 110 fr,- (4.21)

Por otro lado, es facil demostrar que existe un tnico homeomorfismo cuasiconforme
o\ € HL.(C) tal que

59@ = (110

oa(z) =2 +0 <1> .

z
Por el teorema 9, cualquier solucion de (4.21) se puede obtener de ¢, como
fou(z) = hopa(2),
donde h es una funcién entera. Pero

hopa(z) _ fulz) _ e™(1+0(3))
eikSOA(Z) o eik’<ﬂ>\(z) o eik(z-{—O(%))

tiene limite 1 cuando z — co. Como @, es un homeomorfismo, h(z)e~** debe ser
también acotada y, por lo tanto, constante. Es decir,

w(z) = o),
Ademés,
Ofau = ike™ Dy,
M1 oy = —idpke P2 Dy,
Como Efw = Aum, se concluye que

_ Eooo .
Dy = _/\MEG—Z(karkw) GEN
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Lo que dice este lema es que tras un cambio de coordenadas cuasiconforme las
soluciones complejas de la dptica geométrica no son méas que funciones exponenciales.
El objetivo fundamental de lo que queda de este capitulo serd demostrar

Teorema 17. Sea ¢y € H} (C) solucion de (4.19-4.20). Entonces cuando k — oo,

loc
ox(z, k) = =

uniformemente en z € C y A € 0D.
Separaremos la demostracion en varios lemas.

Lema 4.3.2. Sea ¢ > 0. Si S; : L*(C) — L*(C) son operadores mulltiplicadores de
Fourier, cada uno con un simbolo unimodular, y

entonces existe un numero R, = R,(u,¢€) tal que

11a(€)] < € para |€] > R,

Demostracion. Podemos suponer que A = 1. Sabemos que

—_

5;9(&) = m;(€)g(&),
con |m;| = 1. Como la transformada de Fourier es una isometria en L?(C), se sigue

que cada S; también lo es. Luego

[ fallezc) < il |SnpSn—1 . pS1ul L2 (c)
= |1l oo (o) || #Sn—1 8. pS1 18| L2 ()
<
< |l () l1S144l| 22 ()
= ||M||Eoo(<c>’|ﬂ’|L2(<C)
< /in+1‘D|1/2
= T

Comenzamos por elegir p, tal que

/ 71]* dm < €.
&> pn

A continuacion elegimos inductivamente p,, 1, pp_o, ..., p1 tales que para 1 <1 <n —1

-2
62 -
|al? dm < — ™|
/§|>ﬂl T H ’

j=l+1
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Todo esto es posible pues 1 € L?(C). Finalmente, como p € L'(C), la proposicion 1.2.1
nos permite elegir py tal que
()] < em™™ (H P;)
siempre que [£] > po.
Definimos entonces R,, = Z?:O pj. Si |€] > R,, vale (por la proposiciéon 1.2.4)

FO1 = Sufoc (] = 21 SF(@)] < [ 7(€ = wIIFC )] dm
- / A — )| |Foma ()] dimin) + / A — )| [Fosa ()] dimin).
[E—n|<pn |€—n|>pn

Pero si [€ — n| < p, entonces |n| > |£] — pn > Z;.:& pj. Si notamos

semn e S

se tiene que

B s A& =) [ Faa ()] din A& = )| | fas(n)| dm
</|Ml<pn|u(£ M fa-1(n)] (n)+An|>pn|M(g D | o (n)] dm(n)

2
</ m(g—n)mn_ldmmw(/ |ﬁ(n)|2dm(n)> ol
[€=nl<pn Iml2pn

1/2
< lallzze) Aoy mz+(/| | |ﬁ<n>|zdm<n>) nallzee,
772,071

1/2
< rpuB s+ A (w [ o dm<n>)
‘77|Zﬂn

para cada n € N (si consideramos fy := p). Iterando esta desigualdad, se concluye que
n 1/2
(H m) Ao+ & Z ( 11 m) (W/ !ﬁ(n)!2dm(n)) 7
=1 \j=I+1 [n|>p1
donde el productorio sobre un conjunto vacio se consira 1. Por como se eligieron los p;,
A, < (n+1)k"e

Esto concluye la demostracion. O]
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Antes de demostrar el teorema 17, serd necesario probar un resultado similar para
una ecuacion lineal:

Proposicion 4.3.3. Sea ¢ € H},.(C) tal que

oY = /\%ue_;ﬁ@/), (4.22)

W(z) = 240 G) | (4.23)

Entonces ¥(z,k) — z cuando k — oo, uniformemente en z € C y A € dD.

La solucion de (4.22-4.23) pertenece a VV&?(C) para algin p > 2, luego es tnica por
la proposicion 3.3.1.a. Observemos ahora que por (1.25) podemos considerar ¢, > 0 tal
que K||S||r—rr < 1 para todo 2 —d,, < p <2+ J,. Con esta notacion se tiene

Lema 4.3.4. Sea ¢ € Hy, (C) la tnica solucion de (4.22-4.23) y sea € > 0. Se puede
descomponer O como O = g+ h donde

(i) |h(-,k)||Lr(c) < € para todo k € C y para todo 2 — 6, < p < 240,
(ii) ||g(-, k)||r(c) < Co = Co(k) para todo k € C,

(i1i) g(-, k) — 0 cuando k — oo, uniformemente sobre todo compacto y uniformemente
en A € JD.

La transformada de Fourier en (iii) es solo con respecto a la primera variable.

[k "k
Z()\Eue_kS) ()\Eue_k)

n=0

Demostracion. La serie

define una funcion en LP(D), pues

o0 7 n E o

que converge dado que ||S||r—rr < 1. La solucion de (4.22-4.23) estara dada por

w =P (Z <)\%,LL€_]€S> (/\%,Ue_k)> + z,
n=0
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que claramente esta en H. (C). El comportamiento asintotico se sigue de la proposicion
1.6.1. Como ¢ — z € WHP(C),

S(00) =50 —2) =0 —2) = 0 — 1.
Cumple entonces (4.22), porque

k k ~ k
/\E,ue_kﬂw = )\Eue_kS(aib) + )\E,ue_k

k ~ (. k s k
= ()\%ue_kS) 0 (P (Z <)\%M€_kS) ()\Eue_k>> + z) + AE/w_k

n=0

% < /% "k k
= ()\Eue_kS) (Z ()\E,ue_k5> (/\E,ue_k>> + /\Eue_k

n=0
= /% g %
= ; ()\Eue_kS) ()\E,ue_k> + )\E,ue_k
(. k "k
= . <)\Euek5> ()\%uek>
= 0.

Tomaremos la funcién h como

3

[k "k
h = Z (/\E,ue_k5> ()\Eue_k),
n=ng

que verifica

12l eey < ) (KlIS| | ospw)™ m' /P

n=ng
_ oy ElSH o)™
1 —&[[S||zr—Lr

Basta elegir ng suficientemente grande para que valga (i), uniformemente en k. Es claro

que la parte restante,
no—1 , =+ n o, -
k k
g9=> (Ague_k5> (Ague_k),

n=0

cumple (ii), con

no—1 n
Co = Z ( sup Ii||SHLp_>Lp) kP,

2_(5n SPSQ"F&N

n=0
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Falta probar (iii). Para esto observemos que si se define el operador Sy como

Sko = epS(e_r9),

entonces, por la proposicion 1.4.10,

(Sk@) (§) = (erS(er9))TE) = (S(e—k0))(E + K)

~

=m(§+k)(e_xd) (€ + k) = m(€+ k)p(€)

para toda ¢ € C1(C), donde m (&) = /€. Es decir, que S, es un operador multiplicador
de Fourier con simbolo m(- + k). Por la definicién,

(pe_kS)" pe_r = (pe_pS)" " pe_o Sk
= (e S)" " pe_g Sap 1St

= 6—(n+1)kMSnkM5(n—1)k~-MSkM,
de donde
no E n
9= Z ()\E> (Ne—ks)n_l (ne—r)

n=1

no E n
= Z (A%) C—nklS(n—1)kfb--- [tk
n=1
o
- Z e—nan
n=1

con G,, = (A%) IS n—1)k (A%) [h.. (A%) 1Sk (A%) i. Por el lema 4.3.2, |é;(§)| <€
para todo n si || > R = max;<,, R;. R no depende de \. Se tiene

no

96 k) = (e-mGn)T§)

n=1
no P
= Gu(& —nk).
n=1
Para cualquier compacto K, podemos elegir |k| suficientemente grande tal que valga
Ky — jk CC\ B(0,R) para cada 1 < j < ng. Bajo estas condiciones,

sup [9(&, k)| < noe,
§eKo

lo que concluye la demostracion. O]
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Demostracion de la proposicion. Probaremos primero que cuando k — oo, 0 — 0
débilmente en LP(C), para todo 2 — 6, < p < 2+ J,. Fijamos para esto f € C*(C)
(a valores reales) y elegimos ¢ > 0. Usando la descomposicion del lema 4.3.4 y la
proposicion 1.2.3 (g(-, k) y f son funciones de L*(C)),

/@ DU, k) F(€) dm(f)' <

[ emre dm(f)‘ "

/@ g€, ) 1(€) dm(f)’

~

< G o 1 ey + \ [ e 07E dme)

< Ml + | [ ate DT ance)|

Comenzamos por elegir un R tal que
[ Af@pdme <
C\B(0,R)

lo que puede hacerse dado que f € L2(C). A continuacion se elige un |k| suficientemente
grande para que [g(§, k)| < ¢/(/7R) para todo & € B(0, R). Bajo esas condiciones,

‘ | Feten dm(ﬁ)‘

<

/B o f@aen dm<5>‘ "

/ o TR dm@)\

€ - - 1/2 1/2
d 2d G(E k)2 d

< o @l ([ (ferame) ([ e sFme)

§€||J?|’L2(<C)+€Co

<eC(f).

Aunque se pidi6 que f perteneciera a C°(C) en vez de a LP'(C), esto alcanza para
asegurar la convergencia débil pues |[0¢(-, k)||rr(c) estd acotada independientemente
de k. Ninguna de las cotas obtenidas depende de A, de modo que para cada f € LY"/(C)7

sup
AEOD

/(ng(f,k)f(f) dm(f)' — 0 cuando |k| — oo.

Para probar la convergencia uniforme recordemos que

U(z, k) = P(O) (2, k) + 2 (4.24)

=z — 1 /D Ip(w, k) dm(w),

™ w—z
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porque el soporte de 9¢ esta en el disco. Ademés, yp(w)/(w — z) € LY(C) para cada
q < 2y cada z € C, de modo que la convergencia débil de ¢ en L7 (C) (para ¢
suficientemente cercano a 2) nos da

¥(z,k) = z cuando k — oo, (4.25)

para cada z € C fijo, pero uniformemente en A € dD. Por otro lado, tenemos que

[z, k) — 2| < %HXD(')/(' = 2)lza@ 0%, Bl L )

< C o)/ = Dlaace

<€

para |z| suficientemente grande, uniformemente en k£ y A\. Por (4.24) y el teorema 3, se
tiene que

(21, k) = (20, k)] < [21 = 20| + |00 (- B) || L | 21 — 22|
< |z1 — 22| + C(K) |21 — z2|1*2/q/.

Es decir que la familia {¢)(-,k) : k € C, X\ € D} es uniformemente equicontinua.

Dado € > 0, empezamos entonces por elegir R > 0 tal que |1)(z, k) —z| < € para todo
ky todo A, si |z] > R. Fijamos luego un 0 < § < € para que |(z1, k) — (29, k)| < €
siempre que |z; — 23| < 4, sin importar cudles sean k y A. Esto puede hacerse por
la equicontinuidad. Ahora, la compacidad de B[0, R| me permite elegir {y1,...,y,} C
B0, R] tales que cada punto de dicho disco se halle a distancia menor que § de algtn y;.
Finalmente, por (4.25) puedo tomar K > 0 tal que si |k| > K entonces |[¢(y;, k) —y;| < €
para todo A € dD y para todo 1 < ¢ < n. Vale entonces, si se toma un y; apropiado,
que siempre que |k| > Ky |z| < R,

(2, k) = 2| < [(2, k) — ¥y, k)| + [y, k) — yil + |yi — ]|
< 3e,

al igual que para |z| > R. Nuevamente estas acotaciones no dependen de \. Esto
prueba la convergencia uniforme. O]

Usaremos de ahora en més la notacion

Y= {g € H..(C):0g =vdg,|v| <kxap y 9(2) =2+0 (%) cuando z — oo}
Estas funciones también pertenecen a I/Vli’cp((C), luego se sigue de la proposicion 3.3.1.b
que son biyectivas, y deben ser cuasiconformes.

Observemos que todos los resultados de esta seccidon sostienen su validez si se pide
tan solo que el soporte de u esté contenido en nlD, y no en D. Esto serd necesario en
las ultimas dos partes de la demostracion:
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Lema 4.3.5. (a) Si Q) C C es acotado, la familia xoX, es compacta en la topologia
de la convergencia uniforme.

(b) Supongamos que f,g € Xy, 1+ Kk <p <1+ 1/k y que e >0 es suficientemente
chico para que (1 +€)p < 1+ 1/k. Entonces

/ [0 — gl dm < C(p, e) ( / ZEaZ s dm) o
C C

donde
of
"= op
dg
Vg = a_g

Las funciones vy y v, estan bien definidas porque el gradiente de una aplicaciéon
cuasiconforme sélo se puede anular en un conjunto de medida cero (proposiciéon 2.1.1).

Demostracion. Consideramos otro dominio acotado U que contenga a la clausura de 2;
queremos hacer uso de [14, Teorema I1.5.1|. La métrica esférica no trae inconvenientes
porque g(U) es un conjunto acotado independientemente de v:

g=P (Z(uS)”(v}) + 2,

n=0
9()| < My || (vS)"(v) + |7
n=0 LP(4D)
1
< Myk(167)Y/P +sup |z,

1— K|’SHLP~>L1’ 2€U

para cualquier z € U, si fijo un 2 < p < 24 J,. Se us6 el teorema 3. Luego el espacio
de las funciones de Y, restringidas a U es normal, y se sigue que yoX, €s compacto en
la topologia de la convergencia uniforme. Esto prueba a).

Las funciones g de Y, verifican g € Wl’p((C) para algin p > 2. Entonces dg €

loc

LP(4D), y por el teorema 4 P(Jg) € W?(C). Se sigue de la proposicién 1.4.1 que
I(P(dg)) = g,
y por el teorema 6 existe una funcion h entera tal que

P(3g) = g+ h.
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La proposicién 1.6.1 indica que P(0g) = O(1/2), y por la definicion de 3,

h—l—z:P@g)—g%—z:O(%).

Como h + z es holomorfa, se sigue por el teorema de Liouville que h = —z, de donde

S(@g) = (P(3g)) = dlg — =) = dg — L.
Para probar b), consideramos ahora dos funciones f, g € ¥, y tenemos
(I —vsS)(0f —dg) = 0f —vp(0f — 1) — dg + v;5(9g)
— vy — 1,99 + v;5(D9)

— vy — vy + (v — v,)S(@9)
= (Vf - Vg)ag7

O Sea
Of =g = (I —vpS) (v — v)09).

Recordemos que la invertibilidad de I — v;S en LP(C) esta asegurada por el teorema
13, del que también se sigue que

1/p 1/p
(/ 0f = ogI” dm> <Gy ( (v — vg)0g)" dm)
C

<a(fr
Finalmente, tenemos que

(I — v,5)(Dg) = 0g — v4(dg — 1) = v,
dg = (I —v,9) v,

1«:6
) 10911 o0 4040

por lo que (nuevamente usando el teorema 13)

199]] Lo+ apy = |11 + 5(59)||LP(1+6)(4]D)
1 —
< [4D[70F9 + Gyl |0g]| poaro o)
< O, &) + Cp, llvgllrao )

C(p, €)1 + |[rxapl| pra+ac))
C(p,e). (4.26)

VARVAN

Esto concluye la demostracion. O
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Demostracion del teorema. Si @) satisface (4.19-4.20) entonces es una aplicacion cua-
siconforme, y podemos considerar su inversa 1, : C — C, también cuasiconforme. Se
tiene que

0 =0z = 0(Yy 0 x) = Dby 0 P\ OB, + Dby 0 px Dipy

_ - k _
= 0\ 0 ) Oy + 0y 0 (—E)\M(e—k o w)&m) ;

y como Oy, # 0 en casi todo punto,

_ k
Oy 0 ) = 0Py 0 Yy (E/\'u(e_k o gpA)) )

Componiendo con 1, a derecha,

5"% = %)\(M © l/fx)efkaw,\-

Ademés, es evidente que

in(z k) = 2 4 O (%)

cuando |z| — oco. Probar el teorema sera equivalente a ver que 1,(z, k) — 2z uniforme-
mente en 2z y A cuando k — oc.

El soporte de i o 1y no necesariamente estd contenido en D. Si vale que esta
contenido en 4D; para demostrarlo usaremos el teorema del cuarto de Koebe (ver por
ejemplo [3, Corolario 5.3]). Si definimos ¢, (c0) = oo, la funcion ¢g : D — C dada por
g(2) = (pa(1/2))7t es claramente holomorfa, y luego

1

g(D) D ZID).

Pero g(D) = ¢, (D)7, por lo que
pA(D71) 2 4(D7Y).
Como ¢, es un homeomorfismo,

4D

') (D) )
D,

P2 (4D)

U 1N

de donde es inmediato que sop(u o 1y) C 4D.
Esto nos asegura que las funciones 1, estan en Y., y podemos applicar el lema
4.3.5.a. Lo que necesitamos probar es que para cada sucesion k, — 00, v (A, )nen, existe
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una subsucesion (k,; )jen tal que 1/1,\nj (-, kn,;) — z uniformemente en z. Por el lema, nos
alcanza con mostrar que siempre que k, — 00, A, — Ay ¥y, (2,kn) — VYoo(2) € Xy
uniformemente en z € 4D, entonces ¥y, (-, k,) — z uniformemente.

Consideramos ahora la unica solucion @, (-, k) € HL (C) de

00 = —%A(u 0 U)o 0P,

1
O(2) =240 (;) cuando z — oo.

El soporte de p 01, queda contenido en 4ID por la convergencia uniforme. La proposi-
cion 4.3.3 nos dice que

®,\(z,k) — z cuando k — oo (4.27)

uniformemente en z y .
Ahora usamos el lema 4.3.5.b con 2 < p < 1+ 1/k y el corolario 1.4.7 (¢, v Py

estan en W,-? por ser cuasiconformes):

[, (2 k) — B (2 k)| = ©

™

/4 1 Oy, (w, ky) — Pr(w, ky)) dm(w)‘

pwW—2

< C1l|0(WUn, (-, kn) — PA(, kn))| Lr (4m)

1+e€ m
Mgt © o, (10 o) — Mgt © oo (10, o) P54 dm<w>)

1+4+€

e~ fon /Fon P
C

<G ( ‘)‘n,u © %n(w k ) — Apjt o woou”a kn) B (w)) o +
4D
)
( ? ani)

(w)) + C1| A, — Al |4D|»0+9) .
(4.28)

Ahora, para todo 2 < p < 1+ 1/k, se puede ver por la misma cuenta con que se obtuvo
(4.26), que si g =~ con ¢ € B,

< [ |9g|F dm
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Para cada n € C°(C) vale entonces que

p(l+e)

o= o ul < [ u—nl™ 5, dm
4D

» ,
(/ - gl dm) p </ Jg) (4.29)
D

Esto se puede hacer arbitrariamente chico si se elige n apropiado, y éste n también
puede tomarse con soporte en D. Es claro entonces que 1(y, (2, k,)) converge uni-
formemente a 1(s(2)). A partir de (4.27), (4.28) v (4.29), se sigue que ¥y, (2, k,) — 2
uniformemente en z € C, como se queria demostrar. O




Capitulo 5

Reconstruccion de la conductividad

5.1 De A, a7,

Probaremos ahora que el mapa Dirichlet a Neumann determina univocamente f,(2) y
f-u(2) para z afuera del disco unitario. Esto implica en particular que A, determina
7,(k) para todo k € C.

Proposicion 5.1.1. Si 0 y o satisfacen las hipdtesis del teorema 1 con A, = Az, y si
Wy i son los coeficientes correspondientes en la ecuacion de Beltrami, entonces

fu(2) = fu(2) y fou(2) = f-u(2)
para todo z € C\ D.

Demostracion. Por la proposicion 3.1.5, sabemos que A, determina A,i, y sera sufi-
ciente probar la primera de las dos igualdades. La misma proposiciéon nos asegura que
H, = Hz.

Por su definicion, es inmediato que @, = Q. Sidefino f = f,|lap y f= fiilow, como
fu, f7 € H'(D), entonces por el lema 3.1.4, Q,(f — f) debe ser constante.

Por el mismo lema, existe una funcion G € H*(D) que verifica

0G = oG
en Dy
Glop=f—[.
Podemos extender G a todo el plano como

G(z) = fu(z) — fa(z) si|z] > 1.

79
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Esta G verificara
9G(=) — u(=)0G(=) = 0

para casi todo z € C, pues G es continua sobre dD. Como G € H} .(C) y es cuasiregular,
vale G € W2P(C) para todo p < 1+ 1/k.

loc

Finalmente, si definimos G € W,-?(C) por
Go(z) = e *G(2),

sabemos de (4.1-4.2) que Go(2) = O(1/z). Ademaés

0Go — e_ppi0Gy = e *0G — e_pu(—ike=**G + e~*=0G)
= e *79@G — i%e_k,ue’%z@ — e_k,ue’%zm
= e "9G — ikpe_re "G — pue " oG
= —i%e_k,uao.

Entonces G verifica las hipotesis de la proposicion 3.3.1.a, por lo que es idénticamente
cero. Eso prueba que G =0, y f, = fi en el complemento del disco. n

Corolario 5.1.2. El operador A, determina univocamente t,(M,;-),t_,(M_,;-) y 7,.

Demostracion. Parat, yt_, el resultado se sigue de la proposiciéon 4.2.4. Que 7, queda
determinado resulta entonces evidente de su definicion. O]

Como M, (-,0) = 1, sabemos que 7, se anula en el origen. Veremos c6mo se comporta
globalmente:

Proposicién 5.1.3. Las soluciones complejas de la optica geométrica
fau(z, k) = eikZMiM(z, k)
satisfacen, para todos k,z € C, |z| > 1,
M, (z, k) — M_,(2, k) - 1
M, (z, k) + M_,(z, k)| ~ |2|

Ademds, el coeficiente de dispersion verifica
[Tu(R)| <1

para todo k € C.
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Demostracion. Por la proposicion 4.1.2, tenemos que

z, k) My(2, k) 1)
]\/[ (z k:) M (z k:)
‘MM(Z’ k) _M—M<Z> )| < ‘MM(Z’ k)+M—M(ka)|' (51)
Esto prueba que el cociente
M - M_
ma(e) e Mel) = M (2.

N(Zv k) + M—M<Z> k)

estd bien definido y que su médulo es siempre menor que 1. Ademés, m,, es holomorfa
para z € C\ D, porque lo son My, (-, k) (ecuacién (4.6)). Por (4.2) vale también que
lim, o, mi(2) = 0, por lo que si se define my(co) = 0 la funcion sera holomorfa también
en ese punto.

Consideramos ahora la funciéon f : D — D dada por

f(z) =my, (%) -

Claramente es holomorfa y cumple f(0) = 0. El lema de Schwarz ([4, Teorema 4.13])
nos asegura que |f(z)| < |z| en todo el disco, luego |my(z)| < 1/|z| en C\ D, como se
buscaba demostrar.
Ademas, sabemos por la proposicion 4.2.4 y la formula (4.13) que
(Myu(z, k) = M_u(2, k))z = () (k) — b, " (k) + O(1/2)
tu(Mys k) —t_ (M_,; k) +O(1/z2)
= 2Tu<k) +0O(1/z),

y es inmediato de (4.2) que
My(2, 1)+ M_y(,5) = 2+ O(1/2).

Se sigue que

zlggozmk(z) = 7,(k),

y por lo ya probado, |7,(k)| < 1. O

5.2 La matriz de transporte

Las soluciones complejas de la optica geométrica f, cumplen, para £ # 0, que su
derivada Of, sélo puede anularse en un conjunto de medida cero (por la proposicion
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2.1.1 y el teorema 9). Asi, recuperar p se limita a

_ 9

0f,
y o se obtiene como
1—
o=—"r (5.3)
1+p

Para completar la demostracién del teorema 1 necesitamos ver que las soluciones f,
quedan determinadas por el mapa Dirichlet a Neumann, lo que ya se probo para |z| > 1
en el teorema 5.1.1.

De ahora en més volveremos a trabajar con la ecuacién de conductividad. Definimos

uy = hy —ih =Re(f,) +ilm(f-,),
up = i(hy +ih-) = —Im(f,) + iRe(f-4),
donde hy y h_ estan dadas por (4.15) y (4.16). Dado que p es el coeficiente de Beltrami

correspondiente a la conductividad o y —u es el correspondiente a 1/c, el lema 3.1.1
asegura que u; y us son soluciones de las ecuaciones de conductividad

V-oVu =0,
1

V- _VUQ =0.
o

Ahora, por el teroema 16 es inmediato que u; y us son funciones C' de k (para z
fijo). Usando (4.17-4.18), se obtiene que

Opur = Og(he — ih-) = 1, (h= — ihy) = ~ir, .
=

Oguz (ihy — =) = 1,(ih= — hy) = —iT, s,

y como f,(z,0) = 1 para cualquier p (Ju] < x < 1), también

u1(z,0) =1,

ug(z,0) = 1.

Es claro de acuerdo con la proposicion 5.1.1 que el mapa Dirichlet a Neumann
determina los valores de u; y ug afuera del disco; u; y us también determinan f, y f_,
en esa region. Para demostrar el teorema que es el objetivo de esta tesis, falta entonces
ver que el valor de las u; afuera del disco determina el que toman adentro.

Del mismo modo que en (5.1), hy(z,k) # 0 para todo z,k € C, y

h_(z,k:)' _ ’F_@, k:)‘ _ ’Mu(z, k) — M_(z, k)
ho(z k)| | Frlz k)|~ | Mz, k) + M_(z, k)

< 1.
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Luego ug = i(hy +ih_) = ihy(1 + ih_/hy) tampoco puede anularse en ningin (z, k).
Como

U1 ,h+—ih_ 1_Zh /h+ B Zl—|h_/h+|2—2ZRe(h_/h+)

ws  hytih.  1+ih Jh, 11+ ih_/h? ’

v |h_/hy| < 1, sesigue que u; /uy ¢ R. Es decir, que para cada z, k € C, {u1(z, k), us(z, k)}
es base de R? como R-espacio vectorial. En particular, si fijo un punto zg € C, |2] > 1,
se puede escribir

ui(z, k) = a1(z, zo; k)ui (20, k) + as(z, z0; k)us(20, k),
us(z, k) = b1(z, z0; k)ui(20, k) + ba(z, 20; k)us(z0, k),

con a; y b; funciones a valores reales. Definimos la matriz de transporte para la con-
ductividad o, como

o al(’z Zo,l{) aQ(Z’Zo;k)
T7,,(k) = (bl(z 20:k) Doz, 200k) )

Es invertible pues {u(z, k), ua(z, k)} es base para todo z, k. Para demostrar el teorema
principal 1 bastard entonces probar

Teorema 18. Sea ) C R? un dominio acotado y simplemente conexo, sean 1,09 :
Q — (0,00) funciones medibles. Supongamos que existe ¢ > 0 tal que ¢t < o; < c.
Si Ay = A5, entonces para todo 2y, z,k € C, |29 > 1, se tiene que

T°. (k) =17, (k).

2,20 2,20

El resto de esta seccion estard destinada a este resultado. Empecemos por observar
que, como

(o) e ) (e ) = (i)

y esta matriz es invertible, a; y ap seran C! como funciones de k, al igual que u; y us.
Si definimos a = a; + ias, se tiene que
—iT,(k)ui(z, k) = Opusi (2, k)
= Opa1 (2, 203 k)ui (20, k) + a1(2, 20; k) Opua (20, k) +
+ Opas(z, 20; k)us(z0, k) + as(z, 20; k) Oyua(zo, k)
= Opa1 (2, z0; k)ui (20, k) — i1, (k)ar (2, zo; k)ui (20, k)+
+ &ag(z, 20; k;)u2 20, k) — it (k)aa(z, zo; k)us (20, k)
a(z, z0; k)hy (20, k) — i0za(z, 20; k)h— (20, k),

|

|
.
,;]
—~
Sy
~—
Q
—
—~
\_N
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luego

Ora(z, z0: k) = iwﬁka(z, 205 k) = vy (k)Okau(2, 203 k). (5.4)
h+<Z07 k)

Es decir, a es una aplicacion cuasiregular como funciéon de k. Por otra parte, si escribi-
mos explicitamente la dependencia de p,

uhy = i(hf +iht) = i(h " —ih” ") = du®,
uff = bt —ih" = h P 4 ih Tt = —uy "
Definiendo ahora [ = by + ibs, es inmediato que

Bu = ia_, (5.5)
y se sigue a su vez que [ es también una aplicacién cuasiregular con
OBz, 20, k) = v (k)0 B(2, 20; k).
Veamos ahora cudl es el comportamiento asintotico de a 'y 5.
Proposicion 5.2.1. Sea zy € C fijo, con |z| > 1. Entonces:
(a) Para cada k # 0, eziste una funcion v € L®(C) continua tal que
alz, 20; k) = ik tv(2)
para todo z € C. La funcion v también depende continuamente de k.

(b) Para cada z € C fijo, vale si k # 0 que

O!(Z, 20 k) _ eik(z—zo)—&-ke(k)’

donde €(k) — 0 cuando k — oco. La funcion € depende continuamente de k y z.

Es claro que el comportamiento asintotico de S sera el mismo, salvo por el factor i.

Demostracion. Para demostrar (a), como hy = (f, + f-,)/2 no se anula, podemos
escribir

w = 5t font T T

Ju=f-u
_ f 1+ futf—u
= fu—F—".
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Por (5.1), se sabe que

[fulz, k) = f-u(z, )]
[fu(z, k) + (2, )]

para todo z,k € C. Luego tanto el numerador como el denominador en la expresion
anterior tienen un logaritmo continuo. Como ademaés, por la proposicién 5.1.3, deben
ser de la forma 1+ O(1/z), dicho logaritmo sera a su vez O(1/z). Por el lema 4.3.1,
como k # 0, vale que f,(z) = e*#(*) con p(z) = 2+ O(1/z). Tenemos entonces que

<1

ul(z, ]{7) _ eikz+0k(é)‘

El exponente se puede tomar continuo, como funciéon de z y de k.
Por otra parte,

ui(z, k) = a1(z, zo; k)ui (20, k) + as(z, 20; k)us(20, k)
= a(z, 203 k)hy (20, k) — ic(z, 20; k)h— (20, k),
es decir,

u(z, k)
h+<207 k)

lo que se resuelve para o como

= a(z, 203 k) — 1a(z, 20 k)

h_(Z(), k’)

h+(Z07 k)

=Cuk (1 + i—h_(zo’ Fhu(z, k>> u1(2).
hy(zo, k)ui(z, k)

alz, 20, k) = (1 +

2> (1”@@) u(z, k) (5.6)

hy(zo, k)ui(z, k)

Como la proposicion 5.1.3 nos dice que |h_(zo,k)/hi (20, k)| < 1/]z0| < 1, el segundo
término de este producto admite un logaritmo continuo y acotado para todo z. Esto
completa la prueba de (a).

Para probar (b), observemos ante todo que

Necesitaremos el siguiente
Lema 5.2.2. Para cada z € C fijo,

h_(z,k)
h+(27 k)

donde €(k) € Ry verifica e(k) — 0 cuando |k| — oo.

'gl_erw
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Demostracion. Como |h_/h. | es siempre menor que uno, resulta claro geométricamente
que basta con mostrar que

fﬁ(zvk)'_ f—u(zak)
Julz k) + fu(z, k)

para todo z y para todo k. Definimos

+eit] > e lHeth)

0<t<2m

- t t
O, = e /2 cos— +1if_,sen— | .
a 2 a 2

Para cada k fijo se tiene que

y ademas

— A — t = 1
0P, = e /2 (,u@fu cos 5 — o f_, seni)

. t t
= peit/? (8fu cos 5 +1i0f_, sen§)

= ue’”@Tth.
Es decir, ®; = f,, para A = e . Pero

Ju— T 4ot — (1+ eit)fu + (eit —f,
Jut - Jut f-u

5 COS = f, +isentf_,

Jut fou

= 2¢M/

2",

 fut fu

_ P 2¢" M,
fu My+ M,

Por el teorema 17, My, (2, k) = e*#1=K=2) verifica que
eIkl (k) < | My, (2, k)| < elkler(k)

y del mismo modo

e~ lklea(k) < inf
A€ID

fu(Za k)

fXM(Z,k)‘
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con € (k), e2(k) — 0 cuando k — oo. En conclusion,

—|kle1(k
Ju— f-u 4 eit| > lkleali) © Hlew )7
f“ —+ f—M e‘k‘el(k)
para todo t, como se queria demostrar. O]
Tenemos entonces que
h_(z,k)
—Ikle(k) < 11 44 L1 <2
‘ TR ST
oIkt < |1 _ Z.]L(Z?k) <9
B th(Z?k) B
Es decir que ui(2,k) = f.(z,k)eks®) = eketiklerh)—2)thesk) = cikztha(k) - donde
es(k), €3(k) — 0 cuando k — co. Como ademas
h‘+ = ,f—iv
1 -+ 'lh,/h+

un razonamiento similar muestra que el resultado se sigue de la formula (5.6).
O

Demostracion del teorema. Fijamos |zg| > 1 y escribimos como de costumbre p = (1 —
0)/(1+0), p=(1—-0)/(1407). Se busca demostrar que a,(z, 20; k) = (2, 20; k) para
todo z, k € C. Definimos para esto, en k # 0,

0u(2, 200 k) = tk(z — 20) + ker(k),
0z, 20, k) = ik(z — 20) + kea(k),

donde €; y € son los dados por la proposicion 5.2.1.b para «,, y ag, respectivamente.
Sabemos entonces que son continuas (como funciones de z y k) y que son logaritmos de
a, y agz. Como (2, 20; k) = 1, se puede suponer que 0,(29, 20; k) = kei(k) = 0 para
todo k € C\ {0}, sin pérdida de generalidad.

De ahora en més considero un k # 0 fijo (para k = 0 es obvio que «a,, = aj), es decir
que estudio la funcion z — 0,(z, zo; k). Por la proposicion 5.2.1.a,

8,(2, 201 k) = ikz + Up(2) + 2A(2)wi = ikz (1 N U]'C]EZ)> ‘
1kz
Como v, puede también tomarse continua, X : C —> Z debe ser constante, y por

consiguiente v, = Uy +2Awi € L*°(C). Es claro por esta escritura que, si elijo un w € C
cualquiera, para un R suficientemente grande la imagen por J, de la curva 0B(0, R)
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dara una vuelta alrededor de w. Como dB(0, R) es homotdpica a un punto en C, debe
haber un punto z con moédulo menor que R tal que §,(z, z0; k) = w.

Hemos probado entonces que z — 0,(z, zo; k) es continua, sobreyectiva y se anula en
2p. Lo mismo vale, por supuesto, para ;. Para probar el teorema necesitamos ver que
0u(2, 20; k) = 65(z, 20; k), lo que por la suryectividad se podra lograr si se demuestra
que

0u(21, 203 k) # 0,(22, 20; k) para todo z; # 2o (si k # 0).

Fijamos entonces z; # zo. En la formula (5.4), el coeficiente v,,(k) sera el mismo para
0,y 0z, pues h_ y hy coinciden en |zp| > 1 (proposicion 5.1.1). Se sigue entonces que

= % 0%, 0 8GE, =  (0)eP B

ay, ay ay,

Opdu

y del mismo modo
Oz0p = i/zo(k)egﬁ_éﬁm.
La diferencia
g(k) = 0,(22, 20 k) — 05(21, 205 k)

(extendida a k = 0 como 0) verifica

Org = Va4 Teg = v, D40y (€ — F)
0z9 —n10kg = 79,

donde |n| < |v,| <1y

ea_‘s# — @E_éﬁ

0, — 63

7] = (V2 Ok 7] < 2|04

Por la defincién de los d, tenemos que g(k) = i(22 — 21)k + ke(k). Como oy, ap son
funciones C* de k, vale que g € I/Vlicp((C) y que v € L} (C) (siempre como funciones de
k). Esto nos coloca en las hipotesis de la proposicion 3.3.1.b, por lo que g solo puede
anularse en un punto, que es k = 0.

Esto completa la demostracion en lo que concierne a «. Falta ver que § también
queda determinado por el mapa Dirichlet a Neumann. Pero sabemos (proposicion 3.1.5)
que A, determina A,-1, y usando lo ya demostrado se tiene que a_,, = a_z. Sélo queda
recordar (5.5). O
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La demostracion del teorema 1 se obtiene de acuerdo con los comentarios anteriores.
Si A, = Az entonces por la proposicion 5.1.1 debe valer que uf(z) = uf(z) para todo
z € Ccon |z| > 1. Como ademaés las matrices de transporte son iguales (por el teorema
18), debe ser uf = ué‘v (para j = 1,2), luego f, = fu. Se sigue que o = o por (5.2) y
(5.3).

Esta misma demostracion puede emplearse para reconstruir la conductividad. La
tnica dificultad se halla en obtener f,|sp a partir de A,. Se puede consultar [8] para

una forma de resolver este problema.
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