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Introduccion

0.1. Objetivo del trabajo

En el 2004, en uno de los trabajos méas importantes de los ultimos tiempos
en teoria de niimeros, Ben Green y Terence Tao demostraron que los niimeros
primos poseen progresiones aritméticas arbitrariamente largas, resolviendo
asi una de las conjeturas méas antiguas sobre la distribucién de los primos.

Lo notable del trabajo de Green y Tao radica no sélo en la importan-
cia del resultado en si, sino en los métodos que emplean para obtenerlo,
introduciendo en su trabajo herramientas de areas como la teoria ergédica
y la combinatoria aditiva que abren nuevas puertas en la teoria analitica de
ndmeros.

El objetivo de esta tesis es demostrar que los métodos de Green y Tao
pueden adaptarse para encontrar progresiones aritméticas arbitrariamente
largas en diversos subconjuntos de los primos. Un ejemplo de un conjunto al
cual nuestro resultado se aplica son los primos de Chen (primos p para los
cuales p+ 2 es el producto de a lo sumo dos primos distintos). En su traba-
jo, Green y Tao conjeturaron que sus métodos debian poder aplicarse para
demostrar que los primos de Chen poseen las progresiones en cuestion y lo
demostraron en particular para el caso de progresiones aritméticas de lon-

gitud tres. Mas en general, dado cualquier conjunto de k enteros hq, ..., hg,
demostraremos que existen progresiones aritméticas arbitrariamente largas
tales que para cada miembro n de la progresién, el conjunto n+h1, ..., n+hg

acumula una cantidad pequena de factores primos distintos.

Para muchos de los subconjuntos maés interesantes de los primos, su
propia infinitud es atin conjetural, por lo que no podemos aspirar a encon-
trar en ellos progresiones aritméticas de tamano arbitrariamente grande. Un
ejemplo de un tal conjunto son los primos gemelos. Veremos sin embargo que
como consecuencia de nuestro resultado es posible obtener algin tipo de con-
trol sobre estos conjuntos en lo que a progresiones se refiere. Por ejemplo,
veremos que si la densidad de los primos gemelos es al menos una fraccién
de los valores conjeturados, entonces necesariamente poseeran progresiones
aritméticas arbitrariamente largas.
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Ademds, aprovecharemos durante el trabajo para usar ideas recientes
de Timothy Gowers que permiten dar demostraciones alternativas de varias
proposiciones de Green y Tao, mediante la introduccién de un teorema de
transferencia abstracto y argumentos del analisis funcional.

Finalmente, las herramientas desarrolladas en esta tesis nos permitiran
exponer los revolucionarios resultados de Dan Goldston, Janos Pintz y Cem
Yildirim sobre espaciados pequenos entre los primos. En su trabajo de 2005,
estos tres autores demostraron que existen primos consecutivos cuya distan-
cia es arbitrariamente mas pequena que la distancia promedio, resolviendo
de esta forma una vieja conjetura. Mds aun, mostraron que asumiendo cier-
tas hipotesis generales es posible demostrar la existencia de una constante
absoluta C' tal que para infinitos primos p, p + C también es primo. Una
demostracién de estos resultados serd dada en la tesis. Ademéds, veremos que
aplicando el teorema de extension a estos resultados, podremos garantizar la
existencia de una constante c tal que para todo entero r > 3 habra r primos
P1,--.,Pr €0 progresion aritmética tales que p; + ¢,...,p, + ¢ serd tam-
bién una progresién aritmética de nimeros primos. Mas ain, asumiendo la
conjetura de Elliot-Halberstam, podremos tomar ¢ < 20.

0.2. Notacion

Fijaremos ahora un poco de notacion. En repetidas ocasiones en éste
trabajo nos encontraremos con un parametro entero N. En éste contexto
escribiremos O(1) para referirnos a una cantidad uniformemente acotada a
lo largo de todos los valores de N y denotaremos por o(1) a una cantidad que
tiende a 0 cuando N — co. Las constantes implicitas en estas notaciones po-
dran depender a veces de otros pardametros que se agregaran como subindices
cuando haya riesgo de confusién. Asi, por ejemplo, O, ¢, (1) hard referencia
a una magnitud acotada uniformemente por una constante C(c1,c2) > 0
que depende Unicamente de c¢; y co. De todas formas la mayoria de las veces
los parametros en cuestion estaran fijos, en cuyo caso se tenderd a obviar
los correspondientes subindices para aliviar la notacién. Asimismo, dada una
magnitud X no negativa, abreviaremos O(1)X por O(X) y o(1)X por o(X).

Los simbolos k, k;, [, I;, r se referirdn siempre a parametros fijos, de modo
que escribiremos O, 11,(1) = O(1) y 0g g, 10,.-(1) = o(1). Ademds, en
repetidas ocasiones usaremos el simbolo ¢ para referirnos a una constante
¢ = c(k, ks, 1, 1l;, 1) cuyo valor puede cambiar en cada ocurrencia.

Denotaremos por P al conjunto de los niimeros primos. Cuando consid-
eremos Zy se asumird siempre que es N € P. La demostraciéon de que tal
eleccién es posible serd llevada a cabo en los casos que se presten a confusion,
aunque en general esto serd trivial (ya sea por el postulado de Bertrand o
simplemente por la infinitud de los nimeros primos) y en consecuencia se
omitird aclaracién. Esto nos permitird en particular invertir a todos los ele-
mentos de Zy.
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Dado un conjunto no vacio A nos referiremos por |A| a la cardinalidad
de A. Dada una funcién f: A — R, escribiremos

E(f) == ‘jl, S f@)

T€EA

y llamaremos al valor E(f) la esperanza de f. Escribiremos E,(f) en lugar
de E(f) para resaltar la variable de sumacién en caso de que esto pueda
prestarse a confusion.

Mi4s en general, si P(x) es cualquier proposicién referida a un elemento
de A que es verdadera para al menos un tal elemento, definimos la esperanza
condicional
N Z{xeA:P(m) es cierta} f(.f)

N {x € A: P(x)}|

y extendemos esta notacién para varias variables en la forma obvia. Alter-
nativamente, utilizaremos de ser conveniente la notacién Ep(, f(z) en lugar
de E(f(z)|P(x)).

Si B es un subconjunto de A escribiremos 1p : A — R para referirnos a

la funcién que vale 1 si x € B y 0 en otro caso. Asimismo, si P(x) es como
antes, abreviaremos por 1p(;) a Lizca.p(2)}-

E(f ()| P(z)) :

Paratodo 1 <g< ooy f:Zn — R definimos las normas L9 como

I £llze == E(|f|)".

Definimos ademads la norma L de la forma cldsica como

[fl[zoe := sup [f(x)].

$EZN

De esta forma, para todo 1 < g < oo consideraremos el espacio de Banach
L4 (ZN ) formado por todas las funciones de Zy a R con la norma L9. En
particular, L? (ZN ) serd un espacio de Hilbert con el producto interno

(fi9) =E(f9g).

En general, escribiremos

L ZmeA;P(w) f(x)g :E)
(fa)px) = H{z e A:P(x)}|

Sea GG un grupo abeliano finito. Dada una funcién f : G — C definimos
sobre el grupo dual G de caracteres sobre G la transformada de Fourier f
de f mediante la férmula

Ff(x) = Eof(2)x(x) = Eo f (x)x(—2),
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siendo entonces facilmente verificable la formula de inversion de Fourier

fl@)=>" fx().

xeG

Dada una funciéon f : Z — R y un parametro entero N, podemos con-
siderar la restriccién f| n : [1, N]NZ — R y de aqui podemos definir de
la manera obvia una funcién f|z, : Zy — R. A lo largo de éste trabajo
abusaremos de notacién y llamaremos f a estas tres funciones. Asimismo,
f € RN podra referirse tanto a una funcién de [1, NJNZ en R como a una
funcién de Zy en R, siendo el caso claro del contexto.

Decimos que A C Z tiene densidad (superior) positiva si

AN, N
h’msup7| NiL N

> 0.
N—oo N

Msés en general, decimos que f : Z — R tiene densidad (superior) positiva si

limsup E,<x f(n) > 0.
N—o0

A la hora de evaluar una integral de contorno, utilizaremos el subindice
(a) para referirnos al contorno dado por los valores a + iT con T' € R. De
esta forma, f(l) hard referencia por ejemplo, a la integral de contorno a lo
largo de la recta vertical de parte real igual a 1.

Por tdltimo, introducimos la siguiente definiciéon que nos serd de ayuda.
Dados dos conjuntos A y B no vacios, decimos que ® : A — B es un
cubrimiento uniforme de B por A si ® es sobreyectivo y para todo b € B
es ‘{{)_1(13) :be B}’ = |A|/|B|. La utilidad de los cubrimientos uniformes
asi definidos radica en que si ¢ es un cubrimiento uniforme de B por A
entonces para toda funcién f : B — R se tiene la identidad

Eaeaf(®(a)) = Epepf(b).

0.3. Estructura de la tesis

El trabajo estd organizado de la siguiente forma.

El Capitulo 1 provee una introduccion mas extensa a los problemas trata-
dos. En €l se repasa el contexto historico y se introducen algunas definiciones.
A su vez, se enuncian con precisién los resultados principales del trabajo y
algunos de sus corolarios.

En el Capitulo 2 se demuestran tres importantes proposiciones que proveen
informacién sobre la distribucién de ciertas funciones que modelan el com-
portamiento de los niimeros primos. Estas demostraciones seran condicionales
a la evaluacién de una familia de integrales de contorno que involucran a la

7
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funcién zeta de Riemann. Estas evaluaciones seran el objetivo del Capitulo
3. Los métodos aqui empleados se basan en los argumentos utilizados en

(17, [18] v [24].

En el Capitulo 4 aprovechamos las herramientas desarrolladas en los
capitulos anteriores para demostrar los teoremas de Goldston, Pintz y Yildirim
sobre espaciados pequenos entre los primos (ver [17], [18]). Este capitulo es
de exposicién y no contiene resultados originales.

En el Capitulo 5 se introduce el concepto de medida pseudoaleatoria y
se construye una familia de tales medidas que utilizaremos en el resto del
trabajo. Para esto nos basamos en los métodos empleados en [21]. Adema4s,
se da una demostracién del resultado principal de la tesis condicional a una
importante proposiciéon de Green y Tao.

El objetivo de los Capitulos 6 y 7 es dar una demostracién de la men-
cionada proposicién de Green y Tao. Para lograr tal objetivo se emprende
el estudio de una cierta familia de normas. Ademads, se demuestra un teo-
rema de transferencia abstracto utilizando argumentos recientes de Gowers
(ver [21]) . Esto permite dar una demostracién de la proposicién en cuestién
que presenta algunas ventajas respecto a la demostracién original de Green
y Tao. Estos capitulos no contienen resultados originales, aunque la pre-
sentacién es novedosa.

Finalmente, en el Capitulo 8 se deducen varios corolarios del resultado
principal.
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Capitulo 1

Problemas sobre la
distribucion de los numeros
primos

1.1. La conjetura de Hardy-Littlewood

Indiscutiblemente, uno de los problemas abiertos mas importantes de
la Teoria de Numeros es el de establecer la conjetura de Hardy-Littlewood
concerniente a la frecuencia de ciertos patrones en los niimeros primos. Entre
las innumerables consecuencias de tal resultado, se incluye por ejemplo la
existencia de infinitos pares de primos gemelos, ademas de una estimacion
asintotica de su densidad. Més aun, una leve generalizacion de esta conjetura
permite incluir entre sus implicaciones una férmula para la cantidad de
representaciones de un numero par como la suma de dos nimeros primos
(conjetura de Goldbach) y para el total de niimeros primos p debajo de una
magnitud dada tales que 2p + 1 es también primo (estos son los llamados
primos de Sophie Germain) .

Para comprender la conjetura de Hardy-Littlewood es conveniente tener
presente el modelo para la distribucién de los primos propuesto por Har-
ald Cramér [3]. El celebrado teorema del nimero primo nos dice que si
m(z) denota la cantidad de ntimeros primos debajo de x, entonces 7(x) es
aproximadamente %. A su vez, la intuicién sugiere que la primalidad de
un numero no deberia afectar en general la probabilidad de otro nimero
de ser también primo. Uniendo estas dos observaciones, Cramér propone
que la funcién indicatriz de los nimeros primos ha de comportarse como
un conjunto de variables de Bernoulli X (n) independientes con pardmetros
log™! n.

La vida, sin embargo, resulta no ser tan sencilla. Es evidente, por ejem-
plo, que la dupla n, n+ 1 consiste en un par de niimeros primos Unicamente
cuando es n = 2 y sin embargo, el modelo de Cramér nos dice que habran

9
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de existir aproximadamente logxgz valores n < x para los cuales n y n+ 1
seran primos simultdneamente. Naturalmente, la dificultad reside en que tal
dupla abarca todas las clases residuales médulo 2 y en consecuencia, para
todo n, alguno de los miembros serd divisible por 2. Por supuesto, lo mismo
puede pasar con cualquier otro médulo, de modo que por ejemplo, la terna
n,n + 2,n + 4 presentard un problema semejante puesto que por analogas
razones poseera siempre un miembro divisible por 3.

En 1932, Godfrey H. Hardy y John E. Littlewood conjeturaron que las
unicas fluctuaciones al modelo de Cramér provienen de la cantidad de clases
residuales ocupadas. Mds concretamente, fijada una tupla H = {hq,..., hi}
de nimeros enteros (asumiremos siempre h; # h; si @ # j) y un primo p
consideramos el conjunto (p) de las distintas clases residuales entre los
—h;i(mod p) y abusamos un poco de notacién escribiendo n € Q(p) en lugar
de n(mod p) € Q(p). Es evidente entonces que el conjunto n+hy,...,n+hy

contendrd un multiplo de p si y sélo si n € Q(p). Luego, la probabilidad de

que ningun elemento de tal conjunto sea divisible por p es (1 — %) , mien-

tras que la probabilidad de que k elementos independientes sean coprimos
k
con p es (1—%) .

Dado que el modelo de Cramér considera a los elementos de n+h1, ..., n+
hi como independientes, el razonamiento anterior nos sugiere que esto nos
conducird a una subestimacién de la probabilidad de que éste conjunto no

contenga multiplos de p por un factor de (1 - m;%”) (1 — 1%

éste argumento para todo primo p, concluimos la necesidad de introducir el
factor de correccién

o -522) (=)

p

—k
) . Repitiendo

a la estimacién propuesta por Cramér. El valor &(#H) es conocido como
la serie singular de la tupla H. Como mencionamos, Hardy y Littlewood
consideraron que esta ha de ser la tnica discrepancia entre el modelo de
Cramér y la realidad, formulando en consecuencia la siguiente

Conjetura 1.1 (Conjetura de Hardy-Littlewood [30]). Sea H = {h1,..., hi},
con h; € Z.. Entonces

[{n<zx:n+hi,...,n+hy € P}| ~&(H) 37

logh

Notar que cuando p es mayor que todos los elementos de H, se tiene
Q(p) = k, lo que causa que el producto que define a &(H) sea siempre con-
vergente. La pregunta relevante es entonces determinar cudndo es &(H) # 0.
Por un lado es claro que si es Q(p) = p para algtin primo la serie singular se
anulard, siendo esto lo que sucedia en los ejemplos H = {0,1} y H = {0, 2,4}

10
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dados al comienzo. Por otro lado, si es Q(p) # p para todo primo p, ningin
factor del producto serd nulo y para todo primo p suficientemente grande
tendremos

(- 20) (- 2) s -2) 1)

Ck(h—1)
2p?

por lo que en tal caso la suma de los logaritmos converge y en consecuencia
la serie singular es no nula. Concluimos entonces bajo la veracidad de la
conjetura de Hardy-Littlewood que el conjunto {n + hi,...,n+ hi} consi-
stird exclusivamente de primos para infinitos valores de n si y sélo si para
la tupla H asociada es |Q(p)| < p para todo primo p. Tales tuplas se llaman
admisibles .

Para estudiar estos problemas, resulta natural la introduccién de la fun-
cién ¥(n) que vale logn si n es primo y 0 en caso contrario. En realidad,
puesto que la densidad de las potencias de primos es insignificante y por
razones practicas que seran mencionadas en breve, resulta mas til trabajar
con la funcién de von Mangoldt A(n) que vale logp si n es una potencia de
un primo p y 0 en otro caso. En éste nuevo escenario, el teorema del niimero
primo resulta equivalente a la estimacion

E(A(n)|n <x) =1+ 0z(1).

Del mismo modo, obtenemos la siguiente estimacién equivalente a la conje-
tura de Hardy-Littlewood:

Conjetura 1.2 (Conjetura de Hardy-Littlewood, de nuevo). Consideremos
H ={hi,...,hi}, con h; € Z. Entonces

E(A(n+h1)...A(n+ hg)|n < z) = (1+ 0,(1))B(H).

De éste modo, la funcién A(n) nos permite ponderar a los primos (y
conjeturalmente a las tuplas de primos) de modo tal que su densidad sea
1. De todas formas, la utilidad principal de la funcién de von Mangoldt
proviene de satisfacer la convolucién aritmética:

An) =~ ju(d)log 7.

d|n

donde u(n) es la funcién de Mobius cuyo soporte consiste en los nimeros
libres de cuadrados, valiendo —1 si n tiene una cantidad impar de factores
primos y 1 en otro caso (en particular, u(1) =1).

11
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Esta identidad provee muchas ventajas, principalmente por su similitud
a lo que es conocido como situacién de criba. Para ver esto, considerar la
pequena modificacién dada por

=> ud logd

dln

Esta funcién tiene muchas similitudes con A en su comportamiento, la méas
relevante siendo que también posee como soporte a las potencias de los
numeros primos. Debido a esta propiedad, el entendimiento del compor-
tamiento de A(g)(n) resulta extremadamente 1til para estudiar la distribu-
cion de los ntimeros primos.

1.2. El estudio de aproximantes

La principal ventaja de A(g)(n) sobre A(n) radica obviamente en que el
valor de la variable n desaparece de la suma interna, de modo que toda la
informacién utilizada sobre n pasa a referirse estrictamente a la constitucién
del conjunto de sus divisores. De esta forma, cuando deseémos estudiar la
suma de A(g)(n) sobre un intervalo I, muchos problemas técnicos que surgen
al estudiar A(n) se reducen a preguntas mucho més simples, como lo es por
ejemplo la de estimar la cantidad de multiplos en I de un divisor d dado.

A pesar de que la modificaciéon mencionada de la funcién de von Man-
goldt claramente nos permite posicionarnos mejor respecto a nuestras in-
tenciones, aun surgen problemas. En particular, la cantidad de divisores d
presentes en los intervalos de interés suele ser demasiado grande, volviendo
inmanejables los errores propios de cualquier tipo de estimacién utilizada.
Este obstdculo resulta ser crucial v la realidad es que no se conocen her-
ramientas que permitan solucionar tal problema.

No todo esta perdido sin embargo, aunque para poder avanzar serd nece-
sario sacrificar nuestro objetivo inicial de estudiar directamente el compor-
tamiento de A(n). En su lugar, lo estudiaremos indirectamente mediante la
introduccion de la truncacién de la funcién de von Mangoldt dada por

=) p(d logd

dln

d<R
De esta manera, nos concentraremos unicamente en el estudio de los d
menores que R. Ajustando R de manera adecuada, esto nos permitira obten-
er errores aceptables. El principio detras de esta eleccién es que si R puede
tomarse lo suficientemente grande, manteniendo el error manejable, Ag(n)
deberia ser una aproximacién razonable para A(n).

Antes de especificar de qué manera las estimaciones de Ag(n) resultan
ser extremadamente ttiles para el estudio de los nimeros primos, debemos

12
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recordar que nuestra intencién original era el estudio de tuplas de ntimeros
en forma simultanea. Obviamente, lo mas natural seria considerar para una
tupla H = {h1,..., hi} el producto A(n+hq)...A(n+ hy). Sin embargo, el
trabajar con k valores simultaneos de A potencia demasiado los errores, que
ya notamos significativos en el caso k = 1.

Para solucionar esto, introducimos una nueva modificacién de la funcién
de von Mangoldt dada por

A {0},r) = 3 S (@) (108 )
din

Aqui 1/r! es un factor de normalizacién que puede ser ignorado. Asi como
A(n) se caracterizaba por tener como soporte a las potencias de primos,
A(n; {0} ,7) es una funcién notable por tener como soporte a los nimeros
con a lo sumo r factores primos distintos. Esto sugiere inmediatamente el
camino a seguir. Dada una tupla H = {hy,...,hx} consideramos el poli-
nomio P(n;H) = (n+ hi)...(n+ hy) y escribimos

1 n k+
3 ()"

" d|P(niH)

A H k+1) =

Por los comentarios anteriores, vemos que el soporte de esta funcién consi-
stird de los n tales que el conjunto {n + hy,...,n + hy} acumule a lo sumo
k + [ factores primos distintos. En particular, tomando [ = 0 el soporte
de n consistira en los n para los cuales tal conjunto consiste enteramente
de potencias de primos, cuya densidad notamos anteriormente diferia in-
significantemente de la de aquellos n para los cuales el conjunto esta for-
mado estrictamente por nimeros primos. La razén por la cual se incluye el
parametro adicional [ es debido a que en muchos casos, es mas facil trabajar
con los casi-primos (nimeros con una cantidad pequena de factores primos)
en lugar de trabajar con los primos directamente.

Para poder estudiar esto consideramos como antes la alteracién

1 R\ FH
Awy(nyH, k+1) = R > )u(d) (logd> :
d|P(n;H

Dada esta modificacién, no es dificil verificar las desigualdades

log P(n; H

k+l1
Agy(n;H, k+1) ( log R )> <A HE+1) < Agy(nsH, k+1),

de donde concluimos que el soporte de esta funcién consiste también en los
numeros con a lo sumo k + [ factores primos distintos. Podemos entonces
considerar, como lo hicimos para la funcién de von Mangoldt, la truncacién
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dada por
1 R k+1
Ar(n;H k+1) = —+ d) | log — .
d|P(n;H)
d<R

Nuevamente, uno esperaria que para una eleccién adecuada de R esta con-
volucién imite en muchos aspectos el comportamiento de A(n; H, k+1) mien-
tras el error se mantiene controlado.

Las funciones del tipo mencionado arriba fueron estudiadas intensamente
en la udltima década. En un revolucionario trabajo, Dan Goldston, Janos
Pintz y Cem Yildirim [I18] establecieron estimaciones asintéticas para la
funcién Agr(n;H, k + 1) como parte de su programa para encontrar espaci-
ados arbitrariamente pequenos entre los primos. Para lograr tal propdsito,
transformaron tal problema en la evaluaciéon de una integral de contorno
que involucra la funcién zeta de Riemann. Gracias a esto, conocemos ahora
en gran medida el comportamiento de una funcién que suponemos similar a
A(n;H,k +1). Pero dado que al fin y al cabo no podemos probar efectiva-
mente tal similitud, ;es posible utilizar esta informacion para obtener resul-
tados concretos sobre la distribucién de los niimeros primos? Por supuesto,
no harfamos esta pregunta si la respuesta no fuese afirmativa.

En el 2004, en lo que es sin duda alguna uno de los trabajos méas impor-
tantes de las ultimas decadas en la teoria de nimeros, Ben Green y Terence
Tao [24] establecieron la existencia de progresiones aritméticas arbitraria-
mente largas en los primos. Es decir, que para todo r € N existiran x,h € N
tales que = + jh es un niimero primo para todo 0 < 5 < r — 1. Tan impre-
sionante como el resultado en si, es la cantidad de oxigeno que introducen a
la teoria de nimeros bajo la forma de herramientas provenientes de diversas
areas de la matematica, particularmente de la teoria ergddica. Gracias a es-
tas notables ideas, consiguen asi sacar provecho de la distribucién de Ag(n)
para probar su impactante resultado sobre la distribucién de los ntmeros
primos.

Para comprender mejor tal trabajo, es necesario trasladarse al area de
la matemética que hoy en dia se conoce como combinatoria aditiva (aunque
considerando su expansién a preguntas que no son estrictamente aditivas, se
ha sugerido que el nombre combinatoria aritmética resultaria més apropia-
do). En 1973, Endre Szemerédi resolvié una famosa conjetura de Paul Erdés
y Paul Turan, estableciendo asi un resultado fundacional para la combina-
toria aditiva [12]. El teorema de Szemerédi nos dice que todo subconjunto
de los enteros de densidad positiva posee progresiones aritméticas arbitrari-
amente largas. Mientras que la demostracién de Szemerédi es esencialmente
combinatoria, con el tiempo éste histérico resultado seria demostrado nueva-
mente en diversos contextos. En 1977, Hillel Furstenberg obtuvo el resultado
mediante métodos de teoria ergédica [15], dando lugar asi a una relacién en-
tre preguntas de la combinatoria aditiva y la teoria ergédica que se volveria
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extremadamente productiva con los anos. Asimismo, en 1998, Timothy Gow-
ers logré dar una nueva prueba del teorema de Szemerédi, esta vez utilizando
andlisis armonico [19]. Es en ese trabajo en el que Gowers introdujo las nor-
mas U¥ de las cuales hoy se sabe que un conocimiento adecuado permitirfa
dar un paso enorme hacia la conjetura de Hardy-Littlewood.

Incorporando las ideas principales de estos tres trabajos, Green y Tao ob-
servaron que el resultado podia extenderse mas alla de los conjuntos con den-
sidad positiva. Para esto introducen una nociéon adecuada de pseudoaleato-
riedad. Mientras que es bastante sencillo demostrar que un conjunto pseu-
doaleatorio posee progresiones aritméticas arbitrariamente largas, Green y
Tao van mucho mas lejos y establecen que bastard con que el conjunto
en cuestion esté dominado por otro pseudoaleatorio y de densidad seme-
jante, para garantizar que posea las deseadas progresiones aritméticas. Es
aqui déonde las estimaciones para Ag(n) entran en juego.

Como vimos anteriormente, en el estudio de los primos la funcién mas 1til
para caracterizarlos suele ser la funcién de von Mangoldt A(n). El objetivo
seria entonces poder encontrar una funciéon pseudoaleatoria que mayorice a
A(n) y posea una densidad similar. Es fécil ver que una leve modificacién de
Ag(n) funciona de mayorante para A(n) al mismo tiempo que retiene una
frecuencia similar. ;Podremos demostrar entonces que Ar(n) es una funcién
pseudoraleatoria, implicando asi la existencia de progresiones aritméticas
arbitrariamente largas en los primos?

En un principio, la respuesta es no. La funcién de von Mangoldt, al
igual que los niimeros primos, posee la peculiaridad de encontrarse irreg-
ularmente distribuida a lo largo de las diversas clases residuales. Esto se
debe por supuesto a que los nimeros primos sélo pueden aparecer infinitas
veces en las clases residuales que son coprimas con el médulo. Es facil de
probar que una funcién con una tal irregularidad no puede ser mayorada por
una funciéon pseudoaleatoria, afectando esto nuestras esperanzas de obten-
er una tal mayorizacién para A(n). Sin embargo, éste obsticulo resulta no
ser esencial. Mediante la introduccién de lo que ellos llamaron el truco-W,
Green y Tao consiguen construir una variacién de A(n) que si estd distribui-
da en forma suficientemente regular. Aplicando entonces el mismo truco al
mayorante Ar(n) e implementando las herramientas desarrolladas por Gold-
ston y Yildirim, Green y Tao demuestran que la modificacién de Ag(n) en
cuestién define efectivamente una funcién pseudoaleatoria obteniendo asi su
resultado sobre progresiones aritméticas en los primos.

1.3. Progresiones aritméticas en subconjuntos de
los primos

El resultado principal de esta tesis es una extensién del teorema de
Green-Tao. Dado 6 > 0 decimos que f : Zy — R>q es d-denso si satis-
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face E(f(n)|Zyx) > 0. Asimismo, decimos que una tal f tiene soporte en
A C Z si su soporte estd contenido en la proyeccién canénica de AN [1, N]
en Zpy. Por tltimo, definimos la normalizacién

A A% (n; H b+ 1)

Dadas estas definiciones, el enunciado concreto de nuestro resultado es el
siguiente:

Teorema 1.1. Sea A C N. Sea § > 0 arbitrario y r > 3 un entero también
arbitrario. Si para todo N suficientemente grande existe fn : Zny — R>q
d-denso y de soporte en A con

fnn) < Ap(nyH, k+1)

en Zy, para R = N™ 277" y cierta eleccion fija de H = {h1,...,hx} y
I > 0, entonces A posee progresiones aritméticas de longitud r.

El principal aporte de éste resultado es la demostacion de que para todo
H ={hi,...,hi} yl >0, existe una adaptacién apropiada de Ar(n; H, k+1)
que define una funcién pseudoaleatoria. Utilizaremos ademas una obser-
vacion reciente de Gowers [21], que nos permitird obtener demostraciones
mas directas de algunos de los resultados de Green y Tao mediante la imple-
mentacion de herramientas del andlisis funcional, particularmente el teorema
de Hahn-Banach.

Obtendremos varias consecuencias del Teorema 1.1, algunas de las cuales
enunciamos a continuacién. En primer lugar, tomando H = {0}, | = 1
y [N = len<n<2:ncA(n) para ciertas constantes c¢,e > 0 suficientemente
pequenas es posible recuperar el

Corolario 1.1 (Teorema de Green-Tao). Los primos contienen progresiones
aritméticas arbitrariamente largas.

En su monumental trabajo de 1973, Chen Jingrun demostré que para
todo h € Z existen infinitos primos p tales que p + 2h es el producto de a lo
sumo dos factores primos distintos [7]. Llamaremos h-primos de Chen a los
que satisfagan la mencionada propiedad. Veremos que del teorema de Chen
podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario 1.2. Ezisten progresiones aritméticas arbitrariamente largas de
h-primos de Chen para todo entero h.

En particular, cuando es h = 1 se los suele llamar simplemente primos
de Chen. Green y Tao habian predecido en su trabajo que sus métodos
debian poder adaptarse para demostrar que los primos de Chen contienen
progresiones aritméticas arbitrariamente largas y lo demostraron en partic-
ular para el caso de progresiones aritméticas de longitud 3 (ver [23]). El
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resultado general fue demostrado en 2009, en forma independiente a éste
trabajo, por Binbin Zhou [18].

Asumiendo la conjetura de Hardy-Littlewood es posible deducir también
del Teorema 1.1 que para toda tupla H = {hq,..., hi} con &(H) # 0 y para
todo entero 7, existiran r niimeros en progresioén aritmética nq,...,n,, tales
que las tuplas {n; + hi,...,n; + hi} consistirdn enteramente de primos V
1 < ¢ < r. En realidad, no es necesario obtener la estimacién asintética
precisa dada por la conjetura de Hardy-Littlewood sino que bastara tinica-
mente con que la densidad sea del orden correcto. El enunciado preciso es
el siguiente:

Corolario 1.3. Sea H = {h1,...,hi}, con h; € Z para todo 1 < i < k. Si
es
E(A(n+h1)...A(n+ hg)|[N/2<n < N)>c+o(1),

para cierta constante ¢ = ¢(H) > 0, entonces el conjunto de tuplas primas
Py = {n € Njn+ hy,...,n+ hy € P} contiene progresiones aritméticas ar-
bitrariamente largas.

x
log? =
entonces habra progresiones aritméticas arbitrariamente largas de primos

gemelos. Es interesante notar que lo que se estd afirmando en el Corolario
1.3 es que podemos obtener las progresiones deseadas asumiendo inicamente
una hipdtesis de densidad.

En particular, si la cantidad de primos gemelos debajo de x es >

Incondicionalmente, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.4. Sea H = {h1,...,hi} C Z una tupla admisible. Existen
entonces progresiones aritméticas arbitrariamente largas tales que, para cada
miembro n de la progresion, la tupla {n + h1,...,n+ hi} acumula a lo sumo
3klog k factores primos distintos.

1.4. Primos en intervalos pequenos

Las aplicaciones de conocer la distribucién de Ag(n; H, k+1) no terminan
aqui. Una pregunta fundamental sobre la distribucién de los niimeros primos
es su densidad en intervalos. En particular, la estimacién de las posibles
diferencias entre primos consecutivos representa un problema de notable
importancia.

En una direccién, el teorema del nimero primo nos da la desigualdad

>1
n—00 log pn,

mientras que del modelo de Cramér (como también de la conjetura de Hardy-
Littlewood, gracias a una serie de brillantes deducciones llevadas a cabo por
Gallagher [10]), uno espera

imsup ——— = 00

n—00 10g Pn
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Esta suposicién es de hecho correcta y fue demostrada por Erik Westzynthius
[15] en 1931. Subsecuentemente el valor del limite superior fue estimado de
modo maés preciso por Erdos [10] y por Robert Rankin [37], quien demostré la
existencia de una constante ¢ tal que para infinitos primos p,, se tiene

(log log py,) log log log log py,
(logloglog py,)?

Dn+1 — Pn > clogpy,

dando asf la mejor estimacién conocida. Quizas una medida de la relevancia
de éste problema es el curioso hecho de que Erdds haya ofrecido 10,000
délares por cualquier mejora en el orden de esta cota, siendo este premio el
mas alto jamés ofrecido por Erdés y 10 veces superior al mayor premio que
lleg6 a entregar (fue justamente Szemerédi quien recolect6 aquel premio con
la demostracién de su teorema ya mencionado).

La otra direccién sea quizas incluso maés interesante puesto que éptima-
mente uno espera poder obtener

liminf p,41 — pn = 2,
n—oo

puesto que esto es obviamente equivalente a la conjetura de los primos geme-
los. Sin embargo, tal objetivo aparece en el presente fuera del alcance. Nue-
vamente, el teorema del niimero primo nos dice que

lminf Pt —P— 1 <1
n—00 ]og Dn

Este resultado fue mejorado en diversos trabajos por Erds [11], Enrico
Bombieri y Harold Davenport [3], Martin Huxley [31] y particularmente
Helmut Maier [31], cuyo trabajo resulta muy interesante puesto que para
lograr su resultado saca ventaja de la curiosa variacién existente entre lo que
el modelo de Cramér predice y lo que en realidad sucede en los intervalos
pequenos.

De todas formas no fue hasta el 2005 que Dan Goldston, Janos Pintz y
Cem Yildirim en un impresionante trabajo [18] obtuvieron el siguiente

Teorema 1.2 (Goldston-Pintz-Yildirim). Es

liminf 224" P _ g
n—oo  logpy

Los métodos utilizados para obtener éste resultado poseen muchos puntos
en comun con las herramientas empleadas para deducir el Teorema 1.1, por
lo que aprovecharemos la ocasiéon para incluir una demostracién de éste
teorema. En éste trabajo, los autores sacan un notable provecho de conocer
el comportamiento de Agr(n;H, k + ). Como hemos visto con anterioridad,
uno esperaria que esta funcién se comporte en forma similar a A(n; H, k+1),
que tiene como soporte a las tuplas {n + h1,...,n + hy} que tienen a lo sumo
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k + [ factores primos distintos. Debido a esto, uno esperaria que si es h € H
entonces A(n + h) deberfa tener una densidad relativa significativa respecto
a Ag(n;H, k +1). Precisamente, uno esperaria que para valores altos de N

(A(n+ h),Ar(n;H, k + 1)) N<n<on

sea particularmente grande. Resulta que efectivamente tal cantidad puede
ser calculada, en parte gracias a las mencionadas estimaciones para la fun-
cion Agr(n;H,k + 1), pero también gracias a una poderosa herramienta
de la teoria analitica de niimeros conocida como el teorema de Bombieri-
Vinogradov (una especie de hipétesis generalizada de Riemann en promedio,
que puede ser obtenida incondicionalmente). Esta capacidad para localizar
a los nimeros primos dentro de una tupla, es la herramienta fundamental
que permite demostrar el Teorema 1.2.

A pesar de su terrible poder, el teorema de Bombieri-Vinogradov no
se supone 6ptimo. Este teorema nos dice que el nivel de distribucién de los
primos en progresiones aritméticas es § = 1/2, siendo intencionalmente vagos
sobre lo que esto significa (ver §4.1). Sin embargo, se cree en general que
éste nivel de distribucién es en realidad tan cercano a 1 como se desee. Esta
afirmacion es conocida como la conjetura de Elliot-Halberstam. Asumiendo
tal hipdtesis, los métodos desarrollados por Goldston, Pintz y Yildirim se
extienden para demostrar el siguiente fantastico resultado:

Teorema 1.3 (Goldston-Pintz-Yildirim). Supongamos que los primos tienen
nivel de distribucion @ > 1/2. Entonces existe una constante C = C(0) tal
que toda tupla H = {hi,...,hx} con k > C y &(H) # 0 posee infini-
tos valores de n para los cuales el conjunto {n + hi,...,n+ hi} contiene al
menos dos numeros primos. En particular, asumiendo la conjetura de Elliot-
Halberstam podemos tomar C = 7, por lo cual, aplicando el resulado a la
tupla {0,2,6,8,12,18,20} obtenemos:

liminf pp41 — pn < 20.

n—oo

Una demostracién de esta afirmacion serd incluida en esta tesis. Apli-
cando el Teorema 1.1 a éste resultado, vamos a obtener el siguiente

Corolario 1.5. Supongamos que los primos tienen nivel de distribucion
6 > 1/2. Euxiste entonces una constante C = C(0) tal que para toda tupla
H=A{hi,....,h} conk > C yB(H) # 0 existe un pari,j con1 <i<j<k
tal que el conjunto Pi; = {p € P | p+ (h; — h;) € P} contiene progresiones
aritméticas arbitrariamente largas. En particular, asumiendo la conjetura de
Elliot-Halberstam, existe una constante 0 < ¢ < 20 tal que para todo entero
r > 0 existen r primos pi,...,pr en progresion aritmética para los cuales la
progresion aritmética p1 +c, . .., pr+ ¢ también estd formada en su totalidad
POT NUMETOS PTIMOS.
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Capitulo 2

Estimaciones de cribas

Sea H = {h1,...,hx} C Z. A lo largo de éste capitulo asumiremos
siempre que para toda tal tupla H se tiene h; # h; para todo par i # j. Mas
aun, supondremos también en todos los casos que las tuplas son admisibles,
en el sentido de que la serie singular &(#) es no nula.

En éste capitulo se demostraran tres importantes proposiciones que car-
acterizan el comportamiento de Ar(n;H,k + ). Las dos primeras proposi-
ciones estudiardn la distribucién de esta funcién a lo largo de intervalos y
de formas lineales. La tercera proposicion nos dard una estimacién de cor-
relacion. Todas las demostraciones seran condicionales a la evaluacion de
una integral de contorno que serd efectuada en el siguiente capitulo. Los
métodos aqui empleados se basan en los argumentos utilizados en [17], [18]

y [24].

En todos los casos los pardametros k, k;, [, [; se suponen fijos y en conse-
cuencia se omitiran los correspondientes subindices en las notaciones O, o,
en concordancia con lo mencionado en §0.2.

2.1. Cribas sobre intervalos

El primer objetivo serd obtener una estimaciéon para la esperanza de
Ar(n;H, k +1) en intervalos de la forma [N,2N]. Esto fue logrado en [17],
[18]. La estrategia consiste en reducir el problema en cuestién a la estimacién
de una integral de contorno que involucra a la funcién zeta de Riemann. Tal
integral serd evaluada mas adelante. El enunciado es el siguiente:

Proposicién 2.1 ([17], Lema 1; [18], Prop. 1). Sean k,l > 0 enteros y
H={hi,...,h} C[1,H]|NZ. Sean N, R pardmetros, con

H < log N < log R. (2.1)
Suponiendo ademds

R < NY2/(log N)® (2.2)
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para una cierta constante C suficientemente grande que depende sélo de k
y l, tenemos

1 21
En<n<anA%R(n; H, k +1) = 1) log R)" 2
Nemean K0 H ) = () + o) s () o 42,
donde la constante implicita depende unicamente de k, | y las constantes
implicitas en (2.1) .

Nota. Si bien las estimaciones del orden de H respecto a N son superfluas a
la hora de estudiar una tupla H fija, esto nos permitira estudiar mas adelante
a todas las k-tuplas del intervalo [1, H] en forma simulténea.

Nota. El hecho de evaluar el cuadrado de Agr(n;H, k + 1) se debe a que lo
que en realidad nos interesa es la variaciéon en magnitud de esta funcién y
mas aun, a la hora de estudiar la distribucién de los ntimeros primos, se
vuelve de fundamental importancia que el peso en cuestién pueda tomarse
no negativo. Mas en general, el estudio del cuadrado de una funcién en
lugar de la funcién misma dentro de la teoria de cribas tiene su origen en
los trabajos de Atle Selberg sobre la funcién zeta de Riemann. Alli Selberg
notd que esto permitia simplificar la optimizacién de parametros.

Demostracion. Usaremos el simbolo ¢ para referirnos a una constante posi-
tiva que dependa unicamente de k y [, pero cuyo valor puede variar en cada
caso. Para todo primo p denotamos por (p) al conjunto de diferentes clases
residuales entre —h(mod p), h € H y abusamos un poco de notacién escri-
biendo n € Q(p) en lugar de n(mod p) € Q(p). Recordemos que estamos
asumiendo la admisibilidad de H y que esto es equivalente a la desigualdad
|Q2(p)| < p para todo p. Extendemos a €2 multiplicativamente sobre los en-
teros libres de cuadrados’, de modo que es n € Q(d) si y sélo si es n € Q(p)
para todo divisor primo p de d. En efecto, para (d,d’) = 1 obtenemos

|Q(dd')| = |Q(d)[|(d)]
por el teorema chino del resto. Escribimos P(n;H) = (n+hy)...(n+hg) y
observamos que n € Q(d) si y sélo si d|P(n; H).
Consideramos la funcién
R

1 k+1 .
An(dik+1) = 4 wild) (log g) 0 std < (2.3)
0 sid> R,

donde p es la funcién de Mobius. Con esta definicion, obtenemos para

!Notar que a lo largo de esta seccién sélo necesitaremos tratar los casos de enteros d
libres de cuadrados debido a la aparicién de la funcién de Mdobius.
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Agr(n;H,k +1) la expresién

k+1
Ar(n;H, k+1) = (kil)' Z p(d) <10g§)

" d|P(nH)
d<R

Z r(d;k+1).

eQ(d

Expandiendo el cuadrado tenemos entonces que En<p<2 NA%%(n; H,k+1)es
igual a

> Ar(dk +DAr(dk + DENen<on (Laapm) - (2.4)
d,d’

Escribiendo [d, d'] para el minimo comin miltiplo de d y d’, es claro que la
esperanza interna es igual a

Q(d, d' Q([d, d’
En<n<en (Lneo(aa]) = W +0 <|([ND|> '

Teniendo en cuenta esto, vemos que (2.4) es igual a

1 / . /.
T+0 Nd};!Q([d,d])IAR(d,kH)AR(d,k+l) , (2.5)
o Q([d, d')
= g « d, ] AR dik +DAr(d's k +1). (2.6)
d,d’

Debido a la multiplicatividad de ©(d) tenemos la desigualdad |Q([d, d'])| <
|2(d)| |22(d")|, con esto, podemos reescribir (2.5) como

2
T+0 (ZQ ||)\de:+l)> . (2.7)

Sea 7,.(d) la cantidad de representaciones de d como el producto de r nimeros
naturales. Para proseguir necesitaremos el siguiente resultado bien conocido
que nos serd de utilidad en repetidas ocasiones. Para su demostracion, ver
[33, Capitulo 1].

Lema 2.1. Sean r,s > 0 enteros arbitrarios. Entonces

Eg<z(1r(d)®) <5 (log x)rs_l.

Supongamos ahora que d es un entero positivo libre de cuadrados que
divide a P(n;H) = (n + h1)...(n + hy). Podemos escribir entonces d =
dy,...,dg con d;|(n+h;). Siasuvez d|P(m;H) para cierto m que da a lugar
a la misma descomposicién di, . .., dy de d (es decir, tal que d;|(m+ h;) para
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todo 1), se sigue del teorema chino del resto que ha de ser n = m(mod d).
Concluimos asi la desigualdad |Q(d)| < 7x(d). Aplicando entonces el Lema
2.1 a (2.7) y utilizando que es |Ag(d;k+1)] < (logR) siesd < Ry
Ar(d; k +1) = 0 en otro caso, obtenemos

R? (log R)°
Encn<onAR(n;H,k+1) =T + O <(Og)>

N
=T +0(1)

en donde hemos usado la hipdtesis (2.2).

Sea ahora log™ x = méax(logz,0). Tenemos entonces la bien conocida

identidad integral
7! ds

(log™ )" = = 5 " :csﬁ. (2.8)
Observar ademds que es Ag(d; k+1) = ﬁ,u(d)(log“‘ %)k‘H. La idea serd en-
tonces sacar provecho de esta identidad para evaluar 7. Notar de (2.6),
expandiendo Ag(d;k + 1), que todas las funciones de d involucradas son
multiplicativas en d, excepto justamente (log™ R)’“H Sin embargo, se da
el notable hecho de que (2.8) nos permite expresar a esto como la integral
de una funcién que también es multiplicativa en d. Es esto lo que nos per-
mitird llevar el problema a un producto infinito sobre los primos y poder
aprovechar que sabemos manejar tales productos relativamente bien gracias
a la teoria de la funcién zeta de Riemann (y dado que después de todo, un
contexto multiplicativo es mucho més natural para los nimeros primos).

Utilizando entonces (2.8) tenemos

. w(d) R\® ds
AR(d,k‘Jrl):m/(l)(d SRHAT

Insertando esto en (2.6) obtenemos

RS-I—S ,
2m / / (s,5;9) )k+l+1dsds, (2.9)
donde es
Q([d, d)|
F Q) = d)p(d 7’ ’
(8757 ) %M( ),LL( )[d, d/] dsd/sl

]

y donde el producto se obtiene directamente de la multiplicatividad de los
factores involucrados.
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Recordando la definicién de la funcién zeta de Riemann
1 1\ !
— i 1 —
=25 H( ps) ,

la expresién producto obtenida para F(s,s’;2) sugiere que muchas de sus

, k
propiedades serdn semejantes a las de (%) , notando en particular

que es |Q(p)| = k parap > H y en consecuencia F(s, s'; Q) poseerd un cero de
orden k en (0,0). Para estudiar la validez de esta expectativa introducimos
la funcion

/ k
G(s,8;9Q) = F(s,5;9Q) (C(S + 1A+ 1)> :

C(s+s +1)
Observar que el valor de esta funcién en el origen esta dado por
Q 1\ *
G(0,0;0) =[] <1 - Hp)‘) (1 — ) = B(H), (2.10)
p p p
que es distinto de cero por hipdtesis.

Obtendremos pronto importantes propiedades de esta funcién en una
cierta regién R(s), R(s’) > —c, pero antes que eso introduciremos el siguiente
lema fundamental que serd demostrado més adelante:

Lema 2.2. Sea N un pardmetro real positivo. Sea R = N¢ con 0 < ¢ < 1.

Sea G = G(s,5") una funcidn de 2m variables complejas s = (S1,...,5m),
s =(s],...,8.,), reqgular y acotada para R(s1), ..., R(sm), R(s}), ..., R(s),) >
-, con " > 0. Supongamos ademds que en tal regidn satisface

|G(s,5")] < c1exp (ca(log N)~2¢9 Jog log log N), (2.11)
con o = min (R(s1),R(s}), ..., R(sm), R(s,),0). Entonces, si N (y en con-

secuencia R) es suficientemente grande en términos de ¢’ y c3, tenemos

k; /

1 i C(sj+s;+1) T Rpsits;
T G(s,s | | J ds.ds’
(2mi)2m /(1) /(1) (s,8 )]:1 (C(Sj + 1)((83 +1) (Sjsg)kj+lj+1 5ja8;

" (log B2 (1,
= (G(O,...,O)+Oc’,c ,C ,m(]-)) (L. L9\ ’
oo ]Hl (kj +205)0 \l;

Nota. La forma general en la que hemos enunciado éste lema nos sera ttil
mas adelante. Para la presente demostracién, sin embargo, necesitaremos
Unicamente el caso m = 1.

Vemos entonces que para probar la Proposicién 2.1 bastard demostrar
que G(s,s'; Q) satisface las hipGtesis del Lema 2.2. En efecto, de (2.9) y la
defincién de G(s, s';Q)) tenemos

"1 k s+s’
C(s+s+ ))) (R dsds’

1 /.
7= Gmie /<1> 0, 8 (c<s+1><<s'+1 55 FHIHT
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que es la situacién m = 1 del Lema 2.2. El resultado se sigue entonces de
(2.10).

Para esto nos restringiremos a la regiéon R(s), R(s’) > —c con ¢ sufi-
cientemente pequeno. Consideremos un primo p > H de modo tal que es
|Q(p)| = k y estudiemos su correspondiente factor en G(s, s'; ). Este seré de
la forma

1= o)
O e

pS+1 ps’+1

Al igual que en el enunciado del lema escribimos o = min (R(s), R(s'),0).
En la regién en cuestion tenemos las igualdades

1\ k 1
<1 o ps+s’+1> = (1 - ps+s’+1 +0 <p2(20+1)>) ’
k

Lo ! 1 K
+ ps+1 + ps—l-l(ps—l-l _ 1)

=
Ak
=
N——
I

@)
k
! > _<1+ L, 1 >’“
'+1 o '+1 "1 (ps’+1
— prs'+h) P p¥H(p* 1)

k 1
1+ e o) (W)) . (2.13)

Insertando estas tres identidades en (2.12) obtenemos que esto es igual a

140 (ﬁ) de donde concluimos que la parte de G(s, s'; ) correspondiente

a los factores p > H estd uniformemente acotada en la regién estudiada,
siempre que sea ¢ < 1/2.

Para estudiar la parte correspondiente a los p < H notamos que bas-

1 — .
tard con considerar (3k)2+1 < p < H puesto que el intervalo restante es
finito y en consecuencia define un producto uniformemente acotado. Nueva-
mente, tenemos

og (1 200 _ 190 J0IY) < (535

ps+1 ps’Jrl ps+s/+1 p20+1

_ i (3k)"
— npn(20+1)

3k
S p20+1 — 3k

y ademas es
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og (1 L) =5 L |« !
0g B ps—i-l - ; pn(s-l—l) — pU—H —1’
1 - 1
g (1- 2 )| - S | < T
1 S 1
log <1 - ps+s’+1) - Z pr(s+s+1) | = p2otl —1° (2.14)

Con estas identidades, podemos concluir que el valor absoluto del log-

1
aritmo de cada p-factor de G(s,s';Q) en el intervalo (3k)2e+1 < p < H
estd acotado por 3k((p?°*1 — 1)~1 + (p?° ! —3k)71) = O(p~1729). Pero es

1 1
Y s KH Y~ < H ¥ loglog H
p<H p<H

< (log N)™?? logloglog N,

en donde hemos usado (2.1) y la estimacién cldsica > ., p~! < loglogz.
Exponenciando esto y puesto que vimos que el resto del producto esta uni-
formemente acotado en la regién en cuestién, obtenemos que efectivamente
G(s, s'; Q) satisface (3.1). Esto finaliza la demostracién. O

2.2. Comportamiento sobre formas lineales

El siguiente objetivo serd extender los métodos desarrollados arriba para
estudiar el comportamiento de Ar(n; H, k+1) alo largo de varias formas lin-
eales simultaneas. Con éste propdsto en mente, implementaremos el truco-W
de Green-Tao que consiste en evaluar nuestra funcién en Wn+a en lugar de
en n para una elecciéon apropiada de los parametros W y a. La principal util-
idad de esta sencilla técnica reside en evitar las obstrucciones provenientes
de los primos pequenios que causan que Ag(n;H,k + 1) esté distribuido ir-
regularmente en las clases residuales pequenas. Entre las ventajas de esto se
encuentra la simplificacion del estudio de la serie singular y el hecho de que
todas las formas lineales den lugar esencialmente a la misma distribucién.

A lo largo de esta seccién w(N) denotard una funcién que tiende al in-
finito con N en forma suficientemente lenta, de modo que es 1/w(N) = o(1)
y escribiremos W := Hp<w )P Asimismo, R serd una potencia pequena de
N y denotaremos por ¢ a 1a funcién de Euler generalizada, es decir

o))

El resultado que vamos a probar es el siguiente:
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Proposicion 2.2. Sean m y t enteros positivos. Para cada 1 < ¢ < m,
sean ; : Zt — 7 formas lineales afines, 1;(x) = 23'21 Lijxj + b;, donde
Lij;,b; son coeficientes enteros con |Li;| < \/w(N)/2 para todoi=1,...,m
yj=1,...,t. Asumimos que las tuplas (L;1, ..., Li) son no nulas y ningu-
na es un multiplo racional de otra. Sean ki,...,kmn,l1,...,l;, > 0 enteros
arbitrarios y Hi, ..., Hm C [1, H|NZ tuplas admisibles (no necesariamente
distintas) con |H;| = k;. Aqui H es un entero arbitrario pero fijo. Asum-
imos ademds que N es suficientmente grande, de modo que se satisfaga
w(N) > H. Escribimos 0; := W1; + a; con los a; elegidos de forma tal
que a; + H; consista de enteros coprimos con W. Supongamos ademds que
B C R es el producto de t intervalos de longitud al menos R™. Entonces,
st w(N) crece lo suficientemente despacio con N, tenemos

IExEB (A2R(01 (X); %h kl + ll) s A%%(Hm(x)a Hma km + lm))

_ 7 W (log R)k+2l (9,
— (1+0m’t(1))£‘[¢ki(W) (ki + 21;)! <lz>

Nota. La demostracién de esta proposicion en el caso particular Hy, ..., Hy =
{0}, k1. km =1, 11, ..., Ly, = 0 fue dada en [24] (Prop. 9.5). La general-
izacién aqui presente adapta los métodos alli utilizados, que a su vez estan
basados en [15].

Demostracion. Usaremos c para denotar una constante positiva que depende
de k1,...,km,l1, ...,y cuyo valor podra variar en cada ocurrenica. Comen-
zamos expandiendo los cuadrados dentro de la esperanza para expresar a
esta como

i pldpld)) ( R\FFE R ke

i=1 4 d<R
di,d}| P(0;(x);Hs)

lo cual podemos reescribir como

T (o RN\ET L R\
) (ks + 1;)12 log™ — log™ —
d,eN \i=1 *t ‘ i

d17"'7dm9d/17"'7
m
X Exen H 1d¢7d§|P(9i(X)§7‘li) :

i=1
Notar que la presencia de la funcién de MoObius nos permite asumir que
los d;,d] son todos libres de cuadrados. Sea D = [di,...,dp,d},...,d,,]
el minimo comun multiplo de los divisores en cuestion, de modo que es
D < R?™. Puesto que d;, d}|0;(x) si y sdlo si d;, d:|0;(x + Dy) para cualquier
vector y de R, se sigue que

Exen (H 1di,d§|P(9¢(x);”H¢)) = Exezt, (H 1d¢,d§|P(9¢(x);7{i)> + Ot (R75™).
i—1 i=1
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En efecto, si escribimos B = H§:1 I con I; un intervalo de R y consideramos

para cada j un subintervalo maximal I J’ C I; que cubra uniformemente a
. . - t

Zp mediante la proyeccién candnica, entonces B’ =[] =11 ' cubre uniforme-

mente a Z}). Dado que un elemento de B posee su j-ésima coordenada en

I -1 ]’ con probabilidad a lo sumo D/|I}|, el término de error dado se sigue
de que por hipétesis es |I;| > R para todo j.

Reemplazando esto en nuestra estimacién anterior, obtenemos un error
de a lo sumo Oy, ¢ (R‘Gm log™* R) = 0m+(1). Usando ahora que los d;, d; se
pueden tomar libres de cuadrados, obtenemos del teorema chino del resto la
identidad

Exezt, (Hldz,dqp ) HEert H 1P 6:(x)2)

p|D i:p|d;d;

Aqui la restriccién p|D es superflua puesto que en caso contrario el factor
es igual a 1. En particular, escribiendo Xy, . 4,.(p) :={1 <i<m:p|d;}y

WX(p) = EXEZ; <H 1pP(9i(x);Hz‘)>

i€X

para cada X C {1,...,m}, tenemos

Exent, (Hldhd'w H)) [wxa,.. amIXar .y, (P)-

Nuestro objetivo serd entonces probar

Z A M(dl)ﬂ(d;) 10 +E hit 10 +E kit
B +1)12 \ % 4 & @
A1 seesdomyy .yl €N \i=1 i

100y

_ W (log R)M+2: (2,
= (1+0m,t(1))i131<pki(w) (ki +21;)! <lz>

Procediendo como en la demostracién de la Proposicién (2.1), utilizamos
(2.8) para expresar el lado izquierdo de esta identidad como

R8]+8
/
o 2m/ / (s,5") (sjs e ———————dsds, (2.15)
donde hay 2m variables complejas s := (51, ceySm)y 8 = (81,...,8m) y es
m
F(S? S/) = Z H dsd/S Hdel aaaa deXdll ,,,,, d4n, (p)'
Ay yooesdm ol €N\ =1 3

(2.16)
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Los indices han sido cambiados de ¢ a j para evitar confusién con la raiz de
—1. Notar que cada divisor p de D = [dy,...,dm,d},...d],] contribuye un
factor de

al sumando de (2.16) que es multiplicativo en D. Debido a esto, el teorema
fundamental de la aritmética nos da la expresién F (s, s') =[], Ey(s, s') con

(_1)\X|+|X’I

N ’
E,(s,s) := Z S e e o, XUX (p) (2.17)
X,X'C{1,.m} P

alli donde tal producto converge absolutamente.

Para proceder aprovecharemos que ninguna parte lineal de un 1; es un
multiplo racional de otra, lo cual nos permitird deducir cotas en el tamafio
de wx(p). A continuacién escribiremos w;(p) para referirnos a wx (p) cuando
es X = {i}. El resultado concreto es el siguiente

Lema 2.3. Si es p < w(N) entonces tenemos wx(p) = 0 para todo X no
vacio, de modo que es E, = 1 en este caso. Si en cambio es p > w(N)
entonces tenemos w;(p) = p~'k; cuando es | X| =1 y wx(p) < Kp~2 si es
| X|>2, con K = ngigm k;.

Demostracion. En primer lugar, es claro que si es p < w(N) entonces es
0;(x) = a;(mod p) para todo = € Z!, por lo que el primer resultado se sigue.
Supongamos entonces p > w(N). Por hipétesis, tenemos entonces p > H y
en consecuencia 6;(x) + H; abarca exactamente k; clases residuales médulo
p, lo cual nos da el caso |X| = 1 del enunciado. Resta ver entonces que
sucede cuando es |X| > 2. Para esto veamos que ninguna de las s for-
mas lineales puras W(vy; — b;) es un multiplo de ninguna otra médulo p.
En efecto, si tal fuese el caso, deberia ser LijLi_,} = LilLi_,ll (mod p) para
todo par 1 < j <[ < t. Pero si dos racionales en forma reducida con nu-
merador y denominador acotados en moédulo por y/w(N)/2 < /p/2 son
congruentes moédulo p, entonces claramente deben ser iguales, de donde se
sigue entonces que las formas lineales puras v; — b;, ¥y — by son multiplos
racionales entre si, contrario a la hipétesis. Ahora bien, si para cada i € X
elegimos un h; € H; entonces se sigue de lo anterior que las soluciones de
[Licx Lpjw (v (x)+ar+h, = L en Z; estan contenidas en un subespacio de codi-
mensién al menos 2 (puesto que es | X| > 2). Luego la esperanza de éste indi-
cador es a lo sumo p~2. Notamos finalmente que si es [Lcx 1, po;(x)m,) = 1
entonces el anterior sistema debe satisfacerse para cierta eleccion de h; € H,,
1 € X. Dado que hay a lo sumo K posibles elecciones y puesto que acabamos
de ver que la esperanza de cada tal sistema estd acotada por p~2, se sigue
que es wy (p) < Kp~2, como se querfa probar. O
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Aplicando esto a (2.17) obtenemos

m

EP(Sa S/) p>w Z k; ( —l=s; _'_p_l_S;' _ p—l—sj—s;)

Loy D ou/r) : (2.18)

XXy PP ST 2! )
[XUX'|>2

La idea sera aprovechar esta expansién para colocarnos en la situacion
del Lema 2.2. Escribimos entonces FE), = EZ(,I)EZ()Q)EZ(P) con

1— —1—s;—5, kj
1p>w(N)p J
k; 1o\
! (1 - 1p>w(N)p ! S])
IRV
(1—1p§w(N)P e S])

L1 = Lpwnp )" (1= Lpcwmp™ )

/ k; / —k;
(1 _pflfsj')kj <1 _p—l—sj) J (1 _p—l—sj—s].) J

EI(,I)(S, s') == Ep( H
=1 (1= Lpswnp™ %)

E(Q) (s, s ﬁ

kj

s T

3 —
Ejg )(s,5) =

<.
Il
—

y definiendo G; := Hp E;,(,j ) para j = 1,2,3, obtenemos asi la expresion

F:G1G2G3 con
H —i—sj—i-s) ki
i 1+3J )¢+ s%) '

Reemplazando esta representacién de F' en (2.15), vemos que para obten-
er una estimacion del tipo deseado bastara probar que GGy satisface las
condiciones del Lema 2.2. Esto serd logrado a través del siguiente resultado:

Lema 2.4. Los productos Hp E]()j), Jj = 1,2, convergen absolutamente a G;
enR(s1), ..., R(sm), R(s)), ..., R(s},) > —a para cierta constante o > 0 que
depende de m. Ademds, escribiendo o = min (R(s1), R(s}), ..., R(sm), R(s},),0)

m
ys=(S1,..-,8m), 8§ =(s),...,8),), tenemos

Gi(s,s') <m 1
G1(07 0) =1+ Om(l)
Go(s,8') < exp(Cryw(N) ™27 loglog w(N))

30



Tesis de Licenciatura Walsh, Miguel N.

Demostracion. En primer lugar, tenemos que es EI(,I) =1sip < wN).
Asimismo, si es p > w(IV) entonces obtenemos de (2.18) y las identidades de
(2.13) que es EI(,I) = 14+0(p~2t2m%)  de donde se sigue la convergencia abso-
luta del producto y la cota para G, mediante una eleccién suficientemente
pequena de a > 0. El valor de G1(0,0) se sigue de lo anterior, notando que
w(N) diverge con N. Para estudiar G utilizamos en cambio las identidades
de (2.14) obteniendo la cota

1
log |Ga| <m w(N)~2 Z — < m w(N)"? loglog w(N)
p<w(N)

en la region en cuestion, dénde hemos utilizado como antes la estimacién
Zpgx p~! < loglogz. Finalmente, el valor de G2(0,0) es inmediato por
definicion de ¢ y W. O

Puesto que el crecimiento de w(N) se asume lo suficientemente lento
respecto a N, podemos suponer en particular w(N) < log N. Con esto, se
sigue del Lema 2.4 que G := G1G> satisface las condiciones del Lema 2.2.
Asimismo, del Lema 2.4 se sigue también que es

W

()

s

G(0,0) = (1 + omm(1))

y el resultado queda asi demostrado. O

2.3. Estimaciones de correlacion

Habiendo estudiado el comportamiento de Ar(n;H,k + 1) a lo largo de
formas lineales, concluiremos éste capitulo estudiando ciertas propiedades de
correlacion de esta funcién. Esta vez nuestro estudio incluird formas puras
que si son multiplos racionales entre si (de hecho, séran iguales) de modo
que el resultado anterior no serd aplicable. De todas formas, gran parte de
tal razonamiento podrd adaptarse a éste contexto.

Hasta el final de esta seccion H,k,I > 0 seran enteros fijos y H =
{h1,...,hx} C [1, H N Z denotard una tupla admisible también fija. Como
antes, w(IN) serd una funcién que tiende al infinito con N suficientemente
despacio y escribiremos W := Hpgw( N) - El enunciado es el siguiente:

Proposicion 2.3. Sea m > 1 un entero y B un intervalo de longitud al
menos R, Supongamos que z1 < ... < zy son enteros distintos satisfa-
ciendo |z;| < N? para todo 1 < i < m. Definimos

A= ] [T W(z—z)+0).

1<i<j<m —H<b<H
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Entonces, si N es suficientemente grande en términos de m y a es un entero
tal que a + H consiste de elementos coprimos con W, tenemos

Evep (AZ(W(z+21) + a;H, k+1) .. . AR(W (2 + 2) + a; H, k +1))

< (14 om(1) (gm(il))m H (14 0ne™%)  (219)

(p,W)=1

Nota. Similarmente a la Proposicién 2.2, el caso particular H = {0}, H =
k =1 = 0 fue demostrado en [241]. La siguiente demostracién adapta los
métodos alli utilizados, que a su vez estan basados en [18].

Demostracion. Para llevar a cabo esta demostracion, comenzamos notando
que la principal diferencia entre esta proposicién y la Proposicién 2.2 radica
en que en éste caso las formas lineales puras involucradas son todas iguales a
x. Si bien esto nos impide por supuesto sacar provecho de que ninguna forma
lineal sea multiplo racional de otra, tal hipétesis en la demostracién de la
Proposicion 2.2 sélo se comenzé a utilizar a partir del Lema 2.3. Debido a
esto, las argumentos anteriores siguen siendo validos y en particular podemos
expresar el lado izquierdo de (2.19) en la forma (2.15) con F(s,s’) definido
como en (2.16) y con k; = k, l; = | para todo 1 < ¢ < m, con la tnica
diferencia de que ahora sera

WX(p) = ExGZp (H 1p|P(W(x+zi)+a;H)> .

1€X

Al igual que antes obtenemos la expresién F(s,s’) = [[, Ep(s,s’), con
E,(s,s") definido igual que en (2.17) (tomando en cuenta por supuesto la
nueva definicién de wx (p)). En lugar del Lema 2.3 tenemos ahora el siguiente
resultado:

Lema 2.5. Si es p < w(N) entonces es wx(p) = 0 para todo X no vacio,
siendo en tal caso E, = 1. Si es p > w(N) entonces tenemos wx (p) < kp~?
para todo X no vacio, siendo en particular wx(p) = kp~! si es |X| = 1.
Ademds, si es | X| > 2, wx(p) serd nulo a menos que p divida a A.

Demostracion. La primera afirmacion es evidente puesto que en tal caso
W (x+ z;) + a+ H consistird de elementos coprimos con p para todo z € Zj,.
Supongamos entonces p > w(N). Como w(N) diverge con N, eligiendo N
suficientemente grande podemos asumir W > H. Con esto, el caso |X| =1
es claro. Consideremos finalmente | X| > 2. En tal caso, puesto que P(W (z+
;) + a; H) es divisible por p para exactamente k elementos de Z,, se sigue
que la esperanza del indicador es a lo sumo kp~'. Ademads, si tal esperanza
es no nula, deberd existir un valor de € Z,, para el cual p divida a W (x +
i) + a + h;; para todo i € X y cierto h;; € H. En particular, para todo par
i,i' € X,1<i,pdividird a (W(x+2zy)+a+hyjy) — (W(z+2z)+a+hi) =
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W (zir — z;) + (hij» — hsj) para cierto par hij, hyj» € H. Pero por definicién
de H y H, sabemos que es |hj — h;j| < H para todo par hj,hj en H, de
donde se sigue que p habra de dividir a A, como se deseaba probar. O

El Lema 2.5 nos permite escribir

m
Ep(S, Sl) p>w(N Z L ( —1—s; +p—1—s; o p—l—sj-—s;->
7=1

+ 1p>w(N)7p\A)‘p(Sa S )

o 0 (1/p)

ZjeX sj+2jeX/ 53- )

/
Ap(s,s') =
X,X'C{1,.,m} P
| XUX'|>2

Consideramos ahora la factorizacién E, = E},O)EI(,I)E},Q)ES) con

E(s,5) == 14 Lpmu(n) pladp(s, s')

o\ %
Ep(s,s)) T <1 — Lpswnp sg)

(0) _1-¢\F
Ep™(s,8) 21 (1= 1pmpyp—t—5)" (1 Loy Sj)
B H pg’w(N)p
- . —1—s;\k AL

=1 (1= Lpcuw@np™'7%) (1 — Lp<w(vyp J)

- sj (1 —p*1*s§'>k <1 B qusjfs;)—ki

Escribimos G := Hp E,gj ) para j = 1,2,3,4. Tenemos entonces F' =

GoGlGQGg con
H C(L+s;+ s5) g
1+s;)C(1+5))

1 —
E]g )(s,5") ==

||’:]3

Por supuesto, la idea serd utilizar nuevamente el Lema 2.2. Para esto, uti-
lizamos el siguiente resultado analogo al Lema 2.4 que describe el compor-
tamiento de Gy, G1, Go.

Lema 2.6. Los productos Hp EZ(,j), Jj =0,1,2, convergen absolutamente a G
en R(s1),R(s)), ..., R(sm), R(s),,) > —« para cierta constante o > 0 que de-
pende de m. Ademds, escribiendo o = min (R(s1), R(s)), ..., R(sm), R(s},),0)
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ys={(S1,..-,8m), & = (s),...,8),), tenemos

) <m exp(Cy(log N) ™2™ log loglog N)
) Km 1
5,5") < exp(C! w(N) 2% loglog w(N))

) <

11 <1+O 1/2))

plA
(p,W)=1

G1(0,0) =1+ 05,(1)
G2(0,0) = (W/er(W))™.

/

)
Go(s, s’
(

(

Demostracion. Comenzamos notando que es Eﬁ” =1 cuando p < w(N). Si
en cambio es p > w(N) entonces razonando como en el Lema 2.4 vemos que

es
L+ Xp(s,8) + Om(p**™ )

14+ Ap(s, ")
de donde se siguen ambas estimaciones para (; de la misma forma que en

el Lema 2.4. Asimismo, las estimaciones de G2 coinciden con las de aquel

lema por lo que no hay nada que probar. Nos concentraremos entonces en
Gp.

Notando que es E,(go) =1+ Op(p~ 2™ Y sip>w(N), plAy E]()O) =1
en otro caso, tenemos

[T 57= 11 (+one "),

plA plA
(p,W)=1 (p,W)=1

1 2am—2
EZ(> ) = =1+ On(p )

de donde se sigue la cota para Go(0,0). Para acotar esta expresién en la
region en cuestién, tomamos logaritmos y reducimos asi el problema al de
estimar ) A p~2°m=1 (no serd necesario considerar la restriccién (p, W) =
1).

Sea P, el producto de todos los primos debajo de z. Escribiendo f(n) =
Zp‘np*%m L es claro que es f(P;) > f(n) para todo entero n < P,, puesto
que n poseera estrictamente menos divisores primos distintos que P, y si los
ordenamos de menor a mayor, la contribucién del ¢-ésimo tal divisor primo
de n a la suma no podra ser mayor que la del i-ésimo primo. Observamos
ahora que suponiendo N suficientemente grande tendremos W > H y en
consecuencia sera

A< ] IT 2we-2)< ] (4W)%2Nm2<N4Hm2,

1<i<j<m —H<b<H —H<b<H

en donde hemos usado |z;| < N? y que w(N) (y en consecuencia W) crece

suficientemente despacio con N. Bastard entonces encontrar z con P, >
2

NAH™ v acotar f(Py).
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Del teorema del nimero primo en la forma Zpﬁx logp ~ x se sigue
que existe una constante absoluta C' con Hpgcxp > e* para todo x sufi-
cientemente grande. Vemos entonces que bastard estudiar f(P,) con x =
L4C’H m?log N J, pero en tal caso tenemos

Z p2om=l — Z p 2™l <« (log N)~2™logloglog N.
p| Py p<4CHm?2log N

Puesto que por lo anterior es f(P,) > f(A) obtenemos asi la cota deseada.
O

Deducimos del Lema 2.6 que G := G¢G1G> satisface las condiciones del
Lema 2.2. Pero el Lema 2.6 nos dice también que es

G(0,0) < (1 + 0 () (W/e W)™ T (14 0m(™?)
plA
(p,W)=1

y en consecuencia aplicando el Lema 2.2 la Proposicién 2.3 se sigue. O
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Capitulo 3

Integrales de contorno

En éste capitulo llevaremos a cabo la demostracion del Lema 2.2. Al igual
que antes, mantendremos la convencién de denotar por ¢ a una constante
positiva que depende a lo sumo de las variables k, k1,...,kn, L1, ..., Iy
y cuyo valor puede variar en cada ocurrencia. En consecuencia, manten-
dendremos la convencion de suprimir el correspondiente subindice ¢ de las
notaciones O, o.

Los resultados de este capitulo son una simple generalizacién de los ar-
gumentos presentes en [17] y [18].

3.1. El caso unidimensional

El siguiente lema nos dara el caso m = 1 del resultado. Una vez de-
mostrado esto, la generalizacién multidimensional serd inmediata.

Lema 3.1. Sea N un pardmetro real positivo. Sea R = N¢ con 0 < ¢ < 1,
y sean k,l > 0 pardmetros enteros. Sea G = G(s,s’) una funcién de dos
variables complejas, reqular y acotada en la region R(s), R(s") > —c”, con
" > 0. Supongamos ademds que en tal regidn satisface

|G(s,8")| < c1exp (ca(log N) 2% logloglog N) (3.1)

con & = min (R(s), R(s'),0). Si suponemos N (y en consecuencia R) sufi-
cientemente grande en términos de ¢’ y c3, tenemos entonces

1 / C(s+s+1) \* Rt ,
(2mi)? /(1) /(1) Gls:5) <C(5 +1)¢(s" + 1)) (ss)kti+1 dsds (3.2)

(log R)*+20 1]
(k + 20)! (z)

= (G(0,0) + 00’,01,02(1))

Antes de dar la demostracion de éste resultado, enunciaremos ciertas
propiedades de ¢ que utilizaremos continuamente.
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Lema 3.2. Existe una constante positiva ¢ para la cual es ((o +it) # 0 en
la region
>1 1e
o -
- log([t| + 3)

Ademds, en tal region tenemos las desigualdades

(3.3)

C(o +it) — < log(|t| + 3)

o—1+1it

m < log(|t| + 3)

Nota. La regién dada por (3.3) es conocida como la regién libre de ceros
clésica de la funcién zeta de Riemann.

Demostracion del Lema 3.2. Ver [11, Capitulo 3]. O

Demostracion del Lema 3.1. A lo largo de esta demostraciéon asumiremos
siempre que es G(s,s) # 0 lo cual serd superficial (puesto que estimaremos
siempre a G mediante (3.1)) excepto en el estudio de ciertos polos. En es-
os casos serd evidente sin embargo que la nulidad de G (y la consecuente
reduccién en el orden de los polos) afectard los argumentos inicamente en
una posible reduccién de los términos de error.

Comenzamos definiendo U = exp(y/log N) y moviendo las integrales de
contorno de s y s’ a las lineas verticales co(logU) ™! +it y co(2log U) ! + it
respectivamente. Aqui ¢y > 0 es una constante absoluta suficientemente
pequenia cuyo valor serd especificado més adelante (en particular, nos per-
mitird trabajar en la regién (3.3)). Escribiendo s = o + it y &' = o’ +it/,
tenemos

dsds’

1
2

N2 ) c
(@mi)* Sy, i)

C(s+1)¢(s"+1 55/ R

G(s,s’)< ((s+s+1) )>kz( Rt

log(|t| + 3) log(|t'| +3))¢ Ro*’
<o [ )/ (1og10gN)c2(og(| | + )0§(J/z\+ ) e dsds,
BT i) (g ) (1D
i (3.4)

donde hemos aprovechado que es |s + s/| > 2% (y/log N)~L.
Utilizando las desigualades R < N, |¢'| > U/2y 0+’ = 32— vemos

Vieg N’
que es
Roto’ exp (73' lggN)
(|$S/’)k+l+1 - |$8/’k+l+1

< exp (—0,1\/10g N)

| 5| FH L]/ [RFH=06
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Insertando esto en (3.4) obtenemos la cota

<oy X (—0,1 log N) (log log N)2(log N)°

) s 2y [ a0,
(52s) 1|k+1—0,6 . kTl
R G 1

ey ,e0 €XP (—c\/ log N>

en donde hemos evaluado la integral interna como < (log N)¢, usando las

desigualdades k,1 > 1, |s| > \/lg(iﬁ + 1ty |8 > 2\/&? + |t'].

Aplicando exactamente los mismos razonamientos para estimar

"1 k s+s’
C(s+ s + ))) (R dsds’,

1 /
(27i)2 /(g/'lz‘;?%) %2|\t/|1§=7[jv) G(s,s') <§(5 +1)¢(s" + 1 s/ )R+

concluimos que (3.2) es igual a

dsds’

1 N Cst+s+1) \F R
(2mi)? /’1 LlG(S, *) (C(S + 1)¢(s" + 1)) (ss!)kti+1

+ O¢, o (exp(—c\/log N)) ,

con £ y L) los contornos verticales co(logU)~! + it y co(2logU)~! + it/
truncados a [t| < U y |t/| < U/2 respectivamente. Lo que hacemos ahora es
mover £ a la linea vertical Lo : —co(logU)~! +it, |t| < U. Al hacer esto,
encontramos polos de orden [ + 1y k en s =0 y s = —s’ respectivamente.

Veremos ahora que la eleccién de ¢y puede efectuarse de modo tal que
estos sean los unicos polos que encontremos. En efecto, de aqui en mas, las
. . (o I'> __
partes reales de nuestras variables satisfaceran siempre o, o’ > Tlogw ¥ las
partes imaginarias |t], [t'| < U. Eligiendo ¢y < € con ¢ como en el Lema 3.2,
tenemos

/
— <
(c+0')< Toa ¥
< 4cg
~ log3 ++log N
4e
[ —
~ log(2U + 3)
4c
< ; 5
log(([t] +[¢]) +3)

de donde se sigue que las variables s,s’ y su suma s + s’ se encontrardn
siempre en la regién (3.3) en la cual el Lema 3.2 es aplicable.

Si escribimos T} : 0 4 iU, —co(logU) ™' < o < co(logU) ' y Ty : 0 — iU,
—co(logU)™1 < 0 < ¢y(logU)~L, vemos que para s € Ty UTy y 8" € L}
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tenemos las desigualdades |s| > U, |s + s'| > U/2, log|t],log|t'| < logU y
RO+ < exp(3y/Iog N/2). Usando entonces |Ti|,|Ts| = 2¢o(log U) ", obten-
emos como antes las desigualdades

1 , C(s+ s +1) ko Rs+s ,
), g /T Glo) <<<s O+ 1)) (s
et ien (exp(—cﬂlogN))

para j = 1,2. Aqui hemos usado también que en la regién en cuestién es

2cqcs
G(s,s') <, exp <02 (log N) Vios R log log log N)
<, (loglog N)< (3.5)

si IV es suficientemente grande en términos de cs.

Asimismo, si es s € Loy § € L), tenemos la desigualdad |s + s'| >
0__ . Ademds, (3.5) seguird valiendo y serd

2y/log N’

Ra+a’ < R_ﬁ < exp(—c\/@)7

por lo que no necesitaremos cotas inferiores ni en |s| ni en |s'| para que el
término de error sea del orden deseado. Obtenemos asi

dsds’

1 n Cls+s+1) R
(2m')2/; £ G(s’s)<C(s+1)<(s’+1)) (ss/)kH1+1

(log([t'| +3))° [ (log(t] +3)) , .,
Ly ,e0 €XP <—c\/logN> / P ; (s[RI dsds
2

£y
Ly ,c0 EXP (—c\/log N)

en donde hemos evaluado la integral interna de la misma forma que antes.

Uniendo las anteriores desigualdades, nuestra tarea se reduce entonces a
estimar

1

L {Res,—o + Reso__y/} ds’
GmiE Jp, (RoSsm0 + ReSumw}ds

+ Ocycz (exp (—cv/log N ) ) (3.6)

donde por supuesto, Res;—g hace referencia al residuo de

C(S + s+ 1) k Rt
C(s+1)¢(s" + 1)> (s )kFHT

65

en s = 0 y lo anédlogo para Res;—_.
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Procedemos a estimar

{Ress—_y } ds’. (3.7)
LY

Para esto, reescribimos el residuo como

1 N Cs+s+1) \* R ,
2mi /C(s’) Glors) (C(S +1)¢(s" + 1)) (ss!)ktitHl dsds

con C(s') : |s+ 8| = (log N)~!. Es claro que en C(s’) sigue valiendo (3.5),
como también que por el Lema 3.2 es ((s + s + 1) < log N. Puesto que
¢(1 + s) tiene un polo simple en s = 0, es (s¢(s+ 1))~! < 1 para valores
suficientemente chicos de |s|. Notando ademds que es |s'| < |s| < |§/| en
C(s'), del Lema 3.2 tenemos entonces (s¢(s+1))71 < (|s'|+1) " log(|s'|+3).
Por tltimo, observamos que es R*t* < 1y |C(s')| < (log N)~'. Deducimos
asi la cota

Res—_y <e, (log N) " (loglog N)® (log N + log((log N) ™" + 3))"

2k
« 10g(’5/| + 2) ’S/‘72l72'
|s'| +1

Integrando esto en £} vemos que (3.7) es
<, (log N)F(loglog N)“.
Esto nos permite expresar a (3.6) como

1

9 {Ress=0} ds’ + O, ¢, ((log N)*(loglog N)<2). (3.8)
™ Ell

Para evaluar esta dltima integral definimos

(s+5)C(s+ 5 + 1>>k 7 (3.9)

Z(s,s') = G(s,9) <SC(5 +1)s'¢(s" + 1)

que es regular en un entorno del (0,0). Notar ademés que en la regién (3.3)
obtenemos facilmente la cota

Z(s,s") <¢, exp (c2(log N)~%¢ Joglog log N) log®* (|t| + [t'| +3), (3.10)

con & = min (0,0’,0).

Recordando que tenfamos un polo de orden [ + 1 en s = 0, podemos
escribir

/

R 1[0\ Z(s,s")
ReSS:O _— Sll+lﬁ <8S> :0{(S+S/)kR }

S

Insertamos ahora esto en (3.8) y movemos £} a £} : —co(2logU)~1 + it/
|t'] < U/2, encontrando un tnico polo en el origen. Si consideramos 77 : o’ +
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iU/2, —cp(2log U)_1 <o < co(Qlog Uty Th:o' —iU)2, —co(2logU)~!
o’ < cp(2logU) !, entonces para s’ € T{UTy y Co : |s| = (log N)~! tenemos

l / /
Z 1 7 s
(B )l
0s) o L(s+5) 211 Jo, (s + 8"k st
<Kep,e0 €XP (—c\/log N) ,

en donde hemos usado |s + §'| > U, R®* < 1y (3.10). Obtenemos

Ress—ods’ <¢y c, €XP (—c\/log N) ,

271 /
T;

donde hemos usado ahora R¥'s' ' « exp (—c\/log N ) De la misma forma,
al ser RS < exp (—cov/Iog N /2) para s’ € L}, obtenemos también

1
— Resg—ods’ K¢y ,e0 €XP (—c\/log N) .

21 J

Juntando ahora estas estimaciones podemos reescribir a (3.8) como

ResslfoRess_o + OCl ey ((log N)kH(log log N)?)

Rs+s
/ / (s, 5) VS| dsds’
27'('2 CcyJoy 8 + S ) +

+ Oy 5 ((log N)**(log log N)CQ), (3.11)
con C1 : |s| = p, Cy : |s'| = 2p, para cierta constante pequena p > 0.
Escribiendo s’ = s£ vemos que esta integral doble es igual a
(s,s€)R* (§+1)

271'2 /03 o €+ 1 k:gl—s—l k+2l+1d8d§’

donde Cj es el circulo |£] = 2.

Ahora bien, es

S k 2l
L Z(s,s§)R &+ AN (s Sg)RS(E-H)}
27 Jo sht2i+1 (k+ 2[ 1\ Os
1 <k+2l><8> a\" (E+1)
- DV (a0 (2) {me)
(k + 20)! m+7zz;€+2l m 0s ) . s ) oo { }
(3.12)

Para evaluar esto consideramos Cj : |s| = (v/Iog N)~! en donde tenemos de
(3.10) la cota Z(s, s&) <, (loglog N)“2. Luego, para m > 0 es

AN Z(s,s€)
(‘95)50 {Z(s,88)} < /04 gm+1 ds
< (logN) 3 (loglog N)<
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Puesto que claramente tenemos también

(55)  {men} = raoeny,

concluimos que (3.12) es igual a

(i(—ga;;))' (5 + 1)k+21(10g R)k+2[ + 061702 <<10g N)k+2l) )

Gracias a esto, podemos reescribir (3.11) como

Z(0,0) e [ (1)
gy a0 [

+ 0cy ((log N)’““’) : (3.13)

Ahora bien, como es

¢ (i), fe)= ()

obtenemos que (3.13) es igual a

o k+21
Z(0, o)% <2ll) + 06y ((log N)k+2l) . (3.14)

Luego, para finalizar la demostracién, basta con notar que de (3.9) y el hecho
de que ((s) tiene en s = 1 un polo simple de residuo igual a 1, se sigue que
es Z(0,0) = G(0,0). Juntando lo anterior obtenemos entonces que (3.14) (y
en consecuencia (3.2)) es igual a

o k421
(1t 0 oy a(1))G(0,0) WBL. <2l) ,

(k+20) \ 1

en donde hemos usado que es R = N ¢ El Lema 3.1 queda asi demostrado.

O
3.2. El caso general
Pasamos ahora al caso general.
Demostracion del Lema 2.2. Habiendo demostrado el caso m = 1 en el

Lema 3.1, aplicaremos induccién. Consideramos entonces m + 1 y el re-
sultado demostrado para m > 1. Deseamos evaluar

m B
1/ / G(“')ff Cloitss+1) \7 R
(2mi)2m+1) f g a i C(sj +1)C(s; +1) (sjs;.)kﬁljﬂ
(3.15)
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con ki,...,kmt1,0, -, lms+1 > 0 enteros positivos y las 2(m + 1) variables
complejas s = (s1,...,8m41) ¥ 8 = (s],...,5),,1), donde ademds es

G(S15- s Smt1, Shs oy Simpq) < c1exp (ea(log N) "2 logloglog N) |

— _ 1 / / :
con ¢ = min(R(s1), ..., RN(smy1), RN(s}), ..., RN(s},4.1),0) y para ciertas con-
stantes c1, ¢, 3. Fijando entonces cualquier eleccién de s1, . .., Sm, 4, ..., Sh,

en los correspondientes contornos de integracion (en particular, con parte re-
al igual a 1), vemos que considerando a G(s1, - . -, Sm, Sm+1, 51, - -+ 51, 81 1)
como funcién de spy1, 5, se tiene

G(S1y- s Smt1, 1o oy Simpq) < c1exp (ca(log N) 21 Jogloglog N)

con Gpy+1 = min(R(sm+1), §R(3lm+1)a 0).

Aplicando entonces el Lema 3.1 a la integral doble de méas adentro (la
que depende de las variables s;,41,s,,,,), vemos que (3.15) es igual a

(log R)km+l+2lm+l (21 +1)
(km+1 + 2lp1)!

2m/ / 515--'337717075/17"'7‘9;71?0)+OC/701,CQ(1))

| | 8] +5 +1) RSJ—I—sj
dsidsy ...ds,,ds!
=1 ( (s +1) C(Sj+1) (55 o701 s51dsy ... dspds,,

Aplicando a esto la hipdtesis inductiva, obtenemos

kj /
C(sj + s;- +1) T Rsits; ,
(27i) 2(m+1 / / G5, H (C(sj +1)¢(s; +1) (sjs;-)kﬁlﬁl dsds
(

m+1
=1
2 (log R)ki+2L 21,
= (G(O, ey 0) + 06’,61,62,m+1(1>) H W l]
7j=1

m+1

y el Lema 2.2 queda asi demostrado. O
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Capitulo 4

Distancias acotadas entre
primos

Nos embarcaremos ahora en la tarea de demostrar los Teoremas 1.2 y
1.3. Como fue mencionado en §1, nuestro plan para lograr tal propdsito
serd probar que los primos son densos en las tuplas de casi primos (tuplas
con una cantidad pequena de factores primos acumulados); de hecho, asum-
iendo la conjetura de Elliot-Halberstam, demostraremos que incluso son lo
suficientemente densos como para garantizar que muchas tuplas de casi pri-
mos contengan al menos dos niimeros primos.

Una de las herramientas fundamentales que utilizaremos ya fue desarrol-
lada y es la Proposicién 2.1. Esto nos da una estimacién de Ag(n; H, k + 1)
en intervalos. Como hemos visto, uno espera que la distribucién de esta fun-
cién coincida con la distribucién de las tuplas n + H con a lo sumo k + [
divisores primos distintos. Teniendo presente esto, es natural conjeturar que
si es h € H, entonces n + h tendra una probabilidad mucho mas alta de ser
primo cuando Agr(n;H,k + 1) sea no nulo.

Resulta ser que esta conjetura puede ser efectivamente probada. La clave
para poder lograr esto reside en el Teorema de Bombieri-Vinogradov, que nos
permitird manejar los términos de error que surgen al emplear los métodos
de criba y que ahora tienen la dificultad extra de tener que lidiar con la
primalidad de uno de los miembros de la tupla.

Este capitulo es una exposicién de los resultados e ideas presentes en [17]
y [15].

4.1. El nivel de distribucion de los niimeros primos

A lo largo de éste capitulo denotaremos por ¥(n) a la funcién que vale
logn si n es primo y 0 en otro caso. La siguiente definicién sera de funda-
mental importancia.
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Definicién 4.1 (Nivel de distribucién). Sea 0 < 6 < 1. Decimos que los
primos tienen nivel de distribucion 0 si para todo A > 0 y todo 0 < 6’ < 0
se satisface

max max
y<z @
ng;e, (an):l

Y z
Py a.9) sO(y)‘«A (log z)A’ (1)

donde es

Iy;aq)= Y, dn).

y<n<2y
n=a(mod q)

Nota. A veces suele decirse también que los primos tienen nivel de distribu-
cién 0 si (4.1) se satisface con 6’ = 6 (i.e. para todo 6’ < 6). Sin embargo,
en éste trabajo nos restringiremos a la Definicién 4.1.

Enunciamos ahora el mencionado Teorema de Bombieri-Vinogradov [,
Teorema 17].

Proposicién 4.1 (Teorema de Bombieri-Vinogradov). Para todo A > 0
tenemos

Z mMax max (4.2)
< a

4<valloga)~B =" (a)=1

Yy X
Iy a,q) — ——| <4 ——,
(;a,9) o(y)| —* (logz)A

para una cierta constante B = B(A). En particular, los primos tienen nivel
de distribucion 1/2.

Para tener una idea de la importancia de éste resultado, notar que la
Hipétesis Generalizada de Riemann implica la estimacién

X

I(z;a,q) = )

+ O(z?*(log z)?), (4.3)
de modo que el Teorema de Bombieri-Vinogradov nos provee incondicional-
mente una especie de Hip6tesis Generalizada de Riemann en promedio (en
efecto, insertando (4.3) en el lado izquierdo de (4.2) obtenemos un error del
mismo orden).

La caracteristica sobresaliente de poseer informacion sobre el nivel de
distribucion de los primos tiene que ver con poder controlar los errores en
las aproximaciones uniformemente a lo largo de diversos médulos ¢. La pre-
gunta natural a formular es en consecuencia hasta que magnitud de médulo
es posible extender las estimaciones de éste tipo. Originalmente se consid-
eré la posibilidad de que la suma de (4.2) pudiese extenderse hasta todo
q¢ < z(logz)~P manteniendo un error del mismo orden, sin embargo fue
demostrado por John Friedlander y Andrew Granville en 1989 (elaboran-
do sobre ideas previas de Maier) que tal afirmacién es falsa [14]. La més
conocida conjetura a éste respecto es la siguiente.
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Conjetura 4.1 (Conjetura de Elliot-Halberstam [9]). Los primos tienen
nivel de distribucion 1.

Nota. La conjetura original de Peter Elliot y Heini Halberstam (que era
ademds consecuencia de una conjetura de Hugh Montgomery) era en re-
alidad mas fuerte que esta afirmacion, resultando sin embargo falsa como
consecuencia del trabajo de Friedlander y Granville citado arriba.

Es necesario mencionar que tal conjetura va mucho més alla de lo previs-
to por la Hipétesis Generalziada de Riemann y en consecuencia (a diferencia
de lo que sucede con gran parte de las conjeturas sobre la distribucién de los
numeros primos) se aparece razonable al menos cuestionar la validez de tal
afirmacién. Por otra parte, la deduccion de la Proposicién 4.1 partiendo de la
Hip6tesis Generalizada de Riemann es totalmente inmediata (en efecto, tal
deduccién proviene de aplicar burdamente la desigualdad triangular a una
suma sobre los ceros de L-funciones, suma en la cual es coherente suponer
que exista en realidad un considerable grado de cancelacién) por lo cual es
muy valido esperar que el nivel de distribucién de los primos sea mayor que
1/2 ain cuando tengamos alguna duda sobre la fuerza total de la Conjetura
4.1. Vale mencionar como tltimo dato a éste respecto que Montgomery [35]
conjetur6 que (4.3) puede mejorarse hasta

9(z;a,q) = + O (g 22779), (4.4)

x
()
para cualquier € > 0. De ser cierta esta conjetura, insertando (4.4) en (4.1)
recuperariamos la Conjetura 4.1.

4.2. Densidad en tuplas

Veremos mas adelante que el Teorema de Bombieri-Vinogradov nos per-
mitird demostrar que para todo £ > 0 existen infinitos primos p para los
cuales el siguiente primo se encuentra a una distancia menor que ¢ logp.
Veremos también que si los primos tienen nivel de distribucién 6 > 1/2 en-
tonces existirdn infinitos niimeros primos p para los cuales p + C también
serd primo, con C' = C(f) una constante absoluta.

Para lograr tal objetivo necesitaremos la siguiente proposicién, que para
toda tupla H = {h1,...,ht} C [1,H] NZ con

H < log N (4.5)

nos permite calcular explicitamente la densidad en [N,2N]| de ¥(n + h),
h € H, respecto a Ag(n;H, k +1).

Proposicion 4.2. Sean k,l > 1 enteros arbitrarios y N un pardmetro en-
tero. Sea
H={h,....~} C[LHNZ
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y supongamos que vale (4.5). Supongamos ademds que los primos tienen
nivel de distribucion 6. Entonces, si es

R=N¢ (4.6)
con 0 < C < 60/2, tenemos

> I+ h)AR(n Mk + 1) (4.7)
N<n<2N
_ { ((H U {h}) + (1)) G (V) Qog R*2 sih ¢ H,

(B(H) + o(1)) %(Z(ZH)) (log R)k+241 s h € H.

E+20+ D)\ 141

(4.8)

Demostracion. Al igual que antes, ¢ denotard una constante positiva que
dependera a lo sumo de k y [ y cuyo valor podra variar en cada ocurrencia.
La primera observacion a realizar es notar que si h pertenece a H entonces

> I+ h)AR(H k1) (4.9)
N<n<2N
es igual a
> I+ h) AR H—{h}, k+1). (4.10)
N<n<2N

En efecto, puesto que ¥(n + h) es no nulo tnicamente si n + h es primo y
dado que en el intervalo en cuestion es n+h > R se sigue en tal caso que los
divisores de P(n,H) que incluyen al primo n + h no contribuyen a la suma
que define a A% (n; H, k +1).

La igualdad entre (4.9) y (4.10) serd de fundamental importancia, puesto
que es lo que nos permitird comparar el crecimiento de la esperanza de
Y (n+ h) cuando h pertenece a una tupla de casi primos. De todas formas, es
valido preguntarse cémo tal identidad puede poseer semejante importancia
cuando no es satisfecha por la funcién A(n;H,k + 1) a la que en teoria
Agr(n;H,k + 1) aproxima. La razén para esto es simplemente que al estar
truncada la suma a los divisores menores que R, lo que en realidad se espera
que A(n;H, k + 1) modele es el comportamiento de las tuplas n + H con a
lo sumo k + [ factores primos distintos pequerios. Es en tales circunstancias
que la anterior identidad es vélida y también nuestro plan original, puesto
que sigue siendo coherente esperar que la probabilidad de n+ h de ser primo
incremente si n + H es una tupla con pocos factores primos pequenos.

Gracias a las observaciones anteriores podemos asumir de ahora en mas
h # H. Expandiendo el cuadrado en el lado izquierdo de (4.7) vemos que
esto es igual a

S Ar(dk+DAr(dik+1) Y d(n+h), (4.11)
d,d’ [d.d']|P(n;H)
N<n<2N
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donde Ag(d; k + 1) fue definido en (2.3). Notar ademds que es

Y Wmth)= Y 6((b+h, [d,d))9 (N;b+ b, [d,d])+O(log N),

[d,d"]| P(n;H) beQ([d,d'])
N<n<2N

donde §(x) es igual a 1 si es 2 = 0y se anula en otro caso, puesto que si [d, d']
no es coprimo con b+ h es ¥ (N;b+ h,[d,d']) = 0. Usando log N < log R
concluimos que (4.11) es igual a

> Ar(dsk+DAr(dsk +1) (4.12)
d,d’

x> 8((b+h,[d,d))0 (N;b+ b, [d,d]) + O(R*(log R)°),
beQ([d,d'])

y el error se puede estimar como o(/N) usando (4.6).

Para evaluar (4.12) consideramos primero los pares d, d’ con 73([d, d’]) <
(log N)A/B (aqui 73 esté definido como en el Lema 2.1) para ciertas con-
stantes A = A(k,l) y B = B(k,l) que serén especificadas mas adelante y
notamos que es |{d,d : [d,d'] = d}| = 13(d). Puesto que es 11(d) < m2(d) <
T3(d) y puesto que es también 7;(m) < 7y(n) si m|n y para todo [ > 0, obten-
emos entonces 7;(d) < (73(d))¢ (subdividiendo sucesivamente los k factores
en subconjuntos de 1, 2 o 3 factores).

Con las observaciones de arriba obtenemos la cota |Q([d, d'])| < 7% ([d, d']) <

(log N )CA/ B Debido a esto, si para los pares d,d’ en cuestién reemplazamos

Y (N;b+ h,[d,d]) por W incurrimos en un error de a lo sumo

d,d'<R
73([d,d']) < (log N )4/ B
x méx |0 (N;a,[d d’])_N‘
@ip=1! o((d, d7)
< (log R)?>*+0 (1og N)eA/B
N
ngz (a.d)=1 o(d)
3(d)<(log N)A/B
N
2(k+10) cA/B___ VY
< (log R) (log N) log N7
«—N__
(log N)A/QB

si Ay B se eligen adecuadamente y en donde hemos usado la Proposicién
4.1.
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Andlogamente, efectuando el mismo reemplazo para los pares d,d’ con
m3([d, d']) > (log N)*/B y usando la estimacién cruda

N

0 (Nsa, [d.d]) = —r

log N

max
a

<
(a,[d,d'])=1 ‘

N
[d, d']

vemos que el error estard acotado por

Q(d 3(d
(log R)2(k+l)NlogNd§];2 7’3(d)’ Ei )| ((1Og?}5r)1‘/3> ’

en donde hemos usado que el factor entre paréntesis es mayor o igual a 1 en
los términos relevantes de la suma. Esto a su vez, va a ser

(k+1) Nlog N (7'3(d))6.

< (log R)? (4.13)

Finalmente, del Lema 2.1 se sigue inmediatamente usando sumacién parcial
que (4.13) es a lo sumo

Nlog N

< (o g w8

(log N)*
< N
(log N)A/2B
si Ay B se eligen adecuadamente.

Concluimos entonces de los argumentos anteriores que (4.12) es igual a
NT +o(N)

con
Ar(d, k:+l)/\R(d’ k+1)

7= ([d, d)

> 5((b+ hy[d,d).

d.d’ beQ([d,d'])

Notar que por el Teorema chino del resto la suma interna de 7 es igual a

IT |3 sw+np)) =TI 12t®l-0,

plld,d’] \beQx(p) plld,d’]

donde Q* corresponde al conjunto Ht = HU{h}. En efecto, como b € Q(p),
d((b+ h,p)) es nulo si y sélo si —h € Q(p); luego, si esto no sucede la
suma es igual a |Q(p)| = |27 (p)| — 1, mientras que si sucede es en cambio
12p)| = |27(p)| vy la suma devuelve también |QF(p)| — 1, puesto que un
término sera nulo.
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Al igual que en la Proposicién 2.1, usando esta vez p(p) = p— 1y
la correspondiente multiplicatividad de la funcién de Euler, obtenemos la

expresion
/ / |Q+( -1 /1 L 1 1
2mi)? Joy Joy -1 p* pT pte

RS+S ,
X Wdes .

Al igual que en la Proposicién 2.1, el siguiente paso sera considerar

oI B () (255

p

y aplicar el Lema 2.2. La verificacién de que G(s, ") asi definido satisface las
correspondientes hipdtesis es exactamente igual a lo hecho en la Proposicién
2.1 en el caso en el que la tupla H' es admisible, notando que es |QT (p)| =
k+1 para p > H. Observamos sin embargo que no es necesariamente cierto
que HT es admisible atin cuando estamos asumiendo que la tupla original
H lo es. De todas formas, notar que todo primo p con |QF(p)| = p ha de
satisfacer p < k + 1. Pero entonces, puesto que la cantidad de tales primos
esta acotada su tratamiento es trivial y en consecuencia las estimaciones se
pueden llevar a cabo nuevamente en la forma dada en la Proposicién 2.1.
Concluimos entonces que el Lema 2.2 es aplicable a nuestra situacién y en
consecuencia el resultado se sigue en el caso en que es h ¢ H.

Finalmente, si es h € H, usando la observacién al comienzo de la de-
mostraciéon vemos que considerando H — {h} y aplicando la traslacién k —
k—1,1~ 1+ 1, el razonamiento anterior vuelve a ser valido. Esto concluye
la demostracion. O

4.3. Demostracion del Teorema 1.3

Veremos ahora que combinando la Proposicién 2.1 y la Proposicién 4.2
podemos deducir el Teorema 1.3.

Demostracion del Teorema 1.3. Sea H = {h1,...,h;} una tupla admisible.
Consideraremos la evaluacién de

k
Encn<on | Ar(niH k+1) [ > 0(n+hy) —log3N | | . (4.14)

Lo importante a notar aqui es que el término en paréntesis es positivo si y
s6lo si la tupla n 4+ H contiene al menos dos niimeros primos (puesto que es
n+h; < 3N en el intervalo en cuestién). Debido a esto, si podemos mostrar
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que (4.14) es positivo, esto implicard la existencia de algin N < n < 2N
para el cual n + H contendra al menos dos ntimeros primos.

Para evaluar esta expresién consideramos la Proposicién 2.1 y la Proposi-
cién 4.2. De ahora en méas asumimos que los primos tienen nivel de dis-

tribucién 0 y definimos R = N 5 para cierto 0 < 6 < 6. Insertando las
mencionadas estimaciones obtenemos que (4.14) es igual a

(S(H) + o(1)—~ <2(z + 1)) (log R)F21+1

Er2+ )\ 1+1
- @) + o) 2 (7 ) tos 1)+

y esto es igual a

ko224 1)

<k+2l+1 I+1
(log R)k+2L 121

< O~ an <z>

:( k2020418 >

log R — log 3N + o(log N))

2 14001
Froisl 11 2 Lo

(log R)¥+2 (21
X 10gNQ5(’H)<k+2l)!<l>.

Tomando I = |Vk], tenemos

, k 2(2l+1)
lim
koo k+20+1 [+1

= 4. (4.15)

Debido a esto, si suponemos 6 > 1/2, existird una constante C' = C(0)
tal que tomando k > C, 1 = [Vk], ¢ suficientemente cercano a 6 y N
suficientemente grande en términos de k, sera

( k 2121+ 1)¢

——1 1 .
Fr2itl 111 2 +°()>>0

En particular, tendremos en tal caso que (4.14) sera positivo. Concluimos
entonces que para toda tupla H = {hy,...,hx} con k > C existird un
valor de n en [N,2N], con N suficientemente grande, para el cual n + H
contendrd al menos dos niimeros primos. Obtenemos asi la primer afirmacion
del teorema.

Para ver la afirmacion restante consideramos la tupla de 7 elementos H =
{0,2,6,8,12,18,20}. Es sencillo ver que tal tupla es admisible. Suponemos
ademas la veracidad de la Conjetura 4.1, de modo que podemos reemplazar
a 0 en los razonamientos de arriba por cualquier constante menor que 1. En
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particular, consideraremos 6’ > 20/21. Entonces, tomando | = 1 obtenemos
por los argumentos anteriores que (4.14) es igual a

21, (log R)*+2" (21
<209 1 +o(1)> 10%NQ5(H)(I§+QZ)!<Z) -

por la eleccién de #' y asumiendo N suficientemente grande. Concluimos
entonces que para tal NV existirda N < n < 2N para el cual n+7H contendra al
menos dos nimeros primos p y ¢q. En particular, seréd |g—p| < 20. El Teorema
1.3 queda asi demostrado. O

4.4. Demostracion del Teorema 1.2

El objetivo restante serd demostrar el Teorema 1.2. En esta ocasién el
método empleado arriba no nos sera de utilidad asi enunciado, puesto que
incondicionalmente sélo podemos asumir que los primos tienen nivel de dis-
tribucién 1/2. El método a emplear para superar tal obstaculo serd consid-
erar todas las k-tuplas {hi,...,ht} C [1, H] N Z en forma simultanea. Tal
idea fue originalmente propuesta por Granville y Kannan Soundararajan.
Para aplicarla necesitaremos el siguiente resultado demostrado por Patrick
Gallagher [10].

Lema 4.1 (Lema de Gallagher). Tenemos

> O(H)=(1+o(1)H",
HC[1,H]
|HI=k
a medida que H tiende al infinito.

Notar que las permutaciones de {hq, ..., h;} son consideradas en el lado
izquierdo del enunciado.

Demostracion del Teorema 1.2. Consideraremos la evaluacion de
Z EN<n§2N Z 19(??, + h) —log3N A%(n, H, k+ l) . (416)
HC[1,H] h<H
|H|=k
Notar como antes que la expresién
> d(n+h) —log3N (4.17)
h<H

serd positiva si y sélo si el intervalo [1, H] contiene al menos dos nimeros
primos. En consecuencia, para probar el Teorema 1.3 bastard demostrar
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que para todo € > 0 existirdn infinitos valores de N para los cuales (4.16)
serd positivo, con H = elog N.

Fijemos entonces un valor de € > 0 y consideremos H = elog N. Para
estimar (4.16) partiremos la suma de (4.17) en dos, considerando por sepa-
rado los h € H y los h ¢ H. Separamos también el término log3N. Por la
Proposiciéon 2.1 y el Lema 4.1 tenemos

> Evcncon ((log 3N)AR(n: M, k +1))

HC[1,H]
|H|=k
k
=1+ 0(1))%521)! (2ll> (log N)(log R)* 2. (4.18)

Consideramos ahora

S7 Encncon | Y 9+ h)AR(mH K +1)
HC[1,H] h<H
[H|=k h¢H

Por la Proposicién 4.2 esto es igual a

Z (B(H) +0o(1)) (25> (log R)F+2!

|
HeTH] (k + 21)! l
(=1
HkJrl 2l

en donde hemos usado el Lema 4.1.

Finalmente, consideramos

> Encn<on | Y 9(n+ h)AR(nsH, k+1)

HC[1,H] h<H
|H|=Fk heH

Puesto que para cada H existen k elecciones posibles de h, usando la Proposi-
cion 4.2 y el Lema 4.1, podemos estimar esto como

k
1+ o(1))—*H <2(z +1)

Grar i\ o1 )<1°g R (4.20)

Insertando entonces (4.18), (4.19) y (4.20) vemos que (4.16) es igual a

E 2020+1) HF /21 )
H ] —logN +o(logN)  ——— 1 +2
{ Pyt a1 oefilesN ol )}(k+2l)!(l>(°gR)
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Bastard entonces ver que la expresién entre llaves es positiva si N es sufi-
cientemente grande. Para esto notamos que podemos reescribir a tal factor

come k 2020+ 1) ¢
_l’_
— -1 1) ¢ log N 4.21
{6+k:+2l+1 I+1 2 +ol )}Og ’ (421)

para cualquer ' < 1/2, en donde hemos usado la definiciéon de H y la
Proposicién 4.1. Pero entonces, utilizando (4.15) vemos que tomando 6 su-
ficientemente cerca de 1/2 y k suficientemente grande en términos de ¢, la
expresion (4.21) sera postiiva para N suficientemente grande. En particular,
habré dos nimeros primos distintos en el intervalo [1, H].

Obtenemos entonces
liminf pp41 — pr < H =c€log N.
n—oo
Luego, puesto que € > 0 es arbitrario, concluimos que es

3 . pn+1 - pn
lim inf ————— =
naloo log N

El Teorema 1.2 queda asi demostrado. O
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Capitulo 5

Medidas pseudoaleatorias

En éste capitulo definiremos lo que entendemos por medidas pseudoaleato-
rias y veremos que una variacién adecuada de Agr(n;H, k + ) satisface tal
definicién. Para esto adaptaremos los métodos utilizados en [24]. Asimismo,
enunciaremos una proposicién que nos garantiza progresiones aritméticas
en aquellos conjuntos que pueden ser modelados adecuadamente por tales
medidas pseudoaleatorias. La demostracién de esta proposicion abarcara los
préximos dos capitulos. Ademaés, condicional a esta afirmacién, deduciremos
en éste capitulo el Teorema 1.1.

5.1. El teorema de Szemerédi

Como fue mencionado con anterioridad, uno de los instrumentos princi-
pales para deducir el Teorema 1.1 es el siguiente resultado fundacional de la
combinatoria aditiva demostrado originalmente por Endré Szemerédi [12].

Proposicién 5.1 (Teorema de Szemerédi). Para todo entero r > 1 y todo
nimero real 0 < 0 < 1, existe un entero No(d,7) tal que si es N > Ny(0,7)
entonces todo conjunto A C {1,...,N} con |A| > N contiene al menos
una progresion aritmética de longitud r.

Al dia de hoy existen diversas demostraciones de esta afirmacién en la lit-
eratura. Ademas de la demostraciéon combinatoria dada por Szemerédi, Hillel
Furstenberg dio una demostracién utilizando teoria ergdédica [15] y Timothy
Gowers otra empleando andlisis de Fourier [19]. M&s ain, recientemente
Gowers [20] y Vojtech Rodl y Jozef Skokan [39] dieron una demostracién de
una generalizacién multidimensional utilizando un lema de regularidad para
hipergrafos.

Vale la pena mencionar aqui la siguiente conjetura de Erdos [12] sobre
cuanto mas que el teorema de Szemerédi puede esperarse.

Conjetura 5.1. Sea A C N tal que la suma de sus reciprocos diverge.
Entonces A posee progresiones aritméticas arbitrariamente largas.
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Observar que la veracidad de esta conjetura implica la existencia de
progresiones aritméticas arbitrariamente largas en los primos (en realidad,
esta fue la motivacién de Erdos para formular esta conjetura), aunque no
asi el Teorema 1.1, puesto que por ejemplo, Brun demostré en su famoso
trabajo [0] de 1919 que la serie de reciprocos de los primos gemelos converge
(en general, sucede lo mismo con cualquier tupla de primos con méas de un
elemento). La divergencia de la serie de reciprocos en el enunciado de la
conjetura de Erdos es en cierta forma decorativa de todos modos puesto
que lo que realmente se supone relevante es la densidad del conjunto en
cuestion. Al presente no ha habido avances en éste problema que generalicen
por completo el teorema de Szemerédi ni se ha logrado demostrar que un
conjunto con las propiedades enunciadas en la conjetura contiene infinitas
progresiones aritméticas de una longitud fija (no trivial), a pesar de que en
éste ultimo caso Jean Bourgain si logré mejorar el teorema de Szemerédi para
progresiones aritméticas de longitud tres (éste caso particular es conocido
como el Teorema de Roth) utilizando una ingeniosa variacién del método
del circulo [5]. En la direccién contraria Félix Behrend [2] construyé en
1946 el ejemplo de mayor densidad conocido hasta la fecha de un conjunto
A C{1,...,N} sin progresiones aritméticas de longitud tres, siendo |A| =

N exp (—c\/log N) .

En el 2004, Terence Tao [13] dio una prueba ergddico cuantitativa del
teorema de Szemerédi. En tal trabajo Tao probd una versién equivalente de
éste resultado cuyo enunciado provee un marco ergédico que sera de utilidad
para las subsecuentes aplicaciones al estudio de los niimeros primos (éste tipo
de formulacién tiene sus origenes en el trabajo de Furstenberg de 1977).

Proposicién 5.2 (Teorema de Szemerédi, version ergddica). Fijemos un
numero real 0 < & < 1 y un ndmero entero r > 1. Sea N un pardmetro
entero suficientemente grande y supongamos que f : Zn — [0, 1] es §-denso.
Tenemos entonces

Eonezy (f(x)f(@+h)... f(z+ (r—1)h)) > c(r,d) — ors(1) (5.1)
para cierta constante ¢(r,0) > 0 que no depende ni de f ni de N.

Notar que la Proposicién 5.2 aparenta ser mas general que la Proposicion
5.1 en dos sentidos. En primer lugar, estamos trabajando con una funcién
f + Zny — [0,1] arbitraria, en lugar de considerar f : Zy — {0,1} co-
mo se hace implicitamente en el enunciado original. En segundo lugar, la
estimacién (5.1) nos estd garantizando la existencia de > N? progresiones
aritméticas. De todas formas, una deduccién de la Proposicién 5.2 partiendo
de la Proposicién 5.1 fue dada por Varnavides [10].
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5.2. Pseudoaleatoriedad
Decimos que v : Zy — R>( es una medida si satisface
Ezezyv(z) =1+ 0(1). (5.2)

En éste capitulo definiremos lo que entendemos por medida pseudoaleato-
ria y demostraremos que para toda eleccion de una tupla admisible H =
{h1,...,hg} vy I > 0 existe una variacién adecuada de Ar(n;H,k + 1) que
satisface tales condiciones. Esto se logrard mediante la aplicacién de los re-
sultados obtenidos en la Proposicién 2.2 y la Proposicién 2.3.

En éste capitulo enunciaremos también una generalizacién del teorema de
Szemerédi que permite estimar la expresién (5.1) cuando f estd acotada por
una medida pseudoaleatoria. La demostracién de tal resultado sera llevada
a cabo en los siguientes capitulos. Combinando esto con los resultados de
esta seccién se deducira el Teorema 1.1.

Introducimos ahora dos nociones de aleatoriedad originalmente formu-
ladas por Green y Tao. La primera de ellas se conoce como la condicién
de formas lineales y pide que la funcién en cuestién se comporte en forma
independiente y con idéntica distribucién a lo largo de ciertas familias de for-
mas lineales independientes entre si. La demostracién de que una variacién
apropiada de Ag(n;H,k + 1) satisface esta condicién se obtendrd imple-
mentando los resultados de la Proposicién 2.2. El enunciado preciso es el
siguiente.

Definicién 5.1 (Condicién de formas lineales; [24], Def. 3.1). Sea v : Zy —
R>o una medida. Sean mg,ty, Lo pardmetros. Decimos que v satisface la
condicion de formas lineales en (mo,to, Lo) si se cumple lo siguiente. Sean
m < mg yt <ty enteros positivos arbitrarios y supongamos que (Lz‘j)lgigm,lgjgt
son numeros racionales arbitrarios con numerador y denominador acota-
dos en wvalor absoluto por Lg, y que b;, 1 < ¢ < m, son elementos ar-
bitrarios de Zy. Sean ; : Z'}V — Zpn, 1 < i < m, formas lineales con
Vi(x) = D 1<j<t Lijzj + bi donde para identificar a los nmimeros racionales
L;j en Zn en la forma natural asumimos que N es un primo mayor que Lg.
Suponemos ademds que las tuplas (Lij)i1<j<¢ con 1 < i < m son no nulas y
ninguna es un multiplo racional de la otra. Tenemos entonces

Exezy (V(1(%)) - v(¥m(x))) = 14 0L6mo.t0(1)-

La segunda nocién de aleatoriedad se refiere a la relacion de los valores
de v a distancias fijas y es quizds menos natural que la condicién de for-
mas lineales. La razon de esto se debe a que en el estudio de los primos,
y particularmente de funciones como Ag(n;H,k + 1), si bien es posible en-
contrar modificaciones apropiadas de estas que normalizan notablemente su
distribucion altamente irregular a lo largo de las clases residuales, es imposi-
ble eliminar tal irregularidad por completo. En el caso de la condicién de

o7



Tesis de Licenciatura Walsh, Miguel N.

formas lineales, el hecho de que las formas lineales puras involucradas sean
independientes permite en cierta forma promediar las variaciones de modo
que las irregularidades restantes se cancelen. Esto no sucede sin embargo al
estudiar el comportamiento a distancias fijas, donde las formas puras son
de hecho iguales, puesto que al no estar promediando sucede que tal dis-
tancia puede seleccionarse a modo tal de explotar las relaciones residuales
problematicas que aun existen.

Definicién 5.2 (Condicién de correlacién; [24], Def. 3.2). Seav : Zy — Rxg
una medida. Sea mg un pardmetro entero positivo. Decimos que v satisface
la condicion de mg-correlacion si para todo 1 < m < my existe una funcion
de peso v = v 1 Zn — R>q que satisface las condiciones de momento

Erezy7!(#) = Om,q(1)
para todo 1 < q < oo y tal que
Erezy W@+ 21) .. .v(z+ 2m)) < Z v(z5 — 2)
1<i<j<m

para toda eleccion de z1,. .., zm € Zn (no necesariamente distintos).

Siguiendo la linea de las observaciones hechas en el parrafo anterior,
notar que nuevamente la informacion efectiva que obtenemos viene de pro-
mediar, esta vez a través de la estimacién de las normas L? del peso v uti-
lizado. Para demostrar que esta condicién es satisfecha por una adaptacién
de Ar(n;H, k + 1) se utilizara la Proposicién 2.3.

Ahora si, definimos lo que entendemos por una medida pseudoaleatoria.

Definicién 5.3 (Medidas pseudoaleatorias; [24], Def. 3.3). Sea v : Zy —
R>o una medida. Decimos que v es r-pseudoaleatoria si satisface la condi-
cion de formas lineales en (1271, 3r—4,7) y la condicién de 2"~ -correlacion.

La eleccién de los parametros en esta definicién es en realidad bastante
arbitraria. Lo realmente relevante es que tal eleccién dependa tnicamente
de r.

Enunciaremos ahora el siguiente resultado vital de Green y Tao cuya
demostracién nos ocupard los préximos capitulos.

Proposicién 5.3 ([21], Teo. 3.5). Fijemos un nimero entero r > 3 y un
nimero real 0 < § < 1. Sea v : Zny — R>o una medida r-pseudoaleatoria.
Supongamos que f : Zny — R>q es d-denso y satisface

0< f(z) <wv(x) Vz € Zy.
Entonces

Ephezy (f(@)f(x+h)... f(x+ (r—1)h)) > c(r,0) — 0,5(1),

donde c(r,d) > 0 es la misma constante que figura en la Proposicion 5.2.
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5.3. Construccién de medidas pseudoaleatorias

Asumiendo la Proposicién 5.3, el paso restante para deducir el Teorema,
1.1 serd encontrar para cada r > 0 una variacién adecuada de Ag(n; H, k+1)
que defina una medida r-pseudoaleatoria.

Recordemos que la razén por la cual Ag(n;H,k + 1) asi definido no
puede definir una medida r-pseudoaleatoria para valores altos de r tiene que
ver con que esta funcién imita en muchos aspectos el comportamiento de
A(n;H,k+1) y esta funcién estd muy lejos de poseer tal pseudoaleatoriedad
debido a su distribucion irregular en clases residuales de moédulo pequeno.
La idea serd entonces encontrar una modificacién apropiada que evite estas
obstrucciones. Para lograr éste objetivo implementaremos nuevamente el
truco-W.

De aqui en adelante fijemos una tupla admisible H = {hq,..., A},
el pardmetro [ > 0 y la longitud » > 3 de las progresiones aritméticas
que deseamos encontrar. Sea w(N) una funcién que crece suficientemente
despacio con N y definamos W := Hpgw( N) P Consideramos la funcién
Ar(Wn + a;H,k + 1), donde el entero a es elegido de forma tal que a + H
consista enteramente de elementos coprimos con W. De esta manera tan
simple, conseguimos una modificacién que estara distribuida uniformemente
a lo largo de las clases residuales pequenas. En efecto, para un médulo ¢
pequeno, ¢ sera el producto de primos menores que w(N) y en consecuencia
los elementos de Wn + a + H perteneceran a las mismas clases residuales
médulo ¢ para todo valor de n(mod g), lo cual claramente nos da la uni-
formidad deseada.

Una vez realizada tal modificacién los problemas restantes son menores.
El primero es no poder garantizar la positividad de Ag(Wn + a; H, k + 1)
pero esto se soluciona en forma sencilla y estandar tomando el cuadrado de
tal funcién. La segunda objecion tiene que ver con que una medida pseu-
doaleatoria debe ser en particular una medida y en consecuencia satisfacer
(5.2). Para corregir esto, bastard utilizar las estimaciones de la Proposicién
2.2 en el caso m = 1. Existe un 1ltimo problema técnico que tiene que ver
con que estaremos trabajando en Zy en lugar de en Z, por lo cual debere-
mos restringir el estudio de nuestra medida a un intervalo lo suficientemente
pequeno de Zy para garantizar que los elementos que estemos estudiando
no den vueltas alrededor de Zy en lugar de comportarse propiamente como
elementos de Z. Teniendo en cuenta estas observaciones, introducimos la
siguiente definicion.

Definicién 5.4. Sean R := N"
0<c< e;l un entero. Definimos

{ o (W) ApWntadbktD) (1 o207 sice,N < m < (c+ DN,

lg—r—4

y e = 1/2"(r + 4)!. Sea ademds

W (log R)k+21

ve(n) =
1 en otro caso,

para todo 0 < n < N. Queda asi definido en forma natural v, : Zy — R>.
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Veamos que se trata efectivamente de medidas.

Lema 5.1. Las funciones v, : Zn — R>q que aparecen en la Definicion 5.4
son medidas.

Demostracion. Utilizamos la Proposicién 2.2 con m :=1,t :=1, ¢(z) == x
y B :=[ce, N, (c+1)e,N], tomando N suficientemente grande en términos de
r de modo que B satisfaga la hipdtesis de tal proposicion. Tenemos entonces

Esepre(x) =1+ o(1).

Asimismo, por definicién es v.(x) = 1 si © € Zy—B. Juntando ambas esti-
maciones vemos que v, satisface (5.2). O

El objetivo serd entonces demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 5.4. Las medidas v. que aparecen en la Definicion 5.4 son
r-pseudoaleatorias.

5.4. Deduccion condicional del Teorema 1.1

Pasaremos ahora a dar una demostraciéon del Teorema 1.1 asumiendo la
Proposiciéon 5.3 y la Proposicién 5.4.

Demostracion condicional del Teorema 1.1. Recordemos lo que queremos de-
mostrar. Tenemos un conjunto A C N y sabemos que para todo N suficien-

temente grande existe f : Zy — R>g d-denso, de soporte en A y acotado

puntualmente por A% (n; H, k+1) log "2 R, con R=N"""2"""", Deseamos

ver que A contiene progresiones aritméticas de longitud 7.

Es sabido que la sucesién p,, de los nimeros primos satisface la desigual-
dad pni1 — pn < pf para cierto §# < 1 (en efecto, Revenor Baker, Glyn
Harman y Jéanos Pintz [!] demostraron que puede tomarse 6§ = 0,525). Con
esto, podemos encontrar un menor primo N’ € [W(N + 1),W(N + 1) +
(W(N 4+ 1))%], donde N se elige grande de modo que existe f : Zys — Rxq
satisfaciendo las hipétesis del parrafo anterior.

Observamos ahora que del Lema 2.1 se concluye facilmente que es 72(n) <.
n® para cualquier eleccién de € > 0. Usando esto tenemos trivialmente

AL (s H b +1) <o nf. (5.3)

Fijemos ahora ¢ > 0 suficientemente pequeno. Usando la cota puntual que
poseemos para f, deducimos que es

Enezy, ((1[0,W1 + 1w (V41w N+ 1)+ (W (V1)) f <”)>

N%=(W + (W(N +1))%)
< W(N +1) = o(1).
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Esto nos permite concluir la existencia de una constante ¢’ > 0 (arbitraria-
mente cercana a ¢) tal que si NV es suficientemente grande y f : Zy» — R>g
estd definido como arriba, entonces 1y (n41))f serd 0’-denso, tendrd so-
porte en A y satisfacerd la misma cota puntual que f.

Denotemos por €2(p) al conjunto de los —h(mod p) con h € H. Vemos

entonces que la cantidad de enteros 0 < a < W para los cuales a+7H consiste

enteramente de elementos coprimos con W es W Hp<w( N) (1 — %). Para

cada tal valor, sabemos de la Proposicion 2.2 que es

EnG[W,W(N—H)] (1n5a(mod W)A%%(na H, k+ l))
1
= 77 Enen (AR (Wn +a; 1,k +1))
(14 0(1)) <2z> (log R)*+2
or(W) \1/) (k+20)!

Asimismo, sabemos de la Proposicién 2.1 que la esperanza de A%%(n; H, k+

[)en [W,W(N+1)] es (1+o(1))(’5(7—[)(2[l)% (en realidad, tal proposi-
cién estd enunciada para el intervalo [N,2N] pero es evidente que exac-
tamente el mismo argumento se aplica en nuestro caso; en efecto, nuestro
intervalo es lo suficientemente grande como para absorber el error de aprox-
imar por 7 y tal valor no depende del intervalo sino tnicamente de que
H se mantenga controlado, lo cual en nuestro caso es trivial puesto que es
H = O(1) al estar la tupla fija). Escribimos n € Qy si y sélo si n+ H posee
un elemento que no es coprimo con W. Juntando las dos estimaciones ante-
riores, vemos que la esperanza de 1,ecq,, A%(n; 1,k +1) en [W,W(N + 1)]
es igual a

B(H) = o((log R)*?),

W lp<wov (1 - ‘Qj(-fp)l> 20\ (log R)*+2
- er(W) <l> (k +210)!

puesto que por definicién de &(H) es

O = 3 o)

11 (1 - \91(59)!> . (5.4)

p<w(N)

Debido a esto, considerando f : Zys — R>p como antes y usando la cota
puntual, obtenemos

Encwwv+1) (Lneay f(n)) = o(1).

Luego, recordando que 1y yw(n41)f + Zne — Rx>o es d’-denso y usando el
principio de los casilleros, concluimos que existird a ¢ Qy, 0 < a < W, con
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EnEZN/ (1[W,W(N+1)}1n5a(mod W)f(n))

8 +o(1)
= [2(p)]
W lp<wov) (1 P )
6//
>

W lp<wov) (1 - %) |

para cierta constante 6” > 0 y todo N suficientemente grande.

Fijando tal eleccion de a e identificando Zy en Zpy+ en la forma natural,
tenemos entonces

5//
Mpewow (1= 52)

En particular, utilizando nuevamente el principio de los casilleros, vemos
que existe un entero 0 < ¢ < €, I tal que es

EnEZNf(Wn + a’) Z

e 0"

HpSw(N) (1 N mz(-fp)‘) |

Finalmente, fijando un tal valor de ¢, definimos F': Zy — R>p como

EnEZN (1[CETN,(C+1)€TN]f(Wn + a)) >

W AN
Fin) = 520+ 201 () Liwiern V0 + )

Es claro entonces que es
F(n) <wv.(n) (5.5)

para todo n € Zy. Més atn, es

(pk( ) 921 -1 67N(sl/
E F(n) > 20)!
AN (TL) e w (k + l) (l l—[ (1 _ M)
p<w(N) P

-1
= (B(H) + o(1))(k + 21)! (2;) 6" > 6",

para cierto ¢’/ > 0 y todo N suficientemente grande, en donde hemos usado
(5.4).
Nota. Hay un pequeno abuso aqui puesto que estamos considerando v,
—1l9—r—4 —1lg—r—
con un pardmetro R = N’ 2 = NOF+W)r=27""% o Jygar de R =
—1log—r—4 . . .
N2 . Es trivial de todas formas verificar que esto no modifica en nada

los argumentos que prueban que se trata de una medida pseudoaleatoria,
puesto que de por si la eleccién del exponente es bastante arbitraria.
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Obtenemos entonces de la Proposicién 5.3 la estimacion
Evncty (F@)F(z+h) ... F(o + (r = DR) > c(r,8") — opg(1). (5.6)

Debido a (5.3) y (5.5) vemos que la contribucién del caso degenerado h = 0
a (5.6) es a lo sumo o(1). Luego, habra de existir algiin par z,h € Zy con
h # 0, para el cual sea

F(z)F(x+h)...F(x+ (r—1)h) #0

(en realidad habrd > N? tales pares). Notar que al tener F soporte en
[ce,N, (c+ 1)e,N] con €, < 1/r, el conjunto z,z+h,...,x+ (r—1)h € Zn
es también una progresion aritmética en Z (aunque en este caso h puede ser
tanto positivo como negativo). Pero entonces, puesto que f tiene soporte en
A, se sigue que el conjunto

Wrx+aWz+a+Wh,....Wx+a+ (r—1)WheN

pertenece a A. Luego A posee progresiones aritméticas de longitud r y el
Teorema 1.1 queda asi demostrado. O

5.5. Demostracion de la condicion de formas lin-
eales

Para probar la Proposicion 5.4 debemos ver que v, satisface la condicion
de formas lineales en (r2"~!, 3r—4,7) y la condicién de 2"~ -correlacién. Esto
sera logrado en las préximas dos proposiciones, mediante una adaptacion de
los métodos empleados en [24].

Proposicion 5.5. La medida v, satisface la condicion de formas lineales en
(r27"_1, 3r—4,r).

t
j=1
de la forma enunciada en la Defincién 5.1, es decir, con m < 727~ ¢ < 3r—4
y los L;; nimeros racionales con numerador y denominador de valor absoluto
a lo sumo r, tales que las tuplas (Lj;)i1<j<; son no nulas y ninguna es un
multiplo racional de la otra. Deseamos demostrar

Exezs, We($1(x)) .. ve(bm(x))) = 1+ o(1). (5.7)

Por supuesto, la idea sera aplicar la Proposicién 2.2. Para esto, debemos
reemplazar los L;; por nimeros enteros, lo cual se consigue tomando comun
denominador de estos coeficientes, de manera tal que éste denominador se
pueda absorber en la variable x aprovechando que esta pertenece a Zpy con
N primo. Como consecuencia de esto obtenemos coeficientes enteros L;;
acotados en valor absoluto por (r + 1)!. Asimismo, serd necesario asumir
entonces (r + 1)! < /w(N)/2, pero es claro que tal desigualdad se sigue de
considerar N suficientemente grande.

Demostracion. Para 1 < i < msean ¢;(x) =) ., Lijx;j+b; formas lineales
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Sea @ = Q(INV) una funcién que tiende al infinito con N suficientemente
despacio. Para todo (ug,...,u;) € ZtQ consideramos los intervalos de la forma

Buy,o =2 € Zly 1 xj € [|[ujN/QJ, [(u; + 1)N/Q]),j=1,...,t}.

Con esto, es claro que el lado izquierdo de (5.7) es igual a

Euy....uyezty (BxeBu,, o, (Ve(h1(%)) . ve(¥m(x)))) + o(1), (5-8)

donde el error se debe a que los intervalos en cuestién no tienen un voliimen
exactamente igual a N*? / Q! sino que poseen una variacién O(1) respecto a
éste valor. Debido a esto, bastara estimar

Euy,..uezy, We(¥1(x)) - ve(¥m(x))) - (5.9)

Comenzamos considerando los casos en los que para todo 1 < ¢ < m
Yi(Buy,....u;) estd completamente contenido en [ce, N, (¢ + 1)e,N] o posee
intersecciéon disjunta con tal intervalo. Decimos en tal caso que la tupla

(u1,...,u) es uniforme. Dada una tal tupla, podemos efectuar en (5.9) los
AZ (Wi (x)+a;H, k+1 -1,
reemplazos v (1h;(x)) = EH A HOaTLD (1 4 o)1 ()7 6 ve(ys(x)) =

1 respectivamente.

Puesto que nuestra intencion es aplicar la Proposicién 2.2 necesitaremos
asegurarnos que la discrepancia proveniente de estar trabajando en Zy en
lugar de Z no genere ninguna complicacion. Claramente esto sélo es relevante
para los i con

Yi(Buy,..u,) C [cer N, (¢ + 1)e, NJ. (5.10)

Notar que aqui se afirma tnicamente que la forma lineal va a parar a tal in-
tervalo médulo N. Para solucionar esto, comenzamos notando que la imagen
por v; de dos elementos distintos de By, .. 4, difieren en a lo sumo

t(r + DIN/Q + O(1)) < (1 — &N,

suponiendo N suficientemente grande. Debido a esto y puesto que estamos
asumiendo (5.10) se sigue que existe una constante b, con

Yi(Buy,.u;) — b; C [cer N, (c+ 1)e, N] C Z,

es decir, como intervalo de los enteros y no simplemente médulo N. Ab-
sorbiendo esta constante b, en la constante b; de la definicién de 1);, vemos
que podemos identificar a By, ..., en Z sin obtener ninguna complicacién.

Aplicando entonces la Proposicion 2.2 con k; = k y l; = [ para todo ¢
obtenemos entonces que en éste caso (5.9) es igual a 1. Notar que podemos
suponer que ) crece lo suficientemente despacio con N como para que sea
N/Q+0O(1) > N 5 para IV suficientemente grande, por lo que recordando la
definicién de R dada en la Definicién 5.4 vemos que By, .. ., efectivamente
satisface las hipétesis de la Proposicién 2.2.
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Supongamos ahora que (ug, ..., u) no es uniforme. En tal caso podemos
2 ) . -1
acotar a v, crudamente por 1 + “OE,I[/,V) AR(W(;ZZg(’g;i’;f’kH) (k+ 2l)!(21l) . In-

sertando esta estimacion en (5.9), expandiendo los productos y aplicando la
Proposicion 2.2 2™ — 1 veces obtenemos la estimacién

Eus,.unyezs, We(1(x)) -+ ve(¥m(x))) = Om,t(1) + 0m ¢ (1).

Bastara entonces probar que la cantidad de tuplas (u1,. .., u:) no uniformes
en ZE} es a lo sumo O, +(1/Q) = 0, (1) puesto que en tal caso la contribu-
cién de las tuplas no uniformes a (5.8) es insignificante y en consecuencia
la presente proposicién se sigue de las estimaciones anteriores para tuplas
uniformes.

Pasemos entonces a acotar la cantidad de tuplas no uniformes. Fijemos
(U1, ... u) € Zé) y supongamos que existe 1 < i < m con 1;(x) € [ce, N, (c+
e N] y ¥i(x') ¢ [ce;N, (c + 1)e,N]|, para cierto par x,x' € By, y,. Te-
niendo en cuenta que (| Nu;/Q])i<j<¢t € Bu,,....u, ¥ Puesto que hemos visto
que las imagenes por v; de dos elementos de tal intervalo difieren en a lo
sumo Oy, +(N/Q), se sigue que es

t

Pi(x), ¥i(x') = Zsz [Nuj/QJ + bi + Om i (N/Q).

Jj=1

Luego, puesto que 1;(x’) estd més cerca de uno de los dos bordes de [ce, N, (c+
1)e,N] que de 9;(x), debe ser

t
ae, N = ZL” LNUJ/QJ +b; + Om,t(N/Q)
=1

con a =c 6 a=c+ 1. Dividiendo por N/@Q obtenemos

t
Z Lijuj = aerQ + b;Q/N + O i (1).

J=1

Recordemos que estamos trabajando en ZtQ y en consecuecia las soluciones
del anterior sistema para cada valor fijo del ultimo término estaran con-
tenidas en un subespacio afin de dimensién ¢ — 1 (recordemos que (Lij)1§t
es no nulo). Luego la cantidad de tuplas (u1, ..., u;) que satisfacen la anteri-
or ecuacion es a lo sumo Om,t(Qt*I). Finalmente, dejando variar los valores
de a e i, se sigue que la proporcion de tuplas no uniformes es a lo sumo
Om +(1/Q) como se queria demostrar. Esto concluye la demostracién de la
Proposicién 5.5. O

5.6. Demostracion de la condicion de correlacion

Para concluir la demostracién de la Proposicién 5.4 bastara probar el
siguiente resultado.
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Proposicién 5.6. La medida v, satisface la condicién de 2"~ -correlacidn.

Demostracion. Andlogamente a lo hecho para la Proposicion 5.5 la de-
mostracién de esta proposicién girara entorno a una aplicacién de la Proposi-
cion 2.3. Antes que esto sin embargo demostraremos un lema que nos ayu-
dara a reemplazar el factor

[T (1+0a6™%)

p|A
(p,W)=1

que aparece alli por una cierta suma sobre una funcién de peso de la forma
dada en la Definicién 5.2.

Lema 5.2. Sea m > 1 un pardmetro entero. Existe entonces una funcion
de peso vy = ym : Z — R>g con y(n) > 1 para todo n # 0 que satisface

[T ((+0ae™) < > Az -2, (5.11)

plA 1<i<j<m
(p,W)=1

para toda eleccion de zi,...,zm € [ce&rN,(c + 1)e,N| distintos. Aqui A
estd definido como en el enunciado de la Proposicion 2.3. Ademds, v es
tal que satisface la estimacion

Eo<|n\§N’Yq(”) = Om,(1)
para todo entero 0 < q < oo.

Demostracion. Comenzamos notando que es

I (+oue™)< I | II  II a+r

plA 1<i<j<m | —H<b<H p|W (zj—2)+b

(p,W)=1 (p,W)=1

Utilizando la desigualdad de las medias aritméticas y geométricas en la forma
T1... Ty < w y absorbiendo las diversas constantes en la expresion
O, (1), vemos que eligiendo

Ym(n) = O (1) H H p~1/2)0m(®)

—H<b<H p|Wn+b
(p,W)=1

se satisface (5.11).

En consecuencia, el objetivo restante serd obtener la estimacién

Eocmen | [T TI (04277299 | = Omg(1).

—H<b<H p|Wn+b
(p,W)=1
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Ahora bien, aplicando la desigualdad de las medias aritméticas y geométricas
en la misma forma que antes, vemos entonces que bastard probar

ST Epepen | [[ 4p 2@ | = 0,,0).  (5.12)
—H<b<H p|Wn+b
(p,W)=1

Recordando ademés que es H = O(1) alcanzard con demostrar que cada
sumando es Oy, 4(1). Notamos ahora que si p es suficientemente grande en
términos de Oy, (1) entonces serd (1 +p~1/2)0m(@) <1 4 p=1/% por lo cual
podemos estimar cada sumando del lado izquierdo de (5.12) como

Om,q(1)Eo<jnj<n H 1+p 4 |. (5.13)
p|Wn+b
(p,W)=1
Pero es
IT a+pVh< > a
p|Wn+b d|Wn+b
(p,W)=1 (d,W)=1

y en consecuencia (5.13) estard acotado por

Om,q(1) i\f: Z d1/4+§: Z d—1/4 (5.14)
2N

n=1 d|Wn-+b n=1d|Wn—b
(d,W)=1 (d,W)=1

en donde hemos usado que W puede tomarse més grande que H asumiendo
N suficientemente grande.

Para estimar esto, notamos que todo entero d < N con (d, W) = 1 divide
N/d+O(1) = O(N/d) valores de n = b(mod W)y N/d+O(1) = O(N/d) val-
ores de n = —b(mod W) en cada uno de los intervalos en cuestiéon. Andloga-
mente, los enteros d > N con (d, W) = 1, dividen a lo sumo un elemento de
cada forma en tales intervalos. Con esto, (5.14) queda acotado por

N WN+b
Omq(1) N i ~1/4
o <;dd + ) d

d=N+1
< Ongl1) (65/0) + g 5
= Omq(1)

si w(N) (y en consecuencia W) crece lo suficientemente despacio en respecto
a N. El lema queda asi demostrado. ]
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Ahora si, consideramos 1 < m < 2" 'y 2z,...,2, € Zy. Debemos
demostrar
Erezy (Ve(z + 21) .o ve(x + 2m)) < Z Y(z5 — i), (5.15)
1<i<j<m

donde v = 7, es una funcién acotada en L4 para todo 0 < g < co.

Fijamos ahora m, z1, ..., z;;. Tomamos la funcién v definida en el Lema
5.2. Recordemos que tal funcién no esta definida en el origen, por lo cual
elegimos

v(0) := exp(Cmlog N/loglog N) (5.16)

para una cierta constante C' grande que no depende de m y serd especificada
luego. Notamos que éste valor de v contribuye a lo sumo oy, 4(1) a la norma
L4, por lo cual se sigue del Lema 5.2 que esta norma serd Oy, 4(1).

Supongamos primero que existen dos valores idénticos de z;. En tal caso
acotamos el lado izquierdo de (5.15) por ||v.||%. Recordemos que m2(n) es la
cantidad de divisores de n. Es un resultado conocido de la Teoria de Ntimeros
la existencia de una constante C” tal que es 72(n) < exp(C’logn/loglogn).

Precisamente, Severin Wigert [17] demostr6 en 1906 que
1 logl
lim sup 0g 72(n) log log = log 2.
n—00 10g n

Insertando esto en la definicién de Agr(n;H, k + 1), obtenemos la cota
[Ve| oo < O(1) exp(C’log N/ loglog N) logh*t! R < ~(0),

si la constante C' en (5.16) se elige lo suficientemente grande en términos
de k y I (pero independiente de m). La afirmacién se sigue entonces para el
caso en el que existen dos indices distintos 1 <7 < j < m con z; = z;.

Supongamos ahora que todos los z; son distintos. Escribimos

9(1n) = 1o, N, (e41)e, N Ve(D),

de modo que tenemos la cota

Eypezy We(z+ 21) ... ve(z + 2))
<Epezy (L+g(@+21))... (L +g(x+ 2m))) - (5.17)

Podemos reescribir el lado derecho de (5.17) como
¥ ey (ot 20).
AC{1,...,m} i€A

Notar que para todo A C {1, ..., m} podemos asumir z; € [ce, N, (c+1)e,. N]|
(v en consecuencia g = v.) para todo i € A, puesto que la esperanza es nula
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en otro caso. Aplicando entonces la Proposicién 2.3 y el Lema 5.2 obtenemos
para todo tal conjunto A la cota

Evezy <H g(x + Zi)) < Y g z) +ow(l).
icA 1<i<j<m

Sumando sobre todo A C {1,...,m} y reajustando v por una constante
que depende sélo de m (recordar que es v = 7,,) nuestro resultado queda
demostrado. O

Demostracion de la Proposicion 5.4. Esto es inmediato de la Proposicion
5.5 y la Proposicién 5.6. O
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Capitulo 6

La teoria de la norma de
Gowers

Emprenderemos ahora la demostracion de la Proposicion 5.3. Para llevar
a cabo tal propdsito serd necesario estudiar una familia de normas introduci-
das por Timothy Gowers [19] en 1998 y que hoy en dia desempenian un papel
fundamental en la Combinatoria Aditiva.

Los resultados presentados en este capitulo estan esencialmente con-
tenidos en [21] y [24].

6.1. Las normas de Gowers

Definicion 6.1. Sea G un grupo abeliano finito y sea f : G — C. La norma
U? de Gowers se define como

I£1lir2 = Epapf (@) f(z +a)f(z +b) f(z + a+Db).

Pronto daremos la verificacién de que esto es en verdad una norma, pero
notamos ahora que la propiedad fundamental de esta norma radica en su
capacidad de medir la aleatoriedad (o casi-aleatoriedad) de una funcién. Por
ejemplo, se puede demostrar que si g es una funcién con ||g||,, <1y f posee
norma U? pequefia, entonces g y f + g tendran aproximadamente la misma
esperanza en progresiones aritméticas de longitud 3. Es decir, sera

Eeng(x)g(z + h)g(x 4 2h) ~ By p(f + 9)(x)(f + g)(x + h)(f + g)(z + 2h).

En particular, supongamos que tenemos un subconjunto A C G de densidad
d y sea A(z) la funcién caracteristica de tal conjunto. Entonces, si escribimos
f(x) =6 — A(x), vemos que si || f||;2 es pequeiio tendremos

EonA(x)A(z + h)A(z + 2h) ~ 6,

o lo que es lo mismo, la cantidad de progresiones aritméticas de longitud 3
en A es similar a la cantidad esperada de tales progresiones en un conjunto
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aleatorio de la misma densidad (es decir, uno en el cual cada elemento de G
es elegido independientemente y al azar con probabilidad 9).

Decimos que un conjunto A es casi-aleatorio si ||§ — A||;2 es pequefio.
Siguiendo la linea de las observaciones del parrafo anterior, es posible mostrar
que un conjunto casi-aleatorio se comportara en muchos aspectos en forma
similar a un conjunto aleatorio, en el sentido de que muchas configuraciones
sucederan con frecuencia similar al caso de conjuntos aleatorios con la misma
densidad. De todas maneras, existiran ciertos patrones para los cuales esto
no sucedera. Por ejemplo, si A C Zy consiste de los elementos cuyos cuadra-
dos pertenecen al intervalo [-dN/2, N /2] entonces es posible ver que si N
es suficientemente grande la densidad de A es muy cercana a ¢, la norma
|0 — Al|;y2 es muy pequena y sin embargo es

E,nA(x)A(z + h)A(z + 2h) Az + 3h) > 6°

para cierta constante ¢ > 0. Pero puesto que para un conjunto aleatorio
de la misma densidad uno espera que esto sea aproximadamente igual a
5%, se sigue que la norma U? es insuficiente para controlar a las progre-
siones ariméticas de longitud 4. Esto serd logrado sin embargo mediante la
introduccion de las normas de Gowers superiores. Necesitaremos primero la
siguiente definicion.

Definicién 6.2. Sea d > 1. Dada una {0, l}d-tupla de funciones (fﬁ)se{o 1345

fe : G — C, definimos el producto interno' de Gowers de dimension d como

<(f5)ee{071}d>Ud:Ew,hl,...,hd H C|6|f6 T+ Z €ih; , (6.1)

ee{0,1}¢ 1<i<d

donde C denota la operacion de conjugacion y |€| la cantidad de coordenadas
no nulas de €.

Notar de esta definicién que si (fe) 4 no depende de la dltima co-

ec{0,1}
ordenada entonces podemos reescribir el lado derecho de (6.1) como

B I ¢ (fa (x +) e;hZ) fe (m +ha+ Yy e;hi)>

eef{0,1}471

Esto a su vez puede ser reescrito como

Ehl,...,hd,l Ey H Clﬁ/‘fe/ (y + Z E;hz)

ee{0,1}471

! Aqui se entiende el producto interno como la generalizacién natural del producto
interno usual al caso de 2¢ variables. No necesitaremos esto en el trabajo sin embargo.
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Concluimos entonces que en tal caso es <(f€)ee{0 1}d>Ud > 0. En particular,

sies f. = f para todo € € {0,1}%, tenemos

{(Deeqory)va > 0. (6.2)

Introducimos entonces la siguiente definicion.

Definicion 6.3. Sea d > 2 y G un grupo abeliano. Para toda f : G — C
definimos la norma U de Gowers como

d
115 = (P ecgoylve = Bapna [1 CFF (24 hiei)
ee{0,1}¢

Nota. Consideraremos también la norma U definida andlogamente. Sin em-
bargo, en tal caso no se tratard genuinamente de una norma sino de una
seminorma, puesto que es

£l = [Be f ()]

y esto puede ser nulo sin necesidad de que f lo sea.

Procederemos a demostrar que la norma U¢ es efectivamente una norma
para todo d > 2. Sabemos de (6.2) que tal cantidad es efectivamente positiva.
Andlogamente a lo hecho anteriormente, tenemos ademés

<(fe>€€{071}d>(]d :Ehl,..-,hd,1 Ey H C‘€l|f6,’0 (y + Z hi6i>

ee{0,1}¢7!

xBy | I C¥en (v + > hie)

ee{0,1}471

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz respecto a las variables
hi,...,hg_1, obtenemos

() eeqonydval < ((fe0)ecomyt)tha (e ecqony )i

El mismo resultado vale si en lugar de la variable €4 se separa cualquier otra
coordenada de €. Aplicando entonces tal desigualdad para cada coordenada
obtenemos la siguiente desigualdad de Gowers-Cauchy-Schwarz

() eegomydval < TT Ifellpe- (6.3)
ec{0,1}¢
Usando esto y la multilinealidad del producto interno tenemos
20\ i a2t
[+ 9eeronydoal € 32 () 11l
j<2d

= (Ifllya + lgllya)™
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y en consecuencia la desigualdad triangular

1+ gllga < [ fllgra + [lgllga- (6.4)

Dada f, definiendo ahora f. =1 cuando es ¢y =1y fo = f en otro caso,
obtenemos también de (6.3) la desigualdad

2d71

Iy = H(FS eeqoyadual < I

Concluimos entonces que es

[fllgra-r < A fllpa (6.5)

para todo d > 2. En consecuencia, por las observaciones anteriores, para
probar que la norma U? es efectivamente una norma para todo d > 2 bas-
tard con demostrar que es || f||; 2 =0siy sélosies f=0.

Para probar esto tltimo realizaremos una simple observacién que es de
gran utilidad a la hora de estudiar la norma U?.

Lema 6.1. Sea G un grupo abeliano finito y sea f : G — C. Entonces

1oz = 1/l

Demostracion. Notamos que es

£t = Botymeunf (@) f () F(2) F(w). (6.6)

Definiendo la convolucién

frg(@) =By = f(y)g(2)
es facil verificar que se satisface la identidad
(f*9) = fa
Utilizando ademaés la identidad de Parseval

(f,9) = (f.4)

vemos de (6.6) que es

£l = (= £ f = £) = (F2 £ =D IF @)%,
Y

donde la suma de la derecha se extiende sobre todos los caracteres ¢ : G —
C. Tomando raices cuartas el resultado se sigue. O
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Obtenemos asi del Lema 6.1 y las observaciones anteriores, que las nor-
mas U? de Gowers son efectivamente normas para d > 2.

Como habiamos visto antes, la norma U? controlaba varios aspectos de
la aleatoriedad de una funcién. En particular, vimos que si para un conjunto
A C G de densidad § su funcién caracteristica satisface que |6 — A2 es
pequeno, entonces A poseera aproximadametne la cantidad de progresiones
aritméticas de longitud tres que se esperan de un conjunto aleatorio de la
misma densidad. Vimos también que esto sin embargo no es cierto para
progresiones aritméticas de longitud cuatro. En particular, el ejemplo que
dimos posee una propiedad que resulta ser fundamental y es su naturaleza
cuadratica.

En su demostracion del teorema de Szemerédi, Gowers probé que si A es
un subconjunto de Zy de densidad 0 tal que |6 — Al|yr es suficientemente
pequeno, con r > 2, entonces se satisface

E,nA(x)A(z + h) ... Az +rh) ~ "+ (6.7)

A los conjuntos que satisfacen la mencionada propiedad respecto a la norma
U" se los suele llamar uniformes de grado r — 1. Luego, (6.7) nos dice que
un conjunto uniforme de grado r — 1 posee aproximadamente la cantidad
de progresiones aritméticas de longitud r + 1 que se esperan en un conjunto
aleatorio de la misma densidad.

De todas formas, la importancia de las normas de Gowers no radica
Unicamente en la posibilidad de controlar la cantidad de progresiones ar-
itméticas. El conjunto {x,z + h, ...,z + (r — 1)h} puede ser visto como una
coleccion de r formas lineales en las variables = y h. Puede demostrarse que
para cualquier colecciéon de formas lineales independientes en cualquier can-
tidad de variables, existe un r para el cual todo conjunto que sea suficien-
temente uniforme de grado r poseera aproximadamente la misma cantidad
de las correspondientes configuraciones que un conjunto aleatorio. Tal resul-
tado fue demostrado por Green y Tao [27]. Sin embargo, se desconoce una
manera de determinar cudl es el minimo valor de r que una determinada
configuracién requiere. A éste respecto, Gowers y Julia Wolf [22] conjetu-
raron que la respuesta es el menor r para el cual las r-potencias de las formas
lineales involucradas son linealmente independientes.

6.2. Teoria inversa de la norma de Gowers

Retornamos ahora a nuestra tarea especifica de deducir la Proposicion
5.3 de la Proposicién 5.2. El plan para llevar a cabo tal tarea sera demostrar
que si f es una funcién mayorizada por una medida r-pseudoaleatoria, en-
tonces existird una funcién g : [0,1] — R cercana a f en la norma U™ !y
con la misma densidad que esta (en particular, de densidad positiva). Pero
entonces, por observaciones anteriores, la esperanza de f en progresiones
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aritméticas sera similar a la de g. Pero puesto que para tal g tendremos el
teorema de Szemeredi a nuestra disposicién, podremos estimar tal cantidad
y en consecuencia deducir la informacién deseada sobre f.

Puesto que lo que deseamos es encontrar una funcién mayorizada por 1
que aproxime en la norma U”~! a una funcién mayorizada por una medida -
pseudoaleatoria, serd de fundamental importancia que estos dos mayorantes
estén efectivamente cerca en la mencionada norma. Esto lo probamos en el
siguiente lema.

Lema 6.2. Supongamos que v es una medida r-pseudoaleatoria. Entonces,
es
[ = 1lga = o(1)

para todo 1 < d <r —1.

Demostracion. Comenzamos notando que por (6.5) bastard con probar el
resultado para d = r — 1. Deseamos mostrar la estimacién

Eops 1] (v (oD ahi) 1) =o(1). (6.8)

ec{0,1}71

Es claro entonces que bastaréd probar

Ezhi,hys H v (a: + Z eihi) =1+o(1) (6.9)

eEA

para todo A C {0, 1}7"71, puesto que en tal caso (6.8) serd igual a

3 ((_1)|Al + 0(1>) —(1-12" +0(1) = o(1).

AC{0,1}7!

Ahora bien, puesto que es evidente que ninguna de las formas lineales
x4+ > €h;, € € {0, l}r_l, es un multiplo racional de otra, y dado que v es
una medida r-pseudoaleatoria, podemos aplicar la condicién de (2771, r, 1)-
formas lineales para concluir la validez de (6.9). El lema queda asi demostra-
do. O

En la combinatoria aditiva, se llama teorema directo a aquel que parte
de la descripcion de un conjunto para demostrar que éste satisface ciertas
propiedades. Un ejemplo sencillo de esto es partir de un conjunto A que
consiste de una progresion aritmética y concluir que el conjunto de sumas
de A es pequeno en relaciéon a A (precisamente, es |A + A| = 2|A| — 1).
Por el contrario, se llama teorema inverso a aquel que usa como hipdtesis
que el conjunto en cuestion satisface una cierta propiedad, para concluir de
esto una descripcién de tal conjunto. En el caso éptimo, tal teorema nos
dird que un conjunto tiene una determinada propiedad si y sélo si tiene
cierta forma especifica. Un ejemplo (muy importante) de teorema inverso es
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el teorema de Freiman (ver [13], [10]). Este nos dice que para todo C' existen
constantes k y K tales que si A es un conjunto con |A+ A| < C|A|, entonces
A estd contenido en una progresién aritmética de dimensién a lo sumo k y
cardinalidad a lo sumo K|A|.

Debido a las mencionadas propiedades de las normas U?, un tal teore-
ma inverso para estas normas que nos permita describir las caracteristicas
de una funcién con norma U? grande, serfa de fundamental importancia.
Recordar que nuestra intencién es mostrar que podemos, mediante pertur-
baciones pequenas en la norma U” ™!, transformar una funcién de cierto tipo
en otra mas manejable. Si esto fuese imposible, un teorema inverso adecua-
do nos permitiria deducir la forma especifica de tales perturbaciones y en
consecuencia (con suerte) derivar un absurdo.

Sin embargo, el problema del teorema inverso para la norma de Gowers
no es en lo absolto sencillo. En el caso de la norma U? es facil ver, utilizando
el Lema 6.1, que si la norma U? de una funcién f es grande (y la funcién
f estd acotada en la norma L?), entonces f ha de estar muy correlacionado
con algun caracter. De todas formas, esto ya no es cierto en el caso de la
norma U?. Como vimos antes, los comportamientos cuadréticos juegan un
rol relevante en éste caso. Por ejemplo, si consideramos la funcién f(z) =
exp(4miz?/N), entonces de la identidad

22— (x+a)* = (x+0)?* = (x+)*+ (x+a+0b)>
+(xtate)+(@+bto)’—(z+atbt+c)’=0

deducimos facilmente que es || f||;s = 1. Sin embargo, f asi definido no se
correlaciona en forma significante con ningin caracter. Vemos entonces que
sera necesario incluir en consideracion las funciones de éste tipo, que suele
llamarselas funciones de fase cuadratica . A éste respecto, Green y Tao de-
mostraron que una funcién con norma U? grande (y controlada en otros
aspectos) ha de correlacionarse con ciertos objetos que son generalizaciones
de tales funciones de fase cuadratica [25]. Més atin, conjeturaron precisa-
mente el resultado a esperar para las normas de Gowers superiores [27]. La
veracidad de tal conjetura tendria implicaciones importantisimas, entre ellas
una estimacion precisa para la frecuencia en los primos de una gran cantidad
de patrones lineales. Muy recientemente, Green, Tao y Tamar Ziegler [20]
lograron demostrar tal conjetura para la norma U4 con un argumento que
parece generalizarse para los casos superiores, por lo que es probable que tal
problema quede completamente resuelto en el corto plazo.

No necesitaremos en nuestro trabajo resultados de semejante fuerza. Por
el contrario, nos contentaremos con deducir un teorema inverso suave (y
algo artificial) que nos permitird concluir que una funcién con norma de
Gowers grande se correlacionara con algiin miembro de una amplia familia
de funciones sobre las cuales podemos obtener informacion no trivial. Con
tal propdsito en mente introducimos la siguiente definicién para un valor de
r fijo
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Definicion 6.4. Dada f: G — C, sea Df la funcion

Df(x) =Bhy.nn || <x + Zeihi) .

ec{0,1}7 1
e#0

Si X es un conjunto de funciones de G en C, entonces una funcion bdsica
anti-uniforme (respecto a X ) es una funcion de la forma Df con f € X.

Es trivial entonces que si || f||;+-1 es grande para cierta funcién f € X,
entonces f se correlacionara significativamente con una funcién bésica anti-
unfiorme respecto a X (precisamente, con Df). Lo importante serd entonces
ver que podemos decir sobre estas tltimas funciones. En particular, veremos
que podemos controlar los productos de tales funciones, lo cual probard ser
de fundamental importancia para la demostracion de la Proposicion 5.2.

6.3. Normas PCA

Una norma en CV se dice algebraica si satisface || 1| = Ly || fgll < |If]lllg]l
para todo par de funciones f,g € CV. Una de las propiedades especiales de
las normas algebraicas es que son particularmente dtctiles para demostrar
teoremas de transferencia en los cuales se desea trasladar funciones de un es-
pacio en otro sin alterar demasiado la norma en cuestién. Més precisamente,
tales teoremas resultan mas faciles de conseguir cuando la norma dual a la
estudiada es algebraica.

Puesto que ya hemos senalado que nuestra intencién es obtener un teo-
rema de transferencia, seria muy 1til que las normas duales a las de Gowers
resulten ser algebraicas. Si bien esto no es cierto, una observaciéon crucial
de Green y Tao es que tal norma dual si posee suficientes propiedades en
comun con las normas algebraicas como para poder llevar a cabo tal teo-
rema de transferencia. La siguiente definicion encapsula las mencionadas
propiedades (es facil deducir las correspondientes analogias para el caso en
que la norma dual efectivamente es algebraica). Notar que de ahora en més
nos restringiremos a funciones de Zy en R identificindolas con elementos
de RY en la forma evidente.

Definicién 6.5. Sea ||.| una norma en RY y sea X un subconjunto acotado
de RN con span(X) = RN. Decimos que ||.|| es una norma predual cuasi
algebraica, o norma PCA, respecto a X si existe un operador (no lineal)
D : RN — RN, una funcion estrictamente decreciente ¢ : R>9 — R>o,
una funcion creciente C : N — R y una constante absoluta C tales que se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. {f,Df) <1 para toda f € X,

2. (f,Df) > c(e) para toda f € X con || f|| > ¢;
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3. |IDfllso < C para toda f € X;
4. |IDf1... Df|* < C(K) para cualquier eleccion de fi,..., fx € X.

El resto de éste capitulo estard dedicado a demostrar que las normas
de Gowers son preduales cuasi algebraicas con respecto a un conjunto X
apropiado. En el préximo capitulo demostraremos el deseado teorema de
transferencia para las normas PCA. Estas dos afirmaciones, combinadas con
un teorema generalizado de von Neumann que serd probado también en el
préximo capitulo, nos permitiran obtener la Proposicion 5.3 y finalizar asf la
demostracién del Teorema 1.1.

De aqui hasta el final del capitulo fijaremos un valor r > 3. Fijaremos
también una medida r-pseudoaelatoria ¥ € RN y nos concentraremos en el
estudio de la norma U"~!. Definimos X como el conjunto de funciones f €
RV acotadas puntualmente por v + 1 (notar que trivialmente es span(X) =
R™M). Como los operadores D que aparecen en la definicién de norma PCA
tomaremos por supuesto a las funciones bésicas anti-uniformes respecto a X
que fueron definidas en la Definicién 6.4, pero normalizadas por un factor
de 272" Pasaremos entonces a demostrar el mencionado resultado.

Proposicién 6.1. En RY, la norma U™™' es una norma PCA respecto a
X. Mds atn, D,c,C,C no dependen de N.

Demostracion. Sea f € X. Por definiciéon de X es f < v+ 1. En consecuen-
cia, tenemos

2r71

(f.Df)y =272 | flF—
<272 (IWllgr-1 + |1l grr-1)?

=272 (24 0(1))"
<1,

r—1

donde hemos usado la condiciéon de formas lineales para v. Vemos entonces
que se cumple la propiedad (1) de la Definicién 6.5.

Anélogamente, la condicién (2) de tal definicién nos pide que sea (f, Df) >
c¢(e) paratodo f € X con || f||yr—1 > e. Esto sin embargo es trivial en nuestro
caso por definicién de D, tomando c(e) = 27272

Para ver la propiedad (3) utilizaremos la condicién de formas lineales.
Pero antes, necesitaremos el siguiente sencillo lema que nos dice que las
medidas pseudoaleatorias forman una estrella alrededor de la funcién con-
stantemente igual a 1.

Lema 6.3. Si v es una medida r-pseudoaleatoria, entonces también lo es
(v+1)/2.
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Demostracion. Es evidente que tal funcién es no negativa y posee esperan-
za igual a 1+ o(1). Que satisface la condicién de formas lienales se sigue
inmediatamente de la multilinealidad del producto interno de Gowers. La
condicién de correlacion se verifica de la misma forma. O

Acotando f por 2(v +1)/2 = 21/, vemos que bastard probar
[Dr12lloe <14 0(1).

Ahora bien, es

Duijg=Enyney || el + Y ehi).
ec{0,1}7 71
e#0

Aplicando entonces el Lema 6.3 y la condicién de formas lineales (con todos
los b; iguales a ), vemos que esto es igual a 1 + o(1) y en consecuencia,
concluimos que se satisface la condicién (3).

La condicién (4) es la més dificil de verificar. Deseamos probar la exis-
tencia de una funcién creciente C : N — R que satisfaga

IDf1-- - Dfklgr— < C(K)

para cualquier eleccién de las funciones fi,..., fx € X.

Consideremos entonces f € RY con ||f||y~—1 < 1. Bastara probar que
para toda tal f es

K
(£, 1] 2t = 0x(1).
j=1

Notar que el lado izquierdo de esto puede ser escrito como

K
Eof@) [[Byo o0 11 Filz+ Y eh?). (6.10)
Jj=1 66{0,1}7‘_1
e#0

Dados hy,...,h._1 € Zy escribimos hgj ) = h; + Hi(j ). Promediendo sobre
todas las tales k — 1-tuplas obtenemos que (6.10) es igual a

K
Eof (2)Bhy,..n | | Eyo  uo, I re+> eHY + > eihi).
J=1 ec{0,1}71
e£0

Si expandimos el producto interior e intercambiamos las esperanzas, en par-
ticular llevando afuera las esperanzas que dependen de los HZ-(J ), vemos que
podemos reescribir esto en términos del producto interno de Gowers como

EHE(Z?\fl)K<(fE»H)6€{O,1}T_1>U’“—1u (6.11)

79



Tesis de Licenciatura Walsh, Miguel N.

donde es H = ((H{”,...,Hﬁl_)),...,(HfK),...,HﬁIfl))), for = fy
ferr = ge.r Para € # 0, donde es e. H = (Z el-Hi(l), . ZeiHZ.(K)> y

K
Gu,.._uto () =[] i@ +u¥), (6.12)
j=1

Aplicando la desigualdad de Gowers-Cauchy-Schwarz (6.3) podemos acotar
(6.11) por

EHE(Z;]—l)KHfHUr—l H 1ge.trllrm=1-

ec{0,1}" 1
e£0
Puesto que por hipétesis es || f||g+-1 < 1, bastard entonces probar la esti-
macién
E e~ I  lgerlpe =0k (D).
ec{0,1}7 1
e#0

Pero a su vez, aplicando a esto la desigualdad de las medias aritméticas y
geométricas en la misma forma en que se ha utilizado previamente, vemos
que bastara probar

r—1
EHG(ZQ—I)KHQE.HHQUT*l = OK(1)7

para cada € € {0, 1}7"71, e # 0. Notar que en tal caso, el mapa H +— e.H es
un cubrimiento uniforme de Z% por (ZTN_I)K . Luego, el lado izquierdo de la
dltima expresion es igual a

r—1
B, w0 ll9u0, i |5

Expandiendo la norma de Gowers y usando (6.12), vemos que esto es igual
a

K
By, w0 Bon oy [ []H@+u®+Y " eh). (6.13)
eef0,1}7"1j=1
Usando que es f < v+1, el Lema 6.3 y (6.13), vemos que bastara probar
K

Exhyheor | Eu H v(iz+u+ Z €:h;) = Ok(1).
ec{0,1}" 1

Aplicando el cambio de variables y := x 4+ u una esperanza se vuelve redun-
dante y en consecuencia el problema se reduce a mostrar
K

Enpoones | By [ vy+D_ b)) | =0k(1).

ec{0,1}7 !
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Es aqui donde la condicién de correlaciéon cumplird su proposito. En efecto,
tal condicién implica la existencia de una funcién de peso v = 751 con
E(v7) = O4(1) para todo ¢ y que satisface la desigualdad

B, I v+ dnis Y (X mtg-).
ec{0,1} 1 € ,e’ef0,1}7 1
€' £’

Aplicando entonces la desigualdad triangular vemos que bastara probar

Eny by (’7 (Z hi(e; — 62/)>>K = Ogk(1),

para todo par € # ¢’ en {0,1}""'. Pero dado que en tal caso el mapa
hi,...,hy—1 + > hi(€,—¢€) es un cubrimiento uniforme de Zy por (Zy)"!
se sigue que el lado izquierdo es simplemente IE(’;/K ). Dado que sabemos que
esto es Ok (1), el resultado queda asi demostrado. O
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Capitulo 7

El principio de transferencia
y el teorema generalizado de
Von Neumann

El primer objetivo de éste capitulo sera demostrar el mencionado teore-
ma de transferencia que dada una funciéon mayorada por una medida pseu-
doaleatoria nos permite, mediante una perturbacién pequena en la norma de
Gowers, obtener una funcién acotada con la misma densidad. Esto serd lo-
grado a través de un teorema abstracto que nos ofrece tal conclusion para
cualquier norma PCA. Tal teorema abstracto fue formulado por Timothy
Gowers [21] y a continuacién expondremos la demostracién dada por este
autor. Cabe destacar que un resultado analogo fue dado en forma indepen-
diente por Omer Reingold, Luca Trevisan, Madhul Tulsiani y Salil Vadhan
en el contexto de la teoria de juegos [38].

Para la demostracién de éste resultado emplearemos el teorema de Hahn-
Banach en la formulacién dada a continuaciéon. Notar que al igual que antes
utilizaremos durante éste capitulo la convencién de interpretar a los elemen-
tos de RY como funciones de Zy en R en la forma evidente.

Proposicién 7.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sea K C RY wun cuerpo
convezo y f € RY wuna funcidn que no estd contenida en K. Entonces,
existe una constante o y un funcional lineal no nulo ¢, tal que se satisfacen
las desigualdades (f,p) > o y (g, ¢) < a para todo g € K.

7.1. Descomposicién y la norma CBA

El siguiente corolario del teorema de Hahn-Banach nos serda de gran
utilidad.

Corolario 7.1. Sean K1, ..., K,, cuerpos convexos cerrados de RN que con-
tienen al 0. Sean c1, . . ., ¢y € Rsqo y supongamos que f € RN es una funcion
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que no puede ser escrita en la forma f = fi+ ...+ fm con f; € ¢;K;. En-
tonces, existe un funcional lineal ¢ satisfaciendo las desigualdades (f, ¢) > 1
y (g,0) < 0;1 para todo 1 < i <m y todo g € K;.

Demostracion. Escribimos K = > ., ¢;K;. Entonces, K es un cuerpo
convexo cerrado que por hipétesis no contiene a f. El hecho de que K sea
cerrado nos permite concluir la existencia de un 0 < § < 1 tal que 0f ¢ K.
Aplicando entonces la Proposicién 7.1, vemos que existe un funcional lineal
no nulo ¢ con §(f,¢) > ay (g9,¢) < « para todo g € K y para cierta
constante .

Deseamos ver que « puede tomarse distinto de cero. Para esto notamos
que por hipétesis 0 € K y que ademas, puesto que K es cerrado, existird una
bola euclidea B con 0 f ¢ K+ B. Vemos entonces que efectivamente podemos
suponer « # 0. Dividiendo por « concluimos de lo anterior la existencia de un
funcional lineal ¢ con (f,¢) > 61 > 1y (g,¢) < 1 paratodo g € ¢;K; C K.
En particular, serd (g,¢) < ci_1 para todo g € K; y el resultado queda
asi demostrado. O

El anterior corolario nos permitird deducir que si una funcién f mayorada
por una medida pseudoaleatoria no puede escribirse de la forma g + h con
g acotada y h pequena en la norma de Gowers, entonces debera existir un
funcional lineal ¢ con propiedades especiales que trataremos de explotar.

Para llevar a cabo éste plan necesitaremos algunos lemas. De ahora en
més, X, D, c,C y C estaran dados por la Definicién 6.5. Ademads, siguiendo
la convencion dada en la segunda parte de la Definicién 6.4, llamaremos a
una funcién de la forma Df con f € X una funcién basica anti-uniforme
respecto a X. Puesto que la correlacién de una funcién f con tales funciones
bésicas anti-uniformes jugard un papel preponderante, introducimos ahora
una norma que nos da una medida de tal correlacion. Definimos entonces la
norma ||.|[cpa (correlacién bésica anti-uniforme) como

Ifllepa = méx{[{f,Dg)| : g € X}.

Para estudiar el dual de esta norma utilizaremos el siguiente lema. Recordar
que el dual de una norma ||.|| estd definido por

lgll* := méx{(f,g) : I/ <1}

Lema 7.1. Sea ¥ C RN un conjunto que genera a RN . Si definimos en RN
una norma ||.|| mediante la férmula

k k
If1 —l'nf{ZIM tf =) Aoy 01,08 € 2}-
i=1 i=1

entonces esto define efectivamente una norma cuya norma dual ||.||* viene
dada por la férmula

IfII* = méx {|(f,0)| : o € X},
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Demostracion. Es facil verificar que esto define una norma. Supongamos
entonces que es |(z,0)| > 1 para algin o € X. Puesto que claramente es
lo]] < 1, ha de ser también |z||* > 1, de donde concluimos que |z|* >
méx {|(f,0)| : 0 € £}.

Supongamos ahora que es [|z]|* > 1, por lo que existe un = con ||z| <1
y |(z, 2z)| > 1+ ¢ para cierto € > 0. Por definicién de |.|| podemos encontrar
o1, 0 €Y con =3 Noy vy 32F | |\i] <1+e. Luego, es

k k
S Al ) > DT AL
=1

i=1

Concluimos que ha de ser |(o;, z)| > 1 para cierto 1 < ¢ < ky en consecuencia
max {|(z,0)| : 0 € £} es al menos 1, por lo que el resultado se sigue. O

Por dualidad, obtenemos entonces que en nuestro caso es

k

k
1fllepa = inf {Z Nl f =Y ANDfifi, fr € X} : (7.1)

i=1 =1

Notar que la condicién (2) de la Definicién 6.5 es entonces equivalente a que
para todo f € X con ||f|| > ¢, es ||fllcBa > c(e).

7.2. Aproximaciones polinémicas

Si P(z) = apa™ + ...+ a1x + ap es un polinomio, definimos Rp como
el polinomio Rp(z) = C(n) |ay| 2™ + ...+ C(1)|a1| z + |ag| (recordar que C
estd dado por la Definicién 6.5). Por otra parte, si J : R — R es una funcién
continua y C1,Cs, 0 con constantes positivas, definimos p(C1, Cs,d, J) como
el doble del infimo de Rp(C3) sobre todos los polinomios P con |P(x) —
J(z)| < § para todo z € [-C4, C1].

Dadas estas definiciones procedemos a probar el siguiente resultado sobre
aproximaciones polindémicas que nos sera de gran ayuda.

Lema 7.2. Sean ||.| una norma PCA, J : R — R una funcidn continua y
C1,Cy, 6 constantes positivas con Cy = CoC. Entonces, existe un polinomio
P tal que es ||Pd — JPlloo < y ||Po|* < p(C1,C2,9,J) para todo ¢ € R™
con [[4llepa < Co.

Nota. Observar que por la expresién (7.1) del dual de la norma CBA, una
funcién ¢ con ||¢||& 54 Pequeiio se correlacionard con unas pocas funciones
bésicas anti-uniformes. Puesto que tales funciones poseen un valor acotado
en la norma ||.||*, uno espera que lo mismo suceda con ¢. La idea de éste lema
es aprovechar la similitud de ||.||* con una norma algebraica para comprobar
tal suposicion para todo polinomio que aproxime a ¢.

84



Tesis de Licenciatura Walsh, Miguel N.

Demostracion. En primer lugar, es inmediato de la definicién de p(Cy, Co, d, J)
la existencia de un polinomio P satisfaciendo las desigualdades Rp(Cs) <
p(C1,Co,6,J) y |P(x) — J(z)| < para todo = € [-C1,C1].

Sea ahora ¢ € RY una funcién con [|§|t54 < Ca2. De (7.1) sabemos
entonces que ¢ es una combinacion lineal acotada de funciones bésicas anti-
uniformes. Precisamente, dado cualquier € > 0, existird un cierto conjunto
de funciones fi,..., fr € X con

k
¢=> \Df; (7.2)
i=1

y Z?Zl |Ai] < C2 + €. Puesto que la condicién (3) de las normas PCA
nos garantiza la desigualdad | Df||oc < C para todo f € X, aplicando la
desigualdad triangular obtenemos ||¢||oc < C2C = C}. Vemos entonces que
la imégen de ¢ estd contenida en el intervalo en el cual sabemos que P
aproxima a J. Concluimos asi que es ||[P¢ — Jo||c < 6.

Observamos ahora que de (7.2) se sigue que, para todo entero m > 1y
todo € > 0, ¢ puede escribirse como una combinacién lineal de produc-
tos de m funciones basicas anti-uniformes, con los valores absolutos de los
coeficientes de tal combinacién sumando a lo sumo C3* 4 ¢. Utilizando la
condicién (4) de la Definicién 6.5 vemos que la norma ||.||* de cada uno de es-
tos productos estd acotada por C(m), lo cual combinado con la observacién
anterior nos devuelve la desigualdad ||¢™|* < C*C'(m).

Deducimos entonces que si P como arriba se escribe en la forma

P(x) =apz™ + ... + a1z + ag

tenemos
1Po]" = lanll|¢"[|* + ... + |a1|[|o[I" + [ao]
< |an|C(n)C§L + ...+ |a1\C(1)C'2 + |a0|
= Rp(Cy)
< p(01702567 J)
Con esto, el lema queda demostrado. O

7.3. El teorema de transferencia

Empleando las observaciones anteriores, pasamos ahora a demostrar el
mencionado resultado de transferencia.

Proposicién 7.2. Sean p,v € RY funciones no negativas con E(u), E(v) <
1. Sean 6,m constantes positivas. Sea |.| una norma PCA en RN respecto
al conjunto

X ={feR": f(z) <méx{u(z),v(z)} Vo € Zyn}.
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Sea J : R — R la funcion continua J(z) = (z + |z])/2 y sea

€= 5/2/)(0(77)716’ 0(77)717 5/4’ J)

Supongamos ademds que es | —v| < e. Entonces, para toda funcion f con
0 < f < v, existe una funcién g con 0 < g < u(1 —6)~! satisfaciendo la
desigualdad ||f — g]| < n.

Demostracion. Notar que la afirmacién del enunciado es equivalente a la
posibilidad de descomponer a toda tal f en la forma g + h, con 0 < g <
w(l —38)~t y ||h|| < n. Fijemos entonces 0 < f < v y supongamos que tal
descomposicién no existe. Es claro que por la definicién de la norma CBA
esto implica también que no existird una tal descomposicién con 0 < g <
w(1—=38)"1 y ||h|lca < c(n). Aplicando entonces el Corolario 7.1 obtenemos
un funcional lineal ¢ satisfaciendo (f,¢) > 1, (¢,9) < 1 para todo g con
0<g<ul—=¥8""1y|olltps < c(n)™" (en éste tltimo caso el cuerpo
convexo consiste por supuesto en los h con ||h|lcpa < 1).

Escribiendo ¢+ = méx {¢, 0} notamos que la funcién g como arriba que
maximiza (¢, g) es la que es igual a ;(1—6)~! cuando es ¢ > 0 e igual a 0 en
otro caso. En consecuencia, la primer condicién dada sobre ¢ es equivalente
a la desigualdad (u(1 — &)~ ¢4) < 1. Notando que es ¢, = J¢, tenemos
entonces (u, Jo) < (1 —9).

Aplicamos ahora el Lema 7.2 con Cy = ¢(n)~! y la constante 6/4. Obten-
emos as{ un polinomio P con ||J¢ — Pdlloc < /4y

1PoI* < p=p(e(n)~'Celn) ™", 6/4, ).
Luego, es

)
(1, P6) < (1,6+) +E(0)|T6 — Polloo <12

Dado que p y v estén cerca en la norma |.|| y P¢ estd acotado en la norma
dual, tenemos ademas

30
(v, PO) < (p, Po) + | Po|"[lp — vl <1~ +ep

y en consecuencia, es también
1)
(v,64) < (1, PO) + EW)||1¢ — Pélloo <1 3 +ep.

Pero entonces, puesto que por hipdtesis es 0 < f < v, obtenemos

1< {(.6) < (fb2) <1- 2 +2p

Pero esto es absurdo, puesto que por la definicién de € dada en el enunciado
el lado derecho es igual a 1. Concluimos que f puede descomponerse en la
forma deseada y el resultado queda asi demostrado. O
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Aplicaremos ahora esta proposicién al caso que nos concierne. Sea en-
tonces u la funcién constantemente igual a 1 y v una medida r-pseudoaleatoria.
La norma PCA en cuestién sera por supuesto la norma de Gowers ||.|[;r-1.
Notar que hemos demostrado que tal norma es PCA respecto al conjunto
de la funciones acotadas por v + 1, por lo cual lo es en particular respecto
al conjunto X dado en el enunciado de la Proposicién 7.2.

Observar ademads que si es f = g+ h con ||h||g-1 < 7, se sigue de (6.5)
y la definicién de la norma U' que es también

E(g) = E(f) — E(h) > E(f) —n.

Por el Lema 6.2, el £ > 0 del enunciado de la Proposicién 7.2 puede tomarse
arbitrariamente pequefio (asumiendo N suficientemente grande). Esto nos
permite elegir a § y n también arbitrariamente pequenos (aqui estamos us-
ando que D, c,C,C, y en consecuencia p, no dependen de N). Finalmente,
notamos que reescalando a v (por un factor que tiende a 1 a medida que N
tiende al infinito) podemos suponer que la esperanza de v es menor o igual
a 1 sin alterar con esto la pseudoaleatoriedad de esta funcién. Uniendo estas
observaciones obtenemos de la Proposicién 7.2 el siguiente corolario.

Corolario 7.2. Sea § > 0. Sea v € RN wuna medida r-pseudoaleatoria.
Supongamos que f € RN es 6-denso y satisface 0 < f < v. Sea € > 0 arbi-
trario. Entonces, si N es suficientemente grande, tenemos la descomposicion
f=g+hcong<1+ol), Blg)>d—o.(1) y Ay <.

7.4. El teorema generalizado de Von Neumann

El paso final hacia la demostracién de la Proposicién 5.3 (y en conse-
cuencia del Teorema 1.1) serd mostrar que una perturbacién pequena en
la norma de Gowers preserva aproximadamente la cantidad de progresiones
aritméticas. Esto se lograra a través de la siguiente proposicion.

Proposicién 7.3 (Teorema generalizado de von Neumann; [24], Prop. 5.3).
Sea v una medida r-pseudoaleatoria y sean fy,..., fr—1 funciones en R™
satisfaciendo | f;| < v +1 para todo 0 < j <r — 1. Entonces

0<j<r—

r—1
Bunezy [ 5o+ =0 (ot 1Al ) +o(). (1)

j=1

Nota. La cota de v 4+ 1 se debe en éste caso a que el resultado sera aplicado
al estudio de funciones h como en el enunciado del Corolario 7.2, para las
cuales la tnica cota que dispondremos serd de la forma |h| < |f|+]|g] < v+1
con un error o(1) que puede ser absorbido por v.

Demostracion. Comenzamos notando que adhiriendo una magnitud o(1)
podemos suponer que v es estrictamente positivo. Notar también que uti-
lizando el Lema 6.3 (dividiendo y multiplicando a cada f; por 2) podemos
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asumir |f;| < v a cambio de incrementar la constante implicita en el lado
derecho de (7.3) por un factor de 2".

Lo primero que haremos es reescribir la progresién aritmética en cuestion
en términos de un mayor numero de variables, de modo tal que a cada
coordenada de la progresién aritmética le corresponda una variable de la
cual es independiente. Esto nos otorgard un cierto espacio para trabajar con
cada f; en forma independiente.

Reescribiendo el lado izquierdo de (7.3) como

r—1
Eonezy || iz +cjr) (7.4)
j=1
para ciertos elementos cq,...,c; € {-=r—1,...,0,...,7 — 1} podemos supon-

er sin pérdida de generalidad que el infimo en el lado izquierdo de (7.3) se
alcanza en j = 0. Asumiremos esto en el resto de la demostracién.

Consideramos entonces las variables y1,...,y,—1 € Zyn y escribimos
r—1 Y;
h:= 2, 7.5
2 "

Entonces, si consideramos las funciones

r—1
¢i(y1a .. -7y7‘—1) = Z (1 - ?) Yj
J

j=1
para 0 <¢ <r — 1y escribimos
r=y1+...+Yr, (7.6)

obtenemos las igualdades ¢;(y1,...,yr—1) =  + ¢;h para todo i, donde
ademads la funcién ¢; no depende de la variable y;. Notar que (7.5) y (7.6)
definen un mapa ® : Z’]"V_l — Z3; dado por ®(y1,...,y,—1) = (x,h). Pero
puesto que éste mapa es un cubrimiento uniforme, obtenemos que (7.4) es
igual a

r—1
E, ezt [ ] fi(0i(w)), (7.7)
i=1
con y = (y1,...,Yr—1). Aprovechando que ¢,_1 no depende de y,_; pode-
mos reescribir esto (multiplicando y dividiendo por vY/2(¢,_1(y1, ..., yr-1)))
€omo

Eyy ... yr2Go(y)Ho(y)

con

Go(y) :== fr—1(¢r—1 (y))Vil/Q((z)r—l(y))
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HO(y) = yr 1V Qbr 1 <H fz sz > .

Con esto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos acotar el
cuadrado de (7.7) por

(Burroiea GO (Bus o))

Ahora bien, el primero de estos factores va a estar acotado por

Eylv---vwaV((br—l(y)) =1+o(1),

donde hemos usado como siempre la condicién de formas lineales. Con-
cluimos entonces que el cuadrado de (7,7) estara acotado por

(1+ 0(1))Eyh---,yrfmyrfl,hrq H V1/2(¢T71(yla ey Yr—1 +€hp_1))
e€{0,1}

r—2
x (H fi@ilyr, - yr1 + ehr—l))> :
1=0

Hemos logrado asi eliminar el papel jugado por f._1 en una manera que
pronto veremos probard satisfactoria a nuestras intenciones. Esto sugiere
llevar a cabo un razonamiento andlogo para las demés funciones f; mediante
una generalizacién del argumento anterior. Esta vez, necesitaremos estimar
expresiones de la forma

r—1 r—d—1
By hezrt 11 ( 11 V1/2(¢z‘(y+€h))> < 11 fi(¢i(y+€h))> :

66{071}7“*1 i=r—d =0
€1=...=€,_4-1=0
(7.8)
cony = (y1,.--,Yr—1), h =(h1,...,hy—1) y €h = (e1h1,...,€,—1hr—1) (notar
que el rango de € hace redundante el promediar sobre las r —d — 1 primeras
variabes de h, lo cual sin embargo alivia la notacion).

Para estimar esto procedemos como antes, utilizando que ¢,_4_1 no
depende de la variable y,_4_1 para reescribir (7.8) como

E(G(y, h)H(y,h)) (7.9)

con la esperanza yendo sobre las variables yi,...,Yr—d—2,Yr—d;s- .- Yr—1,
hi,. . hr_qg_2,hp_q,...,hr—1 € Zx y las funciones G y H dadas por

G,h) = JI  fra1(braay+en)vr (¢ a1 (y + €h)

ec{0,1} 1
€1=...=€,_q—1=0
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r—1
H(y,h) = LN H < H V71/2(¢i(y + €h))>

ccfo 1} \i=r—d-1
€1=...=€,_q—1=0

r—d—2
X < 11 fi(¢i(y+€h))>-
i=0

Como antes, acotamos el cuadrado de (7.9) utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz. Ahora bien, usando f,_4 1 < v, vemos que es

E(GwnIP) < JI  #6raaly+en)=1+0(1),

ec{0,1}" 1
€1=...=€._q_1=0

por la condicién de formas lineales. Concluimos entonces que (7.8) esta aco-
tado por

r—1
(1 +0(1)E, e ] <H u1/2<¢i<y+eh>>>

ecf{0,1}7 1 i=r—d—1
€1=...=€,_4_2=0

r—d—2
X ( 11 fz-<¢i<y+eh>>>-
=0

Notar que aqui el promediar sobre la variable h,_;_1 deja de ser redundante.
Partiendo entonces de (7.7) e iterando el anterior procedimiento r — 1 veces
(es decir, hasta que la dnica funcién que no haya sido reemplazada por v
sea fp), concluimos de la identidad

¢0(y + Eh) =+ Z €ih;
que el lado izquierdo de (7.3) esta acotado por

T

(L+0(1)) | EvezyEpepr 1 W(a, h) I fo@+d e
ec{0,1}" 1

donde W (z, h) estd dado por

r—1
W(z,h) =Ey, .y, H H V1/2(¢i(y + €h))

ccf{0,1} 1 i=1

r—1
=Eywa [ I vy +eh)

=1 ec{0,1}71

€;=0
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PR Y = (Y1s-- s Yr—2,T = Y1 — - Yr—2).
Puesto que por la definicién de la norma de Gowers es

1
or—1

E{L‘GZNEhGZ?V_l H f0($+261h2) = ||f0”UT—17

ec{0,1}7 71

vemos que para probar la Proposicién 7.3 bastara con mostrar la estimacion

EveryBpepr Wiz, h) =11 T]  fole +)_ ehi) = o(1).
ec{0,1}" 1

Acotando fy por v = /2012 y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
reducimos la tarea a demostrar

EvezyEhezr1 Wz, h) — 17 [T v@+> ehi)=0(1), (7.10)
ec{0,1}" 1

puesto que el otro factor que obtenemos es igual a ||v||y—1 = 14 o(1), lo
dltimo por la condicién de formas lineales.

Expandiendo el cuadrado en (7.10) vemos que bastard probar que es

EvezyBpegr1W (2, h) [[ v+D ahi)=o0(1)
66{0,1}7‘_1

para g = 0,1, 2. Esto se logra, por supuesto, aplicando la condicién de formas
lineales. En el caso ¢ = 0 usamos la condicién de (2"~!, r, 1)-formas lineales
en las variables x, hi, ..., hy_1 y las formas x 4+ Y ¢;h;, € € {0, 1}7’71. En el
caso ¢ = 1 en cambio usamos la condicién de (2"72(r + 1), 2r — 2, r)-formas
lineales con las variables z,hy,...,hy—1,9y1,...,yr—1 y las formas lineales
usadas en el caso ¢ = 0 més las dadas por ¢;(y +€h), 1 <i <r —1, con
e € {0, 1}T_1 y € = 0. Finalmente, para ¢ = 2, aplicamos la condicién de
(r27=1 3r — 4, r)-formas lineales en las variables

! /
Tyl oo R, Yt Y1 Y s Y

(aquf las variables y;,y! provienen de la expansién de |W (z, h)|?), con las
mismas formas lineales del caso ¢ = 1 més las dadas por ¢;(y' + €h), 1 <

i <r—1,conee {0,1}' y e = 0 (aqui como antes hemos escrito
y= (1, Yr-2,& —y1 — ... — Yp—2) vy lo andlogo para y’). Con esto, la
Proposiciéon 7.3 queda demostrada. O

7.5. Demostracion de la Proposicion 5.3
Pasaremos ahora a aplicar las herramientas desarrolladas para dar de-

mostrar la Proposicién 5.3, concluyendo asi la demostracién del Teorema
1.1.
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Demostracion de la Proposicion 5.3. Sean f,d como en el enunciado y sea
€ > 0 arbitrario. Aplicando el Corolario 7.2 y asumiendo N suficientemente
grande, obtenemos una descomposicion de la forma f = g+ h con g <
1+0:(1), E(g) >0 —o0:(1) y ||h||g=—1 < e. Luego, para estimar

Eynf(z)f(x+7r)...f(x+ (r—1)h)

bastara con estimar las 2" expresiones de la forma

Exnfolx)fi(z+7r)... frmi(z+ (r—1)h),

donde para cada 0 < i <r — 1 puede ser f; =g o f; = h.

Notamos primero que usando la Proposicién 5.2 y la estimacién que
poseemos sobre la densidad de g, tenemos

Eyng(x)g(x +7)...9(x+ (r—1)h) > c(r,6) — 0:(1) — 0, 5(1),

lo cual cubre el caso en que es f; = g para todo i. Pero en los casos restantes
serd f; = h para algin ¢ y en consecuencia, aplicando la Proposicién 7.3,
obtenemos

Eynfo(z)fi(z+7)... frmi(z+ (r —1)h) = O (||h||yr-1) 4+ 02(1)
= 0(e) + 0c(1).

donde hemos usado que es |h| < |f|+|g| < v+ 1 (absorbiendo el error o (1)
de la cota de g en v). Concluimos entonces que es

Epnf(x)f(x+7r)... flz+(r—1)h) > ¢(r,6) —O(e) —0:(1) — 0, 5(1). (7.11)

Pero dado que € > 0 es arbitrario, se sigue que el lado izquierdo de (7.11)
es al menos ¢(r,6) — o, 5(1) y el resultado queda asi demostrado. O
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Capitulo 8

Deduccion de los corolarios

Habiendo concluido la demostracion del Teorema 1.1 deduciremos en éste
capitulo varios corolarios de éste resultado. De aqui en adelante siempre que
estemos trabajando en Zy con un valor fijo de r, tomaremos R = N
Comenzamos viendo que del Teorema 1.1 se recupera facilmente el Teorema,
de Green-Tao.

Demostracion del Corolario 1.1. Fijemos la longitud r de la progresién ar-
itmética que deseamos encontrar. Sea N suficientemente grande y € < 1/2
una constante positiva arbitraria (en particular, independiente de N'). Defin-
imos fN LN —> RZO como

I(n) 4oy
fn(n) = 1N aen 7 27777,
donde como de costumbre ¥(n) denota la funcién que vale logn si n es primo
y 0 en otro caso. Del teorema del niimero primo obtenemos la estimacion

E(fy) > (14 0(1))%«*124*4.

Tomemos k =1 =1y H = {0}. Para N suficientemente grande obtenemos
entonces

fvn) < Ar(n;H, k+1). (8.1)

FEn efecto, la desigualdad es trivial si » no es primo o no pertenece al intervalo
[eN,2eN]. Sin es primo y estd contenido en el mencionado intervalo el tinico
divisor de n menor o igual a R serd 1 (puesto que si N es suficientemente
grande serd e N > R) y en consecuencia el lado derecho de (8.1) serd igual a

1 S| 1
“log® R = —log R
(2 & ) log® R 48

y la afirmacién se sigue de la definicién de R. Puesto que el soporte de fy
claramente esta contenido en P, fijando é como cualquier constante menor a
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er~1277=%/4 se sigue que para todo N suficientemente grande fy satisface
las hipé6tesis del Teorema 1.1. Aplicando entonces tal resultado, el corolario
se obtiene inmediatamente. O

Procederemos ahora a demostrar que hay progresiones aritméticas arbi-
trariamente largas de h-primos de Chen para todo entero h. Necesitaremos
el siguiente famoso resultado (ver [7]).

Proposicién 8.1 (Teorema de Chen). Para todo N suficientemente grande
la cantidad de h-primos de Chen en el intervalo [N/2, N) es > ¢, N/log® N
para cierta constante absoluta cp, > 0. Mds aun, podemos obtener la misma
cota asumiendo adicionalmente que para cada tal h-primo de Chen p todos
los divisores primos de p + h exceden N/19.

Nota. La cota de N/10 es la demostrada originalmente por Chen y ha si-
do mejorada. Para una demostracién del teorema de Chen con los factores
primos excediendo N3/ ver [32].

Demostracion del Corolario 1.2. Fijemos el valor de h para el cual deseamos
hallar progresiones de h-primos de Chen. Como antes, fijemos también la
longitud r de la progresién aritmética a encontrar.

Definimos fn : Zn — R>g como

P (n
In(n) =1y N) }:L%(G )

7“722727"78 .

donde 95, (n) es igual a log?n si n es un h-primo de Chen con los divisores
primos de p + h excediendo N/10 y es igual a 0 en otro caso. Aplicando el
teorema de Chen obtenemos

E(fn) = (1+0(1))c,

para cierta constante ¢j que depende tnicamente de ¢, y r.

Tomamos ahora k = 2,1 =1y H = {0, h}. Obtenemos para N suficien-
temente grande R
fn(n) <Ag(n;H,k+1). (8.2)

En efecto, la desigualdad es trivial si es n < N/2 o Jp,(n) = 0. En caso con-
trario, todos los divisores primos de P(n;H) excederan a R (puesto que para
N suficientmente grande serd min {N/2, N 1/ 103 > R) y en consecuencia el
lado derecho de (8.2) sera igual a

1 S 1
“log’R| —f—==—1log’R
(6 8 > log' R 36 °

de donde la afirmacién se sigue por definicién de R. Usando entonces (8.2),
que fn tiene soporte en los h-primos de Chen, tomando cualquier constante

0 < ¢ < ¢, y asumiendo N suficientemente grande, el resultado se obtiene
del Teorema 1.1. O
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Demostracion del Corolario 1.3. A esta altura el razonamiento a seguir es
claro. Fijados el valor de r y la tupla 1 = {hi, ..., h} en cuestién definimos

T7127r74>k
fn(n) = 1[N/2,N)W79(n +h) ... 9(n+ hy).

Por hipétesis, sabemos que existe una constante § > 0 con

E(fy) =46

para todo V. Al igual que en las otras demostraciones, la desigualdad
fn(n) < Mg (nsH,k+1),

se obtiene notando que si el lado izquierdo no se anula para cierto n €
[N/2, N), entonces todos los factores primos de P(n; H) excederan R. Vemos
asi que fy satisface las hipotesis del enunciado del Teorema 1.1 y el corolario
queda demostrado. ]

Para probar el Corolario 1.4 necesitaremos el siguiente resultado

Proposicién 8.2. Sea H = {h1,...,ht} C Z una tupla admisible. Existe
3klogk

entonces una constante absoluta c tal que, si my; . "°"(N) denota la cantidad
de valores n € [N/2,N) para los cuales {n+ hi,...,n+ hi} acumula a lo

sumo 3klog k factores primos distintos, todos los cuales exceden N€, se tiene
la estimacion

Demostracion. La demostracién de esta proposiciéon con una cota de (k +
1)logvr + k en la cantidad de factores primos distintos, para un cierto
parametro v, estd dada en [29, Capitulo 10]. La cota de 3k log k se sigue de
la estimacién de vg, dada en [28]. O

Demostracion del Corolario 1.4. El resultado se sigue utilizando los mismos
razonamientos que en la demostracion del Corolario 1.2, considerando en éste
caso Ar (n;H, k + 3klogk) y aplicando la Proposicién 8.2. O

En forma simultdnea e independiente al presente estudio y basandose
en el trabajo de Binbin Zhou [18], Jdnos Pintz [30] dio una demostracién
alternativa de los Corolarios 1.3 y 1.4. Ademas, adaptando los argumentos de
su colaboracién con Dan Goldston y Cem Yildirim expuesta en el Capitulo
4, obtiene la siguiente:

Proposicion 8.3. Supongamos que los primos tienen nivel de distribucion
¥ > 1/2. Emiste entonces una constante C = C(9) tal que para toda tupla
admisible H con |[H| =k > C existen al menos

N

gy
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enteros n € (N/2,N]| para los cuales la k-tupla n + H contiene al menos
dos niumeros primos y no posee factores primos menores que Nek) B
particular, asumiendo la conjetura de Elliot-Halberstam, lo anterior vale con

C=r.

Utilizando éste resultado, Pintz deduce el Corolario 1.5. Una deduccion
alternativa de tal corolario puede obtenerse inmediatamente aplicando el
Teorema 1.1.

Demostracion del Corolario 1.5. Supongamos que los primos tienen nivel de
distribucion 9 y fijemos una k-tupla H, con k > C'y la constante C' como en
la Proposicién 8.3. Aplicando el principio de los casilleros a esta proposicién
concluimos la existencia de enteros distintos h;, h; € H tales que para al
menos

C1 (H) N
(g) logk N

enteros n € (N/2,N], n+ h; y n+ h; seran ambos primos y la tupla n +H
no poseerd factores primos menores que N2*)

Es evidente entonces que mediante los razonamientos empleados en la
deduccién de los anteriores corolarios, la primera afirmaciéon del Corolario
1.5 se deduce del Teorema 1.1 y las observaciones del parrafo anterior.

Asumiendo la conjetura de Elliot-Halberstam, obtenemos el resultado
anterior para toda tupla admisible de al menos 7 elementos. Considerando
entonces la tupla admisible

# = {0,2,6,8,12,18,20}

el resultado se sigue, aplicando nuevamente el principio de los casilleros. [
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