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Introduccion

Desde mayo de 1935 hasta julio de 1941, un grupo de matematicos en
la (entonces) ciudad polaca de Lwéw, se reunia frecuentemente en el Café
FEscocés, a veces con visitas, y registréo una serie de problemas en un gran
cuaderno iniciado por Stefan Banach. Luego de la segunda guerra mundial
una copia del cuaderno llegd a Estados Unidos, donde Stanislaw Ulam, uno de
los participantes originales, publicé la coleccion con un total de 193 problemas
bajo el titulo El Libro Escocés. Una ediciéon comentada, editada por Daniel
Mauldin, aparecié como [21].

El 4 de julio de 1937 John von Neumann introduce el problema nimero 163,
en el cual pregunta st la condicion de la cadena contable y la distribu-
tividad débil son suficientes para que un dlgebra de Boole completa
admita una medida (y ofrece premio a aquel que pueda resolverlo: una
botella de whisky de medida mayor a 0).

Esta tesis se basa en el trabajo [4] de Bohuslav Balcar y Thomas Jech, Weak
Distributivity, a Problem of Von Neumann and the Mystery of Measurability,
del ano 2006, dedicado por sus autores a Dorothy Maharam, quien hizo valiosos
aportes a la resolucién del problema.

En la primera seccién, Preliminares, enunciamos definiciones y resulta-
dos basicos sobre algebras de Boole y algunas leyes distributivas, entre las
cuales se encuentra la distributividad débil, fundamental en el problema de
von Neumann.

En la segunda seccion, El método de Maharam, introducimos la forma
con la cual Maharam estudié el problema de von Neumann. Notd, entre otras
cosas, que tal problema podia ser dividido en dos, y damos respuesta a uno de
ellos.

En la tercera y en la cuarta seccion, El Problema de la medida de con-
trol y El problema de la consistencia (primera parte) respectivamente,
surgidos a partir del de von Neumann, presentamos resultados vinculados con
ellos, asi como herramientas que permiten resolverlos.

En la quinta seccién, Distributividad débil, vemos varias equivalencias
de tal propiedad, entre ellas, la Propiedad diagonal, ttiles en particular para
las préximas dos secciones.

En la sexta seccion, El Teorema de descomposicion, estudiamos la
topologia secuencial en algebras de Boole completas, débilmente distributivas
y que satisfacen la condicién de la cadena contable, con el objetivo de describir
bajo qué condiciones tales dlgebras admiten una submedida de Maharam.

En la séptima seccién, Algebras de Maharam, analizamos condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de submedidas continuas.

En la octava seccién, El problema de la consistencia (segunda par-
te), terminamos de resolver tal problema.

En la novena y tltima seccién, Trabajo a futuro, enunciamos tres pro-
blemas a resolver relacionados con el contenido de la tesis.



1. Preliminares

Un dlgebra de Boole es un conjunto parcialmente ordenado (B, <) que
resulta ser un reticulado (para todos =,y € B existen el infimo z Ay y
el supremo z V y del conjunto {z,y}) distributivo (para todos x,y,z € B
resulta x A (y V z) = (x Ay) V (z A 2)), acotado (B tiene primer elemento 0
y ultimo elemento 1) y complementado (para todo z € B existe y € B tal
que z Ay =0y xVy=1). Para cada = € B resulta haber un tnico y € B
tal que z Ay =0y xVy =1, al cual denotamos —z y llamamos negacién o
complemento de z.

Si todo subconjunto A de B tiene supremo \/ A, B se dice dlgebra de Boole
completa (equivalente a que todo subconjunto A de B tenga infimo A A).
Un subconjunto A de B se denomina anticadena si todo par de elementos
distintos a y b de A son disjuntos, es decir, a A b = 0. B satisface la condi-
cion de la cadena contable, y en ese caso decimos que B es cce, si toda
anticadena es contable, y tal condicion es equivalente a que todo subconjunto
S de B tenga un subconjunto D contable tal que S y D tengan las mismas
cotas superiores (y por lo tanto el mismo supremo en caso de existir). Si todo
subconjunto contable A de B tiene supremo decimos que B es una o-dlgebra
de Boole (equivalente a que todo subconjunto contable A de B tenga infimo).
Toda o-algebra de Boole ccc es completa.

Un elemento no nulo a de B es un dtomo si para todo b en B tal que
0 <b<aresultab=0 0 b= a (equivalente a que el inico elemento menor
que a sea 0).

Un subconjunto S de B se dice subdlgebra si 0 € S, x Ay € S para todos
x,y €Sy —x €S paratodox € S.

Si By y Bs son algebras de Boole, una funcién h : By — Bs se dice homo-
morfismo de dlgebras de Boole si h(0) =0, h(z Ay) = h(z) A h(y) para
todos x,y € By y h(—x) = —h(z) para todo = € B;. Un isomorfismo de
dlgebras de Boole es un homomorfismo de algebras de Boole biyectivo. Dos
algebras de Boole se dicen isomorfas si existe un isomorfismo de algebras de
Boole entre ellas.

El subconjunto de todos los elementos no nulos de un algebra de Boole B
es denotado B*. Un subconjunto D de BT es denso en B si para cada b € B
existe d € D tal que d < b. B se dice separable si admite un conjunto denso
y contable. Si B es separable, toda anticadena es contable, y por lo tanto B es
cce. Para toda dlgebra de Boole A existe una unica (salvo isomorfismo) algebra
de Boole completa B tal que A es subalgebra de B y A" es denso en B. El
algebra de Boole completa B es llamada la completacion de A.

Si B es un algebra de Boole, una medida finitamente aditiva (estric-
tamente positiva normalizada) sobre B es una funcién m : B — R tal que
m(0) = 0, m(a) > 0 para todo a > 0, m(1) = 1y m(a V b) = m(a) + m(b)
para todos a y b disjuntos.

Si B es una o-élgebra de Boole, una medida (c-aditiva estrictamente
positiva normalizada) sobre B es una funcién m : B — R tal que m(0) = 0,



m(a) > 0 para todo a > 0, m(1) =1y m (V,c, @) = D ,e, M(as) para toda
anticadena {a, : n € w}. El par (B,m) se denomina dlgebra de medida.
Notar que si m(a) = 1, entonces

1=m(1) =m(aV —a) =m(a) + m(—a) =1+ m(—a)
=m(—a)=0=>-a=0=>a=1.

Si A es una anticadena en un dlgebra de medida, entonces para todo n sélo
un numero finito de elementos a € A tiene medida mayor o igual que 1/n,y A
es necesariamente contable, pues A\ {0} =J . {a € A:m(a) > 1/n}. Por
eso toda algebra de medida es ccc y completa.

Para estos y otros hechos bésicos sobre algebras de Boole se pueden con-
sultar [18] y [23].

new

En sus lecturas de 1936-37, [33] y [34], von Neumann consideré dos algebras
de Boole particulares, las dlgebras C y M:

e Sea A el algebra de Boole contable sin dtomos (que es tunica salvo iso-
morfismo e infinita, pues toda algebra de Boole finita tiene al menos un ato-
mo), y sea C la completaciéon de A. La representacién estandar de A es el
algebra de Cantor, el dlgebra de todos los conjuntos abiertos y cerrados del
espacio de Cantor (es decir, del espacio 2¢; con 2 := {0,1} dotado de la to-
pologia discreta). Otra representacion de A es el dlgebra de Lindenbaum de la
l6gica proposicional. El algebra C es llamada el dlgebra de Cohen.

La descripcién clésica de C es el dlgebra cociente B(R)/M, donde B(R) es
el conjunto de los borelianos de ntimeros reales y M el de los conjuntos magros
(dos borelianos son equivalentes si su diferencia simétrica es un conjunto ma-
gro). Como M es un o-ideal de R (es decir, M C P(R), X CY € M implica
X e My (Xp)new € Mimplica |, X»n € M), C es una o-algebra. Como todo
conjunto de Borel es equivalente a un conjunto abierto, los intervalos abiertos
con extremos racionales forman un conjunto contable denso. Como C tiene un
conjunto contable denso, toda anticadena en C es necesariamente contable, y
por lo tanto C es ccc. De este modo C es un algebra de Boole completa, y sin
atomos.

C admite una medida finitamente aditiva pero no una medida. Probemos
esta ultima afirmacion razonando por el absurdo.

Supongamos que m es una medida sobre C. Sea D := {d,, : n € w} un
conjunto denso en C. Veamos que para cada n existe 0 < z,, < d,, con

m(z,) <

on+2 '

Sea n € w. Como C no tiene atomos, existen ay,b; € C no nulos y disjuntos
tales que d, = a; V by. Por el mismo motivo, existen as,by € C no nulos y
disjuntos tales que by = as V by, y por lo tanto d,, = aq V as V by. Siguiendo asi,
existen ay, ..., asn+s € C no nulos y disjuntos dos a dos tales que d,, = \/i:3 ag,
lo que implica que existe 1 < k < 2"*3 tal que
m(d,) < 1 1

2nt3 = Qnd3 7 Qn+2’

m(ag) <
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y se toma z,, := aj.
Luego, si x :=\/, x, e y := —x, resulta y > 0 pues

1 1
n>0
pero ningun d,, esta debajo de y, pues
dy <y=0<uz,<zAd, <z ANy=0,

lo que contradice la densidad de D.

e M es el algebra cociente de conjuntos de Borel en el intervalo [0, 1]
modulo conjuntos nulos, es decir, conjuntos de medida de Lebesgue 0. M es
una o-algebra de Boole sin d&tomos que admite una medida, por lo tanto es ccc
y completa.

Mas alld de ser C y M algebras de Boole completas, ccc y sin atomos, son
diferentes (no son isomorfas), ya que C no admite una medida.

Entre otros, von Neumann introdujo la ley de distributividad débil, una
propiedad algebraica que distingue a las algebras C y M.

En toda algebra de Boole completa vale la ley de distributividad

a \/ b, = \/ (a N b,)
zeX reX

donde X es un conjunto arbitrario de indices.
Toda algebra de Boole completa satisface la siguiente generalizacion de la
ley de distributividad

\/am/\\/by: \/ (az A by)

zeX yey zeX, yeY

donde X e Y son conjuntos arbitrarios de indices.
Una ley distributiva general

AVa=\ A du (1.1)

zeX yey feyX zeX

vale solo cuando el dlgebra es atomica. De hecho, C y M no satisfacen el caso
simple de distributividad infinita

N @va)y= "\ A (1.2)

new fe{0,1}*» n€w

Para caracterizar a las dlgebras de medida, von Neumann formulé la si-
guiente ley de distributividad débil:

Si (ap)rew €s creciente para cada n € w, entonces (1.3)
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AVa=\ Adj

new kew fEWY nEw

Notemos que el lado izquierdo de (1.3) es siempre mayor o igual que el lado
derecho en toda algebra de Boole completa, pues

\/ak>af Vnyf:>/\\/ak>/\af
i/\\/ak>\//\aw

y de manera similar se prueba que el lado izquierdo de (1.1) es siempre mayor
o igual que el lado derecho en toda algebra de Boole completa.

Veamos que toda algebra de medida satisface (1.3):

Sea m una medida sobre B y sea (a})re, en B creciente para cada n.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que \/, a} = 1 para todo n
(afirmacién que se probard en el Teorema 5.1). Para verificar (1.3) es suficiente
encontrar para cada ¢ > 0 alguna f tal que m(A, a}‘(n)) >1-—c¢

Sea ¢ > 0. Como \/, a} = 1 resulta lim; m(a}) = 1. Luego, existe f(n) € w
tal que m(a%,) > 1 — z55. Como (A, @'}y Jkew €5 decreciente,

k
h']gnm (/\ a?(n)> =m (/\ a}‘(n)> .
n=1 n

Veamos que m(/\i 1 @fy) = 1 — e para todo k (que implica m(A,, a},)) =
1 —¢). Tenemos que

k k
m </\ a?(n)) > m(af) +1—k

n=1 n=1

>Z( 2n+2>+1_k
1
:1_€Zgn+2 >1-e,
n=1

donde usamos que la primera desiguadad vale pues, por ser m una medida,
m(\VE_ b,) < S2F_ m(b,) para todo {by,...,b;} € B, y por lo tanto,

n=1

k k k
m(\/bn><2m )y 1l—m (\/bn>21—2m(b
& m</\ —bn) > 1—Z(l—m(—bn))

n=1 n=1

k
Z W) +1— k. n




A diferencia de M, el algebra C no es débilmente distributiva. Para probar
esa afirmacién tomemos un conjunto {d, : n € w} denso en C. Para cada n
podemos encontrar una sucesion estrictamente creciente (af)ye, con \/, af =1
tal que d,, £ a} para todo k pues, como C no tiene dtomos, existe by € C* tal
que by < d,,. Luego,

O<b0:dn/\b0:>dn$—b0::ag.
Por el mismo motivo, existe b; € C* tal que b; < by. Luego,
O<b1:dn/\b1:>dn$—b1 :I(L?.

Siguiendo asi se define (a})ke,, estrictamente creciente con d,, £ a} para todo
k usando recursion.

Ahora, si f € w” es arbitraria, tenemos ay := na?(n) = 0 pues sino
existirfa algin d,, < ay, lo que es imposible, y por lo tanto el lado izquierdo de
(1.3) es 1 y el derecho es 0. [

Finalizamos esta seccién recordando que toda dlgebra de medida es comple-
ta, débilmente distributiva y ccc (y por lo tanto el problema de von Neumann
consiste en saber si vale la afirmacién reciproca).



2. El método de Maharam

La primera observacién de Maharam en [20] fue que para probar la dis-
tributividad débil y la ccc no se necesita la existencia de una medida sobre
B, basta una propiedad mas débil, la existencia de una submedida continua.
Luego, como toda medida es una submedida continua y toda submedida con-
tinua implica la distributividad débil y la ccc, el problema de von Neumann
se divide naturalmente en dos. Por otro lado, una submedida continua induce
una distancia y ésta a su vez, por supuesto, una topologia. Es posible definir
en toda o-algebra de Boole una topologia de manera puramente algebraica, es
decir, valiéndose tnicamente de las operaciones inducidas por el orden parcial
del algebra, la denominada topologia secuencial. Tal topologia coincide con la
inducida por una submedida continua (en caso de existir) y la metrizabilidad
del espacio topolégico dado por la topologia secuencial implica la existencia de
una submedida continua.

Para motivar la técnica introducida por Maharam, consideremos un algebra
de medida B con medida m. Para cualesquiera a,b € B, sea

d(a,b) :==m(a A D),

donde a A b es la diferencia simétrica (a—b)V (b—a) (con a—b := aA—b).
Veamos que d resulta ser una distancia sobre B.
e d(a,b) > 0: Vale pues m es no negativa.
e d(a,a) = 0: Vale pues a A a = 0.
e a # b= d(a,b) > 0: Basta ver que a A b > 0. Supongamos que a A b = 0.
Luego,

aANb=0= (aN=b)V(-aANb)=0=aAN-b=0y—aAb=0.
an—b=0= (aA-b)Vb=0Vb=b= (aVb)A(=bVb) =b
—aVb=b=a<b,

y de manera similar se prueba que —a Ab =0 = b < a. Por lo tanto a = b, lo
que es absurdo.

e d(a,b) = d(b,a) : Vale pues a Ab=1b A a.

e d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) : Basta ver que a A ¢ < (a A D)V (b A ¢), pues
en ese caso

m(a A c) <m((anb)V(bAac) <m(aAb)+m(bAc).
Tenemos que
ahc<(arc)V(bAN—(aVe)V(=bANaNnc)=(anrb)V(bA:c)

(donde la dltima igualdad se puede deducir a partir de un diagrama de Venn).
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Vamos ahora a la primera observacién de Maharam. Si B es una o-élgebra
de Boole, una funciéon m : B — R es una submedida continua si:
(a) m(0 )—O m(a) >0 paraa >0y m(1l) =1,
(b) m(a) < m(b) si a < b,
(c) m(a v/ b) < m(a) +m(b) y
(d) lim,, m(a,) = 0 para toda sucesion decreciente (a,)ne., con A, a, = 0.
Siguiendo a Balcar y a Jech [4], llamaremos a una submedida continua
una submedida de Maharam, y a una o-algebra de Boole un dlgebra de
Maharam si tiene una submedida de Maharam.

Proposicion 2.1. Toda algebra de Maharam satisface la ccc y es débil-
mente distributiva.

Demostracion. Para la ccc, afirmamos que para todo € > 0, existen sélo
finitos elementos disjuntos dos a dos cuya medida es mayor o igual a . Su-
pongamos que eso no sucede. Luego, existe una anticadena infinita (a,)ne, tal
que m(a,) > ¢ para todo n. Sea b, := \/,~,, ar para cada n. Entonces, (b, )ncw
es una sucesion decreciente. Veamos que (bn)new tiene infimo nulo.

Sea x € B tal que x < b, para todo n. Luego,

T Aa, < by Na, = ( \/ ak>/\an:0 Vn=xAMNa,=0 Vn
k>n+1

=z < —a, Vn:>x§/\—ak:—\/ak:—bn Vn

k>n k>n

:>x§bo/\—b0:0:>/\bn:0.

Por lo tanto, (by)new €s una sucesién decreciente con infimo nulo tal que
m(b,) > m(a,) > ¢ para todo n, lo que contradice la continuidad de m.

En cuanto a la distributividad débil, la prueba es la misma que para una
medida. [ |

Queda entonces dividido en dos el problema de von Neumann:
Problema 1. jToda algebra de Maharam es un algebra de medida?

Problema 2. jToda algebra de Boole completa, débilmente distributiva y
cce es un algebra de Maharam?

El primer problema fue estudiado en el Anadlisis Funcional y es conoci-
do como problema de la medida de control, ver 7] o [15], volumen 3 (lo
abordaremos en la siguiente seccién). El segundo problema, el problema de
von Neumann-Maharam, dara lugar a un nuevo problema por determina-
do motivo tratado a continuacién y, el nuevo problema surgido, el problema
3 o problema de la consistencia, sera analizado en las secciones cuarta y
octava.
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Antes de pasar al método de Maharam, presentamos otra de sus observa-
ciones de [20], que aparece para responder (y modificar) el segundo problema.

El orden de la recta real es el inico orden total, salvo isomorfismo, que es
completo (satisface el axioma de completitud o del supremo), denso (si x < y
existe z tal que x < z < y), sin extremos (no hay ni primer ni tltimo elemento)
y separable (tiene un subconjunto denso contable). Como consecuencia, satis-
face la condicién de la cadena contable (ccc), es decir, toda coleccién disjunta
de intervalos abiertos es contable. Un problema de Suslin de 1920 ([27]) pre-
gunta si todo orden total completo, denso, sin extremos y ccc es separable (y
por lo tanto si es isomorfo a la recta real). El problema no se resolvi6 hasta la
década de 1960, cuando se establecié que es indecidible: es a la vez consistente
e independiente de los axiomas ZFC de la teoria de conjuntos. Ver [11], [26] y
[29].

Una linea o recta de Suslin es un orden total completo, denso, sin extremos
y ccc que no tiene un subconjunto contable denso (un contraejemplo al pro-
blema de Suslin). Un drbol de Suslin es un wy-arbol (o arbol de altura w;) sin
cadenas y anticadenas no contables. Un dlgebra de Swuslin es un algebra de
Boole completa, sin dtomos y ccc que satisface la (w,w)-ley de distributividad
(es decir, la ley de distributividad (1.1) con X =Y = w), y por lo tanto la ley
de distributividad débil.

Una recta de Suslin, un arbol de Suslin y un algebra de Suslin se pueden
construir uno a partir del otro (ver [13], [19] o [22] para detalles).

Maharam mostré que un algebra de Suslin no admite una submedida conti-
nua. Para ver esto, sea B un algebra de Suslin y sea m una submedida continua
sobre B. Primero afirmamos que para todo € > 0, el conjunto

B :={a € B" : m(a) < ¢}

es denso en B. De lo contrario, uno podria encontrar una sucesion decreciente
(an)new con A\, a, = 0y m(a,) > € (contradiciendo la continuidad de m) de
la siguiente manera.

Si B no es denso en B, existe a; € B tal que a £ a; para todo a € BY.
En particular, @, ¢ B. (es decir, m(a;) > ¢). Como B no tiene dtomos, existe
ay € BT tal que ay < a;. Luego, a; ¢ BZ. Siguiendo asi se construye una
sucesién estrictamente decreciente (a,)ne € BT tal que m(a,) > €. Sean
r:=—N\, dny a,:=a, Az para cada n. Como a,41 < @, resulta

Ap41 :dn—i-l/\x < dn/\x:ana
asi que (a,)new €s decreciente. Por otro lado,

0=a,=dn Az =a,A— J\a
k

= A\ —ar = \/ (@n A —ar)

k
:>O:dn/\—dk‘v’k:,

lo que es absurdo, pues

0 - dn VAN —an+1 =4 dn S dn+1,

12



y se sabe que a,41 < a,. Luego, a, > 0 para todo n. Entonces,
0<a,=a, Nz <a, = a, ¢ Bf = m(a,) > e

Por 1ltimo,

/n\anz/\(anm): (/\an) Ax = (/\an> A (—/\a,n> =0

n n n n

(notar que si ya se tenia A\ a, = 0, resulta x = 1, y por lo tanto a,, = a,).

Entonces, para cada n existe una anticadena maximal A, en B tal que
m(a) < 1/n para todo a € A,, (donde se utiliza el Lema de Zorn). Afirmamos
que, por la (w,w)-ley de distributividad, existe algin b > 0 tal que para todo
n, b < a para algin a € A,,.

Como B es cce, A, es contable. Luego, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que A, = {a” : m € w}. Entonces, por la (w,w)-distributividad,
resulta A\, V,,, an, = V; A\, @f(,)- Luego, si fuera 0 < A\, a7, tendriamos
0 < \/f o @f(n)» €quivalente a que exista f e w’ tal que 0 < A, @iy ¥
llamando b := A, 'y, S€ tendria b € BT tal que b < Aty € A, para todo n.

Veamos que 0 < AV, ap,. Afirmamos que \/, a) = \/ A, = 1 para
todo n. Sea n € w. Si b, := —\/ A,, resulta b, A a = 0 para todo a € A,.
Entonces, por la maximalidad de A,, resulta b, = 0 o m(b,) > 1/n, pero lo
segundo es imposible, pues en ese caso, como B no tiene atomos, existirian
ct,...,ch,y € B disjuntos dos a dos tales que b, = Z:i ¢y, v por lo tanto
habria un £ tal que

que implicarfa que A, U {c}} fuera una anticadena de elementos de medida
menor que 1/n tal que A, € A,, U{c}}, lo que es absurdo.
Se sigue que 0 < m(b) < 1/n para todo n, una contradiccion. [

De este modo un algebra de Suslin es un contraejemplo al problema de von
Neumann-Maharam, y se modifica tal problema de la siguiente manera:

Problema 3. ;Es consistente que toda algebra de Boole completa, débil-
mente distributiva y ccc es un algebra de Maharam?

Ahora introduciremos el método de Maharam. Sea B una o-algebra de
Boole que tiene una submedida de Maharam m. Luego, d(z,y) := m(x A y)
es una métrica sobre B (hecho que se prueba como en el caso en el cual B es
un algebra de medida), para cada a € B la funcién T%(x) := a A x es una
isometria (pues d(z A a,y A a) = d(z,y)), (B, A,0) es un grupo abeliano y d
es una métrica invariante sobre este grupo, es decir, d(z,y) = d(z A y,0).

Veamos algunas propiedades que verifica el espacio topoldgico inducido por
d.
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e La topologia métrica sobre B estd determinada por los entornos de 0 y
es invariante bajo las traslaciones 7
Basta ver que B(a,r) = T%(B(0,r)). Como

d(z,0) =d(T%(x), T*(0)) = d(T*(x),a)
y (T*)™' =T (pues a A a A x = x), tenemos que

B(0,r) ={z € B:d(z,0) <r}
={x € B:T%x) € B(a,r)}
={zeB:xeTB(a,r))}
= T"(B(a,7)),
y por lo tanto B(a,r) =T*(B(0,7)). |

e Las operaciones V, Ay A son continuas:
Continuidad de V:
En B x B consideramos

d(((ll, b1>, (CLQ, bg)) = d(al, CLQ) + d(bl, bg) = m(a1 A CLQ) + m(b1 A bg)
Sean ((@y,, Yn))new €n B X By (x,y) € B x B tales que

Hfln d((zn, Yn), (2, y)) = 0.

Queremos ver que lim,, d(x,, V y,,x V y) = 0. Tenemos que
limd((xn, yn), (z,y)) =0 < limm(z, A x) =limm(y, A y) = 0.

Luego,

d(@n V yn,xVy) =m((zn Vyn) & (zVY))
=m(((xn Vyn) A=z A=y)) V ((z VY) A (=20 A —yn)))
=m((x, A —x A —=y)V (Yo A —x A —y)V
V(g A —=xy A —yn) V(YA =25 A —yy))
<m((@n A=2) V(Yo A =y) V(T A =2,) V (Y A —Yn))
=m((zn A 2)V (yn A Y))
<m(x, & x)+m(y, Ay) — 0 (n— 400).

Continuidad de A:
Veamos primero que — : B — B dada por —(x) = —x es continua.
Sean (zp)new en By x € B tales que lim,, d(z,,x) = 0. Luego,

d(—x,,—x) =m(—x, A —x) =m((—z, ANx)V (—x A xy,))
=m(x, A x) =d(x,,x) = 0 (n — 400).

Luego, z Ay = —(—x V —y) es continua (A = —o Vo (— x —)).
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Continuidad de A:
Resulta A=V o ((Ao (id x —)), (Ao (= x id))). |

e (B, A,0) es un grupo topoldgico:
Resta ver que z — 2! es continua, donde 7! = z pues z A z = 0, pero
claramente la identidad lo es. [ |

Resulta ser posible definir algebraicamente una topologia en cualquier o-
algebra de Boole B, y la existencia de una submedida de Maharam sobre B
esta relacionada con propiedades del espacio topolégico asi obtenido.

Sea B una o-algebra de Boole. Decimos que una sucesion (a,)ne, en B
converge algebraicamente a a € B, y en ese caso escribimos lim, a, = a,
si

limsup a,, = liminf a,, = a,
n n

hmsupan : /\ \/ ag, hmmfan : \/ /\ ag

n k>n n k>n

donde

Antm < Vs @k). Equivalentemente, definimos lim,, a,, = 0 si existe una suce-
sién decreciente (b, )pe, con A, bn = 0 tal que a,, < b, para todo n. Entonces,
lim, a,, = a si lim,, (a, A a) = 0.

Antes de probar tal equivalencia, enunciamos y demostramos algunas pro-
piedades bésicas de la convergencia algebraica (mds detalles en [20] y [32]).

(notar que liminf, a, < limsup, a, pues, para cada n y cada m, \,~, ar <

(a) Si a,, = a para todo n entonces lim, a,, = a.

(b) Si (@n)new converge algebraicamente a a y 7 es una permutaciéon de w
entonces (aw(n))new también converge algebraicamente a a:
Basta ver que limsup,, ar») < limsup, a, y liminf, a, < liminf, ar@),
pues en ese caso resulta
lim sup ar,) < limsupa, = a = liminf a, < liminf a,(,),
n n n n
y como liminf,, ar(,) < limsup,, ar@,) obtenemos
lim sup ar(,) = liminf a,(,) = a.
n n
Tenemos que
lim sup az ) < hmsupan & /\ \/ k) <

n

A
n k>n m j>m
S AV < Vo

n k>n j>m

Sea m € w. Sea ng tal que k > ny = w(k) > m (existe tal ng por ser 7 una

biyeccién). Luego,
AV o =\ o <V o
j>m

n k>n k>no
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Por otro lado,

h’rnninf a, < limninf Ar(n) & \/ /\ a; < \/ /\ Qr(k)

m j>m n k>n
<:>/\aj§\//\aw(k) Y m.
j>m n k>n

Sea m € w. Sea ng tal que k > ng = w(k) > m. Luego,

/\ a; < /\ Ar(k)y < \/ /\ A (k)-

j>m k>ng n k>n

(¢) lim, a,, = 0 si y sélo si limsup,, a,, = 0.

(d) Si los a, son disjuntos dos a dos entonces lim,, a,, = 0:
Usamos la propiedad (c). Sea b € B tal que b < \/,., a; para todo n.
Luego, -

b/\an§<\/ ak)/\an:O =bNa,=0 =b< —a,

k>n+1

para todo n. Entonces,

b < (\/ak> A (/\ —ak> = 0.
k k
[
(e) limsup,, —a,, = — liminf,, a, :
lim sup —a,, = /\ \/ —ay, = /\— /\ ag
" n k>n n k>n
= —\/ /\ ar = — liminf a,,.
n k>n "
|
(f) liminf,, —a,, = —limsup,, a, :
Vale por (e) aplicado a la sucesién (—ay,)neq- [
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(g) limsup,, (a, V b,) = limsup,, a,, V lim sup,, b,:

lim sup (a,, V b,) /\\/ (ar V by)

n n k>n

A (ve))

=(AV) ¥ (Ave)

= limsupa, V limsupb,.
n n

(h) liminf, (a, A b,) = liminf, a, A liminf, b,:
Por (g) sabemos que

limsup (—a, V —b,) = limsup —a,, V limsup —b,,.
n n n

Luego,

limsup (—a, V —b,) = limsup —a,, V limsup —b,

n n n

—limsup (—a, V —b,) = — (h’m sup —a, V lim sup —bn>

liminf —(—a, vV —b,) = (— lim sup —an> A (— lim sup —bn)

n n n

liminf (a, A b,) = liminf a,, A liminf b,

(i) limsup,, (a, A b,) = limsup,, a,, A limsup,, b,,:

lim sup (a, A by,) /\\/ (ar N b)

()

(o) (o)

n k>n n k>n

= limsup a,, A lim sup b,,.
n n

(j) liminf,, (a, V b,) = liminf, a,, V liminf, b,:
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Por (i) sabemos que

lim sup (—a, A —=b,) = limsup —a,, A limsup —b,,.

Luego,
lim sup (—a, A —b,) = limsup —a,, A limsup —b,
—limsup (—a, A —=b,) = — (h'm sup —a, A limsup —bn)
h’mninf —(—an N —=b,) = (— lim sup —an) V (— lim sup —bn>
h'mninf (an V by) = h’mn inf a,, V limn inf b,
[
(k) Si lim, a, = a y lim,, b, = b entonces lim,, —a,, = —a, lim, (a, V b,) =
a Vb, lim, (a, Ab,) =aAbylim, (a, Ab,) =a A b:
elim, —a, = —a:
limsupa, = h'mninf a, =a= —limsupa, = — h'mninf a, = —a
limninf —a, = limsup —a, = —a.

elim, (a, Vb,) =aVb:

limsupa, Vlimsupb, = a Vb= Iliminfa, VIliminf b,
n n n n

lim sup (a, V b,) = a Vb = liminf (a, V b,).

elim, (a, ANb,) =aAb:

limsup a, A limsupb,, = a A b= liminf a, A liminf b,
n n n n

lim sup (a, A b,) = a A b= liminf (a, A b,).

elim, (a, Ab,)=aAb:

limsup (a, A b,) = limsup ((a,, — b,) V (b, — a,))

n n

= limsup (a,, — b,) V limsup (b, — a,)

= limsup (a, A —b,) V limsup (b, A —ay)

n

= (lim sup a, A lim sup —bn) Vv (h’m sup b, A lim sup —an)

=(aN—=b)V (bA —a)
=aAb,
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y de manera similar se prueba que liminf, (a, A b,) =a A b. [ |

Ahora si, veamos que las nociones de convergencia son equivalentes. Para
eso introducimos las siguientes notaciones:

e Notamos a,, — a si lim,, a,, = a.

e Notamos a,, — a si existe (b,)ne, decreciente con A, b, = 0 tal que
a, A a < b, para todo n.

Queremos ver que a, — a < a, — a.

Casoa=0:

=) Si 0 = limsup,, a,, existe (b, )ne. decreciente con A b, tal que a,, < b,
para todo n (basta tomar b, := /., ax).

<) Sea (by)new decreciente con A, b, = 0 tal que a, < b, para todo n.

Luego,
h’msupan:/\\/akS/\\/bk:/\bn:O,

" n k>n n k>n
entonces lim sup,, a,, = liminf, a,, = 0.
Caso general:
Notemos que a, — a < a, A a — 0 (basta aplicar en ambos casos la
diferencia simétrica con a). Luego,

apb —>a<=a, Aa—05a, ANa—» 0S5 a, —» a,

donde la segunda equivalencia vale por el caso anterior. [

Decimos que un conjunto ' C B es cerrado si lim,, a,, € F para toda su-
cesion (an)new en F' que converja algebraicamente. La topologia secuencial
sobre B es la topologia 7 asi obtenida. Una sucesion (a,)ne, converge en 7
a un elemento a si y sélo si toda subsucesion (a,, )rew de (ay)ne, tiene una
subsucesién (ankj )jew que converge algebraicamente a a. El espacio (B, T) es
T1 (todo subconjunto con un solo elemento es cerrado) y si A C B, la clausura
cl(A) de A se obtiene de la siguiente manera:

Sea

u(A) := {z € B : x es limite en 7 de una sucesién de A}.

Luego,

a<wi

donde u*™) := u(ul®(A)) y, si o es un ordinal limite, u'® := {J,_, u/?(A)
(detalles en [3]). Maharam senald que, si B es ccc y débilmente distributiva,
cl(A) es el conjunto de todos los limites de las sucesiones de A (volveremos
sobre esto més adelante).

Las operaciones V, A y A no son necesariamente continuas como funcio-
nes de dos variables, pero si lo son por separado en cada variable por las
propiedades vistas de la convergencia algebraica (facilmente se prueba que la
preimagen de un subconjunto cerrado es cerrada). Como cada T* es una tras-
lacién continua, (B, 7) es un espacio homogéneo (para todos a,b € B existe un
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homeomorfismo de B en B que manda a en b, T°oT®) y 7 est4 determinada por
los entornos de 0 (pues si U es un entorno de a, T7%(U) lo es de 0, y viceversa).

Si B es un algebra de Maharam y (B, d) es el espacio métrico con distancia
d(a,b) :== m(a A b), entonces la topologia métrica y la topologia secuencial 7
coinciden. Probemos tal afirmacion.

Sea F' C B. Queremos ver que F' es cerrado en (B,d) si y solo si F' es
cerrado en (B, 7).

=) Sean (a,)ne, en F'y a € B tales que lim,, a,, = a. Luego, existe (b, )new
decreciente con infimo nulo tal que a, A a < b, para todo n, y entonces
d(an,a) = m(a, & a) < m(b,) = 0 (n — +o00) por la continuidad de m, de
donde se obtiene a € F pues F' es cerrado en (B, d).

<) Sean (ay)new en F'y a € B tales que lim,, d(a,,a) = 0. Luego,

1
m(an A a) = d(an,a) = 0= 3 (an, Jkew / M(an, & a) < —VEk

ok
=m (h’mksup(ank A a)) =m (/\ \/ (an, & a))
<m <\/ (an; A a)) < . m(an, A a)
< 22—13 vk

Jj=k

=m (h’m sup(an, A a)) =0
k
= limsup(a,, A a)=0
k
:>li]£nank:a:>a€F,

pues F es cerrado en (B, 7). [

Maharam demostro que, a la inversa, la metrizabilidad de 7 es en si misma
suficiente para la existencia de una submedida de Maharam.

Teorema 2.2 (Maharam [20]). Un dlgebra de Boole completa B es un
algebra de Maharam si y solo si la topologia secuencial sobre B es metrizable.

Para la demostracién del teorema necesitamos un resultado de metrizacion
de Kakutani. Un espacio topolégico X es primero contable si todo a € X
tiene una familia contable de entornos abiertos {U, },e, tal que para todo
entorno abierto V' de a existe n € w tal que U, C V.

Teorema 2.3 (Kakutani [14]). Si (G, +, 0) es un grupo abeliano topoldgi-
co primero contable, entonces éste es metrizable y tiene una métrica invariante.

Demostracién del Teorema 2.2. Sea 7 la topologia secuencial sobre B
y asumamos que es metrizable. Sea d una métrica en B tal que su topologia
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coincida con 7. Es facil ver que si lim, a,, = 0 entonces lim,, d(a,,0) = 0 y si
lim,, d(a,, 0) = 0 entonces existe una subsucesion (a,, ke tal que limy a,, =0
(ver la demostracién de la coincidencia de las topologias més arriba).

Afirmamos que A es continua (donde en B x B consideramos la métrica
d((xo,v0), (z1,y1)) := d(xo, 1) + d(yo,y1), que induce la topologia producto).

Veamos en primer lugar que A es continua en (0,0). Si A no es conti-
nua en (0,0), existen una sucesion ((Z,,Yn))new ¥ algin € > 0 tales que
lim, d((xp,yn), (0,0)) = 0y d(xz, A y,,0) > ¢ para todo n. Luego, existe
una subsucesion ((Zn,, Yn, ))kew tal que limg z,, = limy y,, = 0, y por lo tanto
limy, (2, A yn,) = 0, lo que es absurdo.

Sea ahora (a,b) € B x B y veamos que A es continua en (a,b). Sea
((@n, by))new en B x B tal que lim,, d((a,,b,), (a,b)) = 0. Tenemos que

T® y T® continuas = T* x T° continua
= limd((T*(a,), T *(bn)), (T%(a), T (b))) =0
= limd((T*(a,), T *(bn)), (0,0)) =
= lim (T"(an) & T%(b,)) = 0 (por el caso anterior)
= hm((a Aay) A (bAb,)) =
:>h’m((anAb ) A (aAb)) =
(an

:>h'm b,) =a A b,

y por lo tanto A es continua en (a, b).

De este modo (B, A,0) es un grupo abeliano topolégico primero conta-
ble (esto ultimo por ser metrizable), y por el Teorema de Kakutani 2.3, 7 es
metrizable por una métrica invariante p, es decir, p(x,y) = p(x A y,0).

Definimos a continuacién tres funciones de B en R que nos permitiran
definir una submedida continua sobre B:

v(z) = pla, 0),
p(x) == min(v(z),1) y
m(a) = sup{pu(z) : x < a}.

La funcién v satisface
v(z & y) <viz)+v(y),
pues por la desigualdad triangular para p resulta
v(z o y) =plz &y, 0)=plz,y) < p(z,0)+p(0,y) = v(z) +v(y).

La funcién m satisface las siguientes propiedades:
e m(0)=0:

m(0) = sup{u(x) : £ <0} = p(0) = min((0),1) = min(p(0,0),1) = 0.
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m(a) > 0 para todo a > 0:
a>0= p(a,0)>0=v(a)>0= pua) > 0= m(a) > 0.
o a<b=m(a) <m(b):

{u(z) 2z <a} C{p(z) : v <b} = sup{u(r) : < a} Csup{p(z) : v < b}
= 1i(a) < m(b).

e m(aVb) < m(a)+m(b):
Sea x < a V b. Veamos que p(z) < (a) + m(b) (luego se tendra que
m(aVb) =sup{u(x):x <aVb} < m(a) +m(b)).

Casoa ANb=0:

r<aVb=z=zA(aVb) =(xANa)V(xAb)=(xANa)A (xAb)
=v(x) <v(xAa)+v(eAb) = pulx) <v(zAa)+v(zAb).

Ahora hay dos posibilidades:

(i) v(z ANa),v(z Ab) <1

p(r) <wv(xAa)+v(eAb) =pu(xzAa)+ p(zAb) < m(a) +m(b).

(ii) v(x ANa) >1ov(xAb) > 1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v(z A a) > 1. Luego,
p(z) <1=pu(xAa) <ma) <m(a)+ m(b).

Caso general:

r<aVb=aV(b—a)= pulr) <m(a)+mb-—a) <m(a)+m(b),

donde usamos el caso anterior pues a A (b —a) = 0.
e Continuidad de m:
Sea (an)new en B decreciente con A\, a, = 0. Razonamos por el absurdo:

m(an) 4 0 (n — +00) = 3 (an, Jkew vy € >0/ m(a,, ) > eV k,

y como para todo k existe z; < a,, tal que m(a,,) — 5 < p(x;), resulta

% < plxy) < wv(xg) < vian, —xr) +vian,) V k,

donde usamos que x; = (Tg A ap,) A Qp,, = (Qp,, — Ti) A Q.-
Veamos ahora que limy v(a,, — x;) = lim, v(a,,) = 0 (lo que contradice
que § < v(an, — 1) + v(ay,) para todo k). Tenemos que

(@n)new decreciente con /\ an = 0 = (an, )rew decreciente con /\ an, =0
n k

= li}gn ap, =0
= lilgn,o(ank, 0)=0

= lilgn v(a,,) =0,
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y de manera similar se prueba que limy v(a,, — ;) = 0, donde la sucesién que
prueba que limy (a,, — x;) = 0 es (an, )rew-

Finalmente, si definimos m : B — R como m(z) := ﬁﬁl(l’), se prueba
facilmente que m es una submedida continua sobre B. Luego, B es un algebra
de Maharam. |

Investigando la topologia secuencial sobre B, Maharam fue capaz de for-
mular otra condicion suficiente para la existencia de una submedida continua.

Teorema 2.4 (Maharam [20]). Un algebra de Boole completa B ccc es
un algebra de Maharam si y solo si
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) el espacio (B, T) es primero contable.

Maharam probd el Teorema 2.4 usando las hipotesis para mostrar que A
es continua, y luego aplicé el Teorema de Kakutani. Mas adelante introduci-
remos una condicién méas débil que ser primero contable (la propiedad Gs) y
probaremos su suficiencia.
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3. El problema de la medida de control

Horn y Tarski encontraron un problema relativo a ciertas condiciones de
cadena, introducidas por ellos, vinculado al problema 1, resuelto por Thiimmel
varios anos mas tarde.

Por su parte, Kelley enuncié una equivalencia para la existencia de medidas
o-aditivas que involucra medidas finitamente aditivas, y una condiciéon alge-
braica equivalente a la existencia de éstas ultimas, relacionada con el nimero
de interseccion, definido por él.

Kalton y Roberts dieron un problema equivalente al de la medida de con-
trol, en el cual aparecen las submedidas ezhaustivas y las uniformemente
erhaustivas, que resultéd ser resuelto por Talagrand.

En [10], Horn y Tarski investigaron sisteméticamente medidas en algebras
de Boole, tanto o-aditivas como finitamente aditivas. Presentaron en detalle el
trabajo de von Neumann sobre dlgebras de Boole e introdujeron la terminologia
que se utiliza (con algunas modificaciones) en la actualidad. Entre otras, las
siguientes condiciones de cadena:

cc o-acotada: (3.1)
Existe una descomposicién BT = J, ., S» tal que para todo n, S, no
contiene anticadenas de tamano n + 2.

cc o-finita: (3.2)
Existe una descomposicién BT = J, ., S» tal que para todo n, S, no
contiene anticadenas infinitas.

Si B tiene una medida finitamente aditiva m entonces satisface (3.1) (basta
tomar S,, := {a € B : m(a) > n%l}) En particular (3.1) es una condicién
necesaria para que B sea un algebra de medida. Toda algebra de Maharam
debe satisfacer la condicién mas débil (3.2) pues B* = |J, .., Sn, donde S,, :=
{a € B : m(a) > 1/n}, ya que si (ax)rew €n S, es una anticadena infinita,
la sucesion (b;)je, definida por b; := \/, .. a; es decreciente y tiene infimo
nulo, lo que implica que lim; m(b;) = 0, pero m(b;) > m(a;) > 1/n para todo
j € w. Horn y Tarski se preguntaron si (3.1) es equivalente (3.2), problema
relacionado al de la medida de control. En 2012 Thiimmel probé que no lo son

([30]).

En [17], Kelley investigd las dlgebras de Boole que tienen una medida fi-
nitamente aditiva, asi como las algebras de Boole completas con una medida
o-aditiva. Mostré que estas dos propiedades estan relacionadas, y dio un ca-
racterizacién algebraica de ambas. El Teorema 3.1 habia sido conocido previa-
mente por Pinsker.

Teorema 3.1 (Pinsker [16]; Kelley [17]). Un algebra de Boole comple-
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ta B admite una medida o-aditiva si y sélo si
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) B admite una medida finitamente aditiva.

El principal resultado de Kelley es la siguiente caracterizacion de (ii):
Para cada sucesién finita s = (aq, ..., a,) de elementos no necesariamen-
te distintos de BT, sea k(s) el mdximo tamano de un subconjunto E de

{1,...n} tal que A\;cpa; > 0,y sea i(s) := @ Para @ # X C BT el
numero de interseccion de X es

inf{i(s) : s es una sucesién finita de X}.

Si m es una medida finitamente aditiva sobre B y

“n+1

Sn::{aEB:m(a)> ! },

. 7’ . .’ . 1
se tiene que el nimero de interseccion de S, es mayor o igual que -5 (pues
por la Proposicién 1 de [17] resulta que el nimero de interseccién de S, es

mayor o igual que inf{m(a) : a € S,,}).

Teorema 3.2 (Kelley [17]). Una condicién necesaria y suficiente para
que un algebra de Boole admita una medida finitamente aditiva es que exista
una descomposiciéon BT = _ S, tal que cada S,, tenga nimero de intersec-
cioén positivo.

new

Como consecuencia, un algebra de Boole completa B es un algebra de
medida si y sélo si B es débilmente distributiva y B* = J, _ S,, de manera
tal que cada S, tenga nimero de interseccion positivo.

new

Sean ahora V un espacio vectorial topolégico metrizable y B una o-algebra
de Boole. Una funcién i : B — V es una medida vectorial si

lim )y pu(ax) = p (\/ an)

n

para toda sucesion (a,)ne,, de elementos disjuntos dos a dos. Una medida o-
aditiva m sobre B es una medida de control para p si p(a) = 0 siy sélo si
m(a) =0 (ver [7]).

El problema de la medida de control equivale a la pregunta de si cada
medida vectorial tiene una medida de control (dice Fremlin en [7], volumen
3, pagina 588: The phrase ‘control measure’ derives, in fact, from none of the
formulations above; it belongs to the theory of vector measures, as follows...).

En [15], Kalton y Roberts encontraron una reformulacién importante del
problema de la medida de control. Una submedida en un algebra de Boole B
es una funcion m : B — R que satisface:

(a) m(0) =0, m(a) >0 paraa >0y m(l) =1,
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(b) m(a) <m(b)sia<b, y
(¢) m(aVb) <m(a) +m(b).

Una submedida m en B es exzhaustiva si lim, m(a,) = 0 para toda
sucesion (a,)ne, de elementos disjuntos dos a dos, y es uniformemente
exhaustiva si para todo ¢ > 0 existe n € w tal que no existen n elemen-
tos disjuntos ay, ..., a, € B con m(a;) > € para todoi =1, ..., n.

Toda submedida de Maharam es exhaustiva (ver la demostracién de la
Proposicién 2.1) y toda medida es uniformemente exhaustiva. El resultado
principal de [15] es el siguiente. Dos submedidas m y p son equivalentes si
lim,, m(a,) = 0 si y sélo si lim,, u(a,) = 0.

Teorema 3.3 (Kalton-Roberts [15]). Toda submedida uniformemente
exhaustiva en un algebra de Boole es equivalente a una medida finitamente
aditiva.

Corolario 3.4. El problema de la medida de control es equivalente al si-
guiente enunciado:
Toda submedida exhaustiva en un algebra de Boole es (3.3)
uniformemente exhaustiva.

Demostracion.

=) Supongamos que toda dlgebra de Maharam es un édlgebra de medida.
Sea m una submedida exhaustiva en un algebra de Boole B. B puede integrarse
a un algebra de Boole completa C' de modo que m se extienda a una submedida
de Maharam p en C' (ver [6]); C' es la completaciéon métrica de B. Por lo tanto
C es un dlgebra de Maharam, y por lo que asumimos tiene una medida A. Como
py A son equivalentes (ver [7]), p es uniformemente exhaustiva. Entonces lo
es su restriccion a B, y por lo tanto m es uniformemente exhaustiva.

<) Si B es un algebra de Maharam con submedida de Maharam m, luego
m es exhaustiva, y por lo tanto uniformemente exhaustiva por (3.3). Por el
Teorema de Kalton-Roberts, B admite una medida finitamente aditiva, y por
el Teorema (3.1) de Kelley, B es un algebra de medida. |

En [28], Talagrand construye una submedida del dlgebra de Cantor que es
exhaustiva pero no uniformemente exhaustiva (y por lo tanto no es equivalente
a una medida). Entonces, el problema 1 tiene una respuesta negativa: existe
un algebra Maharam que no es un dlgebra de medida.
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4. El problema de la consistencia (primera par-
te)

La linea de razonamiento iniciada por Maharam fue continuada en [3], lo
que lleva a la siguiente modificacion del Teorema 2.2 de Maharam:

Teorema 4.1 (Balcar-Gléwczynski-Jech [3]). Si B es un algebra de
Boole completa y ccc, B es un algebra de Maharam si y sélo si (B, 7) es un
espacio de Hausdorff.

El espacio (B, 7) tiene la propiedad G si {0} es un conjunto Gy, es decir,
si existe una familia contable {U,},c, de entornos abiertos de 0 tales que

mnew Un = {0}

Teorema 4.2 (Balcar-Jech-Pazdk [5]). Un dlgebra de Boole completa
B ccc es un algebra de Maharam si y sélo si
(i) B es débilmente distributiva y
(ii) (B, ) tiene la propiedad Gs.

La propiedad G5 es mas débil que ser primero contable por ser (B, 7) un
espacio 17, y por lo tanto el Teorema 4.2 implica el Teorema de Maharam
2.4. Remarcamos que la distributividad débil se sigue del ser (B, 7) primero
contable, pero es necesaria en el Teorema 4.2, ya que el algebra de Cohen
también tiene la propiedad G5 y no es débilmente distributiva.

El Teorema 4.1 combinado con un resultado de consistencia de Todorcevic
([29]) responde la pregunta del problema 3:

Teorema 4.3 (Balcar-Jech-Pazak [5]). Es consistente que toda algebra
de Boole completa, ccc y débilmente distributiva es un dlgebra de Maharam.

Todorcevic modifico el Teorema 4.2 como sigue.

Teorema 4.4 (Todorcevic [31]). Un élgebra de Boole completa B es un
algebra de Maharam si y sélo si
(i) B es débilmente distributiva, y

(ii) B satisface la condicién de la cadena o-finita.

Demostraremos los Teoremas 4.1 a 4.4 en las secciones 6 a 8.
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5. Distributividad débil

En la presente secciéon damos varias descripciones equivalentes de la distri-
butividad débil, algunas de las cuales seran utilizadas en las proximas secciones.

Para XY C By a € B, definimos

XVvY ={zVvy:ze X, yeY},
aVY :={aVy:yeY},
XAY ={zry:zeX,yeY}y
arY ={ary:yeY}

Teorema 5.1. Sea B un algebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.

(ii) Sean af < af < ... tales que \/, a} =1 para cada n € w. Entonces,
V Adjw =1
f n

(ili) Sean af < af < ... tales que \/, a} = 1 para cada n € w. Entonces,
existen funciones f; € w¥, k € w, tales que

\/ /\ a?k (n) — 1.
k n
(iv) Sean af < a} < ... tales que \/, a} = 1 para cada n € w. Entonces,
existe una funcién f € w* tal que
ll}{ﬂ Aty =1
Demostracién.
(1) = (ii) Sea ((a})rew)new como en (ii). Luego,

B débilmente distributiva = /\ \/ ap = \/ /\ At (n)
f n

n k
= N1=V Adjw
n f n
= 1=\ Adju
f n
(ii) = (i) Sea ((a})kew)new con (a})re, creciente para cada n. Definimos

b, ==\, a} para cada n. Luego, ((a} V —bn)kew)new €s tal que aj V —b, <
ap,,V —by, para todos k y n, y \/, (af V —b,) = 1. Entonces, por (ii), vale que

1=\/ A\ (@} V ~bn). (%)
f n
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Resta ver que A, V, ap <V, A\, a},, pues la otra desigualdad vale siem-
pre en toda dlgebra de Boole completa.
Supongamos que A,V ap £V A\, @,y v lleguemos a una contradiccion.

A o =0« ()= (Y i)

w2 ((Ays) - (yase))

Entonces, por (x), existe g € w* tal que

ez ((Aya) (YA ))

n

Luego,

N (@ v —ba) £ — ((/ﬂ\\k/‘”l?) A= (V/\a?m))) N

n

0< Ay V—=b)]A (
A

0< /\ (ag(n) V _bn) VAN

IN

lo que es absurdo.

(ii) = (iii) Sea ((aj)kew)new como en (iii). Por (i), V; A, a%,) = 1. Enton-
ces, existen funciones fi € W, k € w, tales que \/; A\, Wy = Vi, a’% () (se
sigue de una propiedad general de las dlgebras que satisfacen la ccc: para todo
X C B hay un subconjunto contable Y C X tal que \/ .y az = V, ¢y a), ¥
por lo tanto \/, A, af ) = 1.
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(iii) = (ii) Sea ((a})kew)new como en (ii). Por (iii), existen funciones f; €
w’, k € w, tales que \/, W@y = 1,y como V, 0 @) < \/f n @)
resulta \/; A, a%,,) = 1.

(iii) = (iv) Sea ((a})rew)new como en (iv). Por (iii), existen funciones fi €
w¥, k € w, tales que \/,, n @y = 1.
Para cada n definimos f(n) := méx {fx(n) : 0 < k < n}. Luego,
n>k= f(n)> filn) VO<k<n
= Q) Z Oy YOS K<

= N\ ¢} = N @Gy = N\ b

n>k n>k
=V A @i =V N\t =1
k n>k k n

= h'n[}1 inf ) =1

(iv) = (iii) Sea ((a})kew)new como en (iii). Por (iv), existe f € w* tal que
Ve /\nzk af,y = 1. Sea (fx)rew la sucesion de todas las modificaciones finitas
de f. Sea z € B tal que A, a'f () < @ para todo k. Sea j € w.

Si j =0, existe k € w tal que f = f. Luego,

2 Natw = N\t

Si j =1, para cada k € w tal que fx(n) = f(n) para todo n > 1 se tiene
que

n _ 0 n
v > N = ad 0 A (/\ afk<n)>
n

n>1

_ 0 n
= @y, 0) N (/\ “f(n)) :

n>1

Luego, como para cada m € w existe k € w tal que fr(0) = my fi(n) =
f(n) para todo n > 1, resulta

T > ap A </\ a?(n))

n>1
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para todo m € w. Entonces,

x> \n{ (a% A (n/z\la;}(n)» = (Y@%) A (éﬂ(n))

=1A (/\ a?(n))
n>1
= N\ @}y

n>1

De manera similar se prueba que z > /\n2 ) a?(n) para j arbitrario, lo que
implica que x = 1. [

Las sucesiones crecientes que convergen algebraicamente a 1 corresponden
a anticadenas maximales. Afirmamos que si (a,)new €8 Una sucesion creciente
con a9 = 0y \,a, = 1, entonces {a,41 — a, : n € w} es una anticadena
maximal. Sean k,n € w tales que k < n. Luego,
(aks1 — ar) A (an1 — an) = (ags1 A —ag) A (ani1 A —ay)
= (ag+1 A ang1) A (—an A —ay,)
=ag1 N —a, =0
S g1 < Ay,
que vale pues k + 1 < n. Sea z € B tal que = A (a,4+1 — a,) = 0 para todo
n € w. Veamos que z = 0 (lo que implica la maximalidad de la anticadena).
Tenemos que
0=2A(aps1 — an) = (TN apy1) A —ay
= TN apy1 < Gy
= zTNap1 LT ANa,
=T NGy =2 Na, Vn.
Luego,
O=2N0=zxANay=xANa,V n.
Entonces,
x:x/\lzx/\\/an:\/(x/\an) =0.
n

n
Por otro lado, si {a, : n € w} es una anticadena maximal, entonces
(Vi—, @k )new €s una sucesién creciente con supremo 1, pues

\/\n/ak—\/an<1:>x:——\/an>0

n k=1 n n

:>am/\x:am/\—\/an

n

:am/\/\—an:/\(am/\—an)

n

=0
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para todo m, lo que es absurdo pues {a, : n € w} es anticadena maximal.
Podemos formular entonces la distributividad débil en términos de antica-
denas maximales.

Teorema 5.2. Sea B un algebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.
(ii) Sean A, = {a} : k € w}, n € w, anticadenas maximales. Entonces,

VAV =t

n k<f(n

(iii) Si Ay, Ay, As, ... son anticadenas maximales entonces existe un conjunto
denso D tal que cada d € D interseca sélo finitos elementos de cada A,,.

(iv) Si Ag, Ay, As, ... son anticadenas maximales entonces cada A,, tiene un
subconjunto finito F, tal que

lim\/En =1.

Demostracién. La propiedad (ii) es una reformulacion de (ii) del Teorema
5.1 y la propiedad (iv) es una reformulacién de (iv) del Teorema 5.1. Veamos
que (ii) y (iii) son equivalentes.

(ii) = (iii) Para cadan € wsea A,, = {a} : k € w} una anticadena maximal.
Para cada f € w* sea ¢y := A\, V< s, @ Por (ii) resulta \/; ¢y = 1. Entonces,

\/cf:1<:>/\—cf:0<:>VbEB+Elfew”/bﬁ—cf
f f

SVbeB "I few /0<bAcy.

Sea D :={bAcy:be Bty few’} Luego, D es denso en B. Ademds, si
few, be Bt ynew,

(bAcs) A /\ \/ (ag" ANaj) | <OA \/ (ag Naj) ] =0

m k<f(m) k<f(n)

para todo j > f(n), y por lo tanto cada elemento de D interseca sélo finitos
elementos de cada A,,.

(ii) = (ii) Para cada n € w sea A, = {a} : k € w} una anticadena
maximal. Para cada f € w* sea ¢y := \/ka(n) ap. Sea x € B tal que x > ¢y
para toda f € w“. Luego,

r=1& —x=0.

Supongamos —z > 0. Por (iii) existe un conjunto denso D tal que cada
d € D interseca sélo finitos elementos de cada A,,. Sea d € D tal que d < —x.
Luego, para todo n € w existe f € w* tal que d A a} = 0 para todo k > f(n)
(y d A\ a}f =0 es equivalente a d < —ay}).
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Por otro lado, si f € w®,

x20f<:>—x§—cf:>d§—cf<:>0:d/\cf:/\ \/ (d N a})

n k<f(n)
=3dncw/d<L \/ (dAay)
k<f(n)
sdncw/0<dr| N\ (=dv-a))|= N (dA-a})=d.
k<f(n) k<f(n)

Entonces, 0 < d < —ay para todo k < f(n)y d<d< —ay para todo
k > f(n), lo que es absurdo, pues como A, es anticadena maximal resulta
V A, =1,y por lo tanto \ —A,, = 0. [ |

La propiedad 5.1 (iv) puede reformularse ain més para dar las siguientes
equivalencias.

Teorema 5.3. Sea B un algebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:

(i) B es débilmente distributiva.

(ii) (Propiedad diagonal) Si lim; a}! = 0 para todo n, entonces existe
una funcion creciente f € w* tal que lim,, @}y = 0.

(iii) Si lim,, a, = a y para cada n, limy a} = a,, entonces existe una funcién
creciente f € w* tal que lim,, a'f () = G-

Notacién. Escribimos x,, \, = si (Z,)new €s decreciente y lim, z, = z, y
escribimos x,, ' x si (T,)new €s creciente y lim, z, = x.

Demostracién.
5.1 (iv) = 5.3 (ii) Sea ((a}})kew)new como en (5.3)(ii).
Caso aj \, 0: Como a} ~\, 0 resulta —a} 1, pues

n n n n
Ay 2 Ay = —AQp S — g,

o n_ 1 n_ _
hmkmf —ap = — hmksup ap =—0=1.

Luego, \/, —ap =1, ya que
1= h’mkinf —ap = \/ /\ —aj = \/ —ap
k j>k k
porque (—a})ke, €s creciente. Entonces, por (5.1)(iv), existe g € w® tal que

lim,, —af,,, = 1, lo que implica que lim, aj,,, = 0. Definimos f(0) := g(0) y

f(n+1) := max{f(n),g(n + 1)} para todo n. Luego, f € w* es creciente y
lim,, a?(n) = 0, pues

0= limnsup Ag(n) = /\ \/ a’;(k) > /\ \/ fl]ff(k) = h'mnsup (),

n k>n n k>n
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donde la desigualdad vale porque (a;?)jew es decreciente y g(k) < f(k).

Caso general: Como lim,, a} = 0, existe (b})xe,, decreciente tal que a} < b}
para todos ny k'y A, b} = 0 para todo n (que implica by N\, 0). Por el caso
anterior, existe f € w* creciente tal que lim,, b?(n) = 0. Luego,

h'mnsup Afny = /\ \/ alfc(k) < /\ \/ bl}(k) = h'mnsup b =0,

n k>n n k>n

y por lo tanto lim,, 'ty = 0.

5.3 (ii) = 5.1 (iv) Sea ((a})kew)new como en (5.1)(iv). Como a} 7 1, resulta
—ap N\ 0. Por hipétesis, existe f € w® creciente tal que lim,, —al,, =0,y por
lo tanto lim,, a}l(n) =1.

5.3 (ii) = 5.3 (iii) Sean ((a})recw)news (an)new ¥ @ como en (5.3)(iii). Tene-
mos que

h’IICnaZ:an Vn:>h’£n(a2 Aa,)=0VYn
= 3 f € w” creciente / lim (a}, & a,) =0

= h'gn (@) & an b a) = a.
Entonces,

lim a’y,,, = h’Tan((a?(n) Aa, Na)A(a, Aa)=ar0=a

n

(por hipétesis, lim,, a,, = a, lo que implica que lim,, (a, A a) = 0).

5.3 (iii) = 5.3 (ii) Sea ((a})kew)new como en (5.3)(ii). Tomando a,, = 0
para todo n, resulta limy aj = a, y lim, a, = 0 =: a. Luego, por hipdtesis,
existe f € w“ creciente tal que lim,, a'f,y =a=0. |

Una consecuencia inmediata de 5.3 (iii) es que la clausura de un conjunto
X C B en la topologia secuencial 7 es el conjunto de todos los limites en 7 de
sucesiones convergentes de X (ver el Teorema 6.5).

Sea ahora X un subconjunto infinito contable de B*. Si lim,, a,, = 0 para
alguna enumeracién (a,),e, de X, entonces sucede lo mismo para toda enu-
meracion de X por una de las propiedades de la convergencia algebraica. De
este modo podemos escribir lim X = 0 sin ambigiiedad y hablar de conjuntos
convergentes a 0.

Definicién 5.4. El ideal de convergencia 7 es la coleccion de conjuntos
X C B que convergen a 0.

T es un ideal en [BT]¥ := {X C Bt : #(X) = Ny}, es decir, una coleccién
de elementos de [B1]* tal que si X es un subconjunto infinito de algtin elemento
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de Z resulta X € Ty si X,Y € Z entonces X UY € Z. Si B es cce, Z contiene
todas las anticadenas infinitas por una de las propiedades de la convergencia
algebraica.

El ideal de convergencia fue considerado por primera vez (para un dlgebra
de Suslin) por Abraham y Todorcevic en [1], e introducido en general en [2]
por Balcar, Franek y Hruska, y en [25] por Quickert.

Definicién 5.5. Un ideal I en algin [S]¥ es un P-ideal si para toda
sucesion (X, )new de I existe X € I tal que X,, — X es finito para todo n.

En [25], Quickert muestra que Z es un P-ideal para toda algebra de Boole
completa, ccc y débilmente distributiva. Resulta que esta propiedad es otra
equivalencia de la distributividad débil:

Teorema 5.6 (Quickert). Sea B un algebra de Boole completa y ccc. B
es débilmente distributiva si y soélo si el ideal de convergencia Z en B es un
P-ideal.

Demostracion.

=) Veamos que si B tiene la propiedad diagonal entonces Z es un P-ideal.

Sea (X, )new €n Z, y supongamos X,, = (2} )re, para cada n. Luego, sea
(Y7 )kew la sucesion definida por y = z) V i} V ... V 2} para cada n. Como las
sucesiones (Y} )rew convergen a 0, existe una funcién creciente f € w* tal que
lim,, Y5 = 0, por la propiedad diagonal.

Sea X :={z} : k,n € wy k > f(n)}. Claramente, X,, — X es finito para
cada n, y afirmamos que lim X = 0. Para cada n, sea F, el conjunto finito
{zp v <mny f(i) <k < f(n)}. Como V(X = Ep) = V5041 Yfim)» tenemos

que
limsup X = /\\/(X - E,) = /\ \/ Y (m)

n m>n+1

< /\ \/ Yi(m) = imsup yf,) = 0.

n m>n

<) Veamos que si Z es un P-ideal entonces B tiene la propiedad diagonal.

Sea ((a} )kew)new como en 5.3 (ii). Queremos ver que existe f € w* creciente
tal que lim,, a} ) = 0. Sea X, := {aj; : k € w}. Por hipdtesis, existe X € T tal
que X,, — X es finito para todo n. Definimos f € w* por recurrencia:

o Xy — X finito = existe f(0) € w tal que a}, € X.

e Paran € w, X,,;1 — X finito = existe f(n+1) € w tal que f(n+1) > f(n)

n+1
y afz;wl) c X.

Luego, lim,, a%,,, = 0 pues {a},, : n € w} C X (recordar que Z es un ideal
en [BT]¥). |

La préxima equivalencia de la distributividad débil recuerda al Teorema de
la categoria de Baire.
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Definicién 5.7. Un conjunto X C B es cerrado hacia abajo si
a<be X =>aecX.
Paraa >0, B [ aesel dlgebra {z € B:z <a},y B|0={0}.
Notar que B [ a es un subespacio cerrado de (B, 7).

Teorema 5.8. Sea B un dlgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:

(i) B es débilmente distributiva.

(ii) Si Uy, Uy, Us, ... son cerrados hacia abajo y cl(U,) = B para todo n,
entonces (), U, es denso en B.

(iii) Si Uy, Uy, U, ... son cerrados hacia abajo y (), U, = {0} entonces

M, cl(Un) = {0}.

Demostracion.

(i) = (iii) Sea (U,)new como en (iii). Supongamos en primer lugar que
U, 2O U,41 para todo n, y procedamos por el absurdo. Sea a € [, cl(U,) no
nulo. Luego, para cada n existe una sucesion (a})ren en U, con limite a por
ser B débilmente distributiva. Usando la propiedad diagonal obtenemos una
sucesion (b, )ne, tal que b, € U, v lim, b, = a, pues

lilgnaZ:aVn:Iiin(aZAa):0Vn
= 3 f € w” creciente / lim (af,,) & a) =0

= h'gn afny = @,

y definimos b,, := a'f (- Como liminf b, > 0, existen b > 0 y ng tales que para
todo n > ng resulta b,, > b, pues

0 <lfminfb, =\/ \ bx=3ne /0< J\ b=,

n k>n k>ng

que implica b € U,, para todo n > ng por ser U, cerrado hacia abajo, y por lo
tanto b € U, para todo n por ser (Up,)ne. decreciente. Luego, b € (), U,, = {0},
lo que es absurdo.

Si (Uy)new nO es necesariamente decreciente, definimos V,, :== (), .,, Uy para
todo n, resultanto ser (V},),e. una sucesién decreciente de cerrados hacia abajo
con (), Vi, = {0}. Por el caso anterior se tiene que (), cl(V,) = {0}, y por lo
tanto (), cl(Uy,) = {0} pues (N, cl(V,,) =N, cl(Uy,) (sixz €, cl(U,) y m € w,
para cada n < m existe (2})rew en U, convergiendo algebraicamente a x, y
por lo tanto ((A,<,, ©})kew), que estd contenida en U, para cada n < m por
ser U,, cerrado hacia abajo, también converge algebraicamente a x, asi que
z € cl(Viyn)).

(ili) = (ii) Sea (Up)new como en (ii) y supongamos que (), U, no es denso
en B. Sea a > 0 tal que (), U, N (B [ a) = {0}.
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Para cada n, sea V,, := {a Az : z € U,}. Como los U, son cerrados hacia
abajo, tenemos que V,, = U, N (B | a), los V,, son cerrados hacia abajo y

N, Vo = {0}. Por (ii), N, cl(V,) = {0}.

Luego, como para cada n tenemos a € cl(U,), resulta
a=aNacalc(U,) =cllanU,)=cl(V,),
lo que es absurdo pues (), cl(V,,) = {0}.

(ii) = (i) Sea (Ap)new una sucesion de anticadenas maximales. Para cada
n, sea U, el conjunto de todos los x que intersecan sélo finitos elementos de
A,,. Luego, U, es cerrado hacia abajo. Veamos que cl(U,) = B. Sea x € B. Si
r € Uy, v € c(U,). Siz ¢ U,, existe (a)rew en A, con a; # a; si k # j tal
que z Aay >0 paratodokyxAa=0sia€ A, —{a: k € w}. Luego,

:L’:x/\lzsc/\\/An: \/ (x A a)

a€An

k
\/x/\ak \/\/ x/\am
k

k m=1

(notar que \/ A, = 1 pues sino A4,, U {—\/ A, } resulta ser una anticadena que
contiene estrictamente a A, ). Entonces, si by, := \/f;:1 (x A am), (bk)kew €s una
sucesion creciente contenida en U, cuyo limite es = (recordar que el limite de
una sucesién creciente es su supremo), y por lo tanto = € cl(U,). Entonces,
por hipétesis resulta (1), U,, denso en B, probando 5.2 (iii). [ |
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6. El Teorema de descomposicion

El trabajo sobre topologia secuencial desarrollado en [3] y [5] condujo al
siguiente teorema, el Teorema de descomposicién, que usaremos en la siguiente
seccién para analizar las algebras de Maharam.

Teorema 6.1 (Balcar-Jech-Pazdk [5]). Sea B un élgebra de Boole com-
pleta y ccc. Entonces, existe m € B tal que, si d := —m, valen las siguientes
afirmaciones:

(i) El algebra B | m admite una submedida de Maharam.

(ii) En B | d todo conjunto abierto no vacio es topolégicamente denso.

La propiedad (ii) significa que el dlgebra B [ d es nunca Hausdorff: dos
conjuntos abiertos no vacios cualesquiera tienen interseccion no vacia. Como
consecuencia, si (B, 7) es un espacio de Hausdorff entonces B es un algebra
de Maharam (Teorema 4.1). Ahora demostraremos el siguiente teorema, que
implica los Teoremas 4.1, 4.2 y 2.4.

Teorema 6.2. Sea B un algebra de Boole completa y ccc.
(a) Si (B, 7) es un espacio de Hausdorff, entonces:
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) (B, ) tiene la propiedad Gs.
(b) Si B es débilmente distributiva y (B, 7) tiene la propiedad G, entonces:
(i) V es continua, y
(ii) (B, T) es primero contable.
(¢) (Maharam) Si V es continua y (B, 7) es primero contable, entonces B
es una algebra de Maharam.

Para demostrar el Teorema 6.2, comenzamos con la siguiente observacion:

Lema 6.3. Sea B un algebra de Boole completa. Si (B, T) es una espacio
de Hausdorff, entonces B es débilmente distributiva.

Demostracién. Sea aj < af < ... para cada n tal que \/, a} = 1. Veamos
que para cada a > 0 existe una funcién f € w* tal que a A A, a'f(y > 0.

Sea a > 0. Por ser (B, 7) un espacio de Hausdorff, existe un entorno abierto
U de a tal que 0 ¢ cl(U). Como limy, a) = 1 resulta limy, (a A a)) = a, y por lo
tanto existe f(0) € w tal que by := a A a?(o) € U. Inductivamente, asumamos
que b, == a A a(}(o) Ao Naf,y € U,y como limy (b, A a?(tllﬂ)) = b,, existe
f(n+1) € wtal que b,y == b,Aa}™ € U. Tenemos aA A, (= limy, by, > 0,
porque 0 & cl(U).

Luego, \/, \,, ay,,y < 1 implica —\/ A, a,,, > 0. Entonces, existe f € w*

tal que
(_\//\a;‘(n)) A (/\ a?(n)) >0,
g n n
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lo que es absurdo. Por lo tanto \/, A\, ap,,) =1, asi que vale 5.1 (ii). |

Decimos que B es nunca débilmente distributiva si B | a no es débil-
mente distributiva para cada a > 0. El mismo argumento que en el Lema 6.3
prueba que si B es nunca débilmente distributiva, entonces 0 € cl(U) para
todo conjunto abierto no vacio U. Luego, a € cl(U) para todo a € B (porque
a€cl(U)siysolosiOecl(U A a)),y tenemos el siguiente:

Corolario 6.4. Si B es un algebra de Boole completa, ccc y nunca débil-
mente distributiva, entonces c/(U) = B para todo conjunto abierto no vacio
U.

El siguiente lema resume propiedades adicionales de la topologia secuencial
bajo la distributividad débil. Notar que si A es cerrado hacia abajo entonces
AVA=ANAA, pues:

C) Siz,y€ A,

sVy=zV(y—z)=(—(@-y)V(y—2) -2
=xA(y—x)€ANA,

pues como A es cerrado hacia abajo, y € A implica y — z € A.
D) Siz,y € A,

rAhy=(r—y)V(y—z)eAVA,

pues como A es cerrado hacia abajo, z € A implica x —y € A, e y € A implica
y—x € A.

Lema 6.5. Sea B un algebra de Boole completa, ccc y débilmente distri-
butiva.

(a) Para todo A C B se tiene que la clausura de A es el conjunto de los
limites de las suceciones convergentes en 7 de A, es decir, cl(A) = u(A). En
particular, si z € cl(A) existe una sucesién de A que converge algebraicamente
a .

(b) Para todo entorno abierto V' de 0 existe un abierto no vacio U C V
que es cerrado hacia abajo. Luego,

N :={U C B : U es no vacio, abierto y cerrado hacia abajo}

es una base de entornos de 0.

(¢) SiU € N, entonces cl(U) ={UVV:VeN}CUVUYyCU) es
cerrado hacia abajo.

(d) Si U € N, entonces U V U es abierto y cerrado hacia abajo.

Demostracioén.

(a) Como cl(A) = ., u'*(A), resta ver que cl(A) C u(A). Basta ver que
u(u(A)) C u(A). Sea entonces x € u(u(A)). Luego, existe una sucesion (x,,)neq
en u(A) que converge a x en 7, y por lo tanto, para toda subsucesion (x,, )kew
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de ella, existe una subsucesion (a:nkj )jew que converge algebraicamente a x. En
particular, existe una subsucesién .(xnk)k@ que converge algebraicamente a x
(pues (x,)new s subsucesiéon de ella misma). Entonces, para cada k € w, por
ser z,,, elemento de u(A), existe una sucesiéon (y* ),,ec. en A que converge en
T a Tp,, y por lo tanto existe una subsucesion (yfnj )jew que converge algebrai-
camente a x,,. Entonces, como lim; z,, = = y lim; yﬁlj = z,, para cada k,
por 5.3 (iii) existe una funcién f € w* creciente tal que limy, yﬁmk) =z, lo que
implica = € u(A).

) Si V' es un entorno abierto de 0, definimos U := B — cl(A), donde
{aeB:(3b<a)b¢V}. Veamos que 0 € U.
0€cl(A) =3 (ap)new en A / lima, =0

=3 (bp)newen Ve /b, <a,Vn
= limb, =0

(b
A=

=3dny /b, €V Vn>ny,

lo que es absurdo.
Veamos ahora que U es cerrado hacia abajo. Sean x € U e y € B tales que
y < x.

y¢ U =3 (ap)pew en A / lima, =y
=3 (b)newen Ve / b, <a, Vn
=b,<a,VxVn
= (ap V T)pey en A
=z =yVae=Ilm(a,Vz)e-cAh),

lo que es absurdo.

(c) Sea U € N. Veamos en primer lugar que U A V = U V V para todo
VeN.SiVeN, zeUeyeV,

rAhy=@x—-y)Vy—z)eUVV
pues z —y < x ey —x <y, mientras que
zVy=xV(y—x)

=@—=(y—2)V(ly—=) -2
=xA(y—x)eUAV

puesy —x < y.
Ahora veamos que cl(U) =({UVV :V e N}.
C) Sea V € N.

rzecdlU)=3 (xp)pewen U / limzx, =z
= lim(z, Az) =0
=dny /., Az elUNVVn>ng

=T =0Tp, A (T, Ax) €U AV.
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D)Seax € ({UVV:V €N} Sea W C B entorno abierto de z. Luego,
x A W es entorno abierto de 0. Entonces, existe V € N tal que V Cxz A W,
y por lo tanto x A V' C W. Por otro lado, como x € UV V =U AV, existen
ry € Uy xy €V tales que © = 2y A xy, lo que implica que x A xy = xy, v
por lo tanto WNU D (x AV)NU # @.

Veamos ahora que cl(U) es cerrado hacia abajo. Sean z e y tales que y <
z € c(U). Sea V€ N. Luego,

zecdU)y=2xecUVV=>dayelUzy eV /z=xzyVay
sy=yANz=yA(zyVay)
=(yANzy)V(yAzy) eU VYV,

puesyANzy < zyeyNzy < Ty
(d) Sea U € N. Luego, U V U es abierto pues
UvU=UaU=]J@av)=J1(0)
xelU zelU

que es abierto pues U lo es y T* es un homeomorfismo (la primer igualdad vale
pues U es cerrado hacia abajo).
Por otro lado, U V U es cerrado hacia abajo pues

y<zr=x1Va,cUVU
=y=yAx=yA(x;V )
=(yAx)V(yAxg) eUVU

pues y A z; < x;. [ |
El principal lema técnico es el siguiente.

Lema 6.6 (Balcar-Gléwczynski-Jech [3]). Sea B un algebra de Boole
completa, ccc y débilmente distributiva. Entonces, para todo U € N existe
VeNtalqueVVVVVCUVU.

Demostracién. Supongamos que existe U € N tal que
VvvvVgUvU

para todo V' € N. Sea V; := U. Luego, existen xg,10,20 € U tales que
xo VYoV zo & UVU. Supongamos ahora que para n € w existen x,, Yn, 2, € V,
tales que z, V y, V z, ¢ U VU, y veamos que existe V,,;; € N tal que

VnJrl g Vna T, \% VnJrl g Vna Yn \% VnJrl g Vn Y ?n \% VnJrl g Vn

Sea f : B — B tal que f(b) = x, Vb. Como f es continua, f~(V;) es
abierto. Luego, 0 € f~'(V},) pues f(0) = 2, VO = z, € V,. Como 0 €
(V) NV, existe V., € N tal que

0V,  Cf V)NV,
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Luego,

Vri+1 CVay f(v72+1> =z, VYV,

n

+1 € Vo

. s : s i n
Procediendo de manera similar para y, y z,, se obtienen V,/,,, V"\, € N
tales que

T;/—Ha ril—:-l CVa, YnV 72/4.1 TV, y 2V :_:_1 CV,.
Luego, se toma V,,; € N tal que
0€ Vi1 Vo NV NV

Sean X := (), cl(V,), x := limsup,, z,, y := limsup,, y,, y 2 := limsup, 2,.
Resulta que X es cerrado, cerrado hacia abajo y X C ¢l(U) C U vV U. Para
cada n y cada k tenemos

TpVTpi1 V.oV Ty € Vi

Luego, V5, #i € cl(V,,) y por lo tanto = € cl(V,). Se sigue que » € X, y
de forma similar se prueba que y,z € X.
Un argumento parecido prueba que para cada n y cada k,

Tp Vi1 Voo Ve VX Cel(Vy),

y entonces V.. x; VX C cl(V,). Como cl(V,,) es cerrado hacia abajo y z <
Vs, i, tenemos z V X C cl(V,). Se sigue que  V X C X, y similarmente
yVX,2VXCX,.

Luego, zVyV z € X, pues

2VXCXy0eX=z=2VvV0elX
=yVzeXpuessyvVXCX
=xzVyVze XpuesxrVXCX,

y por lo tanto en U V U. Como U V U es abierto y

xVyVz=Ilimsup(x, Vy,V z,),
n

existe ng € w tal que \/,~, (zx Vyr V 2;) € UV U para todo n > ng, pero
entonces, por ser U V U cerrado hacia abajo, resulta x,, V yn, V 2n, € U V U,
lo que es absurdo. [ |

Notar que, para U y V como en el lema anterior, resulta U NV € N,
UNnVCcUyUnV)vUnNnV)v({UnNnV)CVVVVVCUVU.

Demostracién del Teorema 6.2 (a). Veamos en primer lugar que para
todo b > 0 existen ¢ < b no nulo y una sucesiéon (V,,),e, en N tales que

cAV (N, V) =0.
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Como el espacio es Hausdorff, existe V, € N tal que b ¢ V; V V), pues

B Hausdorff,b >0=3U e N /b¢ clU)
S3VeEN/bgUVV
=bg (UNV)v{UNV)eN,

y definimos Vy := U NV (notar que podemos usar el Lema 6.5 pues B es
débilmente distributiva por el Lema 6.3).

Para cadansea V.1 € N talque V11 CV,, y Vit VVit VVi C VoV,
(donde usamos el Lema 6.6). Sean A=), V, y a =\ A.

Para cada n tenemos Vo V V4 D V,io V... V Vo (n + 2 veces), pues

VavVa 2 VsV VeV 2 ViV Ve VIV Vs
DVaVViVViV V2 Vs VIEVIEV VY
D2VsVIEVIEV IV,

y asi siguiendo, y por eso Vo V Vo O AV ...V A (n veces). Como a =
lim,, (a1 V ... V a,) para alguna sucesion (a,),c. en A (pues existe D C A con-
table tal que Ay D tienen las mismas cotas superiores, por lo tanto \/ A =/ D,
y si suponemos D = {a, : n € w} resulta a =/ a, = lim, (a1 V... V a,)),
tenemos a € cl(Va vV V3). Por lo tanto,

a€VaVVaVVa VvV, ClyV W,
y como Vy V Vg es cerrado hacia abajo resulta b £ a, que implica
O0<bA—-a=0b-a.

Entonces ¢ A\/ A =0, donde ¢ :=b — a.

Sea C' una anticadena maximal tal que para cada ¢ € C' exista (V. )ne, €n
N tal que e AV (N, Ven) = 0.

Luego, {V., : ¢ € C,n € w} es un conjunto contable de entornos abiertos
de 0y (1, N, Var = {0}, pues

meﬂﬂ%,néc/\xﬁc/\\/<ﬂ‘/c,n> =0Vcel
o :>:v/\c:0Vc€Cn:>a::O,

pues C' es anticadena maximal. Entonces, (B, 7) tiene la propiedad Gs. [

Demostracién del Teorema 6.2 (b). Por tener (B, 1) la propiedad Gs,
existe una sucesién (W,,)ne, de entornos abiertos de 0 tal que (), W, = {0}.
Como B es débilmente distributiva, por el Lema 6.5 (b), para cada n existe
U, € N tal que U,, C W, y por lo tanto (), U,, = {0}. Luego, por el Teorema
5.8 (iii), resulta ), cl(U,) = 0.

Veamos primero que la operacién V es continua (basta probarlo para (0, 0)
pues 7 estd determinada por los entornos de 0). Supongamos que V no es
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continua en (0,0). Luego, existe U € N tal que para todo V € N existen
z,y € V con zVy ¢ U, pues V no continua en (0,0) implica que existe
W C B entorno abierto de 0 tal que \/(W) Z W para todo W C B x B
entorno abierto de (0,0). En particular, V(V x V) € W para todo V € N.
Luego, se toma U € N tal que U C W.

Definimos ahora sucesiones (V,,)new, (Tn)new € (Yn)new- Sea Vo := Uy NU.
Para cada n, sean z,,y, € V,, tales que z,, V y, ¢ U. Por la continuidad a un

lado de V existe V11 C U, tal que
Tn \/Vn—l—l g Vn € Yn V Vn+1 g Vn
(se us6 una idea similar en la demostracién del Lema 6.6). Sean

r:=limsupx, e y:=limsupy,.

Para cada n y cada k tenemos
TpVTpi1 V.oV Ty € Vi

Luego, Vs, zx € cl(V,), y por lo tanto x € cl(V,,). Se sigue que z = 0.
Similarmente, y = 0 y entonces z V y = 0.

Entonces, limsup,, (z, V y,) = 2 Vy = 0 € U implica que existe ny € w tal
que /s, (zx Vyr) € U para todo n > ng, y como U es cerrado hacia abajo
resulta T,, V yn, € U, lo que es absurdo.

Probemos ahora que (B,T) es primero contable (también basta probar-
lo para 0 por la misma razén que antes). Por la continuidad de V y por la
propiedad G existe (U,)new € N tal que

(el(Ua) ={0} ¥ Unsa VUnps CU,

n

para todo n. Afirmamos que (U, ),e., €s una base de entornos de 0. Supongamos
que no. Luego, existe V € N tal que U,, € V para todo n. Sea x, € U, —V
para cada n. Se sigue por induccién sobre k que para cada n y cada k

Tnp+1 V Tn+2 V..V Ttk S Un

Entonces, \/, zp4x € cl(Uy,) y por lo tanto limsup, z,, € cl(U,) para todo n.
Luego, lim, x,, = 0. Esto es una contradiccién pues V' es un entorno abierto

de 0. [ |

Demostracién del Teorema 6.2 (c). (B, A,0) es un grupo topolégico y
un espacio primero contable. Por el Teorema de Kakutani, (B, A, 0) tiene una
métrica invariante, y por lo tanto B es un algebra de Maharam, como en la
demostrién del Teorema 3.2. |

Observaciéon. En [3] se prueba que la contiuidad de V es en si misma

suficiente para que B sea un algebra de Maharam. La condicién se puede
expresar de la siguiente manera: para todo U € N existe V € N tal que
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VvV CU. Comparar esto con la condicién del Lema 6.6 que se cumple para
toda B débilmente distributiva.

Demostracion del Teorema 6.1. Debido al Corolario 6.4 es suficiente
probar el teorema bajo la suposicién de que B es débilmente distributiva.

Sean D := (,cp cl(U), d:=\/ Dy m := —d. Luego, D es cerrado, cerrado
hacia abajo (por el Lema 6.5 resulta cl(U) cerrado hacia abajo para todo
UeN)yD=\yey (UVU), pues:

C) Vale porque, por el Lema 6.5, cl(U) C U V U para todo U € N.

D) Sea x € (yen (UVU). Sea V€ N. Por el Lema 6.5 se tiene que
(V) =Nwen VVIW).SeaW € N. Luego, z € (VNW)V(VNIW) CVVW
pues VNW € N.

Sia ¢ D, en particular si 0 < a < m (puessi 0 <a <mya€ D, entonces
a < d,y porlo tanto a < dAm = 0), resulta a ¢ U V U para algiin U € N.
Entonces, U y a A U son disjuntos, pues si z,y € U son tales que x = a A v,
setienea=x Ay €U AU =UVU pues U es cerrado hacia abajo. Por lo
tanto (B [ m,T) es un espacio de Hausdorff (ver la seccién 7), asi que B | m
es un algebra de Maharam (por el Teorema 6.2).

Veamos ahora que en B | d, todo conjunto abierto no vacio es topoldgica-
mente denso.

Probemos en primer lugar que D =\, (VVV VV V V).

C)SiVeN, VVVeN,yporlo tanto

{VVVVVVV:VeN}C{UVU:UeN}

Luego, D = (yen (UVU) SNy VVV VIV V).

D) Seaxz € VVVVVVV paratodo V € N. Sea U € N. Por el Lema 6.6
existe W € N tal que WV W VW C UVU. Por el mismo lema, existe V € N/
talque VCW y VVVVV CWVIWV. Luego,

VVVVVVVCWVIWVVCWVIWVIWCUVU,

asi que x €e U V U.

Probemos en segundo lugar que DV D = D.

C)Size DVD,existen z,y € D = (e (UVU) tales que z = x V y.
Luego, z =2z Vye (VVV)VVVV)=VVVVVVV para todo V € N.
Entonces, z € D =, ,cp (VVVVVVV).

O)SizeD,x=xVv0eDVD.

Sea ahora (a,)ne, en D tal que d = lim,, (ag V ... V a,,). Como DV D = D
(que implica \/,,, D = D para todo n) y D es cerrado, resulta d € D. Como
ademds D es cerrado hacia abajo, se sigue que B | d = D.

Probemos finalmente que cl(G) 2 D para todo conjunto abierto no vacio
G en B | d. Sea entonces GG abierto no vacio en B | d. Luego, si a € GG, existe
Ue N tal que G 2 (a A U)N D (pues 7 estd determinada por los entornos
de 0). Como cl(U) D D, tenemos cl(a A U) 2 a A D (pues cl(U) 2 D implica
cdlanU)=anc(U)DanD),yademéds a A D= D, pues:

C)anAnDCDAD=DVD =D, donde la primer igualdad vale por ser
D cerrado hacia abajo.
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O)Sizx e D,z =a A (arx)€ar D,donde a A x € D porque
DAD=D.

Sea ahora = € D,y veamos que z € cl(G). Como D = a A D, existe
y € D tal que z = a A y. Como a A D C cl(a A U), existe una sucesiéon
(Yn)new C U tal que lim,, (a A y,) = a A y,y por lo tanto lim,, y,, = y. Luego, la
sucesion (Yn AY)new €sté contenida en U y D por ser ambos conjuntos cerrados
hacia abajo, y lim, (y, A y) = y. Entonces, la sucesion (a A (Yn A Y))new esta
contenida en a A Uyena A D =D, ylim,(aA(y,ANy)) =a Ay=uzlo
que implica que = € cl((a & U) N D) C c(G).

Por lo tanto, cl(G) 2 D. [
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7. Algebras de Maharam

En esta seccién presentaremos un nimero adicional de condiciones nece-
sarias y suficientes para que un algebra de Boole completa y ccc admita una
submedida de Maharam. Resulta que algunas de las propiedades son gene-
ralizaciones naturales de las condiciones de distributividad débil vistas en la
seccion 5.

Por los resultados de las secciones 2 y 6, cada uno de los siguientes enun-
ciados equivale a ser Maharam:

(B, 7) es metrizable (Maharam [20]), (7.1)

(B, 7) es Hausdorff (Balcar-Gléwezyniski-Jech [3]), (7.2)

B es débilmente distributiva y (B, 7) es primero contable (7.3)
(Maharam [20]),

B es débilmente distributiva y (B, 1) tiene la propiedad Gy (7.4)

(Balcar-Jech-Pazdk [5]).

Remarcamos que la suposicién de la distributividad débil en (7.3) no es
necesaria (pero si lo es en (7.4)). El paper de Todorcevic [32] presenta (7.3) y
(7.4) desde un punto de vista diferente.

La existencia de una familia S como la del siguiente resultado se conoce
como Propiedad diagonal fuerte.

Teorema 7.1. Sea B un algebra de Boole completa y ccc. B es un algebra
de Maharam si y s6lo si existe una familia S de sucesiones algebraicamen-
te convergentes a 0 tal que toda sucesiéon con limite algebraico 0 tiene una
subsucesion en S, y si ((a})rew)new €std en S, entonces lim,, al’ = 0.

Demostracién.
=) Si m es una submedida de Maharam, definimos

S = {(an)new en B:m(a,) < 2% v n} :

Veamos en primer lugar que si (a,)ne, € S entonces lim,, a,, = 0. Tenemos
que

liman:O(:)limsupan:O(:)/\\/ak:0

n k>n

& (xg \/ak Vn:>w:()>.

k>n

Sea entonces = tal que z < \/,-, a; para todo n. Luego,

m(az)gm(\/ak> SZm(ak)nglk Vn=m(x)=0=2=0.

k>n k>n k>n

47



Veamos en segundo lugar que si (a,)ne, €8 una sucesiéon que converge a 0,
entonces existe una subsucesion (an, Jkew € S. Tenemos que

limanzﬂélimsupan:Oé/\\/ak:O

n k>n

1 = d lent
= mm (\/ ak> 0, pues (\/ ak) es decreciente
new

k>n k>n

:>V5>05|n0/m<\/ak) <eVn>ng

k>n

=Ve>03ny/ mla,) <eVn>ng
1

= 3 (an, ) kew [ m(ay,) < 5 vk

:> (ank)kew GS

Veamos en tercer lugar que si ((a})kew)new € S entonces lim, a = 0.
Tenemos que

limaZ:0<:>limsupaZ:0<:>/\\/aﬁzO

n k>n
& <x§ \/a’,j Vn:>x:0>.
k>n

Sea entonces = tal que z < \/,., a¥ para todo n. Luego,

<) Veamos en primer lugar que B tiene la propiedad diagonal. Para eso,
sea (a})ge, en B tal que limyg a} = 0 para cada n. Luego, para cada n existe
una sucesion (b})re, en B decreciente con infimo (y por lo tanto limite) 0 tal
que ap < by para todo k. Entonces,

limbg =0V n=Vn3(b)je €S = limby, =0,

y por lo tanto podemos definir f(0) := k3 y f(n + 1) := max{k" + 1,k']}
para cada n. Por lo tanto,

Wy < By < bfp

para todo n, que implica que lim,, a’}(n) = 0. Luego, por el Teorema 5.3 (ii), B
es débilmente distributiva.
Veamos ahora que (B, 7) tiene la propiedad Gs. Para cada n definamos

Up:={x € B:3 (ap)rew €S / x < ay},
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y veamos que 0 es un punto interior de cada U, y que ), U, = {0}.
Supongamos que 0 ¢ U?. Luego, 0 € cl(UfS). Entonces, por el Lema 6.5 (a),
existe (Tx)rew en US tal que limy x = 0. Luego, x; £ a, para todo k y toda
(ak)rew € S. Por hipdtesis, existe una subsucesién (xy,);e, € S, y por lo tanto,
Ty, % T, para todo j, lo que es absurdo pues xy, < ry,. Luego, 0 € Uy.
Por otro lado,

xEﬂUn:>Vn3(aZ)k6w€S/x§aZ

1
= m(x) < m(ay) <2—nVn:>x:0.
Luego, (B, 7) tiene la propiedad Gs. Entonces, por el Teorema 4.2, B es un
algebra de Maharam. [ |

Consideramos a continuacion tres propiedades relacionadas con el espacio
(B, T) que resultan equivalentes a la existencia de una submedida de Maharam.
La primera es una reformulacién del ser un espacio de Hausdorff: si (B, T) es
un espacio de Hausdorff, es claro que todo a > 0 tiene un entorno abierto GG
tal que 0 ¢ cl(G), y si vale tal propiedad, para a,b € B no nulos y distintos
entre si, tenemos que

a#b=aAb>0= 3G entorno abierto de a A b / 0 ¢ cl(G)
= G A b entorno abierto de a / b ¢ cl(G A D),

y por lo tanto (B, 7) es un espacio de Hausdorft.

Teorema 7.2. Sea B un algebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:

(i) B es un élgebra de Maharam.

(ii) Todo @ > 0 tiene un entorno abierto G tal que 0 ¢ cl(G).

(iii) Todo a > 0O tiene un entorno abierto G tal que G N X es finito para
todo X con limite O (es decir, X € 7).

(iv) Todo a > 0 tiene un entorno abierto G tal que toda anticadena A C G
es finita.

Demostracién. Por lo dicho anteriormente ya sabemos que (i) y (ii) son
equivalentes. Probemos lo que resta.

(ii) = (iii) Sea @ > 0. Sea G un entorno abierto de a tal que 0 ¢ cl(G).
Supongamos que existe X € Z tal que GN X es infinito. Luego, existe (a,)new
en GG tal que lim,, a,, = 0, lo que es absurdo.

(iii) = (iv) Sea a > 0. Sea G un entorno abierto de a tal que G N X es
finito para todo X € Z. Luego, toda anticadena A C G es finita pues toda

anticadena es elemento de 7.

(iv) = (ii) Supongamos que el espacio no es de Hausdorff. Por el Teorema
de descomposiciéon 6.1, existe d > 0 tal que en B | d, dos conjuntos abiertos
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no vacios cualesquiera se intersecan. Afirmamos que todo entorno abierto de d
incluye una anticadena infinita.

Sea G un entorno abierto de d. Por ser {0} cerrado, G — {0} es un entorno
abierto de d. Afirmamos que los conjuntos

{reB:x<dyxeG—-{0}} y {reB:x<dyd—zeG-{0}}

son abiertos no vacios de B | d (notar que en el primero estd d y en el segundo
estd 0).
En primer lugar,

{reB:x2<dyreG-{0}}=(G—-{0})N(B[d).
En segundo lugar,
{reB:x<dyd—xzeG—-{0}}={xeB:d—x¢G—-{0}}°N(B[d),

y{r € B:d—x ¢ G—{0}} es cerrado pues si (z,)ne, ¥ T son tales que
d—x, ¢ G—{0} para todo n y lim, x, = x, por ser G — {0} abierto, si fuera
d—x € G — {0}, existiria ng tal que d — z,, € G — {0} para todo n > ny, lo
que es absurdo.

Luego,

{reB:x<dyreG-{0}}n{reB:x<dyd—zeG—-{0}} #0a,

y si ap estd en tal interseccion y definimos ay := d—ayq, resultan aq, ay € G—{0}
disjuntos con a; < d y as < d. Continuando esto, producimos una anticadena
infinita en G. [

El siguiente resultado contiene tres propiedades que involucran una des-
composicién de BT en un ntimero contable de partes (fragmentaciones) y
estan relacionadas con las condiciones del teorema anterior: (ii) es una refor-
mulacién de la propiedad G, mientras que (iv) es la condicién de la cadena
o-finita de Horn y Tarski (entonces el Teorema 7.3 (iv) prueba el Teorema de
Todorcevic 4.4).

Teorema 7.3. Sea B un algebra de Boole completa, ccc y débilmente dis-
tributiva. Son equivalentes:

(i) B es un algebra de Maharam.

(ii) Bt =J,, S, tal que para cada n, S, es cerrado.

(iii) B* =, S tal que para cada n, S, N X es finito para todo X € 7.

(iv) BT =,, S» tal que para cada n, S, N A es finito para toda anticadena

Demostracién. Como es claro que (ii) implica (iii) y que (iii) implica (iv),
basta ver que (i) implica (ii) y que (iv) implica 7.2 (iv).

(i) = (ii) Definimos para cada n el conjunto S, := {a € B : m(a) > ~}.

Es claro que BT =, S,,. Veamos que cada S, es cerrado.
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Sea (ax)rew € Sy, tal que limy arp = a. Como limy ar, = a, existe (bg)rew
decreciente con /.., br = 0 tal que a; A a < by. Luego, limy m(ay A a) = 0.
Como ay, = (ax AN a) V ((ax A a) — a),

m(ar) < m(ag A a) +m((ar & a) —a) <m(a) +m(ax A a)

= m(a) > m(ay) — m(ax A a) > ! —m(ap A a)Vk

3

1
=m(a) > —=a€S,.
n

(iv) = 7.2 (iv) Sea (Sp)new como en (iv). Veamos que existe (S, )ne, cum-

pliendo (iv) con S, cerrado hacia arriba para todo n. Definimos
Sn::{xeB:ElyESnconygx}.

Luego, Bt =, S, S, C S,y S, es cerrado hacia arriba para todo n. Por
otro lado, si A es una anticadena y z1,x9 € S, N A son distintos, existen
Y1, Y2 € S, tales que y; < x1 e ¥ < 9. Entonces,

AR <t A22=0=yANy2=0

(y1 # 12 pues S, no contiene a 0y z1 y x5 son disjuntos). Entonces, si S, N A
fuera infinito, S, contendria una anticadena infinita, lo que es absurdo.

Entonces, definiendo U, := B — S, para cada n, vale que (| U, = {0},
y como U, es cerrado hacia abajo por ser S, cerrado hacia arriba y B es
débilmente distributiva, resulta (), cl(U,) = {0} por 5.8 (iv). Se sigue que
todo a > 0 es un punto interior de algin S, porque

a>0=3dn/a¢cU,) =acB-—_cU,),

que es un abierto contenido en S,. Luego, como S, N A es finito para toda
anticadena A, toda anticadena contenida en B — cl(U,,) es finita. |

Finalmente, mostramos que las versiones estratégicas de distributividad
débil equivalen a admitir una submedida de Maharam. Consideramos dos jue-
gos, uno para cada una de las propiedades 5.2 (iv) y 5.3 (ii) de la seccién 5.
El juego de distributividad débil es la modificacion de Fremlin de un juego
introducido por Jech en 1980 (ver [12]) y por Gray en [9]. El juego diagonal es
una reformulacion de Balcar y Jech. En diciembre de 2004, Fremlin demostré
el Teorema 7.4 enunciado a continuacién para el juego de distributividad débil
(ver [8]).

Cada uno de los juegos siguientes es un juego infinito de dos jugadores. Los
jugadores I y II se turnan para producir sucesivamente dos sucesiones infinitas
de movimientos. Consideramos las propiedades de B expresadas en términos
de estrategias ganadoras.

Juego de distributividad débil. 1 juega anticadenas maximales A,, para
cada n, y IT juega subconjuntos finitos £, C A,,. Il gana siy sélosilim, \/ E,, =
1.
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Juego diagonal. 1 juega sucesiones (a})ge, para cada n, cada una con-
vergiendo algebraicamente a 0, y II juega elementos k(n) € w. II gana si y sélo
si lim,, az(n) =0.

Estos juegos corresponden a las propiedades en los Teoremas 5.2 (iv) y 5.3
(ii), y para algebras de Boole completas y ccc son mutuamente equivalentes,
es decir, I (respectivamente II) tiene una estrategia ganadora en un juego si y
sélo si I (respectivamente IT) tiene una estrategia ganadora en otro juego. Se
puede demostrar que si B es un algebra de Boole completa y ccc entonces B
es débilmente distributiva si y sélo si I no tiene estrategia ganadora (ver [12]).

Teorema 7.4 (Fremlin [8]). Sea B un dlgebra de Boole completa y ccc.
B es un algebra de Maharam si y sélo si el jugador II tiene una estrategia
ganadora en cualquiera de los dos juegos.

Demostracion.

=) Consideremos el juego diagonal. Si m es una submedida de Maharam,
entonces II tiene la siguiente estrategia ganadora: en el movimiento n, II juega
k(n) tal que m(aj,) < - En ese caso resulta

m (h’m sup a;;‘(n)) <m (\/ a?@) <) mlay,)
n i>n jzn
< L v
<> 5
jzn
= m(limsup ay,,)) = 0
= lim sup aj,) = 0

<) Veamos primero que si I tiene una estrategia ganadora, entonces B
tiene la propiedad diagonal (y por lo tanto serd débilmente distributiva).

Sea ((a} )kew)new tal que limg af = 0 para todo n. Veamos que existe una
funcion f € w® creciente tal que lim, atmy = O Como limy a} = 0, para
cada n existe una sucesion (b} )e, decreciente con A, b} = 0 tal que a}} < b}.
Por hipdtesis, existe k € w* tal que lim, bZ(n) = 0. Definimos f € w“ por
recurrencia: f(0) := k(0) y f(n+1) := max{f(n) + 1,k(n + 1)} para cada n.

Entonces,

= \/ Uy < V b ¥ n

jzn jzn
= AV, <AVig=0
n j>n n j>n
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Ademas,

jzn jzn
= AV, < AV, =0
n j>n n j>n

Veamos ahora que (B, T) es un espacio de Hausdorff. Si no lo es, por el
Teorema de descomposicion 6.1 existe algin d > 0 tal que en B | d, dos con-
juntos abiertos no vacios cualesquiera se intersecan. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que d = 1 porque II tiene una estrategia ganadora en B | d
(como IT tiene una estrategia ganadora en B, si limy, a} = 0 para todo n, existe
(k(n))new tal que lim,, yny = 0,y en particular vale si aj; < d para todos n y

Sea 0( una estrategia ganadora para el jugador II en el juego diagonal, y
sea o1 una estrategia ganadora para Il en un juego relacionado donde I juega
sucesiones convergiendo a 1 y II intenta construir una sucesion diagonal con
limite 1. Sean X e Yj los conjuntos de todos los elementos de B dados por los
primeros movimientos del jugador II usando og y o respectivamente, es decir,

Xo == {xr) : k(0) = 00((7})jew) donde h}rn z; = 0},

Yo := {¥k(0) : k(0) = 01((y;)jew) donde h’]m y; = 1}.

Afirmamos que 0 es un punto interior de X,. Si no lo es, existe una sucesién
(@n)new en X§ que converge a 0, pues 0 ¢ X siy sélo si 0 € cl(X§) (donde
usamos que B es débilmente distributiva; recordar el Lema 6.5 (a)). Pero si
k(0) = 00((an)new), entonces axo) € Xo, una contradiccion. De manera similar
se prueba que 1 es un punto interior de Y.

Luego, como dos conjuntos abiertos no vacios cualesquiera se intersecan, se
tiene que Xj; NYy # &, y por lo tanto Xy NYy # @. Sea ay € Xy N Y.
Existen sucesiones (29),c, € (¥2)new tales que ay = ZL‘g(O) = ylo(o), donde
k(0) = 00((29)new) v 1(0) = 01((19)new). Sean X; e Yj, respectivamente,
los conjuntos de todos los elementos de B dados por los segundos movimien-
tos del jugador II usando oy y o7 respectivamente, con el primer movimien-
to de I dado por (22),co € (¥°)new, respectivamente. Otra vez, 0 y 1 son,
respectivamente, puntos interiores de X; e Yj; por lo tanto X; NY; # &
y existen sucesiones (2, )ncw € (Yp)new tales que a1 = a3,y = yj, donde
k(1) = oo((2})new: (Tp)new) ¥ 1(1) = o1((¥n)new, (Un)new)- Siguiendo de esta
manera, se obtiene una sucesion (a,)ne,. Como o y o7 son estrategias gana-
doras, tenemos que lim, a,, = 0 y lim,, a,, = 1, lo que es absurdo.

Entonces, (B, T) es un espacio de Hausdorff y por lo tanto B es un algebra
de Maharam. [ ]
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8. El problema de la consistencia (segunda par-
te)

Probamos el Teorema 4.3, y por lo tanto damos la respuesta al problema
3, utilizando un resultado de consistencia general de Todorcevic y una de las
equivalencias presentadas en la seccion 7.

Dicotomia P-ideal (Todorcevic). Sea S un conjunto infinito. Entonces,
para todo P-ideal I C [S]“,

(i) 3Y C S no contable tal que [Y]* C I, 0

(ii) S = U,e, Sn tal que para cada n, S, N X es finito para todo X € I.

Teorema 8.1 (Todorcevic [31]). La dicotomia P-ideal es consistente con
ZFC.

El Teorema 4.3 es ahora una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 8.2 (Balcar-Jech-Pazdk [5]). Suponiendo valida la dicotomia
P-ideal, toda algebra de Boole completa, ccc y débilmente distributiva admite
una submedida de Maharam.

Demostracion. Sea B un algebra de Boole completa débilmente distribu-
tiva ccc, y sea Z el ideal de convergencia de B. Por el Teorema 5.6, Z es un
P-ideal. Notar que la condicién (ii) para Z en la dicotomia P-ideal es exacta-
mente la condicién (iii) en el Teorema 7.3, que implica que B es un algebra de
Maharam.

Por lo tanto basta demostrar que la condicién (i) en la dicotomia P-ideal
falla para Z. Esto se prueba en el siguiente lema, completando la demostracién
del Teorema 8.2 (si valiera (i) de la dicotomia P-ideal, existiria Y C B no
contable tal que [Y]¥ C Z. Luego, por el Lema 8.3, existiria X C Y contable
tal que lim sup X > 0, pero eso es absurdo, pues X C Y contable = X € 7 =
limsup X = 0). |

Lema 8.3. Sea B un élgebra de Boole completa y cce. Para todo Y C Bt
no contable existe X C Y contable tal que limsup X > 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Y tiene
cardinal N;. Sea Y = {a, : @ < w;y}. Para cada a < wy, sea b, = \/§>a Q.
Luego, (by)a<w, €s decreciente. Veamos que existe ag < w; tal que b, = by,
para todo oy < a < wy. Para cada o < w; notaremos o’ al ordinal sucesor de
a, y o al primer ordinal limite mayor que a (que existe por ser a < wy).

Sean

T={a<w :by>by} vy T :={byAN—by:aecT}

Afirmamos que T” es una anticadena de T'. Sean o, 5 € T con . # . Suponga-
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mos que a < 3. Luego, o/ < f3, y por lo tanto b, > bs. Entonces —b, Abg = 0,
que implica (by A —by) A (bg A —bg) = 0.

Como B es cce, T resulta ser contable. Sea ag := \/T. Luego, oy < wy
pues es unién contable de ordinales menores que w; (los elementos de T'). Por
construccién se sigue que si ap 1= o}, entonces b, = b, para todo as < o < wy.

Sean

U={a<w:a€Lyby>by} y U :={byA—by:aecU},

donde L es la coleccién de los ordinales limite. Notar que si o < w; entonces
a* < wp por ser a* contable. Razonando de manera similar a la anterior se
prueba que U’ es contable, y tomando un ordinal «q tal que

HléX{OéQ,\/U} < oo < Wi,

se sigue por induccién transfinita que b, = b,, para todo oy < o < wy.
Sea b := b,,. Veamos que para cada ap < a < w; existe a < f(«a) < w; tal
que

a<é<f(a)

Sea oy < o < wy. Para cada o < 8 < wy definimos cg = \/a§§<ﬁ a¢. Luego,
(€8)a<p<w, €s creciente. Usando un argumento similar al de arriba se prueba
que existe o < f(a) < w; tal que cg = cj(o) para todo f(a) < B < wy.
Afirmamos que b, = \/a§€<f(a) ag. Para eso basta ver que as < \/a§§<f(a) e
para todo f(a) <& < w;. Luego, si f(a) <€ < wy, resulta

ag < \/ (y = C = Cf(a) = \/ Oy

a<y<g’ ay<f(a)
Si apy1 = f(ay) para cadan € wy a,, := lim, «a,,, definiendo
XZ:{(I§IOK0§6<OJW}

resulta X contable, y por lo tanto podemos escribir X = {a,, : k € w}. Luego,
como b = by, = ¢y para todo oy < a < wy, resulta que para cada j € w,
\/k>j an, = b, que implica que limsup X = b. [ |
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9. Trabajo a futuro

Asi como el concepto de medida en dlgebras de Boole es una abstraccién
del concepto de medida utilizada en Anélisis, podemos del mismo modo definir
el concepto de medida exterior en algebras de Boole como sigue.

Sea B un algebra de Boole. Una medida exterior finitamente subadi-
tiva en B es una funcién p* : B — R5( que verifica las siguientes condiciones:

(i) 1°(0) = 0.
(ii) Si a,b € B, entonces p*(a) < pu*(b).
(iii) Si a,b € B, entonces p*(a V b) < p*(a) + p*(b).

Si B es una o-algebra de Boole, una medida exterior contablemente
subaditiva en B es una funcién p* : B — Rs( que verifica las condiciones (i)
y (ii) anteriores y (iv), donde

(iv) Si (an)new €s una sucesién de elementos de B, entonces
(Vo) < Eotan

Es claro que toda medida exterior contablemente subaditiva definida en
una o-algebra de Boole es también finitamente subaditiva. Es importante des-
tacar que en la Teoria de la Medida las algebras de Boole que se consideran son
o-algebras de conjuntos y las medidas exteriores son siempre contablemente
subaditivas. Sin embargo, uno puede a través de la definicién anterior debilitar
dichos conceptos y trabajar con medidas exteriores que sean solamente finita-
mente subaditivas. Notar tambien que toda submedida continua en el sentido
de Maharam es una medida exterior.

Sea B un élgebra de Boole (respectivamente o-algebra de Boole) y sea
p* : B — Ry una medida exterior finitamente subaditiva (respectivamente
contablemente subaditiva). Un elemento a € B se dice u* medible si

pi(x) = p(z Aa) + pi(x A —a)

para todo x € B.

Notaremos con Med(B) al conjunto de los elementos de B que son p*
medibles. Notar que a € Med(B) siy sélo si p*(z A a) + p*(x A —a) < p(x)
para todo x € B, ya que la otra desigualdad vale siempre.

Se puede demostrar la version abstracta del hecho que los elementos medi-
bles determinan una subélgebra (ver [24]).

La siguiente lista es una serie de problemas a investigar en el futuro que
esta en directa relacion con el contenido de la tesis.
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Problema I: Si B es un algebra de Boole y S es una subalgebra de B,
determinar condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una
medida exterior finitamente subaditiva en B tal que Med(B) = S.

Problema II: Si B es un algebra de Boole y S es una subélgebra de B,
determinar condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una
submedida continua en B tal que Med(B) = S.

Problema III: Dada una o-algebra de Boole B y una o-subélgebra S
de B (es decir, una subdlgebra cerrada por supremos contables), determinar
condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una medida exterior
contablemente subaditiva en B tal que Med(B) = S.
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