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Introduccion

“(...) bei manchen
Untersuchungen iiber
Dirichletsche Reihen der Kern
des Problems erst durch den
Umweg iiber die Potenzreihe
deutlich hervortritt”.!

Harald Bohr

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) fue un matematico aleman que
se dedicé, entre otras areas, a la teoria de ntimeros. Probé resultados fundamentales en
este campo, como su teorema sobre progresiones aritméticas. Si bien esta tesis no tratara
estos temas, lo mencionamos porque, citando a Hervé Queffelec y Martine Queffelec [14]:
“The birth act of the analytic theory of the Dirichlet series can be rightly claimed to be
the Dirichlet arithmetic progression theorem”. ? Y las series de Dirichlet seran objeto de
estudio de este trabajo.

Una serie de Dirichlet es una expresién de la forma

o0
g apn”®,
n=1

donde a,, € C y s es una variable compleja. Asi como las series de potencias convergen
en discos, la regién de convergencia de una serie de Dirichlet es un semiplano. Dado
un ndmero complejo s, notamos R(s) a su parte real. Entonces, las series de Dirichlet
convergen en semiplanos de la forma {R(s) > o} con o € R.

A principios del siglo XX las series de Dirichlet despertaron gran interés y Bohr, Hardy,
Landau, Littlewood, Riesz, entre otros, se dedicaron a su estudio. De ellos, destacamos
al matemaético (y jugador de futbol) danés Harald August Bohr (1887- 1951). Fue popu-
lar entre los aficionados al deporte por su participacién en la seleccién de Dinamarca y
también serd popular en el presente trabajo por sus contribuciones a la teoria de series

1(...) en algunos estudios sobre series de Dirichlet, el niicleo del problema solo se comprende a través
de esta representacion en serie de potencias.

2El nacimiento de la teorfa analitica de las series de Dirichlet puede atribuirse con justa razén al
teorema de progresiones aritméticas de Dirichlet.

vil



viii Introduccion

de Dirichlet. Bohr estaba particularmente interesado en el estudio de su convergencia.
Es asi que, alrededor de 1913, introdujo una idea simple, pero sumamente 1til, que hoy
conocemos como la transformada de Bohr [1]. Esta aplicacién, como veremos en la Seccién
2.3, permite relacionar a las series de Dirichlet con las series de potencias, via el teorema
fundamental de la aritmética. En las palabras del propio Bohr [3]: “It becomes clear in the
course of these investigations that the theory of the absolute convergence of Dirichlet’s
series of the type "7 a,n* is very closely connected with the theory of power series in

an infinite number of variables”.?

En este contexto, Fritz Carlson probd en 1922 el siguiente resultado sobre medias

integrales de series de Dirichlet [4]: si f(s) = > 7, a,n~® converge en el semiplano {R(s) >

0} v es acotada en {R(s) > 0} para todo § > 0, entonces

I -
J%ggoﬁ/o |f(o +it)]* dt = ; |an|?n=% (1)

para todo o > 0. Esta igualdad relaciona el tamano de los coeficientes con las medias
(cuadréticas) integrales en rectas verticales.

A fines de la década del treinta, el interés en las series de Dirichlet y el enfoque de
Bohr comenzo a diluirse. Fue recién a mediados de la década del noventa que estas ideas
resurgieron. En 1997, Hakan Hedenmalm, Peter Lindqvist y Kristian Seip introdujeron
(con otra notacion) el espacio 7%, de series de Dirichlet que convergen a funciones acota-
das en el semiplano {R(s) > 0} y el espacio .74 de series de Dirichlet con coeficientes de
cuadrados sumables [12]. Mostraron via la transformada de Bohr la relacién entre J%, y
ciertos espacios de funciones clédsicos del andlisis complejo y del andlisis de Fourier. Este
resultado fundamental permite pensar problemas de series de Dirichlet en otros contextos
y utilizando otras herramientas, lo cual se vera reflejado en esta tesis. Cabe destacar que,
si bien Bohr ya habia considerado el uso de conceptos del anélisis complejo, la reaparicion
de estas ideas se di6 en un contexto en el que dicha rama y, sobre todo, el analisis de
Fourier en grupos estaban mucho mas desarrollados.

En 2004, Hedenmalm, retomando las ideas de Carlson, planteé en [11] una pregunta
natural: si f(s) = >~ a,n"* es acotada en {R(s) > 0} (o sea, si f € ) {seguird
valiendo (1) para 0 = 07 Esto tiene sentido porque entendemos f(it) como

lim f(o +it),

o—0t

que existe para casi todo t € R.

En 2007, Eero Saksman y Kristian Seip probaron en [18] que el teorema de Carlson no
se puede extender, respondiendo negativamente a la pregunta de Hedenmalm. La demos-
tracion de este resultado sera nuestro principal objetivo. Para ello, organizamos la tesis
como sigue. En el Capitulo 1 abordamos algunos conceptos fundamentales del analisis

3En el curso de estas investigaciones se hace evidente que la teorfa de la convergencia absoluta de

las series de Dirichlet del tipo Y77 | a,n™* estd estrechamente relacionada con la teorfa de las series de

potencias en un nimero infinito de variables.
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de Fourier en grupos, tales como la medida de Haar y la transformada de Fourier. Estas
nociones y varios de los resultados presentados se utilizan mas adelante para el caso del
politoro y algunos de sus subgrupos. En el Capitulo 2 introducimos las definiciones bési-
cas de las series de Dirichlet y a la transformada de Bohr y presentamos los principales
resultados que nos permiten pasar del estudio de las series de Dirichlet al analisis com-
plejo (en varias e infinitas variables). En el Capitulo 3 definimos la integral de Poisson
y desarrollamos varias herramientas que nos permitiran construir funciones holomorfas y
armonicas con caracteristicas particulares. Es a partir de este tipo de construcciones que
Saksman y Seip definen las series de Dirichlet que resuelven el problema de Hedenmalm.
Finalmente, en el Capitulo 4 demostramos el teorema de Carlson, detallamos el problema
de Hedenmalm y probamos el resultado de Saksman y Seip que lo resuelve.



Introduccion



Capitulo 1

Preliminares de analisis de Fourier
en grupos

En los Capitulos 3 y 4, necesitaremos trabajar con algunos conceptos basicos de analisis
armonico tales como medida de Haar, grupo dual y transformada de Fourier en el politoro

T" .= {w = (wy, ..., w,) € C" : |w;| =1 para todo j = 1,...,n}

y en ciertos subgrupos de este. Por completitud, en este capitulo revisaremos dichos
preliminares para el caso general de grupos abelianos localmente compactos. Ademads, en
la Seccion 1.4, nos concentraremos en el politoro y probaremos el teorema de Birkhoff
(para el flujo de Kronecker) y el teorema de Kronecker, sobre la densidad de ciertos
conjuntos en T".

1.1. Grupos abelianos localmente compactos y medi-
da de Haar

Un grupo topologico abeliano G es un espacio topoldgico que también admite una
estructura de grupo abeliano y que satisface que las operaciones

GxG—G G—G
(r,y) —»z+y T —

son funciones continuas, donde consideramos a GG X GG con la topologia producto. Si ademas
la topologia es Hausdorff y GG es localmente compacto, decimos que es un grupo abeliano
localmente compacto (abreviadamente, G' es un grupo LCA).

Ejemplos 1.1.1. A continuacién, enumeramos algunos ejemplos de grupos LCA.

= R" con la suma y la topologia usual, es un grupo LCA.
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s El toro
T:={weC:|w =1},

con el producto y la topologia de subespacio de C, es un grupo abeliano compacto.

= Mas generalmente, para cada n € N, el politoro
T" .= {w = (w1, ..., w,) € C" : |w;| =1 para todo j = 1,...,n} = HT

y el politoro infinito

T = {(wn)neN Cwp € (Ca |wn‘ =1 para todo n € N} - H T’

neN

con el producto componente a componente y la topologia producto, son grupos
abelianos compactos.

= 7", con la suma usual y la topologia discreta, es un grupo LCA.

Una propiedad fundamental de los grupos LCA es que podemos asignarles una medida
particular, como muestra el Teorema 1.1.2. Antes de enunciarlo, repasemos brevemente
algunos conceptos de teoria de la medida.

Sea (X, ) un espacio de medida y p una medida compleja en (X, X). La variacién ||
se define para cada conjunto A € ¥ como

=1

|p|(A) := sup {Z |W(A;)] :n e N, (A4;)7_, es una particién de A en conjuntos medibles} :
j=1

La variacién |p| resulta ser una medida finita en (X, X). Definimos la variacion total de
{4 COMO

]l = [l (X).

Si ahora X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto, consideramos la
o-algebra de Borel de X. Decimos que una medida boreliana y positiva p es reqular si:

(a) para todo K C X compacto, u(K) < 400;

(b) para todo A C X boreliano,

pu(A) = if{u(U): ACU y U es abierto};

(c) para todo U C X abierto,

p(U) = sup{p(K) : K CU y K es compacto}.
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Si pu es una medida boreliana y compleja, decimos que es regular si su variacion |u| es
regular. Sea M (X) el conjunto de todas las medidas borelianas, complejas y regulares en
X, entonces M(X) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total.

Ahora si, volviendo a grupos LCA, tenemos el siguiente resultado, que puede verse en
[5, Capitulo 9.

Teorema 1.1.2. Sea G un grupo LCA. Eziste una medida boreliana m no negativa,
reqular, que no es idénticamente cero y que es invariante por traslaciones, es decir, que
satisface

/G f(z) dm(z) = / f(z+ a) dm(z) (1.1)

para toda f € LY(G,m) y para todo a € G. Mds aiin, esta medida es tnica salvo multipli-
cacion por escalares positivos.

Sea G un grupo LCA. Como la medida dada por el Teorema 1.1.2 es tnica salvo
multiplicacion por escalares positivos, la llamamos la medida de Haar de Gy la notamos
m. En el resto del capitulo, consideramos siempre a los grupos LCA con esta medida. Si
G es compacto, la regularidad de la medida de Haar implica que la misma es finita y, por
convencién, la tomamos normalizada, de modo que m(G) = 1.

Ejemplos 1.1.3. A continuacion, describiremos las medidas de Haar correspondientes a
los grupos LCA de los Ejemplos 1.1.1.

» La medida de Haar de R" es la medida de Lebesgue.

» Notamos m; a la medida de Haar de T. Para describirla, identificamos T con [0, 27)
via
fi[0,2m) =T, f(t)=e"

Luego, para cada B C T boreliano tenemos

1
B)=—|f(B
donde |.| denota la medida de Lebesgue del intevalo [0, 27) y el factor % esta para
que my(T) = 1.
= Notamos m,, a la medida de Haar de T". Para cada B C T" boreliano tenemos
1
W(B) = B
mo(B) = gl B

donde
f:]0,27)" — T™ esta dada por f(ty,...,t,) = (e, ..., ")

v |.| es la medida de Lebesgue de [0,27)". Asi, para cada g € L'(T"), resulta

1 27 27 ) )
/1r gdmn:W/o /0 g™, ..., e") dty...dt,.

Maés atn, la o0— algebra de Borel de T™ es la generada por los productos de borelianos
de T y m,, coincide con la medida producto m; X --- X my.
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= En el politoro infinito T, los conjuntos de la forma

[IB: x T,
k=1
con By C T borelianos, generan la o-algebra de Borel de T y la medida de Haar

de T coincide con la medida producto.

» En Z", la medida de Haar estd dada por m(«) = 1 para todo o € Z™.

1.2. El grupo dual y la transformada de Fourier

Sea GG un grupo LCA. Si v : G — T es un morfismo de grupos continuo, decimos que
v es un caracter (continuo) de G. El conjunto de todos los caracteres de G forman un
grupo, que notamos G, con la suma definida por

(11 +72)(2) = 1(2)2(2) (€ Gy, € G).

El grupo G se llama grupo dual de G. Mas aun, se puede ver que existe una topologia que
hace de G’ un grupo LCA [6].

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo LCA. Si f € Li(G), definimos la transformada de
Fourier de f como la funcién f : G — C dada por

f(y) = / v(—=xz)f(x) dm(zx), para todo vy € G. (1.2)
e
Si € M(G), la funcién ji : G — C definida como

a(y) = /G'y(—:v) du(z), para todo v € G (1.3)

es la transformada de Fourier de p.

Observacién 1.2.2. Dada f € L;(G), consideramos la medida fdm € M(G), donde
para cada boreliano A C G,

fim(A) = [ fa) dm(a)

La aplicacién f € Li(G) — fdm € M(G) es una isometria lineal y, luego, podemos
pensar a L;(G) como un subespacio de M(G). Se puede ver que f (la transformada de
Fourier de f) coincide con % (la transformada de Fourier de la medida fdm). En otras
palabras, (1.2) resulta un caso particular de (1.3).

Observacién 1.2.3. Si € M(G), entonces para todo v € G tenemos

< [ ol diel@) < el (14)



1.2. El grupo dual y la transformada de Fourier )

En particular, si f € Li(G), entonces

F < Il

para todo v € G.

Observacion 1.2.4. Sea G un grupo LCA. Para f € L,(G) y a € G, definimos la funcién

T.f: G —C
x— fla+ ).

Como la medida de Haar de GG es invariante por traslaciones,

[ mstam = [ 11 am

y Tof € Li(G). Entonces, podemos calcular su transformada de Fourier: para cada v € G,
T.f(v) = / V(=2)Taf(x) dm(x) = / V(=) f(a+x) dm(x)
G G
= [+ anf(a) dmiz) =1(a) [ 2(-2)f(a) dma)
G G

(1.1)

=7(a)f(v).

Ejemplos 1.2.5. A continuacién, describiremos los grupos duales de los grupos LCA de
los Ejemplos 1.1.1.

= Podemos identificar R* con R de la siguiente manera: si y € R", la expresion
Y(x) = e
define un caracter en R" y todo caracter en R" tiene esa forma. Mas ain, el mapa
R™ — Rn
Y=y

es un homeomorfismo topoldgico y un isomorfismo de grupos.

Ademas, siy € R"y f € L1(R"™), entonces

fow) = ) = [ faye aa,

es decir, la definicién de transformada de Fourier que dimos coincide con la definicion
clasica en R™.

o~

n T =7":sia=(ay,..,a,) € Z", definimos v, : T" — T como

Yolw) = w* := Hw;‘j.
=1
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Entonces, v, € T y el mapa a — 7, es un homeomorfismo topoldgico y un isomor-
fismo de grupos de Z" en T".

Notar que, paran =1,si k € Zy f € Li(T), entonces

Flow) = (k) = o / Fle)e™ at

que coincide con el k—ésimo coeficiente de Fourier de f.

= Podemos identificar T con Z® = {(an)neny € Z : o, # 0 solo para finitos n € N}:
sia=(a,ay,....) € ZM, definimos v, : T® — T como

Yo(w) = w® := Hw;”, (1.5)
j=1

donde el producto en (1.5) es finito, pues a € Z™. Entonces, v, € Toe y el mapa

a — 7, es un homeomorfismo topolégico y un isomorfismo de grupos de ZM en
Tee.

s 70 =T siwe€ T™, definimos 7, : Z" — T como 7, () = w®. Entonces 7, € zn
y el mapa w > v, es un homeomorfismo topdlogico y un isomorfismo de grupos de
T" en Z™.

1.3. Teorema de Peter-Weyl y consecuencias

Una propiedad importante de la transformada de Fourier ji es que determina a u,
como vemos en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.1. Sea G un grupo LCA. Si p € M(G) satisface que i(y) = 0 para todo
v € G, entonces i = 0. En particular, si f € Li(G) es tal que que f(vy) = 0 para todo
v € G, entonces f(x) =0 para casi todo x € G.

La demostracion se puede ver en [14] para el caso Li(G) o en [17] para medidas. Nos
concentramos ahora en algunas consecuencias de este resultado.
Teorema 1.3.2 (Peter-Weyl). Sea G un grupo LCA, entonces su dual G separa puntos
de G, es decir, si x #y, existe v € G tal que y(x) # v(y).

Demostracion. Sean z,y € G distintos. Por el teorema de Tietze-Urysohn, existe una
funcién continua f : G — [0, 1] con soporte compacto, y en particular integrable, tal que

f(z) # f(y). En otras palabras,
(Tof —T,/)(0) #0. (1.6)

Supongamos que para todo v € G’,

T.f—T,f(7) =



1.3. Teorema de Peter-Weyl y consecuencias 7

Entonces, por el Teorema 1.3.1, para casi todo a € G,

(Tof = Tyf)(a) = 0.

Pero como f es continua, T, f — T, f también, y luego la igualdad anterior vale para todo
a € G, contradiciendo (1.6). Por lo tanto, existe v € G tal que

T.f —T,f(7) #0.

Por la Observacion 1.2.4,

de donde concluimos y(x) # v(y). O

Sea G un grupo LCA, H C G y A C G. Definimos los conjuntos
H*={yeG: ~(z) =1 para todo z € H},
A ={2€G: y(x) =1 para todo y € A}.
Teorema 1.3.3. Sea G un grupo LCA y H un subgrupo cerrado de G. Entonces
H= *(H").
Es decir,

H={r€G:v()=1 para todo v € H*}.

Demostracion. La inclusién
H C{r €G:v(z)=1paratodoyc H"}

es obvia. Para ver la otra inclusién, consideramos el grupo cociente G/H, que resulta un
grupo LCA, y p: G — G/ H la proyeccién candnica. Supongamos que existe x € G tal que
y(z) =1 para todo vy € H+ y 2 ¢ H. Entonces, p(x) # 0 y por el Teorema de Peter-Weyl
1.3.2 aplicado al grupo LCA G/H, obtenemos un caracter § € (T/?I tal que d(p(x)) # 1.
Sea v = § o p. Entonces, v € H* y v(z) # 1, lo cuél es absurdo. O

Un polinomio trigonométrico en G es una funcion de la forma

n

f(x) =) ap(z) (z€G) (1.7)

=1

donde a; € Cy v; € G para todo 7 = 1,...,n. En otras palabras, un polinomio trigo-
nométrico es una combinacion lineal (finita) de caracteres.

Teorema 1.3.4. Si G es un grupo abeliano compacto, el conjunto de polinomios tri-
gonométricos en G es una subdlgebra densa de C(G). En consecuencia, los polinomios
trigonométricos son densos en L,(G) para 1 < p < oco.
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Demostracion. El conjunto de polinomios trigonométricos en GG es una subdlgebra de
C(G), pues el producto de dos caracteres es un caracter. Ademads, contiene a la funcién
constante 1, separa puntos por el Teorema 1.3.2 y si f es un polinomio trigonométrico,
entonces f también lo es, pues el conjugado de un caracter es un caracter. Luego, por el
teorema de Stone-Weierstrass, el conjunto de polinomios trigonométricos en G es denso

en (C(G), []-lo0)-

Para concluir, sea 1 < p < oo y veamos que el conjunto de polinomios trigonométricos
en G es denso en L,(G). Tomamos g € L,(G) y sea ¢ > 0. Como C(G) es denso en
(Lp,(G), ||-]lp), existe h € C(G) tal que ||g — k|, < €/2. Y por lo que probamos recién,
existe f polinomio trigonométrico en G tal que |h — f|lo < £/2. Luego, como G es un
grupo abeliano compacto, m(G) = 1 y entonces

» 1/p
g = £l < llg = Wl + 1n = fll, < llg = bl + ([ 1= 11 am)

< llg = hllp + 1A = flloo <& O

Nuestro préximo objetivo es ver que los caracteres forman una base ortonormal del
espacio de Hilbert Lo(G).

Lema 1.3.5. S© G es un grupo abeliano compacto y v € G, entonces

1 sy =1,
/G”y(x) dm<$>_{0 st no.

Demostracion. Si v = 1, el resultado se sigue de m(G) = 1. Ahora, si v #Z 1, tomamos
a € G tal que y(a) # 1. Entonces

/G (@) dime) = [ 5+ a) dimlz) = / +(&)y(a) dm(z) = ~(a) /G +(x) dm(z),

G

de donde concluimos que

/ ~v(z) dm(z) = 0. O
G

Corolario 1.3.6. 5i G es un grupo abeliano compacto, el grupo G es una base ortonormal

del espacio de Hilbert Ly(G).

Demostracion. Vimos en el Teorema 1.3.4 que el espacio vectorial generado por G es
denso en Ly(G). Ademas, si 1,72 € G, entonces ;72 también es un caracter. Luego, por
el Lema 1.3.5,

L sty =1,

| nayiita) dm(a) - {0 .

Esto prueba que G es un sistema ortonormal, lo que termina la demostracion. O
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1.4. El politoro y el flujo de Kronecker

Como ya mencionamos, el politoro T™ sera un grupo abeliano compacto fundamental
a lo largo de la tesis. Por ello, a continuacion reformulamos el Lema 1.3.5 y el Teorema
1.3.6 para el caso particular G = T". Recordemos que para cada o € Z", w — w® es
un caracter de T" y, més ain, todos los caracteres de T" son de esa forma (ver Ejemplo
1.2.5).

Lema 1.4.1. Para cada o € Z,

[ dmw) =

Lema 1.4.2. El conjunto {w® : o € Z"} es una base ortonormal de Ly(T"). Es decir, el

0 s no.

{1 siav=(0,...,0),

subespacio generado por {w® : o € Z"} es denso en Ly(T") y

/ ww™? dm,(w) = {1 sa=p

0 sz mno.
Definicién 1.4.3. Dado un conjunto {z,...,z,} de nimeros reales linealmente inde-
pendientes sobre Q, el flujo de Kronecker (K;):>o asociado a la n-tupla (z1,...,z,) es la

familia de mapas K; : T™ — T" definida por
Ki(w) = (e™"wy, ..., e"twy,).
Vamos a notar
e=(1,...,1)eT".

Teorema 1.4.4 (Teorema de Birkhoff para el flujo de Kronecker). Sea {z1,...,z,} un
conjunto de numeros reales linealmente independiente sobre Q y sea f : T" — C continua.
Entonces,

lim 1/ FU(e)) di = [ () dmy o) (1.8)

Mas generalmente, si V- C T™ es un abierto con m,(0V) = 0, entonces

T—o0 n

lim %/0 xv (Ki(e)) f(Ki(e)) dt:/ xv(w) f(w) dm,(w). (1.9)

Demostracion. Comenzamos probando (1.8) para caracteres en T". Supongamos entonces
que f(w) = w® para algin aw en Z". Si a = (0,...,0), f = 1 y entonces

%/0 fUse) di=1= [ fw) dmo(w)

para todo 7" > 0. En particular, vale (1.8). Si a # (0,...,0), vimos en el Lema 1.4.1 que

. f(w) dmy(w) = / w® dm,(w) = 0.

n
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Por otro lado, como {z1,...,z,} es linealmente independiente sobre Q,
n
A= Z ;T 5 7& 0
j=1

y, €n consecuencia,

T T ‘ T GIAT _ 1
/ f(Ki(e)) dt = / ermton | gttnton (= / M dt = —— .
0 0 0 iA

2 00
(K, (e)) dt <——TL>0.
T f

Esto concluye la demostracion de (1.8) para caracteres.

Luego,

De la linealidad de la integral y lo que probamos recién, deducimos (1.8) para el caso
en que f es un polinomio trigonométrico en T", es decir, una combinacion lineal finita de
caracteres de T".

Para finalizar esta parte de la demostracion, sea f una funcion continua en T" y sea
e > 0. Por el Teorema 1.3.4, existe p polinomio trigonométrico en T™ tal que

If = plls < /3.

Como ya probamos (1.8) para p, existe Ty > 0 tal que para todo T' > Ty,

‘% /OTp(Kt(e)) dt — /n p(w) dmn(w)’ <¢e/3.

Entonces, para todo T' > Ty,
1 (7 1 /T
[ s a= [ g am) <[5 [ re) - s als
0 Tn

| [t e [ ) amatu| | [ pte) ~ ) dmo)

< f =plloc + /34 [lp = flloo <&,

lo que prueba (1.8).

Demostramos ahora (1.9). Para ello, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
f > 0. Por la regularidad de la medida, para cada k € N, existen F, C V y G, C V°
cerrados tal que

ma(V\F) <1/k v
ma(V°\ Gy) < 1/E.

Por el lema de Urysohn, existen fg, gy : T — [0, 1] continuas tal que

fi=0enVe fi=lenkF, vy
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gp=1enV, ¢g,=0en G
Luego,
0<fr<xv<xy<g <1,
1
/ Ge = Xy dmn < -y
1
/ Xv — fk dmn < -
Entonces, para cada k € N,
I I
h’msup—/ xv(Ki(e)) f(Ki(e)) dt < lim —/ ge(Ki(e)) f(Ki(e)) dt
Tsoo 1 0 T—oo T’ 0
(1.8) Tn
— [ o= xe)s dmo+ [ f dm,
T v
< Wflloft | 5
%
En consecuencia,
1 /7
fimsup . [ (KD (Kle)) de < [ f dm,.
T—o00 0 \%4
Como m,,(0V') = 0, tenemos
1 T
imsup 7 [ (K@) (i) de < [ f dm,,
T—00 0 \%4
Analogamente, usando f; en lugar de gx, obtenemos
1 /7
liminf — [ xv(Ki(e))f(Ki(e)) dt > / [ dm,.
T—oo T 0 Vv
Asi,
1 [T
fim = [ (KD fU () dt = [ f dm,
T—oo T 0 Vv
como queriamos ver. O
Teorema 1.4.5 (Kronecker). Sea {z1,...,x,} un conjunto de nimeros reales linealmente

independiente sobre Q. Entonces el conjunto
{(e2t ... et t € R}

es denso en T™.
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Demostracion. La topologia de T™ coincide con la inducida por la métrica

d(w,u) = max |w; — u;.

1<j<n
Sea w = (wy,...,w,) € T" y ¢ > 0. Tomamos
Vi={(u,...,u,) € T": méx |w; — u;| < €}
1<j<n

Como m,,(0V') = 0, por el Teorema 1.4.4,

oLt
211_1)210?/0 xv (Ki(e)) dt =m,(V) > 0.

Luego, existe ¢t € R tal que xy(K(e)) > 0. En otras palabras,
(e, ... e ) eV
para algin ¢t € R, lo que termina la demostracion. O

Observacion 1.4.6. Notemos que si pq,...,p, son numeros primos positivos distintos,
entonces el conjunto

{10g(p1)a s 710g(pn)}

es linealmente independiente sobre Q. Luego, el Teorema 1.4.5 nos asegura que el conjunto
{Y,...opy) it €RY

es denso en T™.



Capitulo 2

Series de Dirichlet

En este capitulo, presentaremos las series de Dirichlet y examinaremos su conver-
gencia. Ademds, analizaremos los espacios de Banach generados por dichas series y la
transformada de Bohr, que permite conectar el estudio de las series de Dirichlet con el
analisis complejo en el polidisco.

Una serie de Dirichlet es una expresién de la forma

i anpn”?, (2.1)
n=1

donde a, € C y s es una variable compleja. Llamamos ® al conjunto de todas las series
de Dirichlet pensadas de manera formal, es decir, sin preocuparnos por su convergencia.
Claramente, ® es un espacio vectorial y, mas aun, es un algebra con el producto dado por

(S0 ) (S0 ) =55 (5 i)

n= m=n

2.1. Convergencia de las series de Dirichlet

Sabemos que las series de potencias convergen en discos. Para las series de Dirichlet,
lo andlogo a los discos de convergencia son los semiplanos, como veremos en el Corolario
2.1.3.

Teorema 2.1.1. Si Zzozl a,n"° converge en algun punto sy = og+ it, entonces converge
para todo s € {R(s) > oo}. Mds ain, la serie converge uniformemente en todo compacto

K C{R(s) > oo} y por lo tanto, define una funcion holomorfa en {R(s) > o¢}.

Para la demostracion del teorema vamos a necesitar la siguiente férmula de Abel para
sumas.

13
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Lema 2.1.2. Sean ai,...,ay,by,...,by € C. Si para cada 1 <n < N, A, = 7_, a,
entonces

N N-1

> anby = Anby + Y Au(by = busr).

n=1 n=1

Demostracion. Como a; = Ay ypara2<n<N,a, =A, — A,_1, tenemos

N N
Z anbn = Albl + Z(An - An—l)bn
n=1 n=2

N N
= Albl + Z Anbn - Z An—lbn

N-1
= Aiby + Anby + > Aub, —ZAn 1bn
n=2 n=2
N-1 —
= Aiby + Anby + Y Apby = > Anbpia
n=2 =
N-1 N-1
= ANbN + Z Anbn - Z Anbn-H
n=1 n=1
N-1
= Anby + Y An(bn = bpg). O
n=1

Demostracion del Teorema 2.1.1. Sea K C {R(s) > oo} compacto, veamos que la serie
> apn~* converge uniformemente en K. Consideramos

n=1
) 5 — S , |s — sol
A= —’: c K, = —— 5 K} > 1.
max{%s_so) s } max{%(s)_ao S }_

Sea & > 0. Como Y>>, a,n"* converge, existe Ny € N tal que para todos N > M > Ny,

N
‘ Z a,n” | <e/A. (2.2)
n=M
Dados s € K y N > M > Ny, como
N N
> | = | D (awn ) )|,
n=M

aplicamos el Lema 2.1.2 con las constantes
ay M™% .. anN"0 y M*7° . N%TF

y obtenemos

N N
’ E ann—s ‘ E nso— s)
n=M n=M

N-1 n

o § (Eai

n= n=M =
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Luego, por la desigualdad triangular y (2.2),

N—
) Z ann —5 N?R(so s) % Z

n=M
Analicemos la ultima suma. Para cada n € N tenemos

n+1
= ‘/ (5 — sg)a®o ! d:r:‘

n+1
< / |5 — so|z®e0=971 gy
n

< |S — 50|) ((n + 1)§R(so—s) . n%(so—s)»

(n+1)%"°

nS()fs _ (n + 1)5078

~ R(so—s
Entonces,
N-1 5 — 50| N—1
n®o n +1 50—8 S - n+1 R(so—s) __ n%}%(so—s)
= S R g 2 (D )
|5 — 0] R(so— _
[ B N (SO 5) _ M?R(So s)
o %(80 - S) ( )
|s — sol R(s0— _
< MR(so=s) _ pR(s0—s)
= R s | )

< A(M%(S()fs) o N%(SO*S))'

Volviendo a (2.3), tenemos

N
‘ E anpn”®
n=M

€ €
< _N§R(so—s) ZA Mﬁ%(so—s) o N§R(so—s)
<7 + A )
< EN?R(SO—S) + S(Mﬂ?(so—s) o N?R(so—s))

< eMFE0=9) < g

Esto prueba que la serie Y a,n~* converge uniformemente en todo compacto K C
{R(s) > o0o}. Dado que las sumas parciales son holomorfas y el limite uniforme sobre
compactos de funciones holomorfas también es holomorfo, concluimos que Y > a,n*
converge en {R(s) > oy}, donde define una funcién holomorfa. O

El resultado anterior motiva la siguiente definicién. Dada D = >~ 7  a,n~* una serie
de Dirichlet (que converge en algin punto), la abscisa de convergencia {R(s) = o.(D)}
de D esta dada por

o.(D) =inf{c € R: D converge en {R(s) > o}} € [—00,0).

Corolario 2.1.3. Sea D = Y a,n"* una serie de Dirichlet (que converge en algin
punto). Entonces D converge en el semiplano {R(s) > o.(D)} y diverge en {R(s) <
o.(D)}. Mds ain, D define una funcion holomorfa en {R(s) > o.(D)}.
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diverge : converge

-5

Figura 2.1: Region de convergencia de una serie de Dirichlet.

[lustramos el corolario anterior en la Figura 2.1. Notemos que dicho resultado no
proporciona informacién sobre la convergencia de la serie de Dirichlet en la abscisa de
convergencia {R(s) = o.(D)}.

Mencionamos también el siguiente resultado fundamental de Harald Bohr sobre la
convergencia uniforme de una serie de Dirichlet [2].

Teorema 2.1.4. [7, Teorema 1.13] Sea D = > °°  a,n* una serie de Dirichlet (que

n=1
converge en algin punto). Si su funcion limite se extiende a una funcion holomorfa y

acotada en {R(s) > 0}, entonces Y - a,n™* converge uniformemente en {R(s) > e}
para todo € > 0.

2.2. Los espacios J, y 6

Comenzamos definiendo el espacio de Hardy de series de Dirichlet 7.

Definicién 2.2.1.

Hoo = { Z a,n"°: converge en {R(s) > 0}, donde su funcién limite es acotada}
neN

Notemos que por el Corolario 2.1.3, las series de Dirichlet en 2%, definen funciones
holomorfas en {R(s) > 0}. Ademas, .75, resulta ser un espacio de Banach con la norma

H E anpn”® g a,n” .
neN

neN
La demostracién se puede ver en [7, Teorema 1.17].

= sup
0o R(s)>0

Dada una serie de Dirichlet en 7, nos interesa estudiar la suma cuadrética de sus
coeficientes. Introducimos entonces el espacio de Hardy de series de Dirichlet .75.
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Definicién 2.2.2.
o = {Zann’s : Z lan)? < oo}

neN neN

65 es un espacio de Banach con la norma
1/2
—s _ 2 /
ann”| = |ay| ,
neN neN
y mas aun, es un espacio de Hilbert con el producto interno

< Z apn” %, Z bnn’s> = Z by,

neN neN neN

Ademés, las series de Dirichlet de % definen funciones holomorfas en {f(s) > 1/2},
como muestra la siguiente observacién.

Observacién 2.2.3. Sea ) _ya,n"° € 3y s =0 +it con 0 > 1/2, entonces

Z la,n™*| = Z lan|n™7 < <Z |an|2>1/2<2n_2"> 2 < 00.

neN neN neN neN

Luego, >,y ann~° converge absolutamente en {§(s) > 1/2}.

Un polinomio de Dirichlet es una expresiéon de la forma

N
E apn”°®,
n=1
es decir, una serie de Dirichlet donde solo finitos coeficientes a,, son no nulos.

El siguiente resultado, debido a Carlson [4], caracteriza la norma en .7 de los polino-
mios de Dirichlet en términos de medias integrales.

Proposicion 2.2.4. Sean ay,...,ay € C, entonces
N 1 R N
E la,)? = lim }—%/ ’ g apn”"
R—
n=1 o 0 n=1

Demostracion. Comenzamos notando que como

1 /R ity it g {1 n=m,
— n-m =X ;

i(1=(m/n)'")
i Jo “Rlogim/ny 7 M

2
dt.

entonces

1 e
lim — / n"4m dt = Onm-
0

R—o00
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Luego
1 R N 1 R N N
lim — ’ a,n | dt = lim —/ ( ann_it>( @m“) dt
N 1 R
= Z anam< lim —/ n~"tm" dt)
R—)ooR 0
n,m=1
N N
- Z anam(gn,m - Z |an|2 [l
n,m=1 n=1

El siguiente resultado muestra que 575, C 7% y que la inclusién tiene norma 1.

Proposicién 2.2.5. Sea Y > a,n"® € A, entonces

& 1/2
( |y ) < Hzann °

n=1

Demostracion. Fijamos 0 > 0y e > 0. Como Y~ a,n"° € 2, por el Teorema 2.1.4,
tenemos que Y, a,n"® converge uniformemente en {f(s) = o}. Luego, existe Ny tal
que para todo N > Ny,

sup
teR

al 1 > 1
Z n no-i—it o Z n no-i—it
n=1

n=1

Asi, si N > N,

teR

N 1 o)
—S
sup‘ E anw < H E ann +
n=1 n=1 &

Ahora, por la Proposicion 2.2.4, para todo N > Nj,

N %)
112\ 1/2 2 1/2 .
<; anﬁ ) :<R£I;Oﬁ/ ‘Z nU+Zt ) SH;ann Oo+€
El resultado se sigue de tomar 0 — 0y ¢ — 0. [

Veremos més resultados de este estilo en la Seccién 4.1.

Corolario 2.2.6. Sea > a,n"° € H,, entonces y .~ a,n"* converge absolutamente
para todo s € C con R(s) > 1/2.

Demostracion. Sea Y~ a,n"* € . Por la Proposicién 2.2.5, > a,n™° € .
Luego, el resultado se deduce inmediatamente de la Observacién 2.2.3. O
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2.3. La transformada de Bohr

El objetivo de esta seccién es explicar la relacion entre las series de Dirichlet y las
funciones holomorfas en infinitas variables, via la transformada de Bohr. Para eso, consi-
deraremos un tercer objeto: las series de potencias.

N . ,
Dados o = (ag,...,an,0,0,...) € Né ) y z = (zn)nen una sucesién de nimeros
complejos, notamos
a a1 (2 N
2% = 21257 2.

Una serie de potencias (en infinitas variables) es una expresion de la forma
E CaZ®,
ozeNéN>

con coeficientes ¢, € C. Llamamos ‘B al conjunto de todas las series de potencias formales,
que resulta un algebra con la suma término a término y el producto

< Z caza)< ZN) daza> = Z ( Z 05d7>z°‘.

aeN{V aeN{V  Bty=a

La idea de Bohr consiste en identificar esta algebra P8 con el algebra ® de series de
Dirichlet usando el teorema fundamental de la aritmética de la siguiente manera. Notamos
p = (p1,p2,P3, ... ) a la sucesién de nimeros primos positivos ordenada crecientemente.
Luego, sabemos que para cada n € N existe un tnico a € NéN) tal que n = p®. Entonces,
podemos asociarle a cada serie de potencias (en infinitas variables) ) Nt ca2® la serie
de Dirichlet ) _a,n™* donde, para cada n = p* € N, a, = c,. Reciprocamente, le
asociamos a cada serie de Dirichlet ) _a,n~* la serie de potencias Nt Apa 2°.

an=apa=cq

— _
Z Cp2t ——mm Zann s,

aeN( neN
Por ejemplo, la serie de potencias
529 + 2123 + z§
se corresponde con la serie de Dirichlet
5-377 41077+ 12177
Esto permite definir la aplicacién

B: P —— D

E Co 2™ —> g apn~ %, Gy = Cq SN = p°,

OéEN((JN) neN

que resulta biyectiva, lineal y multiplicativa (es decir, un isomorfismo de dlgebras) y que se
conoce como transformada de Bohr. Informalmente y sin ser rigurosos, podriamos pensar
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a la transformada de Bohr como la evaluacién de la “funcién” f(z) = Za N Caz” en la
0
sucesion z = (py°,pg°, ... ):
« — — — — - —
B()(s) = Fprpe® )= Y calpr®pa®s.o )= Y ca(p®) "= am™ "
aeng? aeNV neN
Para poder precisar estas ideas y entender mejor a la transformada de Bohr, considerare-

mos ciertos subespacios de P y analizaremos su imagen por dicha aplicacién.

El primer caso que miraremos es H..(ID), el espacio de Banach de las funciones holo-

morfas y acotadas en
D={zeC:|z| <1}

con la norma supremo.

Podemos pensar H, (D) como un subespacio de P: si f € H (D), entonces para todo
z €D,

f™(0)
flo) =) ——=2",
n€Ng ’
que identificamos con una serie de potencias de la forma Za N 2™ con coeficientes
0
co # 0 solo si @ = (,0,0,...) para algin oy € Ny. Si aplicamos la transformada de
Bohr a esta serie de potencias obtenemos una serie de Dirichlet que depende solo del
primer primo, es decir de la forma ) . a,n~* donde a,, # 0 solo si n es una potencia de
2. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Definimos 2" como la clase de series de Dirichlet en I que de-
penden solo del primer primo, es decir

%O(O” = {Zann_s € A : a, = 0 si existe un primo p # 2 tal que p[n}
neN

Notemos que, por la Proposicion 2.2.5, para cada m € N, la aplicacion

I, — C

E ann” = a,,

neN

. . ) . 1
define un funcional lineal continuo, y por lo tanto, su ntcleo es cerrado. Luego, %’oé) es
un subespacio cerrado de %, y en consecuencia, es un espacio de Banach. El siguiente
resultado muestra que, via la transformada de Bohr,

2V = H (D)

e.)
como espacios de Banach.

Teorema 2.3.2. La restriccion de la transformada de Bohr a Ho(D) define un isomor-
fismo isométrico:

Ho (D) — Y

[e.9]

oS o, an = {f<k><o>/k! sin=2"conkeNp,  (24)
n=1

0 S no.
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Ademds, para cada s € {R(s) > 0}, resulta:
= Z apn”°.
n=1

Demostracion. Observemos que para cada s € C con R(s) > 0, se tiene que 27° € D.
Reciprocamente, si z € D\ {0}, existe s € C con R(s) > 0 tal que z = 27°. Luego, dadas

s

una serie de potencias ), .y, cx2" y una serie de Dirichlet 7> a,n™*, con

{ck sin = 2F con k € Ny,
ay =

0  sino,

S>> a,n"* converge para todo s con R(s) > 0 siy solo si ZkeNO cx 2" converge para todo

n=1
i apn”°® = Z apr 2" = Z (279 (2.5)
n=1

keNy keNy

z € Dy en ese caso

Ademas,

(2.6)

CkZ

(o9}
sup Z

R(s)>0"

zeD

Sea f € H.(ID), entonces para todo z € D,

FM) &
=2 k'<)

keNg

Consideramos

0 sl no.

- . {f(k)(O)/k‘! sin = 2% con k € N,
Z a,n”° con a, =
n=1

Por (2.5) y (2.6), Y07 ja,n~* € AL v para cada s con R(s) > 0,

o
= E a,n”°.
n=1

Esto prueba que el mapa (2.4) esté bien definido. Ademads, es claramente lineal y, nueva-
mente por (2.6), es una isometria. Resta probar la sobreyectividad: sea

i a,n"° € %@2”,

n=1

consideramos la serie de potencias

E GQka.

keNy

Usando nuevamente (2.5) y (2.6), concluimos que », ayr 2" converge para todo z € D
y es acotada, por lo que define una funcién f € H,(ID). Es claro que f es la preimagen

por la aplicacién de Bohr de > °° a,n™*. ]

n=1
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El préximo objetivo es presentar resultados de este estilo, pero con imagen “mas
grande”. Para ello, como queremos mas primos, necesitaremos funciones holomorfas de
méas variables. Algunas referencias para andlisis complejo en varias variables son [19,
Capitulo 1], [9, Capitulo 1] y [7, Capitulo 2].

Definicién 2.3.3. Sea U C C¥ abierto. Decimos que f : U — C es holomorfa en U si
para cada z € U existe un tinico vector V f(z) € CV tal que

o 1) = F(2) — (V1) )

=0
h—0 |2l

Vamos a notar DV =D x --- x D C CV al polidisco de dimensién N.

Definimos entonces H, (DY) como el conjunto de las funciones holomorfas y acotadas
en DY, que resulta ser un espacio de Banach con la norma supremo

[fllse = sup [f(2)]-

zeDN

Anélogamente a lo que ocurre en C, vamos a definir funciones analiticas en el polidisco
y ver que esta nocién es equivalente a la de funcién holomorfa. Si z = (2q,...,2y) € CV

y a € N}¥, notamos

a 01 aN
2r =22y

Definicién 2.3.4. Sea f : DY — C, decimos que f es analitica en DV (en 0) si existe
una familia de coeficientes (ba)qeny tal que

f(z) = Z bo2®

aGNQ

para todo z € DV,

Tenemos entonces el siguiente resultado [7, Teorema 2.8].

Teorema 2.3.5. Sea f : DV — C.

(a) Si f es holomorfa, entonces es analitica. Mds precisamente, existe una unica familia
de coeficientes (co(f))aeny tal que

[ =3 cal )z

aENg

para todo z € DV. Ademds, la serie converge uniformemente en cada subconjunto
compacto de DV.

(b) Si f es analitica en DV en 0, es holomorfa en DV .
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De la misma manera que en el caso de una variable, el Teorema 2.3.5 nos permite
identificar H., (D) con un subespacio de B: sea f € H., (DY), entonces para todo z € DV,

f(z) = Z ca(f)2%,

aeNg

que pensamos como una serie de potencias ) eng co(f)2%, donde c,(f) # 0 solo si
a = (a,...,ay,0,0,...). Al aplicarle la transformada de Bohr a esta serie, obtenemos
una serie de Dirichlet que solo depende de los primeros N primos, es decir una serie de
Dirichlet de la forma  _\ a,n"°, con a, # 0 solo si n = pi™" ... py/.

Definicién 2.3.6. Definimos

[e.e]

W) .— {Zann—s € Ao a, =0 siexiste 7 > N tal que pj|n}-

neN

. ey N .
Notemos que, por la Proposicion 2.2.5, A s un subespacio cerrado de %, y en
consecuencia es un espacio de Banach.

El siguiente resultado generaliza al Teorema 2.3.2 y nos dice que via la transformada
de Bohr,
Ho (DY) = M)

o0

como espacios de Banach. La demostracion es similar a la del caso N = 1, aunque un
poco maés técnica, y se puede ver en [7, Teorema 3.7].

Teorema 2.3.7. La restriccion de la transformada de Bohr a Ho(DY) define un isomor-
fismo isométrico:

Ho (DY) = 52

N

ina n"° a. — Ca(f) Sln:p?lp?\[ con (Oél,OfN)eNéV7
n=1 o 0 s1 no.

Ademds, para cada s € {R(s) > 0},

o0

f(pl_s, e ,p]_\,s) = Z apn” °.

n=1

Si quisieramos una caracterizacion via la transformada de Bohr del espacio 7%, el
resultado anterior nos induce a pensar en funciones holomorfas en infinitas variables (ya
que necesitamos los infinitos primos). Resulta que el reemplazo adecuado para DV es B,
la bola abierta unitaria del espacio de Banach

co = {(an)neny € C: lim a, = 0},

n—o0

con la norma infinito

| (@n)nenlloo = sUP |y ].
neN

Definimos entonces funciones holomorfas en espacios normados.
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Definicién 2.3.8. Sea X un espacio normado complejo y U C X abierto. Decimos que
f : U — C es holomorfa en U si es diferenciable Fréchet en cada x € U. Es decir, para
cada x € U, existe z* funcional lineal y continuo en X tal que

o F@ ) — fl@) — a*(h)
h—0 [|h]|

=0.

Consideramos ahora H(B,,) el espacio de todas las funciones f : B,, — C holomorfas
y acotadas, que es un espacio de Banach con la norma infinito:

[flloe = sup |f(z)].
B,

TEDc

Definicién 2.3.9. Decimos que f : B,, — C es analitica en B,, en 0 si existe una familia
de coeficientes (¢,) v tal que
a€Ny

para todo z € B,,.

Si bien es cierto que si f : B, — C es analitica en B, en 0 entonces es holomorfa, la
reciproca en general es falsa. Mds ain, hay funciones holomorfas y acotadas en B, que
no son analiticas en B, en 0. Sin embargo, dada una funcién holomorfa en B, , podemos
asociarle una serie de potencias que determina la funcion. La diferencia estda en que, a
priori, solo podemos asegurar que la serie converge en la bola del subespacio denso

co0 = {(an)nen € C : a, # 0 solo para finitos n € N},
como muestra el siguiente resultado [7, Teorema 2.19].

Teorema 2.3.10. Sea [ : B.,, = C holomorfa, existe una tinica familia de coeficientes
(Ca(f))aeNéN) tal que

para todo z € B

€00 *

El resultado anterior nos permite pensar a H.(B,,) como subespacio de B. Enuncia-
mos entonces el resultado que generaliza el Teorema 2.3.7, y nos permite ir y venir del
mundo de las funciones holomorfas al de las series de Dirichlet via la transformada de
Bohr. [7, Teorema 3.8].

Teorema 2.3.11. Vale la siguiente igualdad isométrica

Ho(Bg,) = .
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Mads precisamente, la transformada de Bohr

Ho(B.,) =

f»—)‘Bf:Zann*s, an = co(f) sin=p*,
n=1

es un isomorfismo isométrico de Hy(B.,) en #,. Ademds, para cada s € {R(s) > 0},

o0

f(PfSapz_Sa s ) = Zann_s-

n=1

Consideremos un ultimo subespacio de B.

Definicién 2.3.12. Definimos

Hy(DY) = {f = Z co(f)2* holomorfa en DV : Z lca ()2 < oo}.

aeNY aeNy

Es un espacio de Banach con la norma
1/2
1l = (22 lealH)
aeN§

Al igual que hicimos con H., (DY), pensamos a Ho(DY) como un subespacio de B y
queremos analizar como es su imagen via la transformada de Bohr. Sea

= calf)z* € Hy(DY),
aGNg
entonces

Qg(f):: 5§:a%nfﬁ, Ap =
n=1

co(f) sin=p.. . pi¥ con (aq,...,an) € NY,
0 sl no.

Luego, > 7% a,n~* es una serie de Dirichlet que solo depende de los primeros N primos.

n=1
Ademas,
D anl? =D lealH)* < oo,
neN aENg
por lo que
Zann’S € 75.
neN

Definimos entonces el subespacio cerrado de 743,

%(N) — {Zann—s € I a, =0 si existe j > N tal que pj|”}-

neN

Lo que probamos es que la restriccién de la transformada de Bohr B : Ho(DV) — %(N)
es una isometria lineal. Mas ain, vale el siguiente resultado.
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Teorema 2.3.13. La restriccion de la transformada de Bohr a Hy(DY)

Hy(DV) — ")

(631

> Ca stn =
fe Zannisa ap = { (f) b
n=1

0 St no

(61 N
PR con (o, ... an) € Ny,

es un isomorfismo isométrico.

-, .. _ N .
Demostracion. Resta probar la sobreyectividad. Sea >~ °  a,n™* € %’; ), consideramos
«
E ap?lmp;zvz .
aeNY

Veamos que esta serie de potencias converge absolutamente en DV. Si z € DV,

Dl gl < ( 5 g o) D2 1

OCENN O!GNN
1/2
< (Z|an|2> (3 121) <o
neN aENg

Luego, ZaENON ayor yon 2* define una funcion holomorfa f en DY (Teorema 2.3.5) y como

2 2
Z |ap?1---p%N‘ - Z|a”| < 00,

aeNYY neN

concluimos que f € Ho(DV). Claramente, la imdgen por la transformada de Bohr de esta
funcién es > 7 a,n"*, por lo que la restriccién es sobreyectiva. O

El siguiente resultado da una férmula para calcular la norma de una funcién en Hy(DV)
a partir de limites radiales.

Lema 2.3.14. Sea f(z) =3 cny ca(f)2 € Hy(DYN). Entonces

Y leal NP = 1m [ |frw)? dmpy(w).

r—1- N
aGNg T

Demostracién. Sea r € (0,1) fijo. Como f en continua en DV, si definimos f, : T* — C
como f,(w) = f(rw), resulta que f. € Ly(T"). Por el Lema 1.4.2, {w® : a € Z"} es una
base ortonormal de Ly(TV) y luego, por Parseval,

||frH%2(1rN) - Z ‘<fr;w

acZN

- Z ‘ flrw)w™® dmy(w)

aeZN

-y / ol F)(rw) ) w® dm(w)

acZN aeNYY

2

2
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Como la serie ZaeNé\’ ca(f)(rw)® converge uniformemente en T,
’2

il = 3 | [ (3 alne))ur dmy (o)
a€ZN aeNY

— Z ‘ Z ca(f)ra1+"’+o‘N/ w*w™* dmy(w)

N
a€ZN  aeNly T

= D lealfP rHeu e,

aENg

2

Luego,

Do lealHP = tm Y fea( P rPetren) = dim [ |f(rw)]? dmy(w). O

r—1- r—1- N
aENg aGNg T
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Capitulo 3

Integrales de Poisson en polidiscos

Uno de los principales objetivos de este capitulo es construir funciones que sean la parte
real de funciones holomorfas en D™ con valores de frontera dados en casi todo punto del
borde distinguido T™ (Teoremas 3.2.2 y 3.3.1). Para ello, utilizaremos como herramienta
fundamental la integral de Poisson, cuyas propiedades bésicas seran estudiadas en la
Seccion 3.1. En la Seccion 3.2 probaremos el Teorema 3.2.2, mientras que en la Seccion
3.3 analizaremos el comportamiento del limite de ciertas integrales de Poisson, definidas
en D?, al aproximarnos a un punto de T? por una curva especifica. Estos resultados seran
esenciales para la demostracién del teorema de Saksman y Seip en el Capitulo 4.

3.1. Definiciones y propiedades basicas

En este capitulo vamos a trabajar en el politoro T™. En el Capitulo 1 vimos que T" es
un grupo abeliano compacto y, por lo tanto, tiene su medida de Haar, que notamos m,,.
También vimos que para cada o € Z", w — w® es un caracter de T™ y, mas ain, todos
los caracteres de T™ son de esa forma.

Definicién 3.1.1. Sea f € L1(T"). Los coeficientes de Fourier de f se definen para cada
a € Z" como

~

fla)= fw)w™ dmy,(w).
T
Mas generalmente, dada p € M(T™), sus coeficientes de Fourier son
i) = [ dutw),

para cada o € Z".

Notemos que la definicién de fi(a) coincide con la de j(w®) dada en (1.3).

Observacion 3.1.2. Un polinomio trigonométrico en T™ es una funcién de la forma
q(w) = > ,cp Caw® con F C Z" finito y {ca}acr € C (ver (1.7)). Calculemos sus coefi-

29
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cientes de Fourier. Sea o € Z", por el Lema 1.4.2

¢, SlaelkF
q(a) = q(w)w™* dmy,(w ca/ w'w™ dm,(w) =
(@) /n(> Z (w) {O sia ¢ F

aeF

es decir, los coeficientes del polinomio son sus coeficientes de Fourier.

Ahora si, definimos el nticleo de Poisson en varias variables.

Definicién 3.1.3. Sea n € N. El nicleo de Poisson en n variables se define para cada
2= (z1,...,2,) € D" y cada w = (wy, ..., w,) € T" como:

= Z w ey, (3.1)
aEZ™

e

donde r = (ry, ..., 7,) estd dado por r; = |z, 71l significa r/ yu=(uy,...,u,) €

T™ esta dado por u; = z;/r;.
Algunas observaciones:

» La serie (3.1) converge absolutamente para todo z € D" y todo w € T". Ademsés,
para cadar = (r1,...,7,) € (0,1)" fijo, la serie converge uniformemente en rD™ x T".
En particular, p, es continua en D™ x T".

» Usando la férmula de la serie geométrica, obtenemos

I R O
kezZ lw — 2|2 1—2Tcos(0—¢)+7~2’

donde z =7’ € Dy w = ¢ € T.

» Para cada z = (21, ..., 2,) € D" y cada w = (wy, ..., w,) € T" tenemos

sz ‘O‘J‘ 0‘3 le zj,w]

Jj=1la;€Z
Entonces
o112 - 1—r3
pn(sz) = — = PR
31:[1 \w; — 2|2 ]1_[ 1 —2rjcos(f; — ¢;) +

donde z; = r;ei y w; = €%,

= Del item anterior, vemos que p,(z,w) > 0 para todo z € D" y todo w € T".
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» Integrando (3.1) y usando que, para cada z fijo, la serie converge uniformemente en
T™ y que T" tiene medida finita, vemos que

[ palew) dm() = [ 37wt dm,

acs (3.2)
=3 [ ) <
Lema 1.4.1
aEZ™

para todo z € D".

» Usando ahora que, para w y r fijos, la serie (3.1) converge uniformemente en u € T",

vemos que
/ pn(ru, w) dm,(u) = / Z w ey dm, ()
n "]I‘n n
oct (3.3)
= Z w™ |a/ u® dmy,(u) = 1
Lema 1.4.1
aEZn

para todo w € T" y todo r = (ry,...,r,) € (0,1)™.

» Sea u € M(T") y z € D" fijo. Como py(z,.) es continua en T", es acotada en T" y
por lo tanto, es integrable respecto de pu.

Definicién 3.1.4. Dada p € M(T"), definimos su integral de Poisson como la funcién
Plu] : D" — C dada por:

Plul(z) = /n Pn(z,w) du(w), para todo z € D".

Por definicién,
Ple) = [ 30wt duu)
Tnan"
con z = ru la descomposicién polar de z € D". Usando que para cada z € D™ fijo, la serie
converge uniformemente en T" y que este tiene medida finita, obtenemos

/ Z w oy dp(w) = Z rlely® [ w™ dp(w) = Z fi)r! .

n

aEZm aEeZm aEZmn
En particular, dada f € L'(T"), definimos la integral de Poisson de f como
P[f] := P[fdmy],

es decir, como la integral de Poisson de f pensada como medida, como vimos en la
Observacién 1.2.2. Luego,

P[f)(z) = P[fdmn)(z) = > f(a)r!*u

aeZn
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Observacién 3.1.5. Sea q(w) = Y, pcow® con F' C Z" finito un polinomio trigo-
nométrico. Vimos en la Observacién 3.1.2 que

. Co Sia€F,
Q(a)={

0 siag¢F.
Entonces,

Plgl(z) = Z Car|a|ua7

ack
donde z = ru € D".

Notacién. Sea f : D" — Cy r = (r,...,mn) € (0,1)". Notamos f, a la funcién definida
en T" como f,.(w) = f(rw) para cada w € T™.

En el siguiente lema mencionamos algunas propiedades de la integral de Poisson.

Lema 3.1.6. (1) Para toda f € L>(T") tenemos

sup [PIf](2)] < 1]l

(2) Si f e C(T") entonces P[f] se extiende a una funcién continua en D", que coincide
con f en T™.

(3) Sire(0,1)",1<p<ooyfeLP(T") entonces P[f], € LP(T") y
P Tl < 11l

(4) Sire (0,1)" y ue M(T") entonces Plu), € L'(T") y
[1P[ule ]l < [lull.

Demostracion. (1) Sea f € L*>°(T™). Dado z € D", se tiene

PUIE) = | [ Baleiw)fw) dm(w)
<1l [ Pl 0) dm(a0) = 11

=1 (3.2)

(2) Primero probamos la afirmacién para polinomios trigonométricos. Sea ¢(w) =
Zae rCqw® con ' C Z" finito. Vimos en la Observacion 3.1.5 que

Plgl(z) = 3 carllue

acF

donde z = ru € D". Luego, Plq] es continua en D" y coincide con ¢ en T".
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Ahora, consideramos f € C(T") cualquiera. Por el Teorema 1.3.4, sabemos que existe
una sucesiéon de polinomios trigonométricos (gx)ken tal que g — f en C(T™). Por el item
(1), la sucesién (Plgy])x es de Cauchy en C(D") y por lo tanto converge a una funcién
F e C(D"). Ahora, si w € T,

P(w) =1im Plgy) (1) = 1 gi(w) = f(w).

Y siz e D,
F(z) = lim Pla(2) = PIf](2).
donde nuevamente usamos el item (1) en la ultima igualdad.

(8) Siwe Ty 1< p< oo, por la desigualdad de Holder con i + % =1,

PUL @) = 1P < ([ 17@)lpatro,u) dma(w)’

P

= ([ 17 lpatre, w)2patruw, ) dme ()

< [ P putrws o) ([ para.udm, )’

. i

=1 (3.2)

< [ 1f)Ppalrw, wdma ().
Tn
Notemos que la desigualdad
[P (w)lP < | [f (u)Ppalrw, u)dm(u)
T

también vale para p = 1.

Entonces, para todo 1 < p < oo, usando lo anterior y luego el teorema de Fubini,
obtenemos

IPLf), (w)Pdm (w) < /

< [ 1P [ patrun) dm,w) dmao)

N

( - | f(w)|PPn(rw, u)dmn(u)> dmy, (w)

n

’H‘n

-~

=1 (3.3)

= [I/115-

Esto prueba que P[f]. € LP(T") y |[P[f]:|l, < [[f]ly-

(4) En este caso, si w € T", tenemos

Pl )] = 1Pl =] [ palrw) du(w)] < [ putrw.w) dielw)

n
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Integrando respecto de la variable w,

IP[u], (w)] dm(w / /npn rw. ) dlgl () dm,(w)
/ i / pa(rw, ) dmaw) dlul(w) = ),

=1 (3.3)

’]I"IL

IN

como queriamos ver. O]

Una propiedad fundamental de la integral de Poisson es que las funciones P[f],. apro-
ximan a f, como se ve en el siguiente resultado.

Lema 3.1.7. Sean £ = LP(T") con1 < p < oo 6 E=C(T"), fe Eyr e (0,1)".
Entonces P|f], L fenE.

Demostracion. Probamos primero el resultado para polinomios trigonométricos. Sea

= Z cow® con F' C 7Z" finito.

acF

Por la Observacion 3.1.5,
Plg],(w) = Z car!®hw®
para todo w € T". Luego, es inmediato
lim || Plq], — q||z = 0.
r—1
Para f € E general, notemos que si ¢ es un polinomio trigonométrico,

IP[f]: — flle < |PLf —alelle +11Plaly — qlle +llg — flle
<||f —dqlle + [|Pld)y — dlle + |la = fll&,

donde en la ultima desigualdad usamos el Lema 3.1.6. El resultado se sigue entonces de la
densidad de los polinomios trigonométricos en F (Teorema 1.3.4) y de que ya lo probamos
para este tipo de funciones. ]

Observacion 3.1.8. Sea pn € M(T"). Si i(a) = 0 para todo o ¢ N, entonces, para todo

z e D"
=) o)z

aeNy

y por lo tanto P[u] es una funcién holomorfa en D™. La reciproca también es cierta, es
decir, si P[u| es holomorfa en D", entonces necesariamente ji(a) = 0 para todo o ¢ N y
la demostracién es similar a la del Teorema 3.2.1.



3.2. La clase RP 35

3.2. La clase RP

En esta secciéon trabajaremos con funciones dadas por integrales de Poisson, que
ademds son la parte real de una funcién holomorfa.

Notacién. Notamos RP a la clase de funciones en D" que son la parte real de una funcion
holomorfa.

Vimos en la Observacién 3.1.8 que si fi(a) = 0 para todo a ¢ Nfj, entonces P[u]
es holomorfa en D". Supongamos ahora que p € M(T") satisface ji(a) = 0 para todo
a=(o,...,0,) € Z" con alguna coordenada a; > 0y otra o; < 0. Entonces, para todo
z e D™,

Plul(z) = > @)+ > =)z +ii(0,...,0)

aeNg aeNgy

a#(0,...,0) a#(0,...,0)

= Y )t Y Aa) (T,
aeNg a€Ng

a#(0,...,0) a#(0,...,0)

Como

a(—a) = / w® du,
si la medida p es real, tenemos fi(—«a) = fi(«) para todo a € Ny y, obviamente, u(T") € R.
Luego, si consideramos la funcién holomorfa en D"

f= Y ila)
aeNgy
a#(0,...,0)

obtenemos
Plul(2) = f 4+ [+ p(T") = R(2f + p(T")).

Ahora, como 2f + u(T") es una funcién holomorfa en D", concluimos P[u] € RP.

La reciproca también es cierta, como veremos en el siguiente resultado. Antes, defini-
mos el conjunto Y,, C Z" como

Y,=NjU(-Nyg)"={ae€Z":aecNjo —aecNj}

Teorema 3.2.1. Sea y € M(T") una medida real. Plu] € RP si y solo si () =0 para
todo o ¢ Y,,.

Demostracion. Resta probar la ida. Suponemos entonces que

u:= P[u] € RP.

Luego, u es la parte real de una funciéon f holomorfa en D”. Como f es holomorfa, podemos

)= 3 e,

aeNy

escribir
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y la serie converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D".

Para cada r € (0,1)", u, es continua en T" y, por lo tanto, pertenece a L;(T"). Luego,
podemos calcular sus coeficientes de Fourier. Como f + f = 2u, tenemos

2,(0) =2 [ (e dm(w) =2 [ ulrwjo dm,(w

= flrw)w™ dm,(w) + Flrw)w™ dm,(w)

Tn Tn
— E Cal “/ ww™* dmy(w) + g Car / “*dmy,(w) .
aeNy ~ aeNy _
50470‘ 50. —a

Si v €Y, por como definimos Y,,, ni o ni —a pertenecen a NI' y entonces la expresién
9 ) 0
anterior es 0.

Por otro lado,
() = /n Plu)(rw)w™ dm,(w) = /Tn ( 2ﬂ(a)r|“w“> w=* dmy,(w).

Como Y,y fi(a)rl?w® converge uniformemente en T",

Concluimos entonces que fi(«) = 0 para todo o ¢ Y. ]

Teorema 3.2.2. Sea f € L'(T") una funcién semicontinua inferiormente y positiva en
T™. Entonces existe una medida p € M(T"), p > 0, tal que p y m, son mutuamente
singulares y P[f — u] € RP.

Demostracion. Por el teorema anterior, debemos construir una medida p tal que fi(a) =
f(a) para todo a ¢ Y,,. Esto lo haremos en dos pasos.

1) Primero miramos el caso en que p es un polinomio trigonométrico no negativo en
T™. Por la Observacién 3.1.2 podemos escribir a p como

= hle)w

aclF

con F' C Z" finito. Como F es finito, podemos tomar k € Ny tal que, para todom € Z\{0},

» (mk,...,mk) ¢ F,
» F'— (mk,....,mk) CY,.

Fijado k, definimos

H = {(wy,...,w,) € T" tal que wf..wk =1},
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que resulta un subgrupo cerrado de T™. Como H es un grupo abeliano compacto, podemos
considerar A su medida de Haar. Definimos entonces la medida p € M(T") como

1= pA.

Es decir, para cada A C T" boreliano vale

u(4) = /A pan

Es claro que g > 0 ya que p > 0. Ademds, p y m, son mutuamente singulares, pues
ma(H) =0y p(H") = 0.

Para terminar este caso, veamos que fi(a) = p(a) para todo a ¢ Y,,. Sea a € Z",

i) = [ dutw) = [ w ) dw) = Y pla) [ wetanw). @)

acl H

Analicemos la ultima integral. Para cada b € Z",

T — T

w — w’

es un caracter en T", por lo que podemos considerar su restriccion a H, que sera un
elemento de H. Sabemos, por el Lema 1.3.5, que

/wb () = {1 si w® =1 para todo w € H
H

0 sino.

Debemos entonces caracterizar los b € Z" que satisfacen w® = 1 para todo w € H. Por
un lado, w® = 1 para todo w € H si y solo si b € LH (donde pensamos a H como un
subconjunto de Z"). Por otro lado, como

H = {(mk,...,mk):m € Z}*,

por el Teorema 1.3.3,
LH = {(mk,...,mk):m € Z}.

De estas observaciones, concluimos que

H

0 sino.

Entonces, volviendo a (3.4), obtenemos

f(a) = Zﬁ(a + (mk,...,mk))

para todo a € Z™ (donde solo finitos términos de la sumatoria son no nulos).
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Sim #0y pla+ (mk,...,mk)) # 0, entonces a + (mk,...,mk) € F y luego a € Y,
por como elegimos k. Entonces, si a ¢ Y,, y m # 0, debe ser

pla+ (mk,...,mk)) = 0.
Por lo tanto, para todo a ¢ Y,,,
ila) =Y pla+ (mk, ... mk)) = p(a),
meZ

como queriamos ver.

Ademés, como para todo m € Z \ {0}, sabemos que (mk, ...,mk) ¢ F, entonces

Il = 4(0) = Y plmk, ..., mk) = p(0) = ||p]|r-

meZ

2) Sea ahora f como en el enunciado. Como f es positiva y semicontinua inferioremen-
te, por el teorema de Baire-Hahn para funciones semicontinuas [10], existe una sucesion
(fi)ien creciente de funciones positivas y continuas que converge puntualmente a f. Si
llamamos

g1 = f1,
gi = fi — fi1 parai > 2,

tenemos que f = > .y g, con cada g; positiva y continua en T" (donde la igualdad es
puntual). Ahora, para cada g;, existe una sucesién creciente de polinomios trigonométricos
positivos que converge uniformemente a g;, por lo que, con la misma idea de antes,

9i = § Di;
jEN
con p;; polinomios trigonométricos positivos. En consecuencia, como son todas funciones
positivas, podemos reordenar los términos y expresar a f como

jeN
una suma de polinomios trigonométricos positivos.

Lo que hicimos en el paso 1) permite asociarle a cada p; una medida no negativa
pj € M(T") con fi;(e) = pj(cv) para todo o ¢ Y,, y con ||u;]| = ||pj||1. Por el teorema de
convergencia mondtona, tenemos que

Sl =3 [ oy dma = [ f dmy <o,
jEN jEN ™ T

pues f € LY(T"). En consecuencia, la serie > jen My converge en la norma de la variacion
total a una medida no negativa p € M(T"). Para cada A C T™ boreliano,

u(4) —iw)\ - ‘(u—ﬁ:uj)(fl)‘ < \u—ﬁ:uj

N—oo
— 0.

(A4) < Hu—ﬁw
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Asi,

= ui(A)

jEN
para todo boreliano A.

Como para cada j € N, m,, y u; son mutuamente singulares, existe H; C T" tal que
ma(H;) =0 vy p(H5)=0.

Tomamos A = | J, . Hi. Entonces,

i€EN

mn(A) =0y pu(A°) = (ﬂHC> :Z,uj<me> =0

ieN jEN i€N
Por lo tanto, m,, y u son mutuamente singulares.

Para terminar, sea o € Z". Como

-S| =S g e 3o 2=

N—)oo
7

entonces

i(e) = Y i)

jeN
Ademas, por el teorema de convergencia dominada,
S i) = 3 [ wnytw) dmyfw) = fo).
JEN jeN
Luego, si a ¢ Y,,,

:Z/jj ij f u

jEN jEN

3.3. Limites radiales y cuasi-radiales
En esta seccién vamos a probar una variante del siguiente resultado sobre limites
radiales de integrales de Poisson [15, Teorema 2.3.1].

Teorema 3.3.1. Sea f € LY(T") y sea yu € M(T™). Supongamos que j y m,, son mutua-
mente singulares. Entonces,

lim  P[f + p|(rwy,...,rw,) = flwy, ..., wy,)

reR, r—1-

my-a.e. (wy,...,w,) € T"
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En el teorema anterior consideramos limites radiales

Teﬂgrrgl_ Plf + pl(rwy, ..., rwy),
sin embargo, practicamente la misma demostracion sirve para probar que el resultado
sigue siendo cierto para limites cuasi-radiales, es decir, si permitimos que los radios sean
distintos en cada coordenada, siempre y cuando t—; esté acotado para todos 1 < ,5 < n.
Maés precisamente, vale lo siguiente.

Teorema 3.3.2. Sea f € L'(T") y u € M(T"). Supongamos que j1 y m,, son mutuamente
singulares. Entonces, para todo M > 0,

lirrlli Plf + pl(riwy, ..., rpwy) = flwy, ..., wy)
Ti—>
1-r; <M(1-7j)

My-a.e. (wy,...,w,) € T

En lo que resta de la tesis vamos a trabajar en T? y necesitaremos manipular limites
de la forma
lim P[,u](Q*"wl, 37011)2),

o—0t

es decir, donde los radios estan dados por 277 y 377. Notemos que dichos radios estan
bajo las hipétesis del Teorema 3.3.2, pues para todo o > 0,

(1—27
SR

Sin embargo, por comodidad, vamos a enunciar y demostrar el siguiente caso particular

~—

<1 (3.6)

del Teorema 3.3.2, que serd suficiente para nuestro proposito.

Teorema 3.3.3. Sea p € M(T?) una medida positiva. Supongamos que p y mo son
mutuamente singulares. Entonces,

lim P[u](2_5w1,3_”w2) =0

o—0t
ma-a.e. (wy,wy) € T2

Para demostrar el Teorema 3.3.3 necesitaremos una serie de lemas técnicos previos.
Comenzamos con una estimacion simple que nos permitira acotar al nicleo de Poisson

P1.

Lema 3.3.4. Para cada r € (0,1) y 6 € (0,7/2]

L <2071 —7)
7r —r).
1 —2rcos(0) +r2 —



3.3. Limites radiales y cuasi-radiales 41

Demostracién. Sear € (0,1) y 6 € (0,7/2]. Como sen(6) > 207!,

1—r? 1—r?
1 —2rcos(f) + 72 (cos(f) — r)2 + sen?(d)
(I—=r)(1+r)
= sen?(0)
292 (1+7)
<m0 =(1—r) 1
<7072 (1 — 7). O

Vamos a necesitar también las siguientes definiciones. Para o = (ay,a3) € N2, una
a-caja es un producto cartesiano I; X I, de arcos semi-abiertos {e“ ca<t<b}CTcon
0 < b—a < 2w, cuyas longitudes estan en la misma proporcién entre si que los nimeros
2%y 292, Por ejemplo,

{(eih,eih) : tl c [077r/2),t2 S [O,W)}
es una (2, 3)-caja.

Sea p € M(T?) una medida positiva, definimos

- n(B)
g (w) == B

, we T (3.7)
donde tomamos supremo sobre todas las a-cajas B con centro w (notar que podria ser
infinito).

Definimos también

Gu(w) = Z 27172 g% (w), w e T

ozENg

Vale la siguiente estimacién, cuya demostracién se puede ver en [15, Lema 1 de la
Seccién 2.3].

Lema 3.3.5. Sea u € M(T?) una medida positiva, entonces
mo({w € T? : G, (w) > t}) < 1225ul/t ™"

para todo t > 0.

El préximo objetivo es probar que Plu](27%wy, 37 %ws) es, salvo una constante que no
depende de o, menor o igual a G, (wy, ws).

Lema 3.3.6. Sea p € M(T?) una medida positiva. Entonces
Plu](27%wy, 3 %w,) < 327%G ,(w)

para todo w = (wy,ws) € T? y para todo o > 0.
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Demostracién. Fijemos primero o > 0. Como (1 — 2797~ € (0,1/2), existe k € N tal
que
2—(k+1) < (1 . 2—0)7T—1 < 2—]6.

Equivalentemente,
/2 <21 -279) <. (3.8)

Vamos a subdividir a T? en finitos subconjuntos. Para ello, consideramos

Ty = 0,
x; =271 1< <k,

yi=2"rr 0<j<k

Dado w = (wy, ws) € T?, para cada o = (ay,az) € N2 con 0 < ay, ap < k, definimos
Qo = {(wie™, wye’) € T? tal que 2o, < [t1] < Yayi Tay < [t2] < Yo}

y sea B, la a-caja centrada en w con lados de longitud 2y,, v 2ya, (notar que ya,/Ya, =
201/2%2). Observemos que y; = z;41 para cada 0 < j <k —1y y, = 7. Asi,

Tz = U Q(al,a2)~

0<ai,a2<k

Luego, para cada 0 < aq, as < k vamos a acotar

/ p2((27%wy, 37 7ws), u) du(u) :/ P1(27%wy, u1)p1 (3~ Twe, uz) du(u).

[e3 [e3

Siu = (w1, wye?) € Q,

2w ) 122 . 122
wy,uy) =
P1 DOV S oot eos(ty) + 2720 © 1 — 20+ cos(g, ) + 2727
|32 1 3%

37wy, up) = = |
P18 e ) = e cos(h) £ 3% 1= 302 cos(tay) + 3%

Entonces,

/ P2((27%wy, 37 %ws), u) du(u) <

o

Qo) e (39)
M) 901 c08(q,) +27271 —3792¢c08(20,) + 37207
Como @, C B,,

#(Qa) < w(Ba) < mu(Ba)gp(w) = Yo, Yau g (w) (3.10)

= 201tezg =g (),
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donde en la segunda desigualdad usamos la definicién de gj; (ver (3.7)). Luego, por (3.9)
y (3.10), obtenemos

/ P2((27 7w, 37 7ws), u) du(u) <

[e3

1 — 2720' 1— 3720'

e . (311
9u(w) 1 — 279t cos(zq, ) + 27271 — 3772 c08(Tq0,) + 3727 (3:11)

Si vemos que (3.11) estd acotado por
32m727 M2 g% (w), (3.12)

entonces

Pl w3 u) < 3 [ pal@ w3 ow), ) duw

0<ar,az<k ’ Qo
E 327?22’a1’a2g/‘f(w)
0<a1,a2<k

< 327G, (w),

IN

como querfamos ver. Luego, para terminar la demostraciéon debemos probar que (3.11)
estd acotado por (3.12). Lo hacemos separando en varios casos.
1) Si 1< ag,ay <k, usamos el Lema 3.3.4 para 2., ¥ Za, € (0,7/2], y obtenemos
1—27% 1—372%
1 =279+ cos(xn,) +2720 1 —3792c08(xy,) + 3727
ai1tas 41—k« 4 -2 -2 — —c
<2mred gl (w)mtr, T, (1 —277)(1 = 37°9)

< 2a1+a24—]4393(w)2—2a1+2+2k2—2a2+2+2k(1 _ 2_0')(1 _ 3_0')

< 16277227 (w)(1-277) (1 —377)

2010247 g ()

N—_——
<2(1-277)
< 32.277 2 2%(1 - 277)2 g% (w) < 327272 g% (w).
N e’
<n2 (3.8)
2) Si oy = ay = 0, tenemos
1—27% 1—37%
-k _«
47" gy (w)

1— 2—0+1 + 2—20 1—3-°2 + 3—20

ka2 1=27)1+277) (1 -377)(1 4 377)
=4"g, (w) (1—27)2 (1 —3-0)2

=47 gr(w)(1+277)(1+377)(1-277) (1 =377
=47F1 - 2*”)*an(w)g1 +277)(14+377) (1 -27")(1 - 379)7!

I

-~

<4

—_

—0 -2 o — le% -1 —o &
S4FA-27) i) £ 167 g(w) < 32w g (w)
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3)Sia; =0y 1<ay <k, usamos el Lema 3.3.4 para z,, € (0,7/2], y obtenemos
1— 2720 1 — 3720

1 —270+1 427201 — 3792 cos(x,,) + 372

(14+277)(1—-277)
(1—2-7)2

S 20124—k:g’34(w)(1 + 2—0’)(1 _ 2—0)—12—2a2+2+2k(1 _ 3—0’)

< 270 (w) 4(1 +277)(1 - 270) (1 - 37°)

~~

<16

2"24_]“93(10)

< 2“24_]“92‘(10) 2,2 (1—377)

< 32m°27 2 g0 (w).

4) Por tltimo, si 1 < ay <k y as = 0, procedemos similarmente al caso anterior: usamos
el Lema 3.3.4 para z,, € (0,7/2], y obtenemos

1—27% 1-37%
1 — 279+ cos(xy,) +27201 — 3792+ 372
1+379)(1-37)
(1—377)?
< 20147 F g (w)2 PR (1 — 277) (1 4377) (1 = 377) !
<27Mgh(w)4(1+377)(1-277)(1 - 37)7"

J/

2“14”“gz‘(w)

< 2“14_kgg(w)7r2xa_l2(1 - 2_”)(

-~

<8
< 3277272 g (w). O

El siguiente lema es consecuencia directa de los Lemas 3.3.5 y 3.3.6. Ademas, tiene el
nimero mas grande que aparece en esta tesis.

Lema 3.3.7. Sea u € M(T?) una medida positiva. Entonces, para todo t > 0,

ma ({w € T? : sup P[p](2~ 7wy, 3 Tws) > t}) < 392007t "
>0

Demostracion. Sea t > 0. Por el Lema 3.3.6, para todo w € T?,

sup Pu](2 7wy, 37 wy) < 327%G ,(w).

o>0

Luego, por el Lema 3.3.5,
ma({w € T? : sup P[p](27 7wy, 3 Tws) > t}) < ma({w € T? : G, (w) > t/327°})
o>0

< 3920072 |||t O

Lema 3.3.8. Sea u € M(T?) una medida positiva y V' C T? abierto tal que u(V) = 0.
Entonces
lim Plu](27%wy, 37 %we) =0

o—0t

mao-a.e. (wy,wy) € V.
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Demostracion. Comencemos notando que, por el Lema 3.3.5, G, (w) < 400 me-a.e. w €
T2. Veamos, entonces, que

lim Plu](27%wy, 37 %wse) =0

oc—0t
para todo w = (wy,ws) € V tal que G, (w) < +o00. Como V es abierto, existe 6 > 0 tal
que el cubo con centro w y lados 20 esta contenido en V. Dado £ > 0, queremos encontrar
oo > 0 tal que
Plu)(27%wy,37%wy) < & (3.13)

si 0 <o < ogp. Como
Gu(w) = Z 272 gi(w) < 400,
(al,ag)ENg

existe M € N tal que
€

Z 2_0‘1_0‘295(10) < 392"

a1+oe>M

Tomemos oy > 0 tal que
oM(1 —2779) < §

y veamos que se cumple (3.13) si 0 < 0 < 0y. En la demostracién del Lema 3.3.6 tomamos
k € N tal que
m/2<2"(1-277)<nm

y vimos que
Plu)(27%wy,37%ws) < Z p2((27 7wy, 37 %ws), u) du(u), (3.14)
0<ar,as<k ¥ Qu
donde @), es un conjunto contenido en la a-caja centrada en w con lados de longitud

2041+1—k’7r y 20424—1—]67_[_'
También probamos que para cada 0 < ay, g < k,

/ P2((27 7wy, 37 7ws), u) du(u) < 32w°27 2% (w). (3.15)

Supongamos que 0 < aq,ay < k con ay + ay < M. Entonces, por como definimos k y o,
tenemos:

geatl=hp < gmt2(] 970y < oMHL (] _92700) < 2§

goatl=ky < gaat2(] _ 9=o) < oMH1(] _ 9700) < 95,

En consecuencia, si 0 < aq, a9 < k con ay + as < M, resulta que Q, C V' y

/ pa((2-7wy, 37wy, u) dp(u) = 0. (3.16)

[e3

Luego, por (3.14), (3.15) y (3.16)
Plp(27%wy, 37 7wy) < 327 27 g0(w) <,

ar+az>M

como queriamos ver. O
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Ahora si tenemos todas las herramientas para demostrar el Teorema 3.3.3.

Demostracién del Teorema 3.3.3. Sea p € M(T?) una medida positiva tal que p y mo
son mutuamente singulares. Luego, existe A C T? boreliano tal que

me(A) =0 y pu(A°) =0.

Sea ¢ > 0. Vamos a descomponer a p en dos medidas, una que se anula en un abierto
cuyo complemento tiene medida my nula y la otra de norma menor a €, como se detalla
a continuacién. Por la regularidad de la medida p, existe V' C T? abierto tal que A° C V
v u(V) < e. Sean py, g € M(T?) las medidas positivas dadas por

i(E) == (VN E),  jia(B) = u(V N E),
para todo boreliano £ C T2, Notemos que p = p1 + iz y

Plu) = Plu] + Plps].

Como p1(V) =0, por el Lema 3.3.8,

lim Plu](27 7wy, 3 %wse) =0 (3.17)

o—0t

mo-a.e. (wy,wy) € V. Mds ain, como V¢ C Ay my(A) =0, (3.17) vale my-a.e. (wy,wy) €
T2. Entonces,

lim sup Plu](277wy, 37 %wsy) = limsup P|us| (277w, 37 wy),

o—0t o—0t
ma-a.e. (wy,ws) € T

Por otro lado, como ps es una medida positiva,

2] = p2(T?) = (V) <e.
Por el Lema 3.3.7, para todo t > 0,

ma ({w € T? : sup Pluo] (27 7wy, 37 7ws) > t}) < 3920077t ",
>0

Luego, para cada t > 0 (fijo),

mg({w € T2 : limsup P[u)(2 7wy, 3 wy) > t}) < 3920072t 1.

o—0t

Como esto vale para todo € > 0, la medida tiene que ser 0. Asi, para cada t > 0,

lim sup P[u](27 7wy, 37 wy) < ¢

o—0t

ma-a.e. (wy,ws) € T? y, en consecuencia,

lim Plu](27 7wy, 37 %wse) =0

o—0t

ma-a.e. (wy,ws) € T?, como querfamos ver. O
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Para terminar esta seccién, veremos una cota para el nicleo de Poisson ps y algunas
consecuencias de dicha acotacion que utilizaremos en el préximo capitulo.

En T2, consideramos la distancia
d(u,w) = max(|uy — wn], |ug — wsl),
donde u = (uy,uz), w = (wy,wy) € T2
Lema 3.3.9. Sean u = (uy,us), w = (wy,ws) € T? distintos. Entonces, para todo o > 0,

p2((27%u1, 37 %uy), w) < 32 d(u, w)_z.

Demostracion. Sean i # j € {1,2} tales que
d(u, w) = |Ju; — wjl.

Para simplificar la notacién, tomamos r; := 277 y ry := 377. Luego, a partir de las
definiciones y la desigualdad triangular, obtenemos

VO=A=7)

1U1 — w1||7‘2u2 - w2|

V(A =)L —13)

1U; — w1\|7’2u2 - w2|

d<u7 w) \/p2((r1u17 r2u2)7 w) = |uj - wj| |T

V(L =) (1 —13)

1Uy — ’LU1H7“2U2 - w2|

VA-r(i=ry) VA=) - )

S\uj—?"juj\v H?‘jua‘—wﬂ’r

<(1-r

7 |r1u1—w1||r2u2—w2| |7“iUi—wz'|
. V(A =11 —1r3) V(A =11 —1r3)
< O T v (sl — lrzml) T Tl — [y
VA=) =r3)  JA—=r)(1—r)
sU=r =) T 1-n
S2\/(1—Ti)(l—l?"j)(1+7’i)(1+7"j)

Ahora, como
1-2779<1-37 y 1-3°7<2(1-279),

entonces

2\/(1 —1;)(1 —17“1')(.1 + 1) (1 + 1) < 2\/(1 —1;)2(1 If)(.l + 7)1+ 1)

<24/2(1+ 1)1 +75) < 4V2.

Esto concluye la demostracién. O

Corolario 3.3.10. Sean € M(T?) y w € T? con d := dist (w, sop(u)) > 0, entonces

sup [ P[)(2 7wy, 3" 7wy)| < 32 d~| ).

a>0
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Demostracion. Sea o > 0, entonces
Pl 7un,3 7w =] [ pa((2 *wn, 3" ws) ) dufu)
"]TQ
/ p2((27%wy, 37 %wsy), u) du(u)‘
sop(p)

< / pa((27wn, 3~ ws), w) dlul (u)
sop(p)

Lema 3.3.9

< s )
sop(p)
<32.d7*|ull. O
Corolario 3.3.11. Sea f € L(T?) tal que f se anula en algin abierto U C T?. Entonces

lfm P[f](2 u1,3 “us) = 0

o—0t
para todo (uy,us) € U.

Notemos que el resultado vale a.e. por el Teorema 3.3.2, pero nos sera util después
saber que, en estas hipotesis, el resultado vale en todo punto.

Demostracion. Sean u = (uy,us) € U fijo y 0 > 0. Como f se anula en U,

P12 "ur, 3 us) = / (27w, 3 w) f(w)dima(w)
_ / Pa((270 w377, w) f(w)dm(w)
_ / (1 - 2720)(1 - 3720)](‘(10) de(w)

2_01,61 — ’U)1|2|3_UU2 — w2|2

Notemos que para todo (wq,ws) € U® con wy # uy y wy # us,

1 — 2—20 1 — —20
L (-2 g
o—0t ’27‘7’&1 — U}1|2|37(IUQ — ’IUQP

f(w) =0.

Luego,
1 — 2720 1 — —20
B e L s
oc—0t |2_UU1 — U}1|2|3_JUQ — w2|2

fw) =0 ae weU"

Ademas, por el Lema 3.3.9, para todo w € U¢,

[P2((277ur, 37 7uz), w) f (w)| < 32d(u, w)~*|f(w)|
< 32.d(u, U") 7| f(w)].

El resultado se sigue entonces del teorema de convergencia mayorada. O]



Capitulo 4

Medias integrales y valores de
frontera

En este capitulo, probaremos un teorema clasico de Carlson sobre medias integrales,
que permite, en particular, dar una férmula para la norma de .74 de una serie de Dirichlet
en .. Luego, veremos que tiene sentido preguntarse si el resultado de Carlson se puede
extender al eje imaginario para series en #5,. Finalmente, usaremos las herramientas
desarrolladas en el Capitulo 3 para ver que, como probaron Saksman y Seip en [18], dicha
extensién no es posible.

4.1. El Teorema de Carlson

F. Carlson probé en [4] el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Si f(s) = > 07 a,n™* converge en el semiplano {R(s) > 0} y es acotada

n=1

en {R(s) > 0} para todo § > 0, entonces

1 /R -
lim —/ o+ dt =3 ladf2n
0

n=1

para todo o > 0.

Demostracion. Observemos que, por la Proposicion 2.2.4, el resultado es cierto para poli-
. . . . N _

nomios de Dirichlet, es decir, para funciones de la forma » " b,n~*. Usaremos esto para

probar el caso general.

Fijamos o > 0 y sea € > (. Veamos primero que la suma de la derecha es convergente.
Para eso, consideramos

49
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convergente en {R(s) > —o}. Como f es acotada en el semiplano {R(s) > o}, entonces
fo es acotada en {R(s) > 0} y luego, f, € F°°. Entonces, por la Proposicién 2.2.5,
f, € 22 y por lo tanto

o0

Z |an|?n %7 < .

n=1

Luego, existe N; € N tal que para todo N > Ny,
oo N
1/2 1/2
‘(Z |an|2n_2"> - (Z |an|2n_2"> ( < /3. (4.1)
n=1 n=1

Similarmente, consideramos

o)
Qn

fopals) = f(s+0/2) = —T5n™,

n=1

que resulta convergente, y por lo tanto holomorfa, en {R(s) > —o/2} y acotada en
{R(s) > 0}. Entonces, por el Teorema 2.1.4, f,/» converge uniformemente en {f(s) =
0/2}. Luego, existe Ny > N; tal que

No 0o
) E ann—a—zt o E ann—a—zt
n=1

n=1

<e/3.

para todo ¢t € R. Entonces, para cada R > 0, la desigualdad triangular en L?[0, R] nos da
la siguiente acotacion:

1 R Lo N2 1 RS L2\ 12
s . —o—1 dt) o (_/ " —o—it dt) ‘
\(R/O ;;an | R0|;an |

1 R No s o0 a2 1/2
< <E/o ‘;ann — Zann ‘ dt) <e/3. (4.2)

n=1

Por 1ltimo, por la Proposicion 2.2.4,

No 1 R No
Z|an|2n 27 = lim —/ |Zann_‘7—zt‘ dt
n=1 oo R 0 n=1

y, en consecuencia, existe Ry tal que para todo R > Ry,

No

1/2 1 B Mo o \1/2
an, 2n*20) — (—/ ayn 7% dt) ’ < e/3. 4.3
(Xt 7, 1 e / (43
Se sigue de (4.1), (4.2), (4.3) y la desigualdad triangular que, para todo R > Ry,

S 2 20 \/? _ (l /R - ait2dt)1/2
(Xlanfn ) R Jy |;a”” |

<e. (4.4)
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Luego,

R—o0

1 (B -
l{m }_%/ |f (o +it)]? dt:Z|an|2n*2g,
0 n=1
como queriamos ver. O

El Teorema de Carlson nos da una féormula para calcular la norma de 745 de las series
de Dirichlet en J2:

Corolario 4.1.2. Sea > °°  a,n"* € H#,, entonces

1 & .
= lim lim (— ) E apn 7"
oc—0+t R—oo \ R
0 n=1

Demostracion. Es inmediato de tomar limite con ¢ — 07 en la férmula del Teorema 4.1.1.
O

n=1

o0
H Z apn”®
n=1

i dt)l/Q.

4.2. La pregunta de Hedenmalm

H. Hedenmalm propuso en [11] una pregunta natural: jseguird valiendo el Teorema
de Carlson 4.1.1 para el caso limite 0 = 07 Mds precisamente, si f(s) = >~ a,n"* es
acotada en {R(s) > 0}, ;valdra la igualdad

L[ 2 2
m — E ?
I%gloloR/O f@t)|* dt = |ay| (4.5)

Antes de seguir, tenemos que precisar el significado de f(it) pues, a priori, f estd
definida en {§(s) > 0}. Entendemos f(it) como el limite

fit) = lm (o +it)

que, como veremos en el Teorema 4.2.1, existe para casi todo t € R. Esto se deduce del
Teorema de Fatou [8], que afirma que si f € H (D), entonces el limite radial

lim f(rw)

r—1-

existe para casi todo w € T. Mas atn, no solo f tiene limite radial en casi todo punto,
sino que también existe el limite dentro de cada regién de Stolz. Mas precisamente, para
cada w € Ty o > 1, definimos la regién de Stolz (Figura 4.1):

S(a,w)={z€D:|w—z <all—|z|)}.
Entonces, para cada f € Ho(D) y cada a > 1, el limite

lim z
z—w, z€S(a,w) f( )
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Figura 4.1: En amarillo, S(2,1) y en verde, S(10,1).

existe para casi todo w € T. Estos resultados se pueden ver también en [16, Teorema
17.11] y en [7, Teorema 23.6]. Notar que, para cada w € T fijo,

{rw:0<r <1} C S(a,w)
para todo a > 1. Esto dice que la existencia del limite dentro de una regién de Stolz
implica la existencia de limites radiales.

El siguiente teorema es la version del teorema de Fatou para el semiplano.

Teorema 4.2.1. Sea F : {R(s) > 0} — C una funcién holomorfa y acotada. Luego,

lim F(o + it)

o—0t

existe para casi todo t € R.

Demostracion. La funcién F estd definida en {R(s) > 0}, por lo que para aplicar el
Teorema de Fatou, necesitamos “trasladarnos” al disco . Para ello, consideramos la
transformada de Cayley, ¢ : D — {R(s) > 0}, definida como

1+2

ple) =1

La funcién ¢ es holomorfa en D y biyectiva, con inversa

o) = T

s+ 1
Queremos tomar limite a lo largo de rectas horizontales que convergen a puntos del eje

imaginario. Veamos entonces que sucede con las rectas horizontales al aplicarles 1.
Fijado t € R, tenemos
o+it—1 g0t it —1

-1 .
t) = >
polotit) = YT

eT.

Notemos que

oo +it) —w| IR FE+ /1= 0P+

— = 1.
1 — |~ o +it)| 2V1+¢2
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-1.5

Figura 4.2: En la figura de la derecha se muestra la imagen por ¢! de cada segmento de
la figura de la izquierda.

Entonces, para cada a > 1 fijo, la curva {¢ ' (0 +it) : 0 < o < 0¢} (para algin oy > 0)
estd contenida en S(a,w). (Ver figura 4.2).

Consideramos f = F o : D — C, que es holomorfa y acotada. Dado o > 1, sabemos
que existe A C T de medida cero tal que el limite

1§
z—w, iIGHS(a,w) f (2)

existe para todo w € T \ A.

Por otro lado, vimos que ¢~ '(0 + it) converge a %= en S(a, %=}) cuando ¢ — 07.
Luego,
lim Yo +it)) = lim F(o + it
i (™o +it) = lim Flo+ it
existe para todo t € R tal que xﬁ ¢ A.

Ahora, si llamamos
B={0¢€(0,2): Y € A},

tenemos

|B| =mi(A) =0,
y ademas

it — 1 it —1 ,
l,t+1 cEAs Z,t+1 = ¢" para algin 0 € B
i i
1 16
S it = % = icot(f/2) para algin 6 € B
_el

&t = cot(6/2) para algun 6 € B.

Como cot : (0,27) — R es un difeomorfismo, manda conjuntos de medida cero en con-
juntos de medida cero y luego, lo anterior ocurre solo si t estd en un cierto conjunto de
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medida cero. Por lo tanto, lim,_,o+ F'(o +it) existe para casi todo t € R, como queriamos
probar. O]

Volviendo a la pregunta de Hedenmalm (4.5), Saksman y Seip dieron en [18] una
respuesta negativa: no hay una “version limite”del Teorema de Carlson. Més precisamente,
probaron el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. (1) Eziste una funcion f € 7> tal que

R—oo R

AR T
lim — |f(it)|* dt
0
no existe.

(2) Para cada 0 < € < 1, existe f € o tal que ||f|lp =c vy

I 1/R|f('t)|2 a1
mm — 1 = 1.
R J,

R—o0

En resumen, mostraron que el limite de la izquierda de (4.5) puede no existir o, incluso
si existe, la igualdad (4.5) no es necesariamente cierta.

Observacién 4.2.3. Por el Corolario 4.1.2; la pregunta de Hedenmalm puede reformu-
larse de la siguiente manera: ;Es cierto que, para toda f € 7,

I ) I )
, 1 , ot T L , o
}%l—rgoR/o |f(it)|” dt 0hj£1+ P}I—I&R/O |f(o +it)|” dt (4.6)

Notemos que si f € 4, f es acotada en {§(s) > 0} y luego, por el teorema de conver-
gencia mayorada,

R R
/ |fit))? dt = lm [ |f(o+it)| dt,
0

o—0t 0
para cualquier R > 0. En otras palabras, podemos intercambiar la integral con el limite
en o. Por lo tanto, Saksman y Seip probaron que, en general, en (4.6) los limites en R y
o no se pueden intercambiar.

4.3. La respuesta de Saksman y Seip

El objetivo de esta seccion es probar el Teorema 4.2.2. Como el Teorema 3.2.2 es una
herramienta fundamental para ello, repasamos brevemente su demostracion. Dada una
funcion f en T" positiva, semicontinua inferiormente e integrable, consideramos polino-
mios trigonomeétricos positivos p; tal que

f(w) = ij(w)
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para cada w € T". Para cada polinomio trigonométrico p;, tomamos cierto k; € Ny y
definimos
Hj - {<w17"'7wn) S T : wlfj ...’Ujkj = ]_}7

n

que es un subgrupo compacto de T". Notamos A; a la medida de Haar de H;. Después,
definimos en T" las medidas

pi =piA; = 0,

que satisfacen estas tres propiedades:

= ||l = [lpsl]s,
= Plpj — p;] € RP,

= 1; y m, son mutuamente singulares.

Tomando -
=
j=1
obtenemos una medida no negativa u € M(T") que cumple que P[f — p] € RP y que p
y m, son mutuamente singulares.

A partir de ahora, nos concentramos en T?. Si identificamos a T? con [0,27)?, H;
consiste en el (0,0) y en 2k; — 1 segmentos con direccién (1, —1). Por ejemplo, si k; = 2,

H; = {(wy,wy) € T? : w} = wy?}
={(e"™,e¥) € T? : 2,y € [0,27),2 = —y + an para algin a = 0, 1,2, 3}
Luego, identficamos H; con los tres segmentos en [0, 27)? dados por
Tr=—-y+an
para a = 1,2,3 y el (0,0), como muestra la Figura 4.3.

Notacion. Definimos
L={(2"3":tcR} C T

Por la Observacién 1.4.6 (que se deduce del teorema de Kronecker 1.4.5), L es un subcon-
junto denso en T?. Identificando nuevamente T? con [0, 27)?, podemos pensar a L como un
conjunto denso de segmentos, todos con direccién (In(2),1n(3)), como se ve en la Figura
4.4.

En lo que sigue vamos a pensar a las medidas \; indistintamente como medidas en H;
o medidas en T? (que valen 0 en HY).



56 Capitulo 4. Medias integrales y valores de frontera

Figura 4.3: En azul, H; para k; = 2 pensado como subconjunto de [0, 2m)>.

Lema 4.3.1. Sea (a;)jen una sucesion de nimeros no negativos con y
€ M(T?) que verifica

jENaj < o0 Y sea

0 S 1% S Z CLj)\j.
jEN
Entonces,
i P 2—0’—it’ 3—0’—’it =0
lim Plul( )
para casi todo t € R.
Demostracion. Como
0<p<) o),

jEN
entonces

0 < Plu] < P[Y ;)]

JEN
y, por lo tanto, basta probar el resultado para la medida

VvV = Zaj)\j.

jeN

mQ(UHj):o y y(ﬂH;):o,

jEN jEN

Como

meo v v son mutuamente singulares y, por el Teorema 3.3.3,

lim P[v](277wy,3 7wy) =0

o—0t
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Figura 4.4: Identificando T? ~ [0, 2m)?, el conjunto {(27%,37%) . 0 < ¢

(AN
w
Qo
3

—

para casi todo (w1, wy) € T?. Vamos a partir a R en numerables intervalos suficientemente
chicos (de longitud 3(In(2)? + In(3)?)~/2 servird) y probar que el resultado vale en cada
uno de ellos. Entonces, sea I uno de esos intervalos y veamos que

lim P[v](2777"*,3777") =0

o—0t

para casi todo t € I. Consideramos el paralelogramo A’ en R? dado por
A ={(—In(2)t+s,—In(38)t —s):tel,s€c]0,3]} CR?
(ver Figura 4.5). Definimos también
A = {(fOE) @)y e T s € [0,3]} C T

La funcién ¢ : A’ — A, ¢(t1,ts) = (e, €2) resulta biyectiva por como elegimos la longi-
tud de los intervalos. Ademas, si B C A es boreliano, la medida de B (como subconjunto
de T?) est4 dada por

1

ma(B) = (27)?

o1 (B)], (4.7)

donde |.| es la medida de Lebesgue.
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(In(2) t, -In(3) 1)

27

27

Figura 4.5: En rojo, el paralelogramo A" (para algin I).

Sabemos que
lim P[l/](2io-w1,37011)2) =0

o—0t

mo-a.e. (wy, ws) € A. Luego, por (4.7) y por el teorema de Fubini, para casi todo s € [0, 3],
tenemos que

lim P[V](Q_”ei(_ln(m”s), 3_"ei(_ln(3)t_5)) =0 (4.8)

o—0t

para casi todo t € I.

Seant € I, s€[0,3] y 0 > 0. Para cada j € N,
(e7,e") € Hj = {(wy,wq) € T? : wi = wy°}.

Como J;j es la medida de Haar de H;, que es invariante por traslaciones, tenemos:

e wy anw) = [ pal@ 730, 0) dyy(w

J

_ /H p2((2—07it,Sfafit%w(efis’61’3)) d)\](w)

J

Ahora, por como se define el nicleo de Poisson, lo anterior es igual a
/ P2 ((2 o—it 3 o— zt) (eisjefis%w) d)\j(w)
/ 2 o 2 1n(2)t+s)7 3—0673(— ln(3)t—s)>, U)) d)\J(w)

/ 2 o z —In(2)t+s) 3—aei(—ln(3)t—8))’w) d)\](w)
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Asi,

P](2777",3777") = | p2((2777",3777"), w) di(w)

2

p2<(27oei(f1n(2)t+s)7 3faei(fln(3)tfs))’ w) dV(’LU)
T2
—o i(—In(2)t+s) q—o i(—1In(3)t—s)
[v](27% .37 % ).

5~

I
>

Esto, junto con (4.8), nos dice que

lim Pv](2777*,3777") =0

o—0t

para casi todo ¢t € I, como queriamos ver. O

Observacién 4.3.2. Dado un espacio topolégico X, una funcién f : X — R es semicon-
tinua inferiormente si y solo si para todo y € R, el conjunto {z € X : f(z) > y} es abierto
en X.

Sea U C T? abierto. En los préximos resultados vamos a considerar la funcién

xu + 1/2xue,

que es semicontinua inferiormente, pues:

T siy<1/2,
{weT: (xv+1/2xve)(w) >y} =R U sil/2<y<]1,
0 sty > 1.

Lema 4.3.3. Sea U C T? abierto. Existe una sucesion de polinomios trigonométricos
positivos (p;)jen tal que:

= > jenpi(w) = (xv +1/2xve)(w) para todo w € T

» para cada j €N, si d(w,0U) > j=1, entonces p;j(w) < j~2;

» [ p; dmy < j72 para todo j € N.

Para la demostracion usaremos el siguiente resultado [13, Teorema 12.1].

Teorema 4.3.4 (Dini). Sean X un espacio métrico compacto y (fx)ren una sucesion
mondtona creciente de funciones reales y continuas en X que converge puntualmente a
una funcion continua. Entonces la convergencia es uniforme.

Demostracion del Lema 4.5.5. Ya habiamos visto en la demostracion del Teorema 3.2.2
que, como Xy + 1/2xye es semicontinua inferiormente y positiva, existe una sucesién de
polinomios trigonométricos positivos (gx)ren tal que

S aulw) = (xw + 1/2x0e) (w)

keN
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para todo w € T?. Como my es una medida regular, para cada j € N tomamos K; C U
compacto tal que

1 _
ma(U\ Kj) < 57 ?
y definimos los compactos

Li={weU:dw,dU)>ji ' }UU°UK,;.

Como xy +1/2xpe es continua en cada L;, por el teorema de Dini 4.3.4, Y72 | g, converge
uniformemente en L;.

Luego, existe n; € N tal que

o0

> a(w) < %2_2

k=ni1+1

para todo w € Ls. Definimos
ni

b1 = ZQk-

k=1
Elegimos no € N, ny > nq, tal que
— 1
Z qi(w) < 53_2
k=no+1

para todo w € L3. Definimos

n2
P2 = Z qk-

k=ni+1
Inductivamente, tomamos n; < ng < ... <n; < ... tal que, para cada j > 2,
0o 1 -
> a(w) < 55
k:nj,1+1
para todo w € L; y definimos
n;
bj = Z Qx
k:nj,1+1

Construimos asf una sucesién de polinomios trigonométricos positivos (p;);en tal que

> pi(w) = (xv + 1/2xve) (w)

jeN

para todo w € T?. Adems4s,

p(w) < (xv+1/2xve)(w) <1 'y /2p1 dms < 1.
T

Y para cada j > 2,
-

pj(w) < 5j

N | —
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para todo w € L;. En particular, si d(w, dU) > j~!, entonces p;(w) < j %y

/ Dj dmgz/ D dm2+/ Dj de
T2 L; LJC.

J

1 -—2 c
< =J 7 dmy +my(L5)
L2

1
< 57+ ma(U\ K)

2

1 1
< —jrgp =2 O
S50t J

Lema 4.3.5. Sea U C T? abierto. Existe una medida ;1 > 0 en M(T?) tal que pu y mo
son mutuamente singulares y la funcion

h = Plxv +1/2xve — ]

pertenece a RP, es decir, es la parte real de una funcién holomorfa en D?. Ademds,
h(z) <1 para todo z € D?* y

s lim h(2797% 3777%) = 1 para casi todo t € R tal que (27%,37%) € U,

o—0t

s lim A(2777% 3797%) = 1/2 para casi todo t € R tal que (27%,37%) € U".

o—0t

Demostracion. Consideramos la funcién yy + 1/2xpe, que es positiva, integrable y semi-
continua inferiormente en T?. Entonces, podemos proceder como en la demostracién del
Teorema 3.2.2: tomamos una sucesion (p;) ey de polinomios trigonométricos positivos tal
que, para todo w € T?,

(xv +1/2xve)(w) = ij(w)

Maés atn, por el Lema 4.3.3, podemos suponer que para cada j € N

= pi(w) < j72sid(w,0U) >1/j y

n [rop; dmg < 572

Sea p = 3222, p; > 0 la medida en M(T?) que construimos en la demostracién del
Teorema 3.2.2. Vimos que h = P|xy + 1/2xye — p] es la parte real de una funcién
holomorfa en D?. Ademés, como p > 0, P[u] > 0 y en consecuencia, para todo z € D?

(z) = Pl +1/2x0e = () = Pl +1/2x0e](2) = Plal )
< Pl +1/2x00() = [ paevw)ar +1/2x00) ) dma(w)
< /1I2 p2(z,w) dmy(w) = 1.

Para mostrar las afirmaciones sobre los limites de h, basta ver que:
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i) Hm+ Plxv + 1/2xue](277u1,37uy) = 1 para todo (ug,us) € U,
oc—0

i) lm Plxu + 1/2xv<](277v1,37%09) = 1/2 para todo (vy,vy) € U’y

o—0t

iii) lim P[p](2777% 3797%) = () para casi todo ¢ € R tal que (27%,37%) ¢ 9U.

oc—0t

Probemos entonces cada item.

i) Comencemos notando que
Plxv +1/2xve] = P[1 — 1/2xve] = P[1] — 1/2P[xye].
Sea (uy,uz) € U. Por el Corolario 3.3.11,

lim Plxye](27%u1,3 %uy) = 0.

o—0t

Ademds, para cualquier z € D?,

P1](2) = /T palz,w) dma(w) = 1.

En consecuencia,
lim Plxu + 1/2xvu<](277u1,3 %ug) = 1.
o—0t

ii) Para probar este {tem, observemos que
Plxv + 1/2xue]| = P[1/2+ 1/2xy| = 1/2P[1] + 1/2P[xv] = 1/2 + 1/2P[xv].
Sea (v1,v;) € U . Por el Corolario 3.3.11,

lim Plxg](27%v1,37%0,) = 0.

o—0t

Ademés, como para todo z € D?,

0 < Plxul(z) = | pa2(z,w)xv(w) dms(w)

2

P2(2, w)xg(w) dma(w) = Plxgl(2),

2

IN
S— 35—

tenemos
lim Plxy](27%v1,37%0,) = 0.

oc—0t
Asi,
lim Plxy + 1/2xue](27%01,377vy) = 1/2.
oc—0t
iii) Recordemos que pu = Z;’il i, con p; = p;A; para todo j € N. Consideramos
Ao =272, j?A;. Por el Lema 4.3.1, existe E C R de medida 0 tal que
lim P[A\o](2777%,3777") =0 (4.9)

o—0t



4.3. La respuesta de Saksman y Seip 63
para todo t € R\ E. Como para todo jy € N, zozl i < jéXo, se sigue de (4.9) que

o—0t

lfm P[]ZO uj} (2701t 371ty = (4.10)
j=1

para todo t € R\ E. Fijemos t € R\ F tal que (27%,37%) ¢ 90U y veamos que
lim Plu)(2777%,3777") = 0.

o—0t

Sea € > 0. Definimos

7= (27,37, d:= dist (,0U)>0 y B:=B(r,d/2).

Sea jo > max{Z2, 232} Descomponemos las medidas j; como sigue:
B = Xply Y = =
Por un lado, si w € B,
dist (w,0U) > dist (1,0U) — d(w,7) > d/2 > 1/j.

Luego, si j > jo, dist (w,0U) > 1/j para todo w € B y entonces, por como elegimos p;,

xep; < J°
Por lo tanto,
0< ) pf < Ao,
J>Jjo
y, por (4.9),
/. a —o—1it Q—o—it\ __
015&13[2%}0 L3701 = 0. (4.11)
J>J0

Por otro lado, tenemos que

dist(r,s0p(i7)) > d/2 v gl < gl = lpsll < 572
Luego, por el Corolario 3.3.10,
sg%)P[Z Mg} (270,377 < 32(d/2) 2 Y5 < o < (4.12)
7 7>jo 3>do

Juntando todo, tenemos que para todo o > 0

Plu)(270*,370) = P[jzo,uj] (9ot 3-o-it) |

j=1

J/

~
—0 si c—01 (4.10)

+P [ 3 ug] (270~ 3=o0=ity 4 p [ 3 Ng] (270t 3oty

J>jo J>Jjo

J/ (. J/

~

~
—0 si 00+ (4.11) <e/3 (4.12)

Concluimos que
lim Plp)(2777",3777") =0,

o—0t

como queriamos ver. O
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Ahora si, estamos en condiciones de probar la parte (2) del Teorema 4.2.2.

Demostracion de (2) del Teorema /.2.2. Sea 0 < & < 1, queremos ver que existe f € S,
con || f||, = € v tal que

R—o0

lim /R |f(it)|* dt =1
im — i =1.
R Jo

Recordemos que

L={(2"3"):teR}.
Como my(L) = 0 y my es una medida regular, podemos tomar un abierto U C T? tal que
LCUymy(U)=c¢" Sea h:D?* — R la funcién del Lema 4.3.5, es decir,

h(z) = Plxuv + 1/2xve — p)(2).

Por ese mismo lema, sabemos que h es la parte real de una funcién holomorfa H : D? — C,
que h(z) < 1 para todo z € D? y que, como L C U,

lim (277" 3777") =1 ae. t € R.

o—0t

Sea F : D? — C la funcién
F = eFH-D,

donde k > 0 es tal que €2 = e *(1 + €2). I es holomorfa en D? y ademés, para todo
z € D?, como h(z) <1,
|F(2)] = k)= < 1

Por lo tanto, F' € H.(D?). Consideramos f € RS C A la imagen de F por la
transformada de Bohr. Luego,

f(s) = F(27°,37)
para todo s con R(s) > 0 (Teorema 2.3.7). Entonces, para casi todo t € R,
1) = 1 )| = lm [F(277*, 377"
|[f(it) = lm |f(o+at)] = lm [F(2777%, 37777
= lim |exp(kH (277" 3777") — k)|
oc—0t
= lim exp(kh(2777" 3777 — k) = 1,

o—0t

y por lo tanto,

it 1 /R | f(it)|?dt = 1
11m — 7 = 1.
R Jy

R—o00

Resta calcular || f||,4. Pero como f es la imagen por la transformada de Bohr de la
funcién holomorfa F(z) = ZaeNg co(F)z, entonces

1l = (3 lea(F))

aeNg

1/2
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Ahora, por el Lema 2.3.14,

D lealF)P = lim [ |F(rw)]* dma(w).

r—1= Jp2

Para calcular este iltimo limite vamos a usar el teorema de convergencia mayorada. Por
el Teorema 3.3.1, como i y mo son mutuamente singulares,

—1-

h(rw) = Plxy + 1/2xve — pl(rw) —— (xv + 1/2xve)(w)
para casi todo w € T? y, por lo tanto,

|F(rw)]? = 2khlrw)=1) 2L, 2k (w)+1/2xwe (w)-1)

Ademds, para todo r € (0,1) y todo w € T?,
|F<TU})|2 _ 62k(h(rw)—1) < 1.

Ahora si, por el teorema de convergencia mayorada,

115 = D lea(F)P = lim N |[F(rw)l* dmo(w)

r—1—
anNg

:/ 2RO (W) +1/2x0e (@)=1) g (1)
']TQ

— /U 1 dmg(w) + / e dmy(w)

=l (1 —Me P =+ (1 -1 +He™

=t +(1-¢)e? =&,
como queriamos ver. O

El préximo objetivo es demostrar (1) del Teorema 4.2.2. La prueba del siguiente
resultado es muy similar a la primera parte de la demostracién de (2), con la diferencia
de que, en este caso, el abierto U es arbitrario y, por lo tanto, no cubre necesariamente a

L.

Lema 4.3.6. Sean 0 < § < 1 y U C T? abierto. Entonces existe f € %, con || fllee <1
tal que:

» |f(it)| =1 para casi todo t € R tal que (27%,37%) € U,

= | f(it)| = & para casi todo t € R tal que (27,37 € U".

Demostracion. Sea h : D? — R la funcién del Lema 4.3.5. Sabemos que h es la parte real
de una funcién holomorfa H : D? — C. Sea F : D? — C la funcién

F = -1,
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donde k > 0 es elegido de forma que e ¥/2 = §. F es holomorfa en D? y, como antes,

|F(2)| <1 para todo z € D?. Por lo tanto, F' € H,(D?). Sea f € J, su imagen por la
transformada de Bohr. Luego,
fls)=F(27,37)

para todo s con R(s) > 0 (Teorema 2.3.7). En particular,
[f(s)| = [F(27°,37°)[ <1
para todo s con R(s) > 0. Ademas, por el Lema 4.3.5, sabemos que

lim h(2777",3777") =

c
o—07t

1 a.e. t € R con (27%,37%) € U,
1/2 ae t€Rcon (2737 ecU .

Entonces

lim |f(o +it)| = lm |F(2-(+%) g=(o+it))

oc—0t o—0t
= lim |exp(kH (277" 3777") — k)|
oc—0t
= lim exp(kh(2777% 377" — k)
oc—0*t
1 a.e. t € R con (27%,37%) € U, -
e #?2=¢§ ae tecRcon (27" 37" cU".

En la demostracion de (2) del Teorema 4.2.2, cubrimos al conjunto L con un abierto,
lo cual implicé que la funcién que contruimos satisfaciera que |f(it)| = 1 para casi todo
t € Ry, por ende, el limite

existia trivialmente. Para la demostracién de (1), necesitaremos utilizar el Lema 4.3.6 con
un abierto U que cubra solo una parte de L, de modo que |f(it)| oscile lo suficiente para
que el limite mencionado no exista. El siguiente resultado nos permitira construir dicho
abierto.

Lema 4.3.7. Sea 0 < € < 1. Existe una sucesion (Uy, )nen de abiertos de T? disjuntos dos
a dos, tal que para cada n € N, existe t, > n con

Ht €[0,t,]): (277,37 € U} > (1 — ¢/2)t,.

Demostracion. Sea ¢ : R? — T? la funcién
(b(tl, t2> = (€itl, 6“2).

Notemos que ¢ es una funcién continua y abierta. Luego, si A C R? es abierto o compacto,
#(A) C T? es boreliano y, ademds,

1
472

ma(p(A)) < —; Al (4.13)
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donde || es la medida de Lebesgue. Més atin, si A estd incluido en un cuadrado de lado
27, vale la igualdad. Si definimos v : R — R? como

1) = (— (), — n(3)1),
entonces L = ¢(v(R)).

Vamos a mostrar, por induccién, que para cada n € N, existe U, C T? abierto que
cumple las siguientes propiedades.

Un, = ¢(U,) con ﬁn C R? una unién de finitos cuadrados diddicos abiertos,

Para n = 1 tomamos ¢; = 1. Cubrimos (salvo finitos puntos) el segmento

{(t):t€[0,1]}
con finitos cuadrados diddicos abiertos de modo que la unién de todos ellos, (71, satisfaga

|(71| < 2em?, como se muestra en la Figura 4.6. Luego, U; = qb(fjl) C T? abierto y

0.2

(-IN@)t-In(3)t)

Figura 4.6: En verde, el segmento {y(t) : t € [0,1]} y en rojo, U,.

1 ~
m2(U1) S H|Ul, < 8/2

Ademés, para casi todo ¢ € [0,1], v(¢) € U; y entonces

d(1(t)) = (27",37") € ¢(U) = U
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En consecuencia,

Htel0,1]: (273" et} =1>(1-¢/2).

Para el paso inductivo, suponemos construidos Uy, ..., U,. Primero veamos que del
item i) podemos deducir que

mo(0U;) = 0 para todo j =1,...,n.

Para ello, notemos que como U ; es compacto, ng(ﬁj) es un cerrado, que contiene a gb(ﬁj)

y asi _
T; = 0(05) € o(T5).
Luego, - __
oU; =U; \ U; C ¢<(7j> \¢(U;) € ¢([7j \ fjj) = ¢(U), (4.14)
y entonces,
ma(2;) < ma(e(00) < 4—;|az7jy 0,

ya que U; es unién finita de cuadrados. Consideramos

que es abierto. Como my (V) = 0 (pues 9V C | J;_, 9U;) y el conjunto {—In(2), —In(3)}
es linealmente independiente sobre Q, por el Teorema de Birkhoff 1.4.4 para la funcion

=1,
1 . .
lim —|{t € [0,7]: (27",37) € V}| = ma(V) < &/2

T—o0

Luego, existe t,11 > n+ 1 tal que

1

n+1

{t € [0,tn] - (274,37 € V)| < g/2.

Tomamos 6 > 0 tal que
{t €10, tpa] : (27,37 € VI +6 < thy18/2. (4.15)
El objetivo es construir U,,; de modo que cubra una porcién suficientemente grande de
{(27%,37") ¢ V tal que t € [0, tn41]},

pero que esté a distancia positiva de V' y con

mo(Upy1) < /2 — ZmQ(Uj).
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Como la medida de Lebesgue (en R?) de {(t) : t € R} es cero, existe G C R? abierto
tal que
{7(t):teR}YC G y |G| <4n®(e/2— ng(Uj)).

j=1

N J/

~
>0 por HI.

Ahora, como GN ¢~ ( ) C R? es abierto, lo podemos descomponer en una unién nume-
rable de cuadrados diddicos cerrados C; con interior disjunto:

Gne! =Ja. (4.16)

i>1

Como

D Ht e [0 tun] s y(t) € Gl = {t € [0, tua] s (1) € [ J G} < o0,

i>1 i>1

existe N € N suficientemente grande tal que

> H{te0,tun]  y(t) € Ci} < 6. (4.17)

i>N+1
Definimos entonces los abiertos
Un1 = UCO CR® y Uni1=¢(Unt1) C T
=1
que claramente cumplen la primera condicién. Verifiquemos que se satisfacen las demaés.
ii) Dado t € [0, t,.1] tal que (27%,37%) ¢ V, entonces

n+1
"3 ¢ Ui o (2737 € Upp.

Luego,
’{t € [0>tn+l] : (2_it73_it) € Un—i—l}‘ Z

n+1

[{t €10, tnm] : 27,37") ¢ VH = [{t € [0,t04a] - (277,377) U Uj}-

Para acotar la medida de

n+1

{t €[0,tpq]: (277,371 UU}

veamos primero que para todo j =1,...,n

[{t €10, tn41] - (27%,37%) € OU,}| = 0.
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En efecto,

{t €[0,t,1] : (27%,37") € OU;} = {t € [0,t, 1] : (7(t)) € OU,}
C {te[0tnnr] : ¢(4(1)) € (OT;)}

(4.14)

C (J{t €10,tusa] : 7(t) € OT; + (2knm, 21m)},

klEZ
y, COMO (7]- es union finita de cuadrados diddicos, los conjuntos
{t €[0,tns1] : ¥(t) € OU; + (2km, 2im)}
son finitos (k,l € Z). En consecuencia,
{t €10, tnsa] - (277,37) € OU;}H =0

como queriamos ver. Luego,

n+1

{t €0, tur] : (277,37) ¢ U Ui}l

= |{t € [0, tnia] : (27,371 (UU) nUS,

=|{t€0,tn]: (27,37 eV NU:,,}

(4.16)

[{t €0, tun] v € |J CHA It €0, tun] :7(1) € UﬁCi}!

i>N+1

N J/

—~
<& (4.17) =

< 0.
Asi,

{t € [0, tnsa] : (27,37") € Uni}] =
> {t €0, tnn]: (27,37) ¢ VY -0
> thrl - ‘{t S [Oathrl] : (27“737“) € V}‘ —0

Z tn+1 — tn+1€/2 = (1 — E/2)tn+1.
(4.15)

iii) Como por hipétesis inductiva Uy, Us, . .., U, son disjuntos dos a dos, basta ver que
U;NU,y1 =0 paratodo j=1,...,n

Como Un+l es compacto, ¢( n+1) es un cerrado que contiene a ¢( n+1) y, entonces,

Unir = 0(Uns1) € 6 (U ).
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Asi,

n+1c¢( n+1)C¢<UC>C¢¢ ( QV:<

7)

y en consecuencia, U; N Up,41 = 0 para todo j = 1,...,n, como querfamos ver.

||C:

iv) Como tomamos ﬁnﬂ CGy

G| < 47 (/2 — ng(U]))

vemos que
n+1 1 _
Zm2( Zm2 )+ ma(Upsr) < Zm2 R|Un+1|
Jj=1 J=1
< U — |G| < /2. O
<D + 516l </

Ahora si, podemos terminar la demostracién del Teorema 4.2.2.

Demostracion de (1) del Teorema 4.2.2. Sea (0 < ¢ < 1. Consideramos la sucesion (Uy,)nen
de abiertos de T? disjuntos dos a dos del Lema 4.3.7 y definimos los abiertos

U= UUZk—l y V= UU%'
k=1 k=1

Notamos
A, ={te[0,t,]: (273" eU,}.

Sabemos que |A,| > (1 —¢/2)t,

Sea 0 < § < 1 tal que 2 < 1 — ¢ y consideremos f € 5% la funcién dada por el
Lema 4.3.6 para este 9. Como U y V son abiertos disjuntos, tenemos que V C U° y, en

consecuencia,
» |f(it)] = 1 para casi todo t € R tal que (27%,37%) € U,
» |f(it)| = & para casi todo ¢t € R tal que (27%,37%) € V.

Luego, si n € N es par, usando que || f||z, < 1, obtenemos

1
—/ f())? dt = —/ f@t)|Pdt + — | f(it)dt
tn Jjopa\An

1 1
< — 6% dt + — 1 dt
th Ja, tn J{0,ta]\An

1 1
< & + t_HOvtn] \ An| = ¢ + t_(tn - |An|)

1
< 0%+ t_(tn — (1 —¢/2)t,) = 6* +¢/2.

n
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Y sin € N es impar,

1 [t 1
- / P > / ()P

1
Z—/ 1dt
tn Ja,

>1—¢/2.

La eleccién de 6 nos asegura que 62 +¢/2 < 1 —¢&/2 y, por lo tanto,

lim l/Tyf('t)P dt
), "

T—o00

no existe. O
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