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Introduccion

Esta tesis de licenciatura surge en el contexto de un area de la matematica que tiene aplicaciones
interdisciplinarias a la quimica biolégica. Estudiamos las soluciones de estado estacionario para un
problema particular y muy conocido de redes de reacciones bioquimicas. Més en concreto, tratamos
de encontrar coeficientes de velocidad de reacciéon que definen al sistema, de forma tal que este tenga
el maximo posible de estados estacionarios distintos.

Muchos modelos en ciencias e ingenieria se expresan como conjuntos de soluciones de sistemas de
ecuaciones polinémicas, es decir, como variedades algebraicas afines.

Una red de reacciones es un modelo utilizado para describir la evolucién de sistemas bioquimicos
compuestos por varios tipos de moléculas que estan presentes en un medio y reaccionan entre si com-
bindndose o dividiéndose siguiendo el principio de la cinética de accién de masas. La cinética de acciéon
de masas describe el comportamiento de una reacciéon quimica, afirmando que la velocidad de la reac-
cién es directamente proporcional al producto de las concentraciénes de los rectantes. Esto conduce
a modelos de ecuaciones diferenciales no lineales que describen la dindmica de la concentracién de
moléculas en funcién del tiempo.

Para modelar un problema como este se consideran tres elementos fundamentales. Las especies
(X1,...,X,) son todos los tipos distintos de moléculas que aparecen en las reacciones y sus concen-
traciones se denotan respectivamente por letras minisculas (z1,...,z,). Los complejos (Y7,...,Y})
son combinaciones lineales enteras no negativas de especies, que representan los reactivos y productos
de una ecuacién de reaccién quimica; sus coeficientes se denotan respectivamente como (yi, ..., yx).
Finalmente, las reacciones (Y; — Yj, k;;) son aristas dirigidas entre dos complejos, y cada reaccién
estd asociada a una constante de velocidad de reaccién (un coeficiente real positivo).

Utilizando esta notacion, las derivadas temporales de las concentraciones de todas las especies presentes
en la red se pueden expresar en toda generalidad como:

dz :
o Z Kig 2% (Y5 — ¥i), (1)

Yi—Y;

donde las expresiones de la derecha son polinomios de R[x]. Debido a que la derivada del vector de
especies x estd contenida en el subespacio S generado por las diferencias de complejos para todas
las reacciones S = (y; —y; @ Y; — Y;), entonces las trayectorias de x dadas ciertas condiciones
iniciales, estan contenidas, para t en el intervalo de definicién, en un subespacio afin de la forma
Sp={zeR":li(z) =T1,...,ls(x) = Ts}, donde I; son formas lineales. La interpretacién habitual
que se le da a las cantidades T; es que son las sumas totales de ciertos tipos de moléculas que aparece
en las especies. Cada una de las ecuaciones asi expresadas se llama una ecuacién de conservacion

3



para esa molécula.

En este tipo de sistemas es comtn encontrar los llamados estados estables o estacionarios, que son
estados del sistema donde las derivadas de las concentraciones son cero para cada x;:

dx i
dt

=pi(z) =0 (2)

Esto significa que el sistema no cambia al partir de estos estados, y en algunos casos también exhibe
convergencia o tiende hacia ellos cuando parte de otro lugar. Los estados estacionarios son basicos
para describir la dindmica.

Si solo interesa estudiar los posibles estados estacionarios, el estado inicial no importa a priori, pero si
importan las relaciones de conservacién, es decir la cantidad total de cada tipo de molécula presente
en las especies, ya que estas cantidades se conservan partiendo desde un estado inicial y determinan
las sumas totales.

Para una red de reacciones, una vez que se han fijado las relaciones de conservacién, se dice que un
sistema que tiene mas de un posible estado estacionario positivo en St exhibe multiestacionariedad.

Nuestro problema concreto es la fosforilacién distributiva secuencial de n sitios. La fosforilacion es la
unién de un grupo fosfato a una molécula. Este proceso y su inverso, la desfosforilacién, son comunes
en biologia. Muchas proteinas tienen varios puntos de unién donde puede ocurrir la fosforilacion,
y diferentes combinaciones de fosforilaciones en la misma proteina generalmente alteran su funcién
sustancialmente y de diferentes maneras. La fosforilacion distributiva secuencial de n sitios es un mod-
elo matematico entre otros que describe el progreso en el tiempo de este proceso para algunas proteinas.

El modelo consta de las siguientes especies:

e Sustratos fosforilados: Una proteina base S puede tener hasta n fosforilaciones sucesivas.
Se supone que cada sitio de fosforilacion es funcionalmente igual y el orden de fosforilaciéon no
importa, solo el recuento total de pasos de fosforilacién. La desfosforilacién puede ocurrir como lo
contrario de este proceso. Entonces, la misma proteina se representa como una especie diferente
en la red segin cudntos grupos fosfato estén unidos a ella: Sp, S1,...,5,. En las ecuaciones
representamos las concentraciones de estas especies con las variables x;

¢ Quinasa: Se trata de moléculas de enzimas llamadas quinasas. Esta enzima une a un sustrato
como un paso previo necesario para producir una ocurrencia de fosforilacion. Luego se separa de
ella. En las ecuaciones representamos la concentraciones de quinasa con v.

o Fosfatasa: Se trata de moléculas de enzimas llamadas fosfatasas. Esta enzima se une a un
sustrato como un paso previo necesario para producir una ocurrencia de desfosforilacién. Luego
se separa de ella. En las ecuaciones representamos la concentracién de fosfatasa con w.

« Complejos quinasa-sustrato: Estas especies (que forman complejos monomoleculares) son un
paso intermedio necesario antes de que una proteina obtenga una fosforilaciéon adicional. Una
enzima quinasa se une a la proteina para formar una especie intermedia, y s6lo después de alcanzar
este estado la proteina queda disponible para unirse a otro grupo fosfato y simultdneamente
liberarse de la enzima. Estos complejos son especies diferentes dependiendo del niimero de
fosforilaciones de la proteina subyacente: K Sy, KS1,...,KS,. En las ecuaciones representamos
las concentraciones de estas moléculas con las variables ;.
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« Complejos fosfatasa-sustrato: Estas especies (que forman complejos monomoleculares) son
un paso intermedio necesario antes de que una proteina libere un grupo fosfato y disminuya
su cantidad total de fosforilaciones. Una enzima fosfatasa se une a la proteina para formar un
complejo, y sOlo después de alcanzar este estado la proteina puede liberar un grupo fosfato y
simultaneamente liberarse de la enzima. Estos complejos son especies diferentes dependiendo del
numero de fosforilaciones de la proteina subyacente: FSi,...,FS,. En las ecuaciones represen-
tamos las concentraciones de estas moléculas con las variables z;.

La descripcién de los complejos y las reacciones se puede apreciar en el siguiente grafo dirigido que
representa a las ecuaciones quimicas, representamos con b}, a;, d;, e} las distintas constantes de reaccién:

b’ o bln c 1
So+ KSKSy 3 S+ K S ... Sy + K KSyy ™3 Sy + K (3)
% al,
S+ FSFS, s, 4 FS.. 58 +FSFS B8+ F (4)
&, &

Utilizando las notaciones anteriores para las concentraciones de las distintas especies quimicas, las
ecuaciones diferenciales de la red de reaccién son las siguientes:

. / / /
Ti = — Qi 0T + i Yipr + G Y
/ / !

—d;wz; +e; 2+ fiq zig1
. li / /
Yi = a; vrio1 — by — ¢y (6)

Zi = d,wx; — ez — fl 2 (7)
n—1 n n

b= =Y a v+ Y byt du (8)
i=0 i=1 i=1

n n n
dengi+Zegzi+Zf{zi, (9)
i=1 i=1 i=1

donde, para tener una escritura homogénea, las constantes de reaccién con indices 0 y n+ 1 son iguales
a 0.

8.
I

Enfatizamos que a diferencia de la notacién empleada por otros autores, nosotros elegimos los sub-
indices de las concentraciones de complejos y;, 2; para que los subindices coincidan para los dos com-
plejos que se encuentran en la red de reaccién entre dos ocurrencias sucesivas de sustratos fosforilados.
El precio a pagar de esta elecciéon, es que y; queda asociado a la concentraciéon de K.S;_1, lo cual puede
resultar poco intuitivo para otros autores.

Una base de relaciones de conservacién para este problema son las siguientes, donde K, F, S son las
cantidades totales de quinasa, fosfatasa y sustrato, respectivamente:



El objetivo que abordamos en esta tesis es determinar valores de los coeficientes

(a’;7b;?cg7d;7e/‘7f7;/aK7Fvs)

(2

como parametros de tal manera que todos los polinomios del sistema de ecuaciones diferenciales junto
con las ecuaciones de conservacién tengan 2n — 1 posibles estados estacionarios positivos (llamados
estados estacionarios estequiométricamente compatibles).

Esta cuestion es un problema que permanecia abierto desde hace largo tiempo en el drea, y es de
gran interés porque la fosforilacién secuencial en n sitios es una de las redes de reacciones mas estu-
diadas, que se usa frecuentemente también como ejemplo o punto de referencia para desarrollos tedricos.

A continuacién presentamos un breve resumen del contenido de cada seccién de esta tesis:

e Capitulo 1: En este capitulo presentamos los preliminares teéricos y explicamos los resultados
de otro trabajo que usamos como punto de partida para nuestra demostracién.

e Capitulo 2: En este capitulo analizamos una variedad de trabajos previos de otros autores que
abordan el problema, y explicamos los avances y las limitaciones de cada uno.

e Capitulo 3: En este capitulo derivamos un sistema que es equivalente al sistema original,
pero que sigue una estructura o patrén particular que nos permitird luego instrumentar nuestra
estrategia de demostracion.

e Capitulo 4: En este capitulo presentamos y demostramos nuestra solucién al problema, que
aplica para todo valor de n.

e Capitulo 5: En este capitulo presentamos un ejemplo numérico para resolver el caso n = 5 que
refleja de una forma bastante fiel el método empleado en la demostracién. El caso n = 5 es el
primer valor de n para el cual atin no se habian encontrado previamente ejemplos numéricos de
2n — 1 =9 soluciones.



Capitulo 1

El punto de partida

En este capitulo introduciremos los conceptos tedricos basicos y resultados previos sobre los cuales nos
apoyaremos para construir nuestra solucién al problema.

La red de reacciéon de fosforilacién en n sitios que ya hemos introducido pertenece a una clase mas
amplia de redes de reacciéon que han sido definidas y estudiadas por Alicia Dickenstein y Mercedes
Pérez Millan en el trabajo [6]. Esta familia de redes reciben el nombre de sistemas MESSI, de acuerdo
a la siguiente definicién:

Definicién 1.0.1. Una red de reacciones se dice que es una red de tipo MESSI si existe una
particion del conjunto de especies P:

P=POy.. . .upm (L.1)

con m > 1 (bajo union disjunta), de forma tal que los complejos y las reacciones presentes cumplen
las condiciones enumeradas a continuacion:

Llamamos a las cardinalidades #P©) = p, #P() = n, y llamamos n = Y as0Na- Estd permitido que
p =0, pero se asume que ng > 0.

Las especies presentes en P) son llamadas especies intermediarias, y las especies presentes en P\P(O)
son llamadas especies nicleo.

El conjunto de complejos admitidos también se divide en dos grupos disjuntos. Los complejos inter-
mediarios son aquellos complejos que consisten de una unica especie intermediaria que solo aparece
en dicho complejo. Los complejos nicleo son aquellos que son mono o bimoleculares y consisten de
una o dos especies nicleo. Cuando un complejo nicleo consiste de dos especies X;, X;, estas deben
pertenecer a dos partes distintas P, PB) o £ 3.

Decimos que un complejo y reacciona en otro y' por medio de intermediarios ya sea si existe una reac-
cién directa y — 1y o bien si existe una cadena de reacciones entre ambos que solo pasa por complejos
intermediarios. Esta situacién se denota como y —o y'.

Los complejos intermediarios cumplen que para cada complejo intermediario y existen complejos nicleo
Yels Ye2 CON Y2 —20 Y 0 Yel -



Si tres especies se encuentran relacionadas por X; + X; —o Xi 6 Xi, —o X; + X, entonces Xy, es
una especie intermediaria.

Si dos especies niicleo se relacionan por medio de X; —o Xj, entonces ambas deben pertenecer a la
misma parte.

Si cuatro especies nicleo se relacionan por medio de X; + X; —o X + X, entonces o bien X;, Xy,
estdn contenidos en una misma parte e igualmente X;, X;, o bien esto sucede con X;, X; y X;, Xy.

En el mismo trabajo [6], Teorema 4.1, las autoras prueban que en sistemas MESSI que cumplen ciertas
hipdtesis bastante amplias sobre la forma de su grafo de reacciones, dada cualquier eleccién de una
especie dentro de cada particién ¢, € P®, todas las especies niicleo pueden expresarse como funciones
racionales de las concentraciones x;_  de dichas especies escogidas.

Adicionalmente, definen una operacién G +— (G sobre redes de reacciones, que resumidamente se trata
de projectar una red G sobre otra (G; que es igual a G con la salvedad de que las especies intermedias
estan removidas o colapsadas, y las constantes de reacciéon originales se componen entre si de forma
tal que los estados estacionarios de G estén en relacién biyectiva 7(u,z) = x con los de G.

En el Teorema 4.7 del mismo trabajo, dan condiciones sobre la red G bajo las cuales la inversa de esta
biyeccién w1 es tal que las especies intermedias quedan expresadas como funciones monomiales de las
especies nicleo.

Todas estas hipotesis se cumplen para el sistema de fosforilacién en n sitios, y el resultado se pueden
llevar aun més lejos. En [i] Bihan, Dickenstein y Giaroli demuestran que los sistemas de fosforilacién
en n sitios son sistemas MESSI s-téricos y encuentran un conjunto de ecuaciones binomiales que de-
spués de ser manipuladas algebraicamente les permiten parametrizar todas las especies en los estados
estacionarios positivos mediante monomios que incluyen tinicamente a las variables zq, v, w.

La parametrizacion mencionada en el parrafo anterior serd entonces nuestro punto de partida. Usare-
mos esa parametrizacion para sustituir la totalidad de las variables del sistema original por monomios
en zg,v,w obteniendo un sistema cuyos estados estacionarios estdn en biyeccién con los del sistema
original.



Cambio de notaciéon

Cambiaremos a la notacién utilizada en [l] para explicar los pasos iniciales en la deduccién de nuestro
conjunto equivalente de ecuaciones. En el lado derecho de cada una de las siguientes flechas se encuentra
la notacién usada por nosotros, y en el lado izquierdo la notacién usada en [d]:

Si<—Si,
Si < Tiy,  Yi < Yir1, €50
Ui <= Zj+1, f<—w

/ / /
kon,i S Qiyq, koff,i <~ bi-t,-la kcat,i G

/ !
loﬁ,i S €igqs lcat,i A fi+1
Eiot <+ K, Fiop + F

/
lon,i < diyq,
Stot — Sa

Usando esta notaciéon, el problema de fosforilacién distributiva secuencial de n sitios se puede escribir
como:

Koft,0 Koff,n—1

So+E 5 ESy S+ ES .. 5 S+ E 5 BSy TS, + E (1.2)
kon,O kon,nfl
lott,n—1 leat,n—1 lost.0 lcat,0
S, +F & FS, TS 4 FS.. S+ F S FS Y S+ F. (1.3)
lon,n—1 lon,0

La tupla (xg,v,w) se convierte en (sg, e, /) usando esta notacién, y la parametrizacién probada en [l
Bihan, Dickenstein y Giaroli es:

$; =Ts_1——, i=1,...,n (1.4)
fz
i+1
%:Mﬂqw; Ci=0,...n—1 (1.5)
i+1
u; =L;T; soei , 1=0,...,n—1, (1.6)
f
donde los coeficientes T, K, L estan definidos por:
K kon,i . 0 1 (1 7)
i =——2—— 1=0,...,n— .
koﬁ,i + kcatﬂ'
loni .
Li=—>>—— i=0,...,n—1 1.8
loff,i + lcat,i ( )
: kca 'kon ) lca j lo i
E _ t,7 5J t,J + f‘f,J’ 7;:0,...,77,*]., (19)

kcat,j + koff,j lcat,jlon,j

j=0

donde se define ademas T_; = 1.



Dado que la red de reacciones una vez colapsada a las especies s, e, f no contiene ninguna reaccién,
entonces cualquier tupla (s, e, f) es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales igualado a cero.

Debido a que también necesitamos cumplir las leyes de conservacion para resolver el problema, reem-
plazamos estas expresiones para las concentraciones en las leyes de conservacion y obtenemos un
sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema original, suponiendo que las ecuaciones (1.4)-(1.6)
también se cumplen:

n—1 i
Eiot =€+ Z KT (;) eso (1.10)
i=0

n—1 i
Fiot = f + Z L,T; (;) eso (1.11)
i=0
n e % n—1 e i n—1 e i
Stot = ZTi_l <> S0 + Z KiTi—l () €Sp + Z LlTl <> €S- (112)
i=0 f i=0 f i=0 f
Teorema 1.0.2. Dados (di,Bi,’yi) € R3>0, stempre es posible encontrar valores de los pardmetros

Eon.i, Koff is Kcat,is lon,is loff iy leat,i € Rso de modo que se verifiquen las siguientes ecuaciones, donde
escogemos por convencion que T_1 = 1:

di:KiTi—la ZZO,,n_l (113)
Bi=LTi, i=0,....,n—1 (1.14)
;}'/i:Ti—la 7;:07...,77). (1'15)

Es mds, podemos exigir ademds que la tupla de pardmetros de resolucion cumpla las condiciones
kot i lori = 0 para todo 0 < @ < n — 1, es decir si los pardmetros a determinar corresponden a
las constantes de reaccion de sistemas de fosforilacion distributiva secuencial de n sitios en donde las
reacciones que transforman los sustratos y la quinasa, fosfatasa en complejos no son reversibles:

So+E—-ESy—Si+F— ... S, 1+FE— ES,_ 1—S,+F (1.16)

La prueba de estos hechos es una comprobacion algo tediosa que omitimos. La secuencia de despejes a
realizar se vuelve més facil de ver asumiendo inicialmente que kog i, log; = 0 y buscando una solucién
para T;, K;, L;. Una vez que se tiene la solucién con kog i, log,; = 0, también es posible encontrar otras
soluciones con kjg ;, [ ; > 0 haciendo que klg ; + ko = Keat,i ¥ lgr i + leari = leat,i, cuidando a su vez
de mantener el cociente ki, ;/ltas; = Keat,i/lcat,i , 10 cual da lugar a los mismos valores de T;, K;, L;
que en la solucién preliminar.

Como consecuencia de este teorema, podemos reemplazar estas variables (&;, f5;,7%:) € R?éo por susti-
tucién en las ecuaciones de conservacion.
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Habiendo completado la cita de este resultado en la notacion utilizada por sus autores, volveremos a
nuestra notacién original:

Cambio de notacién
Volveremos desde la notacién utilizada en [[] Bihan, Dickenstein y Giaroli a nuestra notacién original
para concentraciones, constantes de velocidad de reaccién y constantes de conservacion.

Con los cambios de coeficientes hechos hasta el momento y retornando a nuestra antigua notacion, el
sistema se ve asi:

n—1 .
v\
K — (7) 1.18
v+;a ) v (1.18)
n—1 B v i
F=w+ 1(—) VI (1.19)
; w
i=0
5 n ) N n71~ N nfl~ N 120
= 2 () mot L () v+ 208 () v (1.20)

donde establecemos por convencién vy = 1.
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Capitulo 2

Trabajos previos

En esta seccion presentaremos un resumen de algunos de los resultados publicados por otros investi-
gadores que consideramos relevantes en relacién con el presente problema. Esta exposiciéon no pretende
ser exhaustiva: se omiten muchos resultados o autores importantes, preservando sélo la informacién
mas esencial para proporcionar al lector una idea general sobre el estado del arte.

Nuestra primera referencia es a un trabajo de relevamiento realizado por Alicia Dickenstein [5], que
incluye muchos resultados sobre métodos de geometria algebraica real y computacional aplicados al
estudio de redes de reacciénes en quimica bioldgica.

Entre ellos destaca un resultado basado en la combinatoria de digrafos en [G] que postula condiciones
suficientes para la existencia de una parametrizaciéon racional de las variedades que surgen como solu-
ciones de una amplia clase de estos sistemas a los que pertenece nuestro sistema, a los que bautizan
como sistemas MESSI, como ya sedlamos. Estas parametrizaciones se pueden obtener mediante un
procedimiento algoritmico, y esto es relevante ya que no todas las variedades algebraicas admiten este
tipo de parametrizacién, lo que permite reducir el nimero de variables en el sistema.

En el mismo trabajo [B] se prueba un resultado que permite, a partir de un procedimiento algoritmico,
determinar si un sistema MESSI que a su vez es térico junto con otras hipdtesis razonables, es o no es
multiestacionario.

En otra de las publicaciones antes mencionadas [6], los autores producen una parametrizacién racional
que permite reescribir el sistema de forma simplificada, lo que utilizaremos como punto de partida
para construir nuestra solucién.

También se explica en [B] otro procedimiento muy general para la clasificacién de regiones paramétricas
que dan lugar a diferentes niimeros de soluciones reales positivas. El procedimiento consiste en calcular
el conjunto de ceros del discriminante D(p) = 0, junto con las ceros de las resultantes que surgen al
imponer como condicién que los sistemas en n — 1 variables obtenidos fijando una de las variables
igual a 0. En cada componente conexa del complemento de la unién de estas variedades, el niimero de
soluciones reales es el mismo para cualquier eleccion de parametros. En la practica, estas regiones son
muy dificiles de determinar.

Luego también presentan un ejemplo de un sistema parametrizado que resuelven con este método

eliminando variables con bases de Grobner. Se observa como el espacio de parametros se separa en
regiones abiertas, de las cuales hay una muy pequena en volumen con relacion al resto donde se alcanza
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el méximo niimero posible de soluciones.

Este ultimo procedimiento es muy interesante por su generalidad, pero en la practica es dificil de
aplicar a nuestro problema por dos motivos:

e El tamano y la complejidad del polinomio discriminante crecen rapidamente con el grado del
sistema y la cantidad de variables y pardmetros que contiene, lo que dificulta su interpretacion
para valores grandes de n.

o El discriminante asi calculado es el resultado de la ejecucién de un algoritmo y, en principio, no
es trazable analiticamente, lo que impide su generalizacion para todos los valores de n.

Nuestra segunda referencia es una obra que histéricamente ha supuesto un salto en el tratamiento
de este problema. Wang, Sontag en [IT0] reescribe el sistema de manera equivalente usando solo dos
ecuaciones en dos variables u, v que son (en su propia notacién):

G (u,v) = v(udh (w) — 85 (W) Eror/ Frot) — Etor/ Frot +u =0 (2.1)

G5 (u,v) = ¢ (W)@ (u)v? + (¢ (u) — Siordh (u)
+Fioudt (u) + Fiords (w))v — Sio,

donde los ¢¥(u) son polinomios que tienen coeficientes en los pardmetros del sistema original. Los
paralelos de su notacién (izquierda) con nuestra notacién (derecha) para simbolos son: u < v/w,v <>
ro, Etor <> K, Fiot < F, Stor <> S.

Los autores prueban a partir de esto un resultado que ha sido fundamental como motivaciéon de nuestro
trabajo, que es el siguiente:

Teorema 2.0.1. Para cualquiera eleccion de pardmetros y constantes de reaccion (k,C), el sistema
de fosforilacion en n sitios, tiene como mazimo 2n — 1 soluciones de estado estacionario positivo
estequiométricamente compatibles.

Proof. Se presentard una versién de la demostracion que contiene omisiones de las definiciones de
algunos polinomios y sus coeficientes. La razén por las cuales se realizan estas omisiones es que no
hacerlas implica tener que transcribir una buena parte del articulo original B de manera tal que con-
tenga toda la secuencia de definiciones que conducen a la férmula de dichos coeficientes.

La idea de la demostracién es manipular los polinomios de las ecuaciones (E), (E2) para acotar
superiormente el niimero de raices positivas que el sistema puede tener. Se comienza manipulando la
ecuacion (E) de la siguiente manera:

v(uet (u) = (Brot/ Frot) 95 (1)) = Etot/ Fiot — u. (2.3)
Luego se multiplica la ecuaciéon (222) por el factor (udf(u) — (Eror/ Frot)¢5(u))? y se usa esta tltima
)

igualdad (Z33) para sustituir las ocurrencias de v(udf(u) — (Etot/Fiot) 5 (w)) por Eior/Fiot — u. El
resultado es una ecuacién que debe cumplirse para todas las soluciones u de (E0) y (E22):
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P(u) = 6§ (u)¢5 (w) (Brot/ Fror — u)* + (6 (1) — Stord () + Fropudf (u) + Fror s (u))
X (udf (u) = (Etot/ Frot) 95 () (Etot/ Fror — u) (2.4)
~Stot (U (w) — (Evor/ Frot) 95 (1) = 0.

El polinomio ¢4(u) es divisible por u, de lo cual se deduce facilmente que P(u) también es divisible
por u. Por otro lado sucede también que grad(¢g), grad(¢s) = n y grad(¢f) = n — 1. Observando la
definicién de P(u) se puede deducir que grad(P) = 2n + 2 y por lo tanto que grad(P/u) = 2n + 1.

Operando con los coeficientes de ¢f, @7, @5, los autores también pueden demostrar que el coeficiente
principal y el coeficiente independiente de P(u)/u son ambos positivos. Como el grado es 2n+ 1 impar,
esto implica que P(u)/u tiene una raiz negativa, y que por lo tanto no puede tener mas de 2n raices
positivas distintas.

El resto de la demostracién consiste en probar por contradicciéon que tampoco es posible tener exacta-
mente 2n raices positivas, por lo tanto estas son a lo sumo 2n — 1.

Sea Q(u) = P(u)/u. Supongamos que existen 2n soluciones positivas del sistema, las cuales denotare-
mos como (u;,v;), donde los u; tienen orden ascendente.

Supongamos que existiera una solucién con u; = Eiot/Fior. Una mirada a la definicién de P(u) nos
permite ver que en tal caso el factor (udf(u) — (Etot/Fior)ds(w)) tendria a Eyoy/Fior como raiz, lo
cual a su vez conduce a que Fy,/Fi, sea una raiz doble de Q(u). Pero esto es una contradiccién, ya
que estamos suponiendo que existen 2n raices positivas distintas u; de Q(u) y como Q(u) tiene grado
2n + 1 y una raiz negativa, entonces todas las raices deben ser simples.

Entonces u; # Fyiot/Fiot para todo i. Se puede utilizar entonces la férmula de Q(u) para probar
que a causa de esto, Q(Eit/Fiot) < 0. Por otra parte, también se puede probar con la misma fér-
mula que si (u¢f(u) — (Egor/ Fiot)d5(u)) = 0, entonces Q(u) > 0. Por lo tanto, si u* es un cero de
(ugh(u) — (Etot/ Frot)5 (u)), entonces no puede pertenecer al mismo intervalo de signo de Q(u) que
Etot/Ftot-

Esto tiene una consecuencia muy interesante. Si continuamos bajo el supuesto de que existen 2n
soluciones positivas del sistema, entonces los intervalos de signo de Q(u) en (0;4+00) estan limitados
por los mismos u;. Entonces no esposible que E}.t/Fior se encuentre entre dos soluciones de la siguiente
forma: u; < Eior/Fiot < uit1. La razén es que si se despeja v en la ecuacion (E1) se obtiene:

_ Etot/Ftot —u
ug§ (1) = (Etor/ Frot) 95 (u)’

pero esto implica que v; y v; 41 tienen signos distintos porque el numerador cambia de signo al pasar
por Eio/Fior pero el denominador no porque no tiene una raiz en el intervalo de signo (u;, t;11).
Como ese cambio de signo no es posible ya que ambos v;, v;+1 deben ser positivos para ser solucién,
entonces eso es otra contradiccion.

v (2.5)

La tnica opcién que resta es que se cumpla que Fyoi/Fror < u; para toda i, o bien que Eyor/Fior > u;
para toda i. El primer caso no es posible porque Q(0) > 0 ya que como se mencioné anteriormente su

14



término independiente es positivo y como Q(Eyo/Fiot) < 0, deberia haber un cero en el medio, pero
eso no es posible ya que los 2n ceros positivos que puede tener () son en este caso todos mayores a
E,ot/ Fior. El segundo caso tampoco es posible porque si asi fuera, el hecho de que Q(0) > 0 combinado
con la paridad de la cantidad de raices u; y el hecho de las mismas delimitan a los intervalos de signo
de Q(u), implicaria que Q(Ftot/Fiot) > 0.

Toda esta contradiccién proviene de suponer que el sistema dado por (2) y (222) tiene 2n soluciones
positivas distintas, y como no puede tener mas, entonces debe tener como mucho 2n — 1.

O

En el mismo trabajo, los autores demuestran también el siguiente teorema:

Teorema 2.0.2. Para cada eleccion de nimeros positivos Sior, 7y, existen g > 0,k € Rg" tales que la
siguiente propiedad rige. Si se eligen Eior, Frot > 0 con Fiot = Etot /7 < £0Stot/7, entonces el sistema
(K, Etoty Frot, Stot) tiene al menos 2|n/2] + 1 soluciones de estado estacionario positivo.

Para lograr esto, resuelven v de la ecuacién (E0) usando la férmula cuadrética, la sustituyen en la
otra ecuacion, luego establecen algunos valores de pardmetros de una manera especifica que da lugar
a un polinomio de grado n + 1, luego consideran un polinomio general con 2|n/2| 4+ 1 raices positivas
u" 1 ta,u+. . +a;u— Bt/ Fror v logran encontrar valores de pardmetros para que ambos polinomios
coincidan.

Los argumentos utilizados en Wang, Sontag [10], aunque bastante simples, sentaron las bases para
otros analisis posteriores de otros autores. Aunque no hay ninguna razén especifica por la que no sea
posible dar valores adecuados a los parametros para asegurar que el polinomio construido por ellos
tenga exactamente 2n — 1 raices positivas, a lo largo de los anos nadie lo ha hecho, probablemente
porque la expresién de dicho polinomio no sugiere ninguna elecciéon que sea razonable. De hecho, nue-
stro trabajo muestra que esta eleccion no es nada trivial y que no surge como resultado de un calculo
algebraico sino de una heuristica geométrica-analitica.

Nuestra tercera referencia [[@] por Feliu et al. Es un trabajo que destaca de otros por el estudio que
hace de la estabilidad de las soluciones del sistema ademas de su cantidad. En concreto, el resultado
principal de [] es el siguiente:

Teorema 2.0.3. Fuxiste una eleccion de pardmetros positivos del sistema de fosforilacion en n sitios
(k,C) tales que el problema admite 2| 5] + 1 soluciones de estado estacionario, de las cuales | 5] + 1
son asintoticamente estables y || son asintoticamente inestables.

Para lograr este resultado, primero eligen valores de pardmetros para hacer que (1,...,1) € R**! sea
el unico estado estable con multiplicidad 2| %] + 1, y luego proceden a perturbarlo.

Para estudiar la estabilidad de soluciones estacionarias utilizan la teoria de la variedad central. Mues-
tran que el Jacobiano del sistema evaluado en estado estacionario tiene n — 1 valores propios negativos
y dos valores propios iguales a cero, de lo que luego deducen que la variedad central es unidimensional.
El estudio de esta variedad central les lleva a concluir que el estado estacionario es estable. Después
de ser perturbados, muestran que este estado se bifurca en |§] 4 1 estados estables y | %] estados
inestables.

Para construir tal parametrizacion, eligen S = n + 1 y realizan un cambio de variable dado por:

1+ Zlnzl ﬂlxl

= ——=e= 2.6
1+ Zl:l o1 ( )
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donde las «;, 5; son funciones de las constantes de reaccién.

Luego despejan las concentraciones de sustrato en funcion de esta variable u y la concentracién del
sustrato no fosforilado: x; = u’zy. Finalmente utilizan esto para construir un polinomio P(u) de grado
n + 1 cuyas soluciones estan en correspondencia con las del sistema original. El polinomio citado es el
siguiente:

P(u) = w4+ (n+ 1)(ap — Bp)u™+ ...+ (n+ 1)(ag — f1)u— 1. (2.7)

Si bien el uso de la teoria de la variedad central podria generalizarse al estudio de cualquier eleccién de
parametros, el articulo se basa en establecer parametros y obtener un sistema equivalente resolviendo
todas las variables en funcién de las concentraciones de sustratos y luego escribiendo dichas concentra-
ciones con la sustitucién z; = u‘zg, lo que naturalmente conduce a un polinomio equivalente de grado
n + 1. No es evidente un proceso para generalizar el razonamiento a un nimero de soluciones mayor
que n + 1.

Nuestra cuarta referencia [8] de Dickenstein et al. es un trabajo que extiende trabajos anteriores sobre
sistemas con 2| %] 4 1 soluciones, encontrando ademds regiones abiertas del espacio de parametros
donde se garantiza este nimero de soluciones.

En este trabajo, los autores utilizan una version simplificada del sistema de fosforilacién en n sitios y
luego prueban un procedimiento que permite levantar los resultados al problema original. En concreto,
la simplificacion realizada por ellos al sistema es la siguiente:

kon,O kon,nfl

kcat kcat n—1
So+E S ESy B%°S+FsS...»S,1+E S ES,; 23S, +F (2.8)
Koft,0 Koft,n—1
S+ F 5 S, 4+ F— ... =S +FX S +F, (2.9)
siendo el sistema original:
kon,0 kecat,0 kon,n—1 Kcat,n—1
So+F S ESy =& S1+4ES ... S, 1+F S O ES, 1 5 S+ FE (2.10)
koff,O koff,nfl
lon,n—1 lonm 1 lon,o0 leat,0
Sn+F S FS, = S,1+FS...=>5+F S FS; = Sy+ F. (2.11)
loﬂ‘,n71 loff,O

Lo que se puede observar entonces es que la simplificacién consiste en eliminar el paso intermedio donde
la desfosforilacién mediada por fosfatasa produce un complejo intermedio en una reaccién reversible,
que luego puede reaccionar con el grupo fosfato para dar lugar a la proteina fosforilada. Aunque el
mecanismo quimico subyacente no cambia, la fosfatasa contintia actuando, la simplificacion es modelar
la desfosforilacion como una reacciéon de un solo paso con una constante de reacciéon consolidada. En
términos de esta nueva red, el resultado clave es el siguiente:
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Teorema 2.0.4. Dada una red simplificada (B) de fosforilacion en n sitios, con n > 1, supdngase que
las constantes de reaccion cumplen las siguientes relaciones:

kca 7 . kca 7
max; par b < MANY imopar b . 2.12
\p ,imp.
v; v

i i

Entonces para cualesquiera valores positivos de Siot, Fiot, Frot que ademds verifiquen las desigualdades:

Stot > Elot (2.13)
cati Stot . kecati
maxqpar { C:l = } < <Etot —1 Ftot < ming impar Za‘ = 5 (214)
2 O 7
existen constantes positivas By, . .., By, tales que para cualquier eleccion de constantes positivas Ag, . . ., Ap—1

y la constante N\, = 1 que satisfacen para 1 < j < n:

Aj
>\j—1

< B (2.15)

el reescalamiento del conjunto de parametros kon j — Ajkon,j con 0 < j <n—1 da lugar a un sistema
con eractamente 2| 5 | + 1 estados estacionarios no degenerados.

Ademas de este resultado, los autores demuestran que este niimero de soluciones es el maximo posible
alcanzable para el sistema simplificado:

Teorema 2.0.5. Para cualquier eleccion de constantes de reaccion y conservacion del sistema simpli-
ficado (B) de fosforilacion de n sitios, este tiene como mdzimo 2| % | + 1 soluciones aisladas.

Para hacer esto, los autores utilizan el teorema de Kushnirenko en la prueba, un resultado fundamental
en sistemas polinomiales ralos (sparse, en inglés) que da un limite superior al nimero de soluciones
complejas de un sistema con coordenadas distintas de cero.

Finalmente, los autores también demuestran que es posible levantar los resultados obtenidos al sistema,
original bajo condiciones razonables, aunque omitiremos el desarrollo de este aspecto.

Los resultados obtenidos en este trabajo son muy interesantes, pero sus propios resultados muestran
que este proceso solo puede producir un sistema con 2 L%J + 1 como maximo, por lo que no es efectivo
para encontrar el maximo tedrico de 2n — 1 del sistema original.

Nuestra quinta referencia [2] de Conradi et al. es un trabajo importante dado nuestro contexto, porque
proporciona, entre otras cosas, una motivacion para creer que el maximo de 2n — 1 soluciones se puede

lograr para todos los n.

Histéricamente, Wang, Sontag en su trabajo original [(0] habian conjeturado que la maxima cantidad
posible de soluciones era 2| %] 41 y que la cota obtenida por ellos para 2n — 1 soluciones no era justa.
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Conradi et al. [2] proporcionan en su trabajo un procedimiento heuristico numérico que les permite
encontrar contraejemplos a esta conjetura para los casos n = 3,4. En estos casos, ellos encuentran
parametros que producen el niimero maximo teérico de soluciones 2n — 1.

A diferencia de otros trabajos citados, en [2] el sistema no se trabaja directamente con los pardmetros
iguales a las constantes de reaccién, sino que se basa en una soluciéon de estado estacionario que ellos
llaman a, de la cual luego se obtienen las constantes de reaccién y conservacion, escogidas para garan-
tizar que a sea realmente una soluciéon. La solucién a se convierte entonces en el parametro utilizado
por ellos para definir el sistema, y en particular determinar sus valores para garantizar la existencia
de 2n — 1 soluciones.

El teorema mds importante aqui utilizado proviene de otro trabajo previo [d] del mismo grupo de
investigadores. Utiliza varias matrices Z € R3*(3+3n) p ¢ R6nx3n 1 ¢ RB+3n)x3 YT ¢ R6nx(3+3n)
cuya definiciéon omitiremos, pero que son esencialmente constantes como funcién de n. El teorema es
el siguiente:

Teorema 2.0.6. Para un sistema de fosforilacion en n sitios con constantes de reaccion k, valen los
stquiente resultados:

e ac€ R3>+03" es solucion positiva de estado estacionario del sistema (excluyendo las relaciones de
conservacion) si y solo si existe un X € R que cumple

K= diag(a_yT)E)\ (2.16)

e Otro vector b € RS;BS" es solucidn positiva de estado estacionario del sistema (excluyendo las
relaciones de conservacion) si y solo si existe un g € R, que cumple

b = diag(g")a (2.17)

e Dos vectores a,b = diag(g”)a € Rggggn que son soluciones positivas de estado estacionario del
sistema (excluyendo las relaciones de conservacion), cumplen también que poseen las mismas
constantes de conservacion si y solo si g € R?;O es una solucion de:

Z(diag(g™) — Ia =0 (2.18)

Usando este teorema luego proceden a demostrar otro enunciado, que relaciona los diferentes items
de la proposicién anterior para dar una ecuacién en una sola variable £ = go que permite caracterizar
el conjunto de soluciones b a partir de una tnica solucién a, que luego se toma como "EI’ parametro.
En estas proposiciones se utilizan varios polinomios F1, A, A, B, C, que dado un valor de pardmetro a
fijo son polinomios en una sola variable £, y cuya definicién omitiremos por brevedad. Demuestran el
siguiente resultado:

Teorema 2.0.7. Cualquier cero positivo & # £* de la siguiente ecuacion:

2C (&, a)F1(&,a) — A¢,a)[B(¢,a) +/(B?(€,a) + 4A(€,a)C(€,a))] = 0, (2.19)

define una solucion positiva b = diag(g”)a de estado estacionario del sistema por medio de:
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g1 =E"TR(E)/A®E) (2.20)
g2 =¢ (2.21)
g3 =& FL(E)/AS). (2.22)

Aqui £* es un valor excepcional que depende de a, pero no tiene gran importancia para las heuristicas
que se utilizan posteriormente.

A continuacién, los autores proceden a demostrar de una forma distinta a Wang, Sontag [I0], que estas
ecuaciones (inclusive considerando el caso £ = £*, donde las ecuaciones toman una forma diferente),
admiten solo 2n — 1 soluciones.

Finalmente, los autores presentan su heuristica para lograr obtener 2n — 1 soluciones. Esta heuristica
consta de los siguientes pasos:

¢ Construir una solucion inicial a por medio de fijar valores para algunas de las componentes del
vector y dejar otras libres como parametros.

o Despejar las componentes restantes de a bajo la condicién de que la ecuacién determinante (2219)
de soluciones para & tenga un cierto nimero de raices multiples en distintos sitios.

e Perturbar a por medio de sumar el término de; para alguna componente i. A partir de esta
perturbacion, las raices multiples se bifurcan para producir soluciones distintas. Otras soluciones
adicionales pueden aparecer en el proceso, que no provienen de las raices bifurcadas.

o Iterar por prueba y error los tres pasos anteriores hasta lograr una bifurcaciéon que produzca la
cantidad maxima de soluciones 2n — 1.

o Una vez encontrado el a, hallar los valores de constantes de reaccion « del sistema ingresando a
en la ecuaciéon determinante de x (EI8), eligiendo A = (1,...,1). Similarmente, determinar las
constantes de conservacion a partir sumar componentes de a (ya que este vector contiene todas
las concentraciones de las especies en el equilibrio).

Utilizando esta heuristica, los autores logran producir el maximo niimero de soluciones para los casos
n = 3,4, que son respectivamente 5, 7.

Esta heuristica resulta bastante efectiva al tratar con valores bajos de n, pero es poco generalizable
por varias razones:

o La complejidad analitica de la ecuacién que determina las soluciones en £ en (E19) crece répida-
mente al aumentar n, y de una manera no trazable. Como el proceso implica resolver valores de
los parametros a para producir multiplicidades, esta ecuaciéon se manipula para transformarla en
una ecuacién polinémica y sus derivadas deben luego diferenciarse e igualarse a cero en diferentes
puntos, para luego resolver el sistema polinomial resultante.

o No existe un criterio claro para determinar qué componentes de a son fijos o en qué valores, y
cudles quedan libres.

o No hay explicacién de por qué las perturbaciones utilizadas inducen una bifurcacién 1til, ya que
la perturbacién podria producir bifurcaciones hacia soluciones no reales.
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e No hay explicacién de por qué aparecen soluciones adicionales que no provienen de ninguna
bifurcacién.

En particular, debido al primer item mencionado, la ecuacién que determina soluciones en £ se presta
poco para buscar valores de parametros que produzcan multiplicidades mediante métodos generales
como el algoritmo de Buchberger o sus variantes ya que la cantidad de términos con coeficientes, que
dependen a su vez de los componentes de a, crece tan rapidamente que las computadoras no pueden
completarlo: el mismo caso n = 5, no nos ha sido posible completarlo en una computadora de escritorio.

Nuestra tltima revisién es sobre otro trabajo de Conradi et al. [B] en el cual se propone un algo-
ritmo para calcular de forma sistemética regiones de constantes de conservacion que admiten o no
admiten soluciones multiestacionarias. La terminacién efectiva del algoritmo propuesto depende de la
eliminacion efectiva de un algoritmo de eliminacion de cuantificadores. En el caso de este trabajo, la
eliminacién se realiza por el software Mathematica.

Para ello se introducen algunas definiciones. El producto de Hadamard de dos matrices o vectores
se denota por (A * B)ij = A;jB;;. La exponenciacién de un vector x € R™ mediante una matriz
A € R™*"™ ge define como:

(z4); = HmA (2.23)

El siguiente concepto utilizado es el concepto de red con parametrizacién monomial:

Definicién 2.0.8. Dada una red de reacciones de accién de masas N con n especies y r reacciones,

con al menos una relacion de conservacion, se dice que su variedad de estados estacionarios positivos

V* admite una parametrizacién monomial si existe una matriz A € Z"*? de rango p < n y una

funcion racional v en las variables constantes de reaccion k; con valores en R? tal que para todos
™ n .

(k,z) € RLy x RZ:

(k,z) e VT = z? = (k). (2.24)
Definicién 2.0.9. FEl conjunto de signos de un conjunto C' C R™ se define como
sig(C) = {0 € {—1,0,1}"[3c € C, sig(c;) = 6;,Vi € 1,...,n}. (2.25)

La idea del trabajo es proporcionar una manera de calcular si es posible la multiestacionalidad di-
vidiendo el espacio de constantes de reaccién en zonas donde la verificacion sea més facil mediante
un criterio. La existencia o no de sistemas multiestacionarios puede ser diferente en cada zona. Los
teoremas son los siguientes:

Teorema 2.0.10. Sea N una red cuyo VT tiene una parametrizacion monomial con matriz de expo-
nentes A € QU)X Seq A el conjunto dado por sig(row(A))Nsig(im(S)) donde S es la matriz esto-
quiométrica de la red, y supongamos que dicho conjunto es no vacio. Sea § € A y sean g1, ...,g; € Rc],
sea =€ {>, >}, y sea F(g(c) = 0) cualquier combinacién légica de las desigualdades g(c) > 0.

Bajo estas condiciones, existen constantes de reaccion k y constantes de conservacion c, y un par de
soluciones a,b € R%y,a # b tales que:

(k,a) € VT, (k,b) € VT sign(b—a) = §, F(g(c) = 0), (2.26)
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si y solo si existen a € R, & € RLP tales que:
Z((* = 1) xa) = 0,sig(¢* — 1) = 6, F(9(Za) > 0), (2.27)
donde Z es la matriz de ecuaciones de conservacion.

Dado el teorema anterior, una forma de dividir el espacio de candidatos a multiestacionalidad es sep-
ardandolo en clases segiin su 0 con respecto a una solucion inicial a. La particion mediante este criterio
es putativa: sélo tiene sentido para ser utilizado posteriormente como instrumento para permitir la
eliminaciéon de cuantificadores, no tiene una interpretacién matemaética clara.

El siguiente teorema postula que las elecciones de constantes de conservacion que producen multiesta-
cionalidad pertenecen a un cono:

Teorema 2.0.11. Sea N una red cuyo V' tiene una parametrizacion monomial con matriz de expo-
nentes A € Q=P)X"_ Seq ¢ € im4(Z) una tupla de constantes de conservacion. Son equivalentes:

o Ezisten constantes de reaccion k, y un par de soluciones a,b € R%y,a # b para esas constantes
de reaccion y conservacion.

e Para todo o > 0, existen constantes de reaccion k, y un par de soluciones a,b € R, a # b para
esas constantes de reaccion y constante de conservacion ac.

Una forma de particionar el espacio de parametros de constantes de reaccién, es por medio de la
descomposicién por camaras. Si asumimos que Z es de rango completo en sus filas, digamos rango
n — s, llamamos a un subconjunto B linealmente independiente de columnas de Z conformado por
n— s columnas una base restringida de Z de orden n —s. Cada base restringida define un cono con(B)
dado por todas las combinaciones lineales con coeficientes positivos de elementos de B. El complejo
de cdmaras es una particion de im4 (Z) por medio de la relacién de equivalencia ¢; ~ ¢y si y solo si
para toda base restringida B de Z, vale que ¢; € con(B) <= ¢ € cone(B).

El resultado principal del trabajo de Conradi et al. [3] consiste en utilizar el teorema citado anterior-
mente para combinar la descomposicién por cdmaras, que se puede calcular normalmente en términos
de desigualdades polinomiales por medio de algoritmos bien establecidos y por lo tanto asociar a la
familia g;(c¢) con las ecuaciones que provienen de la segunda equivalencia del teorema. Todas esas
ecuaciones se pueden interpretar como: Ja|... y luego emplear el algoritmo de eliminacién de cuan-
tificadores para eliminar a de las ecuaciones y que solo quede £, es decir, que la multiestacionalidad
solo quede expresada en términos de relaciones entre las constantes de conservacion.

La eliminacién de cuantificadores se realiza entonces para cada combinacién (£2(7), ;) de cdmaras de
descomposicién y vectores de cambios de signo y se recogen los resultados en una tabla. Si para algtin
(7) ninguna eleccién de d; da como resultado un sistema con solucién luego de eliminar la variable a,
eso quiere decir que no existe ninguna solucién multiestacionaria para esa camara.

Utilizando este algoritmo o heuristica, ellos obtienen resultados similares de regiones de multiesta-
cionalidad a los del teorema (ETI4) transcripto de Dickenstein et al. [8] para el caso n = 2 del sistema
de fosforilacion en n sitios. Lo que se obtiene como resultado de este tipo de andlisis es una regién o re-
giones del espacio (5, K, F') de constantes de conservacién en donde la multiestacionalidad o bien no es
posible, o bien estd garantizada en tanto y en cuanto las constantes de reaccién se elijan adecuadamente.
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Capitulo 3

Un sistema trazable equivalente

Al final del capitulo 1, hemos utilizado la parametrizacién planteada en [il] para producir un sistema
de ecuaciones equivalente al original, pero las ecuaciones asi planteadas ain son engorrosas si se expre-
san en términos de (v, w,xg). Asi que introduciremos algunos cambios més para llegar a un conjunto
equivalente de ecuaciones mas interesantes, que no son tres sino solamente dos.

Este sistema diremos, coloquialmente hablando, que es trazable analiticamente en el sentido de que
conserva el mismo patron andlitico muy simple en los coeficientes de las variables cuando n crece y
tenemos una férmula para expresar ese patréon. En contraste por ejemplo con los polinomios de [I0] 6
[2], los cuales se escriben por medio de una férmula, pero esta férmula produce coeficientes en funcién
de los pardametros que aumentan de tamafno y complejidad a medida que n crece de una forma poco

clara.

Primero restaremos las dos primeras ecuaciones a la tercera para llegar a un conjunto equivalente de
ecuaciones. Introduciremos un nuevo parametro S’ = S — K — F. Obsérvese que mientras S > 0, este
nuevo pardmetro S’ puede asumir valores en el intervalo: (—K — F,+00).

Luego introducimos el cambio de variables u = v/w. Dado que v, w > 0, entonces u > 0 y las soluciones
(v, u, ) del nuevo sistema estdn en biyeccién con las soluciones del sistema original a través de:
(’U, U, IO) — (v’ v/u, 1'0).

Introducimos otro cambio de variables ¢y = Azg, con A € R-(. El propésito de este cambio es poder
liberar el coeficiente 79 = 1 para que pueda tomar valores en cualquier niimero positivo. Las soluciones
(v, u, To) del nuevo sistema estdn en biyeccién con las soluciones del sistema original a través de:

(v,u, Zo) — (v, u, AZg).

Con todos esos cambios, el sistema ahora se ve asi:
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n—1

K=v+)Y_ au'viio (3.1)
1=0
v n—1 ~
F=—+ Z; BiutvAig (3.2)
v “ i~
S = —v— " + Zomu AZo. (3.3)
1=

Dado que los pardmetros &;, 8;,7i, A € Rs, siempre podemos encontrar valores de los pardmetros
para resolver cualquier (a;,b;, ¢;) € R2 y todos los 0 < i < n en las siguientes ecuaciones:

bi =\G; .
i =M. (3.6)

Luego de hacer este cambio de pardmetros y mover términos en las ecuaciones, y considerando que las
variables y coeficientes y sus sumas siempre son estrictamente positivas, por la cual podemos tomar
cociente por ellas, llegamos al sistema equivalente:

fo = 3.7
0 UZ " (3:7)
- F—v/u (3.8)
o= ——— _
0 v, ' b

~ S'+v+v/u

To = ST o (3.9)

Igualando la ecuacién ((B27)) a la ((B3)) y la ecuacién ((BR)) a la ((B)), este sistema es equivalente
al siguiente conjunto de dos ecuaciones, siempre que K — v > 0 en el sistema de dos ecuaciones, ya
que T debe ser mayor que cero en el sistema original:

F—v/u __ K-w (3.10)
vy Obul UZ Oalu’ '
F—v/u S t+v+ov/u (3.11)

v i, bt N Yo it

Y después de mover términos y simplificar, llegamos al sistema en la forma final que resolveremos
luego:
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n—1 .
> au’
i=0

Ku —
S (3.12)
n-1 ) Fu—v
Z bl-ul
i=0
S el
= S'uv + (u + 1)v?
0 = (ut o7 (3.13)

n-1l Fu—wv
Z biul
i=0

Nos detenemos un momento para hablar de estas ecuaciones. A lo largo de los anos, se han encontrado
varios sistemas de ecuaciones equivalentes para resolver el problema. La ventaja de esta forma sobre
otras es que aisla todos los pardmetros del sistema siguiendo un patrén claro: dos funciones racionales
con coeficientes positivos compartiendo un tinico denominador. Otra ventaja es que es facilmente gen-
eralizable a cualquier n porque la férmula conserva su trazabilidad analitica a medida que n aumenta.
Las técnicas que introduciremos para resolver el problema son analiticas y esencialmente las mismas
para cada n, ademas de algunas consideraciones menores sobre la paridad.

Senalamos que la sumatoria que va de 0 a n para el numerador del lado izquierdo de la ecuacion
((BI3)) no es un error, tiene un significado real y serd necesario para resolver totalmente el problema.
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Capitulo 4

Valores de parametros para obtener
2n — 1 soluciones

A partir de este capitulo, y por razones de comodidad notacional, realizaremos toda la demostracién y
exposicion de los razonamientos para el caso n+ 1 del problema, de modo tal que la cantidad maxima
de soluciones del sistema es 2n + 1 en lugar de 2n — 1.

Al observar las ecuaciones ((B12)), ((B13)) podemos ver que ambos lados izquierdos son funciones
de u que contienen todos los pardmetros de velocidades de reaccién (transformados) del sistema. Los
lados derechos son funciones de u, v, y no dependen ni de n ni de los parametros, solo de las constantes
de conservacion.

Para dar una comprension geométrica mas clara de un sistema como este, podemos pensar en cada
lado de las igualdades ((B12)), ((BX3)) como variedades V((z — f(u,v))) C R3, con puntos de R?
representados por (u,v,z). El hecho de que los lados izquierdos sean funciones de u hace que esas
variedades de dimension 2 sean extrusiones de f(u) = z a lo largo del eje y.

Si llamamos eqr,(u,v),eqr(u,v) a las funciones que se obtienen de ambos lados de alguna de las
ecuaciones ((B12)), ((B13)), entonces la interseccién de ambos lados de cada ecuaciéon V ({z —eqr,, z —
eqr)) son curvas en R? y la proyeccién m, ,(V({z — eqr, 2 — eqr))) de esas curvas en el plano u,v son
precisamente V ((eq)) C R2. La situacién se muestra en la siguiente figura:
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(@ O

=—_7
(e) (d)

Figure 4.1: Ejemplos de V ({z —eqr)) UV ({(z —eqr)): (a), (¢). Ejemplos de 7y, ,(V({z —eqr, z — eqr))):
(b), (d).

Las soluciones que buscamos para nuestro problema son los puntos en la interseccion de las curvas
Tuw(V({(z — eqr,z — eqr))) dadas por ambas ecuaciones. La idea de la demostracién es elegir cuida-
dosamente los parametros para producir funciones racionales en el lado izquierdo cuyas intersecciones
con los lados derechos produzcan curvas similares a las de las figuras (E20)(b), (E0)(d).

El primer desafio es producir una funcién racional similar a la figura (E=0)(a), utilizando dnicamente
parametros positivos. Si bien puede resultar tentador resolver este problema utilizando interpolacion
racional, hay una buena razén para no hacerlo: es muy dificil obtener trazabilidad analitica de los
parametros de resolucién cuando se dan como soluciones de un sistema lineal, y es atin mas difi-
cil demostrar que son positivos. Mas detalles que ilustran la complejidad de este enfoque se pueden
consultar en el trabajo sobre resolucién del problema de interpolacién de Cauchy en D’Andrea et al. [4].

Pasamos ahora a la construccion de esta funcién tan especial, cuyo apodo a partir de ahora serd "el
camino Noruego" o funcién NR (Norwegian Road). As{ es como se verd la funcién:
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n/2

uy us n

Figure 4.2: Fisionomia de una funcién NR

Elegir la ubicaciéon del punto ug que se encuentra al comienzo de las oscilaciones es muy importante
en nuestra prueba, por lo que este punto sera uno de los pardametros de la construcciéon de la funcién.
El pardmetro n que determina qué tan cerca estan la cresta y los valles de las fronteras 0,1 es otro
parametro. También tendremos un pardametro g € N que permite ajustar la precision de aproximacion
al limite en © — +o00. Y finalmente el grado n que determina el nimero de oscilaciones.

Teorema 4.0.1. (Funcién NR) Dadon € N, 0 <n < 1/2, up >0 yq € N,q > 4, existe una funcion
racional NR(u) = P(u)/Q(u) donde P,Q son polinomios con coeficientes positivos y deg(P), deg(Q) <
n tal que 0 < NR(u) < 1 para u > 0 y tal que existe una secuencia estrictamente creciente de nimeros
positivos (ug, ..., u,) con:

NR(u;) <n/2 ;1 impar (1)
NR(u;) >1—n/2 ;i par, '
y que dado ny definido como:
= 1A= (L=n/2)n/q ; m impar (4.2)
T @ =n/4)+ A =n/2)n/q ;n par
entonces también se cumple que:
limy 0o N R(u) = 0. (4.3)

La misma construccion también es posible cambiando de lugar par por impar en el enunciado anterior.

Proof. Solo construiremos un N R(u) para la variante N R(up) < n/2 del teorema, ya que la otra vari-
ante se obtiene con el mismo exacto proceso.

Llamaremos a las desigualdades (E) sobre R(u;) la condicién de inflexién. Definiremos una sucesion

de funciones { NRy(u)}o<k<n tal que NRy(u) cumpla la condicién de inflexién para ug,. .., ux, y las
otras condiciones del teorema también. La definicion sigue este modelo:
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k .
> douut

NRy(u) = =——,\ (4.4)
> agut
i=0
con:
n/4 ;1 < mn par
5 = 1—mn/4 ; 2 < m impar (45)
n/4—(1—=n/2)n/q ;i =mn par

(L—=n/4)+ (1 —=n/2)n/q ;i=n impar.
Debido a que 0 < 9; < 1, tenemos 0 < N Ri(u) < 1 para u positivo.

Definiremos los «;, u; inductivamente partiendo de ag = 1, ug > 0 arbitrario, de donde obtenemos
NRy(u) =n/4. Suponemos que ya los hemos definido hasta k para cumplir la condicién de inflexién,
y ahora necesitamos encontrar a1, ugr1 tal que N Rgyq(u) también cumpla la condicién.

La idea es agregar nuevos términos (los términos k + 1) a NRj(u) y dar un limite superior a cudnto
estos nuevos términos perturban la funcién anterior en el intervalo [0, ug]. Queremos que estas per-
turbaciones incrementales agregadas en cada paso sean lo suficientemente pequenas como para evitar
que NR,(u) salga de los limites dados por la condicién de inflexion.

Usaremos la siguiente identidad, que da un reflejo preciso de la perturbacién:

A+B A _CB-AD
C+D C C(C+D)

En la identidad de arriba si sustituimos

C = Qk(u) (4.8)
B = 5k+1ak+1uk+1 (4.9)
D = o uftt (4.10)

entonces tenemos que el lado izquierdo de la identidad es igual a N Ry41(u) — N Ri(u), la perturbacion
que necesitamos acotar. Usamos la identidad para comenzar la cota:

| Qr(w) kg1 1w — Pr(u)agut !

|NRk+l(u) - NRk(u)| - Qk(u)(Qk(u) I ak+1uk+1) (411)
- Qr (1)1 — Pr(u) 1
= | 0n @) (Qu() + anpruh D) appu®t (4.12)
< Qk(u)i;%zu) Py (u) L, (4.13)

La ultima cota vale porque todo es positivo. También tenemos:
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k k
|Qr(u)dri1 — Pre(u)] = | > dpprasu’ =Y diau’ (4.14)
i=0 =0

IN

k k
D [0kgr = bilasu’ <D aiut = Qx(w), (4.15)
1=0

=0

Y finalmente tenemos:

’LLk+1
Qr(u)

Esto es vélido para todos los u € [0, ug] y queremos que la suma total de las perturbaciones incremen-
tales de cada paso sea menor que 1/8, y debido a que hay como maximo n pasos, queremos (EI0)
acotado por 1/8n. Podemos lograr esto eligiendo cualquiera:

INRiy1(u) — NRi(u)| < agyr (4.16)

0 <« + < — Illaxue UL e . .

En este punto, una duda legitima que puede surgir, es si el maximo presente en esta tltima ecuacién
es distinto de 400, ya que eso es necesario para que pueda ser agy1 > 0. Debido a que Qx(u) tiene
coeficientes positivos, es creciente y como Q(0) = ap = 1, entonces tiene un minimo mayor a cero en
[0,uz]. Por otro lado u**! tiene un maximo < +oo alli también.

Y ahora, dado aj41, debemos elegir ugy;. Mirando la definiciéon de N Rj41(u) podemos ver que
NRgy1(u) — dkr1 para u — +oo. Al observar la definicién de dx11, queda claro que podemos elegir
uy, < ug4+1 lo suficientemente grande de tal manera que N Ry (ug+1) esté lo suficientemente cerca de
Or+1 para que se cumpla la condicién de inflexion, tanto para el caso par como para el caso impar de
k. Mas especificamente, para cada i establecemos esta distancia como:

INR;i(ui) — & <n/8. (4.18)

Necesitamos demostrar ahora que N Ry41(u) definido como tal satisface la condicién de inflexion, no
solo para ugy1 sino también para cada u; anterior. Sabemos que NR;(u;) estd cerca de §; pero esto
se ve perturbado posteriormente por muchos pasos para llegar hasta N Ry1(u;). La idea de acotar la
suma de perturbaciones paso a paso se puede expresar mas formalmente como una suma telescopica:

k
|NRyi1(ui) — 6| = |NR;(u;) — 6; + Z NRj1(u;) — NR;(us) (4.19)
k
< INRi(ui) — 6| + Z INRjy1(ui) — NR;(u;)l (4.20)
<n/8+ (k—i—i—l)g% (4.21)
<n/8+n/8=n/d. (4.22)
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Luego aplicamos el limite que encontramos anteriormente para las perturbaciones paso a paso, sabi-
endo que u; € [0, u;], y también la condicién de limite utilizada para elegir u;.

Al observar las definiciones de d; y la condicién de inflexién, queda claro que dado que la distancia de
Ry41(u;) a é; es menor que /4, entonces la condicién de inflexién se cumple con Ry para cada u;

tanto en el caso par como en el impar.
O

Ahora que sabemos como escoger coeficientes para obtener nuestra funcién NR, debemos entender
como V((z — NR(u))) se interseca con V({z — eqr(u,v))) para producir una curva que nos sirva.

Llamaremos a partir de ahora 1 = m,,(V({z — eqr, 2 — eqr))), donde eq refiere a la ecuacién (B12).

En el caso de la ecuacién (B12), podemos resolver la ecuacion para v y obtener directamente v como
funcion de wu:

NR(u) = % (4.23)
_ NR(u)Fu— Ku _
~ NR(u)-u () (4.24)

Esta curva en si misma no es una funcién NR, pero podemos manipularla para lograr algo similar. La
idea es escribirla como una suma de una funcién NR y un término de error:

71 (u) = yvr(u) + Ei(u). (4.25)

Para hacer eso manipulamos 71 (u) primero, y luego fijamos los pardmetros F, K = 1. Esta eleccién
serd definitiva por el resto de la demostracion:

() = — (NR(@)F — K) + (NR(u)F — K)me, (4.26)
fijando F, K = 1:
i (u) = (1 = NR(w)) + (NR(u) — 1)%. (4.27)
Entonces,
() =1 — NR(u) (4.28)
Fr(u) = (NR(u) — 1)%. (4.29)

Como se puede deducir de la definicion, si N R(u) es una funciéon NR, entonces 1 — N R(u) simplemente
es cambiar sus §; por 1 —J;. Esto produce otra funcién NR que es similar a la original, solo que puesta
de revés a lo largo del eje v = 1/2. Entonces, 71 (u) es una funcién NR arbitraria que podemos elegir,
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maés algin el error Fy(u) — 0 cuando u — 400 porque N R(u) estd acotado.

Llamaremos a partir de ahora o = my, »(V({z — eqr, z — eqr))), donde eq refiere a la ecuacién (BI3).
Recordemos que las ecuaciones (B19), (813) se dedujeron para el sistema (n + 1, R, K, F,S). Ahora
necesitamos encontrar una funcién racional para el lado izquierdo de la ecuacién (B13) de tal manera

que 7y, intersecte a 1 en 2n + 1 puntos. Esto es mas facil decirlo que hacerlo.

Veamos c6mo se ve V({z — eqg)) de (B13) para F =1,5" = —1:

Figure 4.3: V({z — eqgr)) de (B3), F =1,5 = -1

Lo que podemos ver aqui es que las secciones de esta funcién a lo largo de cualquier plano de
corte u = wg parecen ser inyectivas en el ortante positivo. De esto se deduce facilmente que ~o =
Tuw(V({(z — eqr,z — eqr))) debe ser en este caso una funcién de u. La situacién es similar para
F=15=1.

Si bien es posible resolver 75(u) en la ecuacién (B13) como lo hicimos anteriormente para (BI2),
esto implica usar la férmula cuadritica y, por lo tanto, el v5(u) resultante contendria expresiones
radicales de funciones racionales. Tendriamos que adaptar esa funcién para que cruce por un patrén
de zig zag a través de vy (u) en 2n+1 puntos. En la practica, esto es muy dificil de hacer analiticamente.

Lo que nos gustaria hacer en su lugar es crear un - que no sea una funcién de u sino que se parezca
maés a la curva de la figura (E3)(d). El apodo para esta curva hipotética serd "las Tijeras" o curva SC
(scissors), y de manera similar tendremos una descomposicién en dos ramas que son funciones de u y
dos términos de error:

. {'E () = vdo(u) + g{ (u) (4.30)
(4.31)
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El problema es que, como se sefial6 anteriormente, en la situacion actual de la ecuacién (813), v seria
necesariamente una funciéon de u. Parece que esto que queremos hacer no es posible, pero todavia hay
algo de esperanza.

Como se ve en la figura (B23), las secciones de esta funcién a lo largo de cualquier plano u = ug son
algo parecido a una funcién cuadratica, a pesar de ser en verdad una funcién racional. Pero la regién
no inyectiva de las secciones queda fuera del ortante positivo. La idea es transformar el sistema de
ecuaciones en un sistema equivalente donde V({z — eqr)) de la ecuacion (BI3) se eleve al ortante
positivo. Esto se puede lograr con la siguiente transformacién, para algunos a, 5 > 0 ain por elegir:

eq(B13) — eq(B13) — a(u — f)eq(BL2).

Luego de esto, la ecuacién ((B13)) se transforma en:

n+1

i;) le: + afa; — aaiau’ (u+ 1) + [S'u+ au(u — B)]v — aKu(u — B)

_ _ (4.32)
biui

Fu—v ’

donde hemos elegido por convencién ay,41,a—1,b,41,b—1 = 0.

La eleccién del miltiplo —a(u — 3) puede parecer arbitraria o incluso demasiado complicada. Hay una
opcién mas simple que es +« y esta opcion es 1til; sin embargo, tiene el problema de que solo puede
producir 2n soluciones. Esto se debe al hecho de que las n inflexiones del 71 (u) solo se encontrardn
con 72i dos veces cada una. Incluir el factor (u — ), junto con el hecho de que el grado de la funcién
racional del (B13) es n+ 1 en lugar de n, como se senalé anteriormente, nos permitird producir la raiz
faltante siguiendo un patrén diferente.

De manera similar al ejemplo mostrado en la figura (B=3)(c), nos gustaria que la funcién racional del
lado izquierdo de esta nueva ecuacién (E32) se parezca a un plano constante que atraviese el lado
derecho de la ecuacién para producir una curva SC. Pero el factor —a(u — ) usado para transformar
la ecuacion introduce una elevacion cuya longitud cambia linealmente con u. Y esto nos requerira usar
un plano inclinado para seguir la elevacién cambiante, un plano constante no funcionara.

Hasta ahora podemos asumir que ya hemos elegido los coeficientes a;,b; para determinar vy pg(u).
Todavia tenemos libertad para elegir los coeficientes ¢;, y podemos elegirlos de manera que el lado
izquierdo de (A=32) sea similar a un plano inclinado (8 — u), para algunos £ > 0 ain por elegir.

Pero por razones que quedaran claras pronto, en realidad no podemos usar el mismo 3 que el usado en
la transformaciéon de la ecuacién, necesitamos modificarlo en un factor. Este factor es independiente
de otras opciones, pero desarrollard una estrecha relacién con n como se definié anteriormente, por lo
que definimos el factor en términos de 7. También modificaremos € por un factor similar. Para hacer
maés limpias las ecuaciones, introduciremos una notacién para ambos factores de correccién:
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L (14

i g (439
e=(1-n/ge (4.34)
ng = (1+n/q) (4.35)
ng =1 —n/q), (4.36)

donde ¢ € N atn no se ha elegido y es el mismo que el especificado en la definicién de la funciéon NR.
Usaremos 3, ¢, B ,E, n;]ﬂ n, en el resto de la prueba cuando sea conveniente simplificar las féormulas.

La version final de lo que queremos que se convierta el lado izquierdo de (B=32) luego de elegir conve-
nientemente los coeficientes ¢; serd entonces £( — u). Y la eleccién para ¢; es:

C; = éBbz — ébi,1 — aﬁai + aa; 1. (437)

Todavia necesitamos establecer condiciones para que este ¢; sea positivo, pero por ahora verifiquemos
que nuestra nueva definicién nos da lo que queremos:

n+1 . n+l .
Z [ci + aBa; — aa;—]u’ Z [8b; — &b;—q]u
=0 - == (4.38)
i=0 i=0
n+1 . n+1 )
biul Z l)l',l”LLZ
—epl =) (4.39)
i=0 i=0
n ) n+1 .
biul Z bi,lu’
=epr =L (4.40)
i=0 i=0
zn: biuH—l
=éf— e —— (4.41)
> biut
i=0
=B —éu=2é(f—u). (4.42)

Hemos usado la definicién de ¢; en el primer paso, y luego el hecho de que b,,11,b_1 = 0, seguido de
un cambio de indices. La importancia de ¢, > 0 queda clara después de estos pasos: es lo que hace
posible la introduccién del factor (8 — ) para inclinar el plano y obtener la tltima raiz faltante.

Pasamos ahora al problema de la positividad de ¢;. La condicién es:

0< EABbz —éb;_1 — afa; + aa;_1

. (4.43)
a(ﬁai — ai_l) < é(ﬁbl — bi—l)-
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Para 0 < ¢ < n, podemos elegir § grande tal que 3bi —b;_1 > 0, y eso nos permitira dividir preservando
la direccién de la desigualdad de la siguiente maneras:

a; — Q;— é
p < —. (4.44)
pbi —bi1 @
Esta condicién sobre [ puede expresarse més formalmente como:
B> Lo 1(bi(uo,n,q)) = Lot ,1(uo, 1, 9), (B1)

donde L¢4 1 es un niimero que representa el valor minimo que debe tener 3 para que el procedimiento
se pueda llevar a cabo, y este nimero depende solo de los b; que a su vez dependen solo de la funcién
NR, por lo tanto de ug, 7, g.

Luego de mover algunos factores en (EZd) llegamos a la desigualdad equivalente:

. —1
a ai-1f S< o (4.45)
ng bi —ngbi—1p~1 «

Queremos encontrar un § grande tal que (E23) se cumpla para todo 0 < i < n. Esto se puede hacer en
tanto y en cuanto se escoja e/« > max(a;/n} b;). Larazén es que los términos a; 187", n;bi—187" — 0
cuando § — +oo y hay finitas desigualdades, entonces cada lado izquierdo se puede aproximar tanto
como sea necesario al limite a;/ n;r b;.

Podemos expresar esta condicién sobre [ méas formalmente como:

6 > LC+,2(ai(u07 7, Q)a bi(u07 7, q)’ 5/04(77)7 q) = LC+72(UO’ 7, q)? (Bz)

donde L¢ 2 es un niimero que representa el valor minimo que debe tener 3 para que el procedimiento
se pueda llevar a cabo, y este nimero depende solo de los a;, b;, e/, 173[ que a su vez dependeran solo
de Uo, 1, 4q-

Para i = n + 1, la desigualdad sigue un patrén diferente porque ay,41,b,41 = 0. En este caso quedan
las desigualdades equivalentes:

—aa, < — éby, (4.46)
c on
o« b (4.47)

Resumiendo, debemos elegir £/« tal que:

( a; ) _E_ n (4.48)
maxo<i<n | —5— - - .
N A a1 by
i 5n
maxg<i<n (i) <S<in (4.49)
Mg @ g
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Ahora bien, en el teorema de la funciéon NR (ET) sabiendo que es posible permutar par por impar
en el enunciado, podemos elegir esa permutacién basado en la paridad de n + 1 de tal manera que el
tltimo 6, = n; sea (1 —n/4) + (1 —n/2)n/q en lugar de n/4 — (1 —n/2)n/q, entonces con esa eleccién:

5 ) Na
S <+) LS (4.50)
"lq Mg Mg
y entonces las dos ultimas desigualdades se convierten en:
* *
€
Ty & T (4.51)

g g

Aqui se hace evidente por qué hemos introducido &, B reemplazando ¢, 8 en algunos términos de ¢;. Si
no lo hubiéramos hecho, entonces después de seguir los mismos pasos, este ultimo par de desigualdades
seria:
* E *
Mg < — <1y, (4.52)
«
y esto es imposible. Los factores nflt en ambos lados abren un espacio para introducir el /.

Ademds, nuestra elecciéon cuidadosamente extrana del valor de n; hace que se cumplan las siguientes
desigualdades:

Mg Mg
L <1-p/a<-L. (4.53)
Mq Mq

Esto se debe a la cadena de desigualdades equivalentes siguiente:

Z?t <1—n/4 (4.54)
(1 —=n/4)+ (1 =n/2)n/q <(1 =n/4)(1 +n/q) (4.55)
(1 —=n/2)n/q <(1 —n/4)n/q (4.56)
(1=n/2) <(1—n/4), (4.57)
y a esta otra cadena:
" (459
(1 =n/4)+ (L =n/2)n/q > —n/4)(1 = n/q) (4.59)
(I =n/2)n/q>— A =n/4)n/q, (4.60)

y ambas ultimas desigualdades de las cadenas son evidentemente ciertas.

Luego, elegiremos £/a = 1—n/4 para comprobar todas las desigualdades (E29). Adn no hemos elegido
€, a, pero podemos imponer esta relacion entre ellos, y tendremos entonces que:
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e =a(l —n/4) (R1)
ce—>0<a—0.

Después de determinar ¢;, la ecuacién (B=32) se convierte en:

(u+ 1) + [S'u+ c?lfii—vﬁ)]v —oKu(u—p) _ 43— u) (4.61)

(u~+ 1) + [S"u+ au(u — B)]v — aKu(u — B) = £(6 — u)(Fu — v). (4.62)

Recordamos ahora que hemos elegido F, K = 1,e/a =1 —n/4 y movemos mds cosas:

(u+ )0 + [S"u+ au(u — B) + &(B — u)jv

(4.63)
—(n/Yuc(u — B) —ue(n/q)(B+u) = 0.
Y ahora es el momento de resolver v usando la formula cuadratica:
o ZISut au(u = B) +£(3 )] (4.64)
2(u+1)
jE\/[S’U +ou(u — B) + (8 — w)? + 4(u + 1) (n/4uc(u — B) + 4(u + 1)ue(n/q)(B + u)

2(u+1)

Introducimos el denominador 2(u + 1) en el numerador y movemos las cosas, recordando nuevamente
que /o =1 — /4 para obtener:

S u v a(u—p) 77(1_(1_77/4)04@—3)

2u+l  u+l 2 2 u+1

¥ (u) = -

S u ou—p) n,(1-n/4) a(u-p) ’ (4.65)

2u+1l u+l 2 2 u+1

+u%1(n/4)a(u —B)+ u%lu /) (/g6 + )

+

Esta es la forma definitiva para 2, su continuidad se deriva del hecho de que el lado derecho de (ETG3)
es continuo para u > 0 dentro de su dominio de definicién.

Es importante observar que el dominio de definicién de ﬁ (u) no es todo R? sino un subintervalo
acotado. Mas adelante en la demostracién veremos como dar valores a los parametros y un intervalo
de valores de u para que el término que esta dentro de la raiz converga uniformemente a un niimero
positivo, lo cual asegura la buena definicién de 'ygt (u) en dicho intervalo.

Esta expresion es bastante compleja y queremos tratar con algo més simple. Esta es la razén por la

que introduciremos las funciones 7§C como se menciond anteriormente, que son aproximaciones para
esta curva. Los términos de error se definen luego de definir v2,, como Ej (u) = v (u) — 2y, (u).
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Aun no hemos dado un valor determinado para «, 8 pero podemos imponer una relacién entre ellas,
que es la siguiente:

af=A (R2)

a— 0" e = +oo,
donde A > 0 es una constante que aun debe ser determinada. Esta relacién nos es funcional, ya que
mas adelante requeriremos que « sea pequeno y [ grande simultdneamente.
Para definir un ’ch que sea ttil, primero observamos que cuando u — 400 ocurre que:
“(1—n/4 3
u ng(1—n/4) af (4.66)

—1 .
u+1 ’ 2 u+1

Ademds, debido a que nuestra atencién por ahora estd en el intervalo [ug,u,] donde suceden todas
las intersecciones, podemos elegir « lo suficientemente pequenio como para que el factor au sea lo
suficientemente pequenio en [ug, u,] y por lo tanto lo aproximaremos a cero alli:

au ~ 0. (4.67)

Adn no daremos una expresion formal a estas intuiciones (més tarde lo haremos) pero podemos usarlas
libremente para inspirarnos en la eleccién de la aproximacién ’ysic.

Luego de aplicar todas estas simplificaciones sobre la férmula de 7, (EH) esto nos da como resultado
vsc, que al final resulta ser dos constantes:

S — A S —A\® nA n.nA
+ o _na _mna 4.68
Vsc B j:\/( 9 ) 1 +(1 4)(1 (4.68)

Ahora necesitamos entender cémo dar valores a S’, A, n de tal manera que fgtc interseque a ynp(u)
en 2n puntos. Esto es: buscamos intersecciéon entre las dos aproximaciones. Mas tarde trasladaremos
esas intersecciones a y; y v2. Recordemos que las ecuaciones (812),(B13) fueron deducidas para el
sistema (n+ 1, R, K, F, S), es decir, el caso n + 1. La siguiente figura muestra la situacion:
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) U9

1—1n/2
1—n

"
n/2 \/ \

U] g i

Figure 4.4: 2n intersecciones para 7NR>’Y§C

Debido a que los puntos u; se encuentran arriba y debajo de /2 y 1—n/2 respectivamente dependiendo
de la paridad, queremos que ambas constantes de 'ﬁc se encuentren entre /2 y 1 — /2. Atn més:
queremos que estén entre n y 1 — 7, porque queremos dejar una distancia entre yyg y vsc en cada u;
para que las perturbaciones provenientes de los errores F1, Fo pueden caber alli sin alterar el orden de
ambas curvas.

Para cualquier A,C > 0 con A% — C > 0, estudiamos la identidad:

A+\/A2 —C, (4.69)

que tiene la misma forma que la ’Y§Cv que volvemos a escribir aqui para la comparacion:

S —A S —A\®  pA n.nA
+ _ _ = _INI= 4.70
Ysc D) i\/( D) > 1 +(1 4)q (4.70)
/
A:_S;A (4.71)
_nA _q_mna
c=--( 4>q (4.72)

Proposicién 4.0.2. Es posible definir valores de los pardmetros n,q,A,S" con n € [0,1] en las con-
stantes fgtc definidas segun (BZ00) de forma tal que ’y§0 C[n,1—mn] Cl0,1].

Proof. Dejamos como ejercicio facil al lector demostrar las siguientes desigualdades:

0<A-—VA2-C<A+/A2Z-C<24 (4.73)
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En particular, bajo los supuestos 4, C > 0 con A2 — C > 0, estos dos niimeros son siempre positivos.

Entonces 'Vgc se encuentra dentro del intervalo [0,2A4]. Podemos deducir una cota inferior util para la
distancia de g al limite inferior 0 usando la identidad de multiplicacién conjugada, y luego aplicando
la desigualdad anterior:

(A f\/f A+J/A2-C)=C (4.74)

(4—VA2—C) = \/7_2(“;17 (4.75)

y también para la distancia de ’ch a 2A, reutilizando la desigualdad recién deducida para el limite
inferior:

—(A+VAZ—C)=(A—/A2—(C) > = (4.76)

_2A

Entonces, la misma expresién C'/2A funciona como cota inferior para la distancia de ambos niimeros
al limite superior e inferior respectivamente.

En nuestro caso A = —(5" — A)/2, y queremos que 24 sea 1 porque este es el intervalo donde por
disefio hemos contruido a las funciones NR, en particular yyg(u). Esto es:

2(—(S8" — A)/2) =1 (4.77)
—(8'—A) =1 (4.78)
A=1+5" (4.79)

También queremos que la distancia de ’ch a los extremos de [0, 1] sea mayor que 7, como ya se indico.
Y podemos usar las desigualdades propuestas para eso:

C E_l_ﬂﬂ
2,44—(;—2))q>”' (4.80)

Ahora es el momento de elegir nuestro g. Queremos elegirlo de modo que:

Ui n\n _n
——(1==)=>=.
1 ( 4) . >3 (4.81)
Podemos conseguirlo eligiendo ¢ tal que:
n
q>8(1-— Z) (4.82)
Entonces podemos elegir ¢ = 8. Dado que —(S" — A) = 1, tenemos entonces que:
nA _ (1 _ nynA nA
T 1) a 8 (4.83)

(9 —A) (5 -A)
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Luego, la desigualdad (E=80) se cumplird si:

na
8
52" (4.84)

Ahora, sustituyendo por —(S” — A) = 1 en la desigualdad de arriba, se tiene que:

nA >8n (4.86)
A >8. (4.87)

Entonces podemos elegir A =9 y S’ = 8 para cumplir ambas condiciones.

También necesitamos que A%2—C > 0 para que se cumplan las hipétesis de las desigualdades empleadas,
lo cual es:

S —A\® pA 7. nA
4.88
( 2 ) 4 (1 4) q >0, (4.88)

y como el tercer término es positivo, esto se cumple si:

(5/5A>2—T>0 (4.89)
(S;A)Q >% (4.90)
(8;9)2 %77 (4.91)

L > (4.92)

As{ que simplemente elegimos 7 = 1/10.

También necesitamos que C' > 0 para que se cumplan las desigualdades empleadas, lo cual es cierto
debido a las elecciones anteriores realizadas:

nA n.nA

=2 _a-hI= .

1 ( 4) . >0 (4.93)
1 1.1
1 (1= 5)5 >0 (4.94)

O

Entonces con esos valores de S’, A, 7, ¢, la curva vy g(u) se encontrard con ’y§c en dos puntos dentro de
cada intervalo [u;, u;41] para 0 < i < n—1, por lo tanto tenemos 2n intersecciones, como pretendiamos.
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Todo esto se logré usando las curvas yy¢o y ’y§c, pero realmente necesitamos demostrar lo mismo para
y1(u) y nyi (u). Como ya sabemos que vale para las aproximaciones, acotaremos los errores para que
las curvas aproximadas estén lo suficientemente cerca de las reales en los puntos u;, luego aplicaremos
el teorema de Bolzano en cada intervalo [u;, u;y1].

Sabemos que la distancia de vgtc a los bordes de [0, 1] es mayor que 7 por la ecuacién (E=%0). Ahora,
para cada i elegimos el signo de fygc tal que la rama elegida sea la més cercana al borde (0 6 1) al
que Yy r(u;) estd méas cerca. Demostraremos solo el caso de la rama — y el borde 0, el caso (+,1) es
similar:

Ysc — INR(Ui) =(vsc —n) + (0 —n/2) + (1/2 — yNr(wi)) (4.95)
>0+ (n—1n/2)+0=n/2, (4.96)

donde n/2 — yngr(u;) > 0 se deduce de la condicién de inflexién en la definicién de la funcién NR.

Y lo mismo se aplica también al caso 7;0' Entonces tenemos al menos esta distancia 1/2 en los puntos
u; entre Yn g, Vaq, y or eso queremos hacer que cada |Ey (u;)], | Ba(u;)| < n/4 porque esto hard que el
orden relativo entre v; (u), 73[ (u) en los puntos u; sea el mismo que el orden relativo entre yyg(u), 'ysic.
Aqui, lo demostramos para el caso (—,0), el caso (4, 1) es similar:

Y2 —7(wi) =(vse¢ — R (i) + Ea(ui) — By (u;) (4.97)
>n/2—n/4—n/4=0. (4.98)

Asi que ahora solo nos queda hacer que los errores |Eq(u;)|, |E2(u;)| < n/4.

Para acotar Ej(u), sabemos que |Ey(u)| — 0 si u — +00 como ya se explicd. Si observamos detenida-
mente la definicién de E;(u), podemos ver que es posible dar una cota superior que sea independiente
de la funcién N R elegida, y en particular independiente de ug:

1B4(0)] = IV R(u) = LN RO | s | (4.99)
[E1(u)] < % (4.100)

Se puede elegir que esta constante M sea independiente de NR(u) observando que NR(u) C [0,1].
Una vez fijada esta constante, simplemente elegimos ug > M/(n/4).

Podemos expresar esta condicién sobre ug méas formalmente como:

ug > LEl(’I]), (B3)

donde Lg; es un ntimero que representa el valor minimo que debe tener ug para que la cota de F; sea
valida, y este ntimero depende solo de 7.

Acotar Es(u) es un poco més dificil. Consideraremos 71 como una funcién i (ug,7,q) ya que v; se
construye a partir del teorema de la funciéon NR. Dado n,S’, A, g definimos la sucesién u(()z) =iy

para cada ¢ construimos un 'y§ ) usando el teorema de la funcién NR con 7, u((J ), ¢ como parametros de
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(1) (i))'

entrada. La sucesién de puntos de inflexién que resulta de la construccién del teorema es (ug’, . . ., un

También podemos definir una sucesion o) = 1/j y otra ) = A/al9). Ahora, dado 0, 5", A, g, las
funciones 'ygt (v, u) se pueden evaluar en a) dentro del intervalo [u((f), ugf )] y siendo 7 fijo. Esta es una
sucesién de funciones continuas de u indexadas por j, que llamamos fyst (6 )(u) De la ecuacién (E53)

(recordemos que a8 = A y por tanto a?) 30 = A), se deduce que para cada u € [u(()i)7 ugf)]:

ey [ (D a) g (= /) (@O = Ay )
2 T 2wt Turl 2 2 u+ 1
. . 2
§ uw (@umd) om0 Ani )] @on)
n 2u+1l wuwu—+1 2 2 u+1
NPy — A 1—n/4 () A
/) (D= 8) + (L= /4 (/) @D u+ A)
Aqui es necesario aclarar de nuevo, que 'yQi (6 )(u) no necesariamente esta bien definida para cualquier

valor de los parametros o de u. Permitamosnos por el momento suponer la buena definiciéon para
continuar con el argumento.

Suponiendo la buena definicién, se cumple entonces que:

lim 420D () = — S w o u A g (L=n/4) Ang(ng)”!
. V2 U)—
Jortoo 2u+1 wu+12 2 u+1

S u A 0y (1—n/4) Anf(n;)7! (4.102)

o> - -t

1 2u+1 u+12 2 u+1
U U
———n/4)A+ ——(1—-n/4 A
— /A + (1= n/4)n/a)

;Es esta convergencia uniforme? La secuencia de funciones /)y = (1/§)u es una secuencia de fun-
ciones continuas en el conjunto compacto [uél), ugf )] que converge puntual y monétonamente a la funcién
continua 0. El teorema de Dini dice que esta convergencia es uniforme. También se cumplen los sigu-

ientes hechos faciles de demostrar sobre la convergencia uniforme sobre cualquier conjunto compacto:

o Si fi(u) =2 f(u) ,y g(u) is continua, entonces g(u)fi(u) = g(u)f(u)
o Si fi(u) =2 f(u), entonces g(u) + fi(u) = g(u) + f(u)
e Si fi(u) = f(u), y h es Lipschitz continua, entonces h(f;(u)) = h(f(u))

Los puntos mencionados anteriormente, junto con el hecho de que los otros términos de la férmula
(ECImm) son funciones continuas de u y el hecho de que &/— y (—)? son Lipschitz continuas en [uéz), ul! )]
prueban la convergencia uniforme. Llamaremos entonces:

% w) = lim 457" (). (4.103)

j—+o0o
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Se puede comprobar facilmente que lim, 721 ’(i)(u) = ’ysic. Esto implica que

lim; 400 72i @ (u) = ’7§c~ En particular podemos encontrar un indice ig tal que

|'y§E ’(io)(u) — 24| < n/8. También podemos tomar iy lo suficientemente grande como para que se
cumpla el limite ((B3)), que solo depende de 7.

Esta condicién sobre iy se puede expresar mas formalmente como:

io > Lp2i(S", A1, q), (B4)

donde Lgs ; es un niimero que representa el valor minimo que debe tener i, para que el proceso anterior

sea valido, y este ntiimero depende solo de S’ A7, q, ya que los pardmetros presentes en la funcién
+,(i

Y5 ® (u) son esos.

Por otro lado, debido a la convergencia uniforme, para cada ig fijo podemos elegir un jo(ig) tal que
|72i’(l°’jo)(u) —ﬁ*(“’)(u)\ < n/8 en todo [uélo),ugfo)]. Ademsés, debido a que a¥) — 0 cuando j — 400,
y porque a — 0 implica f — 400, también podemos tomar este jy para hacer que § cumpla las cotas

((BD)), ((B2)) que dependen de u(()i()), 17,4.
Esta condicién sobre jo la podemos expresar mas formalmente como:

Jo > Lga j(io, S, A n,q), (B5)

donde L g ; es un niimero que representa el valor minimo que debe tener jy para que el proceso anterior
sea vélido, y este nimero depende solo de ig,S’, A, 7, q, ya que los pardmetros presentes en la funcién

+,(4,5 L. -z .
Yo (55 )(u) son esos y ademas 7y también determina el proceso.

Luego, para esos indices ig, jo(ip) se cumple que:

B3 (u)] =|y; (09 — 5| (
=l 070 — 33 () 4257 (w) = | (4.105
<h %) =g )l + ) = vl (
<n/8+mn/8=n/4, (

que era lo que buscabamos.

Volvamos ahora sobre la cuestién de la buena definicién de PyQi /(6.9) (u) que hasta ahora suponiamos por
cierta. Queda claro que al acotar de esta forma el error EQi(u)7 escencialmente estamos probando la

convergencia uniforme 'y2i (027 )(u) = 72, en el intervalo [uéio), ul! 0)]. Ahora bien, siguiendo un proced-
imiento exactamente igual, podemos probar que el término de 7;: /(6:9) (u) que se encuentra dentro de la

raiz cuadrada converge uniformemente al término de g~ que se encuentra dentro de la raiz cuadrada

en el intervalo [u(()io), uSO)], y dicho término ya se probd que es positivo bajo las elecciones adecuadas

de pardmetros. La buena definicién de 'yzi’(i’j)(u) en [u(()i‘)), ug‘))] se sigue de esto y eso vuelve vélida
toda la demostracion de convergencia ya explicada. Ante la situacién de tener que transcribir el mismo
argumento dos veces, hemos decidido transcribirlo solo para el caso més complejo de V; 2(6:9) (u) = fgtc

omitiendo el caso del término interno a la raiz por brevedad de la exposicion.
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Como resultado de la discusién anterior, cada una de las funciones continuas v,° (u) —75 """’ (u) cambia
de signo sobre cada uno de los intervalos [uEZO),ugfi], entonces tenemos al menos 2 soluciones sobre

cada uno, y como hay n intervalos tenemos al menos 2n soluciones.

Finalmente, estamos interesados en corroborar que dichas soluciones se encuentran todas dentro del
dominio de nuestro problema. Es necesario que la quinasa libre v sea menor que la quinasa total K =1
y positiva, y también que la fosfatasa libre w = v/u sea menor que la fosfatasa total ' = 1. Ambas
condiciones conducen a que el dominio del problema sea:

0<v<l1 (4.108)
v<u (4.109)

Proposicién 4.0.3. Las soluciones conformadas por las intersecciones de 1 (u),'yéc (u) se encuentran
todas contenidas en el dominio del problema dado por (I0X), (B10M).

Proof. Es posible probar (BZI8) por medio de probar que i (u), 5 (u) se encuentran ambas en el

intervalo [0, 1] para u € [u(()io), ugfo)]. En el caso de 71 (u), esto viene garantizado por el teorema de
la funcién NR. En el caso de v (u), esto se deduce de la convergencia uniforme %i (g )(u) = e, en

[uéio), usfo)], junto con el hecho de que v, C [1,1 — 7] C [0,1] como ya se ha probado.

Una vez probada (E10R), cumplir (E09) se reduce a imponer como condicién que ig > 1, de forma
tal que ug > 1 > wv. O

Para resumir, el proceso completo y en orden para definir 7,2 es el siguiente:
1. Determinar F, K =1,5=10,8=10—-K - F =8, A=9,7n=1/10,¢=8

2. Encontrar igp > 1 como se ha explicado, y cumpliendo la cota ((B4)) que a su vez hace cumplir la
cota ((B3)). La eleccién solo depende de 7, A, S’ q. Usar el teorema NR para definir la funcién

7?0) con 7, u(()i“), q como parametros de entrada. Esto definira los coeficientes a;, b;

3. Encontrar j, como fue explicado, y cumpliendo la cota ((B3)) que a su vez hace cumplir las cotas
((Bm)), ((B2)). Esto define %i,(zo,go)’ el proceso depende de iy, u(()lo), n,4A,S5’, q. Como resultado,
quedan definidos «, 3, ¢, 5, €.

4. Calcular los coeficientes ¢; usando las ecuaciones ((E=32)), este paso depende de a;, b;, o, B, €, B,é.

Parece que hemos terminado, pero todavia no. ;Dénde estd la tltima solucién para llegar a 2n + 17
Recordemos que las ecuaciones (B13), (E=32), fueron deducidas para el sistema (n + 1, R, K, F, S), es
decir, el caso n + 1.

Ahora analizamos la definicién de v;". Queremos encontrar un punto cerca de 3 donde la funcién sea
cero. Podemos lograrlo si hacemos que el segundo término del discriminante de la férmula cuadrética
sea cero:

g/ 4)alu = B) + = (1= n/H)(n/DalB +u) =0 (4.110)
(n/4)(w = B) + (L = n/4)(n/q) (B + u) =0, (4.111)
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y después de mover algunos términos llegamos a:

u | M4 =n/4)n/q
n/4+ (1 —=n/4)n/q

Con la misma manipulacién en una desigualdad > 0 podemos ver que si u > Sy, la suma es positiva.

Por otro lado, debemos asegurarnos de que el término elevado al cuadrado sea positivo para que en
realidad v (By) = 0. Esto es:

B = Bo. (4.112)

S Bo . o alBo-B) ng(L=n/4) a(B—h) 4113
0<g5 1 R+ 2 2 Gotl (4.113)

Pero el tercer término en realidad es positivo porque By < 8 < [, entonces solo necesitamos ver que:

S" Bo Bo  a(fo—B)

0<Tm+itHm+l 2 (4.114)

0 <%’ n A(ﬁo/zﬁ— 1) (4.115)
S Afn/4—Q1-n/n/q

03t {n/4+(1 —n/4)n/q 1} (1118)
8 9 [1/40— (1 —1/40)(1/80)

0<3t3 [1/40+(11/40)(1/80) _1]’ (4.117)

y se comprueba que esta ultima desigualdad es verdadera.

Ahora queremos calcular el limite lim,_, 4 7; (u). Empezamos nombrando términos:

_ S u a(u—pB) 1 (1-n/4)alu-7) (4.118)
2u+1 u+1 2 2 w+1

¢ :u:i 7 (1/Halu—B) + %H(l —n/4)(n/Q) (B + w). (4.119)

(4.120)

De acuerdo a estas nuevas variables, tenemos:

Yo (u) /A2 4 C - A (4.121)
Podemos ahora usar la identidad:
WVA2+C - A) z#, (4.122)
VA2+C+ A

y de alli llegamos a:
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C(u)

im 5 (u) = lim
~ i Clu)u=t
= (A T O+ Alw)a) (4.124)
=, Jim o (4.125)
u—+00 (\/(A(u)u71)2+cu72 + A(u)u~?
_ (/4o + (1 -n/4)(n/q)e (1126)

/a/2)2 +0 + a/2

=(n/4) + (1 =n/4)(n/q). (4.127)

Por otro lado, para la curva 71 (u) tenemos v (u) = yvgr(u) + F1(u). Los términos aqui son:

() =1 - NR(u) (4.128)
B (u) :%NR(@, (4.129)

y debido a que NR(u) C (0,1), Ei(u) es positivo siempre que u > 1y yygr(u) es positivo, entonces
71(Bo) > 0.

Mirando la definicién de una funcién NR, y considerando que hemos establecido d,, = 7, entonces
tenemos que limy, , yoo NR(u) = 15 v lim, oo ynr(w) = 1 — 77, porque yyr es simplemente N R(u)
invertido en el intervalo [0, 1]. Como también tenemos lim,, . F1(u) = 0, entonces:

lim vy (u) =1-n; =n/4-(1-n/2)(n/q). (4.130)

uU—+00

Al observar todos estos hechos juntos, podemos aplicar el teorema de Bolzano a 7;(u), 75 (u) en el
intervalo [fy, B] con B lo suficientemente grande para obtener la interseccién que falta. La situacién
se ilustra en la siguiente figura:
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n/4+(1—n/4n/q

n/4—(1—=n/2n/q

& n
Figure 4.5: La solucion faltante, escondida cerca de (3

Los resultados obtenidos hasta ahora (utilizando el teorema de Bolzano) en realidad muestran no que
tenemos exactamente, sino al menos 2n + 1 soluciones, sin embargo los resultados probados en Wang,
Sontag que ya hemos citado en la introduccién (B) muestran que 2n+ 1 es de hecho el maximo nimero
posible de soluciones para el caso n + 1 del problema.
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Capitulo 5

Un ejemplo numérico para el caso
n=2>o

Terminaremos nuestra exposicion con un ejemplo numérico que sigue de cerca el procedimiento de-
scrito en la seccidén anterior para encontrar un conjunto de pardmetros que produzcan un sistema con
9 = 2-5 — 1 estados estacionarios para el caso n = 5 que es el valor mas pequeno de n para los cuales
aun no se habian encontrado ejemplos que alcancen el limite 2n — 1.

Para dibujar las graficas de las funciones utilizaremos la fantdstica herramienta proporcionada por la
Fundaciéon Desmos: https://www.desmos.com/calculatox.

Primero establecemos S" =8 A =9,7=1/10,q = 8.

En el siguiente paso, necesitamos encontrar un ¢y adecuado. Primero necesitamos calcular 7?07 usando

S' A, q:
1 [431
+
= 44— 5.1
Tse = 5%\ 3200 (5-1)

Al observar la desigualdad donde se usa M, podemos ver que tomar M = 1 es suficiente para acotar
E;(u) cuando u > 2, entonces hay una primera cota inferior para ig, a saber, ig > M/(n/4) = 40.

Estableceremos iy, como un valor de u para el cual |72i’(i0)(u) —Y2o| < m/8 = 0,012. Omitimos el
desarrollo de este cédlculo, que se realiza volcando la férmula de Wscﬁgi (u) en Python y calculando
tablas de valores de las diferencias. Elegir ig = 1000 es suficiente para comprobar ambas condiciones.

Para construir la funcién NR, sabemos que /4 = 1/40, 1-n/4 = 39/40y n; = 1-n/4+(1-n/2)(n/q) =
1579/1600; por lo tanto:

39 1 39 1 1579
bo=-—, 0 =—, Oo=— 53_@’ 4= 600"

5.2
40’ 40’ 40’ (5:2)

Nuestro teorema de la funcién NR no proporciona una cota inferior explicita para u;, y el limite
superior para «; no es muy conveniente de usar en la practica porque implica encontrar un maximo

en un intervalo. Pero sabemos que existen buenas opciones para «;, asi que simplemente usamos
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la calculadora grafica para encontrar esos valores mediante prueba y error. Un hecho interesante
que no se desprende trivialmente de la prueba es que los valores de «; que funcionan disminuyen
exponencialmente con i. Entonces, para encontrarlos por prueba y error, necesitamos usar un eje
logaritmico en u. Siguiendo este proceso, se encuentra que una buena opcién para los «; es:

15 45 95 160
1 1 1 1
ag=1, a= (2) , Qo= (2> , Q3= (2> , Oy = <2> . (5-3)

Mirando el eje de la calculadora grafica, podemos estimar que el dltimo u; es uy =~ 10%°.

Ahora podemos calcular los valores de a;, b;:

89 (LY (T3 (T Tyt
ag = 40,a1— 20 9 , A2 = 40 9 , a3 = 40 B , 4 = 9 . :
1\ 15 1) 45 1\ 95 1\ 160
_ _ (1 _ (1 _ (1 _ (L) 5.5
bp=1, b <2> , b (2) , b3 <2> , by <2> (5.5)

Ahora, necesitamos encontrar un valor de jo tal que au = (1/jo)u sea muy pequenio en el intervalo
[0, 24 = 10%°] en relacién con A = 9. Luego impondremos la condicién:

e _ L (5.6)
jo 100 '
Entonces podemos tomar jo = 1027 y a = 10727, Ademsds, 8 = A/a =9%10*" y e = (1 — n/4)a =

(39/40) % 1027

Y una vez encontrados todos estos valores, podemos proceder a calcular los valores de ¢; como tltimo
paso del proceso, usando una férmula derivada de la definiciéon original de ¢; con 0 < ¢ < n. La
virtud de esta formula derivada que usaremos, es que es mas facil demostrar numéricamente que los
coeficientes son positivos, porque aisla la pequena parte de cada término como un factor comtn a;:

Q1 Q1

¢i = ai |(1=n/4)((1+n/8)A —a(l —n/8) ) (5.7)

) — (A(Sl — Ol57;,1

i Q;

y el caso especial i =n + 1:

np1 = anfa(l — (1 —n/4)(1 —n/8))]. (5-8)

Los términos que contienen los factores a * (c;—1/c;) son muy pequerlos en comparacién con los otros
términos que contienen niimeros manejables, porque si bien el cociente (a;_1/a;) es grande, el factor
a que lo multiplica es lo suficientemente pequeno para hacer el producto muy pequeno.

Después de sustituir 7, A, a;, §; en estas ecuaciones, tirar los términos pequefios y simplificar obtenemos:

49



— %
40 80 40

15 30 81 1
¥ [ —*%x — — —
40 80 40

5 39 81 39
9% [ — %« — — —
40 80 40

% 30 81 1
* 0% [ — %k — — —
40 80 40

160 39 81 1579
¥9%k [ — % — — ——
40 80 1600

1\ ' 39 79
~(= 10727 (1% = ).
“ (2> *10 *< 40*80)

0
*9*(39 81—39>

= N~ N~ N~ N
N U

Q
(V)
&
TN T N TN TN N

(5.9)
(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)

(5.14)

En la siguiente figura las curvas 71, y2 se muestran en escala logaritmica para el eje u. v, se muestra
en color negro, mientras que 73[ se muestra en colores verde y rojo. Ocho soluciones se encuentran
antes de (3, cuatro de ellas para cada 7;[, y la ultima solucién se puede ver cuando ~» surge del eje u
poco antes de 3, y su interseccién con 7;:

S
&

=]
>

°
2

o
5

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 / 28 30

Figure 5.1: Ejemplo numérico de 71, 2 para el caso n =5

Hemos sefialado anteriormente que la ecuacién original (BI3) previa a la transformacién, produce
una curva que también es funcion de u y que es dificil de moldear analiticamente porque involucra
funciones racionales dentro de radicales. Podemos llamar a esta funcién ~3(u). Usando los coeficientes
¢; ya calculados podemos ver como se ve esa funcién de todos modos:
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08

05

0.4

0.2

Figure 5.2: Ejemplo numérico de v, 3 para el caso n =5

Debido a que ambos sistemas son equivalentes, las soluciones son el mismo conjunto de puntos, y vs(u)
avanza en zig zag a través de 71 (u) cruzando ocho veces como se esperaba, luego surge del eje u para
la dltima interseccion cerca de 3.

En virtud de presentar una visiéon completa, daremos un ejemplo de cémo es el procedimiento para
revertir las transformaciones sobre los parametros a;, b;, ¢; para recuperar los parametros originales del
sistema.

Utilizaremos en este caso la notacién de [0 que ya hemos utilizado anteriormente para explicar las
parametrizaciones racionales de las especies.

El primer paso es expresar los parametros &;, 5;,7; en funcién de los originales. Dado que ¢y = Yo\
b )
Yo = 1 por convencién, entonces A = ¢g. Luego se tiene que:

di = ai/co, (515)
Bi = bi/co, (5.16)
’}71‘ = Ci/Co. (517)

(5.18)

A partir de aqui se pueden invertir las ecuaciones ((ICI3)),((II3)),((IH)) para 0 < i < n:

T, = ciy1/co (5.19)
K;=a;/¢ (5.20)
L; =b;/ciy1- (5.21)

(5.22)

Observamos aqui que a partir de ahora existen muchas soluciones distintas de los parametros origi-
nales para los mismos valores de T;, K;, L;, no estan determinados de forma tnica. En nuestro caso
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procederemos acorde a una observacion que ya hemos hecho: que es posible despejar los parametros
si se determinan todos los valores de ko s, lor,; = 0. Esto es equivalente a eliminar las reacciones que
separan los complejos quinasa-sustrato y fosfatasa-sustrato sin que ocurra una fosforilacién 6 desfos-
forilacion. En este caso se puede resolver de la siguiente manera:

Ci
lcat,i = lon,iiv (523)
b;
C;
kon,i = lon,i%, (524)
Ci
kcat,i = lon,iza;'ly (525)

(5.26)

donde I, ; acaba siendo una variable libre. Nuestra observacién final aqui es que los factores de la
forma (1/ 2)(_) que estan contenidos en las formulaciones de los a;, b;, ¢; coinciden siempre para a, b, ¢
cuando el indice i es el mismo. Esto hace que los factores <=, <55, <24 siempre sean del mismo orden
que la diferencia o "salto" de exponentes asociados al factor (1/2) entre dos indices sucesivos. Por
ejemplo:

1160 39 . 81 _ 1579 65
ES 9 29 ol 1olJ
louts ~ Lo 3 5)  *9x( 09:" 5 — 1500) ~ 1 s <1> £ 0% (39 % 8l 1579) , (5.27)
’ ’ (%) ° A\ 2 40 80 1600
1195 39 , 81 1 50
boms ~ lonp 2 0w — ) (] (5.28)
on,2 on,2 1)45*9*(@*ﬂ_@) on,2 2 ) .
2 10 *80 ~ 40
1145 39 , 81 39 30
- 2) *9x (s~ 1) 1 39 8L 39
eat.1 = lon 1 (%)15 o) Rlon (5] 409+ 0550 1) (5.29)

Si bien se podria elegir en cada caso lo, ; para compensar el salto, eso dejaria el pardmetro Iy ; siendo
del mismo orden que el reciproco del salto, lo cual en general serd un nimero muy grande. Por otra
parte, observamos también que retrotraer los parametros no cambia el conjunto de soluciones del sis-
tema. Dado que estos estdn expresados en forma de v,u = v/w, y que v € [0, 1], los valores muy
grandes de u que muchas soluciones toman hacen que la concentracion w de fosfatasa deba ser muy
pequena.

Por otro lado, otra interpretacién adicional de estos resultados, es que nuestra solucién exige que las

relaciones entre pardmetros leat i/lon.is Kon,i/lon,i, keat.i/loni Sean todas pequenas, y que por lo tanto,
las velocidades de reaccion leag,i, Kon,is kcat,i Sean todas muy pequefias en comparacion con loy

Si_1+ FE kon—dfl ES;_1 kcai;_l S, + FE (530)

S; + F lorifl FS; lcat—'ifl Si_1+ F, (531)

Las consecuencias de esto es posible apreciarlas en las ecuaciones (), (IZ2):
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Al ser kofi i, logr,i = 0, entonces T; se convierte en un producto de factores kon ;/lon,;, cada uno de los
cuales es pequefio. Dado un indice 7 especifico, lcat,is Kon,is kcat,i son todos de un orden comparable
porque a;,b;,c; son de orden comparable, y entonces es facil concluir que s;,y;,u; son todos de un
orden comparable para el mismo indice.

La diferencia en los 6rdenes se puede dar entre las tuplas (s;, y;, u;) para indices distintos. Al aumentar
el indice, la cuestion queda determinada por el factor:

 Noni (5.32)

on,?

Este factor va cambiando dependiendo del indice, y distintas situaciones se pueden dar dependiendo
de cual es la solucién seleccionada para el andlisis de entre las 2n — 1 posibles.

Por ejemplo, cuando se toma la solucién con v més grande, que es del orden de u ~ 10?°, entonces
estos factores son todos mayores a 1, siendo los primeros muy grandes. Por lo tanto cada vez que
aumenta el indice el orden de las tuplas (s;, y;, u;) aumenta.

El otro caso extremo es cuando u se toma como la solucién més chica que es u =~ 10%. En estos casos
los factores son siempre menores a 1, siendo los tltimos muy chicos. Por lo tanto cada vez que aumenta

el indice el orden de las tuplas (s;, y;, u;) disminuye.

Finalmente se pueden dar casos intermedios, en los cuales los ordenes comienzan creciendo con el indice
hasta cierto indice ig, y luego comienzan a decrecer de ahi en adelante.
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Conclusion

Las 2n—1 soluciones que hemos encontrado para el problema son de interés en principio solo tedrico, ya
que los valores que toman tanto los pardmetros como las soluciones de estado estacionario no parecen
ser biolégicamente factibles. No obstante ello, hay que hacer una aclaraciéon importante. La eleccién
de valores tan radicales para los parametros estuvo motivada por la necesidad de posibilitar la de-
mostracion analitica para todo valor de n, no por la necesidad de producir soluciones factibles. Es
concebible pensar que se podria por medio de aproximaciones de prueba y error, siguendo la misma
idea de la demostracién, encontrar valores bioldgicamente factibles que logren el mismo propdésito.

El problema resuelto en esta tesis permanecia abierto desde hace unos 15 anos, e histéricamente se
han hecho variados intentos de resolverlo, algunos de los cuales fueron explicados en la introduccién.

No encuentro una explicacién a por qué motivo el problema se termina resolviendo con un enfoque de
matematica mas propia de calculo avanzado que uno de geometria algebraica computacional avanzada.

Supongo que en algin sentido, eso es lo mas lindo que tiene la matematica: que donde las grandes e

importantes teorias pueden fallar o no dar una respuesta, a veces la solucién esta escondida en algin
argumento mas simple y humilde que otros han pasado por alto durante mucho tiempo.

54



Curiosidades

Para los que se preguntan de donde proviene el nombre "camino Noruego" con el cual bauticé a la
funcién usanda en la demostracién, la historia es que estaba de vacaciones en Noruega al mismo
tiempo que pensaba en la forma de resolver el problema. Resulto ser por coincidencia (40 inspiracion
quizés?) que la forma de la funcién asemejaba la forma de uno de los caminos que estaba recorriendo
durante mis caminatas, cuyo nombre traducido aproximadamente al castellano es "La escalera del trol":

Figure 5.3: Trollstigen

95



Bibliografia

1]

F. Bihan, A. Dickenstein, M. Giaroli. Lower bounds for positive roots and regions of multistation-
arity in chemical reaction networks. J. Algebra, Vol. 542, 367-411 (2020).

C. Conradi, D. Flockerzi, K. Holstein. N-site phosphorylation systems with 2N-1 steady states.
Bull Math Biol, 76:1892-1916 (2014).

C. Conradi, A. Iosif, T. Kahle. Multistationarity in the space of total concentrations for systems
that admit a monomial parametrization. Bull Math Biol, 81, 4174-4209 (2019).

C. D’Andrea, T. Krick, A. Szanto. Subresultants, sylvester sums and the rational interpolation
problem. J. Symb Comp, Vol. 68, Part 1, 72-83 (2015).

A. Dickenstein. Algebraic geometry tools in systems biology. Notices of the American Mathematical
Society, Vol. 67, N. 11, 1706-1715 (2020).

A. Dickenstein, M. Pérez Millan. The Structure of MESSI Biological Systems. STAM J. Applied
dynamical systems, Vol. 17, N. 2, 1650-1682 (2018).

E. Feliu, A. D. Rendall, C. Wiuf. A proof of unlimited multistability for phosphorylation cycles.
Nonlinearity, 33:11 (2020).

M. Giaroli, R. Rischter, M. P. Milldn, A. Dickenstein. Parameter regions that give rise to 2|n/2]+1
positive steady states in the n-site phosphorylation system. AIMS MBE, 16(6): 7589-7615 (2019).

K. Holstein,D. Flockerzi,C. Conradi. Multistationarity in sequential distributed multisite phos-
phorylation networks. Bull Math Biol, 75(11):2028-2058 (2013).

L. Wang, E. D. Sontag. On the number of steady states in a multiple futile cycle. J. Math. Biol.,
57:29-52 (2008).

56



	Portada
	Introducción
	El punto de partida
	Trabajos previos
	Un sistema trazable equivalente
	Valores de parámetros para obtener 2n-1 soluciones
	Un ejemplo numérico para el caso n=5
	Conclusión
	Curiosidades
	Bibliografía

