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Introduccion.

Si G es un grupo finitamente generado el problema de la palabra es el siguiente problema: dada una palabra
w en los generadores y sus inversos el objetivo es decidir si w representa la identidad del grupo. Este problema
no resulta ser un problema fécil, de hecho existen grupos finitamente presentados tales que su problema de la
palabra no es algoritimicamente decidible. A pesar de la existencia de estos resultados negativos, para muchos
grupos es algoritimicamente decidible. Esto hace que resulte interesante estudiar este problema con un enfoque
en la complejidad computacional. En este trabajo estudiamos el problema de la palabra desde el punto de vista
de los lenguajes formales. Esto quiere decir que dado un grupo finitamente generado le asociamos el conjunto
de palabras sobre los generadores y sus inversos tales que representan a la identidad del grupo. Este lenguaje
formal es el lenguaje asociado al problema de la palabra.

El primer trabajo que estudi6 el problema de la palabra con esta perspectiva fue el de Animisov [Ani71]. En
ese trabajo se consider¢ la familia de lenguajes regulares, que pueden ser definidos como los lenguajes que son
aceptados por un attomata finito. El resultado principal al que llegé fue que un grupo es tal que el lenguaje
asociado a su problema de la palabra es un lenguaje regular si y solo si este grupo es finito.

Figura 1: Este autémata acepta el problema de la palabra del grupo Z/2Z x Z/2Z presentado como {a,b |
a?,b?,abab). Observar la semejanza con el grafo de Cayley para la misma presentacion.

Este resultado abrié un abanico de posibilidades. Si uno considera una familia de lenguajes, ;qué grupos
tienen el lenguaje asociado al problema de la palabra en esa familia? En particular en ese trabajo Animisov
preguntd: “Si el problema de la palabra de un grupo G es un lenguaje independiente de contexto, ;qué dice esto
sobre la estructura algebraica del grupo?”. Esta pregunta fue resuelta en un trabajo influyente de Muller y Schupp
[MS83]. Su respuesta es que los grupos virtualmente libres son exactamente los grupos que tienen un lenguaje
asociado al problema de la palabra independiente de contexto. A diferencia del caso de los lenguajes regulares,
el caso de los lenguajes independientes de contexto resulté ser mds delicado. Para probar este resultado Muller-
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8 INDICE GENERAL

Schupp se vieron obligados a emplear varias dreas de la matematica como asi también varias caracterizaciones
equivalentes de los grupos virtualmente libres utilizando estas &reas.

Desde aquel entonces aparecieron atin mas demostraciones del teorema de Muller-Schupp, todas ellas con
su riqueza y sus nuevas caracterizaciones de los grupos virtualmente libres. Todas estas demostraciones em-
plean las mds diversas ramas de matemadtica probando asi la riqueza detrds de estos grupos. Para ejemplificar
listamos solamente algunas de estas posibles caracterizaciones de los grupos virtualmente libres: (1) grupos fun-
damentales de grafos de grupos finitos, (2) grupos finitamente generados tales que sus grafos de Cayley tienen
treewidth finito, (3) grupos universales de pregrupos finitos, (4) grupos con presentaciones finitas dadas por
sistemas geodésicos de reescritura, (5) grupos finitamente generados con teoria monédica de segundo orden
decidible, etc. Para el lector interesado en entender algunas de estas construcciones mencionadas consultar los
siguientes trabajos [DW17], [DW13], [Khu], [KLO5], [MS85], [MS83], [Ant11] y [AS17].

El objetivo de esta tesis es estudiar una parte de todas estas posibles caracterizaciones de los grupos vir-
tualmente libres y probar un camino de equivalencias entre ellas. El camino elegido estd basado en el que fue
propuesto en los trabajos [DW13] y [DW17]. Para este objetivo utilizamos herramientas de topologfa, de teoria
de grupos, de teoria de lenguajes formales y de teoria de grafos, mostrando asi cémo todas estas areas de ma-
tematica se ponen en comun para describir a los grupos virtualmente libres. Es particularmente interesante ver
cémo las propiedades sintacticas de un grupo afectan la geometria de su grafo de Cayley y también entender
cémo las acciones del grupo repercuten en su problema de la palabra.

El trabajo estd estructurado de manera que en cada capitulo (exceptuando el de preliminares) probamos
una caracterizaciéon equivalente de los grupos virtualmente libres. A continuacién resumimos brevemente los
contenidos de cada capfitulo:

= El primer capitulo es un capitulo introductorio. En este se abordan las ideas elementales de teoria de len-
guajes formales, teorfa de grupos y de teoria de grafos que se utilizan a lo largo del trabajo. Estos temas
tratados son en su gran mayoria temas cldsicos y pueden encontrarse por ejemplo en los siguientes libros
[LS77], [Die05], [?] y [HU79].

= En el segundo capitulo se da una introduccién a la teoria de Bass—Serre. Esta drea conecta la estructura de
un grupo con sus acciones en arboles. A partir de una accién de un grupo sobre un drbol definimos un
grafo de grupos y viceversa, a partir de un grafo de grupos construimos un grupo (denominado el grupo
fundamental del grafo de grupos) y un arbol (denominado el arbol de Bass—Serre) en el cudl actia. Uno
de los resultados fundacionales del drea es que estas dos construcciones son inversas 2.4.12. El resultado
central de este capitulo para el propésito de este trabajo es 2.4.17 que prueba que el grupo fundamental de
los grafos de grupos con grupos finitos resulta ser un grupo virtualmente libre.

= En el tercer capitulo se introducen los grupos independientes de contexto. Estos son grupos para los cuales
el lenguaje asociado a su problema de la palabra resulta ser un lenguaje independiente de contexto. Si bien
este lenguaje depende del conjunto de generadores se prueba que para cualquier otro conjunto de gene-
radores también resulta ser un lenguaje independiente de contexto. Esta propiedad es vélida porque los
lenguajes independientes de contexto resultan ser un cono de lenguajes. Finalmente se prueba el teorema
central del capitulo que es el de Muller-Schupp 3.3.12 que todo grupo virtualmente libre es independiente
de contexto porque existe un autémata de pila que acepta el lenguaje correspondiente a su problema de la
palabra.

= En el cuarto capitulo se introducen las descomposiciones en un arbol y a partir de estas descomposiciones
definimos un nimero natural o infinito que es el treewidth de un grafo. Se prueban varios propiedades
elementales que tienen estas descomposiciones y se da la construccién principal para nuestro trabajo que
es una descomposicion en un arbol para un grafo de Cayley de un grupo finitamente generado arbitrario
4.1.17. A partir de esto se definen los grupos de treewidth finito que son los grupos para los cuales esta
descomposicién tiene treewidth finito. Finalmente se prueba el resultado central del capitulo 4.3.4 que dice
que los grupos independiente de contexto resultan tener treewidth finito.
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= En el quinto capitulo se termina de cerrar el camino de equivalencias de caracterizaciones de los grupos
virtualmente libres. Para esto se da una rdpida introduccién a la teoria de los cortes de los grafos con el foco
en los grafos accesibles. Estos resultan ser una familia de grafos que contienen a la familia de grafos con
treewidth finito. Se prueba que si se considera un grafo accesible luego se puede construir un arbol a partir
de los cortes del grafo. Este drbol lo denominamos el arbol de estructura. El resultado central del capitulo
es 5.5.22 que dice que el grupo de automorfismos de un grafo con treewidth finito acttia con finitas 6rbitas
sobre su arbol de estructura. De esta manera por medio del resultado central de la teoria de Bass—Serre
2.4.12 se obtiene que los grupos con treewidth finito son isomorfos a grupos fundamentales de grafos de
grupos finitos y asi se termiona de probar todas estas equivalencias.

El siguiente esquema muestra las relaciones que existen entre los resultados probados en cada capitulo.

Grupo fundamental de un grafo de grupos finito

Teorema 2.4.17 wzz

Virtualmente libre Treewidth finito

Teorema 3.3.12 AZL

Indepenciiente de contexto
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo introducimos notacién y varios resultados estdndares que utilizaremos a lo largo de la tesis.

En la primera seccién 1.1 introduciremos agilmente resultados estindares de la teorfa de lenguajes junto
con algunos ejemplos para ilustrar todas estas definiciones. En particular nos interesara especialmente para este
trabajo la nocién de lenguaje independiente de contexto que introduciremos en la subseccién 1.1.3.

En la segunda seccién 1.2 introduciremos notacién y probaremos algunos resultados sobre grupos finitamente
generados.

Finalmente en 1.3.1 introducimos la notacién que usaremos para los grafos no dirigidos, daremos una defi-
nicién de los grafos de Cayley de un grupo y probaremos un resultado 1.3.13 sobre los grafos de Cayley de los
grupos libres que nos servird méas en adelante para guiarnos en la caracterizaciéon de los grafos de Cayley de los
grupos virtualmente libres.

§1.1. Teoria de lenguajes.

Consideremos un conjunto no vacio X, que llamaremos un alfabeto. Dado k € IN denotaremos ¥ al conjunto
de palabras en ¥ de exactamente k elementos. Hacemos énfasis especial en el caso que k = 0 denotando = = €
a la palabra vacia. Dada una palabra w = a; ...a; € ¥ diremos que su longitud es k y lo denotaremos |w| = k.
Similarmente si ¥ = {a,};c; denotaremos |w|; a la cantidad ocurrencias de a; en w.

Definicién 1.1.1. Dado X conjunto consideramos

0
=z
k=0
y una operacién binaria
(X x X BF
que llamaremos la concatenacion de palabras y que definimos de la siguiente manera: dadas wy = a1...a; €

Y, wy="b1...b e Z* luegowy -wp = ay ...axby ... ;. Esta operacion es asociativa y tiene como elemento neutro
a €. De esta manera obtenemos que (X*, -) es un monoide que llamaremos el monoide libre sobre X.
Este monoide también puede ser caracterizado salvo isomorfismo por una propiedad universal.

Observacion 1.1.2. El monoide es libre con la siguiente propiedad universal: si tenemos una funcién de conjuntos
f % — M donde M es algtin monoide entonces existe un dnico morfismo de monoides f : £* — M que hace
conmutar al siguiente diagrama.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Una palabra sobre X es un w € £*. Si w es una palabra sobre el alfabeto X, luego una subpalabra u de w es una
palabra u € * tal que w = vuz para algunas v,z € X*. Si w = vu entonces v es un prefijo de w y u es un sufijo de
w.

Definicién 1.1.3. Un lenguaje L sobre un alfabeto X es un subconjunto de £*.

Definicién 1.1.4. Sea X conjunto finito. Dados lenguajes L1, L, < £* definimos el cociente a derecha de Ly por Ly
como el siguiente lenguaje

Li/Ly ={weX* |3xe Ly : wxe L}
Anédlogamente definimos el cociente a izquierda L\L;.

Destacamos el caso particular que L; = {w} un lenguaje formado con una tnica palabra y que L, = X*.
En este caso tenemos que L;/X* = {x € L* | x es prefijo de w}. Usaremos para este caso especial la notacién
Pre(w) = {w}/X*. Anadlogamente el caso L1\X* = {x € £* | x es sufijo de w}. Usaremos para este caso especial
la notacién Suf(w) = {w}\X*.

Un prefijo propio de w es un prefijo u tal que u # w y u # € y definimos similarmente un sufijo propio como un
sufijou tal que u # wy u # €.

Definicién 1.1.5. Sea X un alfabeto. Dada una palabra w € ©* tal que w = aj . ..a, denotaremos por wR € £* la

palabra reversa definida como wR = a,, - - - a;.

Dada una palabra w € £* tal que w = uv tenemos que vale la siguiente igualdad w® = vRuR. En particular
para cada alfabeto podemos definir un lenguaje que es el de los palindromos.

Definicién 1.1.6. Sea X un alfabeto entonces el lenguaje de los palindromos sobre X es el siguiente lenguaje:
LPAL = {ZU ex® | w = wR}.
En general cuando nos referiremos al lenguaje de los palindromos asumiremos que el alfabeto es . = {a, b}.

H Lema 1.1.7. Sea w € Lpay entonces existe u prefijo de wy c € {a, b, €} tal que w = ucuX.

Demostracién. Separamos en dos casos.

R, R

1. Caso |w| = 2k para k € N. Sea w = uv tal que |u| = |v| = k. Luego como w = wX tenemos que uv = vRu

lo que implica que v = uR y asi w = ueu® tal como queriamos probar.

2. Caso |w| = 2k + 1 para k € IN. En este caso podemos tomar w = ucv donde ¢ € X. Idénticamente al caso
anterior concluimos que u = oX.
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§1.1.1. Gramaticas.
Definicién 1.1.8. Una gramitica es una tupla G = (V, %, P,S) donde:
= V es un conjunto finito denominado las variables;
= X es un conjunto finito disjunto de V que denominamos simbolos terminales;
s PC ((VUuX)*\Z*) x (V UX)* es un conjunto finito de producciones.
m S e V es el simbolo inicial;

Dada una gramética G = (V,X%,P,S) a cualquiera de sus producciones (,v) € P, la vamos a denotar por
medio de la siguiente notacién v —¢g v. La interpretaciéon que le damos a una produccién v —¢ v es que dada
la palabra 7y la podemos reescribir por la palabra v. Observar que la definicién de produccién garantiza que
la palabra <y es una palabra no vacia tal que al menos una de sus letras es una variable. Si resulta evidente
omitiremos el subindice que hace referencia a la gramatica y simplemente escribiremos ¢y — v.

A partir de una gramética G = (V, X, P, S) vamos a definir una relacién sobre (X u V)*. Dados x,y € (X U V)*
diremos que x deriva en y si existen 1, v, w,z € (X U V)* tales que x = uwv e y = uzv y tenemos una produccién
w — z € P. La notacién que usaremos es x —¢ y. Consideremos la clausura transitiva y reflexiva de esta

.z * . 9% * .z .
relaciéon que denotaremos por —g. Una derivacion D = x —g y entonces es una sucesiéon de producciones
X =x)—g X1 —¢g - —¢ ¥n =y donde n € Np.

Definicién 1.1.9. Dada una gramatica G = (V, X, P, S) definimos el lenguaje generado por la gramdtica como
L(G) = {wex*|S 35w}

Este lenguaje estd formado por las palabras en ©* que se pueden derivar del simbolo inicial.
De esta manera una gramatica la podemos pensar como un conjunto de reglas que nos permite generar un
lenguaje.

Definicién 1.1.10. Dada una gramética G = (V, X%, P, S) una variable A € V es alcanzable si existe una derivacion
D=5 3 6Ayparad,ne (VUL

Proposicién 1.1.11. Para toda gramitica G = (V, %, P, S) existe una gramdtica G' = (V',%, P, S) tal que todas sus
variables son alcanzables, V' < V, P’ < Py L(G) = L(G").

Demostracion. Sea el conjunto de variables
I ={A €V :Anoesalcanzable}.
y sea el subconjunto de producciones
P'={(v,n) eP:ymye (V) uE)*}
Luego si V' = V\I podemos definir la gramatica G’ = (V/,%, P/, S) tal que cumple lo pedido. [ ]
Ejemplo 1.1.12. Consideremos la siguiente gramatica G = (V,%,P,S) donde V = {S},X = {a,b} y tenemos las
siguientes producciones:
S—aS|b

donde usamos | para separar distintas producciones que tienen el mismo lado izquierdo.
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Veamos como podemos derivar la palabra a?b € ¥* usando las producciones de esta gramatica. Esto es que
* . . .2
S —5g a*b. Tomamos la siguiente sucesion:

S — aS — aaS — aab

y nos queda tal como queriamos ver.
Llamemos al lenguaje L = {a*b : k = 0} y probemos que L(G) = L.

Si w € L(G) entonces S —g w por definicién. Probemos por induccién en la longitud de la palabra w que
w € L. En el caso base |w| = 1 entonces la tnica opcién es que w = b dada por la siguiente derivacion de un solo
paso S — b. Para el paso inductivo supongamos que vale que toda palabra u € L(G) tal que |u| < n — 1 es tal que
u € L. Sea |w| = n entonces tenemos que la derivacién es de la siguiente forma

S —aS g aw’

donde necesariamente el primer paso tiene que ser S — aS caso contrario no tendria longitud mayor a 1y
también tiene que ser que |w'| = n — 1y aw’ = w. Para finalizar esta demostracion basta observar que w’ € L(G)
dado que S 3¢ w'. Por hipétesis inductiva concluimos que w’ € L por lo que w’ = a"2by asi w = a" b € L tal
como queriamos ver.

Sea w = akb e L para k € IN, veamos que w € L(G). Para eso consideremos la siguiente derivacion:

S 3g s — b
y asi vemos que w € L(G).

Es posible clasificar los lenguajes a partir de las caracteristicas de las gramaticas que los generan.

§1.1.2. Lenguajes regulares.

Definicién 1.1.13. Decimos que una gramatica G = (V, %, P, S) es reqular (a izquierda) si las producciones son
del estilo

1. A—¢
2. A—a
3. A—aB

donde A,B € V,a € Xy € es la palabra vacia.
Decimos que una gramatica G = (V, X, P, S) es reqular (a derecha) si las producciones son del estilo

1. A—e¢
2. A—a
3. A— Ba

donde A,B e V,a e Xy € es la palabra vacia.
Si L = L(G) para alguna gramatica G regular a izquierda o a derecha entonces diremos que L es un lenguaje
regular.

En general omitiremos el detalle de diferenciar las gramaticas regulares a izquierda o a derecha y simplemente
diremos que son graméticas regulares.

En particular la gramatica del ejemplo 1.1.12 es regular. De esta manera L = {a*b : k > 0} resulta ser un
lenguaje regular. Definimos ahora la contracara de las gramaticas regulares que resultan ser los automatas finitos
no deterministicos.
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Definicién 1.1.14. Un autémata finito no deterministico es una tupla M = (Q, qo, %, d, F) donde:
= () es un conjunto finito que denominamos estados.

= go € Q es el estado inicial.

2 es un conjunto finito que denominamos alfabeto.
» §:Q xX — P(Q) es la funcion de transicién.
= F < Q es un subconjunto de estados que llamaremos finales.

Un par (g, w) € Q x £* lo llamaremos una configuracion del autémata. Consideremos que w = aw’ donde
aeXyw €X* luego si tenemos que p € §(q,a) entonces denotaremos esto asi (7, w) + (p,w’) y diremos que
la configuracién (g, w) deriva en la configuracion (p, w’). Esto nos define una relacién | sobre Q x L* tal que su
clausura transitiva y reflexiva la denotaremos -7 ;.

Una configuracion (g, w) se dice irreducible si no existe ninguna configuracién (p, u) tal que (q,w) + (p, u).
Equivalentemente esto sucede en dos casos. El primero es que w = € y el segundo es que w = aw’ y tenemos que
5(gq,a) = . Una configuracion (g, w) se dice final si g € F y w = €. En particular las configuraciones finales son
irreducibles.

Una manera de consumir una palabra w € * es una sucesién de configuraciones (qo, w) ~ (g;,, w;,) = -+ =
(gi,,w") donde (g;,, w") es una configuracién irreducible.

Observacién 1.1.15. Los autématas M son no deterministicos porque dada una configuracién (g, w) no irreducible

donde w = aw’ cona € ¥, w’ € * podria suceder que |6(g,4)| > 2 por lo tanto la configuracion (g, w) podria
derivar en mas de una configuracion. Un corolario de esta afirmacién es que las palabras w € £* pueden ser
consumidas en mds de una forma.

Definicién 1.1.16. Dado un autémata finito no deterministico M = (Q, 4o, %, J, F) el lenguaje aceptado por M es
el siguiente:

L(M) ={weX*|greF, (q0,w) -* (qr,€)}.

Equivalentemente el lenguaje aceptado por un automadta son las palabras que pueden ser consumidas de
manera que terminan en una configuracién final. Notemos que al ser un automata no deterministico podria ser
que w € L(M) y a su vez exista una forma de consumir a w de manera que termina en una configuracion que no
es final. Lo importante en esta definicién es que exista al menos una manera de consumir a la palabra y termine
en una configuracién final.

Asi como las graméticas generan lenguajes los autématas aceptan lenguajes. Mas en particular dado M =
(Q,{q0},%,9, F) autémata finito no deterministico y w € £* palabra diremos que M acepta a w si w € L(M).

H Teorema 1.1.17. Un lenguaje L es reqular si y solo st es aceptado por un autémata finito no deterministico.

Demostracién. Ver [HU79, pp.218-219]. |

§1.1.3. Lenguajes independientes de contexto.

Definicién 1.1.18. Una gramatica G = (V, L, P,S) es independiente de contexto si las producciones tienen la si-
guiente forma:
A—w

donde A e V,we (2 U V)* SiL = L(G) para alguna gramadtica independiente de contexto G entonces diremos
que L es un lenguaje independiente de contexto.
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Estas gramaticas reciben el nombre de independientes de contexto porque independientemente de qué simbo-
los rodean a un no terminal A siempre lo vamos a poder reemplazar por w si A — w es una produccién.

Observacion 1.1.19. Todo lenguaje regular en particular resulta ser un lenguaje independiente de contexto .

Definicién 1.1.20. Sea G = (V, X%, P,S) una gramatica independiente de contexto. Para cada variable A € V
consideramos el siguiente lenguaje

LAZ{ZUEZ*ZAJ:QW}.
Si Ly = & luego diremos que la variable A es improductiva y caso contrario diremos que A es productiva.

En particular observemos que Ls = L(G).

Proposicion 1.1.21. Sea una gramitica G = (V, %, P,S) independiente de contexto, luego existe una gramdtica G' tal
que todas sus variables son productivas y L(G) = L(G’).

Demostracién. Consideramos el subconjunto de variables

[={AeV:Ly= g}

H Proposicién 1.1.22. El lenguaje Lpay es independiente de contexto.

Demostracién. Construyamos una gramatica independiente de contexto G = (V,X%,P,S) tal que L(G) =
Lpar. Consideramos la siguiente gramdtica G = ({S},Z, P, S) donde las producciones P estdn dadas por:

S—el|a|b|aSa|bSb.

Probemos primero que L(G) € Lpar. Sea w € L(G), probaremos por induccién en |w| que w € Lpar. Para
el caso base tenemos que |w| = 0 por lo que w = € y notemos que w € L(G) dado que tenemos la siguiente
derivacién S — €. Como € = e entonces € € Lpa;..

Para el paso inductivo supongamos que para toda u € L(G) tal que |u| < n—1valeque u € Lpar.Seaw € L(G)
tal que |w| = n. Separamos en dos casos: Si |w| = 1 entonces w = a 0 w = b y en tal caso tenemos que w € Lpay..
Si |w| = 2 entonces la derivacién de w deberia ser de la siguiente forma

*
S —aSa =g aw'a

o bien
S — bSb g bw'b

dependiendo si w comienza con a o con b. En ambos casos tenemos que S —Tg w'y |w'| < n por ser una subpalabra
de w por lo tanto por hipétesis inductiva tenemos que w’ € Lpar. En el caso w = aw’a tenemos que wR =
a(w')Ra = aw'a por lo tanto w € Lpay . Idénticamente vemos que vale esto en el caso que w = bw'b.

Para ver que Lpa;, < L(G) lo probamos por induccién de una manera similar a como probamos la otra
contencién. Probaremos por induccién en la longitud de la palabra w € Lpayr. En el caso base w = € y tenemos
que S — € por lo tanto € € L(G). Para el paso inductivo sea w € Lpay, tal que |w| = n luego separamos en casos.
Si|w| = 1entoncesw =aow = byenesecasow € L(G).Si|w| > 2y si wempieza con a tenemos que w = aua
necesariamente porque caso contrario no serfa un palindromo. En particular tiene que valer que u € Lpay, caso
contrario wR = auRa # aua = w. Por hipétesis inductiva tenemos que u € L(G) por lo tanto tenemos la siguiente
derivacién para w,

*
S —aSa —g aua = w
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y asi vimos que w € L(G) tal como queriamos probar. El caso que w empieza con b resulta andlogo.
[ |

Las graméticas pueden ser modificadas de manera que sigan generando el mismo lenguaje, en el caso de las
gramaticas independiente de contexto pueden ser llevadas a una forma normal.

Definicién 1.1.23. Una gramdtica G = (V, L%, P, S) independiente de contexto estd en forma normal de Chomsky si
las producciones son de este tipo:

) A— BCdonde Ae VyB,Ce V\{S}.
1M A—adondeAeV,aecl.

I S — ¢

Proposicién 1.1.24. Para toda gramdtica G independiente de contexto existe otra gramitica G' independiente de contexto
tal que estd en forma normal de Chomsky y L(G) = L(G’),

Demostracién. Ver [HU79, pp.274-275]. |

§1.1.4. Autdématas de pila.

Asi como definimos los autématas finitos no deterministicos como la contracara de las graméticas regulares
vamos a definir los automata de pila no deterministico como contracara de las gramadticas independiente de
contexto.

Definicién 1.1.25.
M - (Q/Z/r/5/q01F1$)

donde
= () es un conjunto finito denominado los estados;
= ¥ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto del lenguaje;
= [ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto de la pila;
= J es la funcién de transicion donde 6 : Q x (X U {€}) x T — Pn(Q x T*);
= go € Q es el estado inicial;
= F < Q es el conjunto de estados finales;
» $ eI es el simbolo inicial de la pila

Una configuracién de un autémata de pila no deterministico va a ser un triple (g, w,y) € Q x £* x I'*. Dada
una configuracién de un autémata de pila no deterministico (g, w, y) tal que y # € y en tal caso y = Zv/ diremos
que Z € I es el tope de la pila de esta configuracién. Intuitivamente el tope de la pila es lo tltimo que apilamos y
es lo tnico que podemos leer de la pila.

Sea una configuracion (g, w, y) tal que Z es el tope de la pila de esta configuracion por lo tanto y = Zo' yw =
aw’ cona € £ U {e} entonces si (p,0) € §(q,a,Z), luego denotaremos (g,aw’, Zv') + (p,w’,0') y diremos que la
configuracion (g, w, ) deriva en la configuracion (p, w’, 6'). Asi como en el caso anterior de los autématas finitos
consideremos la relacién generada /Por la clausura transitiva y reflexiva de esta operacién tal que la denotaremos
+* . Para cada k € N notaremos |-~ a la aplicacion k veces de la derivacién - y asi tenemos que +*= i HF.
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Asi como en el caso de los autématas finitos no deterministicos podemos definir una configuracion irreducible
(g,aw’,y) como una configuracién para la cual no existe ninguna otra configuracion (p, u, 0) tal que (g, w,y) +
(p,u,0). En particular esto podria ser por dos casos: el primero es que y = €y el segundo es que si Z es el tope de
pila de la configuracion, luego (g, a4, Z) = ¢. Una manera de consumir una palabra w € ¥* es una sucesion finita
de configuraciones (g9, w,$) - --- - (p, u,0) donde (p, u, 0) es una configuracioén irreducible. Equivalentemente,
debe existir k € N tal que (g0, w, $) K (p,u,0).

Definicién 1.1.26. Dado M un autémata de pila no deterministico consideramos el lenguaje aceptado por estado

final como
L(M) ={weXZ*|(q0,w,$) " (q,€,7), g€ F, yeT*}.

Las configuraciones finales para el lenguaje aceptado por estado final de un automata de pila no deterministico
van a ser las configuraciones que son de la forma (g, €,y) donde g € F. Expresado de otra manera tenemos que
el lenguaje aceptado por un autémata de pila no deterministico son las palabras que pueden ser consumidas de
manera que terminan en una configuracioén final.

H Proposicion 1.1.27. Existe un autémata no deterministico de pila M tal que L(M) = Lpa;.

Demostracién. Consideremos el siguiente autémata de pila

M = ({q0,91, 92}, {a, b}, {a,b,$}, 6,90, {q2}, $)

donde nuestra pila tiene el mismo alfabeto que el de entrada con un simbolo adicional que va funcionar como
nuestro simbolo inicial de la pila. El autémata tiene tres estados y lo vamos a representar de la siguiente manera:

I III

OO
II v

Donde dibujamos una flecha siempre y cuando la funcién de transicién nos permita ir del estado del cual sale la
flecha al estado al que llega. A los estados finales los distinguimos dibujadndoles el borde dos veces.

Sea Z € {a,b,$} algin elemento arbitrario del alfabeto de la pila y sea X~ = {a, b}. Vamos a definir la funcién
de transicion en 4 casos que numeramos en la representacion gréfica del autémata.

= Caso I. En este caso tenemos que si ¢ € X entonces 6(qo, ¢, Z) = (qo,cZ).

= Caso II. En este caso tenemos que si c € £ U {€} entonces 6(qo,¢, Z) = (41, Z).
= Caso II1. En este caso tenemos que si ¢ € X entonces 6(q1,¢,¢) = (41, €).

= Caso IV. En este caso tenemos que 6(q1,€,$) = (42, €).

A partir de esta definicién de la funcién de transicién del autémata obtenemos las siguientes dos observacio-
nes que se siguen de aplicar varias veces la funcién de transicién.

1. Sea (g9, uv, $) una configuraciéon de M y sea |u| = k entonces tenemos que
(‘70/ uv, $) |_k (’70/ o, uR$)'
2. Sea (q1,v,u$) una configuracion de M, sea |v| = k y sea u = vu’ entonces tenemos que

(‘11/ 0, u$) }_k (qlr €, M/$).
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Intuitivamente el automata de pila no deterministico funciona de la siguiente manera. En el primer estado g
apilamos algun prefijo de la palabra que queremos consumir. Transicionamos al estado g; leyendo alguna letra
(o la palabra vacia) y en este estado desapilamos el prefijo que leimos anteriormente. Finalmente cuando nuestra
pila esta solamente con el simbolo inicial transicionamos al estado final.

Probemos que Lpar, = L(M).

Primero vemos que Lpap, € L(M). Si w € Lpar luego usando el lema 1.1.7 tenemos que existe u prefijo de w
de manera que w = ucu® para cierto c € = U {e}.

Si |w| es par entonces sea w = ucu®X con |u| = k y ¢ = €. Mientras que si es impar tenemos que w = ucu
|u| = k'y c € X. Primero apilamos la subpalabra u en la pila y consumimos u,

R con

k
(g0, ucu®,$) = (qo, cu®, u®$).

Usando una de las transiciones del caso I obtenemos que (qo, cu®, uR$) - (g1, uR, uR$). Ahora desapilamos u
y consumimos uR

R

(qlr uRr uR$) 'E (qlr € $)

Finalmente tenemos que podemos transicionar al estado final de la siguiente manera

(92,€,%) = (q2,€€),

tal que (g2, €, €) es una configuracion final por lo tanto w es una palabra aceptada por el autémata M tal como

queriamos ver.
*
Probemos la otra contencién. Para eso sea w € L(M) luego tenemos que (o, w,$) +— (42,€,7) para vy €

{a,b,$}* por definicion de lenguaje aceptado por un autémata de pila no deterministico.

Esto es que tenemos una sucesion de configuraciones (49, w,$) - - - - - (g2, €, 7). Por como es nuestro autéma-
ta tiene que existir una tinica transicién de una configuracién con estado gp a una configuracién con estado 4.
Esto nos dice que debe existir u prefijo de w, v sufijo de w y c € £ U {€} tal que w = ucv y cumple que usando la
definicién de las transiciones del caso I que:

(g0, ucv,$) =* (g0, cv, u®$) - (91,0, u$).

Por el caso IV la tinica manera de transicionar del estado g; al estado g, es que el tope de la pila sea exacta-
mente $. Por como son las transiciones del caso 1] tenemos que la palabra en la pila en cada derivacién de una
configuracién con estado g se achica. A su vez tendriamos que haber leido todo el sufijo v y éste deberia haber
coincidido con uR. Esto nos dice que:

(q1,0,u%$) =* (q1,€,9).
De esta manera obtuvimos que w = ucuR para u € £* y c € & U {€} y asi probamos que w es un palindromo por

lo que w € Lpat, tal como queriamos ver.
[ |

Hasta ahora definimos los autématas de pila no deterministicos que aceptan por estado final. Otra definicién
posible de lenguaje aceptado podria ser que acepten por pila vacia. Es decir que una vez que consumimos la
palabra w de entrada llegamos a una configuracién (g,€,€) donde € es la palabra vacia de ambos alfabetos
respectivamente. Formalmente dado un autémata de pila M notaremos al lenguaje aceptado por pila vacia de la
siguiente manera

N(M) = {we x| (q,w,$) =" (9.€€), ge Que L™}
donde arrancamos en el estado inicial y llegamos a algtin estado g cualquiera sin importar que sea final o no.
Dicho de otra manera la configuracién final para el lenguaje aceptado por pila vacia de un automata de pila no
deterministico es una configuracion (g, €, €). Asi tenemos que la diferencia entre el lenguaje aceptado por estado
final o por pila vacia radica en las configuraciones que tomamos para que sean finales.

El siguiente resultado nos dice que en el caso que nuestro autémata sea no deterministico es equivalente usar
una u otra manera de definir a nuestro lenguaje.
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Teorema 1.1.28. Un lenguaje L es aceptado por un autémata de pila no deterministico por estado final si y solo si es
aceptado por un autémata de pila no deterministico por pila vacia.

Demostracion. Ver [HU79, 237-238, 240-241]. [ |

De esta manera no es ambiguo referirnos a los lenguajes aceptados por un automédta de pila no deterministico
donde resulta indistinto si son aceptados por estado final o por pila vacia. Asi como existe una equivalencia
de los lenguajes regulares con los lenguajes aceptados por autématas finitos no deterministicos tenemos una
equivalencia en el marco de los lenguajes independientes de contexto.

Teorema 1.1.29. Un lenguaje L es independiente de contexto si y solo si es aceptado por un autémata de pila no
deterministico.

Demostracién. Ver [HU79, pp. 245-246, 248-250]. [ |

§1.1.5. Autématas de pila deterministicos.

Definicién 1.1.30. Un autémata de pila deterministico es un autométa de pila
M = (Q/Z/F/(S/qO/F/$)

definido idénticamente a un autométa de pila no deterministico 1.1.25 con la salvedad que la funcién de transicién
tiene la siguiente restriccion:

VzeTl,geQ,acXufe}, 16(g,a,2) <1
Vzel,qeQ,ack, 6(q€z2)+# = 6(q,a,z)=00

Observacion 1.1.31. Todo automadta de pila deterministico en particular es un autémata de pila no deterministico.

Esto nos dice que todas las definiciones que dimos para automaéta de pila no deterministico siguen siendo
vélidas en este contexto. Una diferencia importante es que si M es un automata de pila deterministico entonces
dada una palabra w € * existe una tinica manera de consumir a la palabra w. A los lenguajes L tales que son
aceptados por un automata de pila deterministico los llamaremos lenguajes independientes de contexto deterministi-
cos.

Lema 1.1.32. Sea M = (Q,%,T,6,qo, F,$) un autémata de pila deterministico. Sean u,v € ¥.* tales que v # €,y € T'*
yp,qeQ.Si
(q0,u0,$) = (q,€,7),

entonces no puede valer que
(q0,u,8) =* (p, e €).

Demostracién. Supongamos que (g0, w1, $) * (p, €, €). Como M es una automata de pila deterministico enton-
ces para toda configuracion (qo, uv, $) existe una tinica manera de consumirla. Esto quiere decir que

(q0,uv,$) =* (p,v,€) =¥ (q,€,7).

Pero esto es una contradiccion porque (p,v,€) es una configuracion final por lo tanto no existe ninguna otra
configuraciéon que derive de ella. n

Informalmente el lema dice que si un automata de pila deterministico M puede consumir una palabra w
entonces todos los prefijos pueden ser consumidos y terminan en una configuracién donde la pila no esta vacia.

Ahora probemos que no todo lenguaje aceptado por estado final por un automaéta de pila no deterministico
puede ser aceptado por estado final por un autémata de pila deterministico. El mismo ejemplo del lenguaje de
los palindromos nos sirve como contraejemplo.
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Proposicién 1.1.33. Existe un lenguaje L tal que es aceptado por un automdta de pila no deterministico pero no es
aceptado por ningtin autémata de pila deterministico por estado final.

Demostracion. Consideramos el lenguaje Lpay.. Por la proposicién 1.1.27 vimos que es aceptado por un au-
tomadta de pila no deterministico entonces nos alcanza con probar que no existe ningtin M automadta de pila
deterministico que lo acepta por estado final.

Supongamos que M = (Q, {a,b},T,6,90,F,$) es un automdta de pila deterministico que lo acepta. Sea w €
{a,b}* arbitraria y distinta de € entonces w es el prefijo de u = wwX tal que u € Lpar. Entonces por el lema 1.1.32
debe ser que

(q0,,%) & (4,€,7)

donde y € T'* es tal que v # €.
Fijamos una palabra arbitraria w € {4, b}* y para cada x € {a,b}* consideramos y € I'* definida como

(q0,wx,$) = (q,€,7)

donde g € Q. Es decir 7 es la palabra que nos queda en la pila al consumir wx. Sea x;, € {a,b}* de manera

*
que si (g0, wxw, $) — (q,€, 7w) entonces |yy,| es minimal. Si consideramos palabras del estilo wx,z € {a,b}*
para z € I' entonces sabemos que la longitud de lo que quede en la pila no puede disminuir, esto es que si

*
(90, wxwz,$) = (q,€,7) entonces || = |7o|-

Nuestro automata de pila deterministico M tiene finitos estados y un alfabeto de pila finito por lo tanto
existen finitos pares de estados y topes de pilas a los que puede llegar este automdta de pila deterministico
después de consumir una palabra. Esto nos dice que deben existir al menos dos palabras distintas w, u € {a, b}*
tales que:

(90, wxw,$) b (9, €,720)
(qo, uxy, $) u (9,€,7u)

que cumplan que caen en el mismo estado y tienen el mismo tope de pila, esto es que existe z € I tal que 7, = z7y
Y Yw = 27 para vy, € T*.

Vamos a elegir v € {a,b}* de manera que si s = wxy, y t = ux, entonces sv € L(M) y tv € L(M) pero tal que
sv ¢ Lpar 0 tv ¢ Lpar. Procedemos separando en casos dependiendo de las longitudes de s y de t.

= Si |t| = |s| basta con tomar v = sR. Entonces tv € L(M) pero tv ¢ Lpay.

= Si|t| # |s| supongamos que |s| < |t| y que s no es prefijo de t entonces podemos tomar v = sR de manera
que sv € Lpap, mientras que tv € L(M) pero tv ¢ Lpar.

= Si |f| # |s| y una es prefijo de la otra. Sin pérdida de generalidad supongamos que f = sy donde y € {a, b}*
tal que ly| > 1y quey = ay’ cony’ € {a,b}* entonces yb ¢ Lpar. De esta manera tenemos que si v = bs®
entonces sv € L mientras que tv € L(M) pero tv ¢ Lpar.

Con esto probamos que no puede existir ningtin autémata M tal que Lpa;, = L(M) porque si Lpap <
L(M) entonces existen w € L(M) tales que w ¢ Lpar. Por el ejemplo tenemos que Lpar, es aceptado por un
automata de pila no deterministico y asi vimos que no todo lenguaje que es aceptado por un automata de pila
no deterministico es aceptado por un autémata de pila deterministico.

[ |
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Definicién 1.1.34. Sea M = (Q,X%,T,J,qp,F,$) un autémata de pila deterministico. Consideremos el siguiente
lenguaje

L(M,7) = {we =* | (q0,w,$) - (q,€,7), g€ F}

tal que lo llamaremos el lenguaje aceptado por estado final y palabra v € IT'*\{e} en la pila. Si L = L(M, )
para cierto M automdta de pila deterministico entonces diremos que L es un lenguaje independiente de contexto
deterministico especial.

En nuestro caso en particular nos va a interesar més que nada el caso que y = $, es decir el simbolo inicial de
la pila. Primero debemos ver que esta familia de lenguajes son independiente de contexto deterministicos.

Proposicién 1.1.35. [D.W24]. Todo lenguaje L independiente de contexto deterministico especial es independiente de
contexto deterministico.

Demostracién. Dado que la demostracion es bastante técnica explicamos primero la intuicién detrds de la cons-
truccién. Dados M y v tales que L = L(M, ), vamos a construir un autémata de pila deterministico donde
el alfabeto de pila es el alfabeto de pila de M con una coordenada extra que lleva la cuenta del tamafio actual
de la pila, con la salvedad de que cuando la primera coordenada de la palabra apilada no es un prefijo de 7 la
segunda coordenada pasa a indicar un estado de error en vez del tamario. De esta manera la segunda coordenada
nos permite saber si al terminar de consumir una palabra la primera coordenada de la pila es la palabra 7. La
clave para que esto funcione es que al aplicar una transicién, alcanza con ver el tope de la pila para computar la
segunda coordenada de la palabra que debemos apilar.

Como L es un lenguaje independiente de contexto deterministico especial entonces existe M = (Q, %, T, 4,40, F, $)
automata de pila deterministico y y € I'*\{e} tal que L(M,y) = L. Sea n = |y| de manera que v = ;1 ... 70
Vamos a construir un automata de pila deterministico M’ tal que L(M’) = L(M,y).Seac =1siy =%yc =0
en caso contrario, A = {0,1,...n,1}, Q' =Q x{0,1}, " =T x A, q{ = (qo,c) y F/ = F x 1.

Queremos definir &' : Q' x (Z U {e}) x " — P(Q' x I'™). Sea ((q,1),a,(z,j)) € Q' x (Zu {e}) x I'". Vamos a
definir 6'((q,1),a, (z,j)) separando en casos dependiendo como es 6(g, 4, z).

1. Sié(q,a,z) = , entonces definimos 8'((g,1),4, (z,7)) = &.

2. Sié(g,a,z) = {(p,€)} definimos i’ = 1sij = nei’ = 0en caso contrario. Entonces definimos 6((g,1),4, (z,7)) =

{(p. 7)€}
3. Sid(g,a,z) = {(p,B)}, con B = Bi...PB1Po, vamos a definir recursivamente una sucesion sg, s1,...sx € A de
la siguiente manera paral € {0...k}
S0 = J,
siip=s+1sisg# L, si+1<nyp =71,

s;11 = L en caso contrario.

Definimos ' = (Bk,sk)---(B1,51)(Bo,so) yseai’ = 1sisy = ny Br = -1, y 0 en caso contrario.
Finalmente definimos ¢'((g,1),a,(z,j)) = ((p,7), B).

Sea M’ = (Q, %, 17,8, (q0,¢),F, ($,0)). Por como lo definimos es un autémata de pila deterministico. Probe-
mos ahora que L(M’) = L(M, 7). Para esto vamos a probar la siguiente afirmacion:

Afirmacién. Siw,ueX*y
*
(90,0, %) = (4,1, Bk - - Bo)
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entonces "
((90,¢),0,($,0)) = ((q,1), u, (B t) - - - (Bo. to))-
Dondety =0yt =jsij<n, Bj—1...fo="Yj-1----70,Ytj = Lencaso contrarioy dondei =1sity =n—1y
Bk = Yn—1 €1 = 0en caso contrario.

Para probar esto recordamos que
* l
F=J*F.
leN
1
Entonces nos alcanza con probarlo por induccién en I € IN de manera que (qo, w, $) + (9,4, Bk - - - Bo)-

0
Para el caso base sea | = 0 entonces ((qo,¢), w, ($,0)) - ((0,¢),w, ($,0)) y en este caso cumple con lo pedido.

-1
Para el paso inductivo sabemos que si (qo, w,$) + (q,u, Bi ... Bo) entonces

((90,€),,(8,0)) = ((4,1), 1, (B t) - - (Bo, o)

tal que ty, ... f; e i cumplen las condiciones que aparecen en la afirmacién. Entonces si

(40,0,%) = (4,1, Bx .- Bo) i (p, 't .. €0Psr - Bo)

notemos que por la definicién del automata de pila deterministico M que u = au’ cona € £ u {€} y que
5(q,a, Bx) = {(p,am - ..ap)}. Usando la definicion del automata de pila deterministico M’ vemos que

6((q,1),a, (B te)) = {(p, 1), (@m,5m) - . (&0, 50)}

definida de manera tal que para todo ! € {0,...m} vale que: sy = t, 5,1 = s+ 1sis;+1<n,s;# Lya; =y
ei’ =1sisy =nyayu = y,—1. De esta manera obtenemos que si renombramos a t;,, = s; para todo [ € {0,...m}
luego vale que

((q0,¢), w0, ($,0)) & ((9,1), 1, (B ) -+ (Bos0)) = (P "), (@ ban 1) -+ - (%0, 8) (Bi—1, 1) -« - (Boy o)

de manera tal que se cumplen las condiciones y asi queda probada la afirmacién. O
Siw € L(M, ) entonces

*
(qOwa $) = (qf € Yn—1--- ’)/O)

donde g € F. Por la afirmacién obtenemos que ((4o,0), w, ($,0)) u ((g,1),€, (yn—1,m—1)...(70,0)) y asi vemos
que w € L(M).
Siw ¢ L(M,y) entonces (qo, w, $) u (q,u,B ... Po) donde (q,u, B ... Bo) es una configuracion irreducible.

Necesariamente una de estas tres opciones ocurren: u # €, 4 ¢ F o Bx...Bo # Yu—1--- Yo-
Siu # €entonces u = au’ cona € L u {e},u € £* Dado que (q,au’,Bx...Bo) es irreducible esto dice

que (q,a, Bx) = . Entonces por la afirmacién ((qo,c), w, ($,0)) u ((q,1),u, (B, t) - -- (Bo,to)) y luego por la
definicién de ¢’ obtenemos que ((g,1), u, (Bx, tx) - - - (Bo, to)) también es irreducible por lo tanto w ¢ L(M).

Si g ¢ F entonces por la afirmacién ((go, c), w, ($,0)) u ((g,1),€, (Bx, tx) - - - (Bo, to)) donde (g,i) € Q\F x {0,1}
lo que implica que (g,i) ¢ F/ por lo tanto w ¢ L(M’).

SiBy...Bo # Yu—1--.70 entonces por la afirmacioén ((qo,c), w, ($,0)) o ((q,9),€, (B, tx) - - - (Bo, to)) donde
necesariamente sucede uno de estos dos subcasos: si |y| = |B| entonces existe j € {0,...n — 1} de manera que
B # 7 o bien |B| # |v|. En ambos subcasos obtenemos que t; # n —11luego i # 1 por lo tanto w ¢ L(M’).
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De esta manera concluimos que L(M,y) = L(M’).
|

Ahora probemos que la familia de los lenguajes independiente de contexto deterministicos especiales estan
contenidos estrictamente en la familia de los lenguajes independiente de contexto deterministicos.

Ejemplo 1.1.36. Existen lenguajes independiente de contexto deterministicos que no son independiente de con-
texto deterministicos especiales.

Consideremos el lenguaje L = {a™b" : m > n > 1}.

Primero veamos que es aceptado por el siguiente automata de pila deterministico por estado final:

M = ({q0,91},{a,b},{a,b,%},6,{q0}, {71}, $)

Introducimos la siguiente notacién estdndar para representar la funcién de transiciéon en un grafico: Si tenemos
una flecha de un estado 4 € Q a otro estado p € Q tal que tiene como etiqueta b, a|y entonces esto quiere decir
que 5(q,b,a) = (p, 7).

Entonces podemos representar graficamente al automédta de pila deterministico de la siguiente manera, donde
usamos que Z € {a,b, $} es cualquier letra del alfabeto de la pila,

a,Z|aZ b,ale

(35
b,ale

Notemos que es deterministico por la construccioén que hicimos. Veamos que L = L(M).
Primero probamos que L < L(M). Sea w € L luego notemos que podemos consumir a la palabra w = a™b"
de la siguiente manera:

(90,a™",$) = (40, 0", a™$) I (g1, 6", a"18) 1= (q1,€,a™"$).

En el caso que w € L(M) notemos que necesariamente para ser aceptada al consumirla tiene que llegar al

estado g;. Esto nos dice que w = a™bu donde m > 1, u € ¥* caso contrario no tendriamos que (g0, w,$) u
(q1,u,a™~1$). Para que la palabra sea consumida tiene que valer que u = b" con n < m — 1. Con esto vimos que
w € L tal como querfamos ver.

Para ver que no es aceptado por un automata de pila deterministico por estado final y una palabra 7y en la pila
consideremos que M = (Q,%,T,J,qo, F,$) automata de pila deterministico y v € I'*\{e} tal que L(M, y) = L.
En este caso sea m > |Q|, luego si consideramos las palabras de la forma {a™b,...,a™b™} < L por el principio

del palomar tienen que existir 1 < i < j < m tales que (qo,a™b',$) u (9,€,7) v (qo,a™b/,$) u (g,€,7) para un
mismo estado final g € F. Entonces notemos que necesariamente m —i > 0y que m — i 4 j > m por lo que

(q0,a" b1, 8) £ (p,e,7)

donde p € F es otro estado final dado que a™b*"~! = a"b™ € L pero esto implica que

mbj+m7i *
(qo,a %) = (pe)

contradiciendo que j + m — i < m y asi obtuvimos una contradiccién que vino de suponer que el lenguaje L era
aceptado por estado final y por palabra <y en la pila.
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Dado T conjunto finito y k € IN definimos TSF = {y € T* | |y| < k}.
Definicién 1.1.37. Si k € IN>; definimos un k-autémata de pila finito deterministico por medio de una tupla
N =(Q,%T,640,F$)
donde
= () es un conjunto finito denominado los estados;
= ¥ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto del lenguaje;
= [ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto de la pila;

= § es la funcion de transicion donde & : Q x (2 u {€}) x ISk — P(Q x I'*) tal que para todo g € Q,a €
Y U {e},y e Tk vale que |6(g,a,7)| < 1y quesi |6(q,a,7)| = 1 entonces 6(q,a, 8) = & para toda f € TSK
tal que 7y € Pre(B);

= go € Q es el estado inicial;
= F < Q es el conjunto de estados finales;

» $ eI es el simbolo inicial de la pila

Observacion 1.1.38. Un automata de pila deterministico es un 1-automata de pila deterministico bajo esta defini-
cion.

Todas las definiciones que dimos para los autématas de pila deterministicos las podemos adaptar facilmente
al caso de un k-autémata de pila deterministico.

Un configuracion es un triple (q,w,v) € Q x L* x T*.Siy # € luego v = B9’ donde B € TSk, ¢/ € T*. Diremos
que f es el tope de la pila en este caso. Sea una configuracién (g, w,y) tal que B es el tope de la pila de esta
configuracion por lo tanto v = By y w = aw’ con a € £ U {e} entonces si (p,0) € 6(q,a, B) luego denotaremos
(g,aw’,09") + (p,w’,0v") y diremos que la configuracion (g, w,y) deriva en la configuracién (p,w’,07"). Una
configuracién (q,w,y) es irreducible si no existe ninguna otra configuraciéon (p,u,60) de manera que (g, w,7y) +

(p,u,0).

Proposicién 1.1.39. Sea L < X* y k € IN entonces existe M automdta de pila deterministico tal que L(M) = L siy
solo si existe N k-automita de pila deterministico tal que L(N') = L.

Demostracién. Si existe M = (Q,%,T,6,4o, F,$) automdta de pila deterministico tal que L(M) = L luego
N = (Q,%T,d,q0,F,$) es un k-automata de pila deterministico con funcién de transicion ¢'(q,4,z) = 6(q,a,z)
paratodage Qae X u{e},zeTytal qued(q,a,7) = & para toda otra ¢ € I'SK. Con esta definicon vemos que
L(M) = L(N).

Siexiste N' = (Q,%,T,6xr, 90, F, $) k-automata de pila deterministico tal que L(N') = L luego sean: U = {7y €
r<k|3ge QacTufel 6(ga7)] =1}, Q = Qx (Tufe}) x Pre(U), g = (qo,e,€), F' = F x {e} x {e} y
8 Q' xZufe} xI - P(Q x I'*). Definimos ¢’ de la siguiente manera dados g€ Q,a e Z U {e},z € I:

'((9.€,€),,2) = {((4,4,2),€)}
3'((9.a,B),€,2) = {((q,a,B2),€)} si pz € Pre(U)
)€ }

,2)
&' ((q,a,7),€,2) = {((p,ee€),Bz) si(p,B)€d(q,a,7)

Sea M = (Q,%L,T,¢, qg, F/,$) autémata de pila tal que por como lo definimos es un autémata de pila deter-
ministico.
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Afirmacién. Seange Q,ac X U {e},y =71 ...7i € ISK, w e T* entonces
* *
(q0,w,$) = (q,u,8) = ((qo,€,€),w,$) = ((q,€,€),u, B)

l l
Dado que F= \J F.Vamos a probar esta afirmacién por induccién en la longitud de la derivacion (qo, w, $)

leN
(4, u,B)-
Caso base tenemos que / = 0 y no tenemos nada para probar.
Para el paso inductivo tenemos que siu = au’ conae Zu {e}, u' e L*yy=1p... vj € I'<k entonces:

(40,,9) - (9,1,7B) - (p, ol ap)

y por la hipétesis inductiva ((qo, €,€), w, $) u ((g,€,€),u, B). Debemos ver que ((g,€,€), au’, vB) u ((p,e€),u,ap).
Como (q,u,B) + (p,u',a) esto quiere decir que 6(q,a,7) = (p,a) y como 7 € U entonces tenemos la siguiente
derivacién

((9.6,€),a, 70 7iB) F ((4,8,70), W71 7iB) - ((9,0,7), 4, B) - ((p,e, €)', B).
terminando asi de probar la afirmacién. O
Sea w € L(N) luego (g0, w,$) u (q,€,7v) para ciertos g € Fy v € T'*. Por la afirmacién obtenemos que
((q0,€,€),w,$) u ((g,€,€),€,v) por lo tanto w € L(M).

Sea w ¢ L(N) luego (g0, w,$) u (q,u,p) para ciertos g € Q, p € T* y u € X* tal que (q,u, B) es una confi-
guracioén irreducible tal que cumple alguna de las siguientes dos condiciones: u # € o g ¢ F. Por la afirmacién

obtenemos que ((qo,€,€),w, $) u ((g,€,€),u,B).

Si u # € entonces tenemos que u = au’ cona € L u {e}, u' € £* por lo tanto 6(q,a,7) = & para toda
v € Pre(B) por lo tanto si = zp’ conz € T, B’ € T'* entonces §'(q,a,z) = . Asiw ¢ L(M). Sig ¢ F entonces
(g,€,€)¢ Fyasiw¢ L(M).

Concluimos que L(M) = L(N) tal como queriamos ver. |

Corolario 1.1.40. Sea L < X* y k € IN entonces existe M = (Q,%,T,6,q0, F,$) automdta de pila deterministico y
v € I'*\{e} tal que L(M, ) = L siy solo si existe N = (Q',%,T,&,q(, F',$) k-automdta de pila deterministico tal
que L(N,y) = L.

Demostracién. Tomamos N el automata construido en la demo de 1.1.39. Luego L(M) = L(N). Sea w una
palabra aceptada por M (y por N). Entonces por la afirmacién que probamos en la demo de 1.1.39 vale que la
palabra que queda en la pila al consumir la palabra w es la misma para M y para . Esto prueba el corolario.

|

§1.2. Teoria de grupos.

Enunciamos y damos definiciones estdndares de la teoria de grupos que usaremos en este trabajo.

Definicién 1.2.1. Dado un conjunto A podemos definir a F4 el grupo libre generado por los elementos de A
como un grupo que tiene una funcién 1 : A — F,4 inyectiva que denominamos la inclusién de los generadores
en el grupo libre y que estd definido por la siguiente propiedad universal: Para todo grupo H y toda funcién
f: A — H existe un tinico morfismo de grupos f : F4 — H tal que f o1 = f. Equivalentemente el siguiente
diagrama conmuta,
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En este caso diremos que A genera libremente a F4 y que A es una base de F4.

‘ Proposicién 1.2.2. Sean F, F' grupos libres con respectivas bases X, X'. Entonces F ~ F' si y solo si X y X' tienen el
mismo cardinal.

Demostracién. Ver [LS77, p.13]. [ |

Definicién 1.2.3. Dado F grupo libre con base X diremos que el cardinal | X| es el rango de F.

Todo grupo en particular es un monoide. En el caso que F4 es un grupo libre si miramos el conjunto simétrico
de generadores B = AU A~! donde A~! = {a~! : a € A}, luego tenemos que el grupo libre F4 es un cociente
del monoide libre B*. Esto es porque F4 ~ B*/{aa~! : a € A}. Sea 7t : B¥* — F,4 el epimorfismo de monoides al
cociente.

Definicién 1.2.4. Dado un grupo libre F4 y sea B el conjunto simétrico de generadores de A, luego una palabra
reducida es una palabra w = ag ... a, € B* tal que no existe ningtin 0 < i < n de manera que 4,1 = ai_l.

Observacion 1.2.5. Dado un grupo Fy libre si 7t : B* — F4 entonces una palabra reducida y no vacia w € B* es
tal que 7r(w) # 1.

Una vez definidos los grupos libres podemos hablar de grupos infinitos finitamente generados que van a ser
la familia de grupos que mayoritariamente trataremos en este trabajo.

Definicién 1.2.6. Un grupo G es finitamente generado si existe un conjunto finito A junto con un epimorfismo de
grupos 7t : F4 — G. En este caso al conjunto A lo llamaremos los generadores de G.

Por lo visto anteriormente tenemos que si G es finitamente generado por A luego, si B = A U A~!, tenemos
un epimorfismo de monoides 7 : B* — G. Similarmente si w € B* es tal que w(w) = g entonces lo denotaremos

G
w=g.

Dado X conjunto una accién de G en X es un morfismo de grupos « : G — S(X). En este trabajo introducire-
mos varias acciones de grupos sobre distintos objetos: grafos no dirigidos, grafos dirigidos y cortes 6ptimos de
grafos. Estas definiciones aparecen en cada contexto en especifico pero siempre cumplen que una acciéon de G en
algun objeto S se corresponde con un morfismo de grupos p : G — Aut(S) para la nocién correspondiente de
automorfismos para el objeto S.

Dado H subgrupo de G podemos definir la accion por multiplicacién a izquierda sobre G como « : H — S(G)
definida por a(h)(g) = hg. En este caso el cociente por esta accién lo vamos a denotar H\G. Andlogamente
podemos definir una accién por multiplicacion a derecha p : H? — S(G) definida como B(h)(g) = gh. Al cociente
de esta accién lo vamos a denotar G/ H. Si bien ambas acciones a izquierda o a derecha casi siempre son distintas
en nuestro caso no va a ser necesario hacer la distincién entre la accién a izquierda y a derecha salvo para algunos
resultado del capitulo 2. Si no hay motivo para confusién alguno utilizaremos G/ H para referirnos al cociente
de G por H indistintamente.

Alos elementos de G/ H los llamaremos cosets a izquierda y los denotaremos ¢H mientras que a los de H\G los
llamaremos cosets a derecha y los denotaremos Hg. Dado G grupo y H subgrupo el indice de H en G es el ntimero
de cosets a izquierda de H en G (o a derecha) y lo denotaremos [G : H].

Ya podemos definir la familia de grupos con la que trabajaremos en este trabajo.
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Definicién 1.2.7. Un grupo G es virtualmente libre si es finitamente generado y si tiene un subgrupo libre F tal
que [G : F] < 0. Un grupo G es virtualmente Z si es un grupo finitamente generado y si tiene un subgrupo F ~ Z
tal que [G : F] < o0.

Notemos en particular que un grupo virtualmente libre cumple que es finitamente generado bajo nuestra
definicion.
Ejemplo 1.2.8. Veamos algunos ejemplos elementales de grupos que son de esta familia y algunos que no lo
sean.

1. Cualquier extensién de un grupo libre por un grupo finito es un grupo virtualmente libre,

1-F-G—->K-1

donde K es un grupo finito y F es un grupo libre finitamente generado. En particular esta familia de ejem-
plos incluye los productos directos G = F x Ky semidirectos G = F x K.

2. Uno de los ejemplos mas elementales de un grupo que no es virtualmente libre es Z x Z. La primera
observacién es que al ser abeliano si tiene un subgrupo libre necesariamente tiene que ser isomorfo a Z
porque este es el tinico grupo libre abeliano.

Nos alcanza con ver que no es virtualmente Z. Vamos a probarlo por reduccién al absurdo. Sea entonces F
un subgrupo que es isomorfo a Z. Sea (n,m) € Z x Z el generador de F. Probaremos que (Z x Z)/F tiene
orden infinito. Para eso consideraremos (p, ) € Z x Z tal que p, q son primos distintos y ambos coprimos
con m y con n. Veamos que [(p,q)] € (Z x Z)/F tiene orden infinito. Si no lo fuera deberian existir a, p € Z
de manera que

a(p,q) = p(n,m)

como todos son coprimos entre si esto nos dice que p | B y similarmente que g | 3, por lo que tenemos que
g |ayp|wa. Estonos dice que se pueden escribir de esta manera

w=pleim
B=1r"4"m
contj,s; >1parai=1,2.
Finalmente como
ap = Bn
tenemos que r1 + 1 = r; pero por otro lado como
xg = Bm

acd tenemos que al ser m coprimo con p, luego la multiplicidad de p en la descomposicién en primos de lo
que estd a la izquierda es rq mientras que lo que estd a la derecha es ;. De acd concluimos que r; = rq +1
y esto es una contradiccién que vino de suponer que [(p,q)] € (Z x Z)/F tenia orden finito por lo tanto
tenemos que Z x Z no puede ser virtualmente libre .

§1.3. Grafos.

§1.3.1. Grafos no dirigidos.

Sea V un conjunto y k € IN entonces introducimos la siguiente notacién:

Pe(V) ={X = P(V) | [X] = k}
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Definicién 1.3.1. Un grafo no dirigido simple T es un par (V, E) de conjuntos disjuntos que satisfacen que E <
P»(V). Los elementos de V serdn denominados vértices mientras que los elementos de E seran denominados
aristas. El conjunto de vértices de un grafo I se escribe V(T') y el de aristas se escribe E(T).

Diremos que I es un grafo infinito si V no es un conjunto finito. Dos vértices v, w € V son adyacentes si {v, w} €
E. Un vértice v € V es incidente con una aristaee Esiv e e.
Definimos el conjunto E(v) = {e € E : v es incidente con e}. Al valor |E(v)| lo llamaremos el grado de v.

Definicién 1.3.2. Un grafo I' es localmente finito si para todo v € V vale que
|E(v)] < o0

Un grafo I tiene el grado acotado uniformemente si existe k € IN tal que para todo v € V vale que

|E(v)| < k.
Observacion 1.3.3. Todo grafo I' tal que tiene grado acotado uniformemente es un grafo localmente finito.
Un camino ¢ en un grafo no dirigido es una sucesiéon de vértices ¢ = (vp,...,v,) de manera tal que v;
es adyacente con v;,1 para todo 0 < i < n. Dado un grafo no dirigido I' denotaremos por II(T') = {c |

c es un camino en I'} el conjunto de caminos en el grafo I'. Dado un camino ¢ = (vy, ..., v, ) denotaremos por su
longitud al namero entero positivo |c| = n. Un grafo es conexo si para todo par de vértices (v, w) € V x V existe
un camino ¢ = (vy,...,v,) tal que v9 = vy w = v,. Diremos que el camino ¢ une los vértices v y w. Un camino ¢
es cerrado si vy = vy. Es simple si v; # v; para todo 0 < i < j < n. Un camino ¢ es un ciclo si es un camino simple
cerrado tal que |c| = 3. Un grafo conexo y sin ciclos es un drbol.

Equivalentemente tenemos la siguiente caracterizacion de los arboles.

Lema 1.34. Sea I = (V,E) un grafo no dirigido. Existe p : V(I') — INo funcién tal que cumple las sigquientes
propiedades.

1. Existe un tinico vy € V tal que p(vy) = 0;
2. Para cada arista {v, w} € E vale que |p(v) — p(w)| = 1;

3. Para todo v € V\{vy} existe un iinico w € V de manera tal que {v,w} € E y p(w) = p(v) — 1.

si y solo si I es un drbol.

Demostracién. Para ver que es un arbol debemos ver que es conexo y sin ciclos. Dado v € V\{vp} definimos
s(v) = w € V si w satisface la propiedad 3.

= T"es conexo. Dado v € V\{vg} vamos a ver que hay un camino que une a v con vy. El camino que tomamos
es (0,5(v),52(0v),...,s°(®)(v)). Tal que esté bien definido porque {v,s(v)} es una arista para todo v € V\{vg}
y como p(s(v)) = p(v) — 1 entonces necesariamente s°(?) (v) = v;.

» T es aciclico. Sea v = (v,...,vx) un camino cerrado, luego sea v; el vértice en el camino tal que p(v;)
es maximal dentro de todos los vértices de y. Consideramos v;_1,v;11 (podemos asumir que i # 0y que
i # k por ser un camino cerrado) tales que por la propiedad 2 y por la eleccién de v; tenemos que p(v;) =
p(vi—1) +1 = p(vi41) + 1. Por la propiedad 3 concluimos que v;_1 = v;;1 y asi probamos que el camino
no es simple.

Para la vuelta nos basta notar que si I' es un arbol luego podemos tomar vy € V(T) dado que todo arbol es un

grafo no vacio. La funcién que definimos es p(v) = d(vp, v) de manera tal que va a cumplir las tres propiedades.
[
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Definicién 1.3.5. Dados grafos no dirigidos I', I un morfismo de grafos no dirigidos es una funcién ¢ : V(I') —
V(I") tal que para toda arista {v, w} € E(T) vale que {¢(v), ¢(w)} € E(I"). Un automorfismo es un morfismo de
grafos biyectivo ¢ : V(I') — V(') tal que {v,w} € E(T) < {¢(v), ¢(w)} € E(T).

Dado un grafo I' sus automorfismos forman un grupo con la composicién. Esto es que el conjunto
Aut(T) = {¢ : T — T'| ¢ es un automorfismo }

con la composicién de morfismos (Aut(T'), o) es un grupo.
Una vez que tenemos definido el grupo de automorfismos de un grafo podemos hablar de acciones de grupos.

Definicién 1.3.6. Una accién de un grupo G sobre un grafo no dirigido I es un morfismo ¢ : G — Aut(T'). En
este caso diremos que G actta sobre I'.

Definimos ahora el tipo de grafos no dirigidos que utilizamos mayoritariamente en este trabajo. Estos grafos
conectan la teoria de grupos con la teorfa de grafos no dirigidos. Primero una definicién ttil en este contexto.

Definicién 1.3.7. Sea G un grupo y A un conjunto de generadores tal que 1 ¢ A. Definimos el grafo de Cayley
I' = Cay(G, A) como el grafo que tiene como vértices V(I') = G y aristas E(I') = {{g, g4} | g€ G,a € A}.

Observacion 1.3.8. Esta definicién que tomamos de grafo de Cayley no es la usual. Por ejemplo en [BH13] los
grafos de Cayley son grafos dirigidos en vez de ser grafos no dirigidos.

En particular el grupo G tiene una accién bastante natural sobre sus grafos de Cayley tal que es una accién
libre.

Lema 1.3.9. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 ¢ Ay T = Cay(G, A) su grafo de Cayley entonces G
actiia libremente sobre I

Demostracién. Vamos a definir una acciéon de G sobre I' y probar que es libre.

Una accién de G en T es un morfismo de grupos ¢ : G — Aut(I'). Dado g € G definimos ¢(g) para h € V(T')
como (g)(h) = gh donde usamos que los vértices del grafo de Cayley son los elementos del grupo por lo tanto
podemos multiplicarlos en el grupo G y mirar el vértice correspondiente. Por como lo definimos es claro que
#(g) es un morfismo de grafos. Para ver que es un automorfismo basta con tomar y(g~!) tal que es la inversa de
P(g). Por la definicién también es claro que ¢ es un morfismo de grupos.

Probemos ahora que la accién que conseguimos es libre. Para eso si h € V(I') notemos que si (g)(h) = h
luego esto nos dice que gh = h lo que implica que g = 1 por lo tanto la accién es libre.

|

Veamos ahora que caracteristicas necesariamente tiene que cumplir un grafo no dirigido para ser un grafo de
Cayley.

Lema 1.3.10. Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto A tal que 1 ¢ A luego I' = Cay(G, A) es un grafo
conexo y de grado acotado uniformemente.

Demostracién. Para ver que es conexo, probaremos que para todo ¢ € V(I') existe un camino c tal que une
1€ V(T) con g. Para eso usamos que A es un conjunto de generadores por lo tanto § = a5 ...a; para a; € A para
todo 1 <7 < k. Esto nos dice que el camino ¢ = (1,ay,a14ay,...,41 ...4;) une 1 con gy asi vemos que el grafo I es
conexo.

Para ver que tiene grado acotado uniformemente consideramos algun vértice ¢ € V(I') luego E(g) = {h €
V(T) : {g, h} € E} tal que por como definimos al grafo de Cayley tenemos que {g,h} € E(I) <= h = ga para
ciertoa € A U A~!. De esta manera obtenemos la siguiente cota |E(g)| < 2|A| < oo usando que A es un conjunto
finito. n
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Definicién 1.3.11. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 ¢ A. Sea Cay(G, A) el grafo de Cayley
respecto a A entonces definimos la siguiente funcién I : T1(Cay(G, A)) — (A U A~1)* de la siguiente manera:
sic=(go,.--,gn) € I1(Cay(G, A)) entonces para cada 0 < i < n consideramos la etiqueta a; € A U A~! tal que
g = gi—14; y asi podemos finalmente definir la etiqueta del camino ¢ como siguiente palabra I(c) = ag...a,-1. En
el caso que ¢ = (gp) un camino constante definimos /(c) = 1.

Lema 1.3.12. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 ¢ A. Sea T = Cay(G, A) el grafo de Cayley para estos
generadoresy 1 : TI(T) — (Au A~1)*

1. Si c es un camino cerrado luego I(c) = 1en G.

2. Sic es un ciclo entonces I(c) es una palabra reducida vista en el grupo libre F 4.

Demostracién. Para probar 1 consideremos ¢ = (g, . . ., £») un camino cerrado en I luego tiene que valer que
n = 0. Supongamos que |c| > 1 caso contrario no hay nada que probar. Sea I(c) = ag...a,_1 luego tenemos
que

(g0a0) (@102 ... ay—1) = gi(ar...ap—1) = -+ = ay_18n—1 = o-
Esto dice que go(ap...a,-1) = go. Por lo tanto como tenemos una accién a izquierda del grupo en su grafo de
Cayley obtenemos que
(800 ---an-185 ') -0 = 8o
dado por lo visto en la proposicién 1.3.9 el grupo G acttia libremente sobre su grafo de Cayley, por lo tanto el
estabilizador de todo vértice tiene que ser trivial. Esto nos dice que goao . ..a,-18, =110 que implica que
ag...a,—1 =1, estoes quel(c) =1en G tal como queriamos ver.

Probemos 2. Si ¢ = (go,...,8n) es un ciclo tal que I(c) = (ap, ..., a,—1) luego va a ser reducida porque caso
contrario existirfa i tal que ai_l = a;41 lo que implica que g;a; = g;+1 y que giﬂai_l = gi42 vy de esta manera
obtenemos que g;17a; = gi+1 = gi4; Y por lo tanto g; ., = g; por lo que el camino c no es un ciclo.

|

Ahora vamos a ver que en el caso particular que el grupo sea libre entonces su grafo de Cayley para ciertos
generadores se puede tomar para que sea un arbol.

H Lema 1.3.13. Sea A conjunto finito y F4 el grupo libre sobre A entonces T = Cay(Fa, A U A™1) es un drbol.

Demostracién. Todo grafo de Cayley es conexo por 1.3.10. Debemos ver que no tiene ciclos. Para eso si ¢ es un
ciclo en T entonces por la proposicién 1.3.12 obtenemos una palabra [(c) en (A U A~1)* tal que es reducida y tal
que I(c) = 1. Por 1.2.5 si una palabra reducida es la identidad del grupo entonces esta palabra es la palabra vacia
lo que condice a que |c| = 0 contradiciendo que ¢ era un ciclo dado que todos los ciclos cumplen que |c| > 3.
Concluimos asi que no hay ciclos en el grafo de Cayley de este grupo libre.

|

Todo grafo lo podemos ver como un espacio métrico discreto si consideramos como conjunto base a sus
vértices. Dado I' un grafo no dirigido conexo el espacio métrico asociado es (V(I'),d) con d la distancia definida
como

d(v,w) = inf{ || | v esun caminoy vy = (v,...,w)}.

A los caminos 1 tales que realizan la distancia las llamaremos geodésicas.

En particular si G es un grupo finitamente generado por A luego si consideramos esta misma distancia sobre
Cay(G, A) entonces coincide con la siguiente distancia sobre el grupo G (dado que el conjunto de vértices del
grafo de Cayley es exactamente el grupo G). Si g,/ € G luego definimos

d(g,h) = min {|w| : we (AuA™Y)*, gw = h}.



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Para finalizar notamos las siguientes dos observaciones:
1. Sia = (0o, ..., vy) es una geodésica entonces para todo 0 < i,j < n vale que d(v;,v;) = |j — .

2. Si T es un arbol entonces es tinicamente geodésico. Esto es que para todo par de vértices t, s € V(T) existe una
Uinica geodésica & que comienza en s y termina en ¢.

§1.3.2. Grafos dirigidos.

Definicién 1.3.14. Un grafo dirigido Y es una tupla Y = (V,E,s,t) donde: V es un conjunto de vértices, E es un
conjunto de aristas, s,t : E — V son funciones denominadas el comienzo y el fin de una arista.

Si queremos referirnos a los vértices de un grafo Y en particular notaremos V(Y a sus vértices y similarmente
E(Y) a sus aristas. A continuacién damos varias definiciones estdndares de teoria de grafos bajo esta definiciéon
de un grafo dirigido.

» Dado un grafo dirigido Y = (V, E) con funciones s, t,(.) diremos que Y = (V’,E’) con funciones s, ' es
unsubgrafode YsiV' € V,E' S Eysis’ = s|p, 1/ = s|p
= Decimos que Y es finito si |V| < w0y |E| < c0.

= Dado un vértice P € V(Y) podemos definir su star como el siguiente conjunto de aristas,

st(P) = {y e E(Y) : s(y) = P v t(y) = P}

y los star orientados resultan ser:
st™(P) ={y e E(Y) :s(y) = P}

st7(P) = {y e E(Y) : t(y) = P}.

= Dado un grafo dirigido Y y dos vértices P, Q € V un camino entre P y Q es una sucesion finita de aristas
¢ = (Yo,--.,Yx) de manera que s(yg) = P,t(yx) = Q y tal que para todo 0 < i < k—1 vale que y; €
Ey que t(y;) = s(yi+1). Por cada camino ¢ = (yo,...,yx) podemos tomarnos una sucesién de vértices
(s(yo),---,5(yn)), que observamos que no necesariamente determinan al camino. Un camino es cerrado si
P = Q. La longitud del camino I(c) = k es la cantidad de aristas que lo componen.

» Dado un grafo dirigido Y y un vértice P € V notaremos () al camino constante en P. En particular los caminos
constantes son los tinicos caminos que cumplen que tienen longitud igual a 0.

= Un ciclo en un grafo dirigido es un camino cerrado ¢ = (o, ¥1,--.,Yx) tal que si consideramos todos los
vértices que recorre (s(yo),s(y1),...,5(yx)) luego esta sucesién de vértices no tiene repeticiones.

Definicién 1.3.15. Dado un grafo dirigido X = (V,E,s,t), un vértice a € V es una raiz si y solo si para todo
vértice v € V existe un camino de a a v. Un drbol con raiz es un grafo dirigido tal que cumple las siguientes tres
condiciones:

1 |V|>2.
2. Tiene un raiz a.
3. Visto como grafo no dirigido es un drbol.
A continuacién damos algunas definiciones para drboles con raices.

» Dado un vértice v € V luego definimos la altura de v por medio de h(v) = |c| si c es el camino que une a la
raiz a con v.
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» Una hoja v es un vértice tal que st™ (v) = &.

» Dado vértices v, w € V tales que existe y € E de manera tal que s(y) = vy t(y) = w luego diremos que w es
un hijo de v.

= Dado un vértice v € V cualquier vértice w que aparece en el camino de la raiz a v es un ancestro de v.
Dualmente diremos que v es un descendiente de w.

Definicién 1.3.16. Un drbol binario T esta dado por una tupla (D, L,!) donde:
= D < {0,1}* es un lenguaje finito cerrado por prefijos que llamamos el dominio de T-
= L es un conjunto finito de etiquetas.
» [ : D — L es una asignacion de etiquetas.
Luego el grafo dirigido se define de la siguiente manera:
= V(T) = {(d,I(d)) | d € D}.
» E(T) ={((d,1(d)), (di,I(di))) | i € {0,1}, di € D}.
donde s(((d,1(d)), (di,1(di)))) = (d,1(d)) y t(((d,1(d)), (di,1(d7)))) = (di, 1(di)).

H Proposicién 1.3.17. Todo drbol binario con mds de dos vértices es un drbol con raiz.

Demostracion. Por la definicién tenemos que si T es un arbol binario luego resulta ser un grafo simple y mas
aun un arbol binario T es un arbol con raiz.

La raiz es el vértice (€,1(€)) y para ver que el grafo no dirigido correspondiente es un arbol nos alcanza con
aplicar el lema 1.3.4 con la funcién de la altura i. Notemos que esta funcién cumple las tres condiciones:

1. h(e,l(e)) = 0.
2. Sea ((d,1(d)), (di,1(di))) € E una arista, donde i € {0, 1}, luego h((d,1(d))) + 1 = h(di, 1(di)).

3. Para cada d € D exceptuando la palabra vacia tenemos que se puede escribir como d = d’iconi € {0,1} y
esta escritura es tinica. Como D es cerrado por prefijos luego d’ € D y asi ((d',1(d")), (d, (1(d)))) € E.

Observacion 1.3.18. En el caso que tenga un solo vértice luego resulta que necesariamente D = {e} dado que es
el inico lenguaje con una sola palabra que es cerrado por prefijos.

En el caso de los drboles binarios podemos reescribir las definiciones que dimos para drboles con raices de las
siguiente manera. Dado T un &rbol binario luego:

» Podemos definir una funcién i : V(T) — Ny que llamaremos la altura y la definimos como
h((d,1(d))) = |d|

» Una hoja es un vértice v = (d,1(d)) tal que d no es el prefijo de ninguna palabra d’ tal que d’ € D.
» Un vérticew = (d’,1(d")) es un ancestro de v = (d,1(d)) si d’ es un prefijo de d.
= Un vértice interior es un vértice tal que no es una hoja.

En particular notemos que bajo esta definicién podemos darle un orden a los vértices de la siguiente manera.
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Definicién 1.3.19. Dadas palabras d, e € {0,1}* notaremos por d < e siy solo si d es un prefijo de e.
Algunas observaciones que se despredenden inmediatamente de esta definicién.
= La raiz es un elemento minimal respecto al orden <.
= Las hojas son elementos maximales respecto al orden <.
Este orden lo podemos extender naturalmente a un orden para los vértices de un arbol binario.

Definicion 1.3.20. Dados vérticesv = (d,1(d)) y w = (e,1(e)) luegov < wsiysolosid < e.

Lema 1.3.21. Dado un drbol binario T sea {v1,...,v,} < V(T) para n > 1 un conjunto de hojas del drbol entonces
existe w vértice interno tal que w < v; para todoi =1,...,n y es minimal con esta propiedad.

Demostracién. Consideremos que v; = (d;,[(d;)) con d; € D para todo 1 < i < n luego nos alcanza con tomar d
prefijo en comun de todas estas palabras (posiblemente d = €) de manera tal que w = (d,(d)) cumple lo pedido.
[

Denotaremos por ({0,1}*, <jox) al conjunto ordenado con el orden lexicografico.

Definicién 1.3.22. Sea T un drbol binario y sea (d,1(d)) un vértice interior de este arbol.

Sea {(ddq,1(ddy)), ..., (ddy,1(ddy))} el conjunto de todas las hojas de T tales que (d,1(d)) es su ancestro y
supongamos que estdn ordenadas de manera tal que: dq <jex d2 <jex - - - <lex k-

Diremos que la palabra producida por el vértice (d,1(d)) es la palabra w = I(ddy) - I(ddy) - - - - - I(ddy) e L*.

Definicién 1.3.23. Dados dos arboles binarios Ty = (Do, L,ly), T; = (D1, L,11) y un elemento A € L definimos la
concatenacién de drboles binarios m(A, Ty, T1) como el siguiente arbol (que va a tener el mismo conjunto de etiquetas
L).

1. Si Dy = &, D1 = & entonces definimos el 4rbol binario m (A, Ty, T1) por medio del dominio D = {e} y
asignacion de etiquetas I(e) = A.

2. Si Dy = &, Dy # & entonces definimos el &rbol binario m(A, Ty, T;) por medio del dominio
D={e}u{ld|de Dy}

y asignacién de etiquetas
lle) =4, 1(1d) =1(d)

3. Si Dy # &, D1 = & entonces definimos el &rbol binario m(A, Ty, T;) por medio del dominio
D ={e}u{0d|de Dy}

y asignacién de etiquetas
l(e)=A, 1(0d) =Iy(d)

4. Si Dy # &, D1 # & entonces definimos el arbol binario m (A, Ty, T1) por medio del dominio
D={e}u{ld|de Dy} u{0d|de Dy}

y asignacién de etiquetas
le)=A, 1(0d) =Iy(d), 1(1d) =11(d)
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Ahora vamos a definir un objeto central en el estudio de los lenguajes independiente de contexto. Razén por
la cual introducimos los arboles binarios.

SeaG = (V,%,P,S) una gramdtica independiente de contexto en forma normal de Chomsky. Sea A € V una
variable. Dada una sucesién de producciones de la siguiente forma:

D:A—ﬂ:gu

donde u € (X u V)* definimos inductivamente en la cantidad de producciones un érbol binario asociado a esta
sucesion.

Para el caso base supongamos que tenemos una sola produccién. Dada una produccién, por ser una gramati-
ca independiente de contexto en forma normal de Chomsky existen tres opciones posibles. En estos tres casos
supongamos que el conjunto de etiquetas estd dadopor L = Z u V U {€}.

1. Si A = Sy la producciéon es D = S — e. Entonces definimos T(D) como el drbol binario dado por:
D = {e,0},1(e) = S,1(0) = e.
= Los vértices resultan ser: V(T (D)) = {(¢,5), (0,¢€)}.
= Las aristas resultan ser: E(T(D)) = {((¢,S), (0,¢€))}.
2. Si A # Sy laproducién es A — a para a € X. Entonces definimos T (D) como el arbol binario dado por:
D = {¢,0},1(e) = A,1(0) = a.
= Los vértices resultan ser: V(T(D)) = {(¢, A), (0,a)}
» Las aristas resultan ser: E(T(D)) = {((e, A), (0,a))}.

3. Si la produccién es A — BC para B,C € V. Entonces definimos T(D) como el drbol binario dado por:
D ={¢,0,1},1(e) = A,1(0) = B,1(1) = C.
= Los vértices resultan ser: V(T(D))

{(e,4),(0,B),(1,C)}.
(e,4),(0,B)); ((e,4), (1,C))}.

Sea n > 2 luego si A —}, u necesariamente tenemos que por ser G una gramadtica independiente de contexto
en forma normal de Chomsky que la sucesion de producciones tiene la siguiente forma:

= Las aristas resultan ser: E(T(D)) = {(

D=A—gBC-3guv

donde u,v € (X U V)* y tal que tenemos las siguientes dos derivaciones: D; = B g uy —g= C -5 v. En
este caso por la hipétesis inductiva tenemos que para ambas derivaciones como su longitud es menor que n
luego que existen arboles T(D1) y T(D,) asociados. Definimos el arbol asociado a la sucesién D por medio de
T(D) =m(A,T(D1,T(Dy))).
Definicién 1.3.24. Dada una gramética G = (V, %, P, S) independiente de contexto en forma normal de Chomsky
y seaw € L(G) luego para toda derivacion D = S —":g w el arbol binario construido anteriormente lo llamaremos
el drbol de la derivacion y lo denotaremos T (D).

Notemos que el drbol de derivacién es tal que cada vértice se corresponde con una ocurrencia de alguna
variable A € V en la derivacién o bien con alguna letra a € X o bien con la palabra vacia €.

Observacion 1.3.25. Dada una gramaticaG = (V, %, P, S) independiente de contexto en forma normal de Chomsky

. .2 * 2y . 2 . .2 . .
y una derivacién D = S —g w en esta gramatica. Si T(D) es el drbol de derivacién entonces las siguientes obser-
vaciones se desprenden inmediatamente de la construccién.

» Seav = (d,1(d)) € V(T(D)) una hoja del arbol de derivacién entonces I(d) € £ U {e}.
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= Seav = (d,1(d)) € V(T(D)) un vértice interior del drbol de derivacién entonces I(d) € V.

» Seav = (d,1(d)) € V(T(D)) un vértice interior del drbol de derivacién luego la palabra producida por este
vértice es una palabra u € £* tal que u es una subpalabra de w y cumple que I(d) —g u.



Capitulo 2

Teoria de Bass—Serre.

La mayorfa de las construcciones de esta seccién siguen la exposiciéon de [Ser02] aunque empleamos una
notacion diferente. También se usé como referencia los trabajos [SW79], [DW17] y [DD89].

En la primera seccién damos varias definiciones basicas que empleamos en el capitulo. Muchas se correspon-
den con las vistas en la seccién 1.3.1 sobre grafos dirigidos. Introduciremos los grafos de grupos que son el objeto
central de la teorfa de Bass—Serre y los resultados estdndares acerca de sus grupos fundamentales.

En la seccién 2.2 generalizaremos la nocién de palabras reducidas que vimos para grupos libres al contexto
maés general de los grupos fundamentales de grafos de grupos.

En la seccién 2.3 damos la construcciéon del drbol de Bass—Serre que en cierta manera generaliza la idea
del revestimiento de un grafo en este contexto. Para su construccién emplearemos fuertemente las propieda-
des sintacticas de los grupos fundamentales de grafos de grupos probados en la seccién anterior.

Finalmente en la seccién 2.4 mostramos como se consigue un grafo de grupos a partir de una accién de
un grupo sobre un drbol. En esta seccién probaremos el teorema central de Serre 2.4.12 que nos caracteriza a
los grupos que son grupos fundamentales de grafos de grupos como grupos que actian en drboles de cierta
manera. En especial nos interesa un teorema que se desprende de este resultado que nos dice que los grupos
fundamentales de grafos de grupos finitos resultan ser virtualmente libres.

§2.1. Definiciones basicas.

En este capitulo emplearemos otra definicién de grafo diferente. Esta definicion es original del trabajo de
Serre [Ser(2].

Definicién 2.1.1. Un grafo dirigido X = (V, E,s,t,(.)) segun Serre o también un grafo dirigido con involucién es
un grafo dirigido con una asignacioén (.) : E — E tal que para toda y € E vale que s(y) = t(y), que § = y y que
Y # y. Esto a su vez implica que vale la siguiente propiedad: t(y) = s(y).

Idénticamente al caso de los grafos dirigidos, al conjunto V' lo nombramos los vértices y al conjunto E las
aristas del grafo. Dada una arista y diremos que s(y) es el comienzo de la arista mientras que t(y) es el fin de la
arista.

A continuaciéon damos varias definiciones estdndares para este tipo de grafos.

= Dado un grafo dirigido Y con involucién diremos que una orientacién de sus aristas es un subconjunto
A < E que cumple que para cada aristay € E tenemosquey e A < y ¢ A.

» Dado un grafo dirigido Y con involucién diremos que un camino ¢ = (¥, . . . y») tiene backtracking si existe

O<i<ntalquey; =¥_1.
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De ahora en més en este capitulo cuando nos referimos a un grafo dirigido nos vamos a referir a un grafo
dirigido con involucién.

SiT = (V,E) es un grafo no dirigido simple luego podemos considerar X un grafo dirigido tal que lo re-
presente. Lo definimos de manera tal que V(X) = V ysie = {x,x'} € E luego tenemos dos aristas ¢,d € E(X)
definidas de manera tal que s(e) = x,t(e) =yye =d.

SiY es un grafo dirigido tal que no tiene bucles y tal que dados dos vértices distintos existe una tinica arista
que los une (salvo orientacién) entonces podemos considerar a I' un grafo no dirigido tal que representa a Y de

la siguiente manera:
V() =V(Y), ET)={{s)ty)}yeEX)}

Definicién 2.1.2. Sean Y, Y’ grafos dirigidos. Un par de funciones ¢y : V(Y) — V(Y') y ¢ : E(Y) — E(Y’) que
denotaremos ¢ : Y — Y’ es un morfismo de grafos si:

» Paratoda y € E(Y) vale que ¢r(y) = ¢£(V);
= Para toda y € E(Y) vale que ¢y (s(y)) = s(¢£(y));

En particular de esta definicién que dimos se desprende que para toda y € E(Y) vale que ¢(t(y)) = t(¢(y))
usando que s() = t(y).

Dados grafos dirigidos X, Y, Z y morfismos de grafos ¢ : X — Yy p: Y — Z podemos definir la composicién
po¢: X — Z delasiguiente manera y para todo vértice P € V(X):

(0o 9)(y) = pe(PE(y)) para toda arista y € E(X)
(pod)(P) = py(¢pyv(P)) para todo vértice P € V(X).

En el caso especial de los morfismos de grafos ¢ : Y — Y consideramos la identidad I : Y — Y como el morfismo
que manda toda arista a si misma y todo vértice a si mismo. Un automorfismo de grafos dirigidos es un morfismo
¢ 1 Y — Y tal que tiene una inversa ¢! : Y — Y, estoes que pop~' = Iy ¢! o¢ = I. Los automorfismos
de un grafo dirigido Y forman un grupo con la composicién que denotaremos Aut(Y) donde la identidad I es el
elemento neutro.

Como tenemos automorfismos de grafos podemos definir una accién de un grupo sobre un grafo dirigido.

Definicién 2.1.3. Sea G un grupo y sea Y un grafo dirigido una accién de G sobre Y es un morfismo de grupos
P : G — Aut(Y).

Dada una accién de G sobre un grafo Y, g € Gy x € Y, donde x podria ser bien una arista o un vértice,
utilizaremos la notacién estdndar g - x para referirnos a ¢(g)(x). Una accién de un grupo G sobre un grafo
dirigido Y no tiene inversiones si para todo g € G y para toda y € E tenemos que g -y # 7.

Definicién 2.1.4. Dado un grafo dirigido Y. Un grafo de grupos G sobre Y esta definido por lo siguiente:
1. Para cada vértice P € V tenemos un grupo Gp.

2. Para cada arista y € E tenemos un subgrupo Gy, de Gg(,)-

3. Para todo y € E tenemos un isomorfismo de G, a Gy que denotaremos por a — a¥ tal que (a¥)¥ = a para
todoa € Gy.

Dado un grafo Y = (V, E) sea Fg el grupo libre generado por los elementos del conjunto de aristas del grafo.

Definicién 2.1.5. Dado un grafo de grupos G sobre un grafo Y = (V, E) consideremos el siguiente grupo:

F(G) = <P>ekVGP % Fp) /(R))
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donde el conjunto de relaciones por las que dividimos es
R = {yjay = a¥ paratoday € Eytodo ae Gy}
A este grupo lo denotaremos el grupo universal del grafo de grupos G.

Si tomamos 1 € G, tenemos que para toda y € E(Y) vale que yy = 1. El grupo que mas nos interesa es un
cociente de F(G) que llamamos el grupo fundamental del grafo de grupos.

Definicién 2.1.6. Sea un grafo de grupos G sobre Y. Consideremos T un arbol generador del grafo Y. El grupo
fundamental del grafo de grupos es
(G, T) = F(G)/{y |y € E(T)}-
Observacion 2.1.7. Para cada arista y € E(Y') notamos por g, a la imagen de y € F(G) en el cociente 711(G, T).
Veamos en el siguiente ejemplo que nuestra construccién de un grupo fundamental generaliza la definicién
topolégica del grupo fundamental.
Ejemplo 2.1.8. Sea un grafo de grupos G sobre un grafo Y tal que G, = {1} para todo y € E(Y). En este caso en
particular tenemos que F(G) ~ (P*VGP % Fr)/{(R)) donde R = {yy = 1 para toda y € E}. Consideremos una
€

orientacion A para las aristas del grafo. Dado que las relaciones R involucran exclusivamente a los generadores
de Fg podemos ver que F(G) ~ P>I<VGp s F4 donde usamos que Fg /{{R)) ~ Fy.
€

Sea T un arbol generador de Y entonces consideremos una orientaciéon A de las aristas de Y de manera que
paratoday € E(T) vale que y € A. Calculamos el grupo fundamental de este grafo de grupos. Por definicion este
resulta ser F(G)/{y : y € E(T)}. Por el mismo razonamiento que usamos para calcular el grupo F(G) obtenemos
el siguiente isomorfismo

(G, T)~ % GpxF
(G,7) perkiy CF F EAEMna)

Si reescribimos esto recordando que el grupo fundamental de un grafo como espacio topélogico 711 (Y) es

isomorfo al grupo libre generado por las aristas que no pertenecen a un arbol generador nos queda que:

7T1(g, T) o~ Pe;k(y)cp B S 7T1(Y).

Ejemplo 2.1.9. Si Y es un bucle. Es decir si Y = ({P}, {y,V}) de manera que s(y) = P =s(y) y t(y) = P = t()
entonces este grafo tiene como tinico drbol generador al vértice P. Consideremos G un grafo de grupos sobre este
grafo.

Gy

g =

Por la definicién del grupo fundamental del grafo de grupos obtenemos el siguiente isomorfismo.
m(G,T) ~ F(G).

Si a es algun elemento de G, entonces notaremos por 4 a la imagen de a por el isomorfismo con el grupo Gy. Sea
y el generador de Fg correspondiente a la arista y.
En este caso las relaciones que tenemos en nuestro grupo son las siguientes

y lay = a¥ paratodoa e Gy.
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De esta manera tenemos que una presentacién de nuestro grupo fundamental es la siguiente

m(G) =(Gp,y |y lay =7, Vae G,)

es decir el grupo fundamental de este grafo de grupos resulta ser por definiciéon una extensién HNN del gru-

po correspondiente al vértice que denotaremos G, ’. Notemos que esta extension depende de la eleccién del
isomorfismo entre los grupos de las aristas aunque en el caso de este capitulo siempre va a quedar claro a qué
isomorfismo nos referimos.

Ejemplo 2.1.10. Si el grafo Y es un segmento entonces Y = ({P, Q}, {y,}) tal que s(y) = Py t(y) = Q. El &rbol
generador resulta ser el mismo grafo Y en este caso. Consideremos G un grafo de grupos sobre este grafo.

Gy

Dado a € G, denotaremos 4” la imagen por el isomorfismo entre G, y Gy de a.
Entonces el grupo fundamental de este grafo de grupos resulta ser

(G, Y) =F(G)/{a=a¥, VaeG,)
Esto por definicién el grupo que buscdbamos resulta ser el producto amalgamado

7T1(g, Y) = Gp * GQ'
Gy

Nuestro foco ahora es dar una definicién equivalente de grupo fundamental pero esta vez usando caminos
asi como lo hacemos para el grupo fundamental usual de un espacio topolégico.

Dados dos vértices P, Q € V denotaremos por IT(P, Q) el conjunto de caminos de P a Q. De esta manera nos
queda definido

TP, Q) = {(y1,--- &) lyi € E, s(y1) = P, t(yx) = Q, t(yi) = s(yiy1) paral <i <k}

Todo camino (y1,...,yx) € II(P,Q) lo podemos pensar como la palabra y; ...y en el grupo libre Fg y similar-
mente podemos mirar la clase de v ... yx en el cociente F(G).

Definicién 2.1.11. Dado G grafo de grupos sobre Y grafo conexo y P,Q € V dos vértices de Y definimos el
siguiente subconjunto de F(G),

(G, P, Q) = {goy181-- - 8k—1Yk8k : (Y1,---, yx) € II(P,Q), Vi, 0 <i <k, gi€ Gyy,,) 8 € Go}

H Proposicién 2.1.12. Para todo P € V tenemos que 7t(G, P, P) es un subgrupo de F(G).

Demostracién. Debemos ver que tiene a la identidad del grupo, que es cerrado por el producto y que todo
elemento tiene un inverso.

Si consideramos el camino constante en Py ¢o = 1 luego obtenemos que 1 € (G, P, P). Para ver que es
cerrado por el producto notemos que

(S0¥181 - - - 8k—1Yk8k) © (0181 - - - Sk_1YkSk) = 0Y181 - - - Sk—1Yk (k80 Y181 - - - Sk—_1Yk Sk

donde gxg( € Gp por lo tanto su producto estd bien definido y en definitiva nos queda otro elemento de
n(G, P, P) tal como queriamos ver. Finalmente vemos que es cerrado por inversos porque si tomamos el ele-
mento goy1 - - - Yxgk SU inverso resulta ser ¢ 'V ... 10 ! € (G, P, P). [ |



2.1. DEFINICIONES BASICAS. 41

Definicién 2.1.13. EI grupo fundamental de G respecto a un punto base P se define como 71 (G, P) = n(G, P, P).

Notemos que en particular para esta construccién obtuvimos un subgrupo del grupo F(G) mientras que en
el caso de la definicién anterior del grupo fundamental 2.1.6 obtuvimos un cociente. Podemos ver que ambas
definiciones son equivalentes porque tenemos un isomorfismo como grupos.

Teorema 2.1.14. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo conexo finito Y = (V,E), sea P € V un vértice y sea T un
drbol generador de Y entonces 7t1(G, P) es isomorfo a 11 (G, T).

Demostracién. Dados P, Q € V consideremos la geodésica a que los une sobre T. Si leemos la sucesién de aristas
que recorre esta geodésica tenemos una palabra T[P, Q] € Fg. Consideramos a T[P, Q] como un elemento en el
grupo F(G). Observemos que T[P, Q] = T[Q, P]~! porque el 4rbol es tinicamente geodésico.

Ahora definamos el siguiente morfismo (que depende del arbol de expansién que tomamos) sobre los gene-
radores del producto libre:

T: >|< Gp *k Fg — 7T1(g,P)

T(y) = T[ s(y)lyT[t(y), P| para y e E(Y)
7(g) = T[P,QIgT[Q, P] paraQe V(Y), g€ Go

Tal que lo tinico que debemos chequear es que 7(gh) = 7(g)T(h) para g, h € Gg. Para eso notemos que
©(gh) = T[P, QIghT[Q, P] = T[P, QIgT[Q, P T[P, QIAT[Q, P] = t(g)(h).

Notemos que por como definimos a este morfismo tenemos que 7(y) € m1(G,P) y que similarmente 7(g) €
(G, P). -

Veamos que T pasa al cociente F(G). Debemos ver que cumple la relacién t(yay) = t(a¥) para toda arista
y € E(Y) y todo a € Gy. Esto vale porque justamente

T(yay) = T[P,s(W)]yT[t(y), PIT[P,s(y)]aT(t(y), PIT[P,s(y)]yT[t(y), P]
= T[P,s(y)lyayT|[t(y), P]
T(lly)

donde usamos que yay = a¥ en 711(G, P). Sea T : F(G) — 71(G, P) este morfismo que definimos. Por como esta
definido T tenemos que si lo restringimos al subgrupo 711 (G, P) resulta ser la identidad y en particular tenemos
que T es un epimorfismo.

Veamos que T baja al cociente 711 (G, T). Sea y € E(T) luego t(y) = T[P,s(y)]yT[t(y), P] donde T[t(y),P] =
yT[s(y), P] y de esta manera 7(y) = 1 para todoy € E(T). Por esta razén T pasa al cociente y existe T : 711 (G, T) —
m1(G, P) epimorfismo tal que hace conmutar el siguiente diagrama,

F(G) ———— m(G,P)

Para terminar la demostracion probemos que T es un monomorfismo. Para eso consideramos v = 71 ot donde
t: (G, P) — F(G) es la inclusién como subgrupo y probemos que v o T nos queda la identidad. Si hacemos
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v oT notemos que si g € Gg con Q € V luego

v(T[P,QIgT[Q, P])
n(T[P,QIgT[Q, P])

= nt(T[P, Q)7 () (T[Q, P])
= 71(g)-

voT(m(g))

Donde usamos que T[P, Q] es un camino de aristas en el arbol de expansién y por lo tanto 7(T[P,Q]) = 1.
Similarmente podemos ver que para toda y € E tenemos que v o T(7t(y)) = 7(y). De esta manera vimos que
T:m (G, T) — m (G, P) es un isomorfismo de grupos.

|

Corolario 2.1.15. Sea G grafo de grupos sobre un grafo conexo y finito Y. Sean T, T’ drboles generadores de Y luego
tenemos que 711(G, T) ~ 11 (G, T').

Demostracién. Sea P € V entonces por el resultado anterior 2.1.14 que vale que 711(G, P) ~ m1(G, T) para cual-
quier T arbol generador por lo tanto obtenemos que 711 (G, T) ~ 71(G, T') volviendo a usar este resultado para
T

[

§2.2. Palabras reducidas.

En esta seccién probaremos que todo elemento del grupo fundamental de un grafo de grupos puede ser
llevado a una forma reducida.

§2.2.1. Casos particulares.

En esta subseccién vamos a caracterizar las palabras reducidas de los grupos fundamentales de algunos
grafos de grupos donde los grafos resultan ser mds sencillos. El objetivo aparte de ejemplificar en unos casos en
particular, es que mds en adelante nos va a servir para reducir proposiciones sobre grafos de grupos arbitrarios
a grafos de grupos donde sus grafos sean de estas formas.

2.2.1.1. Bucles.

Por lo visto en el ejemplo 2.1.9 tenemos que dado Y = ({P},{y,¥}) un bucle, entonces toda estructura de

grafo de grupos G que le demos a este segmento hace que el grupo fundamental sea isomorfo a un producto

HNN, es decir que 711 (G) = G;Gy .

Definicién 2.2.1. Dado G, ’ extension HNN diremos que una sucesion

(xoryeolxllyell . 'Ix”'yenranrl)

donde para todo 0 < i < n tenemos que x; € Gp y €; € {—1,1} es una sucesién reducida si no tiene subsucesiones
y~lx;y conx € Gy obienyx;y ! conx e Gy

Nos interesan las sucesiones reducidas porque principalmente es una manera facil de chequear cuando algin
elemento no es la identidad en el grupo.
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Proposicién 2.2.2 (Lema de Britton). Sea G;;Gy una extension HNN. Para todo sucesion reducida

(XO/ yeor X1, y€1/ cees Xy, ;VE"r xn+1)
tal que n = 0 vale que xoy0x1y1 ... Xy, Y X1 # 1.
Demostracion. Ver [LS77, p.182]. [ |
Definicién 2.2.3. Sea G;G*V una extension HNN y sean S conjunto transversal a izquierda de G, en Gp y T

conjunto transversal a izquierda de Gy en Gp. Tomamos ambos transversales de maneraque 1 € Sy 1 € T. Una
forma normal para una extensién HNN es una sucesion

(%0, Y%, 21,8+ X, Y, X 1)
donde para todo 0 < i < n tenemos que x; € Gp y €; € {—1,1} y cumple las siguientes propiedades:
1. xg € Gp.
2. En el caso que €; = 1 entonces x; € S\{1} mientras que en el caso que €; = —1 tenemos que x; € T\{1}.
3. No tiene la subsucesiéon y“1y~¢.

Las formas normales caracterizan univocamente a los elementos de una extensién HNN esto es que todo
elemento de una extensién HNN puede ser escrita en forma normal y més atin esta escritura es tnica.

*G . .o
Teorema 2.2.4. Para todo g € G,/ existe una tinica forma normal
(x0, ¥, X1, Y X, Y X))

tal que g = xoy X1y .. Xy, Y Xy 1.

Demostraciéon. Ver [LS77, p.182]. |

2.2.1.2. Segmentos.

En el ejemplo 2.1.10 vimos que dado un segmento Y = ({P,Q}, {y,¥}) entonces para toda estructura de
grafo de grupos G que le demos a este segmento resulta que el grupo fundamental es isomorfo a un producto
amalgamado, es decir que 71(G) = Gp #¢, Go.

En esta subseccién vamos a repetir los resultados y definiciones que vimos para las extensiones HNN y definir
sucesiones reducidas y formas normales.

Definicién 2.2.5. Dado Gp #¢, Gg producto amalgamado diremos que una sucesion
(x0,%1,--,%Xn)
es una sucesién reducida si valen las siguientes condiciones:
1. Paratodo 0 <i < nvalequex; € Gpox; € Gg
2. Para todo 0 < i < n no puede valer que x;, x; 1 € Gp 0 que x;, x;1 € Gg.
3. Sin > 0 entonces x; ¢ Gy.

4. Sin = 0 entonces xg # 1.
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Teorema 2.2.6. Sea Gp =g, Gg grupo amalgamado entonces si (xo, X1, ..., Xn) es una sucesion reducida y n > 0
entonces tenemos que 1 # xoXq ... Xy.

Demostracion. Ver [LS77, pp.187-188]. [

Analogamente al caso de las extensiones HNN podemos definir una forma normal para un producto amal-
gamado.

Definicion 2.2.7. Sea Gp #g, Gg un producto amalgamado. Sean S transversal a izquierda de G, en Gp y T
transversal a izquierda de Gy en Gg. Tomamos ambos transversales de maneraquele Sy 1€ T.

Una forma normal para un producto amalgamado es una sucesion (a, xo, x1,...,X,) tal que a € Gy, y para todo
0 < i < ntenemos que x; € S\{1} obien x; € T\{1} ynoexiste 0 <i <ntalque x;,xj;1 € Tox;,xi41 €S.

Proposicion 2.2.8. Dado un grupo amalgamado Gp =g, Gg vale que para todo g € Gp *g, Gq existe una iinica forma
normal (a,xg, X1, ..., %y) de manera que g = axpxy ... Xy.

Demostracion. Ver [LS77, p.187]. [ |

§2.2.2. El teorema de las palabras reducidas y sus consecuencias.

En el contexto de esta seccién G denota un grafo de grupos sobre un grafo conexo y finito Y. Nuestro objetivo
es probar que en el grupo universal del grafo de grupos F(G) ciertas sucesiones que resultan asociadas a caminos
son reducidas. Mas especificamente queremos probar que definen elementos diferentes de la identidad del grupo
tal como hicimos en los resultados 2.2.2 y 2.2.6.

Definicién 2.2.9. Sea Y grafo conexo y finito, G un grafo de grupos sobre Y y F(G) el grupo universal de este
grafo de grupos. Sean:

D c= (y1,...,yn) € II(P,Q) algtin camino entre dos vértices P,Q € V;
1) p = (ro,...rs) una sucesion tomada de manera que ro € Gp y para todo 1 < i < n vale que r; € Gy(y,).

De esta manera denotaremos por el par (c, ) a la palabra en el grupo P*VGP % Fg:
€

(c,u) =roy1r1iya .. .rn.
Diremos que (c, j¢) es una palabra de tipo c.

Denotaremos por |c, ¢#| la imagen de esta palabra en el grupo F(G) esto es que

le, u| = [roy1r1yz - -Tn]P(g)-
Definici6n 2.2.10. Una palabra (c, i) = roy1r1y2 - . . 1 de tipo ¢ estd reducida si satisface:
R1. Silalongitud de c es 0 entonces rg # 1.
R2. Silalongitud de c es positiva entonces r; ¢ Gy, para todo i tal que y;1 = ¥;.
A partir de esta definicién podemos ver inmediatamente las siguientes dos observaciones.

1. Seac = (y1,...,Y») un camino que no tiene backtracking: esto es que no existe 1 < i < n tal que ;11 = y;.
Entonces toda palabra de tipo c va a ser reducida porque cumple R2.

2. Esta definicién de forma normal generaliza las definiciones que dimos para grafos con una tinica arista en
221y225.

Enunciamos el siguiente resultado que probaremos mds en adelante en esta misma seccién.
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En particular de este resultado se desprenden corolarios importantes para entender la estructura de los gru-
pos fundamentales de grafos de grupos finitos.

Teorema 2.2.11. (Palabras reducidas). Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y luego toda palabra
(¢, u) reducida es tal que |c, u| # 1.

Corolario 2.2.12. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y luego para todo P € V vale que Gp es un
subgrupo de F(G).

Demostracién. Para todo P € V tenemos que Gp es un subgrupo de #pcyGp * Fr. Sea ¢ € Gp\{1} entonces
(c,u) = gdonde ¢ = () es el camino constante en Py i = (g). Es una palabra reducida por cumplir la propiedad
R1. Por el teorema 2.2.11 tenemos que |c, | # 1 por lo que la proyeccién a F(G) nos da un monomorfismo
restringida a Gp y asi a Gp lo podemos considerar un subgrupo de F(G). |

Corolario 2.2.13. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y, sea ¢ = yq . .. Yy, un camino no constante
y (¢, u) una palabra reducida entonces |c, p| ¢ Gy(y)-
Demostracién. Vamos a suponer que esto no es cierto y contradecir el teorema 2.2.11. Sea (¢, pt) = royir1 - .- tn-

Si no fuera cierto tendrfamos que |¢, | = x € G- Consideremos entonces otra palabra (c, ') tal que p/ =

(x~1rg,...,r4) de manera que por como la tomamos |c, /| = 1. Es una palabra reducida porque por suposicién

tenemos que ¢ no es el camino constante y aparte j’ es idéntica a y salvo en la primera posicién que no afecta la

condicién R2. Esto contradice 2.2.11 por lo tanto |c, j| ¢ Gg(y).- |

El siguiente corolario va resultarnos el de mayor utilidad porque en general vamos a trabajar con el gru-
po fundamental de un grafo de grupos. El grupo fundamental de un grafo de grupos con respecto a un arbol
generador T es un cociente de F(G).Sea 7t : F(G) — m1(G, T) la proyeccion.

Corolario 2.2.14. Sean G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y, ¢ un camino cerrado en Y, T un drbol
generador de Y y (c, pt) una palabra reducida entonces 7t(|c, u|) # 1 en m1(G, T).

Demostracion. Por el teorema 2.2.11 tenemos que |¢, | # 1 en el grupo F(G). A su vez por como elegimos a (¢, jt)
tenemos que es un elemento del grupo fundamental 771 (G, P). Por el teorema 2.1.14 tenemos que este grupo es
isomorfo a el grupo fundamental 7r1(G, T) por medio de la proyeccién 7 entonces esto termina de probar el
resultado. u

Primero vamos a dar una definicién estdndar que es la del cociente de un grafo no dirigido que es nuestra
herramienta principal para poder reducir el tamafio de un grafo.

Definicién 2.2.15. Sea Y un grafo conexo y sea Y’ un subgrafo conexo de Y entonces el grafo dirigido W = Y /Y’
cociente de Y por Y’ es el grafo dado por los siguientes conjuntos de aristas y vértices:

1. Los vértices son V(W) = V(Y)\V(Y') u {[Y']}.
2. Las aristas son E(W) = E(Y)\E(Y’).

Donde el vértice correspondiente a Y’ lo denotamos [Y’]. Sea y € E(W) entonces:

[Y'] caso contrario

() = {s(y) sis(y) ¢ V(Y')
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y andlogamente,

) = {t@/) sit(y) ¢ V(Y')

[Y'] caso contrario

Si las aristas no comienzan ni terminan en Y’ dentro del grafo Y al contraer el subgrafo no las modificamos. En
el otro caso las definimos para que terminen (o empiecen) en [Y’].

Una observacion directa de esta definicion es que si los grafos Y e Y son conexos entonces el grafo W también
resulta serlo.

Ejemplo 2.2.16. Un ejemplo particular de como es el grafo cociente

Grafo Y % Grafo W

ONNO
@

L

Donde en este ejemplo distinguimos al subgrafo Y’ conexo con este

2.2.2.1. Argumento dévissage.

Queremos probar que toda palabra de tipo ¢ cumple que es distinta de la identidad en F(G). Para esto si-
guiendo a Serre en [Ser02] vamos a emplear un argumento de dévissage qué consiste en reducir el problema que
queremos probar para grafos de grupos arbitrarios a casos mas pequefios. Mas especificamente queremos redu-
cir este problema a los casos que los grafos de grupos estdn dados sobre grafos con una tnica arista como ya
hicimos anteriormente en las subsecciones 2.2.1.1 y 2.2.1.2.

Definici6én 2.2.17. Consideremos un grafo de grupos G sobre un grafo Y conexo. Tomemos Y’ un subgrafo
conexo de Y y restrinjamos el grafo de grupos G a Y’. El grupo universal de este grafo de grupos restringido
al subgrafo Y’ lo denotaremos F(G|Y’). Definimos el grafo de grupos H sobre el grafo conexo W = Y/Y’ de la
siguiente manera.

» SiPeV(Y)\V(Y), tomamos Hp = Gp;
= Si P = [Y'] entonces tomamos Hp = F(G|Y’);

» Siye E(W) ponemos H, = Gy tal que como suponemos vélido el resultado 2.2.11 para Y’ tenemos que es
un subgrupo.

Construyamos un morfismo de grupos B : F(G) — F(#). Para eso primero lo definimos sobre los generado-
res. Para todo g € Gp con P € V(Y) definimos

,B(g):{[g]EHP siP¢Y

(gl € F(G]Y') siPeY’
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y para toda arista y € E(Y) definimos

By) = {y siy¢ E(Y')

[yl € F(G]Y') siye E(Y).

De manera que asi como esta definida cumple las relaciones de F(G) porque en particular el grupo F(H)
también las cumple. Obtenemos asi que B estd bien definida.

Lema 2.2.18. Dado G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y, Y' un subgrafo conexo de Y Iuego si consideramos H
el grafo de grupos sobre W = Y /Y’ tal como en la definicién 2.2.17 vale que el morfismo de grupos B : F(G) — F(H) es
un isomorfismo.

Demostracién. Para ver que es un isomorfismo vamos a construirnos una inversa o : F(#) — F(G). La construc-
cién es andloga a la construccion que hicimos para § definiendola sobre sus generadores.
Para todo g € Hp con P € V(W)\[Y’'] definimos,

En el caso de F(G|Y’) usamos que este grupo estd generado por y € E(Y') y por ¢ € Gp tales que P € Y’. Sobre
F(G|Y’) definimos
a(lg]) = [g]

para g € Gp si P € V(Y’) e idénticamente para todas las aristas definimos

a([y]) = [yl

Vemos que bajo esta definicion sobre los generadores de F() y que respeta las relaciones del grupo entonces
tenemos que define un morfismo a : F(H) — F(G) tal que por construccién es la inversa de f. |

La moraleja de este lema es que podemos tomar el grupo F(G|Y’) para un subgrafo Y’ conexo y después
tomar el grupo F(H) para el grafo resultante Y /Y’ y es exactamente lo mismo que tomar F(G) en el comienzo
con la ventaja que el grafo es mas chico ahora.

A cada palabra (c, jt) del grafo de grupos F(G) le asociamos una palabra (¢, 4’) de H tal que B(|c, u|) = |/, 1|
La idea es reemplazar las partes de la palabra que involucren a Y’ con las respectivas en F(G|Y’). Dados 1 < i <
j < n llamemos c;; al camino (y;...y;) y pij a los elementos (r;,...,7;). Si c;j estd contenida en Y’ denotaremos
por 7;; al elemento correspondiente visto en F(G|Y’). De esta manera lo que haremos es pensar en todos los
subintervalos [is, ja| tales que el camino ¢ esta dentro del subgrafo Y. Asi tenemos subdividido al intervalo [1, 1]
de la siguiente manera,

I1<ii<ji<ip<jp<...im<jm<n

Donde en particular si miramos la palabra c; notemos que es un camino por fuera de Y’ exceptuando su
comienzo y su final.

Definimos la palabra (c’, ") sobre los generadores de F(H) como:

a—1la

1. ¢ = (C]llZ . rC],,,lla’C]aZrHrl cee ’C]mfllm)

[
2. W= (l’llil’ ri1j2’ ce ’rirnjrn’ Au]'mn)

donde tomamos la convencién que jiy;, 0 bien y;, , pueden ser la identidad sii; =1 o bien si ji, = n.
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Ejemplo 2.2.19. Sea Y = (V, E) grafo finito que representamos de la siguiente manera.

En este caso el subgrafo conexo Y’ es el que estd pintado de color . Consideremos G una estructura
de grafo de grupos sobre Y. Sea ¢ = (y1,Y2,Y3,Y7,ys) resaltado en negrita en la figura un camino en el grafo Y'y
sea it = (ro,r1,...,7) una sucesion de elementos de manera que (c, ) es una palabra de tipo c. Si contraemos el
subgrafo Y’ nos queda el grafo W = Y/Y’ que representamos de la siguiente manera,

Yo

Y7 Ys
Q)‘o

tal que si H es la estructura de grafo de grupos que construimos sobre el grafo W entonces tenemos definida
(¢/, ') una palabra de tipo ¢’ donde ¢’ = (y1,y7,ys) y donde p’ = (ro, r1y2r2ysr3,77,75) con r1yaraysrs € Hyy) =
F(G|Y).

Por como las construimos nos queda que B(|c, u|) = |c, /| tal como queriamos ver. Veamos ahora que f
preserva las palabras reducidas. Esto nos permitira trabajar en grafos de grupos cada vez més chicos a medida
que vayamos contrayendo subgrafos conexos.

Proposicion 2.2.20. Dado G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y, Y’ un subgrafo conexo de Y. Sea H el grafo de
grupos sobre W = Y /Y’ tal como en la definicion 2.2.17. Si (¢, u) es una palabra reducida para F(G) entonces (', i)
es reducida para F(H ).

Demostracién. Dividimos en dos casos dependiendo la longitud de ¢’.

Si la longitud de ¢’ es 0 entonces es un camino constante en algtn vértice P’ € V(W). En tal caso y’ = r{. Si
P’ € V(W)\[Y’] entonces por como construimos al grafo de grupos H tenemos que Hp = Gp y al ser (¢, ) una
palabra reducida para G obtenemos que ry # 1 visto en Hp. En el caso que P’ = [Y’] nos queda que ry € F(G|Y’)
y por lo tanto es reducida usando el teorema 2.2.11 inductivamente en el grafo Y'.

Supongamos ahora que la longitud de ¢’ es al menos 1, entonces si queremos ver que (¢’, ') es reducida
debemos garantizar que cumpla R2. Seanc = (y1...Ym), 4 = (ro...7m) yseanc = (wy...wy), 1 = (ry, ..., 1)
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Queremos ver que si existe 1 < k < n tal que wy1 = Wy entonces 7, ¢ Hy, . El caso particular que t(wy) # [Y']
tenemos que (c’, u’) es reducida porque justamente (c, ) lo es y por lo tanto cumple R2. Si t(wy) = [Y’] vamos a
distinguir dos casos.

I) En el primer caso tenemos que proviene de backtracking de c. Esto es que para cierto i vale que wy = y;
Y Wkt1 = ¥;. Por como definimos a (¢/, i) tenemos que 1, = r; bajo esta hipétesis. Queremos ver que
1. ¢ Hap. El grupo Hyg es isomorfo a Gy; aunque la diferencia es que el primero es un subgrupo de Hjy,
mientras que el segundo es un subgrupo de Gy(,,). Por ser (c, u) reducida tenemos que 7; ¢ Gy;. Por el
corolario 2.2.12 tenemos que Gy; es un subgrupo de Hyy,; = F (G|Y') entonces 1} ¢ H ')

11) En el segundo caso tenemos que proviene de un ciclo no constante de ¢ sobre Y’. Siguiendo la notacién
. ; . . — oy = =y
introducida anteriormente tenemos que para cierto a vale que wy = y;,, 1 = t4,j, Y qué Wgy1 = Yyj,,, donde

bajo nuestras suposiciones tenemos que wy 1 = W por lo tanto y; ., = ;.

Nuevamente queremos ver que se cumple R2. Esto es que 7}, ¢ Hg.. Dado que el camino ¢;, j, NO es constante,
podemos aplicar el resultado 2.2.13 al grafo de grupos G restringido al subgrafo Y’ y obtenemos asi que
Tigja  Gi(y; )- Estonos dice que en el grupo F (H) tenemos que . = 7;,;, ¢ Hg dado que Hy; es un subgrupo
de Gy(y,  si lo miramos dentro de F(G, Y').

Finalmente estamos en condiciones de probar el resultado central de esta seccion.

Demostracién de 2.2.11. Vamos a probar este resultado haciendo induccién en |E(Y)|. Consideramos dos casos
bases para nuestra induccién.

En el primer caso base |E(Y)| = 0. En este caso como el grafo subyacente Y es conexo y finito entonces tiene la
siguiente pinta Y = ({P}, &) donde P es el tinico vértice de Y. El grupo universal del grafo de grupos asociado a
este grafo es tal que F(G) = Gp. Entonces dada una palabra reducida (c, it) en F(G) tenemos que necesariamente
la longitud de c es 0 por lo tanto (c, #) cumple R1 y esto es lo mismo que |c, 4| # 1 en F(G) tal como queriamos
ver.

Para el otro caso base supongamos que G es un grafo de grupos sobre un grafo Y de manera que |[E(Y)| = 1.
SiY es un grafo conexo con una Unica arista entonces tenemos solamente dos posibilidades.

1. El caso que Y es un segmento que representaremos de la siguiente manera:

Sea G un grafo de grupos sobre este grafo. Si (¢, ) es una palabra de tipo c entonces el elemento |c, y| es de
la pinta roy“ir1y°2 ...y r,. Dado que (c, it) es una palabra reducida vale lo siguiente:

= Paratodoi =1...nvalequee; = —e;1.

s Paratodoi=0...nvalequer; € Gpor;e Gq.

s Paratodoi=0...n—1no puede valer que ;711 € Gpoquer;, i1 € Gg

El caso particular que nuestro camino es constante tenemos que ry # 1 porque vale R1.

Para el otro caso en el cual el camino c no es constante consideremos el morfismo sobreyectivo al cociente
m1(G,T) donde T = Y es el mismo segmento. Por lo visto en el ejemplo 2.1.10 tenemos un isomorfismo
7‘[1(g, T) ™~ Gp *Gy GQ.
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Consideramos el morfismo sobreyectivo 7t que es la proyeccién del grupo universal al grupo fundamental

ﬂ:F(g)ﬁGp*GQ
Gy

tenemos que
ne(le, u|) =rory ... 1n

tal que para todo 0 < i < n vale que r; € Gp\Gy o bien r; € Go\G,. Esto es equivalente a que ¢(|c, ji|) sea
reducida para el grupo amalgamado Gp_, #g, Gp,. Por el resultado 2.2.8 tenemos que ¢(|c, u|) # 1y as
concluimos que |c, 4| # 1 no es la identidad.

2. El caso que Y es un bucle.

Sea G una estructura de grafo de grupos sobre entonces en este caso el grupo universal resulta F(G) ~

*G . A ..
Gp 7. Por ser (c, ) una palabra reducida para F(G) vemos que esta condicién en este caso coincide con

la definicién de una palabra reducida para una extensién HNN. Bajo estas condiciones podemos aplicar el
lema de Britton 2.2.2 que nos garantiza que |c, | # 1 en el grupo F(G) tal como queriamos ver.

Para el paso inductivo nuestra hipétesis es que para todo grafo de grupos H sobre un grafo conexo y finito
W de manera que |E(W)| < |E(Y)| vale que toda palabra reducida (¢, 1) de H es tal que |, /| # 1 en F(H).

SiY = (V,E) es un grafo finito conexo tal que |[E(Y)| > 2 luego existe Y’ subgrafo conexo con una tnica arista
donde Y’ podria ser un bucle o un segmento. Consideramos el grafo finito W = Y /Y’ tal que |[E(W)| < |E(Y)].
A W le damos la estructura de grafo de grupos H tal como hicimos en 2.2.17. Si (¢, #) es una palabra reducida
en F(G) luego por el lema 2.2.20 la palabra reducida asociada (¢’, 4') es reducida para H. Por hip6tesis inductiva
tenemos que (¢, )| # 1 en F(H) entonces por el lema 2.2.18 concluimos que |(c, it)| # 1 tal como queriamos
ver.

§2.3. Arbol de Bass—Serre.

Vamos a definir el drbol de Bass—Serre que resulta ser en nuestro contexto el revestimiento universal de un
grafo de grupos. Presentamos una construccién un poco mds concisa que la que aparece en [Ser02] si bien la idea
es practicamente la misma. Otra construccion posible del arbol de Bass—Serre se puede ver en el trabajo [DW17]
donde los autores construyen este arbol de una manera sintdctica usando sistemas de reescritura.

§2.3.1. Construccién de X.

Sea Y un grafo dirigido conexo y sea G un grafo de grupos sobre este grafo. Sea T un drbol generador del
grafo Y luego llamemos G = 71(G, T). Queremos construirnos los siguientes objetos:

1. Un érbol X.
2. Una accién de G en X sin inversiones de aristas de manera que X/G ~ Y.

3. Una seccién Y — X de manera que para todo vértice P € V(Y) denotaremos P € V(X) a su imagen y

~

similarmente para toda arista y € E(Y) denotaremos i € E(X) a su imagen.
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Para construir este grafo vamos a partir de la siguiente observacién. Si X fuera un grafo tal que G actta sobre
éle Y = X/G entonces valdria lo siguiente: para todo vértice P € V(X) por la relacién entre las orbitas y los

estabilizadores existe una biyeccién entre la 6rbita GP y el conjunto de los cosets del estabilizador G/ Gp- De esta
manera vamos a construir al conjunto de los vértices para que valga esta propiedad:

V(X)= || G/Gyx{v}

veV(Y)

mientras que para las aristas por un razonamiento idéntico llegamos a que:

EX)= || G/Gyx{y}
yeE(Y)

Por claridad omitimos escribir (§Gp, P) y simplemente notaremos ¢Gp y similarmente para las aristas.

Ya habiendo definido el conjunto de vértices y de aristas del grafo X vamos a definir la arista con orientacién
opuesta y los inicios y finales de las aristas.

El comienzo de una arista s : E(X) — V(X) va a estar definida como:

S(gGy) = gGs(y)'

Probemos que esta definicién no depende de los representantes elegidos. Si tenemos que ¢G, = hGy, esto nos
dice que h~!¢G, = G,. Como Gy es un subgrupo de Gg(y) entonces si h~lg € G, esto nos dice que h g € Gs(y)-
De esta manera hGy,) = gG(,) tal como queriamos ver y por lo tanto el origen de una arista no depende de la
eleccién del representante.

Ahora vamos a ver la definicién del fin de una arista t : E(X) — V(X) que esta dada por:

s(y

H(gGy) = 88yGi(y)
Probemos que esta definicién no depende de los representantes elegidos. Si tenemos que hG, = gGy luego
queremos ver que hg, G,y = 88yGy(,)y esto ocurre siy solo si g Ip=t 88yGi(y) = Gi(y)- Usando una de las
relaciones del o1 7 -1 1 Y/ 7
grupo tenemos que g, Gygy < Gyy como h™ g € Gy, luego obtenemos que g, "7~ ggy € Gy. Por
como definimos a los grafos de grupos tenemos que Gy es un subgrupo de Gy y como s(y) = t(y) terminamos
de probar que g, h=1gg, € Gy(y) tal como queriamos ver.

Usando estas dos definiciones tenemos que la arista inversa (.) : E (X) — E(X) tiene que ser:
8Gy = 88yGy-

Tal que 5(8¢yGy) = 88yGry) ¥ t(ggyGy) = 88y8yGs(y) Y como gygy = 1 obtenemos asi que t(ggyGy) = 8Gs(y)- A
su vez por una cuenta similar vemos que E = ¢Gy.

De esta manera ya tenemos definido el grafo dirigido X. Por como construimos a X nos aseguramos que G
acttia en X y que X/G ~ Y. A su vez esta accion es sin inversion de aristas porque para todo g € G y toda arista
hGy € E(X) tenemos que

8(hGy) # hgyGy

dado que son cosets correspondientes a aristas diferentes.

§2.3.2. Teorema de Serre.

Llamemos g : X — Y ala proyeccién de X en X/G ~ Y. Este epimorfismo de grafos estd definido por
q(gGp) = P paratodo P € V'y q(¢Gy,) = y para today € E.
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Definicién 2.3.1. Dado un grafo Y, C € V(Y) un conjunto de vértices entonces diremos que el subgrafo generado
por C es el siguiente grafo W:
VIW)=C, E(W)={yeE(Y)]s(y)ty)eC}

Donde las definiciones de s : E(W) — V(W),t: E(W) — V(W) yde (.) : E(W) — E(W) son las restricciones de
lasde Y.

Observacion 2.3.2. El subgrafo W < X generado por el siguiente conjunto de vértices
C={Gp|VPeV(Y)}

es conexo y cumple que G- W = X.
Sea T el arbol generador de Y que fijamos en el comienzo de la seccién. Veamos que en estas circunstancias
podemos definir un levantado de T en X.

Observacién 2.3.3. Definimos ¢ : T — X como 1(P) = Gp y 1(y) = Gy. Llamamos ((T) = T y este es un arbol
definido a partir del siguiente conjunto de vértices:

V(T) = {Gp | PeV(V)}
y que tiene como aristas a

E(T) = {Gy |y e E(Y)},
donde usamos que g, = 1 para toda y € E(T). Notemos que go: T — Y es la identidad si la restringimos a la
imagen q(u(T)) = q(T).

H Teorema 2.3.4 (Serre). El grafo X es un drbol.
Demostracién. Debemos ver dos cosas: que es conexo y que no tiene ciclos.

= X es conexo.
El subgrafo W definido en la observacién 2.3.2 cumple que G - W = X por lo que
X = U W
geG

donde gW es conexo para todo g € G dado que W lo es.

Si S es un conjunto finito de generadores de G entonces todo g € G lo podemos escribir como g =s;, ... s;,
paras; € S.

Fijamos un conjunto finito de generadores de G:

S = U Gpu{gy : ye E\E(T)}.
PeV(Y)

Con este conjunto de generadores vamos a probar que W y ¢W estdn en la misma componente conexa para
todo g € G. Para probarlo hacemos induccién en la longitud de la escritura de g con los generadores de S.

Para el caso base tenemos que g = s para s € S. Queremos ver que W y sW estdn en la misma componente
conexa. Debemos ver dos casos dependiendo como es el generador que estemos considerando.



2.3. ARBOL DE BASS-SERRE. 53
1. Sis = g, para alguna arista y € E(Y) luego consideramos la arista G, € E(X) tal que s(Gy) = Gy) €W
y HGy) = 8yGi(y) € §yW. De esta manera como tanto W como g, W son conexos obtenemos que estin
en la misma componente conexa.
2. Sis € Gp para algun P € V entonces sGp = Gp € V(sW) n V(W) por lo tanto sW n W # ¢ y asi como
ambos son conexos entonces estdn en la misma componente conexa de X.

Para el paso inductivo sea ¢ = 5155 .. .5, luego queremos ver que W y gW estan en la misma componente
conexa. Por induccién tenemos que sy ...s,W y W estdn en la misma componente conexa y por un argu-
mento andlogo al del caso base vemos que sy ...5,W y 5152 ...5,W estdn en la misma componente conexa,
concluyendo asi que para todo g € G vale que gW estd en la misma componente conexa que W y asi X es
conexo tal como queriamos ver.

= Veamos ahora que no tiene ciclos. Probaremos la proposicién equivalente: para todo n € IN todo camino
cerrado de longitud #» tiene backtracking. Notemos que si ¢ es un camino cerrado con backtracking necesa-
riamente la longitud de c es al menos 2.

Consideremos entonces que n > 2. Sea ¢ un camino sobre X cerrado de longitud n y sin backtracking.
Queremos llegar a un absurdo. Sea este camino ¢ = (h; Gy, 12Gyy, - .., 1y Gy, ). Introduciremos las siguientes
notaciones. Para todo 1 < i < n llamemos P; = s(y;) y llamaremos g; = gy,. Al ser ¢ un camino cerrado
valen las siguientes igualdades:

t(hnGyn) = hngnGPO = h1Gp0 = S(I’llcyl)

t(hy-1Gy,_,) = hy—182—1Gp, , = huGp, , = s(huGp, ,)

de manera que para todo 1 < i < n existe r; € Gp, tal que h;g;ir; = hi;1.

Podemos reescribir las igualdades anteriormente obtenidas de la siguiente manera:

h = hngnrn
hy = h1g1m

hy = hn—lgn—lrn—l

Mas atin usando cada ecuacién para reescribirla en la anterior obtenemos que multiplicando todo de forma
telescépica nos termina quedando lo siguiente,

171 .- gutn = 1. (2.1)

Sea la palabra (c, u) de tipo ¢ dada por el camino ¢ = q(¢) y la sucesiéon y = (1,71,...,7,).Sea 7t : F(G) —
m11(G, T) la proyeccion al cociente. En la ecuacién 2.1 vimos que 7t(|c, i) = g171...¢ntn = 1. Veamos que
(¢, u) es una palabra reducida. Si probamos esto, entonces (¢, i) cumple las hipétesis del resultado 2.2.14
dado que ¢ es un camino cerrado no trivial y es una palabra reducida por lo tanto 7t(|c, u|) # 1y asi
llegariamos a una contradiccién.

Para eso debemos chequear que se cumpla la condicién R2 de la definicién de las palabras reducidas, ya
que suponemos que ¢ es un camino cerrado con longitud al menos 2.

Para ver que (c, y) es reducida debemos ver que si existe 1 < i < n tal que y;;1 = ¥; entonces para ese
mismo i vale que 7; ¢ Gy;.
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Consideramos la ecuacién que tenfamos anteriormente
higiri = hit1
de manera que si despejamos a r; obtenemos que
ri =& H(h thit).
Supongamos que r; € Gy, en tal caso tendriamos que
higiriGy; = higiGy; = hit1Gy;.

Esto nos dice que vale la siguiente igualdad

h,‘+1Gyi = hiGy,

pero esto es una contradiccién porque al camino original ¢ lo habfamos tomado sin backtracking. Por lo
tanto r; ¢ Gy; y asi vemos que (c, ¢#) era reducida tal como queriamos ver.

Definicién 2.3.5. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y y sea T un arbol generador de Y. El arbol
X = X(T, G) es el drbol de Bass—Serre de G.

§2.4. Acciones de grupos sobre arboles.

Sea X un grafo conexo finito y sea G un grupo finitamente generado que acttia sobre X. Llamemos Y = X/G
y T arbol generador de Y. Sea la proyeccién 7r : X — Y tal que es un epimorfismo de grafos. Nuestro objetivo es
construir un grafo de grupos G sobre Y de manera que se corresponda a esta accién.

Este grafo esta dado por el conjunto de vértices

V(Y) = {GP:Pe V(X)}

y las aristas
E(Y) = {Gy:y e E(X)}.
En particular como el grafo X es conexo tenemos que Y también lo es. Consideremos ¢ : Y — X una seccién
como conjuntos que la armamos con los siguientes dos pasos.

1. Para cada vértice P € V(Y) elegimos ((P) = P’ € V(X)) tal que 7t(P’) = P.

2. Para cada arista y € E(Y) elegimos i(y) = ' € E(X) de manera que s(:(y)) = i(s(y)). Esto lo podemos
hacer para cada arista por separado.

Por como hicimos esta construccién nos garantizamos que el comienzo de cada arista cuando la miramos en
X sea uno de los vértices que tomamos como representantes de vértices de Y en X. En principio no sabemos que
el vértice del final de la arista de y coincida con el de comienzo de y. Lo que sabemos es que existe g, € G tal que

gyi(y) = 1(¥)

porque ambas aristas en la misma 6rbita por la accién de G. Si fijamos una orientacién de aristas para el grafo X

luego podemos elegir para cada arista de la orientacién algtin g, € G tal que g,t(y) = ¢(¥). Para las aristas con la
orientacién opuesta tendremos algtn g € G tal que
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Como la accién de G sobre X es por morfismos de grafos tenemos que gy = gy y por lo tanto podemos elegir

87 =8y 1. El caso particular que ((y) = «(7) definiremos que g, = 1 = gy.
Veamos un ejemplo de esta construccion.

Ejemplo 2.4.1. Sea G = {a | a%) el grupo ciclico de orden 2. Sea X el siguiente grafo dirigido:

1
Definimos una accién ¢ : G — Aut(X), de manera que 1(a) es un automorfismo idempotente definido de
la siguiente manera: (a)(Py) = Ps,¢(a)(P2) = Py, ¢(a)(P3) = P3,¢(a)(Py) = P,y ¥(a)(P5) = Py. Sobre las
aristas queda definido de la siguiente manera ¢(a)(y1) = Va, ¥(a)(y2) = V3, 9(a)(y3) = 2y ¢(a)(ya) = V1.
Chequeamos que (¢ (a))? = I por lo tanto la accién est4 bien definida.
Gréficamente representamos al automorfismo de la siguiente manera.

De esta manera tenemos definida una accién de G sobre el grafo dirigido X. Sea Y = X /G el grafo dirigido
cociente de esta accion:

ar ) ) e
donde los vértices estan dados por las 6rbitas de la accién de G en X por lo que GP; = {Py, P5}, GP, = {P,, P4} y
GP; = {P3}. Para las aristas tenemos que Gy1 = {y1, Y1}, Gy1 = {V1, ¥4}, Gya = {y2, Y3} v G2 = {2, y3}.

Ahora vamos a definirnos una seccién : : Y — X de la misma manera que la hicimos anteriormente. Para eso
definimos ((GP3) = P3,1(GP,) = P,y ((GP;) = Ps. Para definir la seccién sobre las aristas recordamos que para la
arista que esté en la imagen por la seccién tiene que ser tal que su comienzo sea uno de los vértices que estaban en
la imagen en la seccién. De esta manera podemos definir asi: ((Gy1) = g, 1(Gy1) = y1,1(Gy2) = y2,1(Gy2) = a.

Ahora procedemos a definir para cada arista de y € E(Y) algtin elemento g, € G de manera que:

gyi(y) = u(y).

Notemos que si definimos gg,, = a luego

a(Gy1) = ays = ays = y1 = «(Gy1).

Por otro lado tenemos que si definimos gg,, = 1 entonces

1(Gy2) = y2 = 1(Gy2).

Un comentario importante es que podriamos haber tomado varias secciones ¢ : Y — X. En particular usando
la proposicion 2.4.5 como el grafo Y es un arbol podriamos haber tomado una seccién : de manera que (Y) sea
un subérbol de X. En tal caso tendriamos que g, = 1 para todo y € E(Y). Mas adelante probaremos que no
importa qué secciéon tomemos el grafo de grupos que vamos a construir va a tener el mismo grupo fundamental.

Vamos a construir G un grafo de grupos sobre el grafo Y. Consideremos para P € V(Y),y € E(Y) los siguientes
grupos,

Gp = Gyp), Gy = Gyqy)
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donde estamos mirando los estabilizadores de la accién de G sobre X. Por como elegimos a la seccién tenemos
que G,y = Gg(y)- Si no hubiéramos definido a la seccién ¢ para que ((y) cumpla que s(:(y)) = i(s(y)) no
podriamos habernos asegurado que se cumpla que Gy S Gy, para todo y € E(Y) como requerimos para la
definicién de un grafo de grupos.

Queremos ver que G, ~ Gy para garantizar que G sea un grafo de grupos. Consideremos el siguiente morfis-
mo de grupos;

s(y

CPIG]?—)G]/

—1
a— gy agy

Veamos que estd bien definido. Para eso veamos que g, Lagyi(y) = i«(y). Como gyi(y) = 1(¥) dado que gyi(y) =
1(y) por como lo elegimos a g, y porque gw = gw para toda w € E(X). Ahora usamos que si a € G, luego

ae G@ por lo tanto at(y) = «(y). Finalmente como 8y L(y) = 1(y) tal como queriamos ver. Este morfismo tiene
un inverso ¢! : G, — Gy definido por ¢~ (b) = Sybgy ! por lo tanto ¢ es un isomorfismo tal como queriamos
ver.

Definimos el siguiente morfismo del producto libre de los estabilizadores de los vértices y el grupo libre en

las aristas del grafo al grupo G.

: %k GpxF -G
peviy) | EY)

8§—8&
Y= 8y

Probemos que este morfismo baja a F(G). Para eso veamos que cumple las relaciones que definen a este cociente.

1. gy8¢y = 1 paratodo y € E(Y) porque justamente elegimos a g de esta manera;
2. Jay = a¥ para todo y € E(Y),a € G, porque justamente vimos que
o@)e(@)p(y) =g, agy = a’

De esta manera tenemos definido un morfismo de grupos ¢ : F(G) — G. Nuestro objetivo ahora es ver que
este morfismo baja al grupo fundamental del grafo de grupos sobre un arbol generador.

Lema 2.4.2. Sea G un grupo que actiia en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos asociado
sobre Y = X /G. El morfismo ¢ : F(G) — G es tal que ¢(g) = g para todo g € Gp.

Demostracién. Por el corolario 2.2.12 tenemos que Gp es un subgrupo de F(G) por lo tanto por nuestra
definicion tenemos que ¢(g) = g para todo g € Gp. |

En particular si consideramos que para toda arista y € E(X) el grupo Gy es subgrupo de G, luego ¢(a) = a
para todo a € Gy,

Proposicién 2.4.3. Sea G un grupo que actiia en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos
asociado sobre Y = X /G. El morfismo de grupos ¢ : F(G) — G restringido al subgrupo 111 (G, P) es sobreyectivo.

Demostracién. Dado g € G queremos ver que g € ¢(711(G, P)).

Sea P € ((V(Y)) un vértice. Consideremos ¢P € V(X), como el grafo es conexo tenemos un camino que une a
P con gP. Sea este camino (ept(y1), ..., ex—1.(yx)) dondee; € G paratodo0 <i <k—1y (yy,...,Yx) es un camino
en el grafo Y. Si miramos los vértices que aparecen en este camino tenemos:
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eoH(y1) e1:(y2) gk/—l_l(y\k)}
eoPo erPy exk—1Dk—1 exPr
de manera que P; € V(i(Y)). En particular Py = Py Py = Py asis(«(y;)) = Pi_; por como tomamos las

levantadas de las aristas. Los elementos e; son tales que e;f(¢(y;11)) = €j+1Pi11-
Una primera observacion que podemos hacer es que ge, - !¢ Gp dado que ¢ P = gP. Por el lema 2.4.2 tenemos

que ¢(h) = h para todo 1 € Gp por lo tanto ¢(ge; ') = ge; . Esto nos dice que si escribimos a g de la siguiente
manera,
g = (8¢ ex

entonces como ge;- ! ¢ Gp tenemos que usando el resultado 2.2.12 que vale lo siguiente: g Le (G, P). Como
(p(gek_l) = gek_1 obtenemos que gek_l < ¢(m1(G,P)). Si vemos que e € ¢(m1(G,P)) probariamos que g €
¢(m1(G, P)) tal como queriamos ver.

Probaremos por induccién en el camino que tomamos anteriormente que ¢; € ¢(I1;(G, P, P;)) para todo i =
0...n

El caso base consiste en ver que ey € ¢(71(G, P)). Esto es cierto porque justamente tenemos que ¢y € Gp dado
que ¢gP = P y por el lema anterior 2.4.2 tenemos que ¢ es la identidad cuando la restringimos a Gp.

Para el paso inductivo supongamos que ¢;_1 € ¢(m1(G,P,P;—1)) y queremos ver que ¢; € ¢(m1(G,P, F;)).
Antes de probar esto veamos de reescribir a e; en términos de e;_;. Observemos que por como tomamos el
camino tenemos que

ei—1t(1(yi)) = eiP;
yasit(i(y;)) = ei:lleiPi y como £(i(y;)) = s((y;)) luego obtenemos que s(i(y;)) = ef_lleiP,-. Por como definimos

al elemento del grupo gy, € G tenemos que g,.(¥;) = ¢(y;) por lo tanto obtenemos que

S(gyi[(:%)) =8y Pi = eiilleipi = S(@)

de esta manera llegamos a la siguiente escritura para ¢;,

e = ei—18y;hi

donde h; € Gp,.
Ahora podemos usar nuestra hipétesis inductiva para obtener un camino

hoyo - - - yi—1hi—1 € I11(G, P, P;)

de manera que e;_1 = @(hoyo - .. yi—1hi—1). Recordemos que ¢(y;) = gy, por la definicién de nuestro morfismo ¢
y por otro lado tenemos que ¢(;) = h; porque ¢ fija a los grupos Gp, por 2.4.2. Con esto concluimos la siguiente
igualdad,

ei = ¢(hoyo - - Yi-1hi-1yihi)
y como hoyo - .. Yi—1hi_1yih; € T11(G, P, P;) terminamos de probar que e; € ¢(I1;(G, P, P;)) tal como queriamos
ver. En particular con esto probamos que ¢ € ¢(G, P) y esto implica que g € ¢(G, P) tal como queriamos ver. De
esta manera la restriccion de ¢ al subgrupo 711 (G, P) es sobreyectiva. |

Ahora vamos a probar que este morfismo ¢ se factoriza por el cociente 711 (G, T).
Primero una observacién sobre uniones de arboles.

Observacion 2.4.4. Dada una sucesion de arboles {T;};cN tales que para todo i € N vale que T; < T; 1 entonces

0
T=T
i=1

es un arbol. Esto se debe a que la unién de conexos sigue siendo conexo y si tuviera un ciclo entonces existiria N
suficientemente grande tal que Ty tendria un ciclo y esto contradice que es un arbol.
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Proposicién 2.4.5. Sea X grafo conexo no vacio, G grupo que actiia sin inversiones sobre X. Sea Y = X/G y sea
7 : X — Y la proyeccién. Sea T drbol generador de Y. Entonces podemos tomar 1 : V(Y) — V(X)) seccién a 7t tal que si
nombramos T' = 1(T) resulta ser un subgrafo de X.

Demostracién. Vamos a usar el Lema de Zorn. Sea el siguiente conjunto
Q = {(S,1) | S subérbol de T, : es seccién de 7, i(S) subarbol de X}
tal que si consideramos el siguiente orden
(S1)<(8))) <= (S5 = «(S)<j(S) njls=1)

donde miramos la inclusién como grafos en ambas coordenadas.

Observemos que si tomamos una arista y € E(Y) luego como G acttia sin inversiones de aristas tenemos que
para todo g,h € G y para toda y € E(Y) vale lo siguiente g -y # h - i en X. Esto nos dice que es posible definir
secciones a la proyeccion 77 : X — Y.

= Veamos que Q) es no vacio. Tomamos y € E(T) alguna arista de T'y tomamos el subdrbol S = ({s(y), t(y)}, {y}).
Definimos ((y) = 1-yy «(y) = gy - ¥ que por como la definimos es una seccién. De esta manera vemos que
1(S) es un subdrbol de X por lo tanto (S, ) € Q.

» Probamos ahora que toda cadena (S, 1;);e; € () tiene una cota superior en () por lo tanto por el lema de
Zorn concluiriamos que existe un elemento maximal de (). Si tomamos la unién de todos los subgrafos S;
obtenemos el siguiente subgrafo

s=Js:

iel

Similarmente tomamos la unién de todas las secciones,

l:Uli

iel

donde i(y) = g-ysiexistei € I tal que y € S; y en ese caso (;(y) = g - y. Por esta definicién tenemos que ¢
es una seccién de 7t y por la observacion 2.4.4 tenemos que Sy ((S) resultan ser drboles. Una cota superior
para esta cadena resulta ser (S, 1) € Q.

Por el lema de Zorn tenemos un elemento maximal (M, j). Veamos que M = T. Caso contrario como M € () te-
nemos que es un subgrafo de T y asi como hicimos anteriormente podriamos levantar una arista y € E(T)\E(M)
ag-y € E(X) de manera que s(g-y) € V(j(M)). Si consideramos M’ = M u {y} luego (M’,j") conj' (y) = gy
y j'(z) = j(z) para todo z € E(M) es tal que (M’,j’) € Qy (M,j) < (M',j’) contradiciendo la maximalidad de
(M, j). Concluimos asi que M = T tal como queriamos ver. n

Corolario 2.4.6. Sea G un grupo que actiia en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos
asociado sobre Y = X /G. Sea T un drbol generador de Y. Entonces la restriccién del morfismo ¢ : 1v1(G, P) se factoriza
por t1(G, T).

Demostracién. Por la proposicién anterior 2.4.5 tenemos que podemos construirnos una seccién ¢ : ¥ — X de
manera que el levantado ((T) < X lo podemos tomar para que sea un subérbol de X. Al ser un subgrafo tenemos

que (y) = i(y) y equivalentemente que g, = 1y esto nos dice que ¢(:(y)) = 1. Como 711(G, T) = F(G)/{R))
donde R = {y € E(T)} luego tenemos que ¢ define un morfismo ¢ : 711(G, T) — G tal como queriamos ver. W
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2.4.0.1. Morfismo de grafos ¢.

En esta subseccién mantenemos los nombres que elegimos en la anterior seccién: X es un grafo en el cual
acttia un grupo G, Y = X/G es el cociente por esta acciéon y G es un grafo de grupos sobre Y construido tal como
lo hicimos anteriormente. N

Sea X el arbol de Serre del grafo de grupos G. Nuestro objetivo es dar un epimorfismo de grafos ¢ : X — X
que en nuestro contexto de la teoria de Bass—Serre resulta equivalente a decir que X junto con este morfismo es
un revestimiento de X. N

Definimos entonces i : X — X dada por:

P(¢Gp) = ¢(g) - P paratodo ge G,Pe V(Y)
$(8Gy) = ¢(g) - 1(y) paratodo g e G,y € V(Y)
Veamos que la definicién de ¢ no depende del representante y por lo tanto que esté bien definida. Sean dos

representantes del mismo coset, §Gp = hGp, queremos ver que ¢(g) - P = ¢(h) - P. Dado que h~!g € Gp luego
tenemos que ¢(h~!g) = h~!g porque ¢ restringida a Gp es la identidad por el resultado 2.4.2. Esto nos dice que

p(h)e(h™'g) = ¢(g)
p(h)(h™'g) = ¢(3)
= ¢(h)-P=9(g)-P.

por lo tanto ¢ estd bien definida para todo coset de vértices. Similarmente por un razonamiento idéntico podemos
ver que 1 estd bien definida para todo coset de aristas y asi vemos que 1 es una funcién bien definida.

H Lema 2.4.7. La funcion ¢ : X — X resulta ser un morfismo de grafos.

Demostracion. Para ver que es un morfismo de grafos nos basta ver que manda vértices en vértices, aristas
en aristas y respeta comienzo de aristas y la asignacién de las aristas opuestas. Por como lo definimos estd claro
que manda vértices en vértices y aristas en aristas.

~

Veamos que respeta el comienzo de las aristas. Sea una arista gG, € V(X) luego tenemos que:

Finalmente veamos que respeta la asignacion de las aristas opuestas. Dada una arista ¢G, € E()NC) tenemos

que ver que §(gG,) = (¢Gy). Primero usamos que §G, = (gy)Gy por lo tanto tenemos que

¥(8Gy) = P(gyGy) = o(gy) - 1) = ¢()e(y) - 1H) = @(g)(y) - 1(7)

por nuestra definiciéon de ¢ tenemos que ¢(y) = gy, asi obtenemos

¥(8Gy) = ¢(8)gy - 1(T)-

Por otro lado tenemos que como (y) = gy¢(y) entonces

¥(8Gy) = 9(g) v = 9(g) - 1y) = ¢(g)8y - (7))

Probando asi que ¢G, = ( gy)Gy. Con esto terminamos de probar que ¢ es un morfismo de grafos.
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Definicién 2.4.8. Un morfismo de grafos i : X — Y se dice localmente inyectivo si para todo vértice P € V(X)
resulta que la restriccion ¢ : st (P) — E(Y) es inyectiva.

Asf como el revestimiento de un grafo es un epimorfismo de grafos localmente inyectivo vamos a probar que
en el contexto de la teorfa de Bass—Serre el morfismo ¢ también tiene estas propiedades.

H Proposicién 2.4.9. El morfismo  : X — Xes sobreyectivo.

Demostracién. Sea g - P € V(X) vértice arbitrario, queremos ver que existe ¢'Gy € V(X) de manera que

$(8'Go) =g P.

Por el resultado 2.4.3 el morfismo de grupos ¢ resulta ser sobreyectivo. De esta manera tenemos que existe

~

h e m(G,P) tal que ¢(h) = g. Luego alcanza con tomar como vértice a hGp € V(X) de manera que

$(hGp) = @(h)- P =g-P

tal como queriamos ver. Una cuenta idéntica prueba que toda arista g - () € E(X) estd en la imagen de ¢.
[

H Proposicién 2.4.10. El morfismo 1 : X — X es localmente inyectivo.

~ ~

Demostracién. Sea ¢Gp € V(X) vértice y sean aGy, bG,, € E(X) aristas distintas tales que s(aGy) = gGp =
s(bGy./). Queremos probar que lp(ﬁfGy) # §(bG,/). Consideraremos dos casos dependiendo si las aristas corres-
pondientes en el grafo Y son idénticas o no lo son.

1. Supongamos primero que y # y'. En este caso tenemos que §(aGy) = ¢(a) - 1(y) mientras que ¥ (bG,/) =
@(b) - 1(y"). Como son elementos de orbitas distintas no pueden ser el mismo elemento y de esta manera
concluimos que §(aGy) # P(bGy).

2. El otro caso es que y = i’. Veamos que por una cadena de equivalencias que la funcién ¢ coincide en estas
aristas si y solo si son idénticas. Esto nos dice que

P(aGy) = P(bGy) <= ¢(a)-1(y) = @(b) - 1(y)

y esto es equivalente a ¢(a~'b) € Gy. Por el resultado 2.4.3 tenemos que ¢ es la identidad restringida a Gy.
De esta manera tenemos que

@(a)-1(y) = @(b) - 1ly) — a 'be G, > aG, = bG,
y asi terminamos de probar que ¥ es localmente inyectivo.

El siguiente resultado nos va a garantizar que el morfismo 1 : X — X sea un isomorfismo de grafos pidiéndo-
le a X ser un arbol.

Proposiciéon 2.4.11. Sea T un drbol y sea Y un grafo conexo entonces todo morfismo de grafos  : Y — T localmente
inyectivo es inyectivo.

Demostracién. Notemos que el grafo Y es conexo por hipétesis entonces para todo par de vértices existe un
camino que los une. Vamos a probar la siguiente afirmacién equivalente a que ¥ es un monomorfismo. Para todo
todo n € IN y para todo par de vértices distintos P, Q € V(Y) tales que existe una geodésica & que une P con Q y
que cumple que () = n entonces P(P) # p(Q).
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El caso base es que la longitud de la geodésica sea exactamente 1. En este caso nuestra geodésica es el camino
a = (y) donde denotamos s(y) = Py t(y) = Q. Supongamos que ¥(P) = (Q). Al ser i un morfismo de grafos
tenemos que §(y) € E(T) y cumple que:

s(p(y)) = (P) = 9(Q) = t(p(y))

por lo tanto (y) es un bucle y esto contradice que T es un drbol por lo tanto (P) # ¢(Q) tal como queriamos
ver.

El paso inductivo tenemos que existe una geodésica &« = (y1,...,Y») entre Py Q de manera que [(¢) = ny
suponemos que §(P) = ¢(Q). Tenemos que P(a) es un camino en T tal que comienza y termina en un mismo

vértice. Como estamos en un 4rbol no puede haber ciclos, de esta manera tiene que ser que ¥(yx) = P(Vki1)
para cierto 1 < k < n. Como ¢ es un morfismo de grafos cumple que (y) = ¥(¥) para todo y € E(Y) y asi
de esta manera obtenemos que ¥ (yx) = ¥ (yx,1). Consideremos las aristas ¢ (¥,) y ¥(yx1) tales que comienzan
en el mismo vértice, entonces como el morfismo ¢ es localmente inyectivo vale que y;11 = ¥i. Esto es una
contradiccién porque asumimos que « es una geodésica y como tal no puede tener backtracking.

|

El siguiente resultado nos da la estructura de un grupo que acttia sobre un grafo conexo sin inversiones de
aristas. Es el resultado central de la teoria de Bass—Serre.

Teorema 2.4.12 ([Ser02]). Sea G un grupo que actiia en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el

grafo de grupos asociado sobre Y = X /G. Consideremos T un drbol generador de Y y los morfismos ¢ : X — X y
¢ : m1(G, T) — G. Luego las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) el grafo X es un drbol;

(b) el morfismo ¢ : X — Xesun isomorfismo de grafos;

(c) el morfismo ¢ : 11(G, T) — G es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. La implicaciéon a = b la hacemos usando la proposicién 2.4.11 dado que ¥ es localmente
inyectivo por la proposiciéon 2.4.10. Para ver b = a usamos que X es un érbol por lo tanto X al ser isomorfo
también es un arbol.

Probemos b = c. Para eso notemos que al ser ¢ sobreyectivo por la proposicién 2.4.3 nos alcanza con ver que
es inyectivo. Sig e (G, T) y g # 1 tal que ¢(g) = 1 entonces necesariamente g ¢ Gp por el lema 2.4.2 dado que
la restriccién a estos subgrupos es la identidad. Esto nos dice que gGp # Gp. Por como definimos a ¢ tenemos
que

$(gGr) = ¢(g) - P =P = (Gp)
pero esto contradice que ¥ sea un isomorfismo.
Finalmente probemos ¢ = b. Para esto como 1 es sobreyectivo por 2.4.9 nos alcanza con ver que es inyectivo.

~

Sean ¢Gp, hGg € V(X)) tales que ¢(gGp) = ¢(hGg). Por la definicién del morfismo i obtenemos que

¢(g)-P=¢(h)-Q

pero esto nos dirfa que P = Q caso contrario estarian en 6rbitas distintas. Por otro lado obtenemos que ¢(gh—1) -
P = Pyasi¢(gh™') € Gp. Usando que ¢ es un isomorfismo y la proposicién 2.4.3 deducimos que ¢! (pgh™!) =
gh™! € Gp. Por lo tanto gGp = hG y de esta manera probamos que ¥ es inyectiva. u

De este teorema se desprende una caracterizacion importante que es que dado un grupo G si encontramos

un drbol X donde actiie sin inversiones obtenemos que este grupo es el grupo fundamental del grafo de grupos
que armamos sobre el grafo X /G. Como corolario directo obtenemos una caracterizacién para los grupos libres.
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H Corolario 2.4.13. Un grupo G es libre si y solo si G actiia libremente sobre un drbol sin inversiones de aristas.

Demostracién. Si G es libre y generado por un conjunto finito A entonces Cay(G, A) es un arbol y G actaa
libremente sobre su grafo de Cayley y sin invertir aristas.

Si G acttia libremente sobre un drbol sin inversiones entonces usando 2.4.12 obtenemos que G es isomorfo a
m1(G, T). Este grupo es libre por ser el grupo fundamental de un grafo de grupos en el cual los grupos corres-
pondientes a las aristas y a los vértices son triviales dado que la accién de G es libre.

|

H Corolario 2.4.14 (Nielsen—Schreier). Sea G un grupo libre entonces todo subgrupo H de G resulta ser libre.

Demostracién. Veamos que H acttia libremente y sin inversiones de aristas sobre un drbol por lo tanto por el
corolario 2.4.13 tendriamos que H es libre. Como G es libre entonces por este mismo corolario tenemos que G
acttia libremente sobre un drbol sin inversiones de aristas. En particular si restringimos esta accién de G a una
del subgrupo H obtenemos que H acttia sobre este mismo drbol libremente y sin inversiones de aristas.

[ |

Estamos en condiciones de probar el resultado central del capitulo, que es que todo grupo fundamental de un
grafo de grupos finito es un grupo virtualmente libre. Primero debemos ver unos lemas de acciones de grupos
finitos.

Lema 2.4.15. Sea G un grupo finito y X un conjunto finito tal que a, B : G — S(X) son dos acciones libres de G sobre
X. Entonces debe existir ¢ € S(X) tal que para todo g € G valga que

a(g) =9 ' oB(g) o 9.

Demostracién. Denotaremos a la érbita de un elemento x € X por medio de la accién a« : G — S(X) de la
siguiente manera:

g€G

Sean ahora R < X conjunto de representantes para la accién « y S < X para la accién B, entonces tenemos
que

X=[]a(G)(r) = |B(G)(s)

reR seS

donde la unién es disjunta porque son 6rbitas. Como ambas acciones son libres resulta que a(G)(r) y B(G)(s)
tienen cardinal exactamente |G|. Como X es finito si usamos el teorema de 6rbitas y estabilizadores vemos que
IR| = |X]|/|G| = |S| por lo tanto existe una biyeccién ¢ : R — S entre ambos conjuntos. Si ¢(r) = s entonces la
extendemos a todo X de la siguiente manera,

Esta biyeccién cumple todo lo que queriamos.
u

Teorema 2.4.16. Sea G un grafo de grupos finito sobre un grafo conexo Y y T drbol generador de Y. Si existe un
subgrupo normal F de t1(G, T) que cumple que F ~ Gp = 1 para todo P € V(Y) entonces F es un grupo libre.
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Demostracién. Dado T drbol generador de Y tenemos que 711 (G, T) acttia sin inversiones de aristas sobre X el
arbol de Bass—Serre de G. De esta manera como F < 711(G, T) luego tenemos que F acttia sobre X.

Sihe G, parav e V(X) luego v = gGp para cierto P € V(Y) entonces hgGp = gGp —> he gGpg~'.Siasu
vez asumimos que & € G, N F luego como F es normal esto nos dirfa que ¢~'hg € F n Gp por lo que h = 1. Con
esto concluimos que F n G, = 1 para todo v € V(X). Entonces como F actua libremente sobre el arbol X luego
esto nos dice que por el lema 2.4.13 luego F es un grupo libre tal como queriamos ver. u

Teorema 2.4.17. [KPS73] Sea G un grafo de grupos sobre un grafo Y finito y conexo tal que para todo P € V vale que
|Gp| < . Entonces m1(G, P) es un grupo virtualmente libre.

Demostracion. Dado que el grafo Y es finito y para todo P € V los grupos Gp también son finitos entonces
podemos tomarnos X un conjunto finito de manera que

X =[] IGel.

PeV

Para cada P € V podemos construir una accién libre de Gp en X usando el teorema de Cayley. Al ser acciones
libres obtenemos monomorfismos 7 : Gp — S(X) para cada P € V. Para cada arista y € E obtenemos una accién
libre de Gy sobre X restringiendo la accion que conseguimos para G ). Por otro lado Gy es isomorfo como grupo
a Gy y este es un subgrupo de Gy, por lo tanto obtenemos otra accion libre de G, sobre X si identificamos a Gy,
con Gy y después restringimos la accién que conseguimos para Gy(,). Como tenemos dos acciones libres de Gy
sobre un conjunto finito podemos usar el lema 2.4.15 de manera que existe ¢, : S(X) — S(X) tal que hace
conmutar al siguiente diagrama

G

e

Gy Py

N

Gt(

sy) ——— S(X)

y) — S(X)
y estd definida como ¢y (¢) = ¢, Loyo ¢y donde ¢y € S(X) que existe por el lema. Para la arista con orientacién

opuesta tenemos un diagrama casi idéntico y notamos que si definimos ¢5(y) = @y oo @, ! luego ese diagrama
conmuta.
Definimos un morfismo de grupos & : % Gp 3 Fg — S(X) de la siguiente manera,

Pev
h(g) =7(g) sigeGp, T:Gp — S(X) accién libre
h(y) =@, siyeFg

Por como tomamos a ¢y tenemos que h respeta las relaciones de F(G) y asi obtenemos un morfismo h

F(G) — S(X). Si fijamos P € V, como 711 (G, P) es un subgrupo de F(G) podemos restringir  y asi considerar el
subgrupo normal de 711 (G, P)

F={gem(G,P)|h(g) =1}

entonces por como lo consideramos tenemos que F n G = {1} para todo Q € V(Y) porque la restriccién de /1 a
Gg es inyectiva para todo Q € V.
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Por el resultado 2.4.16 tenemos que F es un subgrupo libre de 711 (G, P). Por otro lado tenemos que 711 (G, P) es
un grupo finitamente generado, y queremos ver que F tiene indice finito para probar que 711 (G, P) es virtualmen-

te libre. Para eso notemos que al ser | X| < oo entonces |S(X)| < o0y como S(X) ~ 71(G, P)/F, por la propiedad
universal del cociente, entonces (711 (G, P) : F) < oo tal como queriamos ver.



Capitulo 3

Grupos independientes de contexto.

Este capitulo sigue las ideas de los trabajos [MS83] y [MS85] completando detalles que son omitidos por estos
trabajos.

En la seccién 3.1 probamos varias propiedades importantes de los lenguajes independientes de contexto que
nos sirven para poder conectar la teorfa de lenguajes con la teoria de grupos.

En la seccién 3.2 damos la definicién formal del problema de la palabra de un grupo visto como un lenguaje
y también damos una condicién necesaria para que la clase de este lenguaje no dependa de los generadores
elegidos para el grupo.

En la seccién 3.3 probamos algunos resultados que nos garanticen tener una buena presentaciéon para un
grupo virtualmente libre y probamos el resultado central de este capitulo que es el teorema de Muller-Schupp
3.3.12.

§3.1. Propiedades de los lenguajes independiente de contexto.

La familia de lenguajes independientes de contexto es la siguiente:
IC = {L | L es un lenguaje sobre un alfabeto X y L es independiente de contexto}.
de manera similar podemos definir la familia de lenguajes regulares como
REG = {L | L es un lenguaje sobre un alfabeto £ y L es regular}.

La primera propiedad que vamos a ver de los lenguajes independiente de contexto es la interseccién entre un
lenguaje independiente de contexto y un lenguaje regular es un lenguaje independiente de contexto.

H Proposicién 3.1.1. Sea L € IC y sea R € REG tales que existe L. de manera que L, R < X* entonces L n R € IC.

Demostracién. Sea X~ un alfabeto finito y sean L un lenguaje independiente de contexto tal que L < £* y R
un lenguaje regular tal que R < £*. Queremos ver que el lenguaje L n R es aceptado por un automata de pila no
deterministico y asf resulta ser un lenguaje independiente de contexto.

Si L es aceptado por un automata de pila no deterministico M = (Q,%,Z, 6,90, F,$) y R es aceptado por un
autémata no deterministico M’ = (Q', %, ¢, q(, F’), consideremos el siguiente automdta de pila no deterministico

N = (Q X Qllzlzlé X 5// (qO/qé))/F X F//$)/

tal que la funcién de transicion estd definida de la siguiente manera: para todo gq; € Q, q;- €eQ,aeX ZeTl vale
quesi(q,7)€é(qi,a,Z)parayeT*yq e (S(q;,a) entonces ((g,49"),v) € 6 x 8'((q;, q;),a,Z).

65
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Queremos ver que L(N') = L n R. Probemos primero la siguiente afirmacion.

((90,90), w,%) Fir ((4i,9i).€,2) <= (q0,w,$) iy (qi,€,2) ¥y (90, w) Fip (4],€)

Para ver esto veremos las dos implicaciones a la vez haciendo induccién en la longitud de la palabra w.

En el caso base |w| = 1 de manera que w = a € L. Este caso tenemos la igualdad porque justamente la funcion
de transicion del automata de pila no deterministico N es § x &'.

Para el paso inductivo consideremos que |w| = n de manera que w = ua con |u| = n—1ya € X. Luego
tenemos que ((q0,4)),4,%) i (@ a1).€,2) = (q0,1,) % (40,€,2) ¥ (g, 1) %y (q1,€). Nuevamente
usamos nuestra definicién de la funcién de transicién & x ¢’ para concluir que

((qi,97),€,2) €6 x 8" (g, q1),0,2") <= (qi,0,2") € 6(qx,0,2") y (qj,0) € 5(q;,a).

Con esto terminamos de probar la afirmacion.

Finalmente para ver que L(N') = L n R usamos que por nuestra afirmacién si w € L n R entonces es aceptado
por los dos autématas M y por M’, esto es que (qo,w,$) —* (p,€,z) para p € Fy que (g5, w) —* (p',€)
para p’ € F' y equivalentemente ((qo,q;), w,$) +=* ((p,p’), €,2z). Dado que los estados finales del autémata N
resultan ser F x I/ obtenemos que w € L(N') <= w € L n R. Concluimos asi que el lenguaje L N R resulta ser
independiente de contexto tal como queriamos ver. n

Ahora vamos a estudiar la relacién de la familia de lenguajes independiente de contexto con los morfismos
de monoides. Probaremos que IC es cerrada por imdgenes de morfismos de monoides y por preimagenes de
morfismos de monoides.

H Proposicién 3.1.2. Sea L € IC, X tal que L € X* y h : ¥* — A™ un morfismo de monoides entonces h(L) € IC.

Demostracion. Consideramos L lenguaje independiente de contexto sobre . Esto nos dice que existe una
gramdtica G = (V, %, P,S) independiente de contexto, que tomamos en forma normal de Chomsky, tal que
L(G) = L. Si tenemos un morfismo de monoides 1 : £* — A* consideramos la sustitucion o : 2 vV — A* UV
definida por o(a) = h(a) paratodaa € Xy c(A) = A para toda A € V. Para probar que /(L) es independiente
de contexto vamos a construir una gramaética G’ tal que L(G’) = h(L). Sea la gramatica G’ = (V, A, P/, S') tal que
si A — we Pluego A — o(w) € P'. Es decir la tinica diferencia con la gramatica G es que reemplazamos en cada
produccién P € G a cada letra a € X por h(a) € A*. La gramética sigue siendo independiente de contexto porque
las producciones tienen la forma A — u con A € V,u € (A u V)*. Para finalizar la demostracién nos alcanza con
ver que genera al lenguaje que queremos.

Notemos que por la definicién de la gramatica G’ tenemos que L(G’) < h(L). Queremos ver la otra contencion.
Para esto notemos que vale lo siguiente:

S —>*w = § —-* h(w).

Si tenemos que S —* w para w = a14; . .. ax luego esto dice que existe una sucesion finita de producciones P; =
S —AB,...,P, =C—ajparal <j<kdemaneraqueS - AB — --- —ay...C...ap > ay...a;...ap = w. Si
tomamos la sucesion de producciones para la gramética G’ dada por P} = 8" — A'B/,..., P = C' — h(a;) luego
obtuvimos que S’ —* h(w). Concluimos asi que si w € L luego h(w) € L(G’) lo que implica que h(L) < L(G') y
asi que L(G’) = h(L) tal como queriamos ver. [ ]

H Proposicién 3.1.3. Sea L € IC, ¥ tal que L € £* y h : A* — X* un morfismo de monoides entonces h=1(L) € IC.
Demostracién. Sea L un lenguaje independiente de contexto sobre el alfabeto X tal que es aceptado por un

automadta de pila no deterministico M = (Q,X,Z, 4,90, F,$). Queremos ver que el lenguaje hfl(L) c A* es
independiente de contexto.
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Consideremos el conjunto finito U = {h(a) | a € A} luego Suf(U) los sufijos de estas finitas palabras. Defini-
mos un automata de pila no deterministico de la siguiente forma

M = (QxSuf(Ud),N,Z,6,(q0,€), F x {€},$)

Finalmente nuestra funcién de transicién resulta ser paraa e A,ze€ Z, g€ Q

5((q.€),a,2) = ((q,h(a)),z) (3.1)
y en el caso que u € Suf(U) y u # € vale que si u = yu’ cony € ¥, u’ € Suf(U) luego
5((g.yu'),e,2) = ((pu),2) (3.2)

: /
sid(q,y,2) = (p, 7).
Probemos primero la siguiente afirmacién. Para cada w € A* tenemos la siguiente equivalencia,

((90,€),w,2) Fip ((9,€),0) = (qo,h(w),2) =iy (q,0)-

Probamos esta equivalencia por induccion en la longitud de |w|. Para el caso base tenemos que w = a € A.
En este caso tenemos que ((qo,€),4,z) + ((gq,h(a)),z) usando una vez el caso 3.1 de la funcién de transicién

*
’. Una vez en este estado por como definimos la funcién de transicién tenemos que (qo, h(a),z) + (q,0) <

*
((q0,h(a)),e,z) + ((g,€),0) usando reiteradas veces el caso 3.2 de la funcién de transicion ¢'. El caso general
tenemos una palabra w tal que |w| = n. Sabemos que la afirmacién vale para cualquier palabra de longitud
menor a 7. En particular si w = ua con |u| = n — 1y a € A, tenemos que por la hipétesis inductiva que

(90, 1,2) Higr ((9,€),0) = (q0,h(u),2) iy (4,0)

entonces de nuevo por el mismo razonamiento que hicimos para el caso base tenemos probada la afirmacion.
Para concluir la demostracién notamos que por nuestra afirmacion si w € L(M”) entonces existe g € F tal que
((q0,€),w,2) H}4 (q,€) y esto sucede siy solo si (g0, h(w), z) 7}, (q,0), dicho de otra forma que h(w) € L(M).
Entonces w € L(M) si y solo si h(w) € L. Esto nos dice que el lenguaje aceptado por estado final de M’ resulta
ser L' = {we A* : h(w) e L} = h—1(L). [ ]
La herramienta principal que tenemos para ver que cierto lenguaje L no es independiente de contexto es usar
el siguiente lema.

Lema 3.1.4 (Pumping). Sea L un lenguaje independiente de contexto entonces existe una constante n > 0 tal que para
todas las palabras v € L de longitud al menos n existe una factorizacion y = uvwxy con |[vwx| < ny |vx| > 0 tal que
para todo i € IN vale que uv'wx'y € L.

Demostracién. Ver [HU79, p.281]. |

§3.2. El problema de la palabra.

Sea G un grupo finitamente generado por A entonces si tomamos B = A U A~! el conjunto simétrico de ge-
neradores resulta que G es finitamente generado como monoide por B, en otras palabras, existe un epimorfismo
de monoides 7t : B* — G. El problema de la palabra consiste en dadas w, w’ € B* determinar si 7t(w)=r(w’).
Equivalentemente esto es ver si 7r(w'w~!) = 1. Definimos entonces el siguiente lenguaje.

Definicién 3.2.1. Dado G un grupo finitamente generado como monoide por X con epimorfismo de monoides
7 : ¥ — G entonces el problema de la palabra de G para los generadores X es el siguiente lenguaje

WP(G,X) = {weX* | n(w) =1}.
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Observacion 3.2.2. En esta definicién que damos del problema de la palabra no estamos considerando conjuntos
simétricos de generadores sino que estamos considerando conjuntos de generadores como monoide. Esto es que
¥ no necesariamente cumple que £ = A U A~! para A conjunto finito de generadores de G como grupo.

El lenguaje del problema de la palabra depende de una eleccién de un conjunto finito de generadores, en
principio no queda claro que si tomamos otro conjunto finito de generadores estos lenguajes tengan algo en
comtn, como por ejemplo su clasificaciéon. Queremos saber bajo qué condiciones la familia a la cual pertence
el lenguaje del problema de la palabra podria ser un invariante del grupo y asi la clasificacién del lenguaje del
problema de la palabra no dependa del conjunto de generadores utilizado. Para garantizar esto, nos enfocamos
en las familias de lenguajes que cumplen las siguientes propiedades.

Definicién 3.2.3. Una familia de lenguajes C es un cono si para todo L € C lenguaje sobre algtn alfabeto finito X
resulta que:

C1. Es cerrada por imédgenes de morfismos de monoides de manera que para todo morfismo de monoides
¢ : X* — A* debe ser que ¢(L) € C.

C2. Es cerrada por preimagenes de morfismos de monoides de manera que para todo morfismo de monoides
¢ : A* — £* debe ser que ¢! (L) € C.

C3. Es cerrada por intersecciones con lenguajes regulares de manera que para todo lenguaje regular R sobre el
alfabeto X valeque Ln R e C.

H Lema 3.2.4. La flia de lenguajes IC es un cono.

Demostracién. Es consecuencia inmediata de las proposiciones 3.1.1,3.1.2 y 3.1.3. u

Los conos de lenguajes cumplen la siguiente propiedad de gran importancia para el estudio del problema de
la palabra.

Proposicién 3.2.5. Sea C cono de lenguajes, G un grupo finitamente generado por X como monoide y WP(G, %) el
lenguaje del problema de la palabra. Si WP(G, X) € C luego valen las siguientes afirmaciones:

W1. Sea A conjunto finito de generadores de G como monoide entonces WP (G, A) € C.

W2. Sea H subgrupo de G finitamente generado por Q) entonces WP(H, Q) € C.

Demostracién. Vamos a probar W1. Como A y X son dos conjuntos finitos de generadores de G entonces tenemos
dos epimorfismos de monoides: § : A* — Gy : ¥ — G.Si A = {by,...,b,} entonces definimos A =
{b},..., b} < £* de manera que b/ € 771(5(b;)) para todo 1 < i < n. Definimos una funcién biyectiva f : A — A’
como f(b;) = b} para todo 1 < i < n. Por la propiedad universal de los monoides libres tenemos que existe
f: A* — Z* morfismo tal que hace conmutar al siguiente diagrama:

A* -t y XH
[ /f
A

Por la construccién que hicimos del morfismo f tenemos que el siguiente diagrama también conmuta:
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para probar que 7o f = & nos alcanza con probarlo sobre A. Para esto notemos que si b; € A luego 7t(f(b;)) =
7t(f(b;)) = 7(b}) donde b € 7~1(5(b;)) lo que implica que 7(b}) = 6(b;) tal como querfamos ver.
Notemos que como el diagrama conmuta luego vale que

1

fri) =671(1)

lo que implica que por la definicién del lenguaje del problema de la palabra que
F(WP(G,£)) = WP(G, A).

Como WP(G,X) € C resulta que por la propiedad C2 de los conos de lenguajes que fil(WP (G,X)) € Cporlo
tanto WP(G, A) € C tal como queriamos ver.

Veamos ahora que vale W2. Sea () conjunto de generadores de H. Podemos extender este conjunto a otro
conjunto finito X tal que X genera a G y (2 < X. De esta manera la siguiente igualdad es inmediata

WP(H,Q) = WP(G,X) n Q*

y dado que WP(G, X) € C entonces por la propiedad C3 de los conos vale que WP(H, Q) € C.
|

La moraleja de este resultado es que si C es un cono entonces si G es un grupo finitamente generado tal que
para cierto conjunto de generadores finito X vale que WP(G, Z) € C luego decimos que G es un grupo C.

Definicién 3.2.6. Si G es un grupo finitamente generado como monoide por un conjunto finito X y el lenguaje
WP(G,X) es independiente de contexto entonces diremos que G es un grupo independiente de contexto.

Construyamos algunos ejemplos de grupos independientes de contexto.

H Proposicién 3.2.7. Todo grupo libre F finitamente generado es independiente de contexto.

Demostracién. Sea F grupo libre generado por un conjunto finito A tal que 1 ¢ A.Sea B = A U A~! el conjunto
de generadores simétrico de A y sea 77 : B* — G. Dada w € B* notaremos W a la palabra reducida que representa
el mismo elemento que w en el grupo G.

Probemos que WP(F, B) es un lenguaje independiente de contexto construyendo un autémata de pila M tal
que acepte a este lenguaje. Consideremos el siguiente autémata de pila:

M = ({40}, B, Bu {1},4,90, {0}, 1).

Por como lo definimos tiene un solo estado que es final e inicial. El alfabeto de entrada es el conjunto de
generadores B mientras que el de pila es B U {1} donde 1 es el simbolo inicial de la pila aunque no es la identidad
del grupo libre o del monoide libre que denotaremos indistintamente €. Sean b;, b; € B luego notamos b; - b; su
producto en el grupo libre F. El autémata lo representamos de la siguiente manera:

bi, by | by - bj

start ﬁ
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donde la definicién de la funcién de transicién estd dada por d(qo, b, bj) = (qo,b; - bj) donde b; € By b; € Bu {1}.
Notemos que este autémata es deterministico. Consideramos el lenguaje aceptado por estado final y por 1 en
la pila
L(M,1) ={we B* | (q0,w,1) * (g0,€,1)}.

£
Probamos la siguiente observacion: sea w = uv € B* luego si (qo, uv,1) - (q,v,s) entonces s = uR, es decir la

palabra reducida asociada a u en reversa.
Para probar esto lo hacemos por induccién en la longitud de u. Supongamos que |w| > 1 caso contrario
no hay nada que probar. Sea entonces w = bv con b € By v € B* tal que en este caso u = b. Tenemos que

(q0,bv,1) - (qo,v,b) donde usamos que b~ = b.Parael paso inductivo se sigue de manera idéntica. Supongamos

que vale que: (qo, uv,1) u (q0,0,uR). Sea |v| = 1, caso contrario no hay nada que probar, luego si v = bv’ para
be By e B* entonces (g,bv',uR)—(p,v’,b - uR). Donde b - R es una palabra reducida y en este caso vale que
b-uR = (u-b)R tal como queriamos ver.

A partir de esta observacién obtenemos que si w € L(M) luego (qo, w, 1) u (90,€,1) 1o que nos dice que w = 1

y esto implica que w € WP(F, B). Para la otra contencién usamos que es un automata de pila deterministico por lo
*
tanto cada palabra se puede consumir de una tinica forma y por la observacién tenemos que (g9, w,1) - (qo,€,1)

dado que w = 1.

En particular obtuvimos que los grupos libres tienen un problema de la palabra independiente de contexto
deterministico especial. Mdas en adelante construiremos un autométa de pila deterministico que acepta al pro-
blema de la palabra de un grupo virtualmente libre generalizando esta misma construccién. Veamos ahora un
grupo que no es independiente de contexto.

H Proposicién 3.2.8. El grupo Z x Z no es independiente de contexto.

Demostracién. Tomamos los siguientes generadores como monoide X = {a, b, ¢} con morfismo de monoides
m:X* - Z x Z dado por 1t(a) = (1,0), t(b) = (0,1), t(c) = (—1,—1). Bajo esta presentacién

WP(Zx2Z,%)={yeX*: IneN, |yl =7l = |7l = n}

Probemos que este lenguaje no es independiente de contexto. Para eso usamos el lema del pumping 3.1.4 para
probarlo por contradiccion. Si fuera independiente de contexto deberia existir una constante n > 0 tal que hace
valer las hipétesis del lema. Consideremos la palabra ¢y = a"b"c" € WP(G, X). Si tenemos una factorizacion

uovwxy = a"b"c"

tal que |[vwx| < n, esto implica que no todas las letras aparecen en vwx. Supongamos sin pérdida de generalidad
que la letra que no aparece es c. Por otro lado como |vx| > 0 esto nos dice que al menos una letra aparece en
la subpalabra vx. Si tomamos i = 0 esto implicaria que uwy € WP(G, X) pero esto es una contradiccién porque
|uwyle > [uwyla y [uwyle > [uwylp. u

§3.3. Teorema de Muller-Schupp.

Nuestro objetivo es probar que todo grupo virtualmente libre resulta ser independiente de contexto pero para
esto debemos demostrar algunos resultados sobre grupos virtualmente libres.

Primero vamos a ver que todo grupo virtualmente libre puede tomarse de manera que el subgrupo libre
sea normal. Para eso nuestra estrategia es probar que la interseccién de los conjugados del subgrupo libre tiene
indice finito y también es un grupo libre. Este resultado es una consecuencia del teorema de Nielsen-Schreier
2.4.14 probado en el capitulo anterior.
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Definicién 3.3.1. Sea G un grupo y H un subgrupo entonces el normalizador de H en G es el siguiente subgrupo
Ng(H) = {geG:gHg " = H}.
Denotaremos por S = {gHg ™! : ¢ € G} al conjunto de conjugados del subgrupo H.

El siguiente lema nos va decir que los grupos de indice finito tienen finitos conjugados.

Lema 3.3.2. Si G es un grupo finitamente generado y H es un subgrupo de indice finito entonces Ng (H) tiene indice
finito y mds aiin [G : Ng(H)] = |S|.

Demostracién. Para ver que tiene indice finito notamos que H < Ng(H) por lo tanto tenemos que
[G:Ng(H)] <[G:H] <.

Para probar la otra afirmacién utilizamos el teorema de 6rbita-estabilizador para obtener que |S| = |G/ Ng(H)].
[ |

Lema 3.3.3. Sea G grupoy Ky, ..., Ky, subgrupos tales que K; tiene indice finito para todo 1 < i < n entonces (i, K;
es un subgrupo de indice finito.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en 1 que es la cantidad de subgrupos de indice finito que estamos
intersecando. En el caso base tenemos dos subgrupos H, K de indice finito. Primero notamos que por el segundo
teorema de isomorfismo para grupos tenemos que existe una biyeccién entre los siguientes conjuntos de cosets
KH/H ~ K/K n H (en principio ningtn subgrupo es normal asi que no podemos hablar de grupos sino de
conjuntos). Como |KH/H| < |G/H| < o dado que H tiene indice finito obtenemos asi que |K/K n H| < .
Entonces:

[G:KnH]=[G:K]|[K:Kn H]

y como ambos indices de la derecha son finitos esto implica que K n H es un subgrupo de indice finito tal como
queriamos ver.

Para la demostracién del paso inductivo debemos ver que si tenemos n subgrupos de indice finito Ky, ..., K
entonces (), K; también tiene indice finito. La demostracion se reduce a la del caso base si tomamos H =

ﬂfz_ll K; (que por hipétesis inductiva tiene indice finito) y K = K. [ |

Este lema nos garantiza que tomar subgrupos de indice finito preserva la propiedad de ser finitamente gene-
rado.

‘ Lema 3.3.4. Sea G un grupo finitamente generado y sea H subgrupo de indice finito entonces H es un grupo finitamente
generado .

Demostracién. Sea A = {g1,...,gn} conjunto finito de generadores de G.Sea T = {t1, ..., t;;} conjunto transver-
sal a derecha de H tal que t; = 1.
Dado g; generador de G deben existir h;; € Hy k € {1,...,m} tales que hjjt; = t;g;. También debe existir
h; € H de manera que h;t;y = g; para cierto f;. Veamos que el conjunto finito
BZ{hi]'|1<j<7’l,1<i§m}u{hi|1<i<1’l}
genera a H.
Dado h € H veamos que se puede escribir como una palabra en B. Tenemos que

h=gi.. .8
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donde usamos el conjunto finito de generadores de G.
Por lo visto anteriormente podemos escribir g; = h;, t;, para ciertos h;, € B, t;, € T. Entonces nos queda la
siguiente escritura de h,
h= hiltklgiz o8
entonces usando que hy ;, tr, = tx, &, llegamos a la siguiente escritura de h,

h= hilhk1i2tkz -8,

Repitiendo inductivamente este procedimiento llegamos a que h = h; hy,j, - .. hy, ty,. Necesariamente t;, = 1
porque T es un conjunto de transversales a derecha de H y I € H. Concluimos que B es un conjunto finito de
generadores de H.

|

H Lema 3.3.5. Sea G grupo, sea H subgrupo de G luego el subgrupo K = ﬂgec gHg ™ es un subgrupo normal de G.

Demostracién. K es un subgrupo porque la intersecciéon de subgrupos es un subgrupo. Para ver que K es
normal notemos que dado h € G luego

hKh=! = ﬂ hgHg 'h! = ﬂ ¢'H(g) =K
geG g'eG
|

Finalmente podemos probar que la clase de grupos que son virtualmente libres resulta ser cerrada por sub-
grupos de indice finito y que a su vez los subgrupos libres pueden ser tomados para que sean normales.

Proposicién 3.3.6. Para todo grupo G virtualmente libre valen las siguientes propiedades.

1. Si F es un subgrupo libre de indice finito de G entonces existe F' subgrupo de G de manera que es normal, libre y
tiene indice finito.

2. Si H es un subgrupo de G de indice finito entonces H es virtualmente libre.

Demostracion. Vamos a probar 1. Si G es virtualmente libre y F es un subgrupo libre tenemos que la cantidad
de conjugados de F es finita por el lema 3.3.2 dado que el indice de F en G es finito. Por el lema 3.3.5 tenemos
que el siguiente subgrupo de G es normal

F = ﬂ gFg™L.

geG

Veamos que este subgrupo F’ cumple las propiedades que queremos.

El subgrupo F tiene indice finito y todos sus conjugados también tienen indice finito entonces F’ tiene indice
finito por el lema 3.3.3. Como G es finitamente generado por ser virtualmente libre entonces usando 3.3.4 obte-
nemos que F’ es finitamente generado. Finalmente como F’ es subgrupo de F y F es un grupo libre entonces por
el teorema de Nielsen—Schreier 2.4.14 obtenemos que F’ es libre también.

Probemos 2. Por el lema 3.3.4 obtenemos directamente que H es un grupo finitamente generado. Si F es un
libre de indice finito en G podemos tomar F n H que es libre por ser subgrupo de un libre nuevamente por el
teorema de Nielsen—Schreier 2.4.14. Por el lema 3.3.3 concluimos que [G : F n H] es finito por lo tanto

[G:FnH|=[G:H|H:FnH| <o

y asi concluimos que F n H tiene indice finito en H y por lo tanto H es un grupo virtualmente libre.
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Proposicion 3.3.7. Sea

1—>F—1t3G6 -3 H—1

sucesion exacta corta con F un grupo libre de rango n y H grupo finito de orden m. Sea T = {t1, ..., t;,} una transversal
a derecha de F en G elegido de manera que t; = 1. Sea A un conjunto minimal de generadores para F y sea A U A~ =
{ai,...,ax,} el conjunto simétrico de generadores. Entonces

1. Paratodoa;e AU A~ t; € T existe u; € F tal que tialtfl = uy.
2. Paratodo t;,tj € T existen kjj € {1,...,m} y z;; € F tales que t;t; = Zijty.
Y mas atin si

W=AuT, R= {tialti_l = Uy, l’ii’j = Zi]'tk,-]- V(l,],k,l) 1< i,j,k <m,1<I< 27’1}

Entonces (W | R) es una presentacion como grupo de G.

Demostracién. Probamos 1. Dado que F es un subgrupo normal de G tenemos que para todoa; € Au A~y
para todo t; € T vale que tialti_l € F por lo tanto existe #;; € F de manera que u;; = tialtl-_l.

Ahora probamos 2. Sean t;,t; € T luego tiene que existir f; € T de manera (#;F)(t;F) = fF dado que T es un
transversal a derecha de F en G, por lo tanto existe z;; € F de manera que t;t; = zjjt;.

Probemos ahora que (W | R) ~ G. Sea Fy el grupo libre sobre W luego tenemos un epimorfismo ¢ : Fiy — G
dado que W genera a G. Notemos que mds atin por como elegimos a W que resulta ser un conjunto de genera-
dores como monoide del grupo G.

Por otro lado por como elegimos a las relaciones R tenemos que G las satisface. De esta manera por el teorema
universal del cociente existe un epimorfismo de grupos ¢ tal que hace conmutar al siguiente diagrama

Fy ——— G

Vimos que @ es un epimorfismo entonces veamos ahora que es un monomorfismo, esto es que dado ¢’ € (W |
R) vale que ¢(g') =1 <= ¢’ = 1. Para probar esto vamos a definir una forma normal para los elementos del
grupo (W | R). Més especificamente, dada w € (W u W~1)* vamos a ver que w queda representada Ginicamente
por un palabra de la pinta st dondes € A U A~ ! esreduciday t € T.

Seaw e (WU W™1)* luego siw € (A U A!)* entonces no hay nada para hacer porque en ese caso nuestra
escritura es w = w - 1 donde tomamos 1 € T. En otro caso w = ut;v donde u € (A U A~1)*, t; es la primer letra
de T que aparece en wy v € (W u W~1)*. Notemos que si v = € entonces ya tenemos nuestra escritura w = ut;.
Supongamos entonces que la longitud de v es al menos 1. En este caso separamos en dos casos posibles.

» Siv=av congye AuA"lyv e (WuW™1)* entonces consideramos la palabra w’ = uu;t;v" de manera
que w' representa al mismo elemento del grupo que w.

» Siv=tv' contjeTyv' e (Wu W~1)* entonces consideramos la palabra w’ = uzjjtv’ de manera que w’
representa al mismo elemento del grupo que w.

En ambos casos notemos que la palabra w’ es tal que la longitud del sufijo que le sigue posterior a la primera apa-
ricién de una letra de T se reduce en tamarfio. Esto es que siw = ut;jvy w' = u’tjv' conu,u’ € (Au A% t;, ti e
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T,v,v" € (WU W~1)* luego |v| > |v|. Entonces como la longitud de w es finita este procedimiento eventualmen-
te termina y en tal caso obtenemos una palabra st tal que representa el mismo elemento en el grupo que w y que
cumple quese (AuA H*yteT.

Finalmente notemos que podemos reducir la palabra s € (A U A~!)* para que nos quede una palabra reduci-
da en los generadores del grupo libre F. De esta manera todo elemento ¢’ € (W | R) puede ser representado por
stconse (AuA~1)* reducidayteT.

Para probar que @ es inyectiva notemos que si ¢’ € (W | R) luego es representada tnicamente por una palabra
del tipo st y tenemos que ¢(st) = st por lo tanto si p(g’) = 1 entonces ¢’ = 1-1 lo que nos dice que g’ = 1 tal

como queriamos ver.
|

Observacion 3.3.8. A partir de la proposicién 3.3.7 podemos concluir que G estd presentado como un monoide
por(AUATTUT|R).

Sea G grupo virtualmente libre y consideremos una presentacién (W | R) como la que construimos en 3.3.7
respetando la misma notacién que introdujimos en esta proposicion.

Por nuestra definicién del conjunto de relaciones R tenemos que R = { tialtfl = u, titj = zjjty V(i j k1) :
1<1i,j,k <m,1 <1< n}. Seaentonces el conjunto finito

U={ug:1<i<m, 1I<I<nfu{zj:1<ijk<m]
donde tomamos la escritura de todas las palabras en If para que sean reducidas. Sea k = max{|u| | u € U}.

Definicién 3.3.9. El k-automdta de pila deterministico de Muller-Schupp esta definido por
M= (T,W,Au A1 U{1},6,1,{1},1).

Donde el alfabeto de la pila es A U A~! U 1 que es el conjunto simétrico de generadores del subgrupo libre F
y agregamos a 1 como simbolo inicial para la pila. Nuestro estado inicial que también es el final corresponde a
leT.

Ahora podemos definir la funcion de transicion. Sea w; € W algtin generador del grupo, s € (A u Ahy*

luego tenemos que
(ti, uf; -s) siw; = a;
(tozff-s)  siw=tiytitj =t

5(7,0], t,8) = {
donde uf} 5y zf]{. -5 denota el producto en el grupo libre F. Por como definimos a M es necesariamente de-
terministico.

Intuitivamente el autémata de Muller-Schupp implementa el procedimiento que empleamos en la proposi-

ci6én 3.3.7 para transformar una palabra w € W* en w = st cons € (A u A~!)* reduciday t e T.

Lema 3.3.10. Sean M el k-automdta de pila deterministico de Muller-Schupp y w € W* Si

ES
(w,1,1) = (@', t),5)
entonces w = thjw/ vistos como elementos de G.

Demostracion. Probamos ambas implicaciones a la vez usando induccién en la cantidad !/ de pasos de la
relacién - que utilizamos.
El caso base es que | = 1. Esto quiere decir que (w, 1,1) I~ (@', t;,s) entonces separamos en dos subcasos. En

el primer subcaso w = a;w’, ;€ Au A~ L.

(aiw',1,1) - (w',1,4;)
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donde usamos que uy; = 4; y vale que 4; - 1 - w’ = w asi como queriamos ver. El otro subcaso corresponde a que
w = t]-w’, t]' eT.
(tiw',1,1) - (v,1,1)
donde usamos que z1;; = 1y vale que 1-t; - w’ = t; - w’ tal como queriamos ver.
Para el paso inductivo sea w = uw;w’ donde u € Pre(w), |u| = | — 1y w; € W. Por hipétesis inductiva sabemos

1-1
que (w,1,1) = (w;w',t;,s) de manera que w = thjwiw’ . Nuevamente separamos en dos casos.

En el primer caso w; = a; € A u A~! entonces (w;w’, ti,s) = (w',tj,s - u;j). En particular notemos que dado

que tja; = u;t; por como definimos a u;; € U entonces necesariamente w = thjuijw’ . En el segundo caso
w; = t; € T entonces (w;w',t;,s) = (', t,s - z;;). En particular notemos que dado que tjt; = z;jt; por como
definimos a z;; € U entonces necesariamente w = thkzijw’ . |

Observacion 3.3.11. Dado que todas las palabras u € U las tomamos reducidas y que la funcién de transicién
de M realiza el producto en el grupo de la palabra que aparece en la pila con alguna palabra de ¢/ entonces
podemos ver que en todo configuracion alcanzable (tj,w,s) contj € T,w € W¥,s € (AU A™')* vale que s esta
reducida.

Ya estamos en condiciones de probar el resultado central de este capitulo.

H Teorema 3.3.12. [MS83] Todo grupo G virtualmente libre es independiente de contexto.

Demostracién. Consideramos una presentacion (W | R) tal como la de la proposicién 3.3.7. Para probar que
G es independiente de contexto vamos a probar que el automaéta de pila deterministico de Muller-Schupp M
cumple que L(M) = WP(G, W). Consideremos ahora el lenguaje aceptado por estado final y por palabra en la
pila 1:
LM,1) ={weW* | (w,1,1) -* (¢,1,1)}.

Debemos ver que el autémata acepta justamente al lenguaje que queremos. Esto es que L(M) = WP(G, W)

Siw e L(M,1) entonces (w,1,1) u (e,1,1) y por lo tanto por el lema 3.3.10 obtenemos que w = 1y asi que
w e WP(G, W).

Siw € WP(G, W) entonces w = 1 en G por lo que nuevamente usando el lema 3.3.10 obtenemos que (w, 1,1) u
(,1,s) tal que w = sR - 1 y por la observacién 3.3.11 concluimos que s = 1y asi w € L(M, 1).
Con esto probamos que los grupos virtualmente libres son independiente de contexto usando la equivalencia
1.1.39.
u
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Capitulo 4

Grafos de Cayley.

Las principales referencias de este capitulo son los trabajos de Diekert y Weiss [DW17], Kuske y Lohrey [KL05]
y el libro de texto de Diestel [Die05].

En la primer seccién 4.1 introducimos las descomposiciones en drboles para grafos no dirigidos y la definicién
del treewidth finito. El ejemplo 4.1.17 de la descomposicién en un arbol para el grafo de Cayley de un grupo
finitamente generado va a ser crucial en la demostracién del teorema principal de este capitulo.

En la segundo seccién 4.2 introducimos brevemente ideas elementales detras de las cuasi-isometrias (en nues-
tro caso restringidas al contexto de grafos). La idea es poder usar estas herramientas para probar que la definicién
de treewidth no depende de los generadores.

Finalmente en la seccién 4.3 probamos uno de los resultados centrales del trabajo que establece que todo
grupo independiente de contexto tiene treewidth finito.

§4.1. Treewidth.

Dado que el grafo de Cayley de todo grupo libre se puede tomar para que sea un arbol (ver 1.3.13) es razo-
nable pensar que todo grupo virtualmente libre es tal que su grafo de Cayley se parece a un arbol. Vamos a dar
una primera definicién que nos permite formalizar esta idea de que un grafo se parezca a un arbol.

Definicién 4.1.1. Una descomposicion en un drbol de un grafo I' es un par (T, f) donde T es un drbol y f un mapa
f:v(T) - P(V(I))
Que cumple las siguientes condiciones:
T1. Para todo vértice v € V(T') debe existir t € V(T) tal que v € f(t).
T2. Para toda arista {v, w} € E(T) debe existir t € V(T) tal que v, w € f(t).
T3. Sive V(I') estalque v € f(t) N f(s) luego v € f(r) para todo r € V(T) en la geodésica que va desde s a t.
Dado t € V(T) llamaremos a f(t) € P(V(T')) un bolsén.

Notemos que la tercer condiciéon T3 se puede reescribir de la siguiente manera: dado v € V(T') entonces el
conjunto de vértices T, = {t € V(T) : v € f(t)} induce un subgrafo conexo de T. De esta manera tenemos la

siguiente definicién equivalente.

77
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Proposicion 4.1.2. Sea I un grafo no dirigido y T un drbol. Sea f : V(T) — P(V(T)) entonces (T, f) es una
descomposicion en un drbol si y solamente si:

T’1. Para todo v € V(T') el subgrafo inducido por T, = {t € V(T) : v € f(t)} es un subgrafo conexo y no vacio de T.
T72. Si{v,w} € E(T) es una arista entonces T, N Ty, # .

Demostracion. Si (7T, f) es una descomposicion en un drbol luego por las propiedades T1y T3 podemos ver que
esto implica que cumple la propiedad T’1. Similarmente por la propiedad T2 vemos que se cumple T’2.

Si (T, f) cumple las condiciones T’1 y T’2 luego andlogamente al caso anterior vemos que T’1 implica que se
cumple T1y T3. Por otro lado T’2 implica T2.

Si queremos que una descomposiciéon en un arbol de un grafo modele la idea que el grafo se parece a un
arbol entonces vamos a requerir que los bolsones no tengan muchos vértices. Esto nos conduce a la siguiente
definicién.

Definicién 4.1.3. Dado I' un grafo no dirigido y (T, f) una descomposicién en un arbol de I' la anchura de esta
descomposicion es el siguiente valor:

bs(T, T, f) = tS‘L/l(pT) If(t)]—1€ N u {+owo}.

Un grafo I tiene treewidth finito si existe una descomposicién en un arbol de anchura finito.
Ejemplo 4.1.4. Sea I el grafo definido por los vértices
V = {01,02,03,04, 05, U6}

y por las aristas
E = {{v1, 02}, {v1,v3}, {v2, vs}, {v2, U5}, {v3, va}, {v5, Va}, {vs, v6}}-
Entonces una descomposicién en un drbol para I' estd dada por T édrbol con vértices V(T) = {t1, f», t3} y con aris-

tas E(T) = {{t1,t2}, {f2,t3}} y un mapa definido por f(t1) = {v1,v2,v3}, f(t2) = {v2, V3,74, 05} y f(t3) = {v4, Vs }.
Representamos graficamente esta descomposicién pintando los vértices del grafo I' con el color correspondiente
al bolsén del vértice del arbol T que pertenece.

Grafo T GrafoT

Por como lo construimos tenemos que bs(I', T, f) = 3.
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H Lema 4.1.5. SiT es un grafo finito entonces I' tiene treewidth finito.

Demostracion. Sea T un drbol con un tnico elemento definido de la siguiente manera V(T) = {t} y E(T) = &.
Luego definimos f : V(T) — P(V(I')) por f(t) = V(I'). Notemos que (T, f) es una descomposicién en un arbol
para I con anchura |V(T)| — 1. |

Definicién 4.1.6. Dado T un grafo no dirigido llamaremos a I” la subdivisién baricéntrica de T al grafo no dirigido
dado por V(I") = V(T') E(T) y EI”) = {{v,{v,w}} | si{v,w}e E(T)}.

Observacion 4.1.7. Si T es un arbol entonces T’ 1a subdivisién baricéntrica de T también es un arbol.

H Proposicién 4.1.8. Todo drbol T tiene treewidth igual a 1.

Demostracién. Consideremos el siguiente par (T/, f) donde T’ es la subdivision baricéntrica de T y por lo
tanto es un drbol por 4.1.7 y donde f esta definida como

) {9} sit=ve V(T)
fit) = {{v,w} sit ={v,w} e E(T).

Por como definimos a f vale que |f(t)| < 2 para todo t € V(T). De esta manera si vemos que (T’, f) se trata
de una descomposicion en un 4rbol para T tendremos probado que bs(T, T’, f) = 1 tal como queriamos ver.

T1. Sea t € V(T) luego consideremos f(t) = {t} dado que t € V(T’) por construccién de la subdivision
baricéntrica.

T2. Dada una arista {t,s} € E(T) consideramos f({t,s}) = {t,s} de manera que tanto t como s estdn en un
mismo bolsén.

T3. Sea t € V(T), queremos ver que {t' € V(T') : t € f(t')} resulta ser un subarbol de T’. Para empezar
tenemos que t € f(#) si y solo si sucede alguno de dos casos: # = t o bien ocurre que t' = {t,s} para
cierta arista {t,s} € E(T). Estos vértices de T’ estan conectados y en particular son un subgrafo dado que
{t,{t,s}} € E(T") parat e V(T)y {t,s} € E(T).

Observacion 4.1.9. SiT es un grafo conexo tal que tiene al menos dos vértices y treewidth exactamente 1 entonces
I' es un arbol. Ver [Die05][pp.334-335]

Probaremos algunas proposiciones ttiles de las descomposiciones en arboles de grafos. Esta primer proposi-
cién generaliza la propiedad T3 de una descomposicién.

Proposicién 4.1.10. Sea I grafo no dirigido. Sea (T, f) una descomposicién en un drbol de T. Sean tq,tp,t3 € V(T)
tales que [tq, tp] pasa por t3. Sean v,w € V(T') de manera que v € f(t1) y tal que w € f(t). Siy = vy... vy, es algiin
camino en I conectdndolos de manera que vy = v y v, = w entonces debe existir algiin 0 < i < n de manera que

v; € f(t3).

Demostracién. Vamos a demostrarlo haciendo induccién en la longitud |vy|.

El caso base es que |y| = 0 por lo tanto v = w. En este caso por ser (T, f) una descomposicién en un érbol
tenemos que usando T3 vale que {t € V(T) | v € f(t)} es un subdarbol, por lo que v € f(t3).

Si |y| = 1luego v = vyvy. Por la propiedad T2 tenemos que necesariamente debe existir ' € V(T) tal que
v9,v1 € f(t'). Esto nos dice que ' € Ty, y t' € Ty,;. Como Ty, Ty, son subérboles de T entonces [t1,t'] € Ty, y
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[',t5] € Ty, por la propiedad T3. Para finalizar notemos que necesariamente t3 € [t1,t'] o bien t3 € [/, t5]. En el
primer caso obtenemos que f3 € Ty, por lo tanto vy € f(f3) y en el otro caso t3 € Ty, por lo tanto v; € f(f3).

Para el paso inductivo supongamos que vale para caminos de longitud n. Sea t' € V(T) de manera que
vo,v1 € f(¥') que existe por la propiedad T2. El vértice t; estd en alguna de las dos geodésicas: [t1,t'] o bien en
[t/r tZ] :

Sit3 estd en la geodesica [t1, t'] luego vg € f(#') N f(t1) entonces por la propiedad T3 obtenemos que vy € f(t3).

Si t3 estd em la geodésica [tp, t'] luego el camino de longitud n dado por (vy,vy,...v,) es tal que v1 € f(') y
vn € f(t) por lo tanto por la hipétesis inductiva obtenemos que existe 1 < i < n tal que v; € f(t3).

n

Proposiciéon 4.1.11. Sea I' un grafo no dirigido localmente finito con treewidth finito entonces podemos tomar una
descomposicion en un drbol (T, f) de T de manera que para todo v € V(T') valga que:

|Ty| ={te V(T): ve f(t)}]| < oo

Demostracion. Sea (T, f) una descomposicién en un arbol de I' de anchura finito. Por la propiedad T2 tenemos
que para cada arista {u, v} € E(T) existe al menos un vértice t, ., € V(T) de manera que u,v € f'(ty, ).
Sea v € V(I') un vértice de I'. Consideremos el siguiente conjunto de vértices de T

Sy = {t{ulv} e V(T) | {u,v} E(v)}.

Observemos que |Sy| < o porque I es un grafo localmente finito por hipétesis.
Sea T’ el subarbol finito de T generado a partir de los elementos de S,. Definimos una descomposicién en un
arbol (T, f,) con f, definida de la siguiente manera

(1) si te V(T)
folt) = / ; /
fi(O\fo} st tg V(T')
Chequeamos que sea trata de una descomposicién en un arbol. Las primeras dos propiedadades T1y T2
se siguen cumpliendo. La propiedad T3 requiere que para todo w € V(I') ver que Ty es un subdrbol de T.
Separamos en dos casos.

» Siw # v. En este caso Ty, es un subérbol porque (T, f') es una descomposicién en un arbol de T'.

» Siw = v. Eneste caso T, = T’ y éste es un subérbol de T por construccion.

Con esto probamos que (T, f,) es una descomposicion en un arbol y como |f,(#)| < |f/(t)| para todo t € V(T)
luego obtenemos que la anchura de (T, f,) también es finito.
Hacemos este procedimiento para cada vértice v € V(I') de manera iterativa para obtener la descomposicién

en un arbol que buscabamos.
|

Definicién 4.1.12. Sea I' un grafo no dirigido y C < V(I') un conjunto de vértices entonces la vecindad de C es
una funciéon N : P(V(T')) — P(V(I')) definida por medio de:

N(C)=Cu{veV()|dweC, {v,w}e E(T')}.
Observemos que dado I > 1 entonces queda definida la I-ésima vecindad por medio de N*(C) = N(N!~1(C)).

Si al grafo no dirigido I' lo interpretamos como un espacio métrico entonces podemos escribir esta definicion
de la siguiente manera un poco mas concisa

N(C)={veV(): JweC, d(v,w) <1}.

Veamos ahora que dada una descomposicién en un arbol si tomamos los vecinos de los bolsones podemos ar-
marnos otra descomposicién en un arbol.
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Proposicién 4.1.13. Sea T un grafo no dirigido y sea (T, f) una descomposicion en un drbol para T. Dado | € IN
consideramos (T, g) tal que g(t) = N'(f(t)). Entonces (T, g) resulta ser una descomposicién en un drbol para T.

Demostracion. Probemos este resultado haciendo induccién en I. Notemos que, por induccién, alcanza con pro-
barlo para ! = 1. En este caso, las dos primeras condiciones de la descomposicién en un drbol T1 y T2 se siguen
cumpliendo porque no hicimos més que agrandar los bolsones. Esto es que f(t) < g(t).

Debemos ver que (T, g) cumple T3. Queremos ver que si fijamos v € V(T') el conjunto

To(g) = {te V(T) | ve g(t)}

forma un subérbol de T. Para ver esto nos basta con ver que T,(g) es conexo.
Primero notamos que, recordando que N(v) = {v} U E(v), tenemos la siguiente igualdad de conjuntos:

To(g) = U Tw(f)-

weN({v})
Probamos las dos contenciones.

» C.Site V(T)estal que v € g(t) luego tenemos dos casos. Si v € f(t) entonces v € Ty (f) y por otro lado si
ve N(f(+)\f(t) luego existe w € N({v}) tal que w € f(t).

» O.Site V(T) tal que w € f(t) conw € N({v}) luego necesariamente v € N(f(t)) lo que termina de probar
la afirmacién.

Ahora vamos a probar que (Jyen((o}) Tw(f) s conexo. Para esto notemos que si consideramos Ty, (f) con

)
w € N({v}) luego este es conexo dado que (T, f) es una descomposicién en un arbol. Sean entonces Ty, (f) y
To(f) luego notemos que por T2 existe ' € V(T) tal que t € Ty (f) N To(f) lo que implica que Uwen({o}) Tw(f)

es conexo tal como querfamos ver.
|

Corolario 4.1.14. Sea T’ un grafo no dirigido con grado acotado uniformemente y con treewidth finito. Sea (T, f) es una
descomposicion en un drbol para T tal que tiene anchura finita. Dado | € IN consideramos (T, g) descomposicion en un
drbol tal que g(t) = N*(f(t)) entonces (T, g) tiene anchura finita.

Demostracién. Para ver esto basta notar que si existe k € IN de manera que |f(t)| < k paratodo t € V(T) entonces
como I tiene grado acotado uniformemente por n € IN luego para todo t € V(T) vale que

INL(F(1)] < kn! < 0.
|

Definicién 4.1.15. Dado un grafo no dirigido I' y un conjunto de vértices C < V(I') definimos el borde de vértices

de C como
BC = N(C) n N(C°).

El borde de aristas de C < V(I') se define como
6C={{v,w} e E(T) |ve C,we C}.

Observacién 4.1.16. Sea I grafo no dirigido tal que C < V(') luego si C = | J;c; C; donde N(C;) n C; = J para
todos i, j € I tales que i # j entonces BC = | J;c; B(C;).

Construyamos una descomposiciéon en un arbol que podemos hacer en general para todos los grafos de
Cayley de grupos finitamente generados. Primero probamos un lema auxiliar.
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Definici6én 4.1.17. Sea G un grupo finitamente generado por A y I' = Cay(G, A) el respectivo grafo de Cayley
de G.
Definimos para cada I > 0 el siguiente conjunto:

V; = {C : C es componente conexa de I\N'({1})}

Los vértices del arbol T van a estar dados por los siguientes conjuntos:

V(T) = {{1}} v [J {BC: Ce Vi)

1 GNO

estamos tomando todos los posibles bordes de vértices de todas las componentes conexas de todos los V; con
IeN.

Antes de definir las aristas notemos lo siguiente. S5i C € V; 1 entonces tiene que existir D componente conexa
de V; de manera tal que C < D. Esto se debe a que Vi1 = V; y a su vez como C es conexo si interseca a una
componente conexa necesariamente tiene que estar incluido en esta componente. Las aristas van a estar dadas
por lo siguiente:

E(T)={{BC,BD}:CeV, A De V11 n D<= C}u{{{1},BC}:Ce Vp}

Sea p : V(T) — Ny definida por

(= [1+1 sit=pC Cev
0 sit={1}
Probamos que p cumple las tres propiedades del lema 1.3.4.
1. El tnico t € V(T) que cumple que p(t) = 0est = {1}.
2. Si{t,s} € E(T) luego t = BC tal que C € V] por lo que p(BC) = . Por otrolados = D paraD € V;_; 0 V41
yasip(BD) =1—10p(BD) =1+ 1y vemos que |p(BC) — p(BD)| = 1 tal como queriamos.

3. Seate V(T)\{¥} luego t = BC para C una componente conexa de V; para cierto ! > 0. Entonces necesaria-
mente por ser conexo debe existir una tnica D € V;_; tal que C < D.

Sea entonces f : V(T) — P(V(T')) la funcién definida por

_ |pC sit=pC
f(ﬁc)_{{u sit=1

donde en el lado izquierdo lo miramos como un vértice del arbol T y en el lado derecho como un conjunto de
vértices de I'. Afirmamos que (T, f) es una descomposicién en un arbol para el grafo de Cayley T Para verlo
debemos ver que cumple las tres condiciones 4.1.1 de la definicién.

T1. Sea g € V(T') luegosid(1,g) = I tenemos que g € BC para cierta C € V}_.
T2. Sea una arista {g, h} € E(I'). Separamos en dos casos dependiendo si d(g,1) = d(h,1) o si no sucede esto.
Supongamos que ambas estdn a la misma distancia del vértice 1. En tal caso sea [ tal que
d(g,1)=1=d(h1)
luego tiene que existir C € V;_; tal que g,h € BC dado que ambos vértices estan conectados.

El otro caso es que las distancias al vértice 1 son distintas aunque necesariamente estdn restringidas a que
sean del tipo
dg1)=1<14+1=d(h1)

y en este caso resulta que g, h € BC si C es la componente conexa que contiene a i en V.
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T3. Queremos ver que si fijamos ¢ € V(I') entonces el subgrafo T = {t € V(T) | g € f(t)} es un subarbol de T.
Sid(g,1) =Iluego g € BV;_1 y g € BV) y para cualquier otro valor j no vale que g € BV;.
Por la observacién 4.1.16 tenemos que:
BV = | B(Cy.
Cie V[
Entonces existe una tinica componente conexa D € V;_; de manera que g € SD. Por otro lado como el grafo

de Cayley de un grupo finitamente generado es localmente finito entonces existen finitas componentes
conexas Cy,...,Cy de V; de manera que g € Cy,...,g € BCy.

Notemos que T, es conexo porque para todo BC; vale que {BD, BC;} € E(T) por lo que Ty resulta ser un
subdrbol de T tal como queriamos ver.

Ejemplo 4.1.18. Sea G = Z/2Z * Z./3Z tal que tiene la siguiente presentacion G ~ (a,b | a?,b%). Tomamos el
conjunto simétrico de generadores {a,b,b~'} tal que al grafo Cay(G, {a, b, b?}) lo representamos de la siguiente
manera:

Consideremos entonces cémo es la descomposiciéon en un drbol construida en 4.1.17 para este grafo de Cayley.
El 4rbol T lo representamos de la siguiente manera:

{ba, bab, bab? } {aba, abab, abab? }

{ab?,ab2a}

{b2a,b2ab, b2ab? } {ab2a, ab?ab, ab%ab?}
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Cada vértice t € V(T) es el bolsén correspondiente para la descomposicién en un arbol de Cay(G, {a, b, b*}).

§4.2. Cuasi-isometrias.

Vamos a usar resultados de cuasi-isometrias para probar que la propiedad de tener treewidth finito no de-
penda de los generadores elegidos. Esta subseccién sigue los textos de [BH13] y de [L6h17].

Definicion 4.2.1. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Una cuasi-isometria es una funcién ¢ : X — Y tal que:

Q1. Existe constante A > 0 tal que para todo par de puntos x1, xo € X hace valer la siguientes desigualdades
1
de(xl,)Q) —A< dy((l)(xl),(/)(XQ)) < Adx(x1,x)+A

Q2. Existe una constante C > 0 tal que para todo punto y € Y debe existir x € X de manera que
d(y, ¢(x)) < C

Intuitivamente una cuasi-isometria entre espacios métricos nos dice que estos resultan ser similares vistos
“desde lejosz las diferencias que tienen localmente estdn uniformemente acotadas.

Proposicion 4.2.2. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos. Una funcion ¢ : X — Y es una cuasi-isometria si y solo st
existe 1 Y — X cuasi-isometria y constantes positivas C, D € R tales que:

w d(po¢(x),x) < C paratodo x € X.
= d(poy(y),y) <DparatodoyeY.

Demostracién. Ver [BH13][p.138]. |

Proposicién 4.2.3. Sean (X,dx),(Y,dy),(Z,dz) espacios métricos y sean ¢ : X — Y y ¢ : Y — Z cuasi-isometrias,
entonces P o ¢ : X — Z es una cuasi-isometria.

Demostracion. Ver [BH13][p.138]. [ |

La relacién de cuasi-isometria es reflexiva. La proposicién 4.2.2 nos dice que la relacién de cuasi-isometria
entre espacios métricos es simétrica. Por la proposicion 4.2.3 tenemos que esta relacién es transitiva también.
Esto nos dice que la relacién de cuasi-isometria es una relaciéon de equivalencia entre los espacios métricos.

Definicion 4.2.4. Dados (X, dx) y (Y,dy) espacios métricos diremos que son espacios métricos cuasi-isométricos
si existe ¢ : X — Y cuasi-isometria.

En nuestro caso en particular los espacios métricos que nos van a interesar son los grafos no dirigidos. Méds
alin nos vamos a interesar en los grafos de Cayley de grupos finitamente generados. El siguiente resultado que
enunciamos sin demostracién nos garantiza que todos los grafos de Cayley para un grupo finitamente generado
son cuasi-isométricos entre si.

Propos1c1on 4.2.5. Sea G grupo finitamente generado y sean A y B conjuntos finitos de generadores de G. Entonces
(Cay(G,A),da) y (Cay(G, B),dp) son cuasi-isométricos entre si.
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Demostracién. Ver [BH13, p.143]. [ |

Este resultado deja de ser cierto en el contexto que tomamos un conjunto de generadores que no es finito.

Si el grafo de Cayley de un grupo para cierto conjunto de generadores tiene una propiedad P y queremos ver
que esta propiedad P es intrinseca al grupo, es decir que no depende del conjunto de generadores que tomemos,
nos alcanza con probar que esta propiedad P se preserva por cuasi-isometrias. En nuestro caso en particular la
propiedad P que nos va a interesar es la de tener treewidth finito.

Proposicion 4.2.6. Sean (T'y,dy), (T2, dy) grafos no dirigidos de grado uniformemente acotado cuasi-isométricos entre
sty I'y grafo con treewidth finito. Entonces I'y tiene treewidth finito.

Demostracién. Sea ¢ : I'1 — I'; cuasi-isometria y sea k € IN el treewidth de I';. Al ser ¢ una cuasi-isometria
tenemos que existe A > 0 tal que para todo par v, v’ € V(I'1) vale que

%dl(v, o) — A < da((0), 9(¢/)) < Ady(0,0) + A.

Probemos que I'; tiene treewidth finito también.
Consideremos [ tal que d(¢(v), ¢(w)) < I para vértices v, w € V(I';) que estén conectados por una arista. Esto
lo podemos tomar porque al ser una cuasi-isometria

do(¢(v),¢(v')) < Ady(v,7') + A <2A

entonces basta con tomar | > 2A.

Sea (T, f) descomposicién en un arbol para T, tal que tiene treewidth finito. Por 4.1.13 si tomamos N(f(t))
los vecinos del bolsén f(t) que estan a distancia no mayor a ! seguimos teniendo una descomposicién en un
arbol para I'y. Consideraremos los bolsones g(t) = ¢~ (N'(f(t))) de vértices en T';. Probemos que (T, g) es una
descomposicién en un arbol para I'y.

Debemos ver que cumplen las tres propiedades.

T1. La primera se cumple puesto que los bolsones f(t) cubren V(T;). De esta manera | J,.r N'(f(t)) = V(T3)
y por lo tanto tomando preimagen tenemos que

U o'W ()= U sh=¢""(V(I2)) = V()

teV(T) teV(T)
donde usamos que la preimagen de la unién es la unién de las preimédgenes.

T2. La segunda condicién usamos que si hay una arista {x, y} € E(T2) luego debe ser que d(¢(x), p(y)) < I por
como tomamos a I. De esta manera como ¢(x) € f(t) para algun t € V(T), notemos que ¢(y) € N'(f(t))
también. Tomando preimagen tenemos que x,y € ¢~ (N'(f(t))) y esto es que justamente x,y € g(t) para
un mismo t € V(T) tal como queriamos ver.

T3. Para la tercera condicién si x € g(t) n g(s) queremos ver que x € g(r) para todo r € V(T) que aparezca
en la geodésica de s a . Como la preimagen de una interseccién es lo mismo que la intersecciéon de las
preimagenes entonces

xe ¢ HNY(F(1) g IN'(f(5)) = ¢~ (N'(£(1) 0 N'(f(s))

de esta manera debe existir v € V(T) tal que v € N'(f(s)) n N*(f(t)). Ahora usamos que esta es una
descomposicién sobre T, para notar que v € N'(f(r)). Tomando preimagen tenemos que x € g(r) tal como
queriamos ver.
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Finalmente debemos ver que el tamafio de los bolsones estd acotado uniformemente para probar que I'y
tiene treewidth finito. Dado que I'; tiene treewidth finito entonces existe M € IN de manera que |f(t)| < M
uniformemente para todo t € V(T). Como el grado de los grafos estd acotado uniformemente tenemos que por
el resultado 4.1.14 que esta descomposicién tiene la anchura finito por lo que

IN e N,vte V(T). [N (f(t))| < N.

Finalmente notemos que al ser ¢ una cuasi-isometria tenemos que existe B > 0 tal que para todo v € V(I';) vale
que |¢~(v)| < B. Esto lo podemos ver porque si ¢(x) = v = ¢(y) entonces

i (xy) — A< d(p(), ¢y) =0 = di(xy) < A <

si tomamos B > A? obtenemos una cota uniforme para todo v € I'. Asi vemos que:
=1/ag!
g(O) = o7 (N (X(H)))| < BN < o0
Concluimos asi que la descomposicién que nos armamos para I'; tiene treewidth finito. u
De esta manera podemos definir el treewidth finito como un invariante para grupos.

Definicién 4.2.7. Un grupo G finitamente generado tiene treewidth finito si para algtn conjunto de generadores A
vale que Cay(G, A) tiene treewidth finito.

§4.3. Grupos independiente de contexto tienen treewidth finito.

En esta seccién probaremos un resultado que fue originalmente probado por Muller-Schupp en [MS85]. En
ese trabajo usan una definicién que resulté ser equivalente al treewidth que es la de ser k-triangulable. La de-
mostracién que presentamos sigue la exposicién del trabajo [DW17].

Lema4.3.1. Sea G = (V,X%, P, S) una gramitica independiente de contexto en forma normal de Chomsky, uvw € L(G)
de modo que |v| =2y D = S * uow una derivacién. Entonces existe una variable A tal que:

D =S5 6Ay — 6BCy 5 u'v'v"w!
donde:

w10V = uow.

. A—»BCiv’v”,Biv’yCiv”.
05Uy S W

= u| = |u'y |w] = [w].

v U] < |uo|y [0"w'| < [ow|

Demostracién. Para probar esto consideramos T (D) el rbol de derivacién asociado a la derivaciéon D = S —>>kg w.

Sea v subpalabra de w luego la ocurrencia de la palabra v = a;...a, es tal que estad representada por un
conjunto finito de vértices del arbol V(T (D)) (de hecho resultan ser hojas del arbol por la observacién 1.3.25).
Sea este conjunto X, = {(dy,1(d1)),...,(dn,1(dn))} donde I(d;) = a;.



4.3. GRUPOS INDEPENDIENTE DE CONTEXTO TIENEN TREEWIDTH FINITO. 87

S

S,
we)
M
S|l <

u 0 w

Figura 4.1: Representacion gréfica del lema 4.3.1.

En este caso notemos que el problema se traduce a encontrar un vértice (d,1(d)) € V(T (D)) tal que produzca
a v como subpalabra y tal que sea minimal respecto al orden sobre los vértices de un drbol binario < definido en
1.3.20.

Para esto notemos que aplicando el lema 1.3.21 al conjunto de hojas X, obtenemos un vértice (d,1(d)) interno
tal que es el menor vértice con respecto al orden < que produce una palabra v' € £* de manera que contiene
como subpalabra a la palabra asociada al conjunto X;,. Como es un vértice interno luego I(d) = A € V por
la observacién 1.3.25 y a su vez resulta ser que no puede haber una palabra de longitud menor que v’ tal que
cumpla esta propiedad caso contrario negariamos la minimalidad del vértice (d,1(d)). u

Lema 4.3.2. Sea G un grupo independiente de contexto con gramitica G = (V,X,P,S) de manera que L(G) =
WP(G,X). Sea A € V una variable de esta gramdtica y consideremos el lenguaje

La={weX*| A 35w}

Sea 7t : £* — G la proyeccion del monoide libre al grupo. Entonces vale el siguiente resultado: dadas palabras v,v’ € L
luego 7t(v) = (V).

Demostracién. Veamos que si v,0' € Ly entonces 7(v)=7(v’). Es decir son el mismo elemento vistos en
. . .2 . * * .2
el grupo G. Para eso si tenemos una derivacién que en algiin momento llega a S —g BAY —¢ uvw también
tenemos otra derivacién que deriva en S =g BAy ¢ uv'w. Es decir que uvw, u'v'w’ €e WP(G,Z) por lo tanto

m(uow) =1 = n(ud'w) = n(v) = n(v)
tal como querfamos ver. u
Lema 4.3.3. Sea I un grafo de grado acotado uniformemente y (T, f) una descomposicién en un drbol para I’ de manera
que existe M € IN tal que para todo t € V(T tenemos la siguiente cota
diam(f(t)) <M

entonces la descomposicion (T, f) tiene anchura finito.
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Demostracién. Buscamos k € IN tal que nos permita acotar |f(t)| < k para todo t € V(T). Como exista M € IN tal
que
diam(f(t)) = sup d(g,h) <M
ghef(t)

para todo t entonces al ser I' de grado acotado uniformemente por 7 € IN luego
F(B) <nM <o

para todo t € V(T) asi probando que (T, f) es una descomposicién con anchura finito. |

H Teorema 4.3.4. [MS85] Sea G un grupo independiente de contexto entonces G tiene treewidth finito.

Demostracién. Sea X un conjunto finito de generadores de G. La descomposicién en un érbol (T, f) que hicimos
en 4.1.17 es valida para todo grafo de Cayley en particular resulta serlo para Cay(G,X). Veamos que esta des-
composicion para G tiene treewidth finito. Para esto vamos a usar el lema 4.3.3 para probar que todo fC € V(T)
cumple que diam(BC) < .

Dado que G es un grupo independiente de contexto entonces el lenguaje del problema de la palabra para
estos generadores WP(G, X) tiene una gramética G = (V, %, P, S) independiente de contexto que lo genera. Por
la proposicién 1.1.24 consideremos que la gramatica estd en forma normal de Chomsky:.

Para cada variable A de nuestra gramatica podemos considerar el siguiente lenguaje:

LA:{ZUEZ*tA—ﬂ;gw}.

Para este lenguaje introduzcamos un ntimero natural k4 € IN definido por k4 = minyer, ,|w|. Como tenemos
finitas variables en nuestra gramética G podemos considerar k = maxscy k4. Veamos que diam(BC) < 3k para
todo BC € V(T).

Sea C componente conexa de V,, para algtn valor de n € IN genérico. Sean g,h € BC, vamos a acotar d(g, h).
Para eso consideremos una geodésica & que una 1 con g y andlogamente otra geodésica v que una 1 con h.
Como C u BC es conexo podemos tomar un camino T que una g con k dentro de C exceptuando sus extremos.
Sin pérdida de generalidad supongamos que || > 2 caso contrario tendriamos que g y / son adyacentes y no
tendriamos nada que probar porque en este caso d(g, /1) = 1. De esta manera tenemos un tridngulo tal que sus
lados tienen las siguientes etiquetas: I(«) = u, [(1) = vy I(7y) = w. Como a7y es un ciclo en el grafo de Cayley

entonces [(aty) = uvw € WP(G, Z) por el resultado 1.3.12 y por lo tanto tenemos alguna derivaciéon S —¢ uvw.

Ya que tenemos esta derivacion S —5g uvw consideramos la tltima variable que deriva a v como subpalabra.
Esto es que para la subpalabra v sabemos que existe alguna variable A y palabras posiblemente vacias v/, v” tal
que A 3 v'v” donde v es una subpalabra de v'v” como consecuencia directa del lema 4.3.1.

Como la gramatica G estd en forma normal de Chomsky sabemos que al suponer que |v| > 2 entonces la

derivacién tiene la siguiente pinta
!0 0

S 35 6An —g 6BCy =g u'v'v"w
donde: 6,7 € (ZUV)*,B,CeVyd Sgu,nSguw, A3, B350 yC 350"
La palabra u’ es un prefijo de u luego si consideramos la geodésica « tenemos que al haber leido la etiqueta
u’ llegamos a un vértice x y por estar sobre la geodésica cumple la siguiente igualdad:

d(x,g) =4d(1,8) —d(1,x).

Analogamente w’ es un posfijo de w luego existe w” € £* tal que w = w”w’. Si consideramos la geodésica 7y en la
instancia que ya leimos w” comenzando desde / llegamos a cierto vértice z y por la misma razén que en el caso
anterior obtenemos

d(z,h) =d(1,h) —d(1,z).
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Consideremos el vértice y al que llegamos después de leer u'v’. Este vértice estd en el camino T dado que v
es subpalabra de v'v”. Usando que y € T < C tenemos que d(1,y) > n+1 = d(1,g) por ser C una componente
conexa de Vj;, entonces vale la siguiente desigualdad

d(x,g) =d(1,8) —d(1,x) <d(Ly) —d(1,x) = d(x,y)

donde usamos que x, y estdn en una misma geodésica. Analogamente tenemos que d(z, h) < d(z,y).

Por el lema 4.3.2 notemos que si reemplazamos v’ por la palabra de menor tamafo del lenguaje Lp seguimos
teniendo un ciclo pero de longitud idéntica o mas chica. La palabra v’ la leemos justamente cuando vamos del
vértice x al vértice y, asi la distancia d(x,y) estd acotada por la palabras que puede derivarse de B de menor
longitud. Idénticamente hacemos esto para las variables A y C. Por como definimos a k tenemos las siguientes
cotas: d(x,vy),d(y,z),d(x,z) < k.

Terminamos de probar que d(g, 1) < 3k. Usamos la desigualdad triangular tres veces,

d(g,x)+d(x,z)+d(hz)
d(x,y) +d(x,z) +d(y,z) <3k

tal como querfamos ver.
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CAPITULO 4. GRAFOS DE CAYLEY.

1

Figura 4.2: Diagrama que muestra como acotar la distancia entre g y h.



Capitulo 5

Cortes de grafos y arboles de estructura.

Las principales referencias de este capitulo son Diekert [DW13], Thomassen [TW93] y Kron [Kro10]. En la
seccién 5.1 damos varias definiciones bédsicas que usaremos en el capitulo.

En la seccién 5.2 definimos una familia de grafos que denominamos grafos accesibles. Esta definicién de un
grafo accesible generaliza la idea de los grafos de Cayley de grupos accesibles. En el teorema 5.2.10 probamos
que los grupos que tienen treewidth finito tienen grafos de Cayley accesibles.

En la seccion 5.3 definimos los cortes 6ptimos que son una familia de cortes que tienen la propiedad de estar
siempre anidados entre si. El resultado principal de esta seccién es el teorema 5.3.6.

En la seccién 5.4 dado un grafo accesible y localmente finito definimos un drbol que denominamos el arbol
de estructura. Este arbol lo definimos a partir de los cortes éptimos del grafo.

En la seccién 5.5 construimos una accién del grupo de automorfismos de un grafo accesible y localmente
finito sobre su drbol de estructura. El resultado central es 5.5.22 que dice que los grupos con treewidth finito son
el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos finitos.

§5.1. Cortes de grafos.

Definicién 5.1.1. Sea I un grafo no dirigido. Un conjunto C < V(T') es un corte si cumple las siguientes condi-
ciones:

= Cy C° son conexos y no vacios.
» |0C| < 0.
Si |6C| < k decimos que C es un k-corte.
Equivalentemente un subconjunto de vértices C es un corte si I'\6C tiene dos componentes conexas no vacias.

La siguiente observacién elemental va a ser fundamental a los argumentos de este capitulo.

Observacion 5.1.2. SiT es un grafo conexo, C un cortede I, x € C ey € C° y « un camino que une x con y entonces
tenemos que debe existir v € 6C tal que v pertenece al camino «.

En particular nos van a interesar los cortes para separar caminos en grafos y en cierta manera usar los cortes
para distinguir caminos infinitos. Idealmente queremos que nuestros cortes nos separen en partes infinitas al
grafo pero esto no siempre es posible.

Ejemplo 5.1.3. Consideremos Z x Z = {a,b | aba~'b~') y T = Cay(Z?,{a,b,a!,b=1}) su grafo de Cayley.
Este grafo cumple que todo conjunto C < V(I') conexo tal que [4C| < w0 es tal que C es finito o bien C¢ es
finito. Para probar esto sea v € JC tal que maximice ma‘;)C( d(1,w). Si consideramos una bola B centrada en 1 de
we

91
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BC

Figura 5.1: C es un 2-corte en este caso.

radio mayor a esta distancia entonces tenemos que C < B o bien C° < B dado que, en caso contrario como B¢ es
conexo entonces usando la observacién 5.1.2 tendriamos que habria algtin v’ € B tal que v’ € BC contradiciendo
la eleccion del radio de B. Dado que T tiene el grado acotado uniformemente obtenemos que |B| < o lo que
implica que |C| < o0 o bien que |C¢| < oo.

Probaremos ahora una propiedad fundamental de los cortes que es que fijada una arista solo hay finitos cortes
que tienen a esta arista dentro de su borde. Dado un grafo I' y {x,y} € E(T') usaremos la notacién I'\{x, y} para
referirnos al grafo no dirigido definido por V(I'\{x,y}) = V(T') y E(T'\{x, y}) = E(I)\{{x, y}}.

Lema 5.1.4. Sea I un grafo conexo infinito y k > 2. Si C es un k-corteen T y {x,y} € 6C entonces C es un (k — 1)-corte
en I'\{x, y}.

Demostracién. Los conjuntos de vértices C y C¢ siguen siendo conexos y no vacios si los miramos en I'\{x, y}.
Por otro lado tenemos que su borde de aristas en el grafo I'\{x,y} es 6C\{x,y}, por lo tanto C resulta ser un
(k —1)-corte de I'\{x, y}. [ |

Lema 5.1.5. Sea I' un grafo conexo. Sea Y < E(T') un subconjunto finito de manera que T'\Y resulta ser disconexo.
Entonces si existe un corte C tal que Y < 5C luego tiene que valer que Y = C.

Demostraciéon. Si I'\Y resulta ser disconexo entonces para que exista algtn corte C con Y < JC es necesario
que I'\Y tenga exactamente dos componentes conexas. Si tuviera mas de una componente conexa y existiera un
corte C que cumpla que Y < 5C entonces I'\6C tendria mds de dos componentes conexas, negando que C es un
corte.

Llamemos a las dos componentes conexas de I'\Y como D y D¢. Supongamos que C es un corte tal que Y < 4C.
Notemos que C y C° son conexos si los vemos en I'\Y. En este caso tenemos que necesariamente Cn D = ¢J o
Cn D = genT\Y. Caso contrario como C u C® = V(T') entonces negariamos que D y D¢ desconectan a I'\ Y.

Concluimos que necesariamente C = D o bien C = D¢ y asi que 6C = Y tal como querfamos ver.
|

Proposicion 5.1.6. Sea I' un grafo conexo y sea {x,y} € E(T) entonces para todo k € IN existen finitos k-cortes C tales
que {x,y} € 6C.

Demostracion. Vamos a probar esta afirmacién por induccién en k.

En el caso base tenemos que k = 1. Si I'\{x, y} es disconexo y separa al grafo en dos componentes conexas no
vacias entonces tenemos un 1-corte. Caso contrario no existe un 1-corte C tal que 6C = {x, y}.

Para el paso inductivo supongamos que vale para (k — 1)-cortes y veamos que vale para k-cortes. Sea C un k-
corte sobre T, por la observacion 5.1.4 tenemos que C es un (k — 1)-corte para el grafo I'\{x, y}. Como suponemos
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que k > 2 entonces por el lema 5.1.5 el grafo I'\{x, y} tiene que ser conexo caso contrario no existirfa tal corte C.
Esto nos dice que debe existir un camino « tal que & = (xo, ..., x,) con xg = x y x, = y. Por la observacién 5.1.2
tenemos que alguna de las aristas {x;, x; 1} es tal que pertenece a JC. Por cada una de estas aristas si aplicamos la
hipétesis inductiva concluimos que existen finitos (k — 1)-cortes que la contienen. Como el camino « tiene finitas
aristas entonces tenemos finalmente que existen finitos (k — 1)-cortes en I'\{x, y} y asi que existen finitos k-cortes
en I tales que contienen a {x, y} tal como querfamos ver.

|

Corolario 5.1.7. Sea T un grafo conexo y localmente finito. Sea S < V(I') un conjunto finito y k > 1. Entonces existen
finitos k-cortes C con BC N S # .

Demostracién. Como el grafo I' es localmente finito entonces existen finitas aristas adyacentes a S. Aplicando
el lema 5.1.6 a cada una de estas finitas aristas obtenemos el resultado. u

Definicién 5.1.8. Dos cortes C,D € V(I') estan anidados si vale alguna de las cuatro inclusiones C < D,C <
D¢, C¢ < D¢, C¢ < D. Los conjuntos C n D,C n D¢, C° n D, C n D¢ los llamamos las esquinas. Dos esquinas C n D
y C° n D€ son esquinas opuestas. Caso contrario diremos que son esquinas adyacentes.

H Lema 5.1.9. Dos cortes C, D estin anidados si y solo si alguna de las cuatro esquinas es vacia.

Demostracion. Para la ida supongamos que C < D luego tiene que valer que C n D¢ = (¥. Para la vuelta si por
ejemplo C n D = ¢ como vale que C = (Cn D) u (C n D) esto nos dice que C < D°.
[ |

H Lema 5.1.10. Sean C, D cortes tales que BC < D entonces C y D estin anidados.

Demostracién. Si C, D no estuvieran anidados tendriamos que C n D # & # C° n D°. Esto nos dirfa que
podriamos tomarnos un camino entre cg € Cn D y ¢; € C° n D¢ tal que esté contenido en D¢. Esto es una
contradiccién porque este camino tendria que pasar por SC y sabemos que fC < D.

n

Lema 5.1.11. Dado C corte y k € IN tenemos que

{D : C, D no estin anidados y D es un k-corte}| < co

Demostracién. Por el lema 5.1.10 no pueden haber cortes que no estén anidados D tales que BC < D. Por el lema
5.1.7 concluimos que hay finitos k-cortes D tales que BC n BD # J dado que BC es un conjunto finito.
|

§5.2. Grafos accesibles.

Definicién 5.2.1. Dado I' un grafo no dirigido conexo un camino simple r es un rayo si es un camino indexado
por los naturales,

r= (v, 0. )
Un camino simple & es un camino infinito si estd indexado por los enteros,

=", 0y, e, 00 Uy )

En particular utilizaremos en varias ocasiones los siguientes resultados.
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H Lema 5.2.2 (Konig). Si T es un grafo conexo e infinito entonces existe un rayo v sobre I'.

Demostracién. Ver [Die05, p.215]. [ |

Lema 5.2.3. Sea T un grafo no dirigido infinito y conexo y C < V(I') un corte de T de manera que |C| = |C°| = o0
entonces existe o un camino infinito tal que & ~ C| = o0 = |a N C¢|.

Demostracién. Fijemos dos vértices u € Cy v € C° de manera que {u, v} € §C. Vamos a construir dos rayos,
uno en C que empieza en u y el otro en C° empezando en v. Por 5.2.2 existe r; un rayo dentro de C. Si este rayo no
pasa por el vértice u nos tomamos un camino simple finito que una u con el origen de este rayo. Consideremos
entonces el primer vértice del rayo que interseca a este camino, sea este 1. Si consideramos la concatenacion de
este camino finito hasta u; y luego la continuacién del rayo a partir de #; obtenemos un rayo r, de manera que
rp = (u,...,uy,...). Para obtener el otro rayo y asi llegar a tener un camino infinito « hacemos lo mismo a partir
del vértice v € C°.

Para finalizar concatenamos estos dos rayos con la arista {u,v} para asi llegar a un camino infinito & que
cumple lo pedido.

[ |

No necesariamente vale la vuelta. Esto es que si tenemos un camino infinito & entonces existe un corte C tal
que cumple que |a N C| = o0 = |a N C°|. Por ejemplo basta tomar la grilla 5.1.3.

Esto nos dice que dado un corte podemos tener caminos que son separados por el corte pero no vale que
dado un camino tenemos que un corte lo separa. Esto nos lleva a dar la siguiente definicién.

Definicién 5.2.4. Sea I' un grafo no dirigido conexo y sea & un camino infinito en este grafo. Definimos el
conjunto de cortes del camino como

Ca) ={CcV(I')|Cesuncortey |a nC| =0 = |a n C°|}

Observacién 5.2.5. Dado I un grafo no dirigido conexo y « un camino infinito en I entonces: C(a) # ¢J siy solo
si existe un corte C de manera que a\JC tiene dos componentes conexas infinitas.

Definicién 5.2.6. Dado I' un grafo infinito y conexo, definimos una relacién sobre los rayos r,+' de T’ de la
siguiente manera:

r~1 < VCcortedel. (rnC|=0w < |[f'nC|=m).

A las clases de equivalencia w de esta relacion se las llama ends del grafo.

Figura 5.2: El grafo I' tiene tres ends. Estos son wy, w> y
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Por resultados anteriores 5.2.3 tenemos que un grafo I' conexo y localmente finito tiene mas de un end si y
solo si existe un camino infinito « tal que C(«a) # .

Equivalentemente diremos que un grafo I' localmente finito y conexo tiene mds de un end si existe un conjunto
finito S de vértices de manera que I'\S tiene més de dos componentes conexas infinitas.

Un dato importante es que en el contexto de los grupos la cantidad de ends de sus grafos de Cayley resulta
ser un invariante del grupo. En [Sta71] Stallings probé que dado un grupo finitamente generado con mas de un
end entonces se parte como el producto amalgamado o producto HNN sobre un subgrupo finito no trivial. Si
alguno de estos factores resulta tener més de un end este procedimiento contintia. En el caso que el procedimiento
termine Stallings denominé a estos grupos como grupos accesibles.

En esta seccién vamos a introducir la definicién de los grafos accesibles que generaliza esta definicién de
Stallings. Esta nocién fue originalmente introducida en el trabajo [TW93]. En ese trabajo prueban que un grupo
es accesible siguiendo la definicién clésica si y solo si todo grafo de Cayley de este grupo resulta ser accesible.

Definicién 5.2.7. Un grafo I' infinito y conexo es accesible si existe k € IN de manera que todo camino infinito «
cumple que C(a) = ¢ o bien C(a) contiene un k-corte.

En particular de la definicién obtenemos que los grafos accesibles tienen mas de un end. Equivalentemente
podemos definir a un grafo como accesible si existe k € IN tal que para todo par de ends distintos w1y, wy existe
un k-corte C de manera que separa a ambos ends.

Veamos que bajo esta definicién los grafos con treewidth finito son accesibles. Esto no nos va a asegurar que
ser accesible en este sentido es una propiedad intrinseca de un grupo. Para probar esto vamos a probar un lema
un poco mas técnico que generaliza esta afirmacién.

Lema 5.2.8. Sea I un grafo infinito y conexo con treewidth finito y grado uniformemente acotado. Entonces existe k € N
tal que: para todo r rayo, todo vy € V(I') y todo n € IN debe existir un k—corte D que cumple las siguientes propiedades:
d(vg, D) = n,v9 € D,|D nr| = o0.

Demostracion. Sea d una cota para el grado de los vértices del grafo I' y sea m el treewidth del grafo. Propon-
dremos k = dm como la constante que buscamos.

Sea (T, f) descomposicién en un drbol para I tal que bs(I', T, f) = m. Sea r un rayo sobre I' y vy € V(I') un
vértice. Consideremos fy € V(T) de manera que vg € f(fp). Si tenemos dos vértices uq,up € f(fp)° tales que
uy y uy estdn en bolsones f(t1), f(t2) de manera que t; y t estdn en componentes conexas distintas de T\ty,
luego como los arboles son tnicamente geodésicos si usamos la proposicién 4.1.10 obtenemos que todo camino
a que pase por uj y por up debe pasar en algtin momento por f(t). En particular estamos considerando un
rayo r que resulta ser un camino simple entonces dado que |f(#p)| < o obtenemos que debe haber una tnica
componente conexa de f(to)° tal que interseca infinitas veces al rayo r. Nombraremos a esta componente conexa
Ct,,r- Tenemos asi que, nuevamente por 4.1.10, exactamente una de las dos componentes conexas de T\{to} la
unién de los bolsones de sus vértices contienen a Cy ;.

Sea ahora t; € V(T) tal que es adyacente a ty) y cumple que estd en la componente conexa de T\{ty} que
cubre a Cy . Elegimos la componente conexa de f(t1)¢ que interseca infinitas veces al rayo r. Repetimos este
procedimiento para llegar a un rayo sobre el drbol (tg,t1,...f,...) y una sucesién de componentes conexas
correspondientes (Ct,r, Ctyrs- -+, Chyrso oo )-

Sea n € IN arbitrario luego si elegimos I € IN suficientemente grande podemos garantizar que

f(t) 0 Bu(vo) = .

Esto porque por la proposicion 4.1.11 tenemos que la descomposicion se puede tomar de manera que cada vértice
aparezca en finitos bolsones. Por otro lado como I es localmente finito esto nos dice que la bola |B,,(vp)| es finita
por lo tanto hay finitos bolsones en los cuales pueden aparecer los vértices de B, (vp).
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Figura 5.3: Tenemos que f(t;) estd lo suficientemente lejos de .

Ahora vamos a buscar el corte D que nos cumpla lo pedido. Para eso vamos a necesitar un conjunto conexo
con complemento conexo y no vacio tal que su borde sea finito. Consideremos D la componente conexa de vg en

[
tyre

= Primero veamos que D es conexo. Para ver esto notemos que Cy,» S D°. Si tenemos un elemento u; € D¢
tiene que estar conectado en I' con algtn vértice de C;, ,. Esto se debe a que el grafo I es conexo por lo que
uy tiene al menos un camino que lo conecta con el conjunto de vértices Cy, ;. Si este camino interseca a D
tendriamos que 11 € D porque seria la misma componente conexa de Cf .. De esta manera vimos que todo
elemento de D¢ estd conectado con Cy,, que es conexo, evitando pasar por D y asi concluimos que D¢ es
conexo.

= Tanto D como D¢ son no vacios porque Cy, , es infinito y estd contenido en D¢ y por otro lado porque vg € D.

= Finalmente veamos que D es un k—corte. Notemos que siv € D n BD luego tenemos que existe u € D¢ n D
tal que {u, v} € E(T).

Por lo visto anteriormente todo camino que va de D a D tiene que pasar necesariamente por Cy, ,. Entonces
tenemos que u € Cy,,. En este caso notemos que v € f(#;) caso contrario tendriamos que v € Cy, , dado que
esta es una de las componentes conexas de I'\f(#;) y asumimos que v € D < Cj, - De esta manera vimos
que BD n D < f(t;). Como toda arista 6D tiene uno de sus vértices en f(t;) y el grafo tiene grado acotado
uniformemente esto nos dice que [§D| < dm = k tal como queriamos ver.

Finalmente notemos que por la construccién vy € D. Como d(vy, f(#;)) = n dado que asi elegimos a t; y vimos
que D n 4D < f(t;) entonces se garantiza que d(vg, D) = n. Como |r n Ct,,| = o0y Cy, » < D¢ obtenemos lo que
queriamos probar.

[

Observacion 5.2.9. En particular notemos que el resultado del lema anterior 5.2.8 sigue siendo vélido si reempla-
zamos a r el rayo por & un camino infinito. Esto porque a partir de un camino infinito podemos armarnos un
rayo.

Ahora si con este resultado podemos probar que los grafos con treewidth finito y grado uniformemente
acotado son accesibles.

Teorema 5.2.10. Sea I' un grafo no dirigido infinito y conexo con treewidth finito y con grado uniformemente acotado.
Entonces T es accesible.
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Demostracién. Tomemos « un camino infinito tal que C(x) # &y C € C(a). Veamos de construirnos un k-corte
D de manera que D € C(«a).
Fijemos vy € BC y consideremos el siguiente nimero natural
n = max{d(vy, w) : w e BC}.
Por el lema anterior 5.2.8 y la observacién 5.2.9 podemos ver que existe un k-corte D de manera que vg € D,
d(vo, D) = n+ 1y que cumple que |D° n a| = o0. Por como tomamos a este corte D cumple que fC < Dy asi
por el lema 5.1.10 tenemos que el corte C cumple que C = D o bien C° < D. En cualquiera de estos dos casos

como |« N C| = |a n C°| = oo obtenemos asi que |D na| = w0 y asi que D € C(«) tal como queriamos ver.
[ |

§5.3. Cortes 6ptimos.
Por el lema 5.1.10 tenemos que el siguiente ntimero natural esta bien definido.
Definicién 5.3.1. Dado I' grafo conexo y localmente finito, C un corte y k € IN constante definimos
my(C) = [{D : C, D no estdn anidados y D es un k-corte}|.
Definicién 5.3.2. Dado &« camino infinito definimos el conjunto de sus cortes minimos como
Crin(a) = {C € C(a) : |6C| es minimo}
Dado un grafo I' definimos el conjunto de sus cortes minimos como

Cimin = U { Cmin(&) : @ es un camino infinito}

Lema 5.3.3. Sea I' un grafo infinito y conexo y sean C, D cortes tales que C € C(a) y D € C(B) para « y B caminos
infinitos. Entonces sucede alguno de estos dos casos:

1. Ce C(B) y D € C(a) y existen esquinas opuestas E, E' tales que |E na| = 0 = |E' n a.

2. Existen E, E' esquinas opuestas tales que

|Em¢x|:|E'mﬁ|:oo.

Demostracién. Dado C € C(a) y D € C(B) tenemos que necesariamente no pueden haber dos esquinas adya-
centes tales que ambas cumplan que intersecan finitamente a « y a . Por otro lado deben existir al menos dos
esquinas tales que intersecan infinitamente a « y otras dos tales que intersecan infinitamente a 3.

Estas restricciones nos dejan en dos casos posibles. El primer caso que consideramos es el que tenemos dos
esquinas E, E’ tales que |[Ena| = |[E°na| = ooy |E'npB|] = |[EnB] = . Esto nos dice que C € C(B) y
que D € C(«). En cualquier otro caso obtenemos que existen E, E’ esquinas opuestas de manera que |[E na| =
|E' n B| = .

|
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C°nD CnD C°nD CnD
« B p

«

C¢n D* Cn D¢ C¢n D¢ Cn D¢

Figura 5.4: En la izquierda tenemos que si tomamos E = C° n Dy E’ = C n D¢ estas esquinas cumplen que |[E na| = o
y que |E’ n B] = 0. En la derecha tenemos que nos alcanza con tomar E = C° "Dy E' = Cn D. Eneste caso C € C(B) y

D e C(a).

Proposicién 5.3.4. Sea T' un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Entonces para todo par de cortes
minimales C, D € Cy;y, existen dos esquinas opuestas E, E tales que E, E' € Cpy,.

Demostracion. Sea C € Cpin(«) ¥ D € Cin(B) luego por el lema 5.3.3 podemos separar en dos casos.

1. Si C € C(B) y D € C(a) entonces esto nos dice que |6C| = |6D| dado que ambos cortes son minimales.
Esto implica que D € Cpin(a). En este caso simplemente nos olvidamos del camino B y consideramos
C, D € Cin(«). Luego tenemos que existen dos esquinas opuestas E, E’ tales que |[E na| = 0y |E' na| = o0.

2. Existen esquinas E, E’ tales que |E na| = 0 = |[E' n B].

Si es necesario renombramos a los cortes para que E=C n Dy E' = C* n D"

Debemos ver que estas esquinas nos sirven pero en principio no sabemos si son cortes siquiera. Sea F com-
ponente conexa de E tal que |F n a| = 0. Notemos que C u D¢ < F¢ por lo tanto tenemos que |F¢ n a| = c0. Mds
aun podemos ver que F¢ es conexo. Para eso consideremos v, w € F¢. Si tanto v, w € C° U D¢ entonces como este
conjunto es un conexo y estd contenido en F° no hay nada para hacer. En el caso que v € (C n D)\F luego con-
sideramos <y un camino en I' tal que los una. Sea u el primer vértice tal que u € E n JE entonces necesariamente
el camino (v, ...,u) esta contenido en la componente conexa de v en E y esta componente conexa no es F. Como
u € OE luego existe u’ € C° u D¢ tal que u’ es adyacente a u. Luego como C U D¢ es conexo tenemos un camino
entre u’ y w contenido en F y asi cerramos nuestra demostracién. Similarmente encontramos un conjunto de
vértices F’ que cumple esto para B. Notemos que |6F| < o0, esto se debe a que si {v, w} € JF luego necesariamen-
te {v,w} € 0E. Por otro lado 0E = 6(Cn D) < 6C u Dy |6C| 4 |6D| < o0. Con esto probamos que F € C(a) y que
F' e C(B).

Veamos ahora que F y que F’ son cortes minimales. Como 6E < 6C u 6D y §E’ < 6C u 6D entonces SE U SE’ <
6C U dD. Consideramos las siguientes desigualdades:

|6E U 6E’
|6E| + |E'| — |6(E) n 8(E")

6C U 6D

| <
| <|6C|+16D| — |6C n 6D

si {x,y} € 0E n SE’ esto nos dice que x € Eey € 6E' porloque x e Cn D ey € C°n D lo que implica que

{x,y} € C n 4D. Entonces tenemos que |6(E) n 6(E’)| < |6C n éD| por lo tanto vale la siguiente desigualdad
0E| + [6E'| < [6C| + 16D

Por otro lado como F y F’ son cortes tales que |0F| < |0E| y [0F| < |6E’| luego obtenemos que

|6F| + |6F'| < |6C| + |8D|
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y dado que C, D son cortes minimales obtenemos asi que |6C| < |6F| y que |[6D| < |0F’| concluyendo que
|6F| = |6C|, |6F'| = |6D] y por lo tanto que F, F/ son cortes minimales. Por el mismo razonamiento obtenemos
que |6E| = |6C| y que |6E'| = |6D|.

Probemos ahora que E = F, equivalentemente que E es conexo y que por lo tanto esto implicaria que E €
Cmin(«). Para esto notemos que si v € E\F luego necesariamente por el mismo argumento anterior que usamos
para probar que F¢ es conexo tenemos que debe existir u tal que u € C° U D¢y conectado con v’ € E\F. Si existiera
esta arista {v/, u} luego esto nos dirfa que {v, u} € 6E\JF lo que contradice que |0E| = |§F| = |6C|. Similarmente
podemos probar que E’ = F’. Concluimos asi que E, E’ € Cpin. [ ]

Asi como definimos cortes minimos ahora vamos a definir cortes 6ptimos que seran un subconjunto de ellos.
Consideremos ahora que el grafo I' es accesible y su constante es k. En este caso notaremos para cada corte C el
siguiente valor

m(C) = my(C).
Definicién 5.3.5. Dado I' grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible y a camino infinito en I' sea
my = min{m(C) : C € Ciin(a)}.
De esta manera los cortes ptimos del camino « serdn
Copt(a) = {C € Crin(a) : m(C) = my}
y el conjunto de los cortes 6ptimos andlogamente serd el conjunto que contenga a todos ellos
Copt = U {Copt(tx) : & es un camino infinito}.

El siguiente es el resultado central y mas importante de los cortes 6ptimos.

Teorema 5.3.6. Sea I un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Entonces todo par de cortes dptimos
C, D € Copt estd anidado.

Demostracién. Dado que C,D € Copt entonces tenemos dos caminos «, § tales que C € Copt(x) y D € Copt(B).
Supongamos sin pérdida de generalidad que m, > mg.

La idea de la demostracién es suponer que estos dos cortes no estdn anidados y llegar a una contradiccién.
Para esto queremos encontrar cortes E, E € Copt de manera que estén anidados con C y con D y que hagan valer
la siguiente desigualdad:

m(E) +m(E") < m(C) +m(D).

La validez de esta desigualdad nos diria que alguno de los dos cortes C, D no es 6ptimo tal como supusimos.
Por la proposicién 5.3.4 tenemos que existen dos esquinas opuestas E, E’ tales que son minimales. Si es ne-

cesario renombramos a los cortes para que E = Cn Dy E' = C° n D°. Queremos ver ahora que son E, E’ son

cortes 6ptimos. Para esto probaremos primero que si F es un corte anidado con C o con D entonces estd anidado

con E o con E’. Separamos en dos casos que son simétricos. Si F n C = ¢ entonces F n E = ¢ y similarmente

si FnC® = J entonces F n E' = . Similarmente para D. Esto nos va a decir que todos los cortes que estén

anidados con alguno de los dos cortes originales C, D va a estar anidado con alguno de los dos propuestos E, E’.
Por ahora tenemos la siguiente desigualdad de conjuntos

|{F : F no estd anidado con E o con E'}| < |{F : F no est4 anidado con C o con D}|
notemos que esta desigualdad la podemos escribir como:

m(E) +m(E")—|{F : F no est4 anidado con E ni con E'}| <
m(C) 4+ m(D) — |{F : F no estd anidado con C ni con D}|.
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Ahora vamos a probar que
[{F : F no esta anidado con E ni con E'}| < |{F : F no estd anidado con C ni con D}|.

Tenemos cuatro casos a analizar.
1. C < Fy D < F¢. Este caso esta descartado porque tendriamos que E = ¢J y sabemos que E es infinito.
2. C° < Fy D c F¢. Similar al caso anterior tendriamos que E’ = ¢J y es una contradiccion.
3. C°c Fy D < F. Estonos dice que E < FC y que E' c F.
4. Cc FyD c F. Estonos dice que E < Fy que E'  F-.

Por lo tanto |{F : F no esta anidado con E ni con E’}| < |{F : F no estd anidado con C ni con D}| y esto nos dice
que:
m(E) +m(E") <m(C)+ m(D)

pero nosotros queremos ver que es estricta para terminar de probar este teorema. Para eso notemos que C esta
anidado con E puesto que C° " E = C°n (Cn D) = (. Idénticamente vemos que esta anidado con E’. Pero
por suposicién tenemos que C y D no estan anidados asi que tenemos una desigualdad estricta y por lo tanto
llegamos a una contradiccién (que alguno de los dos cortes C o D no son éptimos) de suponer que los cortes C, D
no estdn anidados. [

§5.4. Arbol de estructura.

Los arboles de estructura fueron introducidos y demostradas todas las propiedades que describimos en es-
ta seccién en los trabajos de Dunwoody [Dun79] y [Dun82]. La teoria se profundizé enormemente en [DD89]
codificando la construccién en un problema de un anillo booleano asociado al grafo.

Asi como en la seccién anterior, todos los grafos que vamos a considerar a partir de ahora son accesibles.
Vamos a construir un drbol a partir de los cortes 6ptimos. Para esto lo primero que vamos a ver es que los cortes
6ptimos forman un poset localmente finito respecto a la inclusién.

Lema 5.4.1. Sea I un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Si C, D € Cop luego
HE€Copt: CS EC D} <o

Demostracién. Tomemos un camino <y tal que salga de c € C y termine en d € D°.

Si E es un corte luego tiene que separar a <y caso contrario tendriamos que d € E n D°. Como el grafo que
estamos considerando es accesible sabemos que E € Copt implica que E es un k-corte. Si ahora usamos el lema
5.1.7 con el conjunto finito y esto nos dice que solo existen finitos cortes E que cumplen lo pedido. |

Ahora vamos a definir la siguiente relacién sobre los cortes 6ptimos.
Definicién 5.4.2. Dos cortes C ~ D € Copt siy solo si
C=DobienC° ¢ DyVEeCopt: C"SESCD = D=E

Observacién 5.4.3. Sean C, D € Copt cortes 6ptimos tales que C = D y C ~ D entonces necesariamente C = D.

Observacion 5.4.4. Dados cortes C, D € Copt tales que C < D luego por el lema 5.4.1 debe existir corte E tal que
C ¢ E < D y maximal con respecto a esta propiedad. Esto implica que en particular vale que E° ~ D.
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H Proposicion 5.4.5. La relacion (Copt, ~) es de equivalencia.

Demostracién. Por como la definimos es clara que es reflexiva. Para ver que es simétrica notemos que si C ~ D
y son cortes distintos entonces

C°cD = D°cC
por lo tanto volviendo a tomar complemento obtenemos que
VEECout:C°CECD — D=E) = (VE€Coppt:D°CEcC — C=E).
P P

Finalmente nos queda ver que la relacién resulta ser transitiva. Esto es que para ciertos cortes 6ptimos te-
nemos que C ~ D, D ~ E y queremos ver que C ~ E. Una primera observacién que podemos hacer es que si
partimos que C # D # E entonces dado que C ~ D luego D < C y similarmente D < E por lo tanto tenemos
que D°c CnDyasiqueCnD # .

Por el teorema 5.3.6 tenemos que C, E estdn anidados. Veamos que sucede en los cuatro posibles casos.

» C < E.Como D ~ C tenemos que D° = Cy como D ~ E entonces para todo VF € Copt : D C FS E =
F = E). Si tomamos F = C luego obtenemos que C = E lo que nos dice que C ~ E tal como queriamos ver.

= E c C analogo al caso anterior.
= E c C° Tenemos que por la observacién anterior que C n E # (J contradiciendo que E = C°.

s C° < E.Como Cn E # ¢ esto nos dice que C° < E por lo tanto tenemos que si F € Copt luego para todo
F € Copt tal que C¢ < F < E queremos ver que F = E. Lo separamos en cuatro casos nuevamente gracias al
teorema 5.3.6 dado que F debe estar anidado con D.

* D c F.Estonos dice que D < E entonces por la observacion 5.4.3 obtenemos que D = Ey asi C ~ E.

¢ F < D.Tenemos que C ~ D entonces C° < F — D implica que F = D y asi tenemos que D < E y por
lo tanto nuevamente por la observacién 5.4.3 que C ~ E.

® D¢ c F. Tenemos que dado que D ~ E entonces D¢ & F < E implica que F = E.

e F c D¢ Entonces tenemos que C° < F € D¢ entonces por la observacion 5.4.3 concluimos que C¢ = D¢
lo que implica que C = D.

Ejemplo 5.4.6. Sea G = Z /27 + Z./37Z. con presentacion G ~ {a, b | a%,b>). Sea el grafo de Cayley Cay(G, {a, b, b*}).

Notemos que toda arista de la pinta {g, ga} € E(T') define un corte con §C = {g, ga}. Es decir todas las aristas
con etiqueta a nos definen un 1-corte. Este corte naturalmente es minimal porque no podria ser que 6C sea menor.
Vale la siguiente igualdad:

Cmin = {C corte | 3g € G, 6C = {g, ga}}.

Notemos que dado C € Cpin luego necesariamente tenemos que m(C) = 0. Esto se debe a que si D € Cpin luego
0D e C obien D e C¢ esto nos dice que D < C o bien que D° < C y asi que C y D estan anidados. Concluimos
que Ciin = Copt-

Veamos ahora si fijamos C € Copt como es la clase de equivalencia [C]. Para esto notemos que |[C]| = 3. Esto
se debe a que si 6C = {g, ga} entonces los siguientes cortes D, E € Copt son tales que C ~ D ~ E.
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Figura 5.5: Los tres cortes C, D, E estdn en la misma clase de equivalencia.

Si F es otro corte tal que F¢ & C tenemos que necesariamente vale que F* & D¢ o bien F° & E°.

Definicién 5.4.7. Sea I' un grafo conexo, accesible y localmente finito y sea Copt €l conjunto de sus cortes 6ptimos.
El drbol de estructura T(Copt) de un grafo I' es el siguiente grafo dirigido:

V(T(Copt)) {[C] :Ce Copt}
E(T(COpt)) = {{[Cl,[C]}: Ce COPt}

En particular notemos que esta bien definido como grafo no dirigido dado que para todo C € Copt tenemos
que C # C€ por lo que no tiene bucles. Por otro lado si C ~ D entonces no puede pasar que C° ~ D¢ caso
contrario obtendriamos que C° < D y que D < C¢ por lo tanto C° & C° y esto es una contradiccién.

Observacion 5.4.8. Por nuestra construccién el drbol de estructura no tiene porqué ser localmente finito. El grado
de cada vértice [C] € V(T (Copt)) estd acotado por el 6rden de la clase de equivalencia de C y éste podria ser
infinito.

H Proposicion 5.4.9. El grafo T(Copt) es un drbol.

Demostracién. Primero veamos que no tiene ciclos. Supongamos que 7y es un ciclo

v = ([Co], [G], [Cal, - .- [Cpa], [Col)
donde Cf ~ C;i;q paratodoi =1...n —1. Notemos que C;_,; # C; paratodoi =1...n — 1 sino tendriamos que
Ci—1 = C{ y esto implicaria que C;_1 = C{ ~ C;_1 y esto diria que el camino 7 no es simple.
De esta manera tenemos una cadena de inclusiones

CocCc--<Ch (6.1)

tal que C¢_; ~ Cp. Veamos que no puede haber una arista {[C,_1], [Co]}. Si la hubiera tendria que valer alguna
de estas dos condiciones:

1. Cfl—l = (Cp. Esto contradice lo visto en 5.1 dado que en tal caso llegamos a que Cfl—l cCyq.

2. C,—1 & Cp pero esto nos da un absurdo porque en tal caso por 5.1 obtenemos que Cy < Cp.
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Por lo tanto el grafo resulta ser aciclico.

Veamos ahora que es conexo. Sean [C], [D] € V(T (Copt)), vamos a construir un camino entre ellos. Por el
teorema 5.3.6 tenemos que necesariamente C,D € Copt estdn anidados. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que C < D. Por el lema 5.4.1 sabemos que hay finitos cortes E intermedios. Tomemos entonces una
sucesion creciente no refinable de cortes de manera que

C=CzCs---<C,=D

luego por como tomamos estos cortes obtenemos que C; ~ C;i1 por lo tanto obtenemos el siguiente camino
v = ([C],[C1]),...,[Cy—1], [D]) en el grafo T(Copt) probando asi que es conexo. |

§5.5. Acciones sobre el arbol de estructura.

En esta seccion vamos a ver que los cortes 6ptimos no solamente estan anidados entre si sino que si un grupo
G acttia sobre el grafo I' luego acttia sobre estos cortes 6ptimos. Esta accién se traslada naturalmente a una accién
sobre el arbol de estructura.

Proposicién 5.5.1. Sea I' un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(T') actiia con finitas orbitas sobre
este grafo. Entonces Aut(T') actiia sobre Copy.

Demostracién. Para eso notemos que si C es un corte luego si ¢ € Aut(I') tenemos que ¢(C) es conexo y no
vacio. Por otro lado al ser un morfismo del grafo I obtenemos que ¢(C)° = ¢(C°) por lo tanto su complemento
sigue siendo conexo. Al ser un automorfismo tenemos que ¢(BC) = B(¢C) y por este motivo tenemos que
l@(BC)| = |B(¢C)|y esto nos dice que manda k-cortes en k-cortes.

Veamos que manda un corte minimal en uno minimal. Para eso si C € Cpin(«) para cierto camino infinito «
luego notemos que ¢(«) es otro camino infinito y por ser un automorfismo obtenemos que ¢(C) € C(¢(a)) y que
16(¢(C))| = |6C|. De esta manera C € Cpin(a) <= @(C) € Cpin(@(a)).

Veamos ahora que manda cortes 6ptimos en cortes 6ptimos. Sean C, D € Cpin cortes que no estan anidados
luego necesariamente ¢(C) y ¢(D) no estan anidados tampoco. Caso contrario si lo estuvieran supongamos que
¢(C) n ¢(D) = & luego tendriamos que dado que ¢ € Aut(T') esto dice que preserva las intersecciones y tiene
una inversa por lo que C n D = (JJ y esto contradice que C, D no estan anidados. Esto nos dice que Aut(T") actta
sobre los cortes 6ptimos porque dado C € Copt () luego ¢(C) € Copt(¢(a)).

n

Maés atn podemos extender esta accién al drbol de estructura.

Corolario 5.5.2. Sea I' un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(T') actila con finitas 6rbitas sobre este
grafo. Entonces Aut(I') actiia sobre T (Copt).

Demostracion. Sean C ~ D € Copt cortes 6ptimos relacionados probemos que para todo ¢ € Aut(I') vale que
¢(C) ~ ¢(D). Para eso notemos que si para todo E € Copt tenemos que C° < E < D implica que E = D luego

p(C)cEc¢(D) «— C‘< go_l(E) cD

donde usamos que ¢ es un automorfismo y que acttia sobre los cortes éptimos. Entonces como C ~ D luego
¢ Y(E) = D lo que implica que E = ¢(D) tal como queriamos ver. Esto nos dice que la accién dada por
¢([C]) = [¢(C)] esta bien definida y por lo tanto acttia sobre los vértices de T(Copt). Para ver que acttia sobre el

drbol notemos que
e({[C], [C]}) = ({{e(O)], [o(C)]}) = ({l@(O)], [9(C)]})
donde usamos que ¢(C¢) = ¢(C)° dado que ¢ € Aut(I'). De esta manera vimos que Aut(T') acttia sobre T (Copt).
|



104 CAPITULO 5. CORTES DE GRAFOS Y ARBOLES DE ESTRUCTURA.

Lema 5.5.3. Sea I un grafo accesible, conexo y localmente finito. Si Aut(I') actiia con finitas 6rbitas sobre I’ luego actiia
con finitas orbitas sobre Copt y sobre el drbol de estructura T(Copt).

Demostracién. Veamos primero que actda con finitas 6rbitas sobre Copt. Para eso tenemos que existe A € V(I')
dominio fundamental finito de la accién de Aut(I') sobre I'. Por lo tanto para todo corte C € Copt podemos tomar
otro corte D € Copt de manera que para cierta ¢ € Aut(T') vale que C = ¢(D) y tal que 6D n A # (J. Entonces la
accién de Aut(I') sobre Cop tiene el siguiente dominio fundamental

B={DeCopt | 6D A # &}

Como el grafo I es accesible existe k de manera que todo corte 6ptimo D es un k-corte. Por el resultado 5.1.7
tenemos que |B| < o y asi vimos que Aut(I') actta con finitas 6rbitas sobre Copt.

Para ver que son finitas las 6rbitas sobre el drbol de estructura notemos que al ser V(T (Copt)) isomorfo a un
cociente de Copt luego tenemos que en particular las 6rbitas sobre el drbol de estructura también tienen que ser
finitas.

Observacion 5.5.4. Un caso particular que nos interesa es cuando el grafo I es el grafo de Cayley para cierto
grupo finitamente generado G. En este caso tenemos que G es un subgrupo de Aut(I') y como G tiene una tinica
orbita se sigue que |Aut(I') /T'| = 1 de manera que en particular acttia con finitas 6rbitas.

Nuestro objetivo ahora es entender cémo es la accién sobre el drbol de estructura. Lo primero que vamos a
buscar entender es cémo son los estabilizadores de esta accion.

Lema 5.5.5. Sea T un grafo accesible, conexo y localmente finito. Entonces existe | € IN de manera que N*'(C) n C¢ es
conexo para todo C € Copt.

Demostracién. Primero consideremos algtin C € Copt y después veamos de extender este resultado para todos
los cortes 6ptimos.

Dado que C¢ es conexo tenemos que para todo par de vértices v,w € 6C n C® existe un camino ayy, tal que
apw < C°y es de longitud minimal. Sea I € N tal que | > sup,, ,c5c~cc 4(C, #ow) que estd bien definido dado que
existen finitos pares de vértices v, w € 6C n C*.

Afirmamos que N'(C) n C¢ es conexo. Para eso sean w,w’ € N'(C) n C¢ luego tenemos que existe un camino
tal que conecta a w con v € 6C N C® y un camino que conecta a w’ con v’ € §C n C° y ambos caminos estdn
contenidos en N*(C) n C¢. Por la eleccién de I tenemos que v y v’ estan conectados en N'(C) n C¢ probando asi
que es conexo.

Para finalizar la demostraciéon observemos que por el lema anterior 5.5.3 tenemos finitas 6rbitas de la accion
de Aut(T) sobre los cortes Optimos. Para cada representante de 6rbita C; € Copt donde i = 1,...,n podemos

tomar ; € N de manera que N%(C) n C{ sea conexo. Si tomamos [ = max I; vemos que nos sirve para todos los
i=1,...n

representantes de 6rbitas y asi para todos los cortes 6ptimos.
[ |

Observacién 5.5.6. En particular notemos que si I' es un grafo localmente finito accesible entonces |N*(C) n C¢| <
. Esto se puede ver porque si v € N*(C) n C° luego existe w € BC n C tal que esté en el camino que une v con
C. Esto nos dice que N'(C) n C¢ = N'(BC n C) n C°. El conjunto N*(BC n C) n C€ es finito porque los vecinos de
un conjunto finito en un grafo localmente finito forman un conjunto finito.

Ahora definimos un objeto que nos va a ayudar a entender como son estos estabilizadores.

Definicion 5.5.7. Sea I' un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(T') actia con finitas 6rbitas
sobre Copt. Sea I € N tal que N'(C) n C es conexo para todo C € Copt. El bloque asignado a [C] € V(T (Copt)) estd

definido como
B([C]) = () NY(D).
D~C
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Veamos que estos bloques no son vacios.

Lema 5.5.8. Tenemos la siguiente igualdad de conjuntos,

B([C)) = () Du | J N'(D) n D
D~C

D~C
Demostracion. Veamos las dos inclusiones.

» (). Seawv € B([C]). Siv € (\p.cD ya estd. Caso contrario tenemos que debe existir D € [C] tal que
v e NY(D) n D¢y por lo tanto queda probada esta inclusién.

= (2). Nos alcanza con ver que N'(D) n D¢ < B([C]) para todo D € [C]. Para eso notemos que al estar en la
misma clase de equivalencia tenemos que

N (D) n D¢ < D° < C < N/(C)

terminando de probar esta inclusién y asi obteniendo la igualdad de conjuntos.

Estos bloques aparte cumplen que son conexos.

Lema 5.5.9. Sea I grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible tal que Aut(T') actiia con finitas 6rbitas sobre
I. Existe una constante x € IN tal que para todo C € Copt y todo S < B([C]) tenemos que: Cuando dos vértices
u,v € B([C])\N*(S) se pueden conectar por algiin camino en I'\N*(S) entonces se pueden conectar por algiin camino
en B([C])\S.

Demostracién. La accion de Aut(T') sobre Copt tiene finitas érbitas entonces por lo probado en el lema 5.5.5
podemos considerar x = max{d(u,v) | D € Copt, 1,0 € N'(D) n D¢}. Veamos que esta constante nos sirve.

Vamos a probarlo por induccién en la longitud del camino. Sea 7y camino en I'\N*(S) tal que une u con v.
Queremos ver de acortar este camino usando el que N'(D) n D¢ es conexo. Si ¥ < B([C]) no hay nada que
probar. Entonces consideremos el primer vértice v,, de 7y tal que vy, ¢ B([C]) y esto quiere decir que para cierto
D e [C] tenemos que v,, ¢ N'(D). Por como tomamos a vy, y por el lema 5.5.8 tenemos que v,,_1 € N'(D) n D¢.

Consideremos ahora el primer vértice v, de v con n > m tal que v, € N'(D). Por ser el primer vértice que
aparece en el camino después de v,, y por el lema 5.5.8 tiene que valer que v, € N'(D) n D¢.

Dado que N/(D) n D¢ es conexo tenemos un camino de longitud minimal que une v,,_1 con v, tal que esta
contenido en N*(D) n D¢ y en particular por el lema 5.5.8 esta contenido en B([C]).

Este camino evita S porque para todo w en el camino vale que

d(vy, w) < d(vy, 1) <K

dado que v, v,—1 € 6D n D¢ y dado que el camino tiene longitud minima. Luego si algtin w del camino estuviera

en S tendriamos que d(v,, S) < k contradiciendo que partimos de un camino y que esta contenido en I'\N*(S).
[ |

Observacién 5.5.10. Como corolario del resultado anterior obtenemos que para todo C € Copt vale que B([C]) es
conexo. Esto porque podemos tomar S = 5.

‘ Lema 5.5.11. Sea I grafo accesible, infinito, conexo, localmente finito tal que Aut(T') actiia con finitas orbitas sobre T,
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D cortey g € Aut(T'). Entonces vale la siguiente igualdad de conjuntos:

g-N'(D)=N'(g-D).

Demostraciéon. Veamos las dos contenciones.

» (S).Sea v € NY(D) luego existe w € D tal que d(v,w) < I. Como multiplicar por ¢ es un automorfismo
manda vértices adyacentes en vértices ad?/acentes, en particular no aumenta la distancia. Esto es que d(g -
v,g-w) < I concluyendo asi que g-v € N'(g- D).

» (2).Sive N'(g- D) luego tenemos que debe existir w € D tal que d(g - w,v) < I. Ahora como multiplicar
por g es un automorfismo con inversa multiplicar por ¢~ ! obtenemos que

d(g V- v,w) <l — ¢ lwe N((D) — veg-N\(D).

Dado C € Copt definimos el estabilizador G¢) = {g€ G | g+ [C] < [C]}.

Lema 5.5.12. Sea I grafo accesible, infinito, conexo, localmente finito tal que G actiia con finitas orbitas sobre I', D corte
y g € G tal que g € Gjc) luego tenemos que g - B([C]) = B([C]).

Demostracién. Si v € B([C]) luego v € (\c..p N(D). Por lo tanto usando que multiplicar por g es un automor-
fismo del grafo obtenemos la siguiente igualdad

g-ve () g NY(D)
C~D

por lo que por el lema 5.5.11 concluimos que

g-ve ﬂ N'(g- D).
C~D

Por nuestra hipétesis tenemos que ¢ - D ~ C para todo D € [C] por lo tanto renombrando obtenemos la
siguiente igualdad
g-ve [ N'(D) = B([C]),
C~D
tal como queriamos ver.

Lema 5.5.13. Sea I' un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actiia sobre I' con finitas orbitas y sea
C € Copt. Entonces Gc) actila con finitas drbitas sobre [C].

Demostracién. Podemos ver que Gicj acttia sobre [C] si restringimos la accién de G al subgrupo Gj¢). Como G
acttia con finitas 6rbitas tenemos que existen finitos cortes Dy, . .., Dy € [C] de manera que las 6rbitas O(D;) son
distintas para todo 1 < i < k. Sea D € [C] entonces existe g € Gy D; tal que D = ¢gD; y como D ~ ¢D; ~ C esto
dice que gC ~ Clo que implica que g € G¢}. De esta manera tenemos que Gjc| también actda con finitas 6rbitas
sobre [C]. [ |
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Lema 5.5.14. Sea I un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actiia sobre I con finitas drbitas. Entonces
existe m € N tal que para todo v € B([C]) existe un corte D € [C] que cumple que d(v, D) < m.

Demostracion. Probemos entonces que existe tal corte D. Sea v € B([C]) luego tenemos que si existe un corte
D € [C] tal que v € N'(D) n D ya esta porque podemos tomar n = [. Entonces nos interesa el caso que v € D
para todo D ~ C. Sabemos que G acttia con finitas 6rbitas sobre el grafo I' por lo tanto debe existir U < V(I')
finito tal que B([C]) < G - U. Esto nos dice que v = g- 1 con u € U. Dado que U es finito tenemos que debe existir
m > 1 tal que d(u, BC) < m para todo u € U. Esto nos dice que usando el lema 5.5.11 luego

d(g-u,p(g-C)) <m,

por lo tanto v € B([C]) estd en una bola de radio m de B(g - C).Seaw € B(g - C) tal que d(v, w) < m.

Podemos suponer que w € B(g-C) n B([C]), caso contrario tendriamos que w € (g - C) y para todo D ~ C
tendriamos que w € D¢ lo que implicaria que d(v, D) < m y en este caso no quedaria nada para probar dado
que habriamos encontrado al corte D € [C] que cumple que d(v, BD) < m.

Probemos que B(g - C) < |Upc BD. Entonces supongamos que w € B(g-C) n B([C]) y mds atin nos queda
considerar el caso que w € D paratodo D ~ Cyw € B(g-C).

Por la proposicién 5.3.6 tenemos que g - C y C estan anidados. Renombrando a g - C de ser necesario obtene-
mos dos casos en particular, g- C° < Cy C < g- C°.

El caso que C < g - C° tenemos que g - C < C° lo que nos dice que B(g-C) < BCC L C°. Como suponemos que
w € C luego esto nos dice que w € BC° = BC tal como queriamos ver.

Consideremos ahora el caso que g-C° < C. Por la obs 5.4.4 tenemos que existen finitos cortes intermedios
y debe existir D € Copt tal que g-C° < D & C y resulta maximal respecto a la inclusién y asi por definicién
D ~ C.Comow € ()c.p D < B([C]) luego tenemos que w € D n (g - C). Como tenemos la siguiente contencion
B(g-C) < BD u D° obtenemos que

weDn (BDuUD") = weBD

tal como queriamos ver. u

Lema 5.5.15. Sea I' un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actiia sobre I con finitas orbitas. Entonces
G| actiia con finitas drbitas sobre B([C]).

Demostracién. Como G actta con finitas 6rbitas sobre Copt en particular lo hace sobre el subconjunto ( Jp.c BD.
Como corolario de 5.5.13 vemos que Gjc) acttia con finitas érbitas en el conjunto | Jp..c BD.

Por el lema previo 5.5.12 vimos que Gjc) actda sobre B([C]). Queremos ver que lo hace con finitas 6rbitas. Para
eso sabemos que existe m € N tal que para todo v € B([C]) existe un corte D € [C]| que cumple que d(v, BD) < m
gracias al lema 5.5.14.

Con esto nos alcanza para ver que G¢j actda con finitas 6rbitas sobre B([C]). Nos armarnos un dominio
fundamental finito de la accién de G¢j en B([C]) de la siguiente manera. Dado que existen finitos vy, . .., vy, tales
que v; € BD; para algtin D; € [C] tales que son dominio fundamental de la accién de G| en | Jpc BD podemos
considerar el conjunto A = | J;_; _, N"(v;). Luego este conjunto es un dominio fundamental de la accién de G
en B([C]) y es finito porque I' es localmente finito. |

Lema 5.5.16. Sea I un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Los bloques B([C]) tienen a lo sumo un solo
end.

Demostracion. Si el bloque tuviera mas de un end entonces deberia existir « camino infinito y S € B([C]) finito
de manera que « tiene infinitos vértices en dos componentes conexas distintas de B([C])\S. Para todo D € [C]
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tenemos que « < B([C]) £ N(D) y por el lema 5.5.5 sabemos que |N'(D) n D¢| < . Esto nos dice que en
particular tenemos que |x N D¢| < 0.

El conjunto N'(S) sigue siendo finito por lo tanto tenemos que a tiene infinitos vértices en T'\N'(S). Por el
lema 5.5.9 tenemos que dados dos vértices de B[C] luego todo camino en T\N!(S) que los conecte se puede
tomar para que esté dentro de B([C])\S. De esta manera tienen que existir dos componentes conexas de T\N'(S)
tales que tengan infinitos vértices de a. Caso contrario negariamos que existen dos componentes conexas de
B([C])\S que tienen infinitos vértices de a. Esto nos dice que C, # . Como el conjunto de cortes es no vacio
debe existir E € Copt n Cy. Como E € C, luego tenemos que |a N E| = o0 = |a n E°|. Nuestro objetivo es llegar a
una contradiccién de suponer la existencia de este corte.

Dado que E, C € Copt luego estan anidados gracias a la proposicién 5.3.6. Dos posibilidades estan descartadas.
Es imposible que E < C° o bien E° < C° porque en ambos casos contradecimos que E € C,. Nos queda considerar
los otros dos casos que son E & C o bien E° & C, ambos casos los tratamos andlogamente. Por la observacién
5.4.4 tenemos existe D € [C] tal que

EcD‘¢C

pero como justamente D ~ C tenemos que E na« < D n & pero |a n Df| < o0y esto es una contradiccion porque
suponiamos que E € C,. [

Lema 5.5.17. Sea T un grafo conexo, localmente finito e infinito de manera que Aut(T') actiia con finitas 6rbitas sobre T.
Entonces T tiene una geodésica infinita.

Demostracién. Dada v una geodésica de longitud impar denotaremos () su vértice medio. El grafo es infinito
entonces existen geodésicas de cualquier tamafo arbitrario. En particular como la accién de Aut(I') tiene un
dominio fundamental finito obtenemos que tiene que haber algtn vértice vy de manera que m(y) = vy para
infinitas geodésicas -y de longitud arbitraria.

En base a este vértice vamos a construir un arbol T de la siguiente manera. La raiz va a ser vy y los vértices
vanaser (0_y,...,00,.--,0p) geodésicas que tienen a vp como punto medio. Las aristas entonces van a ser

((0—ny-ey00,--,00), (V1,2 , 00, -+, Uns1))

siempre y cuando (v_,_1,...,0,...,0y+1) siga siendo una geodésica con vy su punto medio. Dado que el grafo
I' es localmente finito por suposicién tenemos que T también lo va a ser.
Finalmente para encontrar la geodésica infinita lo que hacemos es usar el lema de Konig 5.2.2 en T para

obtener un rayo en T, que se corresponde justamente con una geodésica infinita en I" tal como buscdbamos.
|

‘ Lema 5.5.18. Sea I un grafo infinito, conexo y con treewidth finito de manera que Aut(I") actiia con finitas érbitas sobre
I'. Entonces I tiene mds de un end.

Demostracion. Este grafo resulta ser accesible por el teorema 5.2.10. Consideremos m = méx{d(u,v) : u,v €
BC n C} para todo C € Copt. Esto lo podemos considerar porque por el lema 5.5.3 tenemos que Aut(T') acttia con
finitas 6rbitas sobre Copt.

Supongamos que I' no tiene mas de unend. Seaa = (...v_y,...,0,..., 0y ...) una geodésica infinita como
en el lema 5.5.17. Usando 5.2.8 tenemos que debe existir un k-corte C de manera que d(vp,C°) > m, vp € Cy
tal que |a N C¢| = 0. Como suponemos que el grafo no tiene mds de un end entonces necesariamente vale que
Cx = &. Veamos que esto nos da una contradiccion.

Como |a N C| < oo debe existir i, j € IN de manera que v_; € BC n C° y v; € BC n C. Dado que « es geodésico
tenemos que

d(v_;,v;) = d(v_;,v9) +d(vg,vj) = 2m

y esto es una contradiccion por como elegimos a m. Concluyendo asi que I' tiene méas de un end.
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Consideremos G una clase de grupos tal que es cerrada por subgrupos de indice finito. En nuestro caso en
particular nos va a interesar la clase de grupos finitos pero otras clases interesantes que cumplen esta propiedad
son la de los grupos virtualmente libres por lo visto en la proposicién 3.3.6. Recordemos que un grupo G es
virtualmente G si existe H subgrupo de G de indice finito tal que H € G.

Lema 5.5.19. Sea I un grafo conexo, localmente finito, accesible tal que Aut(T') actiia con finitas érbitas y sea G grupo
que actiia en T por automorfismos. Consideremos que para todo vértice v € V(I') tenemos que G, € G. Entonces dado
U < V(T) finito tenemos que Gy = {g € G | - U < U} es virtualmente G.

Demostracién. Tenemos el morfismo Gy — Sym(U) que tiene como ntcleo al subgrupo (),,c;; Gu de indice
finito en Gy;. Veamos que esta interseccién es un grupo que estd en G.

Para todo k € IN tenemos que G, actta sobre By(v) = {w € V(I') : d(w,v) < k}. Elegimos k de manera que
U < By(v). Dado que T es localmente finito tenemos que By (v) es finito y asi que si N es el ntcleo de la accién
Gy — B(v) entonces N tiene indice finito y por lo tanto N estd en G. Como [G, : N] < o esto implica que
[(MNueu Gu = N| < 0y esto implica que (),c;; Gu estd en G y por lo tanto Gy es virtualmente G. [

Proposicién 5.5.20. Sea I un grafo conexo, localmente finito, accesible tal que Aut(T') actiia con finitas rbitas y sea G
grupo que actiia en T por automorfismos. Consideremos que para todo vértice v € V (I') tenemos que G, € G. Entonces:

1. G actiia con estabilizadores virtualmente G en las aristas de T (Copt ).

2. Si B([C]) es finito para todo C € Copt entonces G actiia con estabilizadores virtualmente G en los vértices de

T(Copt).

Demostracion. Probemos 1. Tenemos que si g € Gyc e} luego esto nos dice que §-C = Cy que g- C° = C“.
En particular obtenemos que g - BC < BC. Esto nos dice que g € Gpc y como |BC| < o entonces por el lema 5.5.19
obtenemos que G(¢ cc} es virtualmente G tal como queriamos ver.

como el grupo G actuia con finitas 6rbitas y BC es finito debe ser que existe U € V(I') de manera que g € Gy.
Como N < Gy} [ce)y luego tenemos que Gy(c] (cc]; es virtualmente G.

Probemos que vale 2. Por el lema 5.5.15 tenemos que si B([C]) es finito entonces Gic) actta con finitas 6rbitas
sobre B([C]). En particular tenemos que si g € Gj¢) luego g € Gp(|¢)) ¥ como |B([C])| < o0 esto nos dice que por

ellema 5.5.19 que G| es virtualmente G tal como queriamos ver.
u

Teorema 5.5.21. Sea I grafo conexo, localmente finito con treewidth finito. Sea G grupo que actiia en I por medio de
automorfismos con finitas 6rbitas y tal que para cada vértice v € V(T') tenemos que el estabilizador G, es finito. Entonces
G actiia en T(Copt) con finitas orbitas y con estabilizadores finitos.

Demostracién. Por la proposicién 5.5.3 tenemos que G acttia con finitas érbitas sobre T(Copt).

Veamos ahora que los estabilizadores son finitos. Para eso queremos ver primero que B([C]) es finito. Para
esto notemos que B([C]) tiene treewidth finito por ser subgrafo de un grafo con treewidth finito y aparte resulta
ser accesible por el teorema 5.2.10. Esto nos dice que Gic) actta con finitas érbitas sobre B([C]). Ahora supon-
gamos que B([C]) es infinito, en este caso por el lema 5.5.18 tendriamos que deberia tener mds de un end pero
anteriormente vimos en el lema 5.5.16 que estos grafos no pueden tener méas de end. De esta manera descartamos
que B([C]) es infinito y por lo tanto es finito. Ahora para finalizar usamos el resultado 5.5.20 para la clase G de
los grupos finitos. |
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Corolario 5.5.22. Si G es un grupo con treewidth finito entonces G es el grupo fundamental de un grafo de grupos con
grupos finitos en sus vértices y aristas.

Demostracion. Usamos el resultado anterior 5.5.21 para obtener que acttia sobre un drbol con finitas érbitas y
con estabilizadores finitos. Por el teorema central de Bass Serre 2.4.12 concluimos lo que queriamos probar. W
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