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Resumen

Dadas A una matriz inversible de n×n y Γ una lattice de rango completo en Rn, una (A, Γ)-wavelet es una

funci�on de L2(Rn) que genera una base ortonormal de L2(Rn) via sucesivas traslaciones de Γ y dilataciones de

A. Una Wavelet M��nimamente Soportada en Frecuencia (MSF wavelet) es un tipo particular de wavelet cuya

transformada de Fourier es la funci�on caracter��stica de un conjunto medible de Rn.
En 2021 M. Bownik y D. Speegle resolvieron una pregunta geom�etrica planteada 25 a~nos atr�as en el contexto

de la teor��a de wavelets: determinar para qu�e pares (A, Γ) existe un conjunto medible W que tesela el espacio

via traslaciones de Γ y dilataciones de A. Tal conjunto es llamado un (A, Γ)-wavelet set. La motivaci�on original

de esta pregunta reside en el hecho de queW es un (A, Γ)-wavelet set si y solo si la antitransformada de Fourier

de la funci�on caracter��stica de W es una (A⊤, Γ∗)-wavelet.

En esta tesis se expone la historia de este problema, su relaci�on con la teor��a de wavelets y los distintos

resultados parciales que fueron esenciales para su investigaci�on. Finalmente se da la demostraci�on del teorema

de Bownik y Speegle con el que esta pregunta abierta fue resuelta.
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Caṕıtulo 1

Introducción: wavelets y teselaciones
por traslación y dilatación

En este trabajo nos proponemos comprender y exponer la soluci�on a un problema recientemente resuelto, que

se mantuvo abierto durante dos d�ecadas y media, originado en el �area matem�atica de la teor��a de wavelets. Esta

es un �area multidisciplinaria donde el an�alisis arm�onico se conecta con matem�aticas aplicadas y procesamiento

de se~nales. Este problema, sin embargo, tiene un inter�es independiente de su origen en el �ambito de wavelets al

poder plantearse completamente en t�erminos geom�etricos, como un problema sobre teselaciones simult�aneas

por traslaci�on y dilataci�on.

Pregunta 1.1. Si es A una matriz inversible de n×n y Γ un lattice de rango completo en Rn, >para qu�e

pares (A, Γ) existe alg�un conjunto medible W ⊂ Rn tal que

{AiW : i ∈ Z} y {W + γ : γ ∈ Γ }

son particiones medibles de Rn?

Con los �nes de contextualizar la pregunta daremos una breve rese~na sobre wavelets, en la medida en que

es relevante para el presente trabajo. Las t�ecnicas que llevaron a la resoluci�on del problema no se inscriben

necesariamente dentro de la teor��a de wavelets, pero este �ambito es esencial para comprender su motivaci�on.

1.1. Sobre wavelets

Consideremos una funci�on ψ = ψ(x) de R a valores reales o complejos, y pensemos a x como una variable

temporal. Parte importante de la teor��a de wavelets surge de la observaci�on de que ciertas funciones tienen la

propiedad especial de generar una base ortonormal de L2 cuando se las las dilata y traslada. Dado un n�umero

real k podemos considerar el operador de traslaci�on por k,

(Tkψ)(x) = ψ(x− k).

Y, para cada n�umero real no nulo a, de�nimos la dilataci�on por a como el operador

(Daψ)(x) = |a|−1/2ψ
( x
a

)
.

EL factor |a|−1/2 hace de este un operador unitario. En las aplicaciones, la funci�on ψ se interpreta como una

se~nal, por ejemplo, una onda de sonido que se desplaza en el aire, o un voltaje por un cable. El operador

Tk adelanta o atrasa la se~nal en el tiempo, mientras que el operador Da la dilata o la comprime (podemos

pensar en acelerar o ralentizar una onda de audio). Una (a,Z)-wavelet es una funci�on ψ tal que el conjunto

{DaiTkψ : k ∈ Z, i ∈ Z} es una base ortonormal de L2(R). Hemos considerado todas las traslaciones enteras de

ψ seguidas de dilataciones por potencias de a. M�as expl��citamente, ψ es una (a,Z)-wavelet si

(1.1)
{
|a|i/2ψ(aix− k) : i, k ∈ Z

}
es una base ortonormal de L2(R).
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6 CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON

Tal conjunto es llamado una base wavelet ortonormal. La importancia de tener una base de este tipo radica

en que los coe�cientes de una escritura en tal base recuperan informaci�on frecuencial de la se~nal a distintas

escalas, y permite su reconstrucci�on a partir de aproximaciones a distintas resoluciones. Esto da origen al

an�alisis multirresoluci�on, una t�ecnica de gran relevancia en an�alisis de se~nales y compresi�on de datos.

El primer ejemplo conocido de wavelet se debe a Haar y es la funci�on 1[− 1
2
,0) −1(0, 12 ]

. El problema que esta

presenta para las aplicaciones es que, por ser discontinua, su transformada pψ no tiene soporte compacto: en el

lenguaje de se~nales, ψ no es de banda limitada. Existe en el extremo contrario otra wavelet ψ de�nida por

ψ̂ = 1[−1,− 1
2
] + 1[ 1

2
,1], que claramente est�a acotada en el dominio frecuencial, pero que en s�� no tiene soporte

compacto. En el fondo de estos dos ejemplos yace la obstrucci�on fundamental del an�alisis de tiempo-frecuencia,

el llamado principio de incertidumbre : no es posible que sopψ y sop ψ̂ sean simult�aneamente peque~nos. Pese

a esto, los trabajos fundacionales de teor��a de wavelets en la d�ecada de 1980 lograron demostrar la existencia

wavelets con regularidad arbitraria y diversas propiedades deseables, particularmente, buena concentraci�on

tanto en el dominio temporal como frecuencial.

1.2. Wavelets mı́nimamente soportadas en frecuencia

Centr�emonos en el caso de la wavelet dada por

(1.2) ψ̂ = 1[−1,−1/2] + 1[1/2,1]

llamada wavelet de Shannon. Luego de calcular la antitransformada, esta wavelet puede darse expl��citamente

como

ψ(x) =
sin(2πx) − sin(πx)

πx
.

Notamos que la medida del soporte de ψ̂ es | sop ψ̂| = 1. La siguiente proposici�on, que generalizaremos y

demostraremos m�as adelante, nos dice que si deseamos que una wavelet tenga soporte \peque~no" en frecuencia,

no hay muchas m�as opciones salvo ser de esta forma: ψ = q1W para alg�un conjunto W ⊂ R.

Proposición 1.2 ([HW96, §2.2 Coro. 2.4]). Sea f ∈ L2(R) tal que {f(·−k) : k ∈ Z} es un sistema ortonormal.

Entonces | sop f̂| ≥ 1 y la igualdad se obtiene si y solo si |f̂ | = 1W para alg�un conjunto W ⊂ R medible

con |W| = 1.

Este tipo de wavelets se llaman m��nimamente soportadas en frecuencia, o MSF wavelets. La siguiente es

una caracterizaci�on b�asica de ellas:

Proposición 1.3 ([HW96, §7.2 Teo. 2.3]). Sea ψ ∈ L2(R) tal que |ψ̂| = 1W para alg�un conjunto medible

W ⊂ R, y sea a ̸= 0. Entonces, ψ es una (a,Z)-wavelet (en particular, una MSF wavelet) si y solo si se

satisfacen

(1.3)
∑
i∈Z

|ψ̂(aiξ)|2 = 1 y
∑
k∈Z

|ψ̂(ξ+ k)|2 = 1

para casi todo ξ ∈ R.

Lo interesante ocurre cuando interpretamos las condiciones (1.3) en t�erminos del conjunto W ⊂ R. Un
corolario de la proposici�on anterior es:

Corolario 1.4 ([HW96, §7.2 Coro. 2.4]). SeaW ⊂ R un conjunto medible, y ψ una funci�on tal que |ψ̂| = 1W.

Entonces, ψ es una (a,Z) MSF wavelet si y solo si

(1.4) {aiW : i ∈ Z} y {W + k : k ∈ Z} son particiones medibles de R

es decir, son colecciones de conjuntos disjuntos c.t.p. cuya uni�on es R, salvo conjuntos de medida cero.
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Figura 1.1: La wavelet de Shannon, ψ(x) = sin(2πx)−sin(πx)
πx

.

Figura 1.2: Otra wavelet dada por f(x) = 1
πx

(
− sin(2

3
πx) + sin(8

3
πx) + sin(πx) − sin(2πx)

)
.

(a) ψ̂ = 1[−1,− 1
2 ]∪ [

1
2
,1] (b) f̂ = 1[− 4

3
,−1]∪ [− 1

2
,− 1

3 ]∪ [
1
3
, 1
2 ]∪ [1,

4
3 ]

Figura 1.3: Las transformadas de las wavelets de las �guras 1.1 y 1.2 respectivamente.

Los soportes de ψ̂ y f̂ son (2,Z) wavelet sets en la recta.
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(V�ease tambi�en [DLS97, lema 4.3].) Los conjuntos que cumplen las condiciones (1.4) del Corolario reciben

el nombre de wavelet sets, m�as espec���camente (a,Z) wavelet sets. Este resultado da un m�etodo interesante

para la construcci�on de wavelets, al convertir la condici�on anal��tica (1.1) en una condici�on de conjuntos. Por

ejemplo, la Figura 1.5 ilustra c�omo el conjunto [−1,−1/2]∪ [1/2, 1] cumple las condiciones (1.4) de una manera

visualmente clara, y por lo tanto la wavelet de Shannon es efectivamente una (2,Z)-wavelet. Podemos aplicar

el mismo m�etodo para construir otras wavelets si hallamos otros wavelet sets en la recta: en la Figura 1.2 se

muestra otra wavelet obtenida a partir del conjunto[
−
4

3
,−1

]
∪
[
−
1

2
,−
1

3

]
∪
[
1

3
,
1

2

]
∪
[
1,
4

3

]
del cual puede veri�carse f�acilmente que es un (2,Z)-wavelet set. V�ease [Gus, §2.4] para una generalizaci�on de

este ejemplo.

>Qu�e ocurri�o hasta ahora? En (1.1) de�nimos una wavelet como una funci�on que genera una base ortonormal

bajo la acci�on simult�anea de los operadores de dilataci�on y traslaci�on de funciones. Ahora, desde el punto de

vista de conjuntos, estas se han convertido en la condici�on de que cierto conjunto tesele el espacio bajo dos

acciones simult�aneas en la recta, a saber, traslaci�on por enteros y dilataci�on (multiplicaci�on) por a del conjunto

W en R.
Ahora generalicemos la discusi�on a funciones en Rn. Nuestro factor de dilataci�on a ser�a reemplazado por

una matriz inversible A de n×n, y los enteros ser�an reemplazados por Zn, o m�as generalmente, una lattice de

rango completo Γ ; esto es, la imagen de Zn por una transformaci�on lineal inversible. Decimos que una funci�on

ψ ∈ L2(Rn) es una (A, Γ)-wavelet si{
|detA|

i/2
ψ(Aix+ γ) : i ∈ Z, γ ∈ Γ

}
es una base ortonormal de L2(Rn) . Llamamos MSF-wavelet en Rn a una wavelet ψ tal que |ψ̂| = 1W para

cierto W ⊂ Rn medible. M�as adelante demostraremos el Teorema 1.19, que es una generalizaci�on a Rn del

Corolario 1.4: dado un conjunto medible W, la funci�on q1W es una (A, Γ)-wavelet si y solo si {(A⊤)iW : i ∈ Z}
y {W + γ :∈ Γ∗} son particiones medibles de Rn, es decir, si y solo si W es un wavelet set.

Este resultado sugiere la pregunta 1.1, que podemos parafrasear as��: >para qu�e pares (A, Γ) existe un wavelet

set? Una resoluci�on completa de este problema dar��a entonces una caracterizaci�on total de todas las MSF-

wavelets ortogonales en Rn. Veremos que la di�cultad del problema reside en hallar la manera espec���ca en que

deben interactuar las acciones de A y Γ sobre Rn, al ser dos acciones con mucha libertad y sin relaci�on aparente.

1.3. Definiciones y ejemplos

De ahora en adelante usaremos la notaci�on |U| para denotar la medida de Lebesgue de cualquier conjunto

medible U ⊂ Rn. Cuando digamos que una propiedad se cumple para casi todo punto nos referiremos a que se

cumple para todo elemento de Rn \ Z donde Z es alg�un conjunto de medida cero. La notaci�on #|U| denota al

cardinal del conjunto U. El s��mbolo 1W denota la funci�on caracter��stica del conjunto W.

1.3.1. Lattices

Definición 1.5 (Lattices). Una lattice Γ ⊂ Rn es un subgrupo aditivo de Rn generado por un conjunto de

vectores linealmente independiente de Rn. El rango de la lattice es el tama~no k ≤ n del conjunto de generadores.

As��, la lattice Γ generada por v = {v1, . . . , vk} es de la forma

Γ =

{
k∑
i=1

λivi : λi ∈ Z

}
= Zv1 + · · ·+ Zvk.

Si k = n decimos que la lattice es de rango completo. Una lattice de rango completo Γ es de la forma Γ = RZn
donde R resulta ser la matriz de n × n cuyas columnas son los vectores vi. La lattice Γ∗ = (R−⊤)Zn recibe el
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Figura 1.4: Visualizaciones de dos lattices en R2: la lattice can�onica Z2, y una lattice gen�erica Γ = RZ2 dada
cierta elecci�on de matriz R. Se muestra el paralelep��pedo fundamental P.

nombre de lattice dual de Γ , donde utilizamos la notaci�on R−⊤ = (R⊤)−1 = (R−1)⊤ para referirnos a la matriz

inversa traspuesta de R. La lattice dual de Γ cumple

Γ∗ =
{
γ ′ ∈ Rn : γ · γ ′ ∈ Z ∀ γ ∈ Γ

}
donde · denota el producto interno usual en Rn.

Nota sobre terminoloǵıa: En el presente trabajo utilizaremos en su gran mayor��a lattices de rango com-

pleto. Por eso, diremos simplemente lattice para referirnos a una lattice de rango completo en Rn. En los

pocos casos en que utilicemos lattices de rango menor, haremos la aclaraci�on lattice de rango d con d ≤ n.

Toda lattice Γ induce una relaci�on de equivalencia en Rn dada por x ≃ y ⇐⇒ x−y ∈ Γ . El espacio cociente
Rn/Γ es el conjunto de clases de equivalencia de Rn sobre esta relaci�on, y resulta una variedad diferenciable

con una m�etrica de Lebesgue natural inducida de Rn. Llamamos dominio fundamental a cualquier conjunto

F ⊂ Rn medible que contiene exactamente un representante para cada clase de Rn/Γ .

Si Γ es de rango completo, es f�acil ver que el paralelep��pedo semiabierto

(1.5) P =

{
n∑
i=1

tivi : ti ∈ [0, 1)

}

es un dominio fundamental de Γ , y entonces |Rn/Γ | = |P| = |detA| > 0. Lo llamaremos el paralelep��pedo fun-

damental de Γ . (Ver la �gura 1.4.)

Es claro que, con nuestra de�nici�on, toda lattice es discreta (i.e. todos sus puntos son aislados). Como

resultado interesante, la siguiente proposici�on dice que las lattices (no necesariamente de rango completo) son

exactamente los subgrupos aditivos discretos de Rn.

Proposición 1.6 (Teorema fundamental de lattices [TV06, Lema 3.4]). Todo subgrupo aditivo discreto de

Rn es una lattice, no necesariamente de rango completo. En particular, es �nitamente generado, y es la

imagen de Zk ⊂ Rn por una transformaci�on lineal inversible.
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1.3.2. Teselaciones, cubrimientos y empaques

Una teselaci�on de Rn es usualmente una partici�on de Rn en conjuntos disjuntos, llamados teselas1, que

cumplen alguna condici�on geom�etrica particular. En el problema que nos interesa estudiar trabajaremos con

teselaciones en su sentido m�as laxo: nuestras teselas podr�an intersecarse en conjuntos de medida cero. Tampoco

exigimos ninguna condici�on topol�ogica a las teselas, pidi�endoles solamente que sean conjuntos de Rn Lebesgue-

medibles. A continuaci�on damos nuestras de�niciones de teselaci�on, empaque y cubrimiento por dos acciones

distintas: dilataci�on por una matriz inversible A, y traslaci�on por una lattice Γ .

Definición 1.7. Sea A una matriz real inversible de n× n. Sea M ∈ N.

Diremos que un conjunto medible U ⊂ Rn empaca M-redundantemente por dilataciones de A si∑
j∈Z

1U(A
jx) ≤M para casi todo x ∈ Rn

esto es, si casi todo punto de Rn est�a en no m�as de M conjuntos de la forma AjU, j ∈ Z.

En el caso en que ∑
j∈Z

1U(A
jx) ≤ 1 para casi todo x ∈ Rn

diremos que U empaca por dilataciones de A. Esto es, casi todo x ∈ Rn est�a en uno o ninguno de los

conjuntos AjU, j ∈ Z.

Diremos adem�as que U cubre por dilataciones de A si∑
j∈Z

1U(A
jx) ≥ 1 para casi todo x ∈ Rn

esto es, si casi todo punto de Rn est�a en al menos uno de los AjU.

Diremos que U tesela por dilataciones de A si cubre y empaca simult�aneamente, esto es, si∑
j∈Z

1U(A
jx) = 1 para casi todo x ∈ Rn.

An�alogamente, dada una lattice Γ ⊂ Rn, diremos que U empaca M-redundantemente, empaca o tesela

por traslaciones de Γ , si se cumple la desigualdad correspondiente con
∑
γ∈Γ 1U(x+ γ).

Como ya mencionamos, un conjunto medible que tesela por dilataciones de A y por traslaciones de Γ es

llamado un (A, Γ) wavelet set.

Cuando no haya riesgo de ambig�uedad abreviaremos diciendo, por ejemplo, \U empaca por dilataciones", o \U

empaca por A", y an�alogamente para Γ y las otras propiedades.

Observación 1.8. Un conjunto U empaca por dilataciones de A si |AiU ∩ AjU| = 0 ∀i ̸= j ∈ Z, y cubre por

dilataciones de A si
∣∣∣Rn \

⋃
j∈ZA

jU
∣∣∣ = 0. Lo mismo vale an�alogamente para traslaciones de Γ .

Ejemplos 1.

1. El cubo unitario semiabierto [0, 1)n ⊂ Rn tesela por traslaciones de Zn, porque es una regi�on fundamental

de Rn/Γ . Pero tambi�en lo hace el cubo cerrado [0, 1]n, ya que sus traslaciones se intersecan en conjuntos

de medida nula en Rn. El conjunto (0, 1)n tambi�en tesela por Zn, ya que sus traslaciones cubren todo Rn
salvo por conjuntos de medida nula.

1\Tesela" es quiz�as un t�ermino menos conocido para referirse a las piezas de un mosaico, y \teselaci�on" re�ere al mosaico en s��.
Utilizamos estas palabras por su similitud con los t�erminos est�andar en ingl�es, tile y tiling. Otras elecciones posibles habr��an sido
pares como \baldosa" y \embaldosado" o \azulejo" y \mosaico". Todas estas palabras guardan un signi�cado similar, que da la
idea de un patr�on geom�etrico formado por cierto conjunto de �guras que \encajan" entre s��.
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Figura 1.5: El conjunto U = [−1,−1/2] ∪ [1/2, 1] ⊂ R es un (2,Z) wavelet set en la recta. Se usan varios

colores para marcar distintas traslaciones y dilataciones del conjunto.

2. El cubo unitario \engordado" (0 − ε, 1 + ε)n con ε > 0 cubre el espacio por traslaciones de Zn, pero no

lo tesela.

3. El anillo U = B(0, 1) \ B(0, 1
2
) tesela Rn por dilataciones de la matriz A = 2Id.

4. La �gura 1.5 muestra el conjunto U = [−1,−1/2] ∪ [1/2, 1] ⊂ R. Este es un (2,Z) wavelet set: U tesela

la recta via multiplicaci�on por 2 (igual que el anillo en el ejemplo anterior), y adem�as tesela la recta por

traslaciones enteras.

5. La �gura 1.6 muestra un (A,Z2) wavelet set en R2 para la matriz

A =

(
1 1

1 −1

)
.

6. La �gura 1.7 muestra otro (A,Z2) wavelet set en R2, esta vez para la matriz

A =

(
a 0

0 1

)
.

Se gra�ca en particular el caso a = 2. A diferencia del ejemplo anterior, este conjunto no es acotado. Esto

no es casualidad: no existen wavelet sets acotados para esta matriz (Teorema 1.10).

Damos ahora dos resultados que caracterizan la existencia de teselas para cada acci�on por separado (el pri-

mero, elemental; el segundo, de mayor complejidad, y cuya demostraci�on omitimos). Luego damos un resultado

que muestra c�omo la relaci�on precisa entre ambas acciones determina fuertemente la apariencia de los posibles

wavelet sets.

Proposición 1.9 (Teselaciones por traslaci�on). Supongamos que Γ =MZn con M ∈ GLn(Rn).

(a) Existe un conjunto que tesela por Γ .

(b) Todo conjunto U que tesela por Γ tiene la misma medida |U| = |detM| <∞.

(c) Si un conjunto U empaca por Γ , entonces |U| ≤ |detM| <∞.

Demostraci�on. (a) Damos por evidente el hecho de que el cubo [0, 1)n tesela por Zn. La transformaci�on

lineal f(x) = Mx transforma Zn en Γ y el cubo [0, 1)n en el conjunto P = M[0, 1)n, que es el paralelep��pedo
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(a) El conjunto U (b)
{
Aj(U) : j ∈ Z

}
(c)

{
U + z : z ∈ Z2

}
Figura 1.6: Un (A, Γ) wavelet set en R2 para Γ = Z2, A =

(
1 1
1 −1

)
.

(a) El conjunto U (b)
{
Aj(U) : j ∈ Z

}
(c)

{
U + z : z ∈ Z2

}
Figura 1.7: Un (A, Γ) wavelet set en R2 para Γ = Z2, A =

(
2 0
0 1

)
. Este conjunto no es acotado y se extiende

recursivamente en la direcci�on del eje y.
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fundamental de Γ (1.5). Entonces P tesela por Γ .

Demostremos (c). Sea P como antes. Si U empaca por Γ , tenemos

|detM| = |P| =

∫
P

1 dx
(∗)
≥

∫
P

∑
γ∈Γ

1U(x+ γ) dx

=
∑
γ∈Γ

∫
P

1U(x+ γ) dx =
∑
γ∈Γ

∫
P+γ

1U(x) dx =

∫
Rn

1U(x) dx = |U|.

Pudimos intercambiar la integral con la suma por el teorema de Tonelli, ya que 1U ≥ 0. La demostraci�on de

(b) es id�entica observando que si U tesela por Γ obtenemos la igualdad en (∗).

Acabamos de ver que toda lattice admite teselaciones por traslaci�on, lo cual es visualmente intuitivo (ver

�g. 1.4). En contraste, no resulta claro a primera vista determinar cu�ando existir�a una tesela por dilataciones

de cierta matriz inversible A. Resulta que tal conjunto existe siempre que A no sea ortogonal. El siguiente

resultado es una caracterizaci�on precisa de esta propiedad.

Teorema 1.10 (Caracterizaci�on de teselaciones por dilataci�on, [LSST06, Teo. 4]). Sea A ∈ GLn(Rn).

(i) Existe un conjunto que tesela por dilataciones si y solo si A no es ortogonal.

(ii) Existe un conjunto de medida �nita que tesela por dilataciones si y solo si |detA| ̸= 1.

(iii) Existe un conjunto acotado que tesela por dilataciones si y solo si todos los autovalores reales o

complejos de A o A−1 son mayores que 1 en m�odulo.

Este teorema importante fue demostrado en 2006 y su demostraci�on, que aqu�� omitimos, radica en una cons-

trucci�on expl��cita de tales conjuntos haciendo uso de la forma real de Jordan de A. Las teselas por dilataci�on

construidas tienen adem�as interior no vac��o, lo cual ser�a de utilidad m�as adelante.

Del Teorema 1.10 puede deducirse inmediatamente que la matriz A =
(
a 0
0 1

)
no admite (A,Z2) wavelet

sets acotados para ning�un a ∈ R. En los ejemplos 1 mostramos la construcci�on de un wavelet set para esta

matriz (Figura 1.7). De todas maneras, esa selecci�on de ejemplos puede dar la expectativa de que en todos los

casos se pueda obtener una imagen geom�etricamente \buena" de los wavelet sets. Esto est�a lejos de ser as��: a

continuaci�on vemos que, para cierta elecci�on de lattice Γ , la matriz anterior solo admite wavelet sets de interior

vac��o.

Proposición 1.11 ([Spe03, prop. 3.9]). Sea la matriz A =
(
a 0
0 1

)
con a > 1 y Γ ⊂ R2 una lattice que

interseque al eje y solo en el origen. Entonces todo (A, Γ) wavelet set es no acotado y de interior vac��o.

Para la demostraci�on de la proposici�on usaremos el siguiente hecho:

Lema 1.12. Sea a > 1. Sea W ⊂ R que tesela la recta por dilataciones de a, y supongamos

W ⊂ (−∞,−ε] ∪ [ε,+∞). Sea I = [−aε,−ε] ∪ [ε, aε]. Entonces |W| ≥ |I| = 2(1− a)ε.

Demostraci�on. Como W est�a ε-alejado del 0, tenemos |ajW ∩ I| = 0 ∀j ≥ 1. Entonces, como W tesela por a,

I =
⋃
j∈Z
I ∩ ajW =

∞⋃
j=0

I ∩ a−jW

y las uniones son disjuntas. Notemos adem�as que I tambi�en tesela por dilataciones de a, con lo cual W =⋃∞
j=0 a

jI ∩W. Usando a > 1 obtenemos

|I| =

∞∑
j=0

|I ∩ a−jW| ≤
∞∑
j=0

aj|I ∩ a−jW| =

∞∑
j=0

|ajI ∩W| = |W|
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Figura 1.8

Ahora demostramos la Proposici�on 1.11.

Demostraci�on. Sea W un (A, Γ) wavelet set. Que no es acotado se deduce

del Teorema 1.10 ya que A tiene a 1 como autovalor. Supongamos ahora que

W tiene interior no vac��o y lleguemos a una contradicci�on. Sea R ⊂ W un

cuadrado de lado 4ε. Entonces R empaca por traslaciones de Γ . Llamemos

X, Y a los ejes, y pX, pY a las proyecciones ortogonales sobre ellos. Sean

v1, v2 dos generadores de Γ . Como Γ no toca al eje Y, los n�umeros reales

α = pX(v1), β = pX(v2) son tales que α/β es irracional. Por el algoritmo de

Euclides podemos obtener combinaciones enteras de α y β arbitrariamente

cercanas a 0, y {nα +mβ : n,m ∈ Z} es denso en R. Entonces las rectas
{Y + γ : γ ∈ Γ } son densas en R2. En particular, existen in�nitos γ ∈ Γ tales
que Y + γ est�a a distancia menor que ε del centro de R. En otras palabras,

existen {γi}i∈N ⊂ Γ no nulos y distintos entre s�� tales que los cuadrados

R+ γi intersecan a Y a menos de ε de su centro. Sea Si la franja horizontal

R× pY(R+ γi). Notemos que, para cada i ∈ N, tenemos

(R+ γi) ∩ ([−ε, ε]× R) = [−ε, ε]× pY(R+ γi)

(ver Figura 1.8). Entonces, como los R + γi son disjuntos entre s��, tambi�en lo son las franjas Si. Supongamos

que W ∩ Si toca a [−ε, ε]× R. Entonces tendr��amos que R+ γi toca a W, lo cual no es posible porque R ⊂W
empaca por traslaciones. Esto muestra que

pX(W ∩ Si) ⊂ (−∞,−ε] ∪ [ε,∞).

Por la forma de la matriz A, sabemos que para casi todo y ∈ R, el conjunto Wy = {x ∈ R : (x, y) ∈W} tesela R
por a-dilataciones. Si adem�as y ∈ pY(W ∩Si), tenemos Wy ⊂ (−∞,−ε]∪ [ε,∞) y el Lema 1.12 nos dice que en

ese caso |Wy| ≥ 2(1− a)ε. Integrando con el teorema de Fubini sobre la altura de la franja Si obtenemos que

|W ∩ Si| ≥ 4ε · 2(1− a)ε = cε2

para cualquier i ∈ N. Como los Si son in�nitos y disjuntos, esto implica que |W| = ∞, lo cual es absurdo porque

W tesela por traslaciones (Prop. 1.9, b).

Vale destacar que, para cualquier par (A, Γ) en las hip�otesis de la proposici�on anterior, efectivamente existen

(A, Γ) wavelet sets. Esto se deduce de un resultado que veremos m�as adelante (Teorema 2.3), y muestra que en

verdad existen wavelet sets de interior vac��o.

1.4. La transformada de Fourier y bases de exponenciales

En lo que resta del cap��tulo apuntamos a exponer la interesante equivalencia entre MSF-wavelets y wavelet

sets, culminando en una demostraci�on elemental del Teorema 1.19. Para esto comenzamos con un repaso b�asico

de series de Fourier en el espacio de Hilbert L2(Rn). Denotaremos con ∥f∥2 =
(∫

Rn |f|2dx
)1/2

a la norma de f

en L2(Rn). Recordemos que la transformada de Fourier de una funci�on f ∈ L1(Rn) viene dada por

F(f)(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−2πi⟨ξ,x⟩ dx := pf(ξ).

Gracias al Teorema de Plancherel, que a�rma

∥f∥2 = ∥F(f)∥2 ∀f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)

es posible extender F por un proceso de l��mite a un operador unitario de L2(Rn) en s�� mismo. La transformada

de Fourier inversa de f ∈ L1(Rn) est�a dada por

F−1(f)(ξ) =

∫
Rn

f(x)e2πi⟨ξ,x⟩ dx := qf(ξ).
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y resulta ser el operador inverso de F−1 luego del procedimiento de l��mite adecuado. Usando la abreviatura

e2πi ⟨x,·⟩ = ex para x ∈ Rn, tenemos

pf(ξ) = ⟨f, eξ⟩ qf(ξ) = ⟨f, e−ξ⟩.

donde ⟨f, g⟩ =
∫
Rn f g. Recordamos que este resulta el producto interno usual de L2(Rn) cuando f, g est�an en

L2(Rn). Notar que en este caso ex /∈ L2(Rn).

1.4.1. Coeficientes de Fourier en una lattice

Sea f una funci�on Zn-peri�odica, es decir, tal que

f(x) = f(x+ k) ∀k ∈ Zn.

Si la funci�on f ·1[0,1]n est�a en L2(Rn), identi�caremos f con su restricci�on al cubo unitario f|[0,1]n y diremos que

f ∈ L2([0, 1]n). Sabemos que el espacio L2([0, 1]n) cuenta con una base ortonormal distinguida: las exponenciales

con frecuencias enteras {en : n ∈ Zn}. En otras palabras, tenemos la expansi�on de f en su serie de Fourier

(1.6) f(x) =
∑
k∈Zn

⟨f, ek⟩ek(x) =
∑
k∈Zn

pf(k)ek(x) ∀f ∈ L2([0, 1]n).

con pf(k) = ⟨f, ek⟩ =
∫
[0,1]n

f(x) e−2πi⟨k,x⟩ dx

donde pf(k) es llamado el k-�esimo coe�ciente de Fourier de f para cada k ∈ Zn.

Notemos que los coe�cientes de fourier est�an de�nidos para cualquier f ∈ L1([0, 1]n) sin necesidad de que f

sea cuadrado-integrable. Tenemos, adem�as, el siguiente resultado que nos ser�a �util:

Lema 1.13. Sea f ∈ L1([0, 1]n) tal que
∑
k∈Zn |pf(k)| < ∞. Entonces f ∈ L2([0, 1]n) y en consecuencia f

coincide con su serie de Fourier en casi todo punto.

Este resultado es est�andar y puede hallarse en [SW71, p. 249, Coro. 1.8] y [You01, p.8, Teo. 2].

Vimos que una funci�on Zn-peri�odica cuenta con una serie de Fourier indexada sobre Zn. Sea ahora Γ = AZn
una lattice de rango completo en Rn y sea F una funci�on Γ -peri�odica, es decir, F(x) = F(x + γ) ∀γ ∈ Γ . Tal
funci�on se identi�ca con su restricci�on a A[0, 1]n, que est�a en el espacio L2(A[0, 1]n). Ser��a natural poder de�nir

su serie de Fourier en base a coe�cientes indexados ya no en Zn sino en alguna lattice relacionada con Γ . Para

eso, consideramos la funci�on f(x) = F(Ax). Observamos que f es Zn-peri�odica y por lo tanto su serie de Fourier

es la de (1.6). Usando el cambio de coordenadas t = Ax,

pf(k) =

∫
[0,1]n

F(Ax) e−2πi⟨k,x⟩ dx =
1

|detA|

∫
A[0,1]n

F(t) e−2πi⟨(A
−⊤k),t⟩ dt

: = pF(γ) con γ = A−⊤k ∈ Γ∗.(1.7)

Acabamos de de�nir el γ-�esimo coe�ciente de Fourier de una funci�on Γ -peri�odica F, donde γ ∈ Γ∗. As��

podemos escribir la serie de Fourier de F como

F(x) = f(A−1x) =
∑
k∈Zn

pf(k)e2πi⟨(A
−⊤k),x⟩

=
∑
γ∈Γ∗

pF(γ) e2πi⟨γ,x⟩ =
∑
γ∈Γ∗

pF(γ) eγ(x).(1.8)

Con estas de�niciones puede deducirse del Lema 1.13 un resultado an�alogo para funciones Γ -peri�odicas:

Corolario 1.14. Sea Γ = AZn, y F ∈ L1(A[0, 1]n) tal que
∑
γ∈Γ∗ |

pF(γ)| <∞. Entonces F ∈ L2(A[0, 1]n) y en

consecuencia F coincide con su serie de Fourier en casi todo punto.
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1.4.2. Bases ortogonales por traslación

La Proposici�on 1.2, que dimos sin demostraci�on, nos dice que si una funci�on ψ ∈ L2(R) genera un sistema

ortogonal por traslaciones, el soporte de su transformada de Fourier no puede ser peque~no. Demostraremos ese

resultado generaliz�andolo a Rn. Primero, un lema auxiliar de mucha utilidad:

Lema 1.15. Sea g ∈ L2(Rn) y Γ ⊂ Rn una lattice y sea D un dominio fundamental de Γ . Entonces el

conjunto {g(·− γ)}γ∈Γ es un sistema ortonormal si y solo si∑
k∈Γ∗

|pg(ξ+ k)|2 = |D| para casi todo ξ ∈ Rn.

Demostraci�on. Llamemos D∗ a un dominio fundamental de Γ∗. Si el sistema {g(· − γ)}γ∈Γ es ortonormal

tenemos, para cada γ ∈ Γ ,

δγ,0 =
〈
g, g(·− γ)

〉
L2(Rn)

=
〈

pg, {g(·− γ)
〉
L2(Rn)

a
=

∫
Rn

pg(ξ) pg(ξ) e−2πi⟨γ,ξ⟩ dξ

=

∫
Rn

|pg(ξ)|2 e2πi⟨γ,ξ⟩dξ

=
∑
k∈Γ∗

∫
D∗+k

|pg(ξ)|2e2πi⟨γ,ξ⟩ dξ

=
∑
k∈Γ∗

∫
D∗

|pg(ξ− k)|2 e2πi⟨γ,ξ−k⟩ dξ

b
=

∫
D∗

∑
k∈Γ∗

|pg(ξ− k)|2 e2πi⟨γ,ξ−k⟩ dξ

c
=

∫
D∗

∑
k∈Γ∗

|pg(ξ− k)|2 e2πi⟨γ,ξ⟩ e−2πi⟨γ,k⟩︸ ︷︷ ︸
=1

dξ

=

∫
D∗

(∑
k∈Γ∗

|pg(ξ− k)|2

)
e2πi⟨γ,ξ⟩ dξ.

=
1

|D∗|

∫
D∗

(
|D∗|

∑
k∈Γ∗

|pg(ξ− k)|2

)
︸ ︷︷ ︸

:=h(ξ)

e2πi⟨γ,ξ⟩ dξ

= ph(−γ)

En (a) hemos usado la identidad F(g(· + γ)) = pgeγ que es de f�acil veri�caci�on. En (b) usamos el teorema de

Tonelli, y en (c) usamos que ⟨γ, k⟩ ∈ Z por de�nici�on de lattice dual. Entonces hemos obtenido los coe�cientes

de Fourier de la funci�on Γ∗-peri�odica h(ξ) = |D∗|
∑
k∈Γ∗ |pg(ξ−k)|

2, como los de�nimos en (1.7). Gracias al Lema

1.14, h coincide con su serie de Fourier, y resulta h(ξ) = 1 para casi todo punto. Usando |D| |D∗| = 1, obtenemos

el resultado. Rec��procamente, si la funci�on h vale 1 en casi todo punto, se pueden calcular sus coe�cientes de

Fourier con la misma cuenta, lo cual muestra que el sistema {g(·− γ)}γ∈Γ es ortonormal.

Proposición 1.16. Sea Γ ⊂ Rn una lattice, D una regi�on fundamental de Γ , y sea g ∈ L2(Rn) tal que el

conjunto {g(· − γ)}γ∈Γ es un sistema ortonormal. Entonces | sop(pg)| ≥ |D|−1, y la igualdad vale si y solo

si |pg| = |W|−1/21W para alg�un conjunto medible con |W| = |D|−1.

Demostraci�on. Por el Lema 1.15, es claro que |pg(ξ)|2 ≤ |D| para casi todo ξ ∈ Rn. Adem�as, como el sistema

es ortonormal, tenemos ∥g∥ = ∥pg∥ = 1. Por lo tanto

|D| | sop(pg)| =

∫
sop(pg)

|D| ≥
∫
Rn

|pg(ξ)|2 dξ = ∥pg∥2 = 1
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lo cual muestra la primera parte del enunciado. Para ver la otra, asumamos que | sop(pg)| = |D|−1 pero |pg| no es

un m�ultiplo de la funci�on caracter��stica de un conjunto. Entonces existe E ⊂ Rn donde 0 < |pg| < |D|1/2. As��,

1 = ∥pg∥2 =
∫
sop pg

|pg(ξ)|2 dξ =

∫
sop(pg)\E

|pg(ξ)|2 dξ+

∫
E

|pg(ξ)|2 dξ

<
(
| sop(pg) \ E|+ |E|

)
|D| = | sop(pg)| |D| = 1

lo cual es absurdo. El rec��proco es claro, ya que si |pg| = |W|−1/21W con |W| = |D|−1, entonces | sop pg| = |D|−1.

1.5. El Teorema de Fuglede

El mismo cambio de coordenadas que usamos en (1.7), junto con una normalizaci�on adecuada, de�ne un

operador D de dilataci�on por A

D : L2([0, 1]n) −→ L2(A[0, 1]n)

D(f)(x) = |detA|
−1/2

f(A−1x)

que resulta un isomor�smo isom�etrico entre estos espacios de Hilbert, es decir, un operador unitario. En efecto,

es isomor�smo porque su inverso es la dilataci�on por A−1, y es isom�etrico porque preserva el producto interno:

⟨D(f),D(g)⟩L2(A−1[0,1]n) =

∫
A−1[0,1]n

|detA| f(Ax) g(Ax) dx

=

∫
[0,1]n

f(x) g(x) dx

= ⟨f, g⟩L2([0,1]n).

En particular, si aplicamos D a la base ortonormal {en : n ∈ Zn} de L2([0, 1]n), obtenemos

D(en)(x) = |detA|
−1/2

e2πi⟨k,A
−1x⟩ = |detA|

−1/2
e2πi⟨A

−⊤k,x⟩

= |detA|
−1/2

eγ(x) con γ ∈ Γ∗.

Como los operadores unitarios preservan bases ortonormales, hemos demostrado que

Si Γ = AZn entonces
{
|detA|

−1/2
eγ : γ ∈ Γ∗

}
es una base ortonormal de L2(A[0, 1]n).

Ahora, si en vez del paralelep��pedo fundamental tom�aramos un conjunto medible arbitrario D que tesele

por traslaciones de Γ , >podremos obtener una base ortonormal de exponenciales para L2(D)? Fuglede prob�o en

[Fug74, §6] que en tal caso el enunciado anterior se mantiene: para que las exponenciales con frecuencias en Γ∗

formen una base ortonormal de L2(D) es su�ciente y de hecho necesario que D tesele por traslaciones de Γ .

Teorema 1.17 (Fuglede). Sea D un conjunto medible de Rn con |D| < ∞, y Γ una lattice de rango

completo. Entonces D tesela Rn por traslaciones de Γ si y solo si las funciones

|D|−1/2eγ, γ ∈ Γ∗

forman una base ortonormal de L2(D).

Elegimos dar la demostraci�on del Teorema de Fuglede que se encuentra en [Ios]. Primero, usaremos la

siguiente caracterizaci�on m�as simple para las bases ortonormales de L2(D):

Lema 1.18. El conjunto B =
{
|D|−1/2eγ

}
γ∈Γ∗ es base ortonormal de L2(D) si y solo si

(1.9)
∑
γ∈Γ∗

∣∣∣x1D(ξ+ γ)
∣∣∣2 = |D|2 para casi todo ξ ∈ Rn.
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Demostraci�on. Por la identidad de Parseval, B es base ortonormal de L2(D) si y solo si

(1.10) |D| ∥f∥2L2(D) =
∑
γ∈Γ∗

∣∣∣⟨f, eγ⟩L2(D)

∣∣∣2 = ∑
γ∈Γ∗

∣∣∣(y1Df)(γ)
∣∣∣2 ∀f ∈ L2(D).

En particular, si B es una b.o.n, tenemos que, dado ξ ∈ Rn,∑
γ∈Γ∗

∣∣∣x1D(ξ+ γ)
∣∣∣2 = ∑

γ∈Γ∗

∣∣∣∣∫
Rn

1D(x) e
−2πi⟨ξ+γ,x⟩ dx

∣∣∣∣2 = ∑
γ∈Γ∗

∣∣∣∣∫
Rn

(
e−ξ(x)1D(x)

)
e−γ(x) dx

∣∣∣∣2
=

∑
γ∈Γ∗

∣∣∣ {e−ξ1D(γ)
∣∣∣2 (1.10)

= |D| ∥e−ξ∥2L2(D) = |D|

∫
D

|e−ξ(x)|
2 dx = |D|

∫
D

1 dx = |D|2.

Rec��procamente, asumamos (1.9). Veamos primero que eγ es un sistema ortogonal: sea v ∈ Γ∗,

|D|2 =
∑
γ∈Γ∗

∣∣∣x1D(γ+ (−v))
∣∣∣2 = ∑

γ∈Γ∗
|⟨eγ, ev⟩|2 = |⟨ev, ev⟩|2 +

∑
γ̸=v

|⟨eγ, ev⟩|2

=

∣∣∣∣∫
D

|ev|
2dx

∣∣∣∣2 + ∑
γ̸=v

|⟨eγ, ev⟩|2

= |D|2 +
∑
γ ̸=v

|⟨eγ, ev⟩|2

as�� que ⟨eγ, ev⟩ = 0 si γ ̸= v. Entonces B es ortonormal gracias a la normalizaci�on |D|−1/2. Para ver que es

completo, consideramos el sistema A = {ex : x ∈ Rn} ⊂ L2(D). Si una f ∈ L2(D) es ortogonal a todo elemento

de A, entonces f̂(−x) = ⟨f, ex⟩ = 0 con lo cual f = 0, as�� que A es completo. Si ahora nombramos H = ⟨B⟩ (la
clausura del subespacio generado por B en L2(D)), B es una base ortogonal de H. Si proyectamos ortogonalmente

ex en H, por (1.9) obtenemos

∥PH(ex)∥2L2(D) =
1

|D|

∑
γ∈Γ∗

|⟨ex, eγ⟩|2 =
1

|D|

∑
γ∈Γ∗

|x1D(x− γ)|
2 =

1

|D|
|D|2 = |D| = ∥ex∥2L2(D)

lo cual implica A ⊂ H. Por completitud de A, obtenemos que H = L2(D) y B resulta una base ortonormal.

Demostración del Teorema 1.17 (Fuglede). Sea Γ = A[0, 1]n. Denotemos por Q y Q∗ a los parale-

lep��pedos fundamentales de las lattices Γ y Γ∗ respectivamente. Notar que |Q| |Q∗| = 1. Sea F la funci�on

F(ξ) =
∑
γ∈Γ∗

|x1D(ξ+ γ)|
2.

Esta es una funci�on Γ∗-peri�odica, y el siguiente argumento de periodizaci�on muestra que F ∈ L1(Q∗):∫
Q∗

|F(ξ)| dξ =

∫
Q∗

∑
γ∈Γ∗

|x1D(ξ+ γ)|
2 dξ =

∑
γ∈Γ∗

∫
Q∗+γ

|x1D(ξ)|
2 dξ =

∫
Rn

|x1D(ξ)|
2 dξ <∞

Pudimos intercambiar la suma con la integral por el teorema de Tonelli, y en la �ultima igualdad utilizamos que

Q∗ tesela por Γ∗. Como F ∈ L1(Q∗), podemos calcular sus coe�cientes de Fourier como en (1.7). Dado g ∈ Γ ,

pF(g) = |Q∗|−1
∫
Q∗
F(ξ) e−g(ξ) dξ

= |Q∗|−1
∫
Q∗
e−g(ξ)

∑
γ∈Γ∗

|x1D(ξ+ γ)|
2 dξ

= |Q∗|−1
∑
γ∈Γ∗

∫
Q∗+γ

e−g(ξ) |x1D(ξ)|
2 dξ

= |Q∗|−1
∫
Rn

e−g(ξ) |x1D(ξ)|
2 dξ

=
|D ∩D− g|

|Q∗|
(1.11)
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La �ultima igualdad se deduce de la siguiente manera: recordando que F(f1 ∗ f2) = F(f1)F(f2),∫
Rn

e−g(ξ) x1D(ξ) x1D(ξ) dξ =

∫
Rn

e−g(ξ) x1D(ξ) z1−D(ξ) dξ

= F−1
(

x1D z1−D

)
(−g)

= (1D ∗ 1−D)(−g)

=

∫
Rn

1D(x)1D−g(x) dξ = |D ∩D− g|.

De�namos ahora la funci�on

G(ξ) =
∑
g∈Γ

1D(ξ+ g).

La funci�on G es Γ -peri�odica y el mismo argumento de periodizaci�on muestra que G ∈ L1(Q):∫
Q

|G(ξ)| dξ =

∫
Q

∑
g∈Γ

1D(ξ+ g) dξ =
∑
g∈Γ

∫
Q+g

1D(ξ) dξ =

∫
Rn

1D(ξ) dξ <∞
Entonces podemos calcular sus coe�cientes de Fourier. Para γ ∈ Γ ,

pG(γ) = |Q|−1
∫
Q

e−γG(ξ) dξ

= |Q|−1
∫
Q

e−γ
∑
g∈Γ

1D(ξ+ g) dξ

= |Q|−1
∫
Rn

e−γ1D(ξ) dξ

=
x1D(γ)

|Q|
(1.12)

Ahora podemos demostrar f�acilmente las dos implicaciones.

( =⇒ ) Supongamos que D tesela por Γ . Por (1.11) obtenemos que los coe�cientes de Fourier de F resultan

(1.13) pF(g) = 0 ∀g ̸= 0 y pF(0) =
|D|

|Q∗|
= |Q||D| = |D|2

donde usamos que |D| = |Q| por ser ambos conjuntos teselas de Γ (Obs. 1.9). En particular,
∑
g∈Γ

pF(g) = |D|2 <∞. Como F ∈ L1(Q∗), el Corolario 1.14 nos garantiza que F coincide con su serie de Fourier. Entonces tenemos

F(ξ) =
∑
g∈Γ

pF(g)eg = pF(0) +
∑
g ̸=0

pF(g)eg = |D|2

para casi todo ξ ∈ Rn. Por el Lema (1.18),
{
|D|−1/2eγ : γ ∈ Γ∗

}
son una b.o.n. de L2(D).

( ⇐= ) Supongamos que
{
|D|−1/2eγ : γ ∈ Γ∗

}
son una b.o.n. de L2(D). Por el Lema (1.18), es F(ξ) = |D|2

en casi todo punto. En particular,

|D|2 = F(0) =
∑
γ∈Γ∗

|x1D(γ)|
2 = |x1D(0)|

2 +
∑
γ̸=0

|x1D(γ)|
2 = |D|2 +

∑
γ̸=0

|x1D(γ)|
2.

Por lo tanto x1D(γ) = 0 para todo γ ̸= 0, x1D(0) =
∫
Rn 1D(x) dx = |D|, as�� que

pG(γ) = 0 ∀γ ̸= 0 y pG(0) = 1.

Como G ∈ L1(Q), el Corolario 1.14 nos da que G ∈ L2(Q) y entonces

G(ξ) =
∑
γ∈Γ∗

pG(γ)eγ = pG(0) +
∑
γ ̸=0

pG(γ)eγ = 1

para casi todo ξ ∈ Rn, es decir que D tesela por traslaciones de Γ .
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1.6. MSF wavelets y wavelet sets

Habiendo establecido el teorema de Fuglede podemos demostrar c�omodamente el siguiente resultado, que

relaciona teselaciones por traslaci�on y dilataci�on con MSF-wavelets. Este puede hallarse en [BL01, Teo. 2.2]

para el caso A = 2Id. Es una versi�on multidimensional del Corolario 1.4 que mencionamos antes.

Teorema 1.19. Sea W ⊂ Rn medible. Dadas una matriz A = B⊤ ∈ GLn(R) y una lattice Γ ∈ Rn, son
equivalentes:

1. ψ = q1W es una (B, Γ∗)-wavelet, es decir que{
|detB|j/2ψ(Bjx− γ) : j ∈ Z, γ ∈ Γ∗

}
es una base ortogonal de L2(Rn)

2. Toda ϕ ∈ L2(Rn) tal que |ϕ̂| = 1W es una (B, Γ∗)-wavelet

3. W es un (A, Γ)-wavelet set, es decir que W tesela por dilataciones de A y por traslaciones de Γ .

N�otese que el factor de dilataci�on |detB|
1/2

en 1 no es necesario para la validez del teorema, pero tal escritura

nos permite asegurar adem�as que si ∥ψ∥ = 1, la base wavelet es ortonormal. Esto ocurre exactamente cuando

|W| = 1, y del teorema se deduce que esto es equivalente a que |Rn/Γ | = 1.

Demostraci�on. Veamos primero la equivalencia entre 1 y 3, y luego la equivalencia entre 1 y 2.

(3 ⇒ 1). Asumamos que W es un (A, Γ) wavelet set. Como W tesela por Γ , W es un conjunto de medida

�nita (1.9), por lo cual 1W ∈ L2(Rn), y consecuentemente q1W ∈ L2(Rn). Adem�as, el teorema de Fuglede 1.17

nos dice que {1Weγ}γ∈Γ∗ es una base ortogonal de L2(W) (notar que la base no es ortonormal ya que omitimos

el factor de normalizaci�on |W|−1/2). Aplicar j veces el operador de dilataci�on D

Dj : L2(W) −→ L2(AjW)

Dj(f)(x) = |detA|
−j/2

f(A−jx)

nos resulta en otro operador unitario, y similarmente con D−1. Por lo tanto, para cada j ∈ Z tenemos que

{Dj(1Weγ)}γ∈Γ∗ es una base ortogonal de L2(AjW). Pero, al ser W un wavelet set, {AjW}j∈Z es una partici�on

medible de Rn, as�� que los L2(AjW) son subespacios ortogonales en L2(Rn) y tenemos la descomposici�on

L2(Rn) =
⊕
j∈Z

L2(AjW).

Esto implica que {Dj(1Weγ) : γ ∈ Γ∗, n ∈ Z} es una base ortogonal de L2(Rn). Calculamos sus elementos

expl��citamente:

Dj(1Weγ)(x) = |detA|
−j/2

1W(A−jx) e2πi⟨γ,A
−jx⟩

= |detA|
−j/2

1AjW(x) e2πi⟨(A
−⊤)jγ,x⟩.

Conceptualmente, hemos obtenido una base del \dominio frecuencial", que es donde ocurren las operaciones de

traslaci�on y dilataci�on. Para llegar al \dominio temporal" debemos aplicar la transformada inversa de Fourier

F−1, que es tambi�en un operador unitario de L2(Rn). Obtenemos as�� otra base de L2(Rn), que pensamos como

una base del dominio temporal: {
F−1(Dj(1Weγ)) : γ ∈ Γ∗, j ∈ Z

}
.

Para calcular sus elementos usamos las siguientes identidades de f�acil veri�caci�on:

F−1(pg eα)(x) = g(x+ α).

q1AjW(x) = |detA|
j

q1W((A⊤)jx).
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Tenemos entonces

F−1
(
|detA|

−j/2
1AjW e(A−⊤)jγ

)
(x) = |detA|

−j/2 F−1
(
1AjW e(A−⊤)jγ

)
(x)

= |detA|
−j/2

q1AjW

(
x+ (A−⊤)jγ

)
= |detA|

−j/2
|detA|

j
q1W

(
(A⊤)j(x+ (A−⊤)jγ)

)
= |detA|

j/2
q1W(Bjx+ γ)

= |detB|
j/2
ψ(Bjx+ γ)

lo cual demuestra que
{
|detB|j/2ψ(Bjx− γ) : j ∈ Z, γ ∈ Γ∗

}
es base ortogonal de L2(Rn), como quer��amos.

Aqu�� hemos usado que escribir γ o −γ es indistinto por ser Γ∗ = −Γ∗.

(1 ⇒ 3) Transformando la base del enunciado, las identidades antes mencionadas para la transformada de

Fourier nos dan que {
|detB|

−j/2
1AjW(x)eBnγ(x) : j ∈ Z, γ ∈ Γ∗

}
es una base ortogonal de L2(Rn). De aqu�� obtendremos que W tesela por ambas acciones. Por un lado, �jando

j = 0 tenemos que

{1Weγ : γ ∈ Γ∗}

es base ortogonal de L2(W). Por el teorema de Fuglede, entonces, W tesela por traslaciones de Γ . Si por otro

lado �jamos γ = 0, obtenemos que el conjunto

{1AjW : j ∈ Z}

es ortogonal. Entonces |AiW ∩AjW| = 0 ∀i ̸= j, con lo cual W empaca por A. Para ver que tesela, asumamos

que
∣∣∣Rn \

⋃
j∈ZA

j
∣∣∣ > 0. En ese caso, existir��a f ∈ L2(Rn) no nula tal que sop f ⊂ Rn \

⋃
j∈ZA

j. Por lo tanto〈
f, 1AjWeBnγ

〉
= 0 ∀j ∈ Z, γ ∈ Γ

y antitransformando 〈
qf, q1W(Bjx− γ)

〉
= 0 ∀j ∈ Z, γ ∈ Γ,

lo cual es absurdo porque
{

q1W(Bjx− γ)
}
j,γ

es un sistema ortogonal completo por hip�otesis, y qf ̸= 0. Se dedu-

ce entonces que
∣∣∣Rn \

⋃
j∈ZA

j
∣∣∣ = 0, as�� queW tesela por dilataciones de A. EntoncesW es un (A, Γ) wavelet set.

(1 ⇔ 2) Es claro que 2 implica 1. Supongamos entonces que ϕ = q1W es una (B, Γ∗)-wavelet y veamos que

toda ψ ∈ L2(Rn) con |ψ̂| = 1W tambi�en lo es. Como vimos antes, el sistema {1Weγ}γ∈Γ∗ es una base ortogonal

de L2(W). Observemos que entonces {ϕ̂eγ}γ∈Γ∗ tambi�en lo es. En efecto, el sistema es ortogonal, ya que

⟨ϕ̂eγ, ϕ̂eγ ′⟩L2(W) =

∫
W

|ϕ̂(x)| eγ(x) eγ ′(x) dx = ⟨eγ, eγ ′⟩L2(W) = 0 ∀γ ̸= γ ′ ∈ Γ∗.

Para ver que es completo, sea f ∈ L2(W) ortogonal a todos los elementos del sistema. Entonces, para todo

γ ∈ Γ∗ vale

0 = ⟨ϕ̂eγ, f⟩L2(W) = ⟨eγ, ϕ̂f⟩L2(W)

con lo cual ϕ̂f = 0, por ser {1Weγ}γ∈Γ∗ un sistema completo. Pero ϕ̂(x) ̸= 0 para casi todo x ∈W, y entonces

f = 0. Habiendo establecido que {ϕ̂eγ}γ∈Γ∗ es una base ortogonal de L2(W), se deduce igual que antes que{
Dj
(
ϕ̂eγ

)
: j ∈ Z, γ ∈ Γ

}
es base ortogonal de L2(Rn). Antitransformando, obtenemos que{

|detB|
j/2
ϕ(Bjx− γ) : j ∈ Z, γ ∈ Γ∗

}
es base ortogonal de L2(R), es decir, ϕ es una (B, Γ∗)-wavelet.



Caṕıtulo 2

El teorema de Bownik-Speegle

Repetimos aqu�� la Pregunta 1.1 sobre la existencia de wavelet sets:

Pregunta 1.1. Si es A una matriz inversible de n×n y Γ un lattice de rango completo en Rn, >para qu�e

pares (A, Γ) existe alg�un conjunto medible W ⊂ Rn tal que

{AiW : i ∈ Z} y {W + γ : γ ∈ Γ }

son particiones medibles de Rn?

Este problema fue planteado en la tesis doctoral de Darrin Speegle [Spe97] en 1997, y aparece en m�ultiples

trabajos posteriores durante los a~nos 2000 [Wan02, IW06, DLS97, Spe03]. No fue resuelta de manera completa

sino hasta el a~no 2021 por Marcin Bownik y el mismo Speegle, en [BS21].

Podemos notar que el problema es sim�etrico en A y A−1, porque se utilizan todas las potencias enteras

de la matriz de dilataci�on. Entonces, podremos asumir |detA| ≤ 1 o |detA| ≥ 1 seg�un convenga, sin p�erdida

de generalidad. Recordamos adem�as que todas las lattices utilizadas ser�an de rango completo a menos que se

indique lo contrario.

2.1. Resultados parciales

Vimos en la Proposici�on 1.9 y el Teorema 1.10 que toda lattice admite teselaciones por traslaci�on, y toda

matriz no ortogonal admite teselaciones por dilataci�on. Esto es, en casi todos los casos existen conjuntos que

teselen por cada acci�on por separado. Lo que sigue es intentar encontrar las condiciones que compatibilizan

estas dos acciones.

Como primera aproximaci�on al problema de teselaci�on simult�anea, sabemos que un wavelet set debe tener

medida �nita para poder teselar por una lattice de rango completo. En vistas del Teorema 1.10, eso es imposible

si |detA| = 1.

Corolario 2.1. Si |detA| = 1, no existen (A, Γ) wavelet sets para ninguna lattice Γ .

Como contraparte interesante a este hecho, Bownik y Lemvig probaron en [BL17] que dada una lattice de

rango completo Γ , existe un (A, Γ) wavelet set para casi toda matriz A ∈ GLn(R).
Decimos que A es una matriz expansiva cuando todos sus autovalores son estrictamente mayores a 1 en

m�odulo. Resulta que en este caso siempre existen wavelet sets:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). Si A ∈ GLn(R) es expansiva, existen (A, Γ) wavelet sets para

cualquier lattice Γ .

Esto fue demostrado temprano en la investigaci�on por Dai, Larson y Speegle, en un contexto abstracto. Una

d�ecada m�as tarde fue posible dar una demostraci�on m�as simple haciendo uso del Teorema 1.10 y otro resultado

importante, que damos en la secci�on 3.1.

22
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Pese a haberse resuelto el caso de A expansiva, la situaci�on con A arbitraria result�o ser mucho m�as dif��cil

de atacar. Una conclusi�on que nos deja el caso expansivo junto al Teorema 1.10 es que todo (A, Γ) wavelet set

acotado debe provenir de una matriz tal que A o A−1 sea expansiva. Es decir, los wavelet sets que quedan fuera

del caso expansivo son necesariamente conjuntos no acotados.

El Teorema 2.2 se mantuvo como el �unico caso resuelto en dimensi�on arbitraria hasta que en 2006 Eugen

Ionascu y Yang Wang encontraron una caracterizaci�on completa de los pares wavelet (A, Γ) en dimensi�on n = 2:

Teorema 2.3 ([IW06]). Sea A ∈ GL2(R) con |detA| > 1 y sea Γ una lattice en R2. Sean λ1 y λ2 los

autovalores de A con |λ1| ≥ |λ2|. Entonces existe un (A, Γ) wavelet set si y solo si

(i) |λ2| ≥ 1, o bien

(ii) |λ2| < 1 y ker(A− λ2I) ∩ Γ = {0}.

Se observa que (i) incluye al caso en que A es expansiva, que estaba previamente resuelto. La condici�on

novedosa es el caso (ii).1 Cabe entonces preguntarse c�omo se podr��a generalizar esta condici�on a dimensi�on

arbitraria. Bownik y Speegle exponen cuatro posibles interpretaciones de la condici�on (ii) en Rn cuando el

menor autovalor de A cumple |λ| < 1 y |detA| > 1. La di�cultad del problema en dimensi�on general result�o ser

que los enunciados siguientes son equivalentes entre s�� en dimensi�on n = 2, pero ninguno equivale a la existencia

de (A, Γ) wavelet sets en dimensi�on n ≥ 3:

(1) para todo R > 0, l��m infj→∞#|A−j(B(0, R)) ∩ Γ | = 1,

(2) para todo R > 0, l��m infj→∞#|A−j(B(0, R)) ∩ Γ | <∞,

(3) para toda sublattice Λ ⊂ Γ , si V es el subespacio generado por Λ y d = dimV, entonces

l��m inf
j→∞

∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ V
∣∣
d
<∞,

donde | · |d denota la medida de Lebesgue en el subespacio V,

(4) si V es el espacio generado por los autovectores de A de autovalor |λ| < 1, entonces V ∩ Γ = {0}.

Veremos que para cualquier dimensi�on n se cumple (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4). Antes de su paper de 2021,

Bownik y Speegle sab��an que (1) era una condici�on su�ciente para la existencia de wavelet sets, como un

resultado derivado de las t�ecnicas utilizadas para el caso n = 2 en [IW06]. Resulta que (3), y por lo tanto

(4), son ambas condiciones necesarias para la existencia de wavelet sets (v�ease [BS21, Teo. 5.1]). Adem�as, (4)

generaliza claramente el caso (ii) del Teorema 2.3. Esto muestra que, de haber una condici�on que caracterice

un��vocamente la existencia de wavelet sets, debe estar en alguna posici�on intermedia entre esta cadena de

implicaciones. A�un as��, no exist��a un buen candidato para la caracterizaci�on. El progreso clave fue pasar de la

condici�on (1), previamente conocida, a la condici�on (2). Esta fue la que puso a Bownik y a Speegle en el camino

correcto para hallar la condici�on de equivalencia, que veremos en la siguiente secci�on.

Proposición 2.4. Se cumple la cadena de implicaciones (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) para toda dimensi�on n.

Demostraci�on. (1) ⇒ (2) es claro.

Veamos (2) ⇒ (3) por el contrarrec��proco. La negaci�on de (3) es que exista una sublattice Λ ⊂ Γ tal que

l��m
j→∞

∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ V
∣∣
d
= ∞

donde V = span(Λ) y d = dim(V) = rango(Λ). Un resultado de geometr��a convexa que mencionamos m�as

adelante como Lema 5.4 nos garantiza que existe una constante C que solo depende de d tal que∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ V
∣∣
d
≤ C#

∣∣A−j(B(0, 1)) ∩Λ
∣∣ ≤ C# ∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ Γ

∣∣
1Aqu�� se formula la condici�on (ii) de manera distinta a como fue expresada originalmente en [IW06], para sugerir la gene-

ralizaci�on. La formulaci�on original es que el autoespacio de λ2 sea una recta con pendiente irracional en las coordenadas de los
generadores de Γ .
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con lo cual

l��m
j→∞#

∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ Γ
∣∣ = ∞

que es la negaci�on de (2), como quer��amos.

Para ver (3) ⇒ (4) por el contrarrec��proco, sea S el espacio generado por los autovectores de A de autovalor

menor a 1 en m�odulo, y asumamos S ∩ Γ =: Λ ̸= {0}. Entonces Λ ⊂ Γ es una sublattice de rango d ≥ 1 y

V = span(Λ) ⊂ S. Como A−1 es expansiva en V, tenemos

l��m
k→∞

∥∥A−k
∥∥
V
= ∞,

donde ∥·∥V denota la norma del operador A restringido a V, ∥A∥V = supx∈V,∥x∥≤1 ∥Ax∥. Entonces

l��m
j→∞

∣∣A−j(B(0, 1)) ∩ V
∣∣
d
= ∞

y esto niega la condici�on (3).

En dimensi�on n = 2 puede demostrarse que, si existe un autovalor de m�odulo menor que 1, se cumple

(4) ⇒ (1) y los cuatro enunciados resultan equivalentes. La demostraci�on, que aqu�� omitimos, se deduce de la

prueba de [IW06, Prop. 3.4], donde se demuestra que debe existir una sucesi�on jn tal que #|A−j(B(0, R))∩Γ | = 1.
La prueba utiliza propiedades de fracciones continuas en aproximaci�on a n�umeros irracionales.

2.2. El teorema de caracterización

El teorema principal de este art��culo es el resultado que resuelve de�nitivamente la Pregunta 1.1. Su enun-

ciado es el siguiente:

Teorema 2.5 (Caracterizaci�on de existencia de wavelet sets [BS21]). Sea A ∈ GLn(R) con |detA| > 1 y sea

Γ ⊂ Rn una lattice. Entonces existe un (A, Γ) wavelet set si y solo si

(2.1)

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, 1)) ∩ Γ |
= ∞.

En t�erminos coloquiales, para que exista un wavelet set es necesario que las dilataciones negativas de la bola

unitaria, A−jB(0, 1), no intersequen demasiado a la lattice Γ .2 Una cualidad deseable del teorema es que no hay

distinci�on de casos respecto de los autovalores o los autoespacios de la matriz A, como s�� lo ten��a el Teorema

2.3. Para ilustrar c�omo el teorema se pone en uso, veamos c�omo recupera los resultados previos. Las condiciones

(1) y (2) de la secci�on anterior claramente implican la condici�on (2.1), lo cual muestra (a posteriori) que son

condiciones su�cientes para la existencia de wavelet sets. Vemos que esta caracterizaci�on tambi�en recupera el

caso expansivo, que volvemos a enunciar:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). Si A ∈ GLn(R) es expansiva, existen (A, Γ) wavelet sets para

cualquier lattice Γ .

Demostraci�on. Si la matriz A es expansiva, los autovalores de A−1 son menores que 1 en m�odulo. Entonces

l��m
k→∞

∥∥A−k
∥∥ = 0,

donde ∥·∥ denota la norma de operador ∥A∥ = sup∥x∥≤1 ∥Ax∥. Como Γ es separado, existe K ∈ N tal que

A−j(B(0, 1)) ∩ Γ = {0} ∀j ≥ K.

Por lo tanto la suma en (2.1) es constantemente 1 a partir de un momento, y diverge. Entonces existen wavelet

sets independientemente de la elecci�on de Γ .

2M�as adelante se ver�a que el radio de la bola que se considere no altera este teorema. M�as a�un, es posible que la misma
caracterizaci�on valga incluso con cualquier cuerpo sim�etrico convexo, pero no indagaremos en esta direcci�on.
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Parte importante de la di�cultad de este problema result�o lo elusivo de la caracterizaci�on (2.1). Esta condi-

ci�on, dada por la divergencia de cierta suma, no hab��a sido una de las condiciones previamente estudiadas como

candidato para caracterizar los wavelet sets. En lo que sigue intentaremos dar un ejemplo derivado de [Spe22],

que pretende dar la motivaci�on por la cual se podr��a estudiar tal condici�on en primer lugar.

Ejemplos 2. Consideremos en R2 el par (A, Γ) dado por

Γ = Z2 A =

(
λ1 0

0 λ2

)
con λ2 < 1 < λ1 y λ1λ2 > 1.

Mostraremos con un argumento directo que no pueden existir (A,Z2) wavelet sets en R2 (como puede preverse

si se tiene el Teorema 2.3).

Supongamos que W es un conjunto que tesela por dilataciones de A y traslaciones de Z2. Sea entonces

U = [1, λ1]× R ⊂ R2.

Observemos que U empaca por dilataciones de A. Sea para cada j ∈ Z

Wj = A
−j(U) ∩W.

Los conjuntos Wj cumplen tres puntos:

1. Cada Wj empaca por traslaciones de Z2, porque as�� lo hace W. Entonces |Wj| ≤ 1 (Prop. 1.9 (c)).

2. Cada Wj empaca por dilataciones de A, porque as�� lo hace A−j(U).

3.
∑
j∈Z |A

jWj| = ∞, porque

∑
j∈Z

∣∣AjWj∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
⋃
j∈Z
AjWj

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
⋃
j∈Z
Aj(A−j(U) ∩W)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣U ∩

⋃
j∈Z
Aj(W)

∣∣∣∣∣∣ = |U| = ∞.
Pero, por otro lado, podemos acotar m�as �namente la medida deWj para j ≥ 1. ComoWj empaca por Z2, para
casi todo x ∈ R tal que (x, y) ∈Wj se cumple

|{y ∈ R : (x, y) ∈Wj}|R ≤ 1

donde | · |R denota la medida de Lebesgue en R. Dado que adem�as se cumple

Wj ⊂ [λ−j1 , λ
−j+1
1 ]× R

deducimos que debe ser

(2.2) |Wj| ≤ λ−j+11

pero entonces tenemos ∑
j∈Z

∣∣AjWj∣∣ = ∑
j≥1

∣∣A−jW−j

∣∣+∑
j≥0

∣∣AjWj∣∣
=

∑
j≥1

|detA|
−j

|W−j|︸ ︷︷ ︸
<∞

+
∑
j≥0

|detA|
j
|Wj|.

La serie de las potencias negativas converge por ser detA = λ1λ2 > 1. Usando la estimaci�on (2.2) en el otro

t�ermino, ∑
j≥0

|detA|
j
|Wj| =

∑
j≥0

(λ1λ2)
j|Wj| ≤

∑
j≥0

(λ1λ2)
j

λ j−11

= λ1
∑
j≥0

λ j2 <∞.
Deducimos que

∑
j∈Z |A

jWj| <∞, contradiciendo el punto (3). Entonces no existe ning�un (A,Z2) wavelet set.
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El ejemplo anterior puede brindarnos una idea de por qu�e la caracterizaci�on (2.1) involucra la divergencia

de una suma. Ahora modi�quemos ese argumento para ver qu�e podemos deducir en caso de que Γ no sea Z2.

Ejemplos 3. Sea A ∈ GLn(R) con |detA| > 1, y sea Γ ⊂ Rn un lattice arbitrario. Tomemos U ⊂ Rn
que empaque por dilataciones de A, como hicimos en el ejemplo anterior. Siguiendo una construcci�on an�aloga,

sabemos que, de existir un (A, Γ) wavelet setW, debemos poder construir conjuntosWj ⊂ A−j(U) que cumplan

1. Cada Wj empaca por traslaciones de Γ

2. Cada Wj empaca por dilataciones de A

3.
∑
j∈Z |A

jWj| = ∞.

Ahora, asumamos m�as todav��a. Supongamos que B = B(x0, r) ⊂ U es una bola contenida en U, y supongamos

que los Wj cumplen una condici�on adicional,

4. Wj ⊂ A−j(B) ⊂ A−j(U), con Wj de medida m�axima entre los subconjuntos de A−j(B) que cumplen 1.

>Qu�e podemos deducir sobre Γ y A? Podemos reescribir 3, recordando que la serie de potencias negativas

converge (porque detA > 1):

∞ =

∞∑
j=1

|AjWj| =

∞∑
j=1

|detA|
j
|Wj| = |B|

∞∑
j=1

|Wj|

|A−j(B)|
.

La cantidad
|Wj|

|A−j(B)|
nos da una medida de cu�an grande es Wj dentro de A−j(B). Si Wj ocupa casi toda la

medida de A−j(B), la proporci�on ser�a muy cercana a 1, y viceversa.

Ahora usaremos el siguiente Lema, que demostraremos en otra secci�on:

Lema 3.3 (Empaque a partir de un empaque M-redundante). Sea U ⊂ Rn medible que empaca M-

redundantemente por traslaciones de Γ . Entonces existe una partici�on medible de U de tama~no M,

{Uk}
M
k=1 tal que cada Uk empaca por traslaciones. En particular existe U ′ ⊂ U que empaca por Γ y

|U ′| ≥ 1
M
|U|.

De esto deducimos que, si mj ∈ N es tal que A−j(B) empaca mj-redundantemente por traslaciones, entonces

|Wj|

|A−j(B)|
≥ 1

mj

ya que, por el punto 4, Wj es maximal entre los subconjuntos de A−j(B) que empacan por traslaciones. Obte-

nemos que, si A−j(B) empaca mj-redundantemente por traslaciones,

∞∑
j=1

1

mj
= ∞.

Finalmente observamos que, por de�nici�on,∑
γ∈Γ

1A−j(B(x0,r0))(x+ γ) ≤ mj para casi todo x ∈ Rn

tomando x cercano a A−j(−x0), obtenemos la desigualdad 3

#|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ | =
∑
γ∈Γ

1A−j(B(0,r0))(γ) ≤ mj.

De donde surge la condici�on del Teorema 2.5:∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ |
≥

∞∑
j=1

1

mj
= ∞.

Esta argumentaci�on muestra c�omo, haciendo las suposiciones correctas, la divergencia de esta serie puede surgir

como una posible condici�on necesaria para la existencia de (A, Γ) wavelet sets.

En los cap��tulos siguientes nos dedicamos a dar los prerrequisitos b�asicos y la demostraci�on completa del

Teorema 2.5.
3Este paso est�a detallado en el Lema 4.4, (1) ⇒ (2), donde la argumentaci�on es an�aloga.
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2.3. Una aplicación del teorema

La caracterizaci�on de los pares (A, Γ) que admiten wavelet sets en [BS21] dio lugar a un resultado nuevo que

mejora el Teorema 2.2, y que sirve para ilustrar la utilidad de tener una caracterizaci�on completa.

Teorema 2.6. Sea A ∈ GLn(R) con |detA| > 1 y tal que todos sus autovalores son mayores o iguales a

uno en m�odulo. Entonces, para cualquier lattice Γ ⊂ Rn existe un (A, Γ) wavelet set.

El progreso de este teorema parece peque~no respecto del caso expansivo, pero la demostraci�on involucra

al teorema de caracterizaci�on y dos resultados m�as, que son diversos e interesantes en s�� mismos. Daremos la

demostraci�on de 2.6 citando los lemas necesarios, sin demostrarlos.

Lema 2.7 ([BS21], [CF20]). Sea A ∈ GLn(R). Existe una constante c > 1 y otra matriz ~A ∈ GLn(R) cuyos
autovalores son todos positivos, tal que

(2.3) Aj
(
B(0, r/c)

)
⊂ ~Aj

(
B(0, r)

)
⊂ Aj

(
B(0, cr)

)
∀ j ∈ Z, r > 0.

Recordamos que un grupo a un par�ametro de matrices es un mor�smo de grupos continuo U : R → GLn(R).
Llamamos unipotente a una matriz cuyos autovalores son todos iguales a 1.

Lema 2.8 ([Mar71]). Sea Γ ⊂ Rn una lattice y sea Ut un grupo a un par�ametro de matrices unipotentes.

Entonces existe δ > 0 tal que

sup
{
t ∈ R : B(0, δ) ∩UtΓ = {0}

}
= ∞.

Demostraci�on del Teorema 2.6. Por el Lema 2.7 existe una constante c y una matriz inversible ~A cuyos

autovalores son todos positivos y tal que se cumple la condici�on (2.3). Como los autovalores de ~A son reales,

existe un cambio de base P ∈ GLn(R) tal que P ~AP−1 est�a en forma de Jordan y tiene coe�cientes reales.

Reemplazando A por PAP−1 y ~A por P ~AP−1, las contenciones en (2.3) siguen valiendo. Notemos que W es un

(P ~AP−1, P Γ P−1) wavelet set si y solo si P−1WP es un (A, Γ) wavelet set. Esto nos permite asumir sin p�erdida

de generalidad que ~A est�a en forma de Jordan y proceder a mostrar que en ese caso existe un wavelet set para

cualquier lattice. Escribamos

~A =

[
A1 0

0 A2

]
donde todos los autovalores de A1 son mayores que 1, los de A2 son iguales a uno, y ambos bloques est�an en

forma de Jordan. Ahora, si A2 fuera la matriz identidad, existe ε > 0 su�cientemente peque~no tal que

~A−j(B(0, ε)) ∩ Γ = {0} a partir de cierto j ∈ N.

Entonces tambi�en

A−j(B(0, ε/c)) ∩ Γ ⊂ ~A−j(B(0, ε)) ∩ Γ = {0} a partir de cierto j ∈ N

con lo cual ∞∑
j=1

1

#|A−j (B(0, ε/c)) ∩ Γ |
= ∞

y entonces por el Teorema 2.5 existe un (A, Γ) wavelet set. Supongamos entonces que A2 no es la identidad, es

decir, que contiene un bloque de Jordan no trivial de autovalor 1. Sea T la matriz

T =

[
1 0

0 A2

]
.

Notamos que Ut = Tt, t ∈ R es un grupo a un par�ametro de matrices unipotentes. Por el Lema 2.8, existen

ε > 0 y una sucesi�on n1 < n2 < · · · ∈ N tales que

T−nk(B(0, ε)) ∩ Γ = {0}.
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Adem�as, como ∥~A∥ ≥ ∥T∥, tenemos

~A−nk(B(0, ε)) ⊂ T−nk(B(0, ε)) a partir de cierto k ∈ N

as�� que existe otra sucesi�on j1 < j2 < · · · ∈ N tal que

A−jk(B(0, ε)) ∩ Γ = {0}.

Por la misma contenci�on que antes deducimos del Teorema 2.5 que existe un (A, Γ) wavelet set.



Caṕıtulo 3

Teoremas y nociones preliminares

En este cap��tulo demostramos primero dos resultados pivotales para las demostraciones de los cap��tulos

siguientes. Luego damos algunas de�niciones t�ecnicas que ser�an de utilidad.

3.1. Una condición más simple para la existencia de wavelet sets

Demostraremos un teorema que brinda una estrategia principal para demostrar la existencia de wavelet sets,

relajando enormemente las condiciones necesarias. Nos dice que, para que exista un conjunto que tesele por

dilataciones y traslaciones simult�aneamente, basta tan solo que haya alg�un conjunto que tesele por dilatacio-

nes pero empaque por traslaciones. Para esto usamos fuertemente el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein

aplicado a conjuntos medibles de Rn.

Proposición 3.1 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para conjuntos medibles). Sean A,B ⊂ Rn con-

juntos medibles,

A B
ϕ

ψ

funciones inyectivas bimedibles (esto es, funciones medibles cuya preimagen preserva medibilidad). En-

tonces el conjunto

E =

∞⋃
k=0

(ψϕ)k(A \ψ(B))

es medible y tal que

h(x) =

{
ϕ(x) si x ∈ E
ψ−1(x) si x /∈ E

es una biyecci�on bimedible.

Demostraci�on. Se deduce f�acilmente del hecho de que h sea una biyecci�on, resultado que se da usualmente en

libros introductorios de an�alisis; y de que E es medible por ser ψ,ϕ bimedibles. Una demostraci�on m�as detallada

puede encontrarse en [Sri98, p. 5 y 96].

Teorema 3.2 ([IW06]). Sean A ∈ GLn(R) y Γ ⊂ Rn una lattice. Si existe un conjunto medible U ⊂ Rn
que tesela por dilataciones de A y empaca por traslaciones de Γ , existe un (A, Γ) wavelet set.

Demostraci�on. Sea U ⊂ Rn que tesela por A y empaca por Γ . Por construcci�on en la demostraci�on de 1.10,

existe U0 ⊂ Rn de interior no vac��o que tesela por A. Existe n ∈ N tal que el conjunto dilatado U∗ = nU0
contiene cierto F ⊂ U∗ que tesela por Γ . Notar que adem�as U∗ tesela por dilataciones de A. Adem�as, como U

empaca por Γ , est�a contenido en alg�un conjunto F∗ ⊃ U que tesela por Γ . Ahora, dado que F, F∗ teselan por Γ ,

para casi todo x ∈ F∗ existe un �unico γ(x) ∈ Γ tal que x+ γ(x) ∈ F. Entonces la aplicaci�on

f : F∗ −→ F

x 7−→ x+ γ(x)

29
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es una biyecci�on en casi todo punto. Similarmente, como U, U∗ teselan por dilataciones, para casi todo x ∈ U∗

existe un �unico k(x) ∈ Z tal que Ak(x)x ∈ U. De�niendo

u : U∗ −→ U

x 7−→ Ak(x)x

resulta una biyecci�on en casi todo punto. Las restricciones

ϕ = f|U : U −→ F

ψ = u|F : F −→ U

son funciones inyectivas, as�� que por el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein (Prop. 3.1) existe un conjunto

medible E ⊂ U y una biyecci�on medible h : U→ F de la forma

h(x) =

{
ϕ(x) si x ∈ E
ψ−1(x) si x ∈ U \ E.

Notemos que la inversa de u cumple u−1(y) = A−k(u−1(y))y para cierto k(u−1(y)) ∈ Γ . Entonces para cada

x ∈ U hay unos �unicos k(x) ∈ Z, γ(x) ∈ Γ (quiz�as nulos) tales que h(x) = Ak(x)x+ γ(x) ∈ F. De�nimos

W =
{
Ak(x)x : x ∈ U

}
.

Como U tesela por dilataciones, tambi�en lo hace W, ya que∑
i∈Z

1W(Aix) =
∑
i∈Z

1U(A
i(A−k(x)x)) = 1 p.c.t. x ∈ Rn.

Pero adem�as, como T tesela por traslaciones, tambi�en lo hace W, ya que∑
γ ′∈Γ

1W(x+ γ ′) =
∑
γ ′∈Γ

1F((x− γ(x)) + γ
′) = 1 p.c.t. x ∈ Rn.

Por lo tanto W es un (A, Γ) wavelet set como busc�abamos.

Como ejemplo de la utilidad del resultado anterior, veremos c�omo nos brinda una demostraci�on r�apida del

caso A expansiva. Lo volvemos a enunciar y lo demostramos a continuaci�on:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). Si A ∈ GLn(R) es expansiva, existen (A, Γ) wavelet sets para

cualquier lattice Γ .

Demostración del teorema 2.2. Sea A expansiva, Γ una lattice. Por la caracterizaci�on de teselaciones por

dilataci�on (Teorema 1.10), existe un conjunto acotado V que tesela por dilataciones de A. Tomemos F un

conjunto que tesele por traslaciones de Γ y contenga un entorno del 0 (por ejemplo, cierta traslaci�on peque~na

del paralelep��pedo fundamental de Γ). Como los autovalores de A−1 son menores que 1 en m�odulo, tenemos

l��m
k→∞

∥∥A−k
∥∥ = 0,

donde ∥·∥ denota la norma de operador ∥A∥ = sup∥x∥≤1 ∥Ax∥. En particular existe K ∈ N tal que A−K(V) ⊂ F.
El conjunto U = A−K(V) empaca por Γ , por estar contenido en F, y tesela por A ya que V lo hace. Por el

Teorema 3.2, existe un (A, Γ) wavelet set.

3.2. Un lema sobre empaques M-redundantes

Demostraremos un lema que es de mucha utilidad camino a nuestro resultado principal. Este lema se enuncia

sin demostraci�on en [BS21]. Ofrecemos aqu�� una demostraci�on m�as expl��cita de lo necesario, con el af�an de

evidenciar el signi�cado geom�etrico de la prueba.
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Lema 3.3 (Empaque a partir de un empaque M-redundante). Sea U ⊂ Rn medible que empaca M-

redundantemente por traslaciones de Γ . Entonces existe una partici�on medible de U de tama~no M,

{Uk}
M
k=1 tal que cada Uk empaca por traslaciones. En particular existe U ′ ⊂ U que empaca por Γ y

|U ′| ≥ 1
M
|U|.

Demostraci�on. Llamemos

GU(x) :=
∑
γ∈Γ

1U(x+ γ)

y observemos que GU(x) = i si y solo si existen exactamente i elementos distintos γ ∈ Γ tales que x + γ ∈ U.
Adem�as, GU(x) ≥ 1 para casi todo x ∈ U.

Como GU : Rn → N0, los conjuntos Ri = U ∩ G−1
U (i) con 1 ≤ i ≤ M claramente forman una partici�on

medible de U, que cumple GRi
(x) = i para casi todo x ∈ Ri. En particular, cada Ri empaca i-redundantemente.

A�rmamos que para probar el lema basta hallar, para cada i, una partici�on medible de Ri con tama~no i,

Ri =

i⋃
k=1

Uki

donde cada Uki empaca por traslaciones. En efecto, en ese caso podremos de�nir

Uk =

M⋃
i=k

Uki , 1 ≤ k ≤M

es decir, tomar de cada Ri uno solo de los U1i , U
2
i . . . U

i
i. Para ver que {Uk}

M
k=1 forman una partici�on de U,

de�namos por simplicidad de escritura Uki = ∅ si k > i. Entonces Ri = U
1
i ∪ · · · ∪UMi ∀i, con lo cual

U =

M⋃
i=1

Ri =

M⋃
i=1

M⋃
k=1

Uki =

M⋃
k=1

M⋃
i=1

Uki =

M⋃
k=1

(
M⋃
i=k

Uki

)
=

M⋃
k=1

Uk

y todas las uniones son disjuntas. Veamos que cada Uk empaca. Por hip�otesis los Uki empacan, as�� que basta

ver que ∀i ̸= j, ∀γ ∈ Γ \ {0} vale Uki ∩ (Ukj + γ) = ∅. De no ser as��, existir��an x ∈ U,γ ̸= 0 ∈ Γ tales que

x ∈ Uki ∩ (Ukj + γ) ⊂ Ri ∩ (Rj + γ)

=⇒ GU(x) = i ̸= j = GU(x− γ)

lo cual es absurdo dado que G es una funci�on Γ -peri�odica.

Por lo visto hasta ahora, entonces, para probar el Lema 3.3 basta demostrar el siguiente caso particular:

Afirmación. Sea V ⊂ Rn un conjunto medible tal que

GV(x) = i para casi todo x ∈ V

entonces existe una partici�on medible de V con tama~no i, {Vk}
i
k=1 donde cada Vk empaca por traslaciones.

Tomando V = Ri y aplicando la A�rmaci�on, quedar�a demostrado el Lema.

Demostremos la A�rmaci�on. Para cada x ∈ V llamemos Γx = {γ ∈ Γ : x + γ ∈ V} (notar que 0 ∈ Γx).

Por hip�otesis, #Γx = i para casi todo x ∈ V. Existe entonces en V una relaci�on de equivalencia dada por

x ∼ y ⇐⇒ Γx = Γy. Denotemos por Cx a la clase de equivalencia de x ∈ V, y llam�emosla sector de x.

Expl��citamente,

Cx = {y ∈ V : Γx = Γy}

= {y ∈ V : ∀γ ∈ Γ, x+ γ ∈ V ⇐⇒ y+ γ ∈ V}

= V ∩
⋂
γ∈Γx

{y ∈ Rn : y+ γ ∈ V} = V ∩
⋂
γ∈Γx

(1V−γ)
−1({1})
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lo cual muestra que cada sector Cx es un conjunto medible. Podemos asumir |Cx| > 0 ∀x ∈ V sin p�erdida de

generalidad.

Sea C = {Cx : x ∈ V} el conjunto de sectores. De�niremos otra relaci�on en C :

Cx ≈ Cy ⇐⇒ ∃γ ∈ Γ : x+ γ ∈ Cy.

Probemos que ≈ es una relaci�on de equivalencia en C . Observemos primero que se cumple Γx+γ = Γx − γ

para cualesquiera x ∈ V, γ ∈ Γ , donde la �ultima operaci�on es restarle γ a cada elemento de Γx. Esta identidad

es de f�acil veri�caci�on y puede usarse para ver que ≈ est�a bien de�nida. La transitividad se desprende de que

si Cx ≈ Cy y Cy ≈ Cz, existen γ1, γ2 ∈ Γ tales que

x+ γ1 ∈ Cy, y+ γ2 ∈ Cz =⇒ Γy = Γx+γ1
, Γz = Γy+γ2

= Γy − γ2

=⇒ Γx+γ1
= Γz + γ2 =⇒ Γx+γ1+γ2

= Γz =⇒ x+ (γ1 + γ2) ∈ Cz =⇒ Cx ≈ Cz.

Para la simetr��a, si Cx ≈ Cy, tenemos que ∃γ ∈ Γ : x+ γ ∈ Cy, as�� que

Γy = Γx+γ = Γx − γ =⇒ Γx = Γy + γ = Γy−γ =⇒ y− γ ∈ Cx =⇒ Cy ≈ Cx.

La re
exividad es clara porque x ∈ Cx. Con esto probamos que ≈ es de equivalencia.

Para cada sector C ∈ C sea C = {C ′ ∈ C : C ≈ C ′} ∈ C / ≈ su clase de equivalencia por ≈. La re
exividad

y simetr��a implican

Cx = {Cx+γ ∈ C : γ ∈ Γx}

es decir que cada sector est�a relacionado con exactamente i sectores distintos (incluido s�� mismo). Fijemos un

orden C = {C1, . . . , Ci} para los sectores de cada clase C ∈ C / ≈. De�nimos

Vk =
⋃

C∈C/≈

Ck, 1 ≤ k ≤ i.

Las clases C forman una partici�on de C , as�� que esta es una uni�on disjunta de conjuntos de medida positiva,

con lo cual la uni�on es numerable y Vk es medible.

A�rmamos que Vk empaca por traslaciones para cada k. En primer lugar, todo sector Cx empaca. Si no fuera

as��, existir��a y ∈ Cx tal que GCx
(y) ≥ 2, es decir, ∃γ ∈ Γ \ {0} : y+ γ ∈ Cx. Entonces Γy = Γx = Γy+γ = Γy − γ

lo cual es absurdo. Como Vk es una uni�on disjunta de sectores no relacionados por ≈, para ver que Vk empaca

basta mostrar que si Cx ̸≈ Cy,
Cx ∩ (Cy + γ) = ∅ ∀γ ∈ Γ.

En efecto, supongamos que al contrario z ∈ Cx ∩ (Cy + γ) para alg�un z ∈ Rn, γ ∈ Γ . Entonces, por un lado,

Cz = Cx. Por el otro, z− γ ∈ Cy =⇒ Cz ≈ Cy. Entonces Cx ≈ Cy contradiciendo la hip�otesis.

Finalmente,

V =
⋃

C∈V/∼

C =
⋃

C∈C/≈

 ⋃
C∈C

C

 =
⋃

C∈C/≈

i⋃
k=1

Ck =

i⋃
k=1

 ⋃
C∈C/≈

Ck

 =

i⋃
k=1

Vk

es una partici�on medible de V donde cada Vk empaca por traslaciones. As�� concluye la demostraci�on de la

A�rmaci�on y consecuentemente del Lema 3.3.

3.3. El espacio métrico de conjuntos y proyecciones por traslación
y dilatación

Denotemos por △ a la diferencia sim�etrica de conjuntos, A△B = (A \ B) ∪ (B \A).

Observación 3.4. El conjunto de conjuntos medibles de Rn es un espacio m�etrico completo con la distancia

|A△B|, hecho est�andar que se demuestra en cursos introductorios de espacios m�etricos. Denotaremos la conver-

gencia en esta m�etrica con Un
△−→ U y en ese caso diremos que \Un convergen en diferencia sim�etrica a U". En

particular, vale lo siguiente:
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1. Si una sucesi�on de conjuntos (Ui)i∈N cumple
∑
i∈N |Ui△Ui+1| < ∞, entonces existe l��mi→∞Ui en la

m�etrica de la diferencia sim�etrica y resulta ser el l��mite superior de conjuntos de (Ui)i∈N:

Ui
△−→ ∞⋂

j=1

∞⋃
k=j

Uk cuando i→ ∞.
2. Si Ui ⊂ S ∀i ∈ N y existe l��mi→∞Ui, entonces l��mi→∞Ui ⊂ S.
A continuaci�on damos dos de�niciones que ser�an de utilidad, y agregamos algunas observaciones y proposi-

ciones cuya demostraci�on es rutinaria.

Definición 3.5. Dado un conjuntoW que empaca por dilataciones deA, de�nimos la proyecci�on por dilataci�on

sobre W:

dW(V) =
⋃
j∈Z
AjV ∩W para V ⊂ Rn

y la denotaremos tanto dW como d cuando sea claro por contexto.

Observación 3.6. Sea W ⊂ Rn que empaca por dilataciones. La proyecci�on d = dW cumple:

(a) d(U ∪ V) = d(U) ∪ d(V) ∀ U,V ⊂ Rn

(b) d(U ∩ V) ⊂ d(U) ∩ d(V) ∀ U,V ⊂ Rn

(c) Si U ⊂ V entonces d(U) ⊂ d(V)

(d) Si W tesela por A, U empaca por A, y d(U) =W, entonces U tesela por A.

(e) Si U ⊂ V y V empaca por A, entonces d(V \U) = d(V) \ d(U)

(f) Si V empaca por A, entonces tambi�en lo hace Ak(W \ dW(V)) ∪ V para cualquier k ∈ Z.

(g) Si U,V empacan por A y d(U) ∩ d(V) = ∅, entonces U ∪ V empaca por A.

Proposición 3.7. Sea W ⊂ Rn que empaca por dilataciones y d la proyecci�on por dilataci�on sobre W.

Supongamos que (Uk)k∈N es una sucesi�on de conjuntos que empacan por dilataciones y traslaciones, y

tal que Uk
△−→ U. Entonces:

(i) U empaca por dilataciones y traslaciones.

(ii) Si

(3.1)
∑
k

|d(Uk△Uk+1)| <∞,
entonces d(Uk)

△−→ d(U) cuando k→ ∞.

(iii) Si V ⊂W es tal que

(3.2)
∑
k

|d(Uk△Uk+1) ∩ V | <∞,
entonces d(Uk) ∩ V

△−→ d(U) ∩ V cuando k→ ∞.

La demostraci�on de la proposici�on anterior es un ejercicio simple y puede hallarse en [Spe03, Lema 3.1] y

[BS21, Prop. 2.4].

Definición 3.8. Dado un conjunto U que empaca por traslaciones de Γ , de�nimos la proyecci�on por traslaci�on

sobre U:

τU(V) =
⋃
γ∈Γ

(V + γ) ∩U para V ⊂ Rn.

que denotaremos tanto τU como τ cuando sea claro por contexto.
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Observación 3.9. Sea U ⊂ Rn que empaca por traslaciones. La proyecci�on τ = τU cumple:

(a) Si V1 ⊂ V2 entonces τ(V1) ⊂ τ(V2)

(b) |τ(V)| ≤ |V | para cualquier V ⊂ Rn

(c) Si V ⊂ Rn empaca por traslaciones de Γ , tambi�en lo hace V ∪ (U \ τU(V)).



Caṕıtulo 4

Demostración de la condición suficiente
para la existencia de wavelet sets

En este cap��tulo detallamos la demostraci�on del siguiente teorema principal, que da una condici�on su�ciente

para la existencia de wavelet sets.

Teorema 4.1 (Condici�on su�ciente para wavelet sets). Sea A ∈ GLn(R) y Γ ⊂ Rn una lattice. Si existe r > 0

tal que

(4.1) |detA| > 1 y

∞∑
j=1

1

# |A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
= ∞,

o bien

(4.2) |detA| < 1 y

∞∑
j=1

1

# |Aj(B(0, r)) ∩ Γ |
= ∞,

entonces existe un (A, Γ) wavelet set.

Como la condici�on (4.2) puede obtenerse de (4.1) reemplazando A por A−1, demostraremos el teorema

asumiendo |detA| > 1 sin p�erdida de generalidad. Antes enunciamos tambi�en un contrarrec��proco:

Corolario 4.2. Si |detA| > 1 y no existe ning�un (A, Γ) wavelet set, entonces

(4.3)

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, 1) ∩ Γ |
<∞

Observación 4.3. El valor de r en el Teorema 4.1 es arbitrario: si existe alg�un r > 0 tal que se cumplen las

condiciones (4.1) o (4.2), entonces tambi�en se cumplen para cualquier valor de r ∈ R>0. La raz�on reside en el

siguiente resultado, que ser�a de importancia:

Lema 4.4. Sea A ∈ GLn(R), Γ ⊂ Rn una lattice. Son equivalentes:

1. Para todo r > 0, el conjunto A−j(B(0, r)) empaca mj redundantemente por traslaciones de Γ para

cada j ∈ N, donde la sucesi�on (mj)j∈N cumple
∑
j∈N

1
mj

= ∞
2.

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
= ∞ para cualquier r > 0,

3.

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
= ∞ para alg�un r > 0.

35
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Demostraci�on. (1 ⇒ 2 ) Asumiendo 1, por de�nici�on de empaque redundante, tenemos

(4.4)
∑
γ∈Γ

1A−jB(0,r)(x+ γ) =
∑
γ∈Γ

1A−jB(0,r)−x(γ) ≤ mj

para casi todo x ∈ Rn. En particular, dado ε > 0, (4.4) vale para casi todo x ∈ B(0, ε). Notemos que como Γ es

separado y A−j(B(0, r)) es abierto, existe ε > 0 su�cientemente peque~no tal que

(A−j(B(0, r)) − x) ∩ Γ = (A−jB(0, r)) ∩ Γ ∀x ∈ B(0, ε).

Entonces para casi todo x ∈ B(0, ε) tenemos∑
γ∈Γ

1A−j(B(0,r))(γ) =
∑
γ∈Γ

1A−j(B(0,r))−x(γ) ≤ mj

de donde se obtiene que #|A−j(B(0, r)) ∩ Γ | ≤ mj, y con lo cual

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
≥

∞∑
j=1

1

mj
= ∞

(2 ⇒ 3 ) Es trivial.

(3 ⇒ 1 ) Asumamos que vale 3 para cierto r0. Notemos primero que para j ∈ Z �jo,

(4.5)
∑
γ∈Γ

1A−j(B(0,r0/2))(x+ γ) ≤ #|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ | ∀x ∈ Rn.

Porque, en efecto, si para cierto x ∈ Rn el lado izquierdo toma el valor k, entonces existen k elementos distintos

γ1, . . . , γk ∈ Γ tales que x + γ1, . . . , x + γk est�an en A−j(B(0, r0/2)) =
1
2
A−j(B(0, r0)). Por lo tanto γi − γ1

con i = 1, . . . , k son k elementos distintos en A−j(B(0, r0))∩ Γ , lo cual demuestra (4.5). Para cualquier x0 ∈ Rn
�jo, podemos tomar un x adecuado en (4.5) para obtener la caracter��stica de la bola centrada en x0:

(4.6)
∑
γ∈Γ

1A−j(B(x0,r0/2))(x+ γ) ≤ #|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ | ∀x ∈ Rn.

Ahora sea r > 0 cualquiera. Existen M ∈ N, x1, . . . , xM ∈ Rn tales que B(0, r) ⊂
⋃M
i=1B(xi, r0/2). Enton-

ces A−j(B(0, r)) ⊂
⋃M
i=1A

−j(B(xi, r0/2)). Escribiendo este cubrimiento seg�un las caracter��sticas de dichos

conjuntos, obtenemos

∑
γ∈Γ

1A−j(B(0,r))(x+ γ) ≤
M∑
i=1

∑
γ∈Γ

1A−j(B(xi,r0/2))(x+ γ)

≤M#|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ | ∀x ∈ Rn, ∀j ∈ N

donde en la �ultima desigualdad usamos (4.6). Podemos de�nir ahora mj =M#|A−j(B(0, r0)) ∩ Γ |. Vemos que

A−j(B(0, r)) empaca mj redundantemente por traslaciones para cualquier j ∈ N, y adem�as

∞∑
j=1

1

mj
=
1

M

∞∑
j=1

1

#|A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
= ∞

lo cual muestra (1 ).

Necesitaremos el siguiente lema elemental sobre sucesiones.

Lema 4.5. Sea (ai)i∈N ⊂ R una sucesi�on tal que ai ∈ [0, 1] ∀i, y (bi)i∈N una sucesi�on que cumple

bi+1 ≤ (1− ai+1) bi ∀i ∈ N.

Entonces
∑
ai+1bi <∞.
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Demostraci�on. De�nimos otra sucesi�on (ci)i∈N

c1 = b1

ci = exp
(
−
∑i
j=2 aj

)
∀i ≥ 2.

Por el teorema de valor medio, existe t ∈
[
−
∑i+1
j=2 aj,−

∑i
j=2 aj

]
tal que

exp(t) = exp ′(t) =
1

ai+1

exp(−

i∑
j=2

aj

)
− exp

(
−

i+1∑
j=2

aj

)
Por monoton��a, exp(t) ≥ exp

(
−
∑i+1
j=2 aj

)
, as�� que

ai+1ci+1 = ai+1 exp

(
−

i+1∑
j=2

aj

)
≤ ai+1 exp(t) = exp

(
−

i∑
j=2

aj

)
− exp

(
−

i+1∑
j=2

aj

)
.

Sumando esta expresi�on sobre todos los i ∈ N la suma es telesc�opica y vemos que
∑∞
i=1 ai+1ci+1 <∞. Adem�as

tenemos bi ≤ ci ∀i ya que b1 = c1 e, inductivamente,

bi+1 ≤ (1− ai+1)bi ≤ (1− ai+1)ci

= (1− ai+1) exp
(
−
∑i
j=2 aj

)
≤ exp(−ai+1) exp

(
−
∑i
j=2 aj

)
= exp

(
−
∑i+1
j=2 aj

)
= ci+1

Finalmente obtenemos

∞∑
i=1

ai+1bi ≤
∞∑
i=1

ai+1ci =

∞∑
i=1

ai+1 e
ai+1ci+1 ≤ e

∞∑
i=1

ai+1ci+1 <∞

Lema 4.6. Sea W un conjunto que empaca por dilataciones de A. Sea U ⊂ W de medida �nita tal que

A−j(U) empaca mj redundantemente por traslaciones de Γ ∀j ∈ N, donde la sucesi�on (mj)j∈N cumple∑
j∈N 1/mj = ∞. Sea d = dW como en la Def. 3.5. Entonces para todo ε > 0 existe un conjunto V tal

que:

(i) V empaca por dilataciones,

(ii) V empaca por traslaciones,

(iii) dW(V) = U,

(iv) |V | < ε.

Demostraci�on. Sea ε > 0. Dado que |detA| > 1, tenemos

∞∑
j=1

|A−j(U)| = |U|

∞∑
j=1

|detA|−j <∞
Sea entonces J ∈ N tal que ∞∑

j=J

|A−j(U)| < ε

Construiremos V como el l��mite de una sucesi�on de conjuntos (Uj)j≥J que cumpla lo siguiente:
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(a) Uj empaca por traslaciones y dilataciones,

(b) Los conjuntos Wj := U \ d(Uj) cumplen |Wj| ≤
(
1− c

mj

)
|Wj−1|, con c = 1− |detA|

−1

(c) Uj \Uj−1 ⊂ Aj(Wj−1),

Sea UJ−1 = ∅. Como A−J(U) empaca mj redundantemente por traslaciones, por el Lema 3.3 existe UJ ⊂
A−J(U) que empaca por traslaciones y tal que |UJ| ≥ 1

mj
|AJ(U)|. Como UJ ⊂ A−J(U) ⊂ A−J(W) y W empaca

por dilataciones, UJ empaca por traslaciones y dilataciones, as�� que cumple (a). Para ver (b), notamos que

U ∩ d(UJ) = U ∩
⋃
j∈Z
Aj(UJ) ya que U ⊂W

A−J(U ∩ d(UJ)) = A−J(U) ∩
⋃
j∈Z
Aj(UJ)

⊇ UJ ∩
⋃
j∈Z
Aj(UJ)

= UJ ya que UJ empaca por A.

Tomando medida obtenemos

|U ∩ d(UJ)| ≥ |detA|
J 1
mj

|U| ≥ 1
mj

|U|

|WJ| = |U \ d(UJ)| = |U|− |U ∩ d(UJ)| ≤ (1− 1
mj

)|U|

≤
(
1− 1−|detA|−1

mj

)
|U|

=
(
1− 1−|detA|−1

mj

)
|WJ−1|

lo cual prueba que UJ cumple (b). Adem�as, cumple (c) por hip�otesis (ya que WJ−1 = U).

Supongamos ahora queUJ, . . . , Uj yWJ, . . . ,Wj fueron de�nidos de tal forma que cumplen (a), (b), (c). Como

A−(j+1)U empaca mj+1 redundantemente por traslaciones y Wj ⊂ U, existe un conjunto ~Uj+1 ⊂ A−(j+1)Wj,

que empaca por traslaciones tal que

(4.7) |~Uj+1| =
1

mj+1
|A−j−1Wj|.

Notar que ~Uj+1 empaca tambi�en por dilataciones ya que Wj lo hace. De�nimos

Uj+1 = ~Uj+1 ∪
(
Uj \ τUj

(~Uj+1)
)
.

Veamos que Uj+1 cumple (a){(c).

Por la Obs. 3.9 c, como ~Uj+1 y Uj empacan por Γ , entonces Uj+1 tambi�en empaca por Γ . Por otro lado,

Uj+1 ⊆ ~Uj+1 ∪Uj
⊆ A−(j+1)(Wj) ∪Uj
= A−(j+1)(U \ dW(Uj)) ∪Uj
⊆ A−(j+1)(W \ dW(Uj)) ∪Uj.

Dado que Uj y ~Uj+1 empacan por A, la Obs. 3.6 f implica que Uj+1 tambi�en empaca por dilataciones. As��,

Uj+1 cumple (a). La propiedad (c) se cumple f�acilmente:

Uj+1 \Uj ⊆ (~Uj+1 ∪Uj) \Uj
⊆ ~Uj+1

⊆ A−(j+1)Wj.
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Resta entonces probar que Uj+1 cumple (b). Primero veamos por inducci�on que

(4.8) Uj ⊂
j⋃
l=J

A−l(U).

El caso base es claro porque UJ ⊂ A−J(U). Luego uniendo Uj ∩Uj−1 a ambos lados de (c), obtenemos

Uj ⊆ Aj(Wj−1) ∪ (Uj ∩Uj−1)
⊆ A−j(U) ∪Uj−1
⊆ A−j(U) ∪

⋃j−1
l=J A

−l(U) por hip�otesis inductiva

⊆
⋃j
l=JA

−l(U)

lo cual establece (4.8). Como ~Uj+1 ⊂ A−(j+1)W tenemos que Aj+1 ~Uj+1 ⊂ W empaca por dilataciones de A,

as�� que

d(~Uj+1) =W ∩
⋃
i∈Z
Ai(~Uj+1) = A

j+1 ~Uj+1

y por (4.7) tenemos

(4.9) |d(~Uj+1)| = |Aj+1 ~Uj+1| = |detA|
j+1

|~Uj+1| =
|Wj|

mj+1
.

Por (4.8), hay un l ∈ {J, . . . , j} tal que Al(Uj) ⊂ U. Como U ⊂W empacan por A, tal l es el �unico que cumple

Al(Uj) ⊂W. Entonces

d(τUj
(~Uj+1)) =W ∩

⋃
i∈Z
Ai
(
τUj

(~Uj+1)
)
= Al

(
τUj

(~Uj+1)
)

lo cual nos da

|d(τUj
(~Uj+1))| = |detA|

l
|τUj

(~Uj+1)|

≤ |detA|
j
|τUj

(~Uj+1)| porque |detA| > 1, l ≤ j

≤ |detA|
j
|~Uj+1| por obs. 3.9 b

y usando (4.9) obtenemos

(4.10) |d(τUj
(~Uj+1))| ≤

|d(~Uj+1)|

|detA|
.

Igual que antes, existe un �unico l ∈ Z tal que Al(Uj+1) ⊂ U, por lo cual d(Uj+1) ⊂ U. Adem�as notemos que

d(~Uj+1) y d(Uj) son disjuntos ya que d(~Uj+1) = A
j+1 ~Uj+1 ⊂Wj = U \ d(Uj). Entonces

|Wj+1| = |U|− |d(Uj+1)| = |U|−
∣∣∣d(~Uj+1 ∪ (Uj \ τUj

(~Uj+1)
))∣∣∣

= |U|−
∣∣∣d(~Uj+1) ∪ d(Uj \ τUj

(~Uj+1)
)∣∣∣ por obs. 3.6 a

= |U|−
(
|d(~Uj+1)|+

∣∣∣d(Uj \ τUj
(~Uj+1)

)∣∣∣) por ser disj. d(~Uj+1) y d(Uj)

=
(
|U|− |d(Uj)|

)
− |d(~Uj+1)|+ |d(τUj

(~Uj+1))| por obs. 3.6 e

≤ |Wj|− |d(~Uj+1)|+
1

|detA|
|d(~Uj+1)| por (4.10)

= |Wj|−
(
1− |detA|

−1
)

|d(~Uj+1)|

=
(
1− 1−|detA|−1

mj

)
|Wj| por (4.9)
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lo cual prueba (b). As�� queda de�nida la sucesi�on de conjuntos (Uj)j≥J que cumplen (a), (b) y (c).

Ahora, para evaluar la convergencia de la sucesi�on (Uj)j≥J, evaluamos Uj+1△Uj. Por un lado:

Uj+1 \Uj ⊂ Uj+1 \ (Uj \ τUj
(~Uj+1)) = ~Uj+1.

Por el otro:

Uj \Uj+1 = Uj \
(
~Uj+1 ∪ (Uj \ τUj

(~Uj+1))
)

= (Uj \ ~Uj+1) ∩ τUj
(~Uj+1)

⊂ τUj
(~Uj+1).

As�� vemos que la sucesi�on (Uj)j≥J cumple

Uj+1△Uj ⊆ ~Uj+1 ∪ τUj
(~Uj+1) ⊆ A−(j+1)(Wj) ∪ τUj

(A−(j+1)(Wj))∞∑
j=J

|Uj+1△Uj| ≤
∞∑
j=J

2 |detA|
−(j+1)

|Wj| <∞.
Por la Observaci�on 3.4, esto implica que existe un conjunto l��mite V = l��mj≥JUj en la m�etrica de la diferencia

sim�etrica. En vista de (4.8) tenemos |V | ≤ |
⋃∞
j=JUj| < ε, as�� que V cumple (iv). M�as a�un,

|d(Uj+1△Uj)| ≤ |d(~Uj+1)|+ |d(τUj
(~Uj+1))|

≤ 2|d(~Uj+1)| por 4.10

= 2
|Wj|

mj+1
. por 4.9

Tomando aj =
1−|detA|−1

mj
, y bj = |Wj| la propiedad (b) nos da bj ≤ (1 − aj)bj−1. Observando que aj ∈ [0, 1],

las sucesiones (aj), (bj) cumplen las hip�otesis del Lema 4.5, con lo cual
∑∞
j=J aj+1bj <∞. As�� tenemos

∞∑
j=J

|d(Uj+1△Uj)| ≤ 2
∞∑
j=J

|Wj|

mj+1
=
2

c

∞∑
j=J

aj+1bj <∞.
En consecuencia, por la Proposici�on 3.7, el conjunto V empaca por dilataciones y traslaciones, y adem�as

l��mj→∞ d(Uj) = d(V). Pero d(V) = l��mj→∞ d(Uj) = U ya que

|U△d(Ui)| = |U \ d(Uj)|+ |d(Uj) \U|

= |Wj|+ 0 porque d(Uj) ⊂ U

≤
j∏

i=J+1

(
1− c

mi

)
|WJ| por recursi�on en (b)

≤ exp

(
−

j∑
i=J+1

c

mi

)
j→∞−−−→ 0 porque

∑
1
mj

= ∞.

Esto muestra que V cumple (i), (ii) y (iii), �nalizando la demostraci�on.

El resultado que probamos a continuaci�on es el verdadero paso crucial para demostrar el teorema de su-

�ciencia. Una vez establecido, el resultado �nal se deduce f�acilmente de este y las consideraciones anteriores.

Teorema 4.7. Sea A ∈ GLn(R) y Γ una lattice en Rn. Supongamos que existe un conjunto de medida

�nita W ⊂ Rn que tesela por dilataciones, y una partici�on medible (Wm)m∈N de W tal que A−j(Wm)

empaca mj redundantemente por traslaciones para cada j ∈ N, donde la sucesi�on (mj)j∈N ⊂ N cumple∑
j∈N 1/mj = ∞. Entonces existe un (A, Γ) wavelet set.
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Demostraci�on. Por hip�otesis, observamos que |Wn| < |W| <∞ ∀n ∈ N. Entonces podemos asumir sin p�erdida

de generalidad que |Wn| ≤ 1
2
∀n. Sea d = dW la proyecci�on por dilataci�on sobre W. Construiremos inductiva-

mente dos sucesiones de conjuntos, (Uk)k∈N y (~Uk)k∈N tales que ∀k ∈ N cumplen:

(a) Uk empaca por dilataciones y traslaciones,

(b) ~Uk empaca por dilataciones y traslaciones,

(c) Uk+1 = ~Uk ∪ (Uk \ τUk
(~Uk)),

(d) d(~Uk) =
(⋃k+1

j=1 Wj
)
\ d(Uk),

(e) |d(τUk
(~Uk))| <

1
2k
.

Como A−j(W1) empacamj redundantemente por traslaciones para cada j y
∑
1/mj = ∞, por el Lema 4.6 existe

U1 que empaca por traslaciones y dilataciones, y tal que d(U1) = W1. Similarmente con W2, existe ~U1 que

empaca por traslaciones y dilataciones, que cumple d(~U1) = W2 y adem�as |~U1| <
1
2
. Entonces |d(τU1

(~U1))| ≤
|d(U1)| = |W1| <

1
2
. Por lo tanto (a), (b), (d), (e) se cumplen para k = 1, y en (c) no hay nada que veri�car.

Supongamos entonces que U1, . . . , Uk y ~U1, . . . , ~Uk ya fueron de�nidos para cumplir (a){(e). La propiedad

(c) determina un��vocamente al conjunto Uk+1. Este empaca por traslaciones por la Observaci�on 3.9 c. Para ver

que empaca por dilataciones, por la Observaci�on 3.6 g, basta lo siguiente:

d(~Uk) ∩ d(Uk \ τUk
(~Uk)) ⊂

k+1⋃
j=1

Wj \ d(Uk)

 ∩ d(Uk) = ∅

con lo cual (a) se cumple para k+ 1.

Inductivamente, usando (d) y d(U1) =W1 observamos que

d(Uk+1) = d
(
~Uk ∪ (Uk \ τUk

(~Uk))
)
⊂ d(~Uk) ∪ d(Uk) ⊂

⋃k+1
j=1 Wj

tiene medida �nita. Entonces para K ∈ N �jo∣∣∣∣d(Uk+1 ∩ ⋃
j≥K

A−j(W)

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ⋃
j≥K

W ∩AjUk+1
∣∣∣∣ = ∑

j≥K

|W ∩AjUk+1| <∞.
Por lo tanto existe K ∈ N tal que

(4.11)

∣∣∣∣d(Uk+1 ∩ ⋃
j≥K

A−j(W)

)∣∣∣∣ < 1

2k+2
.

Como los Wj son una partici�on de W, y W empaca por Γ , el conjunto A−j
(⋃k+1

i=1 Wi \ d(Uk+1)
)
empaca mj

redundantemente por Γ para todo j. Entonces se cumplen las condiciones del Lema 4.6 para a�rmar que existe

un conjunto ~Uk+1 que empaca por traslaciones y dilataciones, tal que

d(~Uk+1) =

k+2⋃
j=1

Wj \ d(Uk+1)

y

(4.12) |~Uk+1| < ε := |detA|
−K
/2k+2
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con lo cual se cumplen (b) y (d) para k + 1. Resta probar la propiedad (e) para k + 1. Primero notemos que

para todo conjunto medible V ⊂ Rn tenemos∣∣∣∣d(V ∩
⋃
j<K

A−jW

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ⋃
i∈Z
W ∩Ai

(
V ∩

⋃
j<K

A−jW

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ⋃
i<K

W ∩AiV
∣∣∣∣ porque W empaca por A

≤
∣∣∣∣ ⋃
i<K

AiV

∣∣∣∣
≤

(
k−1∑
i=0

|detA|
i
+

∞∑
i=1

|detA|
−i

)
|V | =

|detA|
K

|detA|− 1
|V |

al evaluar

las series geom�etricas

≤ |detA|
K
|V |.(4.13)

Ahora, como W tesela por A,

|d(τUk+1
(~Uk+1))| ≤

∣∣∣∣d(τUk+1
(~Uk+1) ∩

⋃
j≥K

A−jW

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣d(τUk+1
(~Uk+1) ∩

⋃
j<K

A−jW

)∣∣∣∣
≤ 1

2k+2
+ |detA|

K
|τUk+1

(~Uk+1)| por (4.11) y (4.13)

≤ 1

2k+2
+

|detA|
−K

2k+2
por (4.12)

≤ 1

2k+1

as�� que hemos probado (a){(d) para k+ 1. Por lo tanto, hemos construido las sucesiones de conjuntos (Uk)k∈N
y (~Uk)k∈N. Mostremos que (Uk)k∈N converge en la m�etrica de la diferencia sim�etrica.

Observamos

d(Uk+1) = d(~Uk) ∪ d(Uk \ τUk
(~Uk)) por (c) y la Obs. 3.6 a

=

( k+1⋃
j=1

Wj \ d(Uk)

)
∪
(
d(Uk) \ d(τUk

(~Uk))
)

por la Obs. 3.6 d

⊇
k+1⋃
j=1

Wj \ d(τUk
(~Uk))

as�� que para k ≥ 2 tenemos

d(Uk+1 \Uk) = d

(
~Uk ∪

(
Uk \ τUk

(~Uk)
)
\Uk

)
= d(~Uk \Uk) ⊆ d(~Uk)

=

k+1⋃
j=1

Wj \ d(Uk)

⊆
k+1⋃
j=1

Wj \

 k⋃
j=1

Wj \ d(τUk−1
(~Uk−1))

(4.14)

=Wk+1 ∪ d(τUk−1
(~Uk−1))

y por otro lado

Uk \Uk+1 ⊂ Uk \ (Uk \ τUk
(~Uk)) = τUk

(~Uk).
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Con las �ultimas dos inclusiones obtenemos

d(Uk+1△Uk) ⊂Wk+1 ∪ d(τUk−1
(~Uk−1)) ∪ d(τUk

(~Uk))

y similarmente

Uk+1△Uk ⊂ ~Uk ∪ τUk
(~Uk).

Consecuentemente por (4.12) resulta

∞∑
k=1

|Uk+1△Uk| ≤
∞∑
k=1

|~Uk|+ |τUk
(~Uk)| ≤ 2

∞∑
k=1

|~Uk| <∞.
Por la Obs. 3.4 y la Prop. 3.7, existe un conjunto U tal que Uk

△−→ U y U empaca por dilataciones y traslaciones.

Demostraremos �nalmente que U tesela por dilataciones, y entonces el Teorema 3.2 nos dar�a la existencia de

un (A, Γ) wavelet set.

Fijemos K ∈ N. Tenemos

∞∑
k=K

∣∣∣∣d(Uk+1△Uk) ∩ K⋃
j=1

Wj

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=K

∣∣∣∣[Wk+1 ∪ d(τUk
~Uk) ∪ d(τUk−1

~Uk−1)

]
∩

K⋃
j=1

Wj

∣∣∣∣
=

∞∑
k=K

∣∣∣∣ K⋃
j=1

Wj ∩ d(τUk
~Uk)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ K⋃
j=1

Wj ∩ d(τUk−1
~Uk−1)

∣∣∣∣
≤

∞∑
k=K

|d(τUk
~Uk)|+ |d(τUk−1

~Uk−1)| <∞ por (c).

Entonces por la Proposici�on 3.7 (iii), resulta

d(Uk) ∩
K⋃
j=1

Wj
△−−−−→

k→∞ d(U) ∩
K⋃
j=1

Wj.

Por otro lado y de forma an�aloga a (4.14) observamos que

K⋃
j=1

Wj \ d(Uk) ⊆
K⋃
j=1

Wj \

 k⋃
j=1

Wj \ d(τUk−1
~Uk−1)


=

( K⋃
j=k+1

Wj

)
∪ d(τUk−1

~Uk−1
)

cuya medida tiende a 0 cuando k→ ∞ gracias a (e). Esto muestra que

d(Uk) ∩
K⋃
j=1

Wj
△−−−−→

k→∞
K⋃
j=1

Wj.

Por lo tanto
⋃K
j=1Wj = d(U) ∩

⋃K
j=1Wj para K arbitrario, con lo cual d(U) =

⋃∞
j=1Wj = W. Esto signi�ca,

por la Observaci�on 3.6 d, que U tesela por dilataciones. Gracias al Teorema 3.2, existe un (A, Γ) wavelet set,

como quer��amos demostrar.

En el �ultimo teorema asumimos que W es de medida �nita. Esta hip�otesis puede ser removida si exigimos

en cambio que cada conjunto de la partici�on Wm sea de medida �nita. De ambas maneras el Teorema sigue

siendo �util como v��a hacia nuestro resultado principal.

Ahora estamos en condiciones de completar la demostraci�on del Teorema 4.1.
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Demostración del Teorema 4.1 Asumimos |detA| > 1 sin p�erdida de generalidad. Por el Lema 4.4, la hip�ote-

sis (4.1) del Teorema implica que, para todo r > 0, cada conjunto A−j(B(0, r)) empaca mj redundantemente

por traslaciones ∀j ∈ N, donde la sucesi�on (mj)j∈N cumple
∑
j∈N

1
mj

= ∞. Adem�as |detA| ̸= 1 implica que

existe un conjunto de medida �nita W ⊂ Rn que empaca por dilataciones, por el Teorema 1.10. Sea (Wm)m∈N,

la partici�on de W dada por

Wm =W ∩
(
B(0,m) \B(0,m− 1)

)
.

Entonces A−j(Wm) empacamj redundantemente por traslaciones ∀j ∈ N, ya que A−j(Wm) ⊂ A−j(B(0,m)). El

conjunto W y la partici�on Wm est�an en las hip�otesis del Teorema 4.7, as�� que existe un (A, Γ) wavelet set.



Caṕıtulo 5

Demostración de la condición necesaria
para la existencia de wavelet sets

En este cap��tulo mostraremos que la condici�on del Teorema 4.1 es adem�as necesaria para la existencia de

un (A, Γ) wavelet set. Nuestro objetivo ser�a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.1 (Condici�on necesaria para wavelet sets). Sea A ∈ GLn(R) con |detA| > 1 y sea Γ ⊂ Rn una

lattice. Si adem�as tenemos

(5.1)

∞∑
j=1

1

# |A−j(B(0, r)) ∩ Γ |
<∞

entonces no existe ning�un (A, Γ) wavelet set.

Lema 5.2. Sea E ⊂ Rn un elipsoide centrado en 0, es decir, la imagen de B(0, 1) por una trasnformaci�on

lineal inversible. Sea V ⊂ Rn un subespacio de dimensi�on d. Sea Q la proyecci�on ortogonal de Rn en V⊥.

Entonces

|E ∩ V |d |Q(E)|n−d ≤ 2n|E |n
donde | · |k denota la medida de Lebesgue k-dimensional.

Demostraci�on. Por el teorema de Fubini,

|E |n =

∫
V⊥

|E ∩ (V + x)|d dmn−dx =

∫
Q(E)

|E ∩ (V + x)|d dmn−dx

≥
∫
Q( 1

2
E)

|E ∩ (V + x)|d dmn−dx(5.2)

Fijemos x0 ∈ Q(1
2
E) y sea x1 ∈ E tal que x0 = 1

2
Q(X1). Existe v ∈ V tal que x1 = 2x0 + v. Tomemos la

transformaci�on af��n f : V −→ V + x0 dada por

f(x) :=
x1 + x

2
=
x+ v

2
+ x0 ∈ V + x0

Observamos que por la convexidad de E tenemos f(E ∩V) = 1
2
((E ∩V)+ x1) ⊂ E ∩ (V + x0). Consecuentemente

(5.3) |E ∩ (V + x0)|d ≥ |f(E ∩ V)|d =
1

2d
|E ∩ V |d.

Uniendo (5.2) y (5.3) obtenemos

|E |n ≥
∫
Q( 1

2
E)

|E ∩ (V + x)|d dmn−dx

≥ 2−d|E ∩ V |d |Q(1
2
E)|n−d

= 2−n|E ∩ V |d |Q(E)|n−d

45
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Lema 5.3. Sea Γ ⊂ Rn una lattice (de rango completo en Rn). Sea W ⊂ Rn un conjunto que empaca por

traslaciones de Γ . Sea V un subespacio de dimensi�on d tal que Γ ∩ V es una lattice de rango d. Sea F un

dominio fundamental de Γ ∩ V en V. Entonces

|W ∩ (V + y)|d ≤ |F|d para casi todo y en V⊥

Demostraci�on. Sea K ⊂ V⊥ un conjunto medible. Por de�nici�on de empaque por traslaciones,
∑
γ∈Γ 1W(x +

γ) ≤ 1 para casi todo x ∈ Rn. Entonces∫
K+F

∑
γ∈Γ∩V

1W(x+ γ) dmnx ≤
∫
K+F

dmnx = |K|n−d |F|d.

Por otro lado,∫
K+F

∑
γ∈Γ∩V

1W(x+ γ) dmnx =

∫
K

∫
F

∑
γ∈Γ∩V

1W(x1 + x2 + γ) dmdx1 dmn−dx2

=

∫
K

∣∣∣∣∣∣
x1 ∈ F : ∑

γ∈Γ∩V

1W(x1 + x2 + γ) = 1


∣∣∣∣∣∣
d

dmn−dx2

=

∫
K

∣∣∣{x1 ∈ F : ∃γ ∈ Γ ∩ V, x1 + x2 + γ ∈W
}∣∣∣
d
dmn−dx2

=

∫
K

∣∣∣∣∣∣
⋃

γ∈Γ∩V

(F+ γ+ x2) ∩W

∣∣∣∣∣∣
d

dmn−dx2

=

∫
K

∣∣∣(V + x2) ∩W
∣∣∣
d
dmn−dx2

Uniendo las dos ecuaciones obtenemos∫
K

|(V + y) ∩W|d dmn−dy ≤ |F|d |K|n−d para todo K ⊂ V⊥.

Entonces no existe ning�un K ⊂ V⊥ de medida positiva tal que |(V +y)∩W|d > |F|d ∀y ∈ K. De esto se deduce
la conclusi�on del lema.

El siguiente lema puede encontrarse en [TV06, 3.24 y 3.26]. Lo damos sin demostraci�on.

Lema 5.4. Sea Γ ⊂ Rn una lattice, sea Ω un conjunto sim�etrico y convexo de Rn. Entonces

1

2n
|Ω|

|Rn/Γ |
≤ #|Ω ∩ Γ |.

Si adem�as los vectores de Ω ∩ Γ generan todo Rn, entonces

(5.4) #|Ω ∩ Γ | ≤ 3nn!

2n
|Ω|

|Rn/Γ |.

Lema 5.5. Sea A ∈ GLn(R), Γ ⊂ Rn una lattice. Sea W ⊂ Rn un conjunto medible que empaca por

traslaciones de Γ . Entonces existe una constante C > 0 que solo depende de la dimensi�on n tal que

|B(x, 1) ∩A(W)| ≤ C

#|A−1(B(0, 1)) ∩ Γ |
∀x ∈ Rn

Demostraci�on. Si A−1(B(0, 1)) ∩ Γ = {0}, entonces el resultado vale claramente para C = |B(0, 1)|. Si no,

tomemos V como el subespacio generado por los vectores A−1(B(0, 1)) ∩ Γ . Sea F un dominio fundamental de
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V/(Γ ∩ V), y sea d = dimV. Por el Lema 5.3, |W ∩ (V + y)|d ≤ |F0|d para casi todo y ∈ V⊥. Entonces, si Q es

la proyecci�on ortogonal a V⊥,

|A−1(B(0, 1)) ∩W| =

∫
V⊥

∣∣∣A−1
(
B(x, 1) ∩W ∩ (V + y)

)∣∣∣
d
dmn−dy

=

∫
Q(A−1(B(x,1)))

|W ∩ (V + y)|d dmn−dy

≤ |Q(A−1B(x, 1))|n−d |F0|d

≤ |Q(A−1B(0, 1))|n−d |F0|d

Entonces por el Lema 5.2

|B(x, 1) ∩A(W)| = |detA| |A−1B(x, 1) ∩W|

≤ |detA| |Q(A−1B(0, 1))|n−d |F|d

≤ |detA|
2n|A−1B(0, 1)|n

|(A−1B(0, 1)) ∩ V |d
|F|d

=
2n|B(0, 1)|n |F|d

|(A−1B(0, 1)) ∩ V |d
.(5.5)

Por otro lado, podemos usar la estimaci�on (5.4) del Lema 5.4 tomando como espacio vectorial V y como lattice

Γ ∩ V. Esto nos da

#
∣∣(A−1B(0, 1)) ∩ Γ

∣∣ ≤ 3d d!

2d
|(A−1B(0, 1)) ∩ V |d

|F|d
.

Reorganizando esta desigualdad y usando (5.5) obtenemos

|B(x, 1) ∩A(W)| ≤ 3d d! 2n

2d
|B(0, 1)|

#|(A−1B(0, 1)) ∩ Γ |

≤ 3n n!
|B(0, 1)|

#|(A−1B(0, 1)) ∩ Γ |

donde la �ultima desigualdad se desprende f�acilmente de (2
3
)n−d ≤ n!

d! . Esto nos da el resultado buscado con

C = 3n n! |B(0, 1)|.

El siguiente lema es un corolario inmediato de la demostraci�on del teorema de caracterizaci�on de teselaciones

por dilataci�on 1.10, que no damos aqu��. Referimos al lector a [LSST06].

Lema 5.6. Sea A ∈ GLn(R) tal que |detA| > 1. Entonces existe un conjunto U que tesela por dilataciones

de A que y que contiene una colecci�on numerable de bolas disjuntas de igual radio.

En la proposici�on que sigue radica el paso principal de la demostraci�on de nuestra condici�on necesaria para

la existencia de wavelet sets.

Proposición 5.7. Sea A ∈ GLn(R) con |detA| > 1, sea Γ ⊂ Rn una lattice, y sea W ⊂ Rn. Supongamos

que existe un conjunto U que tesela por dilataciones de A y que contiene una colecci�on numerable de

conjuntos (Vk)k∈N tales que |Vk| > ε ∀k ∈ N para cierto ε > 0 �jo, y tales que

aJ := sup
k∈N

∞∑
j=J

|Vk ∩Aj(W)| → 0 cuando J→ ∞.
Entonces W no es un (A, Γ) wavelet set.
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Demostraci�on. Por contradicci�on, asumamos que W es un (A, Γ) wavelet set. De�nimos los conjuntos Wj =

A−j(U) ∩W para j ∈ Z, que forman una partici�on de W. Para cualquier J ∈ N tenemos∣∣∣∣∣∣
J⋃

j=−∞A
j(Wj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
J∑

j=−∞ |Aj(Wj)| =

J∑
j=−∞ |detA|

j
|Wj|

≤ |W|

J∑
j=−∞ |detA|

j
= |W| |detA|

J
∞∑
j=0

|detA|
−j
<∞.

En particular, tomemos J tal que aJ <
ε
2
. Como Vk son disjuntos de medida positiva y

∣∣∣⋃Jj=−∞Aj(Wj)
∣∣∣ <∞,∣∣∣∣∣Vk ∩

J⋃
j=−∞A

j(Wj)

∣∣∣∣∣ −−−−→k→∞ 0

y entonces existe k0 ∈ N tal que

(5.6)

∣∣∣∣∣Vk0
∩

J⋃
j=−∞A

j(Wj)

∣∣∣∣∣ < ε

2
<

|Vk0
|

2
.

Observemos por otro lado que Vk ∩Aj(W) = Vk ∩Aj(W)∩U = Vk ∩Aj(W ∩A−jU) = Vk ∩Aj(Wj). Entonces

|Vk|

2
>
ε

2
> aJ ≥

∞∑
j=J

|Vk ∩Aj(W)| =

∣∣∣∣∣∣
∞⋃
j=J

Vk ∩Aj(W)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Vk ∩

∞⋃
j=J

Aj(Wj)

∣∣∣∣∣∣ ∀k ∈ N.

De las �ultimas dos desigualdades obtenemos∣∣∣∣∣∣Vk0
∩
⋃
j∈Z
Aj(W)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Vk0

∩
∞⋃
j=−J

Aj(Wj)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣Vk0

∩
J⋃

j=−∞A
j(Wj)

∣∣∣∣∣∣ < |Vk0
|,

entonces W no tesela por A, lo cual contradice la suposici�on de que W es un (A, Γ) wavelet set.

Finalmente estamos en condiciones de dar la demostraci�on del Teorema de Necesidad 5.1.

Demostración del Teorema 5.1 Supongamos que W es un conjunto medible que tesela por traslaciones de

Γ . Veremos que no puede ser un (A, Γ) wavelet set porque estamos en las hip�otesis de la Proposici�on 5.7. Por

el Lema 5.6 existe un conjunto U que tesela por dilataciones de A y que contiene una colecci�on numerable de

bolas Vk ⊂ U, k ∈ N, todas del mismo radio ≤ 1. Sea xk el centro de la bola Vk. Aplicando el Lema 5.5 a la

matriz Aj obtenemos, para cada j ∈ N,

|Vk ∩Aj(W)| ≤ |B(xk, 1) ∩Aj(W)| ≤ C

#|A−j(B(0, 1)) ∩ Γ |
.

La hip�otesis (5.1) de nuestro enunciado nos da entonces que, para J ∈ N,

∞∑
j=J

|Vk ∩Aj(W)| ≤ C
∞∑
j=J

1

#|A−j(B(0, 1)) ∩ Γ |
→ 0 cuando J→ ∞.

Como k ∈ N es arbitrario, el supremo sobre todo k de dicha suma tambi�en tiende a cero cuando J → ∞.

Entonces los conjuntosW, U, (Vk)k∈N est�an en las hip�otesis del Lema 5.7, con lo cualW no puede ser un (A, Γ)

wavelet set.
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