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Introduccion

Un sistema dindmico otorga una descripcién funcional de la solucién de un proble-
ma fisico o del modelado matematico que describe el problema fisico. Como afirma
Devaney en [9]:

“El objetivo basico de la teoria de sistemas dindmicos es entender el comporta-
miento final o asintético de un proceso iterativo. Si este proceso es una ecuacion
diferencial cuya variable independiente es el tiempo, entonces la teoria intenta pre-
decir el comportamiento ultimo de la solucién de la ecuacién en el futuro lejano, es
decir, cuando t — +0o0 0 en el pasado lejano, es decir, cuando t — —o0. Si el proceso
es un proceso discreto como la iteracién de una funcién, entonces la teoria espera
entender el comportamiento final de los puntos xz, f(z), f?(x),..., f*(x) cuando n
toma valores grandes”.

La dindmica topolégica es una de las ramas de la teoria de sistemas dinamicos
cuyo origen se encuentra en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales.
Por dindmica topoldgica podemos entender el estudio de grupos de transformacion
con respecto a aquellas propiedades, completamente o en gran parte topoldgicas
en naturaleza, cuyo prototipo ocurrié en dindmica clasica. Por ejemplo, dado un
espacio topolégico X y una funcion continua f : X — X podemos preguntarnos:
existen puntos z tales que f"(z) = x para algin n € N? ; Existe algiin punto z tal
que dado cualquier entorno U de =, f*(z) € U para algin n € N? ;Existe x € X
tal que para cualquier entorno U de x existen n € Ny u € U, f"(u) pertenece a
U? Si f(xg) = xg, {qué podemos decir acerca de los puntos x cercanos a 7, json
“atraidos” por xg, esto es, f"(z) tiende a xy cuando n tiende a co?

Otro concepto que podemos estudiar, y resulta de interés en este trabajo, lo ejem-
plificamos de la siguiente manera: supongamos que la dinamica viene dada por la
iteracion de una funciéon f y queremos calcular en una computadora la érbita de
z, es decir, z, f(x), f2(z), f3(z),... En cada paso por lo general existe un error de
redondeo. Asi pues, lo que finalmente obtenemos es una érbita aproximada de la
verdadera. En este caso nos preguntamos si la 6rbita aproximada esta cerca de la
orbita verdadera.

Al trabajar con un sistema dinamico podemos considerar resultados que son ver-
daderos para “casi todo elemento”de un conjunto. Esto puede hacerse en diferentes
contextos y existen distintas formas de definir qué significa para “casi todo elemen-
to”. El Teorema de Recurrencia de Poincaré es un ejemplo de ello, pues establece
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que un sistema con determinadas caracteristicas regresard infinitas veces arbitra-
riamente cerca de su estado inicial, para casi todo estado inicial (en un sentido de
categoria de Baire o de medida). Una demostracién de este Teorema se puede leer
en [13].

Recordamos las siguientes definiciones:

= Un subconjunto S de un espacio topologico X se dice nunca denso cuando

(S.) =10
= Un subconjunto S de un espacio topologico X se dice de primera categoria en

X cuando
S=J S

neN

tal que, para cada n € N, 5, es nunca denso.

= Un espacio topoldgico X es un espacio de Baire cuando todo conjunto de
primera categoria tiene interior vacio.

= (“Casi todo” en un sentido de categoria de Baire) Si X es un espacio de Baire,
decimos que “casi todo elemento de X”satisface una determinada propiedad
P si el conjunto de todos los x € X que no cumplen la propiedad P es de
primera categoria en X.

En este trabajo estudiamos la dindmica de funciones en el conjunto de los ho-
meomorfismos de la bola cerrada unitaria de R™ en si misma y en el conjunto de las
funciones continuas de una determinada variedad en si misma. Ademas, la expresion
“casi todo” se entiende en un sentido de categoria de Baire; cuando deba entenderse
en un sentido de teoria de la medida, el enunciado se presenta de manera tal que no
existe ambigiiedad de interpretacion.

Una breve descripciéon de la estructura del trabajo

Consideramos el espacio X, segun se indique, la bola cerrada unitaria de R", que
denotamos por B™, o una n-variedad topoldgica compacta y metrizable con borde
(o sin borde, es decir, el borde de X es el conjunto vacio). Ademéds, H(X) denota el
conjunto de todos los homeomorfismos de X en X y C'(X), el de todas las funciones
continuas de X en X, ambos dotados con la métrica del supremo:

d(f,g) =supd(f(z),g(x)).

zeX

La mayor parte de los resultados que demostramos en este trabajo estan relacio-
nados con el concepto de no sensibilidad. Dicha idea se introduce en el capitulo 1 y
la comparamos con la nociéon de shadowing. También, en el capitulo 1, recordamos
resultados conocidos y probamos que si M es un espacio métrico compacto, H (M)
es un espacio de Baire.



En el capitulo 2, con base en la publicacién [7], estudiamos la nocién de no sen-
sibilidad para funciones en el espacio H(B"). Consideramos la medida de Lebesgue
y demostramos que casi todas las funciones en H(B™), en un sentido de categoria
de Baire, son no sensibles en casi todo punto de B™, en un sentido de teoria de la
medida. Como consecuencia del resultado anterior probamos que para casi todas las
funciones en H(B"), el conjunto de todos los puntos no errantes de f tiene medida
cero. Ademads, demostramos que para casi todas las funciones en H(B"), casi todos
los elementos del conjunto de los puntos no errantes son recurrentes y no periédicos.

En el capitulo 3, con base en la publicacién [7], consideramos X una n-variedad
topoldgica compacta y metrizable, con (o sin) borde y demostramos que casi todas
las funciones en H(X') son no sensibles en casi todo punto de X.

Finalmente, en el capitulo 4, con base en la publicacién [8], estudiamos el con-
cepto de no sensibilidad para funciones en el espacio C'(X) con X una n-variedad
topolégica compacta y metrizable, con (o sin) borde. El primer Teorema genera
dos corolarios: el primero tiene como caso particular el resultado del capitulo 3 y el
segundo, un resultado del capitulo 2. Ademaés, probamos que para casi todas las fun-
ciones en C'(X), el conjunto de los puntos periédicos de f es no vacio y el conjunto
de los puntos no errantes de f es pequeno en un sentido de teoria de la medida y en
un sentido de categoria de Baire. Por ultimo, demostramos que para casi todas las
funciones f € C(X), el conjunto de todos los puntos donde f es sensible es infinito
y denso en el conjunto de todos los puntos periédicos de f.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacién y definiciones

Sea X un espacio topolégico. Dado A C X, A, A° y 9(A) denotan la clausura,
el interior y el borde de A en X, respectivamente. Si A, B C X decimos que A es
denso en B si B C A.

Sean (X, d) un espacio métrico. Para cada z € X y r > 0 definimos
B(z,r)={y € X : d(y,x) <r}, B(x,r)={ye X :0<d(y,x) <r},

B(z,r)={y€ X :d(y,x) <r} y, paracada d >0, Ns(A) = |J Bla,)).

acA

Ademas, dado A C X, diamA denota el didametro de A en X.

Sife HX) (o C(X))yr >0 definimos

H"={(z1,...,2,) : &, > 0}
cuyo borde es d(H") definido por

O(H™) ={(z1,...,2n) : &, = 0},

Definicién 1.1.1. Una n-variedad topoldgica es un espacio de Hausdorff X no vacio
tal que para cada x € X existe un homeomorfismo A : U — V' de un conjunto abierto
U de X que contiene a x en un subconjunto abierto V' de R". Se dice que X es una
n-variedad con borde si para cada r € X existe un homeomorfismo h : U — V de
un conjunto abierto U de X que contiene a x en un conjunto abierto V' de H™.
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Definicién 1.1.2. Sea X una n-variedad con borde. El borde de X, que denotamos
J(X), es el conjunto formado por todos los puntos x € X para los cuales existe un
homeomorfismo A : U — V de un conjunto abierto U de X en un conjunto abierto
V de H" tal que x € U y h(x) € O(H™). El interior de X es el espacio X —9(X) y
lo denotamos i(X).

Observacion 1.1.3. Notamos que no hay nada en la definicién precedente que requie-
ra que X tenga algun elemento en su borde. Si X no posee elementos en su borde,
entonces 0(X) es vacio y decimos que X es una n-variedad sin borde.

1.2. Sistemas Dinamicos

Esta seccion estd basada en las referencias [2], [7] y [11].

1.2.1. Definicion

Definicién 1.2.1. Un grupo de transformacién topolégica, o grupo de transforma-
cion, se define como una terna (X, 7, 7), donde X es un espacio topolégico, T es un
grupo topoldgico y m es un mapeo de X x T en X, que satisface (para el grupo T’
utilizamos la notacién multiplicativa y e denota su elemento neutro):

(1) m(x,e) = x para todo x € X.
(2) m(m(x,s),t) = n(x,st) para todo x € X y para todo t,s € T'.

(3) 7 es continua.

Se dice que X es el espacio de fase, T el grupo de fase y m el mapeo de fase.
Para ser exactos, cualquier funcién 7 : X x T'— X que satisface los axiomas (1) y
(2) se dice que es una accién (de T' sobre X). Asi pues, hablamos de un grupo de
transformacion cada vez que trabajamos con una accién continua.

Dado un grupo de transformacién (X, T, 7), el mapeo de fase m determina dos
tipos de mapeos. Fijado ¢t € T, el mapeo 7' : X — X definido por 7(z) = 7(z,t)
es un homeomorfismo que se denomina una transicién. En efecto, fijado t € T', la
funcién 7' : X — X definida por 7'(x) = m(x,t) verifica que:

» Es continua pues 7 = fogdonde f =7 |[xxny9: X = X XT g(x) = (z,1)
son funciones continuas.
= Es biyectiva pues
-1

(rtor" Nz) = (n(z,t 7)) =n(n(z,t7),t) =7(x,t ') =7(x,e) =2

para todo = € X. Analogamente, (7' ' o7t)(z) = x.
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s (71)! =7'"" es continua.

Ahora fijamos x € X, entonces el mapeo 7, : T'— X definido por 7, (t) = 7(z,t)
es continuo y se denomina un movimiento.

El conjunto de todas las transiciones es un grupo de homeomorfismos del espacio
de fase X en si mismo tal que la transicién 7¢ es el homeomorfismo identidad del
espacio de fase X y tal que el mapeo t — 7* es un homomorfismo de grupos.

Las siguientes frases se consideran equivalentes: “(X,T,7) es un grupo de trans-
formacién topoldgica”, “ sistema dindmico”, “X es un T-espacio (con accién )"
o “T actua continuamente sobre X (por m)”. En los casos donde el grupo T se
sobreentiende, un grupo de transformacion (X, 7, 7) se denota (X, ). Ademas, la
accion de T' en un T-espacio en la mayoria de los casos se suprime como veremos a
continuacion.

1.2.2. Sistemas dinamicos discretos

SeaT =Z7Zy f: X — X un homeomorfismo. Entonces 7 : X x T — X con
m(x,n) = f"(z) define una accién continua del grupo Z sobre el espacio X. Notemos
que para este grupo de transformacién tenemos que 7' = f. Todo grupo de trans-
formacién topoldgica (X, Z, 7) se obtiene de esta forma desde el homeomorfismo 71,
porque (7!)" = 7" para todo n € Z. Asi, un grupo de transformacién con espacio
de fase X, grupo de fase Z y 7' = f, que denotamos (X, f), es lo que llamamos un

sistema dinamico discreto.

Una modificacién que podemos hacer es la de reemplazar el grupo que actiia por
un semigrupo. Cuando ' = Ny = NU {0} y f : X — X continua, definimos la
accién m: X x T — X por laregla w(z,n) = f"(x). En este caso decimos que (X, f)
es un sistema semidindmico discreto.

1.2.3. Puntos fijos, periddicos, recurrentes y no errantes

Sea X un espacio topologico metrizable y f : X — X una funcién continua.
Definimos

» La 6rbita de z bajo f es de la forma {f?(z) : j € Ng}. Si f es inversible, es de
la forma {f’(z) : j € Z}.

» Se dice que z es un punto fijo de f si f(z) = x.

= Sedice que z es un punto periédico de f de perfodom si f(x) =z y f"(x) # x
para todo 1 < n < m.
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= Un punto = se dice que es un punto recurrente de f si x es un punto limite
de la sucesion (f7(x));>0, es decir, existe una subsucesién de (f7(x));=0 que
converge a .

= Un punto z se dice que es un punto no errante de f si para todo entorno U de
z, fF(U)YNU # 0 para infinitos k > 1.

Notacién: - Orb(f,x) indica la érbita del punto .
- Ff indica el conjunto de todos los puntos fijos de f.
- Py indica el conjunto de todos los puntos periddicos de f.
- P/ indica el conjunto de todos los puntos periddicos de f
de periodo m.
- Ry indica el conjunto de todos los puntos recurrentes de f.
- O indica el conjunto de todos los puntos no errantes de f.

Proposicién 1.2.2. Py = |J Fy.
keN

Proposicién 1.2.3. P{" = Fym — |J Fp.

1<k<m

Demostracion. Sea x € PJ", entonces x € Fiym y f¥(z) # x para todo 1 < k < m.

Asipues, v € Fym — |J Fy. Ahoraseax € Fym — |J Fpx, entonces [ (z) =z
1<k<m 1<k<m
y f*(x) # « para todo 1 < k < m. Por lo tanto, z € Py". O

Definicién 1.2.4. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff, AC Xy f: X — X
homeomorfismo. Se dice que A es invariante bajo f si f(A) = A.

Observacion 1.2.5. A es invariante si, y sélo si, f(A) C Ay f~'(A) C A.

Proposiciéon 1.2.6. Sea X un espacio topolégico de Hausdorffy f : X — X un
homeomorfismo. Entonces

(a) Pf - Rf C Qf.
(b) P, Ry y Qy son invariantes.

(c) Qf es cerrado.

Demostracion. (a) Sea x € Py de periodo k y sea U un entorno de z. Entonces
[ (x) € U para todo n € N. Asf pues, z € R;. Ahora sea z € Ry y sea U un
entorno de x. Entonces f7(x) € U para infinitos j > 0, y asi f/(U)NU # (). Por
lo tanto, x € (2.
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(b) Veamos que f(P;) C P;. Sea # € P; de perfodo k. Entonces f*(f(z)) =
f(f*(x)) = f(z). Por lo tanto, f(z) € Fjx, y resulta un punto periédico. Anélo-
gamente se demuestra que f~'(Pf) C Pj.

Veamos que f(Rf) C Ry. Seaz € Ry y sea U un entorno de f(z). Como f~1(U)
es un entorno r, existen infinitos j > 0 tales que f/(z) € f~'(U). Entonces
f(f(x) = f(fi(x)) € f(f71(U) C U. Asi pues, f(x) € R;. Andlogamente se
demuestra que f~'(Ry) C Ry.

Veamos que f(2;) C Q. Sea x € 2y y sea U un entorno de f(x). Como f~1(U)
es un entorno z, entonces f*(f~(U)) N f~1(U) # () para infinitos k > 1. Por lo
tanto,

0 FUTHO) O C FUEFTO))NT C fAU) N

Asi, f(z) € Q;. Andlogamente se demuestra que f~1(2;) C Q.

(c) Seax € X—Q;. Entonces existe un entorno U de z y un ¢t > 0 tal que f*(U)NU =
() para todo k > t. Como x € U°, existe V abierto tal que x € V' C U. Veamos
que para todo elementoy € V, y € X — Q4. Como V es entornodey y V C U,
fFVYNV C fHU)NU = (. Entonces y ¢ Q. Por lo tanto, X — Q es abierto.

]

Definicién 1.2.7. Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff, AC Xy f: X — X
es continua. Se dice que A es positivamente invariante bajo f si f(A) C A.

Observacion 1.2.8. La Proposicién 1.2.6 continda siendo vélida cuando f: X — X
es continua, excepto el item (b) que cambia la condicién de invariante por positiva-
mente invariante.

1.2.4. No sensibilidad

Consideremos un sistema dindmico, o semidindmico, discreto (X, f), donde X es
un espacio topoldgico metrizable con una métrica d compatible con la topologia de
X. Dado a € X estamos interesados en estudiar su orbita, es decir, la secuencia

a, f(a), f(a), ..

Existen situaciones en las que no podemos computar el valor exacto de la condicién
inicial a. En tal caso, calculamos un valor ag cercano a a. Puede ser que tampoco
podamos computar exactamente f(ag), sino un valor a; cercano a f(ag). Luego
computamos un valor ay cercano a f(aq), y asi continuamos. De este modo obtenemos
una sucesion

ap, A1, a9, ...
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que puede considerarse como el comportamiento previsto de la érbita de a. Nos
preguntamos si este comportamiento previsto se encuentra cercano a la érbita de a.
Esto nos conduce a la siguiente definicion:

Definicién 1.2.9. Decimos que una funciéon f : X — X es no sensible en a € X si
para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para cualquier eleccion de puntos

ap < B(CL, 5)7 ay € B(f(GO)J(S)? az € B(f(al)76)7a
tenemos que
d(am, f™(a)) < € para todo m > 0.

La nocién de no sensibilidad se defini6 por primera vez en [3] y luego se redefini6
en [7]. Es una manera de describir matemdaticamente la idea de previsibilidad: si f
es no sensible en a, entonces el sistema dindmico (o semidindmico) discreto (X, f) es
“predecible en a”, en el sentido de que podemos predecir la evolucién futura de a en
el sistema con tanta precision como queramos siempre y cuando podamos computar
la condicién inicial y los valores de f con suficiente precision.

La definicion dada anteriormente puede recordarnos la nocién de shadowing, la
cual, en el caso de que X sea compacto, puede definirse, de acuerdo a [5], como
sigue: f tiene la propiedad shadowing, si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
para toda sucesion ag, aq, as, ... en X que satisface:

d(f(a;),a;41) <6 paratodo i >0,
existe un punto x € X tal que
d(am, f™(z)) < € para todo m > 0.

Existe una diferencia importante entre no sensibilidad y shadowing (ademaés del
hecho de que la primera es una nocién puntual mientras que la segunda es global):
sea a € X y eligimos puntos

ap € B(a,9), a1 € B(f(ap),9), az € B(f(a1),9), etc.

La propiedad shadowing nos da la existencia de un punto x € X (posiblemente
diferente de a) tal que d(a,, f™(z)) < € para todo m > 0. Por otro lado, la no
sensibilidad de f en a garantiza que esto ultimo vale con x = a. Esta es una gran
diferencia si estamos interesados en el problema de previsibilidad: la propiedad sha-
dowing garantiza solamente que el comportamiento previsto del sistema (X, f) en
a estd cerca de algiin comportamiento verdadero del sistema (pero este comporta-
miento verdadero puede ser diferente del comportamiento verdadero en la condicion
inicial a).



1.2 Sistemas Dindamicos 7

No sensibilidad y equicontinuidad

Sea (X, f) un sistema dindmico (o semidindmico) discreto, donde X es un espacio
topoldgico metrizable con una métrica d compatible con la topologia de X. Dado
a € X, nos interesa analizar la siguiente situacién: si d(x, a) es pequena, jse cumple
que d(f"(x), f*(a)) es pequena para todo n € N? Por ejemplo, si a denota una
condicion inicial y  su estimacién, y consideramos d(f"(x), f™(a)) como el error que
se produce al estimar el n-ésimo valor f"(a) por f™(z), querriamos un error pequeno
si la aproximacién x de la condicion inicial a fuera buena. Es decir, quisiéramos que
la familia de funciones {f™ : n > 1} fuera equicontinua en a.

Definicién 1.2.10. Sean (X, d) e (Y, d') dos espacios métricos. Una familia de fun-
ciones F = {f : X — Y} se dice equicontinua en z € X si, dado € > 0, existe un
d > 0 tal que para todo y € X: d(y,x) < ¢ se verifica que

d'(f(y), f(x)) <e.

para toda f € F.

Decimos que la familia de funciones F es equicontinua en A C X si F es equicon-
tinua en cada x € A.

Definicién 1.2.11. Sean (X, d) e (Y, d’) dos espacios métricos y A C X. Una familia
de funciones F = {f : X — Y} se dice uniformemente equicontinua en A si, para
todo € > 0, existe un § > 0 tal que para todo x € A, y € X: d(x,y) < J se verifica
que

d'(f(y), f(x)) <e

para toda f € F.

Proposicién 1.2.12. Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién. Si f
es no sensible en a, entonces la familia de funciones {f™ : n > 1} es uniformemente
equicontinua en la orbita de a bajo f.

Demostracion. Dado € > 0, como f es no sensible en a, existe un > 0 tal que para
los puntos a; = f/(a) (0 < j <i—1), a; € B(f(a)),0) y air; = fi(a;) (j > 1),
tenemos que

d(a,, f*(a)) < € para todo n € N.

Entonces, para cada z = fi(a) (i > 0) e y € X: d(y,z) < § tomamos los puntos
definidos anteriormente con a; = y, y entonces se verifica que

d(f"(y), f*(x)) = d(@isn, f7"(a)) < € para todo n € N.
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1.3. Resultados generales

Antes de concluir este capitulo repasamos algunas definiciones y resultados cono-
cidos.

Teorema 1.3.1 (de Punto Fijo de Brouwer). Sea f : B" — B™ continua. Entonces
existe x € B™ tal que f(x) = x.

Demostracion. Se pueden leer diferentes versiones de este Teorema en [4]. O

Definicién 1.3.2. Un espacio topologico X se dice normal si para cada par C, F
de conjuntos cerrados disjuntos en X, existen conjuntos abiertos disjuntos U, V' con
CcUyFcCV.

Teorema 1.3.3 (Teorema de extensién de Tietze). X es normal si, y sdlo si, dado
C C X cerrado y dada f: C — R continua, existe una extension de f a todo X; es
decir, existe una funcion continua F : X — R tal que F|c = f.

Demostracion. Se puede leer una demostraciéon en [15]. O

Proposicion 1.3.4. Sea X un espacio topologico compacto. Para cada n € N, la
funcion ¢ : H(X) — H(X) definida por o(f) = f" es continua.

Demostracion. Demostramos por induccion. El caso n = 1 es inmediato, pues ¢ = id
es continua. Supongamos que nuestra afirmacién es cierta para cierto natural n.
Veamos que es cierta para n+ 1. Sea € > 0. Por hipétesis inductiva, existe 6, > 0 tal
que si d(g, f) < &y, entonces d(g f™) < €/3. Como f" es uniformemente continua,
existe un dy > 0 tal que si d(:cl,xQ) < g, entonces d(f"(z1), f"(x2)) < €/3. Sea
0 = min{dy, d2}. Por lo tanto, si c?(g, f) <o,

(g™ (x), [ (2)) < d(g"(g(x)), [ (g(x))) + d(f"(9(x)), f*(f(2))) < Ze.

Al tomar supremo sobre x € X obtenemos giv(g, f) <e O

Observacion 1.3.5. El resultado anterior también vale si tomamos C'(X) en lugar de
H(X).
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Homeomorfismos

Definicién 1.3.6. Sean (X, 1) e (Y, 72) espacios topoldgicos. Un homeomorfismo es
una funcién f : X — Y continua, biyectiva y cuya inversa f~! : Y — X es continua.

Proposicién 1.3.7. Sean (X, 71), (Y, 72) y (Z,73) espacios topoldgicos.

(a) Si f: X =Y esun homeomorfismo, entonces f~1: Y — X también lo es.

(b) Si f: X = Zyg:Z — Y son homeomorfismos, entonces go f : X — Y
también lo es.

Proposicion 1.3.8. Toda funcion continua f : X — Y de un espacio compacto X
en un espacio de Hausdorff Y es cerrada.

Demostracion. Sea C' un subconjunto cerrado de X. Como X es compacto, C' es
compacto. Como f es continua, f(C') es compacto, y entonces, como Y es Hausdorff,
f(C) es cerrado. O

Proposicion 1.3.9. Toda funcion f : X — Y, continua y biyectiva, de un espacio
compacto X en un espacio de HausdorffY es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la Proposicién 1.3.8, f es cerrada, y por lo tanto, f~!:Y — X
es continua. O

A continuacion demostramos la existencia de homeomorfismos con determinadas
condiciones.

Proposicién 1.3.10. Sean las bolas cerradas de R™: B", B(0,r1), B(0,73), donde
0 <ry <ry < 1. Entonces existe un homeomorfismo ¢ : B" — B"™ tal que

©(B(0,7)) € B(0,m3) y @(x)=x para todo x € O(B).

Demostracion. Vamos a construir una funciéon que transforma los radios asignando
00,7 — 71y 1+ 1;es decir, r: [0,1] — [0, 1] tal que

r .
2 si0<z<nr
_ ™
’I"(I)— 1—7’2 o —T1 .
sirg <ax <1.
1—7’1 1—7"1

Se cumple que 7 es continua y biyectiva. Ahora definimos una funcién ¢ : B — B",
del siguiente modo: todo punto x € B" pertenece a algin segmento de recta S que
une 0 con un punto del borde de B"™, entonces ¢ asigna x — y de modo que y € S
y la distancia de y al origen esta dada por la regla r; es decir,
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|||
0 si x=0.

o) = { r(lel) s @ £ 0

Por composicién y producto de funciones continuas, ¢ resulta continua en z # 0.
Ademas,
lim p(x) =0,

x—0

como resultado del producto entre una funcién que tiende a cero y otra que es
acotada.
Veamos que ¢ es inyectiva. Si x # 0, entonces p(x) # ¢(0). Sean xy,xo € B™ — {0}
y T # Xa.
Si ||z1|| = ||z2||, entonces rillz) _ 7“(||x2||)’ y por lo tanto ¢(z1) # ¢(z2).

1] 2]
St [[a1]] # |[z2], entonces [[o(z1)]| # [l¢(22)]l, y por lo tanto @(z1) # ¢ (x2).

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Sea y € B™. Si y = 0, entonces ¢(0) = 0. Sean y # 0
y a = |ly|]|. Como 0 < a < 1y r es sobreyectiva, existe t; € (0,1] tal que r(¢;) = a.

t
Si tomamos © = —y, entonces ||z|| <1y ¢(z) = y.
Q@
Como B"™ es compacto, ¢ es un homeomorfismo. Ademas, si ||z|| < r;, entonces
()] = 2||96H < ry. Por lo tanto, x € B(0,7y). Por tltimo, si z € (B"), ¢(z) =
1
r(l)z = x. O

Proposicién 1.3.11. Sean a,b € (B")°. Entonces existe un homemorfismo ¢ :
B" — B"™ tal que

pla)=b y ¢(x)==x para todo x € I(B™).

Demostracion. Realizamos la demostracién para el caso particular a = (0,...,0,0)
y b = (0,...,0,2) con 0 < z < 1, pues el caso general se obtiene compo-
niendo traslaciones, rotaciones y el caso particular. Sean las funciones continuas
f,g9: B! —[0,1] definidas por

f(@) = /1= |z[]? 9(&) = zf(Z).

Observemos que el gréifico de f es la mitad de arriba de la esfera S"~ !y ¢(0) = 2.

Consideremos las funciones continuas hy, he : B™ — [0, 1] definidas por

hi(z) = fop(z), ha(z) =gop(x),
donde p es la proyeccién de las primeras n — 1 coordenadas. Observemos que hy =
Zhl.

Ahora construimos la funciéon ¢ : B — B" de la siguiente manera: dejamos fijas
las primeras n — 1 coordenadas de cada punto x y la tltima, x,, la transformamos
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del siguiente modo: como z,, € [—hy(x), hy(x)], entonces transformamos linealmente
el intervalo [—hy(z),0] en [—hy(x), he(x)] asignando —hy(z) — —hi(x) y 0 +— ho(z)
y el intervalo [0, hy(x)] en [ha(x), hi(z)] asignando 0 — he(z) v hi(x) — hy(x).

Formalmente,

o(x) = (21,29, ..., Tp1,Tn — 2|Ts| + ho(z)).

La continuidad y la biyectividad de ¢ se verifican inmediatamente. Como B"™ es
compacto, ¢ es un homeomorfismo. Ademas, ¢(0) = (0,...,0,2), y si ||z = 1,
|z,| = hi(z), y entonces p(z) = . O

El siguiente resultado se encuentra en [6].

Proposicién 1.3.12. Sea X un subconjunto compacto y convexo de R™ con interior
no vacio. Dados distintos elementos

al,...,ak,bl,...,bk,cl,...,cs GXO,
existe una funcion ¢ € H(X) tal que

olay) = by, ..., p(ar) = b

o(x) = x para todo v € O(X) U{cy,...,cs}.

Demostracion. Elegimos un camino simple «; : [0,1] — Y desde a; a b; (1 <i <k)
de modo que los conjuntos

ar([0,1]), ..., ([0, 1]), c1, - . ., s, D(X)

sean disjuntos dos a dos. Sea D el conjunto de todas las distancias entre cualesquiera
dos de estos conjuntos y sea = min(D). Fijamos 1 < i < k y elegimos una particién
0=ty <ty <...<t.,=1de]0,1] tal que

diam o ([t;,tj11]) < para cada 0<j <r—1.

mcﬂ

Counsideremos las bolas cerradas

Como «;(t;) v ai(tj+1) pertenecen a (B;)°, existe un homeomorfismo ¢ : B; — B;
de modo que

Oi(ailt;) = aultyp) ¥ 9y(x) =« para todo a € A(B,).
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Extendemos ¢; a un homeomorfismo de X en X poniendo ¢;(z) = x para los
restantes z € X. Definimos

Spi:¢r—lo"-o¢0'

Entonces, ¢; € H(X), ¢i(a;) = b; y ¢i(x) = x paratodox € Y — (ByU...UB,_1) .
Finalmente, el homeomorfismo

QY I=PpO...0Y

tiene las propiedades deseadas. O

Espacios de Baire

En esta seccion recordamos algunos espacios que son de Baire y demostramos que
H(X) es un espacio de Baire cuando X es un espacio métrico compacto.

Proposicion 1.3.13. Un espacio topologico X es un espacio de Baire si, y solo st,
toda interseccion S = (| A, de una familia numerable de abiertos A,, densos en X

neN
es un subconjunto denso en X.

Teorema 1.3.14. Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Demostracion. Se puede consultar en [12]. O

Teorema 1.3.15. Todo espacio de Hausdorff localmente compacto es un espacio de
Baare.

Demostracion. Se puede leer en [12]. O

Proposicion 1.3.16. Si X es un espacio de Baire e Y es un G5 denso en X,
entonces Y es un espacio de Baire.

Antes de realizar la demostracién recordemos los siguientes resultados.

(1) Sea X un espacio topolégico. Si S,T" C son densos en X y S es abierto en X,
entonces S NT es denso en X.

(2) Sea X un espacio topolégicoy S C T C X. Si S es denso en T'y T es denso en
X, entonces S es denso en X.

(3) Sea X un espacio topologico. Si S es denso en X y S C T C X, entonces S es
denso en 7.
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Demostracion de la Proposicion 1.3.16. Probemos que [ A, es denso en Y donde
neN
(Ay)nen es una familia de abiertos densos de Y. Para cada n € N, existe un abierto

V, de X tal que A, =V, NY. Por (2), A, es denso en X. Ademds, como A, C V,,

cada V;, es denso en X. Sea Y = (] G;, donde (G;);en es una familia de abiertos de
ieN
X. Ademas, cada G; es denso en X. Entonces

A= [VanY)=[(VanG)).

neN neN neN
€N

Como V,, y G; son abiertos densos de X, entonces V,, N G; es abierto de X y, por
(1), es denso en X. Por lo tanto, como X es un espacio de Baire, (] A, es denso en

X. Como () A, CY , entonces, por (3), [ A, es denso en Y. " O
neN neN
En lo que sigue X es un espacio métrico compacto.
Proposicién 1.3.17. (C(X),d) es completo.
Demostracion. Se puede leer en [12]. O

Proposicién 1.3.18. El subespacio S = {f € C(X) : f es sobreyectiva } es com-
pleto.

Demostracion. Probemos que C(X) — S es abierto. Sea f € C(X) — S. Entonces
existe y € X tal que y ¢ I'm(f). Como X — Im(f) es abierto, existe r > 0 tal que
B(y,r)(Im(f) = 0. Afirmamos que si g € B(f,r), entonces y ¢ Im(g). En efecto,
supongamos que existe una funcién g € B(f,r) tal que y = g(z) para algin x € X.
Entonces
d(y, f(z)) = d(g(x), f(x)) <,

lo cual es absurdo. Asi pues, C(X) — S es abierto en C'(X). Como S C C(X) es
cerrado, entonces S es completo. O

Proposicién 1.3.19. El conjunto I ={f € C(X) : f es inyectiva } es un Gs.

Demostracion. Para cada n € N definimos
A, ={f € C(X) : existen z,y € X tales que d(x,y) > 1/ny f(x) = f(y)}.

Antes de probar que los conjuntos A, son cerrados, demostremos que dada f €
C(X)— A,, el infimo del conjunto B = {d(f(x), f(y)) : d(x,y) > 1/n} es mayor que
cero. Supongamos que es cero. Entonces, para cada k € N, existen xy, y, € X tales
que d(zy,yx) > 1/ny

lim d(f(zx), f(yr)) = 0.

k—00
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Como X x X es compacto existe una subsucesion (zx;,yx;)jen de la sucesién
(g, Yk )ken que converge a (xg, o). Ademds, d(xg,yo) > 1/n. Como las funciones
f y distancia son continuas,

lim d(f(as,). f(u,)) = d(F (). Fwo)).
Entonces d(f(xo), f(yo)) = 0. Por lo tanto, f(zo) = f(v), ¥y, como f € C(X) — A,,
entonces d(zg,yo) < 1/n, lo cual es absurdo.

Ahora demostremos que A, es cerrado. Sea f € C(X)—A, y b= inf B. Afirmamos
que B(f,b/2) C C(X) — A,. Supongamos que no, es decir, existe g € B(f,b/2) tal
que g € A,,. Entonces existen z,y € X tales que d(z,y) > 1/ny g(z) = g(y). Por lo
tanto,

b<d(f(z), f(y) <d(f(z),g(x)) +d(g(z),9(y)) + d(g(y), f(y)) <b,

lo cual es un absurdo.

Por tltimo, probemos que I¢ = |J A,.
neN

Si f no es inyectiva, existen z,y € X tales que x #yy f(z) = f(y). Sea 0 < a =
d(x,y). Entonces existe ny € N tal que a > 1/n;. Por lo tanto, existen z,y € X
tales que d(z,y) > 1/n1 y f(z) = f(y). Asi, f € A,,,, y por lo tanto f € |J A,.

neN

Veamos la otra inclusién. Si f € |J A,, entonces existe n € N tal que f € A, es
neN
decir, existen z,y € X tales que d(z,y) > 1/ny f(z) = f(y). Por lo tanto, f no es
N————

TH#Y
inyectiva. Entonces I¢ = |J A,, y, por complemento, I = (] A¢, lo cual muestra
neN neN
que I es un Gj. n

Proposicién 1.3.20. H(X) es un espacio de Baire.

Demostracion. Sean S e I los conjuntos definidos en las Proposiciones 1.3.18 y
1.3.19, respectivamente, y (A ),en los conjuntos definidos en la demostracién de la
Proposicién 1.3.19. Como H(X) es cerrado en C(X), entonces es completo. Por lo
tanto, H(X) es un espacio de Baire. H(X) es denso en H(X) pues todo conjunto
es denso en su clausura. Como H(X) C Sy S es cerrado, entonces H(X) C S. Por

lo tanto,

H(X) = H(X)NH(X) = (SN )N HX) = N A, (SNH(X)) = () A5 NH(X)

es interseccion de una familia numerable de abiertos en H(X). Asi, H(X) es un Gy
denso en H(X) y entonces H(X) es un espacio de Baire. O
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Grafos

Incluimos este tema porque se utiliza en algunas demostraciones de los capitulos
2 y 4. Esta subseccién se basa en la referencia [10].

Un grafo es un par G = (V, E) de conjuntos donde los elementos de £ son subcon-
juntos de V' que poseen 2 elementos. Los elementos de V' son los vértices del grafo G
y los elementos de E' son sus ramas. V(G) denota el conjunto de todos los vértices
(nodos o puntos) del grafo G y E(G) el conjunto de sus ramas (o arcos o lineas).

El niimero de vértices de un grafo G es su orden. Los grafos son finitos o infinitos
de acuerdo a su orden.

El grafo vacio, que denotamos (), es el par (0, (). Un grafo de orden 0 o 1 se dice
trivial.

Un vértice v es incidente a una rama e si v € e. Los dos vértices incidentes a una
rama son sus puntos finales y una rama une sus puntos finales. Por lo general, una
rama {v,w} se escribe como vw (o vw).

Dos vértices v, w se dicen adyacentes si vw es una rama de G.

Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma

V={vo,v1,...,0n}  E={vgv1,v109,. .., 0k 101}
donde los v; son todos distintos. Los vértices vy y v estan conectados por P.

Frecuentemente nos referimos a un camino mediante la sucesion de sus vértices,
que escribimos P = wvgv;...vx, y decimos que P es un camino de vy a vg (0 entre vy

Y Uk)-
Si P = vgvy...v5_1 es un camino y k > 3, entonces decimos que el grafo C' :=
P + vi_1vy es un ciclo.

Un grafo G es aciclico si no existe ningtn ciclo en G.

Un grafo no vacio G se dice conexo si para todo par de vértices v, w existe un
camino en G de v a w.

Un subgrafo maximal conexo de G se llama componente de G.

Una foresta es un grafo aciclico. Un arbol es una foresta conexa. Por consiguiente,
una foresta es un grafo cuyas componentes son arboles.

Teorema 1.3.21. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un grafo T :

(a) T es un drbol.
(b) Dos vértices cualesquiera de T estan conectados por un unico camino en T.
(¢c) T es conexo pero T — e es no conexo para toda rama e € T.

(d) T no contiene ciclos pero T +vw si, para cualquier par de vértices no adyacentes
v,weT.
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A veces es conveniente considerar un vértice del arbol como especial; tal vértice
se denomina raiz del arbol. Un arbol con una raiz fija se llama arbol con raiz.



Capitulo 2

No sensibilidad en un espacio
métrico cuando f es un
homeomorfismo

En este capitulo analizamos la dindmica de funciones en el espacio H(B").
Consideramos a R™ dotado con la métrica d dada por la norma euclidea || - || y
1 denota la medida de Lebesgue sobre R”. En la primera seccién estudiamos el
concepto de no sensibilidad. En la segunda secciéon demostramos que el conjunto de
todos los puntos no errantes de f es pequeno en un sentido de teoria de la medida,
y que para casi toda f € H(B"), el conjunto de los puntos no errantes de f contiene
un subconjunto Gy denso cuyos elementos son recurrentes y no periddicos. Este
capitulo se basa en la referencia [7].

2.1. No sensibilidad en la bola cerrada unitaria
de R"

Teorema 2.1.1. Fijado n > 2. Casi todas las funciones en H(B™) son no sensibles
en todo punto de un subconjunto de B™ cuya medida de Lebesque coincide con la de

B’n
Demostracion. Por una caja abierta entendemos un conjunto de la forma

{(z1,...,2p) ER" 1 ; <2; <a; +d paral <i<n},

donde ag,...,a, € Ry d > 0. Una caja cerrada es la clausura de una caja abierta.

Por un érbol entendemos un arbol finito con raiz. Si T es un arbol, V(T') denota
el conjunto de todos los vértices de T. Ademaés, si vy, vy € V(T), escribimos
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V1 > V2 O Uy <Uq

para indicar que los vértices v; y v9 son adyacentes y que el inico camino que conecta
ve con la raiz de T pasa por v;. Un B-drbol es un par (7', ) donde T" es un arbol y
¢ es una funcién biyectiva entre V(T') y una coleccién de cajas cerradas, disjuntas
dos a dos, contenidas en (B™)°. Si (T, ¢) es un B-drbol, por lo general, omitimos la
funcién ¢ y hablamos solo del B-arbol T'; ademads, no hacemos distincién entre un
vértice de T' y su correspondiente caja cerrada.

Para cada k > 1, sea Ay el conjunto de todas las funciones f € H(B™) para las
cuales existe un nimero finito de B-arboles 77, ..., T, de modo que se satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) CNF =0 cadavezque C e V(T;), FeV(T;) y j#i.

)
(1) diamC < 1/k cada vez que C € V(T;) para algin 1 <i <s.
(1) Si C,F € V(T;) y C > F, entonces f(F) C C°.

)

(1v) Para cada i, existe una cadena C;; > Cjo > --- > C;,, de cajas sucesivas en
V(T;), comenzando por la raiz C;; de T;, de modo que f(C;1) C (Ciy,)°.

(v) El conjunto
Yi=U{C:CeV(T;) —{Cii,...,Cis,} para algin 1 < i < s}

junto con el conjunto

Vo= U (Cip, = f(Cin)) U (Cigim1 = f2(Cin)) U... U (Cin = f1(Cip))]

IC-

2

forman un conjunto cuya medida de Lebesgue es mayor que p(B™) — 1/k.

Veamos que Ay, es abierto en H(B"). Sea f € Ay. Por la regularidad de la medida
de Lebesgue podemos encontrar un conjunto compacto K tal que K C YUY, y
w(K) > wu(B") — 1/k. Fijamos un drbol, digamos T;. Como f7/(C;;) es compacto
vy KN f(Ciy) =0, a;; = d(K, f7(C;1)) > 0 para cada j = 1,...,t;. Sea a; =
min{a;; : 1 < j <t;} > 0. Dado a; > 0 existe un 6; > 0 tal que si J(f, g) < 9;,
entonces d(f?,¢7) < a; para cada 1 < j < t; (por la Proposicién 1.3.4). Sea §; =
min{d; : 1 <j <t}

Elegimos r» = min{a, 3,9} donde

» o= min{d(f(F),B"—C°): F,CeV(T,))y F <C}, a>0,

1<i<s
" f= 1r£11£1 {d(f(C;q), B" — (Ci;)°)} donde C; 4, es la menor caja de la cadena
de la f)r:)piedad (1v), >0,
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= ) = min {(SZ}, 6> 0.

1<i<s

Veamos que si g € B(f,r), se verifican las propiedades (111), (1v) y (V). Suponga-
mos que existe zyg € F con F' < C' tal que g(xg) ¢ C°, entonces o < d(g(zo), f(xg)) <
r < «, lo cual es un absurdo. Luego vale (111). Ahora supongamos que existe una
cadena como en la propiedad (1v) y sea z; € C;; tal que g(z1) ¢ (Cy4,)°, entonces
B < d(f(z1),9(x1)) < r < B, lo cual es un absurdo. Luego vale (1v). Por ultimo,
supongamos que existe un y € K tal que y = ¢’°(z) con z € C;1 y jo € {1,...,}
para algiin ¢ = 1,...,s. Entonces

Q; S Q4 5o S d<y7 f]()(x)) = d(g]0 (I’), fjo(x)) < a,
lo cual es un absurdo. Luego vale (Vv), y queda demostrado que cada Ay es abierto.

oo
Ahora supongamos que f € (] Ax. Entonces, para cada k > 1, existen B-arboles
k=1

Ty, -, Tys, que cumplen las propiedaes (1) a (V) con Tj,..., Tk, en lugar de
Ty, ..., Ts. Sean los conjuntos

M, =U{C:CeV(T};) paraalgin 1 < j < s;} (k>1)
y
M=N U M.

r=1k=r

Veamos que (M) = p(B"™). Para cada r € N, consideremos los conjuntos E, =

J M. Entonces u(B") > u(E,) > p(M,) > p(B™)—1/r. Ademés, como E, .1 C E,
k=r
y ((E1) < u(B™) < oo, tenemos que

u(M) = () E;) = lim p(E,) = u(B").

Veamos que f es no sensible en todo punto de M. Para cada k > 1, existe un
0 < 6 < 1/k tal que

f(Ns (F)) C C° cada vez que C > F,
donde C, F € V(1},;) para algin 1 < j < s, y
f(N5k<Ck,j,1>) C (Ck:j:tk,j)o7

donde Cjj1 > ... > Cyjy, , estd relacionado con Ty ; (1 < j < s;) como Cjy >
.-+ > Oy, estd relacionado con el arbol 7; en la propiedad (1v). Por tanto, si a € Mj,
y elegimos

ap € B(a,d;), ar € B(f(ao),dr), a2 € B(f(a1),6r), as € B(f(a2),0k), -- -,
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entonces d(a,, f™(a)) < 2/k para todo m > 0. Veamos esta tltima desigualdad.
El caso m = 0 es inmediato. Para m > 1, primero probemos que f(a,,_1)y f™(a)
pertenecen a la misma caja. Sean F,C € V(T};), para algin 1 < j < sy, tal que
C > Fyseaa € F.Cuando m =1, ag € B(a;d), entonces f(ag) € f(B(a;d)) C
f(Ns, (F)) C C°. Asi, f(ap) vy f(a) pertenecen a la misma caja C. Supongamos
que f(am—1)y f™(a) pertenecen a la misma caja F’ donde, por la propiedad (111), si
F' < " entonces f(F') C (C")° (en el caso en que F” es la raiz, por la propiedad (1v),
tenemos que C" = Cyj 4, - es la menor caja de la cadena de modo que f(F") C (C")°).
Como a,, € B(f(am-1);0k), entonces f(ay) € f(B(f(am-1);)) C f(Ns (F')) C
(C")°. Como f™(a) € F', entonces f™*(a) € f(F') C (C")°. Por lo tanto, f(a,)y
f™ 1 (a) pertenecen a la misma caja C”.

El caso a € Cj ;1 se demuestra con los mismos argumentos que antes. Por lo tanto,
d(ap, f™(a)) < d(am, f(am—) + d(f(am-1), f"(@)) <o+ 3 < .

oo

Dados a € M y ¢ > 0 existe ky € N tal que 2/kg < ey a € |J M. Entonces
k=ko

existe un k > ko tal que a € My, y por lo tanto existe d, > 0 tal que para cualquier

eleccion de puntos

ap € Zg(aadk)>a1 € Zg(f<a0)a5k)>a2 € Zg(f<al)5k)7a3 c Zg(f<a2)75k)7"'7

tenemos que d(a,,, [™(a)) < 2/k < 2/ky < ¢ para todo m > 0. Esto implica que
f es no sensible en todo punto de M.

Nos queda demostrar que cada Ay, es denso en H(B™). Fijemos k > 1, f € H(B™)
y €>0.Sea 0 <6 < 1/k tal que

diamf (V) < cada vez que Y C B" y diamY <.

NN e

Sea C una coleccion finita de cajas cerradas, disjuntas dos a dos, contenidas en (B™)°
tal que

1
,u(B"— U C’) < — y diamC < § para todo C € C.
cec k

Sea r el cardinal de C y tomemos 1 > 0 tal que

diamf(Y) < cada vez que Y C B" y diamY <.

2r+1

Nuestro proximo objetivo es construir una cantidad finita de B-arboles T, ..., T
que satisfagan (1) y las siguientes propiedades:

(a) diam C' < § cada vez que C' € V(T;) para algin 1 <i < s.

(b) CcV(T)U...uV(Ty).
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(c) SiC,F e V(T;) y C > F, entonces tenemos dos posibilidades:

» obien CeCy f(F)CC,
» obien C ¢ Cy C°N f(O(F)) #0.

(d) Para cada i, existe una cadena C;; > Cjo > --- > (4, de cajas sucesivas en
V(T;), comenzando con la raiz C;; de Tj, con la siguiente propiedad:

f(Cix) C Ciy,
y/o existe una caja C;,41 € V(T;) con Ciy, > Cyy,41 tal que
Cias-- s Cigp1 €C

y tanto Cj; como C;4, 41 estan contenidas en una caja abierta WW; de didmetro
menor que 7).

Con el fin de explicar cémo construir los arboles 17, ..., T, necesitaremos una
variable B, la cual indicard el conjunto de todas las cajas cerradas que ya se han
utilizado en la construccién hasta el paso actual (al inicio tenemos B = (}). También
es importante observar que durante la construccién los arboles seran vistos como
variables. Incluso cuando la construccién de un &arbol 7T; aparentemente ya estd
terminada puede ser necesario cambiarlo més adelante en el proceso.

Comenzamos eligiendo una caja cerrada C € C y la colocamos como un vértice
de T} (notemos que ahora B = {C}}). Supongamos que en un determinado momento
T esta formado por los vértices C; < Cy < --- < Cj. Analicemos el conjunto f(C}).
Existen tres posibilidades:

Caso 1. f(C;) C C para algin C € B.
Detenemos la contruccién de 77 (por el momento). Asi pues, C; es la raiz de
7.

Caso 2. f(C;) C C para algin C € C — B.
Sea Cj41 tal C. Ponemos Cj;1 como un vértice de T adyacente a C; y que
satisface C; < Cj4;.

Caso 3. f(C;) ¢ U{C:CeCoCeB}
Entonces también tenemos que f(9(C;)) ¢ U{C : C € C o C € B}. Por tanto,
podemos elegir una caja cerrada Cj1y C (B™)° disjunta de cada caja en CUB
tal que el diamCj < 0y (Cjp1)° N f(O(C;)) # 0. Colocamos Cj41 como un
vértice de T adyacente a C; y que satisface C; < Cj4;.

Si el C'aso 1 nunca sucede, entonces la construccion puede continuar indefinida-
mente. En este caso detendremos la construccion de T tan pronto como obtengamos
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una cadena Cy; > Cy9 > --- > Cy,, > C14,41 comenzando con la raiz ), de T}
de modo que C 1, ...,C14,41 ¢ Cy tanto Cy ;1 como Cy 4,41 estén contenidas en una
caja abierta Wi de didmetro menor que 7. Afirmamos que obtendremos tal cadena
en un namero finito de pasos. Supongamos que no y consideremos la cadena infi-
nita C; < Cy < C3 < --- Para cada j > 1, elegimos un z; € C;. Sea a € B" un
punto limite de la sucesién (x;);>1 y sea W un entorno abierto de a con diametro
menor que 7. Como C es finito, existe un p > 1 tal que, para todo j > p, C; ¢ C
y diamC; < 6. Como W es abierto, existe > 0 tal que B(a,r) C W. Sean xy,
T, € B(a,r/3) con k' y m de modo que

1
.IkGCk, ZL’mECm, k<m y —<i.
k3
Veamos que Cy, y C,,, C W. En efecto, sea = € Cj, y tomemos la bola B(x,r/3). Si
y € B(z,7/3), tenemos que

r r
d(y,a) < d(y,z) + d(z,zx) + d(zg, a) < 3t d+ 3 <"
Por lo tanto, B(x,r/3) C W. Como esto vale para cualquier x € Cj, entonces Cy C
W. Analogamente se demuestra que C,,, C W. Esto contradice nuestra suposicién y
prueba nuestra afirmacion.

Supongamos que ya hemos construido 73, ...,T;_1. SiC C B, hemos terminado. Si
este no es el caso, elegimos una caja C] € C—B y la colocamos como un vértice de 7T;.
Si en un momento determinado 7; estd formado por los vértices C] < Cy < -+ < (7,
entonces analizamos f (CJ’) Los Clasos 2 y 3 se tratan como antes. Sin embargo, el
Caso 1 debe dividirse en dos:

Caso la. f(C}) C C para algin C € V(T;).

Detenemos la contruccién de T; (por el momento). Asf pues, Cj es la raiz de
T;.

Caso 1b. f(C}) C C para algtiin C € B — V(T;).

Sea C tal C. Entonces C es un vértice de un arbol anterior, digamos C' €
V(T;,), donde 1 < iy < i. En este caso no tendremos por el momento arbol T;.
Simplemente ampliamos T, colocando la cadena C] < C; < ... < C} como

una nueva rama de Tj, que satisface la relacién C} < C.

Si los Casos la y 1b nunca suceden, detendremos la construccién de 7; cuando
obtengamos una cadena C;; > Cjo > --- > Cjy, > Cjy4, 41 comenzando con la raiz
Ci1 de T; de modo que Cj 1, ..., Cit,11 ¢ C y tanto C; 1 como C; 4,41 estén contenidas
en una caja abierta IW; de didmetro menor que 7.

Por la forma en que los arboles 17, ..., T, fueron construidos se cumplen las pro-
piedades deseadas. Ademas, vale que s < r.



2.1 No sensibilidad en la bola cerrada unitaria de R" 23

Sea I = {i € {1,....,s} : f(Cin) C Ci,} v J = {1,...,s} — 1. Para cada
CeV(T))U...UV(Ty), elegimos una caja abierta Vo con

diamVp <6 y C CVeC Ve C (B,

de modo que la familia {V_C}CE‘/(TI)U.,.LJV(TS) sea disjunta dos a dos. También podemos
asumir que

Ve, CWi y Ve

it +1

C W; paratodoi € J.

Ahora vamos a definir una funcién gy € H(B™) de la siguiente manera: supon-
gamos que C, F € V(T;), para algun i, y C' > F. Por (c), existe una caja cerrada
B C F° tal que f(B) C C°.

» Si F ¢ {C;s41:1€ J}, eligimos una funcién ¢ € H (Vi) tal que
o(F)C B y ¢(x) =z paratodoz € d(Vr),
y definimos
go(z) = f(p(x)) para todo z € V.
= Si F' € {Cit1 11 € J}, entonces C' ¢ C, y por lo tanto C° N f(O(F)) # 0.
Elegimos una caja abierta_ Zp con ' C Zr C Zp C Vp tal que existe una
caja cerr_ada Dp C Ve — Zp con f(Dp) C C°. También elegimos una funcién
v € H(Zp) tal que
o(F)C B y ¢(x) =z paratodoz € d(Zp),
y definimos
go(7) = f(p(x)) paratodo x € Zp.

Hacemos esta definicién para todo C, F € V(T;) con C' > F (1 <i < s).

» Parai € I, también existe una caja cerrada B C (C;1)° tal que f(B) C (Ciy,)°.
Entonces elegimos una funcién ¢ € H(Vg, ) tal que

©(Ci1) CB y p(xr) =2 paratodo z € d(Vg,,),
y definimos
go(z) = f(p(x)) paratodo z € Ve, ,.

Sea K la unién de todas las cajas cerradas donde ya hemos definido gy. Por ultimo,
ponemos
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go(z) = f(x) paratodo x € B" — K.

Entonces go € H(B™), d(go, f) < €/2, (111) se cumple para todo i € {1,...,s} y (1v)
vale para todo i € I con gg en lugar de f.

Ahora necesitamos cambiar un poco go para que (Iv) también se cumpla para
i€ J. SiieJyl<j<t+1, denotamos la caja abierta Vi, , por V; ;. Ademass,
para ¢ € J, escribimos Z; y D; en lugar de Zg,, ., v Dc,, ,,, respectivamente.
Recordemos que

D; C Vi1 ~Z; y f(D;) C (Ciy,)° (i€ J).
Escribimos J = {iy,...,4,} y ponemos

Ki=KUV,,U...UV, UD,U...UD

Elegimos
a € (0“71)0 C ‘/;171 C I/Vil - K y bl € (Dil)o C VVil — K.

Como K es una unién finita de cajas cerradas, disjuntas dos a dos, incluidas en
(B™)°, entonces W;, — K es conexo. Por lo tanto, existe un camino continuo « :
0,1 — W;, — K; de a; a b;. Ademds, podemos asumir que «([0,1]) C (B™)°.
Cubrimos «(]0, 1]) con un nimero finito de bolas abiertas By, ..., B; cuyas clausuras
estan contenidas en (W;, — K7) N (B™)° de modo que

E C (Cil’l)o, E C (Dil)o y BZ N Bi—‘rl 7é Q) para todo 1 S 1<l

Al trabajar en V; 1 U By U ...U B, vemos que es posible construir una funcién
p € H(B") tal que

©(Ci1) C(Dy)° vy wlx)=x si v ¢V, UB,U..UB,.

En efecto, dados c_lel centro de la bola By, d; € B; N B (1_§ ) §_l —1)ygel
centro de la bola B;. Entonces existe un homeomorfismo ¢ : B; — B; tal que

¢1(c1) =di y ¢1(x) =z para todo z € 9(B)).

Extendemos ¢; a un homeomorfismo de B™ en B™ poniendo ¢;(z) = x para los

restantes z. Para cada 2 < i < [ — 1, existe un homeomorfismo ¢; : B, — B; tal que
¢i(di_1) =d; y ¢i(x) =z para todo z € 9(B5;).

Extendemos ¢; a un homemorfismo de B™ en B™ poniendo ¢;(x) = x para los
restantes x. Para el caso ¢ = [, existe un homeomorfismo ¢; : B; — B; tal que

¢i(di_1) =¢; y ¢(x) =z paratodo x € d(B).
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Extendemos ¢; a un homemorfismo de B™ en B™ como antes. Definimos

p=¢0...00¢.

Entonces ¢ € H(B"), ¢(c1) = a y ¢(z) = x para todo = ¢ By U...UB;. Como
c1 € ¢~ (By), entonces existe un r > 0 tal que B(cy,r) C ¢! (B;) N By. Por lo tanto,
existe un homeomorfismo ¢ : V;, 1 — Vi, ; tal que

#(Cia) C E(cl,r) y a(x) =z para todo z € 9(V;, 1).

Extendemos 5 a un homemorfismo de B™ en B" con 5(95) = x para los restantes x.

Finalmente, definimos ¢ = ¢ o 5, y entonces ¢ tiene las propiedades deseadas.

__Ahora definimos g; = gy o . Entonces g1 € H(B"), g1 = go en B" — (V}, 1 U
BiU...UB)) y

91(Ciy 1) C go(Dyy) = f(Diy) C (Ciyy,)°

~ 6 P —_— —_—
Ademas, d(g1, go) < 1) Pues si xeV;,1UB;U...U B, entonces

€

d(g1(2), go(x)) = d(f(p(2)), f(2)) < 577

porque p(z) €V, UBU...UB; y diam(V;,;UB U...UB)) <.

También vale que
diamg; (V) < % cada vez que Y C B" — K y diamY <.

En efecto, si Y N (V;, 1 U BiU...U E) = (), entonces

€

d(g91(y1), 91(y2)) = d(f (1), f(ye)) < 2T€+1 <5

SiYN(Vi,1UB U...UB) # 0, pueden presentarse dos casos:

Ly, €V UB U...UB,.
€

Entonces d(g1(y1), g1(y2)) = d(f(e(y1)), fe(y2))) < 2r€+1 < or’

2.y €V UBU...UB, e 3¢V, UB U...UB,.
d(g1(y1), 91(y2)) = d(91(31), 9o(y2)) < d(g1(¥1), 90(y1)) + d(9o(y1), go(y2)) < 25
porque d(g1(y1), go(y1)) = d(f(p(y1)), f(y1)) < 2; y d(go(y1): go(y2)) =

d(f(yl)v f(y2)) < Qr+1°
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Por lo tanto, diamg, (Y') < y

27’
Ahora definimos

K2:KU‘/,L'IJUWSJU...U‘/iw,1UDi3U...UD

Eligimos
ag € (CZ‘271)O C ‘/;271 C WiQ — K2 y bQ € (DiQ)O C Wig — K2

y razonamos como antes. Entonces obtenemos una funcién g, € H(B™) con
92(Ciy1) C (Cimtiz)o. Ademds, como ¢, difiere de g; solamente en un conjunto de

didmetro menor que 7, tenemos que d(gs,g1) < €/2" 'y

diamgy (V) < % siYCB"— K y diamY <1

Al continuar con este proceso, en el iltimo paso obtenemos una funcién g, € H(B")
tal que

~ € €

d(ngg()) < or+1—(w—1) + or+1—(w—2) oot

' or+1

€
<§,

por lo tanto, d(g., f) < €. Ademés, las propiedades (111) y (1v) se verifican para todo
i€ {l,...,s} si reemplazamos f por g,.

Por tltimo, nos falta analizar la propiedad (V). Recordemos que C C V(1T1)U. ..U
V(T;) v que p ( U C’) > u(B™) — 1/k. Si cada caja de C aparece en la primera
cec

unién de la propiedad (v), hemos terminado. Sin embargo, puede que este no sea el
caso, porque para i € I pueden existir cajas de C en la cadena Cj; > Cjo > ... >
Ci4,. Para cada ¢ € I, sea U; una caja abierta tal que

CiiCcU CU C Ve, Y 9uw(Us) C (Ciy,)°.

Sea ¢; € H(U;) tal que
@i(x) =a paratodo z € O(U;) y diamey;(C;;) es muy pequeiio.

Definimos
g = 0gwOp; en U; paracada i€l y g=g, en B"— UE
il

Entonces g € H(B") y d(g, f) < e. La desigualdad vale ya que si x € | U;, entonces
icl
x € U,,, para algin iy, y por lo tanto

dlg(@). J(x)) = dlgu(pin(@)). f(2)) < 5 <.
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pues g, (U;) C f (Ve,,) para cada i € I, por la forma en que las funciones g; fueron
construidas. Si x ¢ |J U;, d(g(z), f(2)) = d(gu(z), f(2)) < €.

i€l
Ademas, las propiedades (111) y (1v) continuan verificindose con g en lugar de f.

Al definir ¢; de modo que el diamep;(C; ;) sea muy chico, tendremos que la medida
de

(Cit, — 9(Ci1)) U (Cigym1 — 92(02‘,1)) U...U(Ci1 —¢"(Cin))

es tan cercana a la medida de C;;, UC;;,_1U...UC; 1 que (V) continta verificindose
con g en lugar de f. O]

Sensibilidad a las condiciones iniciales

Definicién 2.1.2. f es sensible a las condiciones iniciales en Y C B™ si existe un
e > 0 tal que para cualquier y € Y y para cualquier 6 > 0, existe un x € B™ con
d(x,y) < 0 y existe un m > 1 de modo que d(f™(x), f"(y)) > e.

El siguiente corolario establece que para casi toda f € H(B"), la clausura de un
conjunto donde f es sensible a las condiciones iniciales es pequena en un sentido de
teoria de la medida.

Corolario 2.1.3. Sea n > 2. Para casi todas las funciones f € H(B”),_sz' f es
sensible a las condiciones iniciales en un subconjunto Y de B™, entonces Y tiene
medida de Lebesgue cero.

Demostracion. Sean los conjuntos Ay (k € N) y M definidos como en la demostra-

cién del Teorema 2.1.1, y sea f € () Ag. Supongamos que existe y € Y N M. Sea
k=1

(Yn)nen C Y tal que y, converge a y. Como f es sensible en Y existe un € > 0 tal
que para cada y, y cualquier 6 > 0, existe un x, € B" tal que d(z,,y,) < 0/2y
existe un m > 1 de modo que d(f™(z,), f™(yn)) > €. Para €/2, como f es no sen-
sible en y, existe un ¢’ > 0 tal que para cualquier eleccién de puntos ag € B(y, '),
a; € B(f(ap),?d"), ..., tenemos que d(a;, f'(y)) < €/2 para todo i > 0. Para
5 = min{d/2,40'}, como y, converge a y, existe ng € N tal que n > ny implica
A(Yn,y) < 5. Si tomamos ag = Yno ¥ @i = [ (Yny), 7 > 1, entonces

5~
A0y, y) < d(@ng, Yng) + d(Yno»y) < 5+ <9

d(f™ (Tno ), [ () Z d(f™ (@ng), S (Wno)) — AU ™ (W), S ™ (Uno)) =

Por lo tanto, f es sensible en y, lo cual es un absurdo. Entonces Y € B* — M, y en
consecuencia la medida Lebesgue de Y es cero. O

N ™
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2.2. Puntos no errantes y Medida de Lebesgue

El Teorema 17 de [6] afirma que para casi todas las funciones f € H(B"), el
conjunto de todos los puntos periddicos de f tiene medida de Lebesgue cero. A
continuaciéon mostramos que este resultado permanece vélido para un conjunto que
contiene al conjunto de los puntos peridédicos de f.

Recordemos que un punto x se dice que es un punto no errante de f si para todo
entorno U de z, f*(U)NU # 0 para infinitos k > 1. Ademéds, Qf denota conjunto
de todos los puntos no errantes.

Teorema 2.2.1. Sea n > 2. Para casi todas las funciones f € H(B™), u(S2y) = 0.

Demostracion. Sean los conjuntos Ay (k € N) como los definidos en la demostracién
del Teorema 2.1.1. Veamos que para cada f € Ay, u(Q2f) < 1/k. Sea z € QN Y,
donde Y; es el conjunto definido en el item (V) del Teorema 2.1.1. Entonces existe
C e V(T;) —{Ci1,...,Ciy,} para algin 1 < i < s tal que x € C. Por definicién
de Ay, existe j € N tal que f7(x) € (C;;)°, entonces existe un conjunto abierto U
tal que fi(x) € U C C;y. Sea V = (f7)~1(U) N B(x,4), donde § = min{d(z,C;,) :
1 < q <t} (6 es la menor de las distancias de x a todas las cajas que pertenecen
a la cadena del arbol). Por lo tanto, V' es un conjunto abierto que contiene a z y
fi(V) c U C C;;. Entonces, para todo I € N, fi(fi(V)) C fY(C;1), donde este
ultimo conjunto estd incluido en alguna caja de la cadena Cj; > ... > C;4, . Por lo
tanto, (f"(V)) NV =0, lo cual es un absurdo, pues = € Q.

Sea x € Qy N Y5, donde Y, es el conjunto definido en el item (V) del Teorema
2.1.1. Como x € Yy, existen i,t,,j con 1 <i<s, 1<t,<t;y1l<j<t; tales que
x € Ciy,—f?(C;1). Por definicién de Ay, existe t € N tal que f(x) € (C;1)°, entonces
existe un conjunto abierto U tal que f'(z) € U C Cy1. Sea V = (f1)~1(U) N B(z,d)
donde § = d(z, f7(C;1)) > 0. Por lo tanto, V es un conjunto abierto que contiene
axy f{(V) C U C Ci;. Veamos que para todo n € N, f™+(V) C C;;. Sea
n = 1: como fY(V) C C;1y fi(Ci1) C Ciy, entonces fi+ (V) C C; ;. Supongamos
que vale para n y probemos que vale para n + 1: fOHDE+ (1) = fhi( frttt(V) y,
por hipdtesis inductiva, f™i+(V) C C;,, entonces fVEH (V) C f4(C;y) C Oy
Entonces f™+* (V) C f7(C;4), y por lo tanto f" V)NV C f1(C;1)NV =0,
lo cual es un absurdo pues x € Q. Entonces 0y C B™ — (Y; UY5). Por lo tanto, para
cada k € Ny cada f € Ay, u(Q2y) < 1/k. Asi pues, cuando f € [ Ay, se tiene que

k=1

(L) = 0. O

El siguiente resultado muestra que para casi todas las funciones f € H(B™) el con-
junto de los puntos no errantes contiene un subconjunto G5 y denso cuyos elementos
son recurrentes y no periodicos.

Proposicién 2.2.2. Fijado n > 2. Para casi todas las funciones f € H(B"), casi
todo punto de 2y es recurrente y no periddico.
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Antes de realizar la demostracién enunciamos dos resultados que se demostraron
en [6].

Proposicion 2.2.3. Fijamosn > 2 y sea X un subconjunto compacto y convexo de
R™ con interior no vacio. Para casi todas las funciones f € H(X), el conjunto de
todos los puntos periodicos de [ es denso en el conjunto de los puntos no errantes

f.

Proposicion 2.2.4. Fijamos n > 2 y sea X un subconjunto compacto y convexo de
R™ con interior no vacio. Para casi todas las funciones f € H(X), el conjunto de
todos los puntos periodicos de f de periodo m es denso en el conjunto de todos los
puntos periodicos de f de peritodo q siempre que q divida a m.

Demostracion de la Proposicion 2.2.2. Fijamos una funcién f € H(B™) que cumple
las propiedades de las Proposiciones 2.2.3 y 2.2.4. Para cada m > 1y cada r > 1
sea

Vinr = {z € B" : d(z, f*(z)) < 1/m para algin t > r}.

Entonces cada V. es abierto y

Ry —Pr= () (Vir — Fpe). (2.1)

m,r,k

Antes de verificar la igualdad anterior veamos que Ry = (| V,,,». Siz € Ry, entonces

existen infinitos j € N tales que f7(z) € B(z,1/m) para cada m € N. Por lo tanto,
para cada r € N, existe algtin j, > r tal que f7r(z) € B(z,1/m). Asi, z € (] Vins-

Para demostrar la otra inclusién tomemos z € () V,,,. Para cada m € N y para

cada r € N, existe t, > r tal que f'"(x) € B(x,1/m), entonces la bola B(x,1/m)
contiene infinitos f7(x). Esto prueba que [ Vi, C Ry, y completa lo que querfamos

m,r

probar.

Veamos la igualdad (2.1)

N Vi = Fpe) = ( Vi NNN(X = Fpr) = Ry N (X —LkJka) = Ry — P.

m,r,k m,r k

Ahora, como (Ry — Py) C Qy,

Rf —Pf = ﬂ (Vm7r —ka) ﬂQf.

m,r.k
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Para cada m,r, k, V;,, — Fjx es abierto en X, entonces (Vp,» — Fyr) N €Yy es abierto
en Q. Asi, Ry — Py es un subconjunto G5 de €. Mostremos que (V,,, — ka) Ny es
denso en 2f. Sea U un conjunto abierto de B™ tal que UNS ¢ # 0. Por la Proposicién
2.2.3, podemos elegir un y € Py N U. Sea p el periodo de y y eligimos un entero ¢
de la forma sp, para algin s > 1, mayor que k. Por la Proposiciéon 2.2.4, podemos
elegir un punto periddico z de f con periodo t que pertenece a U. Ademds, para
cada r,m € N, d(f"(z),z) = 0 < 1/m para algtin i > 1 tal que it > r. Entonces
z € Viy. Por lo tanto, 2 € (Vip, — Fpe) NQy MU, y ast () (Vin, — Fpe) N QY es

m,r.k
denso en ), lo cual completa la demostracién. O



Capitulo 3

No sensibilidad en una variedad
cuando f es un homeomorfismo

Un resultado relacionado con la nocién de previsibilidad se obtuvo en el Teorema
20 de [6], el cual puede enunciarse de la siguiente forma:

Sea n > 2. Para casi todas las funciones f € H(B™), la familia {f™ :m > 1} es
equicontinua en casi todo punto de B™.

La equicontinuidad de {f™ : m > 1} en un punto a se puede pensar como un tipo
de “previsibilidad con respecto a la condicién inicial a”. Esta propiedad es méas débil
que la nocién de no sensibilidad (recordemos que la Proposicién 1.2.12 establece que
la no sensibilidad de f en a implica que la familia {f™ : m > 1} es uniformemente
equicontinua en la érbita {a, f(a), f2(a),...} de a bajo f). En efecto, si zq estd
cerca de a y la familia {f™ : m > 1} es equicontinua en a, cada iteracién de f en
xo permanece cerca de la correspondiente iteracion de f en a pero si, por ejemplo,
comenzamos a tomar los siguientes valores: z; cercano a f(z), xo cercano a f(x1),
xg cerca de f(x9) y siguiendo, no podemos asegurar ninguna relacién entre x,, y
f™(a) para todo m > 0. La siguiente secciéon demuestra que podemos asegurar
la no sensibilidad de f en casi todo punto de B™, para casi toda f € H(B™). De
hecho, probamos que dicho enunciado es verdadero en un contexto mas general. Este
capitulo se basa en la referencia [7].

3.1. Resultado principal

Teorema 3.1.1. Sea n > 1 fijo. Sea X una n-variedad topolégica compacta y me-
trizable con (o sin) borde y fijamos una métrica d compatible con la topologia de X .
Entonces casi todas las funciones en H(X) son no sensibles en casi todo punto de
X.

Demostracién. En lo que sigue (f o N5)°(A) = A, (f o N5)'(A) = f(Ns(A)), (fo
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Ns)*(A) = f(Ns(f(Ns(A)))), y siguiendo. Y recordemos que i(X) denota el interior
de la variedad X.

Fijamos una sucesion (zx)geny en i(X) la cual es densa en X. Para cadar > 1y
cada k > 1, sea O, el conjunto de todas las funciones f € H(X) para las cuales
existe un conjunto cerrado V' C i(X) y existen enteros ¢ > 0 y m > 1 de modo que

, 1
fi(zx) € Vo, fM(V)c Ve y diamf (V) < — para 0<i<m-—1

Veamos que cada O, es abierto. Fijamos » > 1, k > 1y f € O,. Como
fz,) € V°, existe un r; > 0 tal que B(f%(z),m1) C V. Entonces, para 1, existe
8 > 0 tal que si d(f,g) < 61, entonces d(f?,¢?) < r1 (por la Proposicién 1.3.4).
Como f™(V') es compacto en X y f™(V) C V°, entonces existe ro > 0 tal que

U B(f™(v),ra) C Ve

veV

Entonces, para o, existe dy > 0 tal que si Elv(f, g) < d, entonces (ilv(fm, g™) < ry (por
la Proposicién 1.3.4). Por ultimo, sea a; = diamf*(V) < 1/r, entonces existe o; > 0
tal que a; + o < 1/r para cada 0 <i <m — 1. Sea m = min{a; : 0 <i < m — 1}.
Entonces, param/2 > 0, existe &; > 0 tal que si d(f, g) < &;, entonces d(f*, ¢') < m/2
(por la Proposicién 1.3.4). Definimos 63 = min{J; : 0 < i <m — 1}.

).
Como R < 41, entonces ¢%(zx) € B(f%(z),r1) C V. Sear’' =r; —d(g9(zx), f9(2k)).
Entonces d(w, f%(zx)) < 1 para cada w € B(g%(zx),r"). Asi pues, B(g%(zx), ") C
B(f%(zx),r1) C V,y queda demostrado que ¢?(z;) € V°.

Ahora sea con R = min{d, 02,93} y veamos que B(f, R) C O,x. Sea g € B(f, R
(2k)
r

Como R < 0y, para cada v € V, ¢™(v) € B(f™(v),r2) C V°. Sea 1" = ry —
d(g™(v), f™(v)). Entonces d(w, f™(v)) < ry para cada w € B(g™(v),r"). Asi pues,
B(g™(v),r") C B(f™(v),re) C V°, y queda probado que g™ (V) C V°.

Finalmente, sean vy,vy € V. Como R < J3, para cada 0 < i < m — 1, se cumple
que

d(g'(v1), 9" (v2)) < d(g'(v1), fi(v1)) + d(f'(v1), f1(v2)) + d(f*(v2), g' (v2)) < m + a;.

Por lo tanto, diamg'(V) < m + a; < «a; + a; < 1/r, y queda demostrado que
diamg*(V)) < 1/r.

Sea f € (1O, Para cada r > 1 y cada k > 1, existe un conjunto cerrado
r.k
Vi C i(X) y existen enteros g, > 0y m,; > 1 tales que

. 1
firr(z) € (Vig)®, fm (Vi) C (Veg)® y diamf"(Vyx) < . para 0<i<mu;—1

Sea W, una bola abierta con centro en z; tal que
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fre(Wor) C (Vig)® y diamfi(W,,) < 1/r para 0<i< g — 1.
Elegimos 0 < 4, < 1/r tal que

(foNs )"*Wop) € (Vi) (f o Ns, )™ (Vig) C (Vig)°,

» 1
diam(f o N5 ,)'(Wyk) < = =0, para 0<7<gq—1
’ r

. 1
diam(f o N5 )" (Vigk) < — —0rp para 0<i<m,; — L
: r

o0

Sea D, = |J W, . Entonces D, es abierto y denso en X. Ademads, si a € D,,
k=1

entonces a € W, ;, para algin k > 1, y entonces para cualquier elecciéon de puntos

ap € B(a,6,1), a1 € B(f(ao),0rx), a2 € B(f(a1),6x), -,

tenemos que d(a,, f™(a)) < 1/r para todo m > 0. Por lo tanto, D = (| Dr es un

r=1
subconjunto G5 denso de X y f es no sensible en todo punto de D, pues dado a € D
y € > 0, existe 9 € N tal que 1/rg < e. Como a € D,,, existe un k > 1 tal que
a € Wy k, ¥, por lo tanto, para cualquier eleccién de puntos

ap € B(a, 0, 1), a1 € B(f(ao),0ro k), a2 € B(f(a1),0rok)s - -

tenemos que d(a,, f™(a)) < 1/ry < € para todo m > 0.

Resta probar que cada O, es denso en H(X). Fijamos r > 1, k > 1, f € H(X)
y € > 0. Sea a un punto limite de la sucesién (f7(zx));>0 y tomemos un entorno W
de a en X para el cual existe un homeomorfismo

v:W = B" con ¢Y(i(X)NWe) ={xeR":|z| <1}

Sea ¢ > 0 el menor entero tal que f7(z;) € W°. Sea s > 1 tal que f975(z;) € W°.
Tenemos dos posibilidades:

Caso 1. n> 2.

Elegimos un punto b € (i(X)NW®) —{f7(z) : 7 € Z} tan cerca de f%(z) que
tenemos f*(b) € W°, y sea m > 1 el entero mas pequeno tal que f™(b) € W°.

Caso 2. n=1.

Podemos suponer W = [—1, 1]. Entonces podemos definir los conjuntos

L={zeW:-1l<zx< flzn)} vy R={xeW: fi(z) <z <1}
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Si f175(2;,) = f9(z), elegimos b € R — {f’(z1,) : j € Z} tan cerca de f9(z)
que tenemos f*(b) y f*(b) € W°; entonces f*(b) o f*(b) € R, pues f es
estrictamente mondtona.

Si f1%5(2;,) # f9(zy), entonces o bien f115(z;) € L, o f97°(z;) € R. Suponga-
mos que f97%(z;) € R. En este caso elegimos b € R—{f’(zx) : j € Z} de modo
que f*(b) € R. Sea m > 1 el entero més pequeno tal que f™(b) € R C W°.

Sea ¢ € H(X) tal que

o(fm(b) =b y ¢(x) == paratodo x€ (X —W)U{f(z)}.

Si n = 1, también asumimos que ¢(x) = z para todo x € L. Ahora definimos
g=¢o f € H(X). Entonces

g(x) = f(x) siempre que f(z) € (X —W°) U {f"(z}.
y b resulta un punto periddico de g de periodo m. Ademas,
9%(z) = fUz) €W vy ¢ (21) = f7(2) ¢ W° para 0<j<q—1.
Sean Z y V entornos cerrados de b tales que
gl(z)eVecvVczecZcwe

y ¥(Z) una bola cerrada contenida en {x € R™ : [jz|| < 1}. Si n = 1, también
podemos asumir que

g(b),...,g™ 1 (b) ¢ Z.

Como g(b),...,g™ (b) ¢ Z, existe un entorno cerrado V' de b tal que
Vicze, Z,gV),...,¢g" (V') son disjuntos dos a dos,
g (V') c Ve y diamg' (V') < % para 1 <i<m—1.
Ahora sea p € H(X) tal que
o(V) C V' y p(x) = x para todo z € (X — Z°) U {b}.
Sea h = go g € H(X). Entonces
h(z) = g%(zk) € V°,

W (V) =0 Hg(e(V) Cgm(V) c Ve

diamh' (V') < diamg"(V') < — paratodo 1 <i<m — 1.
r
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Ademas, si elegimos W suficientemente chico también podemos garantizar que

diamV < 1/r. Por lo tanto, h € O, y d(h, f) < e.
[



Capitulo 4

No sensibilidad en una variedad
cuando f es continua

En este capitulo analizamos la dindmica de funciones en el espacio C'(X), donde
X es una n-variedad topoldgica compacta, metrizable, con (o sin) borde y fijamos
d una métrica compatible con la topologia de X. En la primera seccion estudiamos
la nociéon de no sensibilidad. En la segunda seccién analizamos el problema de la
existencia de puntos periédicos. Finalmente, en la tercera seccién consideramos el
problema de la existencia de puntos donde las funciones son sensibles. Este capitulo
se basa en la referencia [8].

4.1. Sobre no sensibilidad

Antes de desarrollar los resultados principales recordemos las siguientes definicio-
nes.

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio topologico.

1. Una coleccion & de entornos de un punto x € X se dice un sistema funda-
mental de entornos de x cuando, para todo entorno V de x en X, existe un
entorno U € S tal quex e U C V.

2. Un entorno de un subconjunto S de X es un conjunto V tal que S C V°.

3. Un sistema fundamental de entornos de un conjunto S es una coleccién &
de entornos de S tal que, dado cualquier entorno V' de S, existe U € & con
ScucV.

De ahora en adelante fijamos un entero n > 1, X una n-variedad topolégica
compacta, metrizable, con (o sin) borde y una métrica d compatible con la topologia
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de X. Denotamos con Gx el conjunto de todos los subconjuntos cerrados A de X tales
que A° # () y A posee un sistema fundamental de entornos que son homeomorfos a
B™. Observamos que cada punto a € X posee un sistema fundamental de entornos
que pertenecen a Gy.

A continuacién enunciamos un teorema de extension que utilizaremos varias veces
en este capitulo.

Teorema 4.1.2. Sean Y un espacio compacto de X, A es un subespacio cerrado
de Y y Z un espacio topoldgico homeomorfo a B". Entonces toda funcion continua
¢ : A— Z posee una extension continua ¢ 1Y — Z.

Demostracion. Sea el homeomorfismo f : Z — [0, 1], entonces la funcién

©: A — [0,1]" tal que p(a) = (f o ¢)(a) = (p1(a),p2(a),...,vn(a)) es continua.
Para cada 1 < i < mn, ¢; : A — [0,1] es continua, entonces, por el Teorema de
extension de Tietze, existe una extensién continua ¢; : Y — [0,1]. Por lo tanto,
¢ Y — [0,1]" tal que @¢(a) = (p1(a), P2(a),...,pn(a)) es una extensién continua
de ¢, y entonces gz~5 = flo@:Y — Z resulta una extensién continua de ¢. ]

Teorema 4.1.3. Supongamos que para cada entero r > 1 tenemos una coleccion
finita C, de conjuntos de Gx, disjuntos dos a dos, con diametros menores que 1/r.

Sea Q, = |J A (r > 1). Entonces para casi todas las funciones f € C(X), existe
AeCr

una sucesion (ty)g>1 de enteros positivos tal que tp — oo cuando k — oo y f es no
sensible en todo punto del conjunto

oo oo

ﬂ U th'

r=1k=r
Demostracion. Dada una coleccion C de conjuntos, por un C-arbol nos referimos
a un par (T,¢), donde T es un arbol finito con raiz y ¢ es una funcién biyectiva
entre el conjunto V(7T) de todos los vértices de Ty una coleccién de conjuntos en
C disjuntos dos a dos. Si (T, ¢) es un C-arbol, por lo general, omitimos la funcién ¢
y decimos solamente el C-arbol T'; ademas, no hacemos distincién entre un vértice
de Ty su correspondiente conjunto de C. Si T' es un C-arbol y vy, vo € V(T), la
notacion vy > vy 0 v < vy indica que vy y vy son adyacentes y que el inico camino

que conecta vy con la raiz de T pasa por v;. Se dice que dos C-arboles T7 y T son
disjuntos si AN B = () siempre que A € V(T1) y B € V(T3).

Para cada entero k > 1, sea Oy, el conjunto de todas las funciones f € C'(X) tales
que, para algun entero t > k, existen finitos Gy-arboles T1, ..., Ty, disjuntos dos a
dos, de modo que:

(1) diamA < 1/k para todo A € V(T1) U... UV (Ty).

() G, Cc V(T)U...uV(Ty).
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(1) Si A, B € V(T;) y A > B, entonces f(B) C A°.

(tv) Si R; es la raiz de T}, entonces existe un S; € V(T;) tal que f(R;) C SY.

Veamos que cada Oy, es abierto en C'(X). Sea f € Oy. Para cada drbol T; en Ok,
sean

a; =min{d(f(B),X —A°): BeV(T;),B< Ay f(B) C A°}, a; > 0,

B; = min{d(f(R;), X — (S;)°) : R; es laraiz de T; y f(R;) C (S;)°}, Bi > 0,

r=min{o;, ;1 <i<s}, r>0.

Veamos que si g € B(f,r), entonces g € Oy. Sean A,B € V(T;) con B < Ay
supongamos que existe b € B tal que g(b) ¢ A°, entonces r < a; < d(f(b),g(b)) <,
lo cual es un absurdo. Sea R; es la raiz de T; y supongamos que existe z € R; tal
que g(x) ¢ (S;)°, entonces r < 3; < d(f(x),g(x)) < r, lo cual es un absurdo.

[e.@]

Sea f € () Ok. Para cada k > 1, existen un ntimero entero t; > k y Gx-arboles
k=1

Tias- -y Ty, disjuntos dos a dos, de modo que (1) hasta (1v) se verifican con ¢ en

lugar de t y Ty 1,..., Ty, en lugar de Th,...,Ts. Para cada k > 1, sea 0 < §p < 1/k
tal que

f(Ns(B)) C A°
siempre que A, B € V(1},;), A> B (1 <i < s) y tal que

f(No, (Bi.i)) © (Ska)°,

donde Ry; y Sk, estdn relacionados con Ty; (1 < i < s;) como R; y S; estdn
relacionados con T; en la propiedad (1v). Entonces si a € (J{A : A € V(T},;) para
algin 1 < i < si} y si elegimos

ap € B(G, 5]6)7 ay € B(f(a[))?(sk)a az € B(f(GJl)?(Sk) ce
entonces

d(am, f™(a)) < 0x +1/k < 2/k para todo m > 0.

Dados a € () |J Q, y € > 0, existe ry € N tal que % <eyae |J Q. Entonces
r=1k=r k=ro

existe kg > 7o tal que a € tho, y por lo tanto existe existe dg, > 0 tal que para

cualquier eleccion de puntos ag € B(a,d,), a1 € B(f(ap),0k,), az € B(f(a1), k),

az € B(f(az),dk,), - .., entonces
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d(apm, f™(a)) < % < % < € para todo m > 0.

Esto implica que f es no sensible en todo punto de (] | Q.
r=1k=r

Veamos que cada Oy es denso en C(X). Fijamos k > 1, f € C(X) y € > 0. Sea
0 <6 < min{l/k,e/2} tal que

d(f(z), f(y)) < €/2 siempre que d(z,y) <d (x,y € X).

Elegimos un ¢ € N tal que 1/t < 4. Construiremos Gy-drboles T1, ..., Ty, disjuntos
dos a dos, que satisfagan las siguientes propiedades:

a) diam A < § para todo A€ V(Ty)U...UV(Ty).

(a)

(b) G, CcV(TY)U...UV(Ty).

(c) Si A,Be€V(T;) y A> B, entonces f(B)N A # 0.

(d) Si R; es la raiz de T}, entonces existe un S; € V(7;) tal que por lo menos se
cumple una de las siguientes propiedades:

(1) f(R) NS #0.
(2) Existe un C; C X homeomorfo a B" con diamC; < €/2, f(R;) C C?y
S; C Cy.

A fin de explicar cémo construir los Gy-arboles 11, . .., Ty necesitaremos una variable
B, la cual indicara el conjunto de todos los elementos de Gx que han sido utilizados en
la construccién hasta el paso actual (iniciamos con B = )). Comenzamos eligiendo
un conjunto A; € C; y lo colocamos como un vértice de T (notemos que ahora
B = {A;}). Supongamos que en un determinado momento 77 consiste de los vértices
Ay < Ay < --- < A;. Examinemos el conjunto f(A;). Aqui hay tres posibilidades:

Caso 1. f(A;) N A #( para algin A € B.
En este caso detenemos la construccién de T} (por el momento). Entonces A; es
la raiz Ry de T} y S puede ser cualquier conjunto de B tal que f(R;) NSy #

Caso 2. f(A;)NA=(paratodo Ae By f(A;)N A0 para algin A € C; — B.
Sea Ajy1 € Cp — B tal que f(A;) N Aj41 # (0. Ponemos Aj41 como un vértice
de T adyacente a A; y que satisface A; < Aj1.

Caso 3. f(Aj) N A=0 para todo A € C,UB.

Elegimos un A,; € Gx disjunto con cada uno de los elementos de C; U B tal
que el diamA; y < /7y f(A;) N Ajs1 # 0. Colocamos Ajy; como un vértice
de T adyacente a A; y que satisface A; < A; 1.
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Si el Claso 1 nunca sucede, la construccién puede continuar indefinidamente. En
este caso detendremos la construccién de 7 en cuanto obtengamos un A, para el
cual existe un conjunto C' C X homeomorfo a B" con diam C' < €¢/2; f(A,,) C C°
y Ar C C° para algin 1 < k < m (entonces A,, serd la raiz Ry de T} y S; puede ser
Ay). Afirmamos que obtendremos tal A,, en un nimero finito de pasos. Supongamos
que no y consideremos la cadena infinita A; < Ay < A3 < --- Para cada j > 1,
elegimos un z; € A;. Sea a € X un punto limite de la sucesién (z;);>1 y sea C' un
entorno de a homeomorfo a B™ con didmetro menor que €/2. Como C; es finito, debe
existir un p > 1 tal que A; ¢ C; para todo j > p, y entonces

)
diamA; < 1 para todo 5 > p.
.] —

Por tanto, podemos elegir un & > 1 suficientemente grande de modo que A, C C°. En
efecto, como a € C°, entonces existe r > 0 tal que B(a,r) C C. Sea zy € B(a,r/3)
con k tal que §/(k — 1) < r/3. Veamos que A, C C°. Sea z € A y tomemos
B(z,7/3). Entonces dado y € B(x,r/3) tenemos que

d(y,a) < d(y,z) + d(z,zg) + d(zg, a) < % + % + g <.
Por lo tanto, B(z,r/3) C C. Como esto vale para cualquier x € Ay, entonces
Ay C C°. Ahora, como f(A;)NA;41 # 0 para todo j, también podemos elegir m > k
suficientemente grande de modo que f(A,,) C C°. Por cierto, dado /4 > 0 existe
6 > 0 tal que si d(z,y) < 6, entonces d(f(z), f(y)) < r/4. Sea T € Bla,r/4)
de modo que m >k, §/(m — 1) < 6, §/m < r/4. Veamos que f(A,,) C C°. Sea
z € f(A,) y tomemos B(z,r/4). Sty € B(z,r/4) ey € f(Am) N Apmyr tenemos que

~ ror 0 r
d(yva) < d(y,l’) + d(l‘,g) + d(yax’nﬁ-l) + d(xm+17a) < Z + Z + E + Z <T.
Por lo tanto, B(z,r/4) C C. Como esto vale para cualquier x € f(A,,), entonces

f(A;,) C C°. Esto contradice nuestra suposicién y prueba nuestra afirmacion.

Supongamos que ya hemos construido 717, ...,Ty_1. Si C; C B, hemos terminado.
Si este no es el caso, elegimos un A} € C; — B y lo colocamos como un vértice de T;.
Si en un determinado momento 7; estd formado por los vértices A} < Ay < ... < A,
entonces examinamos f(A’). Los Casos 2y 3 se tratan como antes. Sin embargo, el
Caso 1 debe dividirse en dos:

Caso l.a: f(A})NA# 0 para algin A € V(T).

Detenemos, por el momento, la construccién de T;. Asi pues, A;- es la raiz R;
de T; y S; puede ser cualquier conjunto de V(T;) tal que f(R;) N S; # 0.

Caso 1.b: f(A}) N A = () para todo A € V(T;) y f(A;) N A # 0 para algin
AeB-V(T).
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Sea A € B— V(T}) tal que fA5) N A # (. Entonces A es un vértice de un

arbol ya construido; digamos Ae V(T},), donde 1 < iy < i. En este caso
no tendremos, por el momento, ningin arbol 7;. Agrandamos el arbol T,
colocando la cadena A} < A; < ... < A’ como una nueva rama de este que

satisface la relacién A} < A.

Si los Clasos 1.a y 1.b nunca suceden, detendremos la construccion de T; cuando
obtengamos un A/, para el cual existe un ¢’ C X homeomorfo a B™ con diamC’ <
€/2, f(AL) C (C")°y A} C (C")° para algin 1 < k < m (entonces A/ sera la raiz
R; de T; y S; puede ser A}).

Los Gx-arboles 17, ..., T, asi construidos poseen todas las propiedades deseadas.
Sea I ={ie{l,...;s}: f(R)NS; #0} y J={1,...,s} — L.

Para cada A € V(T1) U... U V(Ty), elegimos un entorno V4 de A homeomorfo a
B™ con diametro menor que ¢§. Eligiendo los entornos V), sufientemente pequenos,
también podemos asumir que la familia {VA}AEV(Tl)U...UV(TS) es disjunta dos a dos y
que

f(Vg,) C C¢ paratodo i€ J.

Para cada B € V(T;) — {R;} (1 <i < s), sea Ap el tnico elemento de V(T;) tal
que B < Ap, elegimos un ap € f(B)N Ap y sea bp € B tal que f(bg) = ap. Sea
vp : Vg — Vg una funcién continua tal que

ep(B) ={bg} v vp(r) =2 paratodo x € 9(Vp),

y definimos

g(x) = f(pp(x)) para todo = € V.
Para cada i € I, elegimos un a; € f(R;) NS; y sea b; € R; tal que f(b;) = a;.
Sea ¢; : Vg, — Vg, una funcién continua tal que

0i(R;) ={bi} v wi(x) = para todo z € O(Vpg,),

y definimos

g(x) = f(pi(x)) para todo x € Vg,.
Para cada ¢ € J, elegimos un a; € S;, definimos

g(x) =a; paraxz € R; y g(x) = f(z) para z € (Vg,),

y extendemos continuamente g de Vi, en C;. Finalmente, ponemos

g(x) = f(z) paratodor € X — | {Va: A V(TH)U...UV(Ty)}}
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Entonces

g€ C(X), d(f,g9) <e/2
g(B) ={ap} C Ap paratodo Be V(T;) — {R;} y

Ahora sea ¢ € C(X) tal que d(i,idx) < €¢/2, donde idx es la funcién identidad
de X, ¢(ap) € (Ap)° paratodo B € V(T;) —{R;} v v(a;) € SY (1 <i<s).
En efecto, podemos definir 1) de la siguiente forma: para cada B € V(T;) — {R;} y
B < Ap elegimos alz € (Ap)°. Sea el homeomorfismo f4, : V4, — B™. Entonces
existe una funcién g4, € H(B") tal que

way(fag(ag)) = fay(ap) v @ay(y) =y paratodoy € 9(B").

Luego tomamos ¢ : Vi, — Va, como (z) = (f4, © pa, © fa,)(x). Entonces
Y(ap) = dy € (Ap)°, ¥(x) =z paratodo x € O(Va,) v d(¢(z),z) < diamVy, <
0 < €/2. Para el caso B = R; repetimos la misma idea cambiando ag por a; y a'z
por a; € (5;)°. Sea K la unién de todos los conjuntos donde ya hemos definido ).
Finalmente, definimos ¢ (z) = x para todo x € X — K, y por consiguiente 1 tiene
las propiedades deseadas.

Definimos h = 1 o g. Entonces h € C(X) y d(h,g) < €/2. Asi d(h,f) < ey
las propiedades (111) y (1v) se cumplen con h en lugar de f, y en consecuencia
h € O O

El siguiente corolario generaliza el resultado del capitulo 4.

Corolario 4.1.4. Casi todas las funciones en C(X) son no sensibles en casi todo
punto de X.

Demostracion. Sea z1, zo, 23, ... una sucesion de elementos diferentes de X la cual
es densa en X. Para cada r > 1, sean A, 1,... A, elementos de Gx, disjuntos dos
a dos, con diamA,; < 1/ry z € (A4,;)° para cada 1 < i < r. Consideramos los

conjuntos C, = {A4,1,...,A,,} paracadar > 1y @, = |J A (r > 1). Entonces,
AGC’I
por el Teorema 4.1.3, para casi todas las funciones f € C(X), existe una sucesién

(tr)k>1 de enteros positivos tal que t, — oo cuando k — oo y f es no sensible en
todo punto del conjunto

ﬁ GQ%

r=1k=r
—_— o0
Sea el conjunto abierto @, = |J A°. Entonces, |J @i, es abierto. Ademsds,
A€Cy), k=r

[0 O, —~
(zi)ien € U @, pues para cada i < t,, z; € Q. y para cada i > t,, existe un
k=r
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ko > r tal que z; € @; Por lo tanto, |J @; es denso. Entonces, () U?’:r@;
r=1

k=r
es un subconjunto Gy y denso y f es no sensible en cada uno de sus puntos, pues
oo [ O oo o
N UQy,c N UQay. 0
r=1k=r r=1k=r

El siguiente corolario generaliza el Teorema 2.1.1 del capitulo 3.

Corolario 4.1.5. Si p es una medida de Borel positiva y finita sobre X, entonces
casi todas las funciones en C(X) son no sensibles en casi todo punto de X con
respecto a [i.

Antes de realizar la demostracion veamos el siguiente Lema.

Lema 4.1.6. Supongamos que p es una medida de Borel finita y positiva sobre X.
Para todo 6 > 0, existen conjuntos B, ..., Bs € Gx, disjuntos dos a dos, tales que
p(X —(B1U...UBys)) <y diamB; < 6 para todo 1 <i < s.

Demostracion. Sea D = {x € R" :|| z ||< 1}. Por una caja en R" entendemos un
conjunto de la forma

{(z1,...,2,) ER" 10, <x; <y +€ paral <i<n},

donde ay,...,a, € Ry e > 0. Una caja cerrada en R" es la clausura de una caja en
R™.
Como X es compacto, existen conjuntos Vi,...,V;, ..., V; C X tales que:

(1) Para 1 < j <, existe un homeomorfismo v; : V; — B™ con ¢;(V?) = D.

(2) Para | < j < t, existe un homeomorfismo ¢; : V; — B" N H" con ¢;(Vy) =
DN H".
(3) Los conjuntos ¢, (3B™),..., ¢ (3B™), v A B*"NH"), ..., ¢ (3 B"NH™) for-

man un cubrimiento de X.

Para cada 1 < j < (respectivamente [ < j < t), elegimos r; € [%, 1} tal que el
borde del conjunto A; = ;' (r;B") (respectivamente A; = ;' (r;B" N H™) ) tiene
p-medida cero. En efecto, consideremos j fijo y nombremos [ al intervalo [%, 1]. Para

cada r € I, llamemos B, = 8(%‘1(7“3”)). Sea

s:sup{Zu(Br):Fes finitoyFC]}.

reF
Para cada n € N podemos fijar un conjunto finito £, tal que

ZM(BT) >3_1'

n
reky,
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Ademas, se pueden elegir los conjuntos de manera tal que F), sea una sucesion

creciente. Llamemos F' = |J F, y supongamos que R € I no pertenece a F. Si
neN

p(Bgr) = ¢ > 0, podemos elegir n tal que % < 5y, entonces,

> wB) >,

reFRLUR

lo cual es un absurdo.

Fijemos n > 0. Expresamos 1;(A{) como una unién numerable de cajas disjuntas
Cy; (i € N) de didmetro menor que 7. Pongamos By; = ;' (Cy;) (i € N), en-
[e.9]
tonces A} = |J By;. Ahora escribimos ¢5(A3 — A;) como una unién numerable de
i=1
cajas disjuntas Cy; (i € N) de didametro menor que 1. Pongamos By; = 15 ' (Cs;)
oo
(¢ € N), entonces A5 — A; = |J By;. Consideremos 13(A5 — (A3 U Ay)) v conti-
i=1
nuamos este proceso. Como cada 1); es un homeomorfismo uniforme, eligiendo n
suficientemente pequeno tenemos que cada B;; tiene didmetro menor que 9. Pues-

t oo
toque X — |J U Bj; C 9(A;1) U...UOI(A:), podemos elegir un nimero finito de
j=1i=1
conjuntos Bj, i, ..., Bj,;, delos Bj; de modo que

/,L(X — (le,il Uu...u Bj37is)) < 0.

Como cada C}; es la unién de una sucesién creciente de cajas cerradas, para cada

1 <k < s podemos elegir una caja cerrada Cj C C}, ;, de modo que

(X — (;(Cr) UL ..U H(Cy))) < 6.

Por tanto, los conjuntos B = @Z)j_il(Ci), ..., Bs = @/Jj_Sl(C’S) tienen todas las propie-

dades deseadas. O

Demostracion del Corolario 4.1.5. Por el Lema 4.1.6, para cada entero r > 1,
existe una coleccion finita C, de conjuntos de Gy, disjuntos dos a dos, tal que
i (X— U A> < 1/r y diamA < 1/r para todo A € C,. Sea @, = |J A, en-
AeCr AeCy
tonces, por el Teorema 4.1.3, para casi toda f € C(X), existe una sucesion (tx)r>1

de enteros positivos tal que t, — oo cuando k£ — oo y f es no sensible en todo punto

del conjunto () |J @y, Entonces el conjunto de los puntos donde f es sensible estd
r=1k=r

incluidoen X — | U Q1 v

r=1k=r
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i(x-AUQ) =n(UAC-0n) = (ﬁ(X—@ta) <

r=1k=r r=1k=r [

1
lim (X —@Q,) < lim — =0.
r—00 r—oo

T

Por lo tanto, f es no sensible en casi todo punto de X con respecto a . O

4.2. Algunos resultados sobre puntos periédicos y
puntos no errantes

Recordemos que (X ) denota el interior de la variedad X. De ahora en adelante By
denota el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de i(X) que son homeomorfos
a B". Observamos que cada punto z € i(X) posee un sistema fundamental de
entornos que pertenecen a By.

4.2.1. Sobre puntos periodicos

Lema 4.2.1. Supongamos que f € C(X), p € X es un punto periddico de f con
periodo k y m es un maltiplo de k. Entonces, para todo o > 0, existe una funcion
g € C(X) tal que:

(1) d(g, f) < .
(1) g(x) = f(z) siz € X— [B*(p,a) UB*(f(p),a) U...UB*(f*!(p), a)].

(111) g tiene un punto periddico de periodo m en i(X) N B*(p, a).

Demostracién. Elegimos entornos Vi, Vi,..., Vi de p, f(p),..., f¥(p), respectiva-

mente, homeomorfos a B", de modo que Vy C Vi, Vi,..., Vi son disjuntos dos a
dos, V; C B(f'(p),/2) paral <i < ky f(V;) C Viyq para 0 <i <k — 1. Elegimos
diferentes puntos yo, . . ., Ym, 21, - - -, 2m € 1(X) de modo que

Yis Yitks Yitok - - > Yirem—k) € (Vi) = {f'(p)} (0<i<k-—1),
Ziy Zitks Zid2k - Zivmek) € (VI)° —={f'(»)} (1 <i<k—-1)y
Ry R2ky - -+ s ”m S (%)O - {p}

Para cada 0 <i < k — 1, definimos

h(yi) = ziv1, h(Yirk) = Zivkrt -5 PWism—k)) = Zit(m—k)+1
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h(z) = f(z) si x € A(V;) U{f'(p)}, vy luego extendemos h continuamente a una
funcién de V; en V1. Definimos h(z) = f(x) paraz € X —(VpU...UV,_1). Entonces
heC(X), h(z)=f(x)siz e [X - (VWU...UV,_)]UOrb(f,p), h(V;) C Vi1 para
0<i<k-—1yh(y;) = zj11 para 0 < j < m — 1. Ahora sea ¢ € C(X) tal que
Y(zm) = Yo, Y(z;) =yjparal < j<m—19V;,) C Vpara0 <i<k—-1y
Y(x)=xsize[X —(VoU...UVe1)]UOrb(f,p). Sea g = hotp € C(X). Entonces
g(Vi) CVipn 0 <i<k=1)yg(x) = f(z)siz e [X = (VoU...UVe)]UOrH(f,p).
Por lo tanto, se verifican ( ) y (11). Ademads, z, es un punto periédico de g con
periodo m y z,, € i(X) N (p, Q). O

Teorema 4.2.2. Para casi toda funcién f € C(X), el conjunto de todos los puntos
periodicos de [ es no vacio y se verifica la siguiente propiedad:

(P) Para cada entero m > 1, cada x € Fym y cada entorno N, de x en X, existe
un conjunto V€ By tal que V. C N, —{z}, los conjuntos V, f(V),..., f™1(V) son
disjuntos dos a dos y f™(V) C V°.

Demostracion. Sea O el conjunto de todas las funciones f € C(X) para las cuales
existe un conjunto V' € By y un entero s > 1 tales que f*(V) C V°. Para cada
entero m > 1 y cada entero k > 1, sea O,,; el conjunto de todas las funciones
[ € C(X) tales que o bien Fm = (), o bien se cumple la siguiente propiedad: existe
una cantidad finita de conjuntos V4, ..., V, € By, disjuntos dos a dos, tales que

Vi, f(Vi), ..., f™1(V;) son disjuntos dos a dos (1 < j <),
frvy) (V)P (<ji<r)y

cada x € Fym tiene un entorno con didmetro menor que 1/k que contiene por lo
menos dos V; diferentes.

Veamos que O es abierto. Sea f € O. Por definiciéon de O, existe un conjunto
V € Bx y un entero s > 1 tales que f*(V) C V°. Como f*(V) es compacto, existe
e > 0, tal que N.(f*(V)) C V°. Para dicho € existe un 6 > 0 tal que si d(g, f) < 6,
entonces d(g*, f*) < € (por la Proposicién 1.3.4). De este modo, si g € B(f,d),
entonces, para todo z € V', ¢°(z) € B(f*(z),e) C V°. Entonces B(f,d) C O, y por
lo tanto O es abierto.

Veamos que cada O, es abierto. Sea f € Op, . Si Fym = (), entonces, porque
X es compacto, existe v > 0 tal que d(z, f™(x)) > v para todo z € X. Para dicho
v existe § > 0 tal que si d(g, f) < 0, entonces d(g™, f™) < v (por la Proposicién
1.3.4). Si tomamos g € B(f,0), vale que ¢"(x) # x para todo x € X. Supongamos
que no, es decir, existe un = € X tal que g™ (z) = x. Entonces

v < d(x, f"(x)) < d(z, g™ (x)) + d(g™ (2), [ (x)) <v
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lo cual es un absurdo. Entonces B(f,0) C Oy, y por lo tanto O,, . es abierto.

Ahora sea Fym # (). Por definicién de O,, x, existe una cantidad finita de conjuntos
Vi,...,V, € By, disjuntos dos a dos, tales que V}, f(V;),..., f™ 1 (V;) son disjuntos
dos a dos (1 < j <r). Sea

a=min{d(f'(V;), f(V;)) : 0<i,l<m—-1,1<j<r}a>0.

Dado a/4 > 0 existe un &; > 0 tal que si d(g, f) < &, entonces d(g', f*) < a/4 para
cada 0 <7 <m — 1 (por la Proposicién 1.3.4). Llamamos

d=min{é;: 0<i<m-—1},6>0.

Por definicién del conjunto O, f™(V;) C (V;)° (1 < j < r). Entonces, por
compacidad de f™(Vj), existe ¢; > 0 tal que N, (f™(V;)) C (V;)°. Sea 0 < € =
min{e; : 1 < j < r}, entonces existe ¢’ > 0 tal que si d(g, f) < ¢, entonces
d(g™, f™) < € (por la Proposicién 1.3.4). Ademads, cada z € Fym tiene un entorno
U, con didmetro menor que 1/k que contiene por lo menos dos V; diferentes. Sea

U un conjunto abierto tal que x € U C U,. Por la compacidad de X — | Ux,
CCEFf’m
existe un a > 0 tal que

d(y, f™(y)) > a paratodo ye X — |J U,.

.Z’EFfm

Para dicho a existe & > 0 tal que si d(g, f) < S, entonces d(g™, f™) < a (por la
Proposicién 1.3.4). Tomemos r = min{J, §’, 6} y veamos que si g € B(f,r), entonces
G € Opy.SiFym =0, g € Oy Seacel caso Fym # (), entonces, para 0 < i, [ < m—1,
1<j<r,

a <d(f'(Vi), f'(V3) < d(f'(Vy), (V) +d(g'(V3), g' (Vi) + dlg'(V)), f' (V7))

< Hdlg (V). () + T

Por lo tanto,
a )
0 <3 <dlg'(Vy),g'(Vy)-
Asf pues, V;,g(V;), ..., g™ 1 (V;) son disjuntos dos a dos (1 < j <r). Ademés, vale
que g™(V;) € (V;)° (1 < j <), pues g"(z) € B(f™(x),¢) C (V;)° para todo
z € V;. Por ultimo, si y € Fym, entonces d(y, f"(y)) = d(g™(y), " (y)) < a. Por lo

tanto, y € |J U,, es decir, existe x € Fym tal que y € U C U,. Asi probamos que
.’EEFfm

existe un entorno de y de didmetro menor que 1/k y que contiene por lo menos dos

V; diferentes. Esto demuestra que O,, , es abierto.

Veamos que para cada f € O[)([) Omi) €l conjunto de los puntos periddicos
m,k
de f es no vacio y se verifica la propiedad (P). Como f € O, existe un conjunto
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V € Bx y un entero s > 1 tal que f*(V) C V°. Sea el homeomorfismo g : V — B"y
sea la funcién continua f = f* |y: V — V entonces la funcién G : B — B" tal que

G(z) = (go fog ')(x) es continua y, por el Teorema del Punto Fijo de Brouwer,
tiene un punto fijo zy. Es decir,

wo = (go fog)(zo) =g(f* (g7 (x0)).

Sea yo = ¢ (), entonces xg = g(f*(yo)). Por lo tanto, g7 (x) = f*(yo), y enton-
ces Yo = f*(yo). Asi pues, el conjunto de los puntos fijos de f* es no vacio, y, en
consecuencia, el conjunto de los puntos periddicos de f es no vacio.

Ahora, para cada m > 1y para cada z € Fym, sea N, un entorno de z en X.
Como f € () Op, existe un entorno U, de = con diamU, < 1/ko, incluido en N, y

m,k
que contiene dos V; diferentes. En alguno de estos V; no esta x, lo llamamos V. Por
lo tanto, existe V' € By, tal que V' C N, — {z}, los conjuntos V, f(V),..., f* (V)

son disjuntos dos a dos y f™(V) C V°. Esto muestra que f verifica la propiedad

(P).

Veamos que los conjuntos O y O, son densos en C(X). Fijemos f € C(X) y
e > 0. Elegimos a € X. Sea b € X un punto limite de la sucesién (fl(a))l>1 y sea
W un entorno de b € X el cual es homeomorfo a B™. Sea [; > 1 un entero tal que
fl(a) € W° y sea ly > I, el entero mds pequeiio tal que f2(a) € W°. Elegimos un
punto y € i(X)NW?® y sean ¢, ¢ € C(X) tales que

dr)=x y Ylx)=zsize X —W°,
oW) CW, (W) CW, é(y) = f*(a) v ¢(f*(a)) =y.

Definimos g = 1o fo¢ € C(X). Entonces y es un punto periddico de g con periodo
s =1y — l1. Ademas, si elegimos W suficientemente pequeno, tenemos que Elv(g, f) <
€/2. Ahora sea U € Bx un entorno de y tal que los conjuntos U, g(U),...,g" (U)
son disjuntos dos a dos. Sea V' € Bx un entorno de y incluido en U° y sea ¢ € C(X)

tal que

pr)=zsi X -U, oU)CU, vy oV)={y}

Sea h = gop € C(X). Entonces h*(V) C V°. Ademas, si elegimos U suficientemente

pequeno, se cumple que d(h, g) < €/2. Esto prueba que el conjunto O es denso en

O(X).

Veamos que O, es denso en C(X). Si Fym = 0, entonces f € O, ). Ahora
asumamos que Fym # (. Como Fym es compacto, podemos elegir una cantidad finita
de bolas abiertas Uy, ..., U; € X de radio menor que 1/2k que intersecan a Fym de
modo que Fym C Uy U...UU,. Para cada 1 < j < t, elegimos un x; € Fym NU;.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que zy,...,z; son distintos. Sea k; el
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periodo de x; (1 < j <t). Fijamos nn > 0. Sea 0 < a; < n tal que B(z1,a1) C Uy y
las bolas

B(l‘hal)a B(f(%)?al))a ) B(fkl_l(xl)aal)

son disjuntas dos a dos y no intersecan al conjunto Orb(f,x;) para todo j tal que
Orb(f,x;) # Orb(f,x1). Por el Lema 4.2.1, existe una funcién ¢g; € C'(X) tal que

d(Qlaf) < oap <71,

g1(z) = f(z) para todo x € Orb(f,z1) U...UOrb(f,z;),

y ¢1 posee un punto periédico a; € i(X) N B*(z1,a1) C i(X) N U; de periodo
m. Notemos que a; ¢ Orb(f,z1) U ... U Orb(f,z;). Elegimos 0 < as < 7 tal que
B(zy,a0) C Uy y las bolas

B(w1,as), B(g1(21), az), . . ., B(Qlfrl(%% o)

son disjuntas dos a dos y no cortan al conjunto Orb(g1, a1) ni a Orb(g1, z;) para todo
j tal que Orb(g1,xj) # Orb(g1,z1). Por el Lema 4.2.1, existe una funcién g, € C'(X)
tal que d(g2,g1) < ag <,

g2(z) = ¢g1(x) para todo = € Orb(gy,ar) UOrb(gy,z1) U...UOrb(gy,x¢),

y g2 posee un punto periédico by € i(X) N B*(x1,a2) C i(X) N U; de periodo m.
Notemos que by ¢ Orb(gy,a1) UOrb(gy,z1) U...UOrb(gy,z;). Ahora consideremos
2o en lugar de z1 y repetimos el proceso anterior. En el tltimo paso obtendremos
una funcién g (= g») que posee puntos periddicos a;,b; € i(X) N U; de periodo m
(1< j<t)demodo que los conjuntos

OTb(.ga a1)7 OTb(g7 bl)v R OTb(g, at)a OTb(.ga bt)

son disjuntos dos a dos. Ademas, elegiendo 1 > 0 suficientemente pequeno, también
podemos garantizar que

dlg,f) <5 v Fgn CUU...UU,,

t
pues si y € X — |J U;, por compacidad, existe § > 0 tal que d(y, f™(y)) > 4.
i=1

Ademas, para d, existe ' > 0 tal que si d(g, f) < ¢ , entonces d(g™, f™) < 0 (por
la Proposicién 1.3.4). Por lo tanto, como d(g, f) < 2tn, si tomamos

e ¢
4t 2t

2

n < min{

se cumple que d(g, f) < €/2 y, ademés, cuando y € Fym, d(y, f"(y)) < 0, entonces
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Ahora elegimos entornos Z1, ..., 2Z;, Wy,..., W, € Bx de ay,...,as, by, ..., by, res-
pectivamente, de modo que Z; C U;, W; C U; (1 < j <t) y los conjuntos

9(Z;), g(W;) (1<j<t,0<i<m-—1)

sean disjuntos dos a dos. Sean Zi,...,Z,W{,...,W/ € Bx entornos de
ai,...,a:, by, ..., by, respectivamente, tales que

Z,C(Z)y y Wi C (W) (1<j<)
Sea ¥ € C'(X) tal que
U(x)=xsi X —(Z1U...UZ,UW;...UW,),
W(Z)) C Z;, W(W;) C Wy W(Z) = {a;} v W(W) = {b} (L<j<0).
Definimos h = g o ¥ € C(X). Entonces
Z5h(Z5), ... W Z))
son disjuntos dos a dos y
h™(Z5) C (Z5)° (1<j <)

Las mismas propiedades valen si tomamos VVJ’ en lugar de 7. Ademds, al elegir
2y Ly Wh, ..., W, suficientemente pequenos también podemos asegurar que

d(h,g)<€/2yFmCU1UUt

Asi, h € Opi v d(h, f) <€, lo cual completa la demostracion. ]

Corolario 4.2.3. Para casi todas las funciones f € C(X), el conjunto de todos los
puntos periodicos de f es mo vacio y no tiene puntos aislados.

Demostracion. Sea f € C(X) que cumple la propiedad establecida en el Teorema
4.2.2, es decir, Py es no vacio y cumple la propiedad (P). Sea z un punto periédico
de f de periodo m y sea N, un entorno de x en X. Por la propiedad (P), existe un
Ve Bx tal que VC N, —{z}y f™(V) C V°. Entonces, por el Teorema del punto
fijo de Brouwer, existe y € V tal que f™(y) = y. Por lo tanto, N, —{z} N P; # 0, y
queda probado que Pr no tiene puntos aislados. O

Corolario 4.2.4. Para casi todas las funciones f € C(X), el conjunto de todos los
puntos periodicos de f de periodo m es denso en el conjunto de todos los puntos
periodicos de [ de periodo q siempre que m sea un multiplo de q.
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Demostracion. Sea f € C(X) una funcién que cumple la propiedad (P) del Teorema
4.2.2. Sea x € P}J donde ¢ es un divisor de m y sea U un abierto en X que contiene
a x. Entonces © € Fym, y por lo tanto por la propiedad (P), existe un V' € By
tal que V C U — {z}, los conjuntos V, f(V), ..., f™ (V) son disjuntos dos a dos y
f™(V) C V°. Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Brouwer, existe o € V
tal que f™(xg) = zo y f'(z0) # xo para cada 1 < i < m — 1. Asi, 7y es un punto
periédico de f de periodo m que pertenece a U, lo cual completa la demostracién. [

Antes de enunciar el tltimo corolario veamos la siguiente definicion.

Definicién 4.2.5. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X tiene la propiedad
del punto fijo si toda funcién continua f : X — X posee un punto fijo.

Corolario 4.2.6. Supongamos que X tiene la propiedad del punto fijo. Entonces,
para cast todas las funciones f € C(X), Frm es un conjunto perfecto y el conjunto
de todos los puntos periddicos de f de periodo m es denso en Fpm (m > 1). En
particular, casi todas las funciones f € C(X) tienen no numerables puntos periddicos
con periodo m, para cada m > 1.

Demostracion. Sea f € C(X) una funcién que verifica la propiedad (P) del Teorema
4.2.2. Fijamos m € N. Como X posee la propiedad del punto fijo, Fm # (). Como
f™ es continua, el conjunto Fym es cerrado. Veamos que todos los puntos de Fym son
de acumulacién. Sea x € Fym y sea N un entorno de z en X. Por la propiedad (P),
existe un conjunto V' € By tal que V.C N —{z}, los conjuntos V, f(V), ..., f* (V)
son disjuntos dos a dos y f™(V) C V°. Entonces, por el Teorema del punto fijo de
Brouwer, existe zo € V tal que f™(x¢) = . Por lo tanto, zg € Fm y xg € N —{z},
y asi hemos probado que todo punto de Fym es de acumulacién. Ademads, para
cada 1 < i < m —1, fi(xg) # xo, entonces xy € Pp'. Como también zy € N,
x € P_}", y queda probado que P/ es denso en Fym. Ahora demostremos que P es
no numerable. Supongamos que P}" es numerable. Entonces

ieN
donde z; € Pf*. Como {z;} es cerrado y nunca denso en Fym, Pf* es de primera
categorfa en Fym. Como P;" es denso en Fym y, por la Proposicion 1.2.3, P{" es un
abierto de Fgm, entonces Fym — Pf* es nunca denso. Por lo tanto, Fiym = P{"U(Fjpm —
P}”) es de primera categoria, lo cual es un absurdo. Luego, P" es no numerable. [

Observacion 4.2.7. (a) Agronsky, Bruckner y Laczkovich [1] demostraron que para
casi todas las funciones f € C([0,1]), cualquier entorno de un punto periédico
de f contiene puntos periédicos de f de periodo arbitrariamente grandes. Luego
Simon [14] mejoré este resultado al obtener el Corolario 4.2.4 en el caso X =
[0,1]. En [1] también se demostré que Fym es un conjunto perfecto para casi
todas las funciones f € C([0,1]).

(b) Para X = B™ con n > 2, el Corolario 4.2.6 se obtuvo en [6].
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4.2.2. Sobre puntos no errantes y medida

Teorema 4.2.8. Si i es una medida de Borel finita y positiva, entonces para cast

toda funcion f € C(X), p(2y) =0

Demostracion. Sea Z = {x € X : u({z}) > 0}. Como p es una medida finita, el

o
conjunto Z es numerable, y entonces X — Z es denso en X. En efecto, Z = | J{z;}
i=1
con {x;} es cerrado y {z;}° = 0, porque x; no es un punto aislado, entonces Z es de

primera categoria, y, como X es un espacio de Baire, se tiene que X — Z es denso
en X.

Para cada k > 1, sea Oy el conjunto de todas las funciones f € C(X) tales
que existe una cantidad finita de Gx-arboles T1,... Ty, disjuntos dos a dos, con las
siguientes propiedades:

(1) Si A, Be V(T;) y A > B, entonces f(B) C A°.
(11) Si R; es la raiz de T;, entonces existe un S; € V(T;) tal que f(R;) C S7.

(11) Sea R; = Ajp > Aia > ... > A;,, = S; la cadena de elementos sucesivos de
V(T;) que conecta R; con S;. Si

Vi=U{A: AeV(T;) —{Ai1,...,Ai;, } paraalgin 1 <i < s} e
Yo = U [(Ais, = F(Ai) U (Asg1 — F(Ai)) U U (Agg — f5(Ai))],

entonces p (X — (Y1 UY3)) < 1/k.

Como p es regular, cada O es abierto en C'(X). Ademds, vale que p(Qf) = 0
para toda f € () Ok.

k=1

Veamos que cada Oy es denso en C'(X). Fijamos kK > 1, f € C(X) y € > 0. Sea
0 < ¢ < min{l/k,e/2} tal que d(f(z), f(y)) < €/2 siempre que d(z,y) < ¢ (=,
y € X). Por el Lemma 4.1.6, existen conjuntos By, ..., B, € Gx, disjuntos dos a
dos, tales que

(X —(ByU...UB,)) <1/k y diamB; < paratodo 1 <i<r.

Razonando como en la demostracién del Teorema 4.1.3 (con C;, = {By,...,B.}),
podemos construir Gx-drboles T1,...,T;, disjuntos dos a dos, y una funcién h €
C(X) de modo que d(h, f) < €, {B1,...,B.} C V(T1)U...UV(Ts) y (1) y (11)
se verifican con h en lugar de f. Ademads, por la forma en que se construye la
funcién h en la demostracion del Teorema 4.1.3, tenemos también que para cada
AeV(Th)U...uUV(Ts), el conjunto h(A) consiste en exactamente un punto que
podemos suponerlo en X — Z (pues X — Z es denso en X), y entonces p(h(A)) = 0.
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Por lo tanto, (111) también se cumple con h en lugar de f, lo cual completa la
demostracién. ]

Corolario 4.2.9. Para casi todas las funciones f € C(X), Qs es nunca denso en
X.

Demostracion. Notamos con m,, la medida de Lebesgue n-dimensional. Sea (O )g>1
una base numerable para la topologia de X que consta de conjuntos Oy para los
cuales existe un homeomorfismo h; : O, — B™ con

he (((X)NOy) = {z € R" : ||z]| < 1}.

Para cada k > 1y cada conjunto de Borel S de X , definimos f1,(S) = m, (hy(S N
Og)). Por el Teorema 4.2.8, para casi todas las funciones f € C(X), px(2y) =0y,
por lo tanto, Oy ¢ §2f. Esto demuestra que (Q¢)° = () para casi todas las funciones

feC(X). 0

Corolario 4.2.10. Para casi todas las funciones f € C(B"), Q es un conjunto de
medida Lebesque nula.

Observacion 4.2.11. El caso n =1 del corolario anterior se obtuvo en [1].

Observacion 4.2.12. Se dice que un punto x € X es un punto recurrente en cadena
de una funcién f € C(X) si, para todo € > 0, existe una secuencia finita

o, T1,...,Tp con k>1, xo=xpr=2 Yy
d(f(x;),xiz1) <€ para 0<i<k.

CR(f) denota el conjunto de todos los puntos recurrentes en cadena de la funcién

f.

1. CR(f) es cerrado.

Demostracion. Sea (xj)jen C CR(f) que converge a x. Veamos que = €
CR(f). Dado € > 0, sea N € N tal que d(zn,z) < €/2y d(f(xn), f(z)) < €/2.

Para ¢/2 > 0, como z € CR(f), existe una secuencia finita xg, z1, ..., T con
k>1 20 =uaxr =any d(f(z;),zi41) < €/2 para 0 < i < k. Entonces, la
secuencia x, x1,...,T,_1, T verifica que

d(f(x),21) < d(f(x), f(xn)) +d(f(2n), 21) <€,

d(f(z;),zi41) <eparal <i<k—2 y
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d(f(xp—1),x) <d(f(zg—1),zn) + d(zN,x) < €.

Por lo tanto, x € CR(f). O

. Qp C CR(f).

Demostracion. Sea ' € §y. Dado € > 0, como f € C(X), existe & > 0
tal que d(z,z') < &' = d(f(x), f(2')) < e. Sea 6 = min{d’,e} y sea k =
min{j : fA(B(2,8)) N B(x',d) # 0}. Sea y € B(2',6) tal que y = f*(T), con
T € B(a',0).

Definimos la secuencia finita

zo =o', 11 = f(T), vo = f2(T),..., Tp_1 = o YR), =2,

la cual verifica

d(f(xo), 1) = d(f(2), f(2)) <,
d(f(z1),22) = d(f*(@), [*(T)) = 0 <,
y asi siguiendo, en el tltimo paso tenemos
d(f(zp_y), z) = d(f*@),2') = d(y,2) < e

]

. Si p es una medida de Borel finita y positiva sobre X, entonces para casi todas

las funciones f € C'(X), u(CR(f)) = 0.

Demostracion. Sean los conjuntos Oy, con k € N, Y] e Y5 que se definieron en
la demostracién del Teorema 4.2.8. Veamos que para cada f € Oy, u(CR(f)) <
1/k. Sea © € CR(f) NY. Entonces existe un arbol T; tal que z € B,, con
B, € V(T;) — {Ai1,..., Ais,}. Sea o = min{d(z,A) : A € V(T;),A # B,}.
Para cada B € V(T;), por los items (1) y (11) de la demostracién del Teorema
4.2.8, existe dp > 0 tal que N, (f(B)) C A°. Sea 6 = min{dp : B € V(T;)}.
Entonces, para 0 < ¢ = min{a, §}, existe una secuencia finita

To=2,T1,...,x,=a con k>1 vy d(f(x;),xi41) <e para 0<1i<Kk.
Observemos que, para cada 0 < i < k— 1, z; € A para algin A € V(T;). Si
para todo 0 < ¢ < k — 1 se tiene que x; ¢ R;, entonces, por construccién de
los drboles, f(zx_1) no pertenece al mismo vértice que z. Por lo tanto,

e<a=d(x,A) <d(z, f(rr_1)) <,

lo cual es un absurdo. Si existe 1 < j < k — 1 tal que x; pertenece a la raiz,
entonces, para todo j <1 < k—1, x; pertenece a la cadena definida en el item
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(111) de la demostracién del Teorema 4.2.8. En particular, f(x;_1) pertenece a
la cadena y entonces

e<a=d(x,A) <d(z, f(ri-1)) <,
lo cual es un absurdo.

Ahora sea z € CR(f)NY>. Entonces existe 1 < i < stal quexz € A; ,— f7(Ai1)
para algin 1 < j,q < t;. Entonces existen conjuntos abiertos y disjuntos U, V'
y r > 0 tales que B(z,7) C Uy fi(A;1) CV C (Aiy)°. Como fi71(A;;) C
f7HV), existen 0 < 67 < 0;_; y aj_1 >0 tales que 0; , =067 | +a;_1y

P A) € Noz (P71 (A)) € Noy (P71 (A)) € F7HV) 0 (Aiga)”

Como fi72(A;1) C f‘l(N(;Jz_il(fj_l(Aiyl))), existen 0 < 07 , < 0;_, tales que

FI72(Ain) © Nz, (FF7(Ain)) € Ny (F72(Ai) ©
FH(Nse (P71 (Ai))) N (Aig2)”.

Continuamos este proceso hasta llegar f(A;;). Como f(A;1)
fH(Ngz(f?(Ain))), existe 61 > 0 tal que f(Ai1) C  Ns (f(Air))
FH(Ngz(f2(Ain))) N (Ay)°. Ademds, para cada vértice A, (¢ —1 < u < 2)
existe d4,, > 0 tal queN(;Aiu(f(Am)) C (Aju-1)°. Entonces, para ¢ =
min{r, 01, an, 04, ,,d(z, A;y) : 2 <n<j—-—1,¢—1 < u < 2} existe una
secuencia finita zg,z1,...,2 con k > 1, g = z, = x con k > 1
vy d(f(xm),Tme1) < € para 0 < m < k. Observemos que para cada
0 <m <k —1, x; pertenece a la cadena A;1 > A;o > ... > A;4,.

Caso 1. Si para todo 0 < m < k — 1 se tiene que z,, ¢ A;;, entonces
todos los x,, pertenecen a distintos vértices y f(zy—1) € A;, para algin
q— 1 <wu < 1. Entonces

e <d(z,An) <d(z, f(xr-1)) <e,

lo cual es un absurdo.

Caso 2. Siexiste unm tal que z,,, € A; 1, entonces ry_; € N(;];il(fj_l(Ai,l)) C
V)N (Ai4-1)°. Entonces, f(zg_1) € V'y, como d(z, f(zr-1)) <e<r,
f(zx—1) € B(z,r) C U, lo cual es un absurdo.

Entonces CR(f) € X — (Y3 UY3). Por lo tanto, para cada k € N y para
cada f € Ay, u(CR(f)) < 1/k. Asi, cada vez que f € () A, se tiene que

k=1

u(CR(f)) = 0. —~
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4.3. Un resultado sobre no sensibilidad

Teorema 4.3.1. Para casi todas las funciones f € C(X), el conjunto de todos los
puntos donde [ es sensible es denso en el conjunto de todos los puntos periddicos de

f.

Demostracion. Sea f € C'(X) una funcién que verifica la propiedad (P) del Teorema
4.2.2.

Supongamos que x es un punto periédico de f y sea N un entorno de x en X. Sea
m el periodo de x y definamos g = f™. Por la Propiedad (P) existe un conjunto
Ve Bx talque VC N —{z}y g(V) C V°. Consideremos los conjuntos

A=VnNnQ, y B=d V).

k=0

A es un subconjunto no vacio pues g posee un punto fijo en V. Ademas, A es un
subconjunto cerrado de V°. En efecto, supongamos que existe v € AN A(V'). Como
g(V) C Ve, existe r > 0 tal que B(g(v),r) C V. Como g(V) es cerrado, existe un
conjunto abierto W de X tal que

gVYCcWcCcWcVve.

Sea § = d(v,W) > 0y sea g~*(B(g(v),r)) N B(v,§) un entorno de v. Entonces, para
todo k > 1,

" [971(B(g(v),m) N B(v,0)] () [g7"(Blg(v). ) N B, 4)] =0,

y por lo tanto v ¢ €2, lo cual es un absurdo.
B es un subconjunto no vacio y cerrado de V°. Ademads, B es conexo.

Veamos que A no es conexo y, por lo tanto, A # B. En efecto, sea z € V° N F,.
Por la propiedad (P), existe un conjunto W € Bx tal que W C V° —{z} 'y
g(W) C We. Por tanto, los conjuntos (X —W)N Ay W°N A forman una separacién
de A, lo cual prueba que A es no conexo.

Veamos que A C B. Supongamos que noy seay € A— B. Entonces y ¢ ¢'(V') para
un cierto t > 1. Sea v > 0 tal que B(y,y) C V y d(y,¢"(V)) > ~. Como y € §,,
existe un s > ¢t tal que B(y,v) N ¢*(B(y,7)) # 0. Como ¢*(B(y,7v)) < ¢"(V),
obtenemos una contradiccion.

Ahora elegimos b € B — A y definimos

F=vn N UG

r=1k>r

Entonces,
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» F () :como b e B, existe v, € V tal que b = ¢g¥(v;,) para cada k € N. Para
cada r € N, definimos los conjuntos A, = {vg : k > r}. Asi, (A,)ren C V tiene
la propiedad de interseccién finita y, como V' es compacto,

N7 20

reN

De este modo,

®¢VmﬂA<:ijU “L({o}).

reN r=1k>r

g(F) C F : Observemos que si r > 2y gk(x) — b para algin k > r, entonces
g* Y(g(x)) = b para algtin k — 1 > 1.

g(F) C Vnyg ﬁ(

B o e

c Vg ﬁ@Jﬁﬂ@)

c
@
N—

r=1 \ k>r

- vmﬁ<uw>%vzﬂ

» b¢ F: Como b ¢ €, existe un entorno U de b y existe un r € N tal que para
todo k> r
J(UYNU =0.

Por lo tanto,
(") U)NU =0.

Asi, para todo k > 7, tenemos que (¢*)~1({b}) N U = (). Esto demuestra que

b¢m(u {m)

k>r

y por lo tanto b ¢ F.

Sea € = d(b,F) > 0. Elegimos a € F'y § > 0. Existe un & > 1 tal que la
interseccion

B(a,0) N (g")71 ({b}) # 0.
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Si ag pertenece a esta interseccién, entonces
d(ag,a) <40y d(g*(an), g"(a)) = d(b,g"(a)) > €.

Esto muestra que la familia {g° : s > 1} no es equicontinua en a. Por lo tanto,
{f®: s > 1} no es equicontinua en a y, en particular, f es sensible en a. O

Corolario 4.3.2. Casi todas las funciones en C'(X) son sensibles en infinitos puntos

de X.

Demostracion. Sabemos, por el Corolario 4.2.3 y por el Teorema 4.3.1, que para
casi todas las funciones f € C(X), el conjunto de todos los puntos periédicos de
f es no vacio y no tiene puntos aislados, y el conjunto de todos los puntos donde
f es sensible es denso en el conjunto de todos los puntos periddicos de f. Fijamos
una funcién f € C(X) que tenga estas dos propiedades. S denota el conjunto de
todos los puntos donde f es sensible. Supongamos que S es finito. Entonces S = S,
y por lo tanto el conjunto de todos los puntos periédicos de f es finito, lo cual es un
absurdo. O]

Observacion 4.3.3. Todos los resultados presentados en este capitulo permanecen
vélidos si en lugar de C'(X) consideramos el espacio CO(X) de todas las funciones
de X en X sobreyectivas dotado con la métrica del supremo. Las demostraciones son
basicamente las mismas. Solamente tenemos que observar que todas las pequenas
perturbaciones necesarias en las demostraciones se pueden realizar por medio de
funciones sobreyectivas y continuas (lo cual se desprende del teorema de extensién
enunciado el inicio del presente capitulo).
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