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Introduccion

La Historia de la Geometria Compleja comienza con Riemann, en su tesis doctoral de
1851, apoyandose en las ideas que se habian desarrollado en andlisis complejo (Euler,
Cauchy, Gauss) y en Geometria Diferencial (Monge, Gauss). De hecho, la tesis doctoral
de Riemann fue dirigida por Gauss, considerado por muchos el padre de esta ultima
area. Las integrales elipticas (por ejemplo, la integral que aparece al calcular la longitud
de arco de la lemniscata de Bernoulli) y el concepto de “Extension analitica” de
funciones holomorfas, fue lo que llevé a Riemann a desarrollar conceptos que mas
adelante serian conocidos como “Superficie de Riemann” y “Revestimiento”. Con el
desarrollo del lenguaje y formalismo de la geometria diferencial, hoy podriamos decir
gue una superficie de Riemann es una variedad compleja de dimensién 1.

La filosofia principal de la geometria compleja, consiste en hacer una mimica de la
geometria diferencial, pero cambiando R por C y cambiando el término “diferenciable”
por el término “holomorfo”. Por ejemplo, una variedad compleja es un espacio
topolégico M equipado con un atlas de cartas ¢ : U = C"* cuyos cambios de
coordenadas son funciones holomorfas. Similarmente se puede definir qué es una
funcion holomorfa entre variedades complejas, qué es un campo holomorfo, unaforma
holomorfa, un fibrado vectorial holomorfo, etcétera.

Si bien la geometria compleja surge de imitar la geometria diferencial, no todo funciona
igual en ambas teorias. La principal diferencia esta en que el que una funcion sea
diferenciable, es muy laxo, mientras que el que una funcion sea holomorfa, es algo muy
rigido. Una de las herramientas principales de la geometria diferencial es la “particion
de la unidad”, que permite pegar cosas definidas localmente para construir un objeto
global. La demostracién de que, para todo cubrimiento por abiertos, existe una particion
de la unidad subordinada a dicho cubrimiento, comienza tomando una “funcién
chichdén”, la cual estda muy lejos de ser una funcion holomorfa. Luego, en geometria
compleja, no tenemos particion de la unidad y no siempre serad posible extender algo
definido localmente a algo global. Aca juega un rol fundamental la teoria de Haces, ya
gue la cohomologia de haces, en cierta medida, mide las “obstrucciones” para extender
globalmente, algo definido localmente. Dado que la teoria de haces es un tanto técnica,
Yy no es necesaria para desarrollar muchos de los conceptos de la teoria de Hodge, no
abordaremos ese tema. Sin embargo, alentamos fuertemente a aprender de ello a
cualquier interesado en aprender geometria compleja.

Las variedades complejas son, en particular, variedades diferenciables. Esto nos permite
interrelacionar los conceptos de geometria diferencial con los de geometria compleja.
El espacio tangente de una variedad compleja M, si bien podriamos definirlo como el
espacio de derivaciones de gérmenes de funciones holomorfas (imitando el caso
diferenciable), resulta conveniente definirlo simplemente como el espacio tangente de
M visto como variedad diferencial, al cual le damos una estructura de C-espacio
vectorial. Esto permite, como dijimos, interrelacionar la geometria diferencial con la
geometria compleja. Por ejemplo, una funcion diferenciable entre variedades complejas
f + M — N es holomorfa siy solo si df,, : T,(M) — Tz, (N) es C-lineal para todo p.
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El espacio tangente de una variedad compleja es un C-espacio vectorial, y mucha de la
interrelacién entre la geometria compleja y la geometria diferencial, proviene de la
relaciéon que hay entre la teoria de C-espacios vectoriales y la teoria de R-espacios
vectoriales (todo C-espacio vectorial es un R-espacio vectorial). Por ejemplo, si V es un
R-espacio vectorial, definimos A, (V)¢ como el conjunto de funciones V X -+ X V - C
en k variables, que son R-multilineales y alternadas. Si VV tiene dimensién par, podemos
extender la accion de R sobre VV a una accion de C sobre V, convirtiendo a VV en un C-
espacio vectorial. Dicha extensidon nos inducira una descomposicién

A (N =AW) @ AWV @D - B A (V)

Siendo A%°(V) el conjunto de funciones C-multilineales y alternadas V x --- x V — C.
La definicion de los espacios AP9(V) se puede encontrar en la seccién 1.4.1. Llevado
todo esto a variedades diferenciales y complejas, si M es una variedad diferencial, una
forma compleja es una funcidn que a cada p € M le asigna una funcidon R-multilineal
alternada T,,(M) X --- X T,(M) — C. Si M es una variedad compleja, una (p, g)-forma

es una funcionp € M - w,, € AP1 (Tp(M)). Tenemos entonces la descomposicién

QF(M)° =04 (M) @ Q< (M) @ - B NOF(M)

Siendo 2*(M)C el conjunto de k-formas complejas y 2P4(M) el conjunto de (p, q)-
formas.

Este concepto de las (p, g)-formas es importante pues estd relacionado con uno de los
temas centrales de esta tesis, la llamada “Descomposicién de Hodge”. Definimos
HP9(M) como el conjunto de clases de de-Rham que contienen alguna (p, q)-forma. El
teorema de descomposicion de Hodge nos dice que, bajo ciertas hipdtesis (si la variedad
es compacta y admite alguna métrica Kahler), entonces vale la descomposicién

H!j{R(M)(C =HOM) @ H"1(M) @ --- @ HO*(M)

Los espacios HP'4(M) son espacios vectoriales de dimensidn finita (si M es compacta) y
son invariantes de la estructura compleja de M. La descomposicidon de Hodge juega un
rol clave para definir el llamado “Mapa de Periodos”, desarrollado por Griffiths, que
mencionaremos en un instante.

Uno de las cuestiones mds interesantes de la geometria compleja, es sin duda el
“Espacio moduli de estructuras complejas”. Dada una variedad diferencial M, el espacio
moduli es el conjunto de estructuras de variedad compleja que le podemos asignara M,
modulo estructuras biholomorfas. En algunos casos, como R? y S?, el espacio moduli es
un conjunto finito y en otros es un conjunto vacio, como S™ con n # 2; 6. Sin embargo,
hay ejemplos mas interesantes como el toro, cuyo espacio moduli estd parametrizado
por H/SL,(Z), siendo H := {z € C : Im(z) > 0}. De hecho, Riemann “demostrd” (con
los estandares de rigor de la época) que el espacio moduli de estructuras complejas
sobre el toro de g manijas, para g > 1, es un espacio de dimension 3g — 3. Estoes una
gran diferencia con la geometria diferencial, en donde el espacio moduli de estructuras
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diferenciales sobre una variedad topoldgica es un conjunto finito (salvo en dimensidn
4).

Para entender cudl es la geometria del espacio moduli de estructuras complejas sobre
una variedad diferenciable, debemos entender qué significa “deformar” la estructura
compleja de una variedad. En la seccion 3.1.2 de esta tesis, veremos que los espacios
fibrados  : X — S modelan la idea de deformar una variedad. Por lo pronto, pensemos
que tenemos una familia de variedades complejas X;, difeomorfas entre si, con ¢
moviéndose en una variedad compleja S. Un ejemplo de esto es la familia de Legendre

Xe={(x,y)eC: y2=x-(x-1)-(x—t)} : teC—-{0;1}

gue son variedades complejas difeomorfas al toro sacdandole un punto, pero que no son
biholomorfas entre si. Hay diversas maneras de entender cémo varia la estructura
compleja de X; en funcién de t, como por ejemplo el “Mapa de Kodaira-Spencer”. El
enfoque en el que nos centraremos en esta tesis, es el del mapa de periodos que
consiste en estudiar cémo varian los invariantes complejos HP*9(X,). Mas precisamente,
como varia la descomposicion de Hodge

Hé{R(Xt)(C = Hk'O(Xt) D Hk_l'l(Xt) DD Ho'k(Xt)

donde HCII‘R(Xt)‘C es invariante por difeomorfismos asi que, en algun sentido, es un
espacio que queda fijo, mientras los componentes de la descomposiciéon se mueven.

Antes de describir punto por punto los contenidos de la tesis, es importante comentar
gue la geometria compleja estd intimamente relacionada con la geometria algebraica.
Asi como la familia de Legendre, la mayoria de los ejemplos de la geometria compleja
provienen de analizar variedades algebraicas (mas precisamente variedades
proyectivas). La geometria compleja ha sido una herramienta fundamental en la
clasificaciéon de muchas familias de variedades algebraicas. Los teoremas GAGA de Serré
son un claro ejemplo de la conexidn entre estas dos areas.

Esta tesis estd dividida en tres capitulos. El primero de ellos se titula “Geometria
Compleja” y es el capitulo en el que presentaremos las nociones bdasicas de geometria
compleja necesarias para formular la teoria de Hodge. Comenzaremos describiendo la
relacion entre el algebra lineal real y el dlgebra lineal compleja, para luego definir
conceptos basicos como “Variedad Compleja”, “Funciéon Holomorfa”, “Espacio Tangente
Complejo”, etcétera. Describiremos en profundidad tres ejemplos: El espacio
proyectivo, la Grasmaniana y las Estructuras Complejas del Toro. Para entender la
estructura del fibrado tangente de una variedad compleja, damos una breve
introduccion a los fibrados vectoriales complejos y holomorfos. Finalizamos el capitulo
describiendo las (p, ¢)-formas y los operadores de Dolbeault 9, d, que serian la versién
compleja del diferencial de formas.

En el Capitulo 2, titulado “Teoria de Hodge”, comenzaremos describiendo lo que es una
métrica Kahler, cuya existencia, junto a la compacidad de la variedad, nos garantizara la
validez de la descomposicidon de Hodge. Toda variedad proyectiva admite una métrica
Kahler, asi que tenemos una gran fuente de ejemplos. Para entender por qué vale la

7
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descomposicion de Hodge, primero debemos entender el teorema de Hodge que dice
gue, bajo ciertas hipétesis, toda clase de de-Rham contiene una Unica forma arménica.
El Laplaciano de una forma es Aw = dd*w + d*dw, siendo d* el operador adjunto de
d, dandole cierto producto interno a 2%(M). Con dicho producto interno, 2%(M) no es
un espacio de Hilbert, asi que la existencia del operador adjunto d* no es trivial. El
operador estrella de Hodge * nos permitird construir la adjunta de muchos operadores
de formas, entre ellos d*.

Terminamos el capitulo 2 definiendo la cohomologia de de-Rham entera Hé‘R(M, Z), que
es un reticulado en H%; (M), la cohomologia primitiva HX (M) y HY"* (M), que también
satisfacen una descomposicion como la de Hodge, la cohomologia primitiva entera
HX(M,Z), que es un reticulado en HX(M), y |a polarizacién Q : H¥(M) x HX(M) - R.
La polarizacién es lo que marca la diferencia entre la cohomologia de de-Rham y la
cohomologia primitiva. Ambas cohomologias estan relacionadas por la descomposicién
de Lefschetz. La construccion de todas estas estructuras adicionales cobrara sentido en
el capitulo 3.

Comenzamos el capitulo 3, titulado “Deformacidn de Variedades”, describiendo como
un espacio fibrado modela la idea de deformar una variedad, y demostramos el teorema
de Ehresmann que nos da condiciones suficientes para que una funcion m : X — S sea
un espacio fibrado. Luego definiremos lo que es un sistema local, y describimos
correspondencias biyectivas entre sistemas locales y otras categorias. Este concepto nos
es de interés ya que, si m: X —» S es un espacio fibrado (una familia de variedades
difeomorfas X; parametrizadas por t € S), entonces el fibrado vectorial cuya fibraen ¢t
es HX: (X,) es un sistema local, y similarmente HX(X,). La principal caracteristica que
nos interesa de los sistemas locales, es que tienen un transporte paralelo: Toda curva
o : [0; 1] = B induce un isomorfismo HQ‘R(XU(O)) - Hc’fR(Xa(l)) que no depende de la
clase de homotopia de o relativa a sus extremos (similarmente con cohomologia
primitiva).

Antes de ponernos a describir el mapa de periodos, describimos el isomorfismo entre el
espacio tangente de la Grasmaniana TS(Grassk(V)) y Hom(S,V/S) (que es un
isomorfismo de fibrados vectoriales). Esto nos serd necesario para describir una de las
propiedades del mapa de periodos, la llamada “Transversalidad de Griffiths”. Una vez
hecho esto, comenzamos a describir el mapa de periodos y el mapa de periodos
polarizado, que miden como varia la descomposicién de Hodge y la descomposicién de
Hodge primitiva (respectivamente) al deformar una variedad compleja. En Ia
cohomologia primitiva tenemos un reticulado y una polarizacién, y el transporte
paralelo preserva ambas estructuras. Como consecuencia, veremos que el codominio
del mapa de periodos polarizado, llamado “dominio de periodos polarizado”, es un
orbifold, a diferencia del codominio del mapa de periodos, que podria no ser siquiera un
espacio Hausdorff. Finalizamos la tesis ejemplificando estos conceptos con la familia de
Legendre.

- Notacién: Las variedades siempre serdn conexas y sin borde. Diferenciable = C®.
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Capitulo 1: Geometria Compleja

1.1 Algebra Lineal Compleja

El objetivo de esta seccidn es mostrar la relacién que existe entre la teoria de C-espacios
vectoriales y R-espacios vectoriales. Entender esta relacién es importante pues, como
mencionamos en la introduccidn, gran parte de la interaccién entre la geometria
compleja y la geometria diferencial parte de la relacion entre el dlgebra lineal compleja
y el dlgebra lineal real.

Todo C-espacio vectorial V es un R-espacio vectorial, simplemente restringiendo a R la
accién de C sobre V. Esto nos permite relacionar conceptos de ambas estructuras, que
es lo que haremos en la seccién 1.1.1. Por ejemplo, si V y W son C-espacios vectoriales,
entonces toda funcion R-lineal f : V — W se descompone de una Unica manera como
f =g+ h, siendo gy h funciones C-lineales (este hecho resultara fundamental en la
seccién 1.4.1). Si bien en C-espacios vectoriales no tiene sentido hablar de orientacién
(pues {z € C: z = 0} es conexo), veremos que, como R-espacio vectorial, todo C-
espacio vectorial tiene una orientacién natural. Concretamente, si {eq, ..., e,} es una
base compleja, entonces {e;, i ey, ..., €,,1 - €,} €s una base real bien orientada.

Dado un R-espacio vectorial VV, ¢Cdmo puedo fabricar un C-espacio vectorial? Las
secciones 1.1.2 y 1.1.3 dan distintas respuestas a esta pregunta. En la primera de estas
buscamos meter a V dentro de un C-espacio vectorial V¢, analogo a como R" estd
contenido en C* o como R™¥ estd contenido en C™**. Concretamente, V¢ (la
“complexificacion de V”) sera el conjunto de sumas formales v +i-w conv,w € V. En
contraste, en la seccion 1.1.3 no trataremos de meter a V dentro de un C-espacio
vectorial sino que trataremos de convertir al mismo V en un espacio vectorial complejo.
Es decir, buscamos extender laaccion R X V — V aunaaccion C X V — V. Veremos que
las formas de hacer esto estan en biyeccion con los endomorfismos lineales J : V - V
tales que J o ] = —Id, lo que llamamos “Estructuras Complejas”.

1.1.1 Morfismos R-lineales y Orientacion en Espacios Vectoriales Complejos

Sea V un C-espacio vectorial de dimensién n € N, podemos pensar a V como un R-
espacio vectorial si restringimos la accion C X IV = V a los numeros reales. Denotamos
Vg a dicho R-espacio vectorial. Si B = {v,, ..., ,} es una base de V, entonces By
:={vy, ..., Uy, " Vq,...,1 " U, } forma una base de Vi (es sencillo de probar) asi que este
ultimo espacio tiene dimension 2n.

Si V' y W son C-espacios vectoriales, decimos que f : V — W es C-anti-lineal si satisface

- frtv)=fw)+f(w) Vv,v, €V
- flk-v) =k f(v) VveV yvVkecC

Equivalentemente, si f es C-lineal. Denotamos Homg(V,W) a este conjunto de
funciones (observemos que es un C-espacio vectorial). Afirmo que

Homg(V,W) = Hom¢(V, W) @ Homg(V, W)
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Es decir, para toda funcién R-lineal f : V' — W existen Unicas funciones hy, h, : V - W,
respectivamente C-lineal y C-antilineal, tales que f = hy + h,.

» Demostracion: Observemos que
Hom¢(V, W) n Homg(V,W) =0
Yaquesi f : V = W es C-lineal y C-antil-lineal, sea v € V/, entonces
ifw)=fi-v)==-i-flv) = 2i-fW=0 = f(w)=0
De modo que f = 0.Si f : V = W es una funcién R-lineal y denotamos
ff:=fW—i-f-v) ; ffW:=f@W+i f@i-v)
Entonces claramente f = f*/2 4+ f~/2 y es facil verificar que f* es C-lineal
mientras que f~ es C-anti-lineal.

Sean V y W dos C-espacios vectoriales de dimensidn finita n y m respectivamente,
tomemos B una base compleja en V y B una base compleja en W. Sean By y By sus
bases reales inducidas, entonces la aplicacion “tomar coordenadas” I'le,Em :
Hompg(V, W) — R2™*2" es yn isomorfismo R-lineal. Si f : V - W es R-lineal, es facil
probar que

A -B
f € Hom¢(V,W) & 3A,B € R™" tq |flg, 5, = (B p )
f € Homg(V,W) & 34,B € R™" tq |flg, 5, = (;‘ _BA)

Consideremos el siguiente lema, cuya demostraciéon se puede encontrar en [13].

- Lema: Sea E/K una extensidn finita de cuerpos, V es un E-espacio vectorial y
sea f : V = V una funcién E-lineal, entonces

detg f = 1_[ o(detg f)
o€eGal(E/K)

En nuestro caso, tomando £ = Cy K = R, vemos que si V es un C-espacio vectorial y si
f + V —= V es C-lineal, entonces

det f = |det¢ f2
En particular, si A, B € R™*", vemos que

A -B

det (B A

): |det(A + i - B)|?

Una consecuencia de esto es que todo C-espacio vectorial tiene una orientacién natural
como R-espacio vectorial. Concretamente, si {eq,...,e,} v {&,..,&,} son bases
complejas de un C-espacio vectorial V, entonces las bases {e;,i-ey,...,e i €e,} y
{é,,i-é,,..,&,i-&,}inducen la misma orientacion sobre V como R-espacio vectorial.
Para verlo, basta con probar que {ey, ...,e,, i €1, ...,i e} Yy {€q, ., Ep, i &1, ., i €y}
inducen la misma orientacion, y esto es cierto ya que la matriz de cambio de base tendra
precisamente la forma en bloques de la ultima identidad que exhibimos, con A +i-B
la matriz de cambio de base entre {ey, ...,e,} y {€;, ..., €, }.
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1.1.2 Complexificacién de un Espacio Vectorial Real

La contencién de cuerpos R € C nos induce inclusiones R™ & C" y R™*" & C™*™" que,
en la practica, resultan muy utiles. Por ejemplo, si tomamos una matriz A € R™" y su
polinomio minimal no tiene raices multiples, sabemos que A es diagonalizable en C".
Similarmente, la inclusion R™™ & C™*™ nos permite estudiar la forma normal de Jordan
de una matriz real (lo cual sirve, por ejemplo, para hallar una férmula para la n-ésima
potencia de una matriz real).

Sea V un R-espacio vectorial, definimos “La complexificacién de V” como el conjunto
de sumas formalesv+i-w con v,w € V. Denotamos a dicho conjunto VC.
Observemos que tiene una clara estructura de C-espacio vectorial y tenemos una
inclusion candnica V < V€ dada por v > v+i-0. Si V tiene dimensién (real) n,
entonces V¢ tiene dimensién compleja n y la inclusién V < VC hace las veces de la
inclusion R™ & C™ en el siguiente sentido. Toda base B de V me induce un isomorfismo
V = R™ y a su vez, via la inclusién V < VC, el conjunto B resulta una base compleja de
V<, lo que nos induce un isomorfismo V¢ = C™. Via estas identificaciones, la inclusiéon
V < VC se corresponde con la inclusion R™ & C™. Respecto a los morfismos lineales,
tenemos los siguientes isomorfismos candnicos

- Si V,W son dos R-espacios vectoriales, tenemos un isomorfismo candnico (y
obvio) de C-espacios vectoriales
Homg (V, W)¢ = Homg(V,W©)

- Si V es un R-espacio vectorial y W es un C-espacio vectorial, tenemos un
isomorfismo candnico de C-espacios vectoriales
Homg(V,W) = Hom¢(VE, W)
Que a cada funcién R-lineal f : V — W la extiende C-linealmentea f : V¢ - W
via
f(v1+i'772)‘:f(v1)+i'f(vz)
Combinando ambos resultados, si V. y W son R-espacios vectoriales, tenemos un
isomorfismo candnico de C-espacios vectoriales

Homg(V, W)€ = Homc(VE, W©)

Toda eleccién de base en V me induce isomorfismos V = R®, V¢ = C" y, similarmente,
toda eleccion de base en W me induce isomorfismos W = R™ WC =C™. Asi
identificamos

Homg(V, W) = Homg(R"*, R™) = R™*"; Hom¢(V¢ W®) = Hom¢(C?, C™) = C"™*"

Y la inclusién Homg(V, W) © Homg(V,W)® = Hom(VE W) se corresponde con la
inclusiéon R™*™ & C™X" Concretamente, la inclusiéon Homg(V, W) & Hom(VE W)
me dice que todo morfismo R-lineal f : V — W se extiende de manera Unica a un
morfismo C-lineal f: V¢ > WC via f(vy+i-vy):=f(w)+i-f(vy). Esto lo
usaremos muy frecuentemente.
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- Comentario: En muchos textos se define VC:=V ®r C. Esta definicidon se
corresponde con la que dimos acad via el isomorfismo
v+iw o WRD+Ww®i)

Una operacion muy importante que tiene la complexificacién de un R-espacio vectorial,
es la conjugacion. Siz =v +i-w € V¢, definimos Z := v — i - w € VC. Esta operacién
satisface las siguientes propiedades: Sean z,z,,z, € Vlyseak € C

Zitz,=2+%2, ; kz=k-z ; Z=z ; z=z ©zevVcVC
Si uno tiene un C-espacio vectorial W, resulta natural preguntarse por R-subespacios
V EWtalesque W =V @ i-V.Elconjunto de R-subespacios con esta propiedad esta
en biyeccién con el conjunto de conjugaciones en W, esto es, el conjunto de funciones
C-anti-lineales 0 : W — W tales que 0 0 o = Id. Claramente todo R-subespacioV € W
con la propiedad dicha, nos induce una conjugacién en W. Reciprocamente, toda
conjugaciéon o en W nos induce el R-subespacio {v € W : o(v) = v} que satisface la
propiedad que queremos.

- Observacion: Si V y W son C-espacios vectoriales, entonces toda conjugacién o
en W me induce un isomorfismo R-lineal Hom¢(V, W) — Homg(V, W) via
componer a izquierda con a. En particular, tomando W = C con la conjugacién
usual

Homg(V,C) = Hom¢(V, C)

- Observacion: Sean V y W dos R-espacios vectoriales y sea f :V = W una
funcién lineal, si la extendemos a la complexificacién f : V¢ - W€, entonces
(@) = f(v) paratodo v € VC.

1.1.3 Estructuras Complejas en Espacios Vectoriales Reales

Sea I/ un C-espacio vectorial de dimensién n, habiamos visto que podemos ver a V como
un R-espacio vectorial Vi de dimension 2n simplemente restringiendo la accion de C a
los nimeros reales. Nos planteamos el problema inverso, sea I/ un R-espacio vectorial
de dimensién 2n, ¢De qué maneras podemos extender la accion - : R X V — V a todos
los nimeros complejos para hacer de V un C-espacio vectorial? Afirmo que hay una
biyeccidn entre los siguientes conjuntos

a) Las acciones - : C XV — V que hacen de V un C-espacio vectorial extendiendo
laaccionde Ren V.

b) Los endomorfismos R-lineales ] : V — V talesque J o] = —Id.

c) Los subespacios complejos S € V¢ que descomponen Ve =S @ S

A continuacion, exhibimos las correspondencias biyectivas entre cada conjunto pero
omitimos la verificacidn de que, efectivamente, son biyectivas. Por ejemplo, describimos
como todo elemento de “a)” induce un elemento de “b)” y viceversa, pero omitimos
verificar que la composicidon de ambas aplicaciones sea la identidad.
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» Demostracion: Para la correspondencia a) = b), definimos J(v) :=i-v y para

b) = a) definimos
(a+bi)-vi=a-v+b-Jv) VvEV VabeR
Para la correspondencia b) = ¢), extendemos J : V¢ - VC via
Jw+i-w):=]W)+i-Jw)
Esto es la inclusién Endg(V) © Endc(V®) que mencionamos anteriormente.
Notar que J o J = —Id asi que el polinomio minimal de J es X? + 1. En particular,
J es diagonalizable y sus autovalores son +i asi que tenemos una
descomposicién
Ve={weVl: Jw)=i-w}@d{weVvt: jw)=-i-w}
Como J conmuta con la conjugacién, J(w) =i -w siy solo si J(W) = —i - W asi
que la conjugacion nos da una isomorfismo R-lineal entre ambos autoespacios
(en particular, ambos espacios deben tener dimension compleja n). Luego, si
tomamos el subespacio
S:={weVvt: jw)=i-w}
Obtenemos que V¢ =S @ S.
Para la vuelta ¢) = b), viendo a VE V¢ =S@ S, para todo v €V existen
S1,S, € S tales que v = s; + §,. Conjugando
S1+S, =v=U=§+S, D §5—85,=5—"5;, 2 5—5=0 > s51=5,
Usamos que s; — s, € SN S = 0. Asi que para todo v € V existe un Gnico s € S
talque v = s + §, denotamos (v) := s. Ahora si, definimos
Jw)i=i-(r(w) —n()) =i-(s—5)
Notar que J(v) = J(v) asique J(v) € Vy n(](v)) =i w(v) asi que
Jw) =i (2(®) - 2(®)) = —(z@) + 7)) = —v

Es decir, J o] = —Id.

Llamamos “Estructura Compleja en V” a un endomorfismo R-lineal J : V =V que
satisface J o ] = —Id. Denotamos Cplx(V) al conjunto de estructuras complejas sobre
V. Notar que, si V tiene dimensidn (real) impar, entonces Cplx(V) = @ ya que, si
existiese una | € Cplx(V), entonces

det(J)? = det(J?) = det(—Id) = —1

Que es absurdo, pues det(J) € R. Cabe destacar que la aplicacién f : V — V¢ definida
por f(v) :=v —i-J(v) nos da un isomorfismo C-lineal entre V (con la estructura de C-
espacio vectorial inducida por J) y el autoespacio S = {w € V¢ : j(w) =i -w}.

La Geometria del Espacio de Estructuras Complejas

Sea I/ un R-espacio vectorial de dimensién 2n, denotamos
Cplx(V):={J € End(V): J? =-Id} ; UW):={S € Grass,(V):5nS =0}

Siendo Grass,, (V) el conjunto de subespacios complejos de V¢ de dimensién n (en la
seccién 1.2.4 veremos que es una variedad diferenciable y, mas adn, una variedad
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compleja). Observar que S € U(V) siy solo si V¢ =S @ S. Como ya vimos, hay una
biyeccién entre Cplx(V) y U(V). En [20] se prueba que

e Cplx(V) es una subvariedad C* de End(V).
e U(V) es un abierto en Grass, (V%).
e La aplicacion 9 : Cplx(V) — U(V) que a cada estructura compleja J € Cplx(V)
le asigna el autoespacio
I :={weVE:Jw) =i w}
Es un difeomorfismo C®. En particular, Cplx(V) tiene dimensién 2n?.

Un pequefio comentario respecto al espacio tangente en un punto de Cplx(V).
Consideremos la funcién F : End(V) - End(V) definida por F(A) := A% + Id.
Entonces Cplx(V) = F~1(0), por definicién. Una cuenta sencilla muestra que

dF,(M) =A-M+ M- A
Asi que

T,(Cplx(V)) = Ker(dF;) = {M € End(V) : M -] = —] - M} = End¢(V,))

Siendo Endg(V,]) el conjunto de endomorfismos C-anti-lineales en V, interpretando a
IV como un C-espacio vectorial con la estructura compleja J. Si bien aun no definimos
“Estructura Cuasi-compleja” (lo haremos en la seccién 1.3.2), no creo que haya mejor
momento para mencionar este resultado del mismo paper [20]

e Proposicion: Por cada J € Cplx(V), definimos J; : Endg(V,]) — Endg(V,]) via
3y(4) =] A

La aplicacion § define una estructura Cuasi-compleja sobre Cplx(V) vy la

aplicacién 9 : Cplx(V) - U(V), que habiamos definido antes, resulta un

biholomorfismo (en particular, Cplx(V) es una variedad compleja de dimensién
n?).
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1.2 Variedades Complejas y Funciones Holomorfas

El Objetivo de esta seccion es introducir las nociones bdsicas de la geometria compleja.
Comenzamos definiendo qué es una funciéon holomorfa entre abiertos de C" (seccion
1.2.1), para luego poder definir qué es una “Variedad Compleja” y qué es una “Funcién
holomorfa” entre variedades complejas (seccidén 1.2.2 y 1.2.3 respectivamente).

Durante toda esta seccion, la filosofia de fondo siempre sera: Hacer una mimica de la
geometria diferencial, cambiando “RR” por “C” y “diferenciable” por “holomorfo”.
Demostramos que toda variedad compleja, vista como variedad diferenciable, es una
variedad orientada. Veremos algunas propiedades en comun entre la geometria
compleja y la geometria diferencial (teorema del rango constante, teorema de valores
regulares, etcétera) y también veremos sus diferencias, siendo la mas importante de
ellas el que no haya particion de la unidad en variedades complejas.

Finalmente, en la seccién 1.2.4, estudiaremos en detalle tres ejemplos: El espacio
proyectivo P™(C), la Grasmaniana Grass,(V) y clasificaremos el conjunto de
estructuras complejas sobre el toro (mdédulo biholomorfismos).

1.2.1 Funciones Holomorfas en C"
Sea U € C abierto, decimos que f :U — C™ es holomorfa si cada una de sus
coordenadas es holomorfa. Sea U € C" un abiertoy sea F : U — C™ una funciéon C*,
entonces son equivalentes (ver [6])

1) Paratodo punto (a4, ...,a,) € Uy paratodo k = 1, ...,n la aplicacién
z - F(ay,...,a5_1,2, 0544, ..., Ay) € C™
Es holomorfa en un entorno abierto de a; € C.

2) Seanu,v: U — R™ |a parte real e imaginaria de F (respectivamente), entonces
u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou; dv; duy; av;

Ox B 0Yi Y Vi - Oxy

V(i k)e{1,...m}yx{1,..,n}

Siendo u; : U = R la i-ésima coordenada de u (andlogamente v;).

3) Paracadap € U latransformacién R-lineal DF, : C* — C™ resulta C-lineal.

En cualquiera de estos casos, decimos que F es una funcidon holomorfa. En dicho caso,
si E es la base candnica de C", E es la base candnicade C" y F = (f}, ..., f,n), entonces

0f1/0z, (p) - 0f1/0z, (p)
ol =

0fn/02,(p) - Ofn/ 32y (p)
Donde df /dz, (p) = du/dx, (p) +i-0v/0x; (p)sif =u+i-vesholomorfa.
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1.2.2 Variedades Complejas

Sea M una variedad topoldgica de dimensidn 2n, un atlas complejo en M es una familia
de cartas {(U;,9;)}ie; siendo U; € M abiertos (para todo i €1) y ¢;:U; » C"
funciones continuas tales que

i) M=UU;
ii) Las funciones ¢; : U; = C" (con i € I) definen un homeomorfismo con un
abierto de C".
i) Paracadai,j €1 talque U; N U; # @, el “cambio de coordenadas”
@j09. " 0i(U:nY;) > (U n U))
Es una funcién holomorfa entre abiertos de C".

Llamamos “Estructura Compleja en M” a un atlas complejo maximal en M. Llamamos
“Variedad Compleja” a unavariedad topoldgica, Hausdorff, separable, equipada con una
estructura compleja; y decimos que tiene “dimensién (compleja) n” si las cartas caen en
C™. Notar que, identificando C* = R?", toda variedad compleja de dimensién n es una
variedad diferenciable de dimensiéon 2n. Observemos también que la definicion de
“Estructura Compleja” es una mimica con la definicion de “Estructura Diferenciable”,
cambiando R™ por C" y cambiando la palabra “diferenciable” por “holomorfa”.
Siguiendo esta idea, definimos “Subvariedad Compleja”.

Si M es una variedad compleja de dimension n y X € M, decimos que X es una
subvariedad compleja de M si para todo p € X existe una carta (U, ¢) en M, alrededor
de p, tal que

eUNnX)={(zq,....,2,) € U) : z4, ...,z = 0}

Siendo k € {1, ..., n} independiente del p. En dicho caso, X claramente es una variedad
compleja de dimensién n — k.

- Observacién: Las variedades complejas son orientables. Mds aun, la estructura
compleja induce una orientacién sobre la variedad.

Para verlo, observemos que un atlas complejo {(U;, ¢;)};c; es un atlas coherente. Es
decir,siU; N U; # @y p € U; N U}, entonces

detg (D((pj 0 (pi‘l)(pi(p)) = |detc (D((pj 0 <pi‘1)(pi(p))|2 >0

Esto es porque ¢; o @; " es una funcién holomorfa entre abiertos de C" y, por lo tanto,

D((pj 0 (pi‘l)(pi(p) es C-lineal (ver seccion 1.1.1).

1.2.3 Funciones Holomorfas

Siguiendo con la mimica de las definiciones para variedades diferenciales, sean M y N
dos variedades complejas, decimos que una funcién f : M - N es holomorfa si para
todo p € M existen cartas (U,p) en My (V,u) en N tales que
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peUyfU)CV
Lafuncidon po f o=t : @(U) - u(V) es holomorfa

Es estdndar la demostracién de que esta definicion no depende de las cartas elegidas.
Definimos el rango complejo de f en p € M como

rg,(f) = rg(C(D(ﬂ ofo ‘P_l)tp(p))

Que, nuevamente, no depende de la eleccidn de cartas. A continuacién enuncio algunos
teoremas de variedades complejas, analogos a teoremas de variedades diferenciales,
gue se pueden encontrar en [6].

Proposicién: Sean M y N variedades complejas, una funcién f: M — N es
holomorfa si y solo si gof: M — C es holomorfa para toda g: N — C
holomorfa.

Teorema de la Funcion Inversa: Sean M y N variedades complejas de igual

dimensiénysea f : M — N una funcién holomorfa tal que df, : T,(M) = T,(N)
es un isomorfismo (para algun p € M), entonces existen abiertosU € M,V € N,
conp € Uy f(p) € V, tales que f : U — V resulta un biholomorfismo.

Teorema del Rango Constante: Sean M y N variedades complejasy f : M - N

una funcién holomorfa de rango complejo constante k, entonces para todo p €
M existen cartas (U, @) en My (V,u) en N tales que

o peUyf(peV

o @) =(0,..,0 y u(f(®)=(0,..,0)

o (uofoeV(zy..,2z,) = (24, ...,2,0,..,0) V(z4,...,2,) € @(U)
Teorema: Sean M y N variedades complejas, sea f: M = N una funcién
holomorfa de rango complejo constante k y sea X = f~1(q) € M no vacio (con
q € N), entonces X es una subvariedad compleja de M de dimensién dim(M) —
k
Corolario (Teorema de valores regulares): Sean M y N variedades complejas con

dimM > dimN, sea f : M — N una funcion holomorfa y sea g € N un valor
regular de f, esto significa que X := f~1(q) # @y que df, : T,(M) - T,(N) es
un epimorfismo para todo p € X, entonces X € M es una subvariedad compleja
de dimensiéon dim M — dim N.

En contraste, no es cierto que para todo cubrimiento por abiertos exista una particidon
de la unidad, de funciones holomorfas, subordinada a dicho cubrimiento. Esto marca
una gran diferencia entre la geometria diferencial y la geometria compleja. En esta
ultima, no siempre es posible pegar cosas definidas localmente para fabricar un objeto
global (en lugar de “cosas” y “objeto” deberia decir “secciones”, ver seccién 1.3.1).

Otras proposiciones que marcan una diferencia entre la geometria diferencial y la
geometria compleja, son las siguientes.
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e Proposicidn: Si M es una variedad compleja que es conexa y compacta, entonces
f + M — C es holomorfa siy solo si es constante.

e Corolario: No existen subvariedades complejas de C" que sean compactas,
excepto las de dimension 0.

Esta ultima proposicidn hace imposible que exista un analogo complejo al “Teorema de
Inmersién de Whitney” para variedades diferenciales. Tenemos, sin embargo, el
Teorema de Inmersién de Kodaira que nos da condiciones necesarias y suficientes para
que una variedad compleja compacta se pueda embeber en P"*(C) (ver [17]).

Otras propiedades en comun entre las variedades diferenciables y las complejas, son las
referidas a revestimientos, las cuales nos seran utiles para clasificar las estructuras
complejas sobre un toro. Recuerdo que si : X = Y es un revestimiento entre espacios
topoldgicos, una transformacion Deck es un homeomorfismo f : X - X conmo f = f.
Denotamos Deck(rr) al conjunto de transformaciones Deck. Forman un grupo que actua
sobre X por evaluacion. La definicion de “revestimiento holomorfo” deberia ser clara.
Las demostraciones de estos lemas son analogas al caso diferenciable.

- Llema 1. Sea w: M — N un revestimiento holomorfo entre variedades
complejas, entonces toda transformacion Deck es un biholomorfismo.

- Lema 2: Sea X un espacio topoldgico, N una variedad complejaym : X — N un
revestimiento, entonces existe una Unica estructura compleja sobre X que hace
de m un revestimiento holomorfo.

- Lema 3: Sea M una variedad compleja, Y un espacio topolégicoym : M — Y un
revestimiento cuyas transformaciones Deck M — M son holomorfas, entonces
existe una Unica estructura compleja sobre Y que hace de m un revestimiento
holomorfo.

- Lema 4: Sea m: M — N un revestimiento holomorfo entre variedades
complejas, si M es simplemente conexo, entonces 1 : M /Deck(m) - N es un
biholomorfismo.

1.2.4 Ejemplos de Variedades Complejas

Todo espacio vectorial complejo V de dimensidn finita es, trivialmente, una variedad
compleja. En particular GL(V) es una variedad compleja, por ser un abierto en el espacio
vectorial complejo End(V). A continuacién, exhibo algunos ejemplos menos triviales de
variedades complejas, y de gran importancia.

El Espacio Proyectivo

Definimos el espacio proyectivo P"*(C) := (C*** — {0})/~ siendo v ~ w si y solo si
existe un k € C — {0} tal que w = k * v. Equivalentemente, podemos pensar a P"*(C)
como el conjunto de subespacios de C"*! de dimensién 1. Sile damos a este espacio la
topologia cociente, afirmo que es una variedad compleja de dimensién n. Denotamos
(kg : - : k,) € P(C) a la clase de equivalencia del vector (ky, ..., k,,) € C**1. Para
cadai =0,1,...,n defino
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Up={(ko : - : kn) : k; # 0} € P"(C)

Observar que estd bien definido y es un abierto ya que, si m: C**1 — {0} - P"(C)
denota la proyeccién al cociente, entonces 7~ (U;) = {(k, ..., k,) € C"*1: k; # 0} es
un abierto en C**! — {0}. Definimos ¢; : U; —» C" via

1 ~
@iky -t kp) = (ko o Ky e )
L

Observemos que ¢; esta bien definida, y es continua ya que @; o : m~1(U;) - C" es
claramente continua. Ademas, es biyectiva con inversa dada por

@i kg, k) = (g s ik s kg 2o i k)

Que es continua pues ;" =mo f; con fi(ky, ..., ky,) = (ky, .., ki, 1L, kisq, o, ky), €5
composicidon de continuas. Esto prueba que ¢; : U; = C" es un homeomorfismo para
cadai = 0,1, ...,n. Notemos que (pl-(Ul- N U]) = {(kl, v kn) ECM ik # O}yel cambio
de cartas @; o0 p;71: (pl-(Ul- N Uj) - (pj(Ul- N U]) esta dado por (supongamos, sin
pérdida de generalidad, i < j)

1 —~
(q)] o (pi_l)(li "';kn) = k_ ' (kll .-.lkil 11 ki+11 '”kal '“1kn)
]

Es claro que esto es una funcién holomorfa. Vimos entonces que P™(C) es una variedad
compleja de dimension n.

- Observacion: A diferencia del caso real, el espacio proyectivo complejo es una
variedad orientable (por ser variedad compleja).

La Grasmaniana

Sea V un C-espacio vectorial de dimension n y sea k € {1,...,n}, definimos la
Grasmaniana k de V como el conjunto de subespacios de V de dimensién k y lo
denotamos Grassy (V). Por ahora no dijimos qué topologia tiene este espacio.

Denotemos Ind,(V) al espacio de k-uplas (vy,..,v4) EV X+ XV de vectores
linealmente independientes. Observemos que Ind, (V) € V X --- X VV es un abierto, ya
gue es el complemento del conjunto

{(wy, ., v) EVE: Wy, ., v) =0 Vw €A,(V)} = ﬂ w™1(0)
WEAL(V)

Siendo A, (V) al conjunto de funciones C-multilineales alternadas V X --- XV —» Cenk
variables. Como Ind,, (V) es un abierto en un espacio vectorial complejo, es una variedad
compleja. Nos interesa este espacio ya que, para definir una topologia en la
Grasmaniana, resulta clave la aplicacion 7 : Ind, (V) — Grass, (V) definida por

T(Vq, e, Vi) = Vg, or, V)
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Nos gustaria que esta aplicacion fuese un cociente topoldgico asi que le damos a la
Grasmaniana la Unica topologia que logra este cometido. Es decir, U € Grass, (V) es
abierto si y solo si 7 1(U) € Ind, (V) es abierto. De esta manera, si definimos sobre
Ind, (V) la relacién de equivalencia

(171, ey vk) ~ (Wl, ey Wk) =4 (vl, ey vk> = (WlJ ...,Wk)

Obtenemos un homeomorfismo 7 : Ind, (V)/~ — Grass, (V). Observemos que el
grupo GL; (C) actua sobre Ind (V) via

(an alk) <V1) <a11 "Vt Qg Vk)
Ag1 " Ak Vg Ay V1t o+ Qg s Vg
Esto mismo define una accién de C¥*¥ en V*. Nos interesa esta accién ya que

(Wi, e, V) ~ Wy, ee,wy) © IMEGL(C) tq M« (vq, ..., i) = (W, o, Wy)

De hecho, la matriz M es Unica, es la matriz de cambio de base respecto al subespacio
que generan. Tenemos entonces que Grass, (V) = Ind, (V)/GL,(C). Via una eleccién
de base en V, podemos identificar Ind, (V) = {M € C™** : rg(M) = k} y, via esta
identificacion, la accién de GLj (C) pasa a ser el producto matricial a derecha.

Afirmo que Grass; (V) es compacto. Para verlo, dotemos a VV con un producto interno
hermitiano (ver seccion 2.1.1) y consideremos el conjunto de k-uplas de vectores
ortonormales (v, ..., ), que denotamos Ort, (V) € V. Por la continuidad del
producto interno, Ort, (V) € V¥ es cerrado, y si a V¥ le damos el producto interno
hermitiano

<(U1I "'Ivk)l (Wll LA Wk)) = (vl; Wl) + b + (vk, Wk>
Entonces Ort, (V) € V¥ es acotado ya que, sea (4, ..., ;) € Ort, (V)
Ny, e, VO = g2+ + logll?P =1+ 4+ 1=k

Luego, Ort, (V) es compacto, pues V tiene dimensién finita (y por lo tanto VV*). Como
T|ore, vy * OTty (V) — Grass, (V) es sobreyectiva, pues todo subespacio de V' tiene una
base ortonormal (Gram-Schmidt), concluimos que Grassy (V) es compacto.

Hagamos ahora la eleccion de cartas. Por cada subespacio T € V de dimensién n — k
definimos

Up:={S €Grass,(V): ST =V}={S €Grass,(V): SNT =0}

Para ver que es abierto, sea w € A,,(V) una n-forma no trivial y {wy, ..., w, } una base
de T, observemos que

7 (Ur) = {(vy, ..., vg) € Indi (V) 0 0w (vq, oo, Vi, Wit ooy Wp) # 0}

Y este conjunto es abierto ya que la aplicacién w(—, ..., —, W41, ..., Wy,) : Ind, (V) - C
es continua. De hecho, si extendemos la base de T a una base de V, lo que nos permite
identificar Ind, (V) con las matrices A € C**¥ de rango k, entonces
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1 (Up) = {A € €™k : det (A I d,?_k> + 0} = {(3;) € €k : det(4,) # 0}
Siendo A; € €% y A4, € C"*k Es claro que los {Ur}regrass, ) cubren
Grass, (V), pero existe una subcoleccion finita que sigue cubriendo el espacio.
Concretamente, sea {e,, ...,e,} unabasede V,seal = (iy,...,ip_p)con 1 < i; <+ <
In-x <nyseaT;:=(e;, ...,ein_k), entonces la coleccion de abiertos Uy, indexada por
I cubre la Grasmaniana.

Para tomar cartas, fijemos dos subespacios S,, T, €V, de dimensién k y n—k
respectivamente, tales que V = S, @ T,. Por cada § € Ur,, denotamos ps : V — T ala
proyeccion inducida por la descomposicion V = S @ T,. Definimos la carta ¢ : Ur, —
Hom(S,, T,y) via

@(S) := psls,

Notar que ¢(S,) = 0. Es facil verificar que ¢ =" : Hom(Sy, T) = Uy, definida por
e () ={v—f@) :v € S}

Es la inversa de ¢. Para ver que ¢! es continua, tomemos una base (wy, ..., wy) en S,
y consideremos h : Hom(S,, T) - =1 (Uy, ) definida por

h(f) = (wy — F(wy), o, Wy — £ (W)

Observemos que h es continua pues cada coordenada es una funcidon constante
restando una funcién lineal. Luego ¢! = 1 0 h es continua.

Para ver que @ es continua, tomemos coordenadas. Fijemos (wy, ..., wy) una base de S,
y (Wg41, ..., Wy,) una base de T,. Denotemos B = (wy, ..., w,,), que es una base de V
pues V = S, @ T,. Esto nos permite identificar Hom(S,, T,) = C**5) y Ind, (V) =
C™*k, el conjunto de matrices A € C**¥ de rango k.

Sea S € Uy, ysea (v, ..., V) una base de S, denotemos By := (Vq, ..., Vg, Wis1) vorr Wp),
que es una base de V yaque V =5 @ T,. La matriz de cambio de base Cg g tendra la
siguiente forma

A
B'BS_<M Idn—k)

Con * € Ck*k y M € Ck*(=K) "|dentificando Hom(S,, Ty) = CK*("=K) es facil ver que
@(8§) =M.Sea A € n‘l(UTO) la matriz asociada a (v4, ..., V) (la base de S)

A=(ods -~ [ods | =(})) condetd, #0

Siendo A, € C¥*k y A, € C» 0>k entonces

c _ (Al 0 )
Bs,B ™ Az Idn—k
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Asi que, usando la férmula para invertir matrices por bloques (ver [29])

A, 0 \! A7 0 Ay 1
A ISP B (1) B
B.Bs Ay 1d,g —A, A7t Id ¢ A; 2
Y como la inversa se calcula en términos de la matriz de cofactores y el determinante,
concluimos que p o 7 : n‘l(UTO) c ¢k - Ckx(n=k) g5 coeficiente a coeficiente, una

funcién racional cuyo denominador no se anula en ningln punto del dominio. Esto
demuestra que @ o m es continua (de hecho holomorfa) y, por lo tanto, ¢ también lo es.

Por ultimo, veamos que el cambio de coordenadas es holomorfo. Tomemos dos
descomposiciones V=S, DT, vy V=35, T, con sus respectivas cartas ¢, 3.
Tomemos B; = (wy, ...,w;) una base en Sy, B, = Wg4q, ..., W,,) base en Ty, B; =
(Wy, ..., W) base en Sy y B, = (W44, ..., W,,) base en T,,. Denotamos B = (wy, ..., w,,)
y B = (W, ...,Wy,) que son bases en V. Para ver que el cambio de coordenadas es
holomorfo, identificaremos Hom(S,, Ty) = C*~9*k via las bases B;, B, y también
Hom(S,, Ty) = C™ 9%k via las bases B,, B,, de modo que el cambio de coordenadas
sera una funcién entre abiertos de C(* %)%k,

Sea f € go(Ufo) S Hom(S,, Tp), entonces (wy — f(wy), ...,w, — f(w,)) es una base
de ¢~ '(f) € Uz,. Sea By :=(w; — f(W1), ..., W — f(Wg), W41, ..., W), que es una
base de V, entonces la matriz de cambio de base Cngf tendrd la forma

Cog. = (5 0
B’Bf_(M Idn—k)

Con * € C*k y M € C~0%k, Habiamos visto que si identificibamos Hom (S, T,) =
C(=k)xk yia las bases B; y B,, entonces (,b((p‘l(f)) = M asi que nuestro objetivo es
calcular M en términos de M(f)Bl’BZ. Escribamos en bloques la matriz de cambio de

base
CB,E = (Cl CZ)

Con C; € Ck y €, € C™("~K) Se puede verificar que

-
Idn—k

Y tomando la inversa de esta matriz, logramos hallar la matriz M que buscdbamos.

Cp,5 = <C1 —Cy-M(f)p, 3,

Identificando Hom(S,, Ty) = C™%*k con las bases B;, B, vemos que @ o ¢! viene
dado por

((Cl —Cy- A) Ids_k> = (I*VI Idg_k> = ((ﬁ o (p_l)(A) =M

Si escribimos la matriz Cg 5 en bloques de la siguiente forma

¢, C
. (5 52)
3 4
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Con C, € Ck*k ¢, € Ck*(n=0) ¢, e c-KIxk ¢, € C=x(n=K)  ysando la férmula
para invertir matrices en bloques nos queda

(@op™)(A)=(Ci- A—C3)-(C1—Cy- A)!

La matriz en cuestidn es inversible porque A € ‘P(UTO)- Luego, @ 0 @1

es una funcién

racional coordenada a coordenada, y cuyo denominador no se anula en su dominio. Esto
demuestra que el cambio de coordenadas es holomorfo.

- Conclusidn: Si V es un C-espacio vectorial de dimensién n, entonces Grass; (V)
es una variedad compleja compacta de dimensién (n — k) - k.

Un ejemplo similar de variedad compleja es la variedad de banderas Flagbl_m_bk (), el
conjunto de subespacios (Fy, ..., Fy) € Grass, (V) X === X Grassbk(V) conF, € CFp
(ver [1])

Estructuras Complejas sobre el Toro

Sean z4, z, € C linealmente independientes sobre R, consideremos
L(Zl,Zz) = {kl *Zq + kz *Zy ¢ kl, kz € Z} cC

Esto es lo que llamamos un “Reticulado”. Notar que L(z;,z,) es un grupo con la suma,
y actua sobre C sumando. Observemos también que L(z;,z,) = Z? y que T(zy,2,)
:=C/L(z,,2z,) es homeomorfo al toro. La proyeccién m:C - T(z,,2z,) es un
revestimiento, y el grupo de transformaciones deck esta generado por p(z) =z + z; y
q(z) = z + z,, que son funciones holomorfas. Luego, T(z,, z,) hereda una estructura
compleja de C. Veamos que toda estructura compleja sobre el toro es biholomorfa a una
de esta forma.

En general, si T es el toro (pensado como espacio topoldgico) y m: R? > T es su
revestimiento universal, sea 0 := (0), entonces ~1(0) € R? es un reticulado. Sean
vy, v, € m1(0) generadores de dicho reticulado, entonces p(v) = v+ v, y q(v) =
v + v, son generadores del grupo de transformaciones Deck. Si equipamos al toro con
una estructura compleja, entonces existe una Unica estructura compleja sobre R? que
hace de 7 : R? - T un revestimiento holomorfo. En particular, las transformaciones
Deck p,q : R?> - R? son holomorfas con dicha estructura compleja. El teorema de
uniformizacién de Riemann dice que, médulo biholomorfismos, existen solamente tres
variedades complejas simplemente conexas de dimension 1: El plano complejo C, el
disco unitario D; € C y la esfera de Riemann S? = P1(C). El espacio R?, con la
estructura compleja que le dimos, no puede ser biholomorfo a S?, porque no es
compacto, y tampoco es biholomorfo al disco D;, pues las transformaciones Deck p, q
no serian holomorfas. Luego R? es biholomorfo a C, asi que tenemos un revestimiento
holomorfo m : C - T, que me induce un biholomorfismo 7 : C/Deck(mr) —» T siendo
Deck(m) generado por p(z) = z + 2z, y q(z) = z + z, para ciertos z,,z, € C. La accidn
de Deck(m) sobre C coincide con la accién de L(zq,z,) sobre C asi que tenemos un
biholomorfismo i : T(z,,2,) = C/L(z;,2,) = T.
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Vimos que toda estructura compleja en el toro es biholomorfa a T(z,, z,) para ciertos
74,2, € C linealmente independientes sobre R. Ahora queda por ver cuando T (z,, Z,)
es biholomorfo a T(Z,, Z,). Para ello, usamos el siguiente lema fécil de verificar

- Lema: Sean L,L S C reticulados y sea z, € C tal que z, L = L, entonces la
funcién f : C/L — C/L definida por f([z]) := [z, * 2] es un biholomorfismo.

A partir de esto vemos que

i) T(z,, z,) es biholomorfoa T(1,z,/2,)
ii) T(1,7) es biholomorfoa T(1,7t71)

Para el primer item, observemos que z,/z; ¢ R pues {z,z,} es linealmente
independiente sobre R, asi que {1, z,/z, } es linealmente independiente sobre R. Notar
que z,- {1,2z,/z,} ={z,,2z,} asi que induce un biholomorfismo T(1,z,/z;) =
T(zy,z,). Para el segundo item notar que 7-{1,77'} ={1,7} asi que induce un
biholomorfismo T(1,771) —» T(1,1).

En sintesis, sea H := {z € C : Im(z) > 0} el semiplano superior, para todo subconjunto
{z,,2,} € C linealmente independiente sobre R existe un 7 € H tal que T(z;,2,) es
biholomorfo a T(1,t). Denotemos T, :=T(1,7) con T € H. En [18] (Teorema 1.1) se
demuestra que T; es biholomorfo a T siy solo si existen a,b,c,d € Z conad —bc =1
tales que

at+b
ct+d

T =

Podemos pensar esto como una accion del grupo PSL,(Z) := SL,(Z) /{£1d} sobre H.
Luego, el espacio moduli de estructuras complejas sobre el toro mddulo
biholomorfismos, estd parametrizado por H/PSL,(Z). La siguiente imagen muestra
sombreado un dominio fundamental de este cociente (evidenciando que se trata de un
“espacio complejo” de dimensién 1).

oy

e

De hecho, cada “tridngulo” que se forma con las lineas azules es un dominio
fundamental. Mas en general, se sabe que el espacio moduli de estructuras complejas
sobre un toro de g manijas, para g > 1, tiene dimensiéon 3g — 3 (ver [18]).
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Como comentario, una curva eliptica suave es la clausura en el espacio proyectivo de un
conjunto de la forma {(x,y) € C? : y2 = p(x)} con p € C[x] de grado 3 y sin raices
multiples, donde C? € P2(C) via (x,y) = (x : y : 1). Toda curva eliptica suave es una
variedad compleja difeomorfa a un toro, y por lo tanto biholomorfa a T; para algin t €
H. Reciprocamente, todo toro complejo T; es biholomorfo a una curva eliptica suave via
la funcién de Weierstrass. Una demostracidon de esto se puede encontrar en [28]. En el
“Capitulo 3” de esta tesis, estudiaremos la familia de Legendre, que es una familia de
curvas elipticas {y2 = x- (x — 1) - (x — t)},cont € C — {0; 1}.
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1.3 El Espacio Tangente de una Variedad Compleja

Sea M una variedad compleja de dimensidon ny sea p € M, nos gustaria que el espacio
tangente de M en p sea un C-espacio vectorial de dimensidn n. Hay varias maneras de
lograr esto. Una de ellas, la que desarrollaremos en la seccién 1.3.2, es tomar el espacio
tangente Tp(M), viendo a M como una variedad diferencial (de dimensién real 2n), y
ver que toda carta compleja (U, ¢) alrededor de p me induce una estructura compleja
Jp sobre Tp(M) (como definimos en la seccién 1.1.3.). Veremos que dicha estructura

compleja no depende de la carta elegida, obteniendo asi una estructura natural de C-
espacio vectorial sobre T,, (M) de dimensidon n, como queriamos.

e Comentario: En vista de las definiciones hechas hasta el momento, “Estructura
Compleja” puede significar dos cosas distintas dependiendo del contexto. Una
estructura compleja sobre un R-espacio vectorial es un endomorfismo que
compuesto consigo mismo da el opuesto de la identidad. Una estructura
compleja sobre una variedad M es un atlas complejo maximal. Dependiendo del
contexto, se debe interpretar cual definicidn aplica.

Mas en general, dada una variedad diferencial M de dimensién 2n (no necesariamente
una variedad compleja), podriamos tratar de asignar, por cada p € M, una estructura
compleja J,, sobre T, (M), convirtiendo a este en un C-espacio vectorial de dimensién n.
Esta asignacion es lo que llamamos una “Estructura Cuasi-compleja”, concepto que
desarrollaremos en la seccién 1.3.3. Alli enunciaremos el teorema de Newlander-
Nirenberg, que me da condiciones necesarias y suficientes para que una estructura
cuasi-compleja en M venga inducida por una estructura de variedad compleja sobre M.

Es importante saber que existen otras formas de definir el espacio tangente en p de una
variedad compleja M (las cuales no desarrollaremos en profundidad). Una de ellas es
hacer una mimica con la definicién para variedades diferenciales, en donde definiamos
el espacio tangente en p € M como el espacio de derivaciones X, : C;,’"(M) - R.
Definiriamos entonces, el espacio tangente complejo de M en p, como el conjunto de
funciones C-lineales X, : H,(M) — C que satisfacen la regla de Leibniz, siendo H,(M)
los gérmenes de funciones holomorfas f : U — Calrededor de p. Otra definicion posible
de espacio tangente complejo, que desarrollaremos brevemente en la seccion 1.4.3, es
definirlo como un C-subespacio de T, (M)C generado por ciertos vectores
0/0zy |, ...0/0z, |, (donde T,(M) es el espacio tangente de M visto como variedad
diferencial). La ventaja de la definicién original por sobre estas dos definiciones, es que
permite una relacién directa entre los conceptos de geometria diferencial y geometria
compleja. Por ejemplo, veremos que una funcién diferenciable f : M — N es holomorfa
siy solo si dfy, : T,(M) — Tg(,y(N) es C-lineal para todo p, enunciado que no tendria
sentido con las otras dos definiciones.

Antes de ponernos a hablar del espacio tangente complejo, comenzaremos esta seccion
dando una breve introduccién a los “Fibrados Vectoriales Complejos y Holomorfos”
(seccion 1.3.1). Este concepto es importante pues cada una de las definiciones de
espacio tangente complejo induce un fibrado vectorial holomorfo T(M), el fibrado
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tangente. Decimos que las tres definiciones son equivalentes porque inducen fibrados
vectoriales naturalmente isomorfos. Con “naturalmente isomorfos” nos referimos a lo
siguiente: Con cada definicién de espacio tangente complejo hay una manera de definir
“el diferencial de una funcién holomorfa” convirtiendo a la aplicacion M — T(M) en un
funtor de la categoria de variedades complejas en la categoria de fibrados vectoriales
holomorfos. Con “fibrados vectoriales naturalmente isomorfos”, nos referimos a que
dichos funtores son naturalmente isomorfos.

1.3.1 Fibrados Vectoriales Complejos y Holomorfos

En esta seccién haremos una breve descripcion de los conceptos basicos de fibrados
vectoriales que usaremos mas adelante. Una descripcion mas completa se puede
encontrar en [19] o en [32].

Fibrados Vectoriales Complejos

La definicion de “fibrado vectorial complejo” es analoga a la de “fibrado vectorial real”,
pero cambiando “IR” por “C” y manteniendo el término “diferenciable”. Concretamente,
un fibrado vectorial complejo de rango n sobre una variedad diferenciable B, es una
familia de C-espacios vectoriales {E}},cp, de dimensién n, con una estructura de
variedad diferenciable sobre E = [[,¢g E}, tal que

e Laproyeccion i : E - B definida porm(x) = bsix € E,, es C*®
e Para todo b, € B existe un entorno abierto U € B de b, y un difeomorfismo
(lamado “trivializacién”) ¢ : U x C* - = 1(U) tal que
i) mo¢@ : U XC"— U es la proyeccion sobre la primer coordenada
i) Para cada b € B la aplicacion v € C" — ¢(b,v) € E, es C-lineal

Equivalentemente, podemos pensar que un fibrado vectorial complejo consiste en dos
variedades diferenciales E, B, una funcién diferenciable m : E - By, paracada b € B,
una estructura de C-espacio vectorial sobre w~1(b) de modo tal que existan
trivializaciones, en el mismo sentido que antes.

Si (U,@) y (V,u) son dos trivializaciones de un fibrado vectorial complejo 7 : E — B,
conUNV #@,entoncesu™top: (UNV)XC* > (UNV) X C"esde laforma

W rop)b,v)=(bCDb)v)

ParaciertaC : U NV — GL,, (C), llamada “matriz de transicién”. La primera coordenada
da b porque @(b,v) € E, y u=1(E,) = {b} X C". Denotamos @, := @(b,—) : C* > E,
(y similarmente u,). La segunda coordenada es (1,1 0 ¢,)(v) y como @, y pp son
isomorfismos lineales, existe una tal matriz inversible C(b). De hecho, dar un fibrado
vectorial complejo sobre B es equivalente a dar un cubrimiento por abiertos {U;};c; de
B y una familia de funciones {Ci,j U N U; - GLn((C)} diferenciables tales que (ver
[32])

i) Ciy=1d, Vi
i) Cij - G =1dn Vi)
iii) Gy G Cha = 1dn VI K
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En la practica, en general, se tiene una asignacién b € B — E;, con E;, un C-espacio
vectorial, pero no es trivial cémo darle una topologia ni estructura diferenciable al
conjunto E = [[,¢p E}. El siguiente lema (ver [19], Lema 10.6) nos dice que basta con
dar un cubrimiento de B por trivializaciones cuyas matrices de transicién sean
diferenciables.

- Lema (para construir fibrados vectoriales): Sea B una variedad suave y sea Ej,,
para cada b € B, un C-espacio vectorial de dimensién n; sea E = [[,cp E}, y sea
m : E - B la proyeccion, supongamos que tenemos los siguientes datos.

i) Un cubrimiento por abiertos {U, };¢; de B.

ii) Para cada i € I, una biyeccién ¢; : U; X R"* -» = 1(U;) tal que T o ¢; :
U; X R™ = U; es la proyeccion en la primera coordenada y tal que, para
cada b € U;, la aplicacion v € R"™ - @;(b,v) € E}, es C-lineal.

iii) Por las propiedades anteriores, para cada i,j € I con U; N U; # @ existe
Cij : Uy N U; > GL,(C) tal que

(9,7t 0 ;) (b,v) = (b, C;j(b) - v)
Supongamos que C;; es diferenciable
Entonces E tiene una Unica topologia y estructura diferenciable que hace de i :
E - B un fibrado vectorial complejo con trivializaciones (U;, ¢;) i¢;-

Complexificacion de un Fibrado Vectorial Real

Si el ejemplo basico de fibrado vectorial real era el fibrado tangente T(M), el ejemplo
basico de fibrado vectorial complejo es la complexificacidn del fibrado tangente T (M)C.
Mas en general,sim : E = B es un fibrado vectorial real, podemos complexificarlo de la
siguiente manera. Sea E¢ :=]],¢p Eb<C y 7t : E® > B la proyeccién, si tomamos una
trivializacion ¢ : U X R® - 7~ 1(U) del fibrado real, definimos @ : U x C* - 7~ 1(U)
via

@b, v+iw):=p,v)+i-e(b,w) VbeEU Yv,weR"

Es decir, @(b, —) : C" > E, es la extension C-lineal de ¢ (b, —) : R™ - E,. Es claro que
@ es biyectiva, T 0 @ es la proyeccidn en la primera coordenaday @ (b, —) es C-lineal. Si
U es otra trivializacidn, la matriz de transicion de @ a fi es la misma que la de ¢ a u. En
particular, las matrices de transicion de E€ son C®, asi que el Lema anterior nos dice
que hay una Unica topologia y estructura diferenciable sobre E€ que hace de 7 : E¢ —
B un fibrado vectorial complejo con trivializaciones (U, ¢). De hecho, tomando parte
real e imaginaria, EC se identifica con una subvariedad de E X E

EC ={(x,y) €E XE : n(x) = n(y)}

Notar que todo fibrado vectorial complejo es un fibrado vectorial real, identificando C™
con R?" y viendo a E};, como un R-espacio vectorial (restringiendo la accién). Asi como
las maneras de convertir un R-espacio vectorial IV de dimensiéon 2n en un C-espacio
vectorial de dimensidon n estan en biyeccién con los endomorfismos reales /] € End(V)
tales que J o J = —Idy ; las maneras de convertir un fibrado vectorial real T : E = B de
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rango 2n, en uno complejo de rango n, estan en biyeccién con las secciones | : B =
End(E) tales que J, 0], = —Idg, para todo b € B (ver més abajo la definicién de
“seccion” y la estructura del fibrado vectorial End(E)). Si E es el fibrado tangente de
una variedad diferenciable, estas secciones ] : M — E_nd(T(M)) son lo que llamaremos
“Estructuras Cuasi-complejas”.

Fibrados Vectoriales Holomorfos

La definicién de “fibrado tangente holomorfo” es igual a la de “fibrado tangente
complejo” pero cambiando el término “diferenciable” por “holomorfo”. Es decir,
pedimos que E y B sean variedades complejas, que  : E — B sea holomorfa y que las
trivializaciones ¢ : U X C"* - 1 (U) sean biholomorfismos. De esta manera, la matriz
de transicién entre dos trivializaciones C: U NV — GL,(C) serd una funcién
holomorfa. De hecho, si en el lema que usamos para construir fibrados vectoriales
complejos, pedimos que B sea una variedad compleja y que las matrices de transicién
Cij : U; N U; - GL,(C) sean holomorfas, entonces E = [[,cpE, tiene una Unica
estructura compleja que hace de m: E —» B un fibrado vectorial holomorfo. Mas
adelante veremos que el fibrado tangente T(M) de una variedad compleja es un fibrado
vectorial holomorfo.

Secciones y Marcos

Si m: E > B es un fibrado vectorial real/complejo, una seccion es una funcién
diferenciable o : B - E talque m 0 0 = Idg, estoes, a(b) € E, paratodob € B.SiU
B es abierto, al conjunto de secciones de  : t~1(U) — U lo denotamos I'(U,E). En el
caso del fibrado tangente, las secciones son precisamente los campos vectoriales. Si
estamos trabajando con un fibrado vectorial holomorfo, al conjunto de secciones
holomorfas en U lo denotamos O (U, E). Notar que I'(U, E) es un C*(U)-mddulo si el
fibrado vectorial es real, un C®(U)%-médulo si es complejo, y si es un fibrado vectorial
holomorfo, O(U, E) es un H(U)-mddulo, siendo H(U) las funciones holomorfas U — C.
Una vez veamos que el fibrado tangente de una variedad compleja es un fibrado
vectorial holomorfo, tendrd sentido llamar “campos holomorfos” a las secciones
holomorfas de dicho fibrado vectorial.

En fibrados vectoriales reales/complejos/holomorfos de rango n, un marco local es un
conjunto de secciones dj, ..., 0, en un abierto U € B, tales que {0, (b), ..., 0,(b)} es una
base de Ej, para todo b € U. Una trivializacién ¢ : U X K"® » 771(U) (con K=R 6 C
segln corresponda) me induce un marco local via g; = @(—, ¢;), siendo e; € K" el i-
ésimo vector candnico. En el caso del fibrado tangente, si tomamos la trivializacién
inducida por una carta ¢, entonces g; = d/d¢;. Reciprocamente, todo marco local
{04, ..., 0,,} me induce una trivializacién via

<p(b, (ay, ...,an)) =a, o,(b) +:+a,-og,(b)

Asi que dar una trivializacién es equivalente a dar un marco local. Mas aun, si C es la
matriz de transicion entre dos trivializaciones, entonces es la matriz de cambio de base
entre sus marcos inducidos.
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Sub-fibrado

Sea m : E — B un fibrado vectorial de rango n y sea k < n, llamamos “sub-fibrado
vectorial de rango k” a una subvariedad E € E tal que E}, := E N E}, es un subespacio
de E, de dimensién k para todo b € B, y tal que 7|z : E — B es un fibrado vectorial.
Uno podria argumentar que esta definicion tiene un problema, no pedimos ninguna
relacion entre las trivializacionesde m : E = B ylas de |z : E — B (como si haciamos
para definir “subvariedad”). Uno podria pedir en la definicién que paratodo b € B exista
una trivializacién ¢ : U X K* - 7~1(U) en E, alrededor de b, y un subespacio § € K"
de dimensién k tal que @|yxs : U XS > n~2(U) N E sea un difeomorfismo (y, en
particular, una trivializaciéon de |z : E — B). Afortunadamente, de la definicién
original, se puede deducir que existen trivializaciones de estas caracteristicas.

Sea  : E = B un fibrado vectorial de rango n y sea m|z : E = B un sub-fibrado de
rango k, entonces toda trivializacién @ : U x K¢ - 7=1(U) n E del sub-fibrado, me
induce un marco local {0y, ..., 0} en U, siendo o; = @(—,e;) con e; € K¥ el i-ésimo
vector candnico. Notar que estas también son secciones de m: E — B. En [19]
(Proposicion 10.15) se demuestra que para todo b € U existe un entorno abierto V € U
de b y secciones 0y41, ..., 0, : V — E tales que {0y, ..., 0,,} es un marco en E. Esto me
induce una trivializacién ¢ : U X K* - 7~1(U) via

(p(b, (aq, ...,an)) =a, 0,(b) + -+ a, - o,(b)

Si tomamos S = K¥ x {0} % € K", entonces ¢|yxs = @ asi que efectivamente
tenemos trivializaciones del fibrado m : E — B que se restringen a trivializaciones del
sub-fibrado.

Morfismos de Fibrados Vectoriales

Dados dos fibrados vectoriales reales/complejos m: E = By 7t : E — B, decimos que
una funcién diferenciable f : E — E es un morfismo entre ambos fibrados si existe una
funcién g : B —» Btalque 7t o f = g o m (de existir una tal g, es Unica y diferenciable) y
sif:E,— Eg(b) es lineal. Si B = B, entonces exigimos que g = Idg para llamar a f
“morfismo”, de modo que #o f =my f : E, —» E,. Si E y E son fibrados holomorfos,
pedimos que f sea holomorfa. De esta manera, los fibrados vectoriales
reales/complejos/holomorfos forman una categoria. Decimos que un fibradom : E —» B
es trivial si es isomorfo al fibrado m : B X V — B, equivalentemente, si existe un marco
global.

Sea E y E fibrados vectoriales de misma base B y sea U S B un abierto, entonces todo
morfismo f:E—>E entre ambos fibrados me induce un morfismo
C®(M)/C*(M)®/H(M)-lineal (segin corresponda) f : I'(U,E) —>F(U,E") (o f:
O(U,E) -» O(U,E)) via f(o)(b) :=f(a(b)). De hecho, todo morfismo de mddulos
entre estos espacios viene inducido por un morfismo entre los fibrados vectoriales (ver
[19], lema 10.29)
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El Hom Interno

Dados dos fibrados vectoriales sobre unamismabasen : E — By : E — B, definimos
el “Hom interno” Hom(E,E):=lpep Hom(E,,E,) y p:Hom(E,E)>B la
proyeccién. Sean ¢ y @ trivializaciones de E y E respectivamente, sobre un mismo
abierto U € B, definimos p : U X C™*" - p~1(U) via

u(b,A) = P,0A0¢, ™" : Ey > Ey

Donde A : C* - C™ es la funcién v — A - v. Reciprocamente, si f € Hom(E,, E,) con
b € U (estoes, f € p~1(U)), entonces u~1(f) = (b, A) siendo A la matriz asociada a la
transformacion lineal @, ™" o f 0 ¢, : C* = C™. Es claro que p o u es la proyeccion en
la primera coordenaday que A € C"™*" - u(b,A) € Hom(Eb,E'b) es lineal. Si 9y 9 son
otras trivializaciones de E y E respectivamente, sea p’ :V X C™<" — p~ (V) la
trivializacion inducida, sea C la matriz de transicién de ¢ a 9 y sea C la matriz de
transicién de @ a I, entonces la funcién de transicion de papy ' enb € U NV es

AeC™™ - C(b)-A-C(b)~* e C™m

Como C y C son diferenciables/holomorfas, la funcién de transicion también lo es.

Luego, por el lema para construir fibrados, p : Hom(E, E') — B es un fibrado vectorial.
Denotamos End(E) := Hom(E, E).

Otras Construcciones

Hay diversos fibrados vectoriales que se pueden construir a partir de uno o dos fibrados
vectoriales, digamosw : E = Bym : E = B. Previamente describimos E€ yHo_m(E, E)
A continuacion damos algunos ejemplos, sin exhibir las trivializaciones ni demostrar que
la matriz de transicion es diferenciable/holomorfa

e E @ E, quetiene por fibrasobre b € BaE, @ E,.

e E Qg E, quetiene por fibrasobre b € Ba E, Q Ej,.

e Bilk(E), que tiene por fibra sobre b € B a las funciones E, X E,, — K bilineales.

e A, (E), que tiene por fibra sobre b € B a las funciones E, X =X Ej, > R
multilineales y alternadas en k variables.

1.3.2 El Espacio Tangente Complejo
Sea M una variedad compleja de dimensidon n, seap € M y sea ¢ : U — C" una carta
alrededor de p, entonces dg,, : T,,(M) — C" es un isomorfismo R-lineal. Sean ey, ..., e,

los vectores candnicos en C", denotamos
d/0x; lp := d(p(;%p)(ei) ; 0/0y; lp = d‘P(;%p)(i )

Que forman una base real de Tp(M). Pullbackeando la estructura compleja de C™ via
de, : T,(M) — C", obtenemos una estructura compleja en T,,(M). Concretamente,
obtenemos la transformacién R-lineal J,, : T,,(M) — T, (M) definida por

]p(a/axi |p) = a/ayi |p ) ]p(a/a% |p) =—0/0x; |p
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Efectivamente, ]p2 = —Id asi que esto es una estructura compleja sobre Tp(M). De
hecho, es la Unica estructura compleja en T,(M) que hace que dg,, : T,(M) — C" sea
C-lineal. Afirmo que la estructura compleja J,, no depende de la carta elegida. Para verlo,
sea @ otra carta alrededor de p, veamos que d@, : T,(M) — C" es C-lineal con la
estructura compleja inducida por ¢. Tenemos que

d@, =D(@ o ‘P_l)tp(p) odg,

Como @ o ¢~ ! es una funcién holomorfa entre abiertos de C*, D(@ o go‘l)q)(p) es C-
lineal (ver seccién 1.2.1) y como d¢, es C-lineal con la estructura compleja J,, d@,
también lo es.

Vimos entonces que si M es una variedad compleja de dimension ny p € M, entonces
hay una estructura compleja canodnica J,, sobre Tp(M) qgue hace del tangente un C-

espacio vectorial de dimension n. De hecho, {6/6xl- |p}i_1 , esuna base compleja de

T,(M) ya que, sean ay, ..., Gy, by, ..., b, € R

N 9 9 c 9
Z(ak'a_xklp+bk'a_yk|p) =;(ak+l'bk)'a—xk|p

k=1

La aplicaciéon | : M — M(T(M)) es una seccion C* pues, en el marco inducido por
cualquier carta, las coordenadas de J son constantes (en particular C®). Esto prueba que
T(M) es un fibrado vectorial complejo. Afirmo que, mdas aun, es un fibrado vectorial
holomorfo.

Seam: T(M) —» M la proyeccion y sea (U, ) una carta compleja en M, definimos la
trivializacion @ : U X C* -» w=1(U) en T(M) via

P, v) = do, ) @)

Es claro que @ es una biyeccién, quer o @ : U X C* = U es la proyeccién en la primera
coordenada y que v € C"* —» @(p,v) € T,(M) es C-lineal, por como definimos la
estructura compleja en T,(M). Si tomamos otra carta (V,u) con UNV # @, sea
popt=(f1,...fp) con f;: @(UNV)—>C, la matriz de transicién entre ambas
trivializaciones @y fienp € M es

0f1/6.21(p) afl/a.zn(p)>

0fin/2: (D) 0fn/32 (D)

Como fi, ..., fn son holomorfas, sus derivadas también lo son asi que la matriz de
transicion U NV — GL,,(C) es una funcion holomorfa. Luego, existe una Unica topologia
y estructura compleja en T(M) que hace de mw:T(M) - M un fibrado vectorial
holomorfo con trivializaciones (U, ). Estas también son trivializaciones de T(M) como
fibrado vectorial real, asi que la topologia y estructura diferenciable de T(M) sigue
siendo la misma.

D(uo o™y = (
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Ver al espacio tangente como un C-espacio vectorial nos permite relacionar la estructura
diferencial de la variedad con su estructura compleja, como muestran las siguientes dos
proposiciones

e Proposicién: Una funcidn diferenciable f : M — N es holomorfa si y solo si el
diferencial df,, : T,(M) — T¢)(N) es C-lineal para todo p € M.

e Proposicion: Sea M una variedad compleja y NS M una subvariedad
diferenciable, entonces N es una subvariedad compleja si y solo si Tp(N) es un
subespacio complejo de T,,(M) para todo p € N, es decir, si J,, - T,(N) € T,(N)

La primera proposicion la demostraremos en la seccidén 1.4.2. La demostracién de la
segunda proposicion se puede encontrar en [14].

1.3.3 Estructuras Cuasi-Complejas y el Teorema de Newlander-Nirenberg
Sea M una variedad diferenciable, una estructura Cuasi-Compleja sobre M es una

seccion suave | : M — E_nd(T(M)) tal que ]1[,2 = —Id para todo p € M. Decimos que J
es integra si viene inducida por una estructura de variedad compleja en M. Si tenemos
dos variedades diferenciales M y N equipadas con estructuras Cuasi-complejas J y
respectivamente, decimos que f: M — N es holomorfa si es suave y satisface
dfp o], = ff(p) o df, para todo p € M. Es decir, una funcion diferenciable f : M - N
es holomorfa si y solo si df, : (T,(M),],) = (T (N), J¢(»y) es C-lineal para todo
punto p € M.

La nocidn de “Estructura Cuasi-compleja” es importante, entre otras cosas, porque nos
permite flexibilizar la nocién de “Variedad Compleja” preservando muchas herramientas
de la geometria compleja. También es importante para responder preguntas del tipo
“éAdmite M una estructura de Variedad Compleja?” cuando M es una variedad
diferencial. En general, como paso previo a responder dicha pregunta, se hace la

Ill

pregunta mas débil “¢Admite M una estructura Cuasi-Compleja?”. Esto se puede ver,
por ejemplo, en [4], donde se prueba que S™ admite una estructura cuasi-compleja siy
solosin = 2 6 6. Se sabe que S? admite una estructura de variedad compleja (la esfera
de Riemann), pero al dia de hoy se desconoce si esto es cierto para S°.

El Teorema de Newlander-Nirenberg nos caracteriza cuando una estructura Cuasi-
compleja es integra, es decir, cudndo viene inducida por una estructura de variedad

compleja sobre el espacio (ver [2])

e Teorema (Newlander-Nirenberg): Sea M una variedad diferenciable, sea J una

estructura Cuasi-compleja sobre M y sea X € X (M) un campo suave en M,
denotamos J - X € X' (M) al campo definido por (J - X),, = ]p(Xp). La estructura
Cuasi-compleja J es integra siy solo si

J-X,J-Yl—=J-[X,]J-Y]I=]-J-X,Y]-[X,Y] =0 VX, YeX(M)
Siendo [—, —] el corchete de Lie de campos vectoriales.
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Sea N](X, Y) el lado izquierdo de la ecuacién que aparece en el teorema de Newlander-
Nirenberg, es facil verificar que N; es C*(M)-bilineal y alternado. Se puede probar que
si X,Y € X(M) son tales que X, =X, y Y, =Y, para cierto p € M, entonces
N, (X, V), = N, (X, ?)p asi que podemos pensar a N, como una seccién del fibrado

vectorial sobre M que tiene por fibra sobre p € M a las funciones R-bilineales y
alternadas T,,(M) X T,(M) — T,,(M).

Es facil verificar que si X es un campo, entonces N;(X,] - X) = 0. Si M es una variedad
diferenciable de dimensién 2 con una estructura cuasi-compleja J, sea X un campo en
M definido localmente, entonces {X,/:-X} es un R-marco local en M. Como
N](X,] - X) = 0, por la alternancia de Nj concluimos que N; = 0y, por el teorema de
Newlander-Nirenberg, ] es integra. Vimos entonces que toda estructura cuasi-compleja
en una variedad diferenciable de dimension 2, es integra.
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1.4 Formas Complejas

Como mencionamos en la introduccion, uno de los temas centrales de esta tesis es la
descomposicion de Hodge. Para entenderla, debemos entender cdmo se comportan las
formas diferenciales de una variedad compleja.

Antes de estudiar las formas de variedades complejas, debemos estudiar las formas en
C-espacios vectoriales (seccién 1.4.1). Si VV es un R-espacio vectorial, denotamos A (V)
al conjunto de funciones R-multilineales y alternadas w:V XXV - R en k
variables. En la seccién 1.1.1 vimos que si V es un C-espacio vectorial, tenemos una
descomposicién

Hompg(V, C) = Hom¢(V,C) @ Homg(V,C) (x)

Veremos que esto induce una descomposicidon

A (V)E = ARO(V) @ 4K (V) @ - © A% (V)
Luego, si M es una variedad compleja, definimos una (p, q)-forma como una funcién
diferenciable p € M - w, € AP (Tp(M)), es decir, una seccion del fibrado

Ap'q(T(M)). Si denotamos 2P4(M) al conjunto de (p, g)-formas en M, tendremos la
descomposicién

QEME = 0KO(M) @ 051 (M) @ -+ @ 0°* (M)

En la seccién 1.4.4 estudiaremos como se relaciona el diferencial de formas con esta
descomposiciéon inducida por la estructura compleja en M. Concretamente, extendiendo
a la complexificacion d : Q¥(M)C¢ - 2¥+1(M)C, veremos que

d(QPa(M)) € QPLa(M) @ 2PI1(M)

Siw € NP4(M), definiremos dw y dw como las proyecciones de dw sobre NP*14(M) y
NPA+1(M) respectivamente, estos son los llamados “Operadores de Dolbeault”.
Estudiaremos algunas propiedades de estos operadores y veremos que inducen
complejos de cadenas, cuya cohomologia llamamos “Cohomologia de Dolbeault”.

En la seccién 1.4.2 nos enfocaremos en probar que una funcién f : M — N diferenciable
es holomorfa siy solo si dfy, : T,(M) — T, (N) es C-lineal para todo p. Bastara con

probar el caso N = C. Para probarlo, introducimos las 1-formas complejas dz; inducidas
por una carta compleja (U, @), que a cada p € M le asigna la funcién C-lineal 7; o de, :
Tp(M) — C (siendo m; : C"* — C la proyeccion sobre la i-ésima coordenada). Por la
descomposicién (), por cada p, las 1-formas {dzl, e, dz,,dz,, ,d_zn} evaluadasen p
formaran una base de HomR(Tp(M), (C). Denotamos df /dz; (p) y df/0z, (p) a las
coordenadas de df, en dicha base, de modo que

9 =9 _
daf, =27;(p>-dzi+2é<p>-dzl
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Notar que df, es C-lineal si y solo si df/0z (p) =0 para todo i. Calcularemos
0f /0z; (p)y df /0z, (p) en términos de sus derivadas reales df /dx; (p) y df /dy; (p),
y probaremos que df/0z, (p) =0 si y solo si f es holomorfa. En la seccién 1.4.3
estudiaremos los operadores 9/0z; |, y 8/0Z, |,,, que interpretaremos como vectores
enT, (M) cuyas coordenadas ya habremos calculado en la seccién anterior.

1.4.1 Las (p, q)-Formas en Espacios Vectoriales

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n, denotamos A (V) al espacio de funciones
multilineales alternadas w : V X XV — R en k variables. Podemos pensar a la
complexificacién A, (V)® como el conjunto de funciones w : V X -+ X V — C que son R-
multilineales y alternadas. El producto wedge A:A,(V) XA, (V) - Ax (V) lo
podemos extender de una Unica forma a una funcién A : A, (V)¢ x 4,(V)¢ - A, (V)C
que sea C-bilineal. De esta forma, si a4, ..., @y € Homg(V,C) y v4, ..., v € V, entonces
(ay A ... Aay)(vy, ..., vg) es el determinante de la matriz en C¥** cuya coordenada (i, j)

es ai(vj). Para simplificar notacion, denotamos «a; := a; A ...Aa; conl = (iq, s ig)
crecientes, y también definimos |I| := k. Algunas observaciones sencillas de hacer son

- Si{ay, ..., a,} es una base compleja de Homg(V, C), entonces {a; : |I| = k} es
una base compleja de 4, (V).
- Sia € A, (NCypB e AW entoncesa AB=anf

Si V es un C-espacio vectorial de dimensién n, teniamos la descomposicién
A; (V)¢ = Homg(V,C) = Hom¢(V, C) @ Home(V, C)

Con Homg(V,C) = Hom¢(V,C), asi que si {ay,..,a,} es una base compleja de
Hom¢(V,C) (por ejemplo, la base dual de una base compleja en V), entonces
{ay, ..., @,} es una base compleja de Homg(V,C) y {4, ..., @y, @4, ..., @, } €s una base
compleja de Homg(V, C). Luego {a, Nay: I+ )] = k} es una base compleja de
A, (V)E. Esto motiva definir

APAWV) :=(ay Aa;: I =p, ]| = q)c S Apsg(V)C

Si {1, ..., Bn} es otra base compleja de Hom¢(V, €), es facil verificar que f3;, /\EJO es
combinacion C-lineal de los {a, Nay: I =1Ll ]| = I]OI}, asi que la definicion de
AP(V) no depende de la base compleja elegida. Como {a, Nay s I+ 1] = k} es una
base compleja de A, (V)C, concluimos que

AV)° = AROW) @ A1 (V) @ - @ AP (V)

Observar que si p > n o si ¢ > n, entonces AP9(V) = 0 asi que a partirde k =n la
longitud de la descomposicién empieza a decrecer hasta llegar a A4,, (V)¢ = A™* (V).
Notar también que A°(V) = Hom¢(V, C) y que A% (V) = Homg(V, C) asi que en el
caso k =1 obtenemos la descomposicién que ya conociamos. Las siguientes
propiedades son faciles de demostrar
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- Siw € AP1(V)yt € AP4(V), entonces w AT € APTPAYA(M)

- T = (V)

- El espacio A*°(V) es el conjunto de funciones w : V X --- X VV — C que son C-
multilineales y alternadas. Anteriormente habiamos denotado A, (V) a dicho
espacio.

Recuerdo que un morfismo lineal f : V — W entre R-espacios vectoriales, me induce
un morfismo lineal f* : A, (W) — A, (V) via

@@y, v = 0(f (1), ., f(0))

El cual satisface la propiedad f*(w A7) = f*(w) A f*(). Siahora V y W son C-espacios
vectorialesy f : V. — W es C-lineal, es claro que

g € Hom¢(W,C) = g o f € Hom¢(V,C) ; g € Homg(W,C) = go f € Homg(V,C)

En otras palabras, si extendemos a la complexificacion f*: A, (W) - 4,(V)C,
entonces f*(AY(W)) € AY (V) y f (A% (W)) € A% (V). Como sigue valiendo la
propiedad f*(w A1) = f*(w) A f*(1) al extender a la complexificacion, concluimos
que

- Lema:Sif : V = W es un morfismo C-lineal, entonces f* : 4, (W)¢ - A4, (V)¢
satisface f*(AP9(W)) € AP4(V)

Fibrado de (p, g)-formas

Sea m:E > B un fibrado vectorial complejo y sea ¢ : U X C"* > 7~ 1(U) una
trivializacién, entonces ¢, : C* = E, es C-lineal asi que ¢,* : A,(E,)C - A, (CM)C
satisface  ¢,*(AP9(E,)) = AP4(C"). Una trivializacién del fibrado A, (E)®
i= [lpep Ax(Ep)C es @ : U X A (CM) — 771 (U) dada por ¢(b, v) := (¢,") 7 (v). Sila
restringimos a U X AP"9(C") obtenemos una trivializacion de AP*4(E) :=[{,c5 AP9(E}p)
asi que AP (E) es un sub-fibrado de A, (E)°C.

- Observacién: Sean 2*(E) las secciones de A,(E) y NP4(E) las de AP4(E),
entonces
Q4(E)E = 05°(E) @ 011(E) @ - @ 0°%(E)

1.4.2 Funciones Holomorfas y 1-Formas
Sea M una variedad compleja de dimension n y sea p € M, habiamos visto que Tp(M)

es un C-espacio vectorial de dimensidon n y que, si tomamos una carta, entonces
{6/6xk |p}k=1,...,n es una base compleja de dicho espacio. Sea {dz, ...,dz,} su base
dual, que son funciones C-lineales T,(M) — C, entonces dz, = dx; + i dy, siendo
{dxy, dYi}i=1,..n la base dual de {9/dx, |p, 0/ 0y |P}k=1,...,n' Dicho de otra forma, si
(U,p) es una carta en M que nos induce un C-isomorfismo dg, : T,(M) — C7,

entonces dz,(v) es la k-ésima coordenada de d¢, (v), mientras que dx;(v) y dy; (v)
son respectivamente la parte real e imaginaria de dicha coordenada.
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Como {dzy, ...,dz,} es una base del conjunto de funciones C-lineales T,(M) — C, si
definimos dz, := dz, = dx, — i - dy, vemos que {dz,...,dz,,dz,...,dZ,} es una
base compleja del conjunto de funciones R-lineales T,,(M) — C.

- Observacidn: La aplicacién que a cada p € U le asigna dzy, : Tp(M) — Ctambién
la denotamos dz; (similarmente con dz). De esta forma, {dz,, ..., dz,} es un
marco local en Ql'O(T(M)) y {dZ,, ...,dZ,} es un marco local en .(20'1(T(M)),
ambos inducidos por una carta (U, ¢).

Si f : M — C es una funcién diferenciable, entonces df,, : T,(M) — C es R-lineal y, por
lo recién mencionado, existen unicos a, ..., a,, by, ..., b, € C tales que

dfp=a1'le+'-'+an'dZn+b1'dZ_1+-'-+bn'dZ_n

Notar que df, es C-lineal si y solo si by,...,b, =0, veamos como calcular las
coordenadas de df,. Escribiendo dzy =dx,+i-dy, y dzy =dx,—1i-dyy,
obtenemos

n n
dfp=Z(ak+bk)'dxk+zi'(ak_bk)'dJ’k
k=1 k=1

Por otro lado, tenemos que

n n
of af
df, = ZW(P) - dxy +ZO—(P)'dYk
=1k =10k
Y como {dxy, ..., dx,,dy,, ..., dy, } forma una base compleja del conjunto de funciones

R-lineales T,,(M) — C, debe ser

f

ak+bk— (p) y i-(ag— bk)— f

(p) Vk=1,..,n

Resolviendo el sistema concluimos que paracada k =1, ...,n
f f af of
ay = (p) - (p) by = (p) +i-=—()
2 2 yk

Observemos quesi f =u+1i-v,conu,v: M — R, entonces
Jdu dv
2.bh, = —00 _ 2 -
k= G (p) Ay (p)+i < () + (p)>

Asi que b4, ..., b, = 0 siy solo si u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
p. Vimos entonces la siguiente proposicion

e Proposicién: Sea M una variedad compleja y sea f : M — C diferenciable,
entonces f es holomorfa siy solo si el diferencial df, : Tp(M) — C es C-lineal
paratodop € M
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Yusandoque f : M = N es holomorfasiysolosigo f : M = C es holomorfa para toda
g : N = C holomorfa, concluimos que

e Corolario: Sean M y N variedades complejas y sea f : M = N diferenciable,
entonces f es holomorfa siy solo si df, : T,(M) = T¢,)(N) es C-lineal para
todop € M

1.4.3 Las derivadas complejas 3/0z;, ,3/0z,
Tomando una carta (U, ¢) en una variedad compleja M, consideremos los siguientes

elementos en T,,(M)*®

J 1 ( 0 0 ) _ J 1 ( d n d )
aZk |p T 2 axk |p ' ayk |p ’ az_k |p o 2 axk |p ' ayk Ip
Si extendemos a la complexificacion 9/0x |, 8/0yy |, : C2(M)® - C, entonces

podemos considerar que 8/0z |,,0/0Z |, C,},’°(M)(C — C, donde C;"(M)(C son los
gérmenes en p de funciones diferenciables f : V — C, con V € M entorno abierto de p.

- Observacidon: Si f : U = C es holomorfa, con parte real u y parte imaginaria v,

por las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos ver que

d du - dv
ab(f) =a—xk(P)+l'a—xk(P)

La importancia de estos operadores radica en que, si f : M = C es diferenciable
n n
af af _
dfy = ) =) dze+ ) =—()- dz
] aZk ] aZk

La demostracion es precisamente la cuenta que hicimos en la seccidn pasada. Podemos
pensar a d/0z, y /02, como secciones locales del fiborado T(M)¢, o podemos
pensarlos como funciones C®(U)® - C*®(U)C. En particular, si f:U—>C es
diferenciable, entonces es holomorfa siy solo si df /0Z, = 0 para todo k. Por ejemplo,
sif:C— Ceslafuncién f(z) = z+ Z = |z|?, entonces

Of vy . O\ _
5(2)—2, az‘(z)_z

Asique df, =Zdz+zdZy f no es holomorfa. Pensando a los operadores d/0z, y
d/02z;, como funciones C®(U)¢ - C*(U)¢, podemos componerlos obteniendo

o _1(0 o (¥ @
axl'ayj aylax]

aZl'aZj 4 6xi6x]- B 5yl(7y] —t

2 1 62 62 62 aZ
07,9z, 4 \oxdx,  aydy, - <ayiaxj - (')xl-(')yj>

92 1 [ 92 02 (9, @
02,0z, 4 \0x;0x; 0y.dy; = \oxdy;  0y.0%;
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Estas férmulas las usaremos mas adelante en la seccién 2.1.3. Notarquesi f : U = Ces
C®, el orden en que se derive no altera el resultado.

Recuerdo que en la seccidén 1.1.3 vimos que hay una biyeccion entre las estructuras
complejas | sobre un R-espacio vectorial V y las descomposiciones de la
complexificacion V¢ = S @ S. Concretamente, si J : V = V es una estructura compleja
en V y la extendemos a la complexificaciéon, entonces S = {v € V¢ : J(v) = i - v}. Més
aun, la aplicaciéon V — S definida por v - v — i - J(v) resultaba ser un isomorfismo de
C-espacios vectoriales.

En nuestro caso, Tp(M) tiene una estructura compleja J, y se puede verificar que
{8/0211p,...,0/02, |,} es una base de T,(M) :={v € T,(M)®: J,(v) = i-v}. Més
aun, elisomorfismov € T,(M) » v —i-J(v) € Tp(M) manda 8/0xy |, en20/0z |,.
De hecho T(M) := pem Tp (M) es un sub-fibrado vectorial de T(M)® y el isomorfismo
T,(M) - TP(M) es un isomorfismo de fibrados vectoriales T(M) — T(M). Esto nos da
una tercera definicidon equivalente de “Espacio Tangente de una Variedad Compleja”.

1.4.4 Los operadores de Dolbeault 9y 8

Sea M una vareidad compleja, denotamos 2P9(M) a las secciones del fibrado vectorial
Ap'q(T(M)). Si U es una carta de M, el conjunto {dz, Nz |l =p,lJl = q} es un
marco local en 2P9(M), y por lo tanto una base C*(U)-lineal de 2P4(U). De las
propiedades de A, (V)¢ y AP (V) cuando V era un C-espacio vectorial, deducimos las
siguientes propiedades

i) A QR(M)E x DHM)E - k(M€ es C®(M)C-bilineal
ii) Siw € M)yt e N'(M)E entonces wAB=wAT
i) A:QPI(M) X QPA(M) > QPTPArA(M)

iv) QFK(M)C = 20(M) @ N1 (M) B - D Nk (M)

V) nra(M) = N9°(M)

Notar que, si p >n 6 q > n, siendo n la dimensién de M, entonces QP4(M) = 0.

Luego, la longitud de la descomposicion en el item “iv)” va reduciéndose cuando k > n.
Por ejemplo, 22"~ (M) = Q™" 1(M) @ Q™1 (M).

Si extendemos el diferencial de formas a la complexificacién d : 2% (M)¢ —» Q1 (M)C,
observemos que d(dz, A dz‘]) = 0 ya que dz; A dz; se escribe como combinacion C-
lineal de los {dx,— A dy]-}. Luego, dado w € NP9 (M), si tomamos sus coordenadas en la
cartaU

w = z aIJ'dZI/\dZ_] = dw = Z dal']/\dZI/\dZ_]
1=p.|J|=q ll=p.|J1=q

Como a,; : U — C es diferenciable, habiamos visto que

n n
da;,; da,;
da =z J . dy +Z L. gz
L 0z k 07, k
k=1 k=1
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Asique da;; Adz; A dz; € QPTHU(U) @ QP9*1(U). Es decir, acabamos de probar que
d(()p'q (M)) c ortia(pM) @ NPati(M)
Si w € NP4(M), denotamos dw a la componente de dw en QP9 (M) y dw a la

componente en 2P9*1(M). En coordenadas

- da;,; _
6w=z Z 37 ~dzy Ndz ANdz,

k=1 |I|=p,|J|=q

n
_ da;; . _ _
6w=z Z —-dZ Ndz; ANdZ;
azk
k=1|I|=p,|Jl=q

Veamos algunas propiedades que satisfacen los llamados “operadores de Dolbeault”,
9 :NPI(M) - QP*LA(M)y 0 : NPA(M) — QP4+1(M). Es claro que ambos operadores
son C-linealesy que d = 9 + 0.Si f : M - C es diferenciable

n n
af = of
af_za dz, af_zE dz,
k=1 k=1
En particular f es holomorfa siy solo si df = 0. Si aplicamos dos veces el operador 9 a
una forma w € NP9(M)

0%a;;

99w = aZl'aZj

1<i,j<n |I|=p,|J|=q

~dz; Ndz; Ndz; Ndz

Como 02/0z;0z; = 8% /8z;0z;, el término (i, ) de esta suma coincide con el término
(j,1), pero con el signo opuesto (pues dz; Adz; = —dz; Adz;). Luego 0°=0vy
similarmente se prueba que 9% = 0. En particular

0=d?*=(0+0)o(0+0d)=02+00+00+02=00+00 = 00 =-00

Este operador 90 : QP9(M) — QPTL9+1(M) nos sera relevante luego (seccién 2.1.3),
asi que lo escribimos en coordenadas
- 0%ay;

dow = Z 970 47Nz A dz N7

1<i,jsn|ll=p,|J|=q
Los operadores 0 y 0 estan relacionados de la siguiente manera. Si w € 274(M)
0@ + 0@ = d(@) = d(w) = 0w + dw

Notemos que d@ € NI*tLP (M) y dw € NIP*T1(M), que estan en suma directa. Del otro
lado dw € NIP*1(M)y dw € NIt1P(M) asi que debe ser

dw=0m ;: dw=0m
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Veamos cdmo se relacionan estos operadores con el producto wedge. Sea w € 2P 9(M)
y @ € NP4(M), sabiamos que

dlwAd)=doAd+ (D* - oArdo

Siendo k = p + q. Reemplazando d = 0 + @, haciendo la distributiva y agrupando
obtenemos

A WAD) +I(WAB) =[0wA@+ (-1)* wAdB] + [0w A+ (—1DF- w A&

El primer término de la suma del lado izquierdo de la igualdad estd en QP+P+1.a+d (M)
mientras que el segundo término estd en NP*P4+a+1(M). Lo mismo ocurre del lado
derecho de la igualdad y, como ambos espacios estan en suma directa, concluimos que

WAD) =0wAd+ (D wAdd ; I(WAD)=0wAd+ (-1 wAdD
Debido a la descomposicién
KM = 05O (M) @ Q%11 (M) @ -+ ® 0% (M)

Podemos extender 0,0 : Q¥(M)C - Q¥*1(M)C vy seguirdn valiendo todas las
propiedades mencionadas hasta el momento, que resumimos a continuacion

- @y dson C-lineales

- d=0+0

- dw=0my 0w = 0w
- 00=-00

- 9%2=0y0%=0

- Siwe N (M)Cym e n'(M)C entonces
O(WAD) =0wAD+ (—1DF-wndd
Y similarmente con 4.

Y agregamos una Ultima propiedad, andloga al teorema de Stokes.

- [,00=[,00=0 Voen 1 (M"

Demostremos esto. Si vemos que una de las dos integrales da 0, por ejemplo dw, la otra
se deduce por el teorema de Stokes y porque d = @ + 9. Usando la descomposicién
Q1M = (M) @ Q™E(M), escribimos @ = Wy p_q + Wy 4. Notar que
Owpp-q € Q" 1(M) = {0} asi que 0w = dw,_1,. Similarmente tenemos que
dwy_1, € QVIML(M) = {0} asi que 0w =0w,_1, =dw,_1, y vale lo que
gueremos por el teorema de Stokes.

Cohomologias en Variedades Complejas

Si tenemos un complejo de cadenas de R-espacios vectoriales

a a
C: ..._)VO_)Vl_)VZ_)...
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Entoncesd : V; = V,,, se extiendea d : VL-(C - ViH(C dandonos un complejo de cadenas
de C-espacios vectoriales

d d
C(C : [N VOC N Vlc N VZ(C — ..
Observar que

- v+i-wescerradasiysolosivywsoncerradas
- v +i-wesexactasiysolosi vy wson exactas

Luego, la aplicaciéon H¥(C®) — H*(C)® definida por [v+i-w] = [v] +i-[w] es un
isomorfismo. El caso al que nos interesa aplicar esto, es al complejo de de-Rham de una
variedad diferenciable M. Al extender el diferencial de formas d a la complexificacién
d: KM - 1 (M)C, obtenemos un complejo de cadenas cuya homologia es
naturalmente isomorfa a Hé‘R(M)‘C. Mas adelante veremos que, cuando M es una
variedad compleja de ciertas caracteristicas, Hé‘R(M)(C admite una descomposicion
llamada “descomposicién de Hodge”.

Si M es una variedad compleja, los operadores de Dolbeault 9,3 me dan complejos de
cadenas

7] d d
004(M) > QM) = > Q™M) Vq=01,..,n

) ] ]
OPO(M) > QPL(M) = > 0P (M) Vp=0,1,..,n

Este ultimo complejo se suele llamar “El Complejo de Dolbeault”. Denotamos Hg‘q(M)
a la homologia del primer complejoen el gradopy Hg‘q (M) alahomologia del segundo
complejo en el grado g. La conjugacidn nos da un isomorfismo C-anti-lineal entre

HY (M) y Hy " (M).
> Demostracion: La aplicacion Hg’p M) » Hg’q (M) dada por [w] = [@] estd bien

definida pues w + 8t = @ + 97 si T € N9-P(M). Similarmente, la aplicacién
Hg’q(M) —>Hg’p(M) dada por [w] — [@] también estd bien definida pues

w+ 0t = w + 07. Es claro que una es la inversa de la otra, asi que son
isomorfismos.
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Capitulo 2: Teoria de Hodge

2.1 Variedades Hermitianas y Variedades de Kahler

Las hipdtesis del teorema de descomposicién de Hodge son dos: Que la variedad
compleja en cuestién sea compacta y que admita alguna forma de Kahler. Nuestro
objetivo en esta seccién es definir este ultimo concepto.

Sea V un C-espacio vectorial, en la seccién 2.1.1 establecemos una biyeccion entre
productos internos hermitianos sobre V, productos internos (reales) en IV que satisfacen
(i+v,i-w)= (v,w) para todo v,w €V, y formas w € A,(V) que satisfacen
w(ivi-w)=ww)yw,i-v)>0(siv+D0).

En la seccién 2.1.2 definimos “métrica hermitiana”, que es el analogo complejo de la
métrica Riemanniana. Dar una métrica hermitiana sobre una variedad compleja M es
asignarle a cada p € M un producto interno hermitiano h,, sobre Tp(M). Una variedad
hermitiana es una variedad compleja equipada con una métrica hermitiana. Por las
biyecciones que habremos visto en la seccidn 2.1.1, esto equivaldra a dar una métrica

Riemanniana g que satisfaga g,, (]p ), Jp (W)) = g,(v,w) para todo v,w € T,(M), o
a dar una forma w € N*(M) que satisfaga w, (]p(v),]p(w)) =w,(v,w) vy

wp (v,]p(v)) >0 si v# 0. Una variedad de Kahler es una variedad compleja M

equipada con una 2-forma cerrada w que satisfaga dichas propiedades, a la que
llamamos “forma de Kahler” (en particular, toda variedad de Kahler es una variedad
hermitiana). Si bien toda variedad compleja admite una métrica hermitiana, no es cierto
gue toda variedad compleja admita una forma de Kahler. Veremos al menos una
restriccion topoldgica y probaremos algunas propiedades de las variedades Hermitianas
y Kahler.

Si M es una variedad compleja que admite una forma de Kahler y N € M es una
subvariedad compleja, entonces N admite una forma de Kahler. Esto es importante ya
que, en la seccidn 2.1.3, demostraremos que el espacio proyectivo P™(C) admite una
forma de Kahler, y por lo tanto toda subvariedad compleja (suave) de P™(C) admitira
una forma de Kahler. Luego, el teorema de descomposicién de Hodge sera valido para
toda subvariedad compleja compacta de P™(C). A la métrica hermitiana asociada a la
forma de K&hler que construiremos sobre P™(C) se le dice “la métrica de Fubini-Study”.

2.1.1 Formas Hermitianas en Espacios Vectoriales Complejos

Esta parte bien podria haber estado en la seccion “Algebra Lineal Compleja”. Sea V un
C-espacio vectorial de dimension finita, decimos que unafuncion H : V XV — Cesuna
forma Hermitiana si satisface que

- Es C-lineal en la primera coordenada
- Hw,v)=H(w,w) Vv,weV
- Esnodegenerada: Paratodo v € V existe unw € V tal que H(v,w) # 0.
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Sea H una forma Hermitiana, si g:=Re(H) y w :=—Im(H), es facil verificar las
siguientes propiedades

Las funciones g, w : V X V — R son bilineales.
g es simétrica y w es anti-simétrica.

Paratodov,w € Vvaleque g(i-v,i-w) = glv,w)yw(i-v,i-w) = w(v,w).
Las funciones g y w estan relacionadas por las siguientes igualdades equivalentes
guow)=wwi-w) vy ow)=g@i-v,w) Vy,wevV

Las formas g y w son no degeneradas.

Reciprocamente, si tenemos una forma bilineal g : V XV — R que es simétrica, no
degenerada y que satisface g(i-v,i-w) = g(v,w) para todo v,w € V, entonces la
funcion

Hw,w)=gww)—i-gi-v,w)

Define una forma Hermitiana en V. Similarmente, si w : V XV — R es una forma
bilineal, anti-simétrica, no degenerada y satisface w(i- v,i-w) = w(v,w) para todo
v,w € V, entonces la funcion

Hv,w) =wi-w)—i -wlvw)

Define una forma Hermitiana en V. En sintesis, vimos que hay una biyeccion entre los
siguientes conjuntos

a)
b)

c)

Si w:

Formas Hermitianas H : V XV - C.

Formas bilineales g : V X V — R simétricas, no degeneradas y que satisfacen la
igualdad g(i - v,i-w) = g(v,w) paratodo v,w € V.

Formas bilineales w : V XV — R anti-simétricas, no degeneradas y que
satisfacen laigualdad w(i - v,i-w) = w(v,w) paratodov,w € V.

VXV = R es bilineal y anti-simétrica, entonces que valga la propiedad

w(i-v,i-w) = w(v,w) es equivalente a que a pedir que w € AV1(V), asi que el item
“c)” es equivalente a

C) Formas w € A¥1(V), no degeneradas, con w(v,w) € R paratodo v,w € V

>

Demostracion: Sea {a;, ... @, } es una base de Hom¢(V, €), es facil verificar que
(a; A @)@ v,i-w) = (a; A@,)(v,w) usando la férmula del determinante, asf
que todo elemento de A1 (V) satisface esta propiedad.

Sea w € A,(V) tal que w(i-v,i-w) = w(v,w), tomemos una base compleja
B = {e,,...,e,} enV.Sea H la forma “Hermitiana” definida por w (posiblemente
degenerada) y sea h;j:= H(el-, ej), si (ay,...,a,),(by,...,b,) son las
coordenadas de dos vectores v,w € V en la base B, entonces tenemos que
H(v,w) = %, ; h;; - a; - b, asi que

w,w) = —-Im(H(w,w)) = H, W)Z_l_H(v’ w) = %Z hij - (aiE] — cT]bi)
ij

45



Martinez Wagner, Marcos

En otras palabras, si B* = {a;, ..., @,, } es |la base dual de B

[
wzi'Zhij'aiACY]EAl'l(V)
Lj

Vimos mdas de lo que queriamos probar, vimos que si B = {ey, ..., e,,} es una base
complejade V, B* = {ay, ..., @, } es su base dual y h;; := H(ei, e]-) son las coordenadas
de una forma hermitiana H, entonces

i z: _
w = —Im(H) = E hl] ' ai/\a]
ij

En vista de la correspondencia biyectiva entre H, g y w, es claro que son equivalentes
Hv,v) >0Vv#0 ; glv,v) >0Vv#0 ; w@i-v)>0Vv+0

En cuyo caso decimos que H es un producto interno hermitiano. Esta condicion implica
gue H es no degenerada, asi que se puede omitir de la definicién. Notar entonces, que
los productos internos hermitianos estan en biyeccion con los productos internos g tales
que g(i-v,i-w) = g(v,w) (es decir, que hacen de la estructura compleja | una
isometria).

- Observacidn: Sea IV un R-espacio vectorial con un producto interno g, existe una
Unica forma de extender g a un producto interno hermitiano H : V¢ x V¢ - C.
Concretamente

Hy +ivy,wy +iwy) := g(vy, wy) + g(vy, wy) + i(g(vz,W1) - 9(171,W2))

2.1.2 Métricas Hermitianas y Formas de Kahler

Si M es una variedad compleja, una métrica hermitiana en M consiste en asociarle a
cada x € M un producto interno Hermitiano h, en T,,(M), tal que si tomamos una carta
(U, @), entonces la aplicacion

d d
XEU—>hx a—go-lx'a—go-lx eC
3 ]

sea de clase C* para todo i,j. Esto ultimo es equivalente a pedir que h: M -
Bilg(TM)® sea una seccién C*® del fibrado que tiene por fibra sobre p € M a las
funciones R-bilineales T,,(M) x T,,(M) — C. No podemos pedir que las coordenadas

sean holomorfas pues h(é/@(pj,a/(')(pi) = h((’)/a(pl,a/a(p]) también deberia ser
holomorfa, por lo que tendria que ser una funcién constante para cada carta. Por lo

mencionado en la seccién anterior, dar una métrica Hermitiana es equivalente a dar
alguna de las siguientes

e Una métrica Riemanniana g en M tal que g, (]p(v),]p(w)) = g,(v,w) para
todop € Myv,w € T,(M).
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e Una 2-forma w € 2?(M) tal que w, (]p(v),]p(w)) = w,(v,w) vy tal que

w, (v,]p(v)) > O paratodop e Myv # 0
- Equivalentemente, una w € N¥'(M) tal que @w=w y tal que

w, (v,]p(v)) > O paratodop e Myv # 0

Donde ¢ = Re(h) y w = —Im(h). Como las coordenadas de una métrica hermitiana son
C®, usando particion de la unidad podemos probar que toda variedad compleja admite
una métrica hermitiana (demostracién analoga a que toda variedad diferenciable
admite una métrica Riemanniana).

Llamamos “Variedad Hermitiana” a una variedad compleja M equipada con una métrica
hermitiana h (o equipada con una g o una w con las propiedades anteriores). Una
variedad hermitiana es, en particular, una variedad Riemanniana orientada, asi que
tiene una forma de volumen. Afirmo que w™/n! es la forma de volumen de (M, g¢).

» Demostraciéon: Tomemos {e;,...,e,} una base compleja ortonormal en
(TP(M), hp) y {@4, ...,a,} su base dual. Notar que h;; := hp(ei, ej) =6, el

delta de Kronecker, asi que, por lo que vimos en la seccién pasada

3 n
[
Wy = 5 a; \q
i=1
Luego
l' n
n_(_) . ) Fo N oo ; 7.
Wy = <2> Z a, Na, NAa, Nag,
1Si1,...,in5n
Pero
Z aill\c_zl-ll\---/\ain/\c?inz
1Si1,...,in5n
Z ag(l) N 670(1) FARRIRWAN aa(n) JAN aa(n) =
OESy
z ar AN AN Na, Na,=nl"a  ANa; AN Na, A&,
OESn
Asi que
n N
O (L) a na Ana,na
n! 2 1 1 n n

Notar que {e;,i" ey, ...,e,, 1 e,} es una base ortonormal de (Tp(M),gp) bien
orientada (ver seccion 1.1.1) asi que, para terminar la demostracion, basta con
ver que w,™/n! evaluada en dicha base da 1. Sea x; := Re(a;) : T,(M) - Ry
seay; :=Im(a;), que son R-lineales, entonces a; = x; + i y;ya&; =X; —i"y;
asi que, usando la C-bilinealidad del producto wedge

l i
5 G NEG =X AY;

De modo que
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wn

%=X1 ANy AN AXp ANy,

(Xl AYl /\ cee AXTl /\ yn)(el, l " 61, ey en,i " en) = det(ldzn) = 1
Lo que concluye la demostracion.

Llamamos “métrica de Kahler” a una métrica hermitiana h cuya forma w := —Im(h) es
cerrada. En dicho caso decimos que (M, h) es una variedad de Kihler, a la forma w la
denotamos con la letra £, y la llamamos “forma de Kahler”. Esta propiedad nos impone
restricciones topoldgicas sobre M. Por ejemplo,

e Proposicidn: Si M es una variedad de Kdhler compacta de dimensién compleja n,
entonces H3K(M) # Oparak = 1,...,n.

» Demostracién: Como £ € 2%?(M) es cerrada, entonces £% € 0*%(M) es cerrada
por ser producto de formas cerradas. Si £* fuese exacta y se escribiese como

£* = dw, entonces

A" Aw) =dB" )Aw+ A" K Ado = 0Aw + AKALK = 7
Asi que £" seria exacta, lo cual es absurdo pues £" = n!-dV (siendo dV la
forma de volumen en M)y, por el Teorema de Stokes, tendriamos que

0=j/z,”=n!-jdV=n!-Vol(M)>0
M M

Una observacion sencilla, pero importante, es que si M es una variedad de Kahler, sea
N € M es una subvariedad compleja, entonces la métrica hermitiana h en M se
restringe a una métrica hermitiana h|y en N con forma asociada £|y = —Im(h|y).
Como d# = 0 entonces d(#|y) = 0 pues £|y = i*(#), siendo i : N - M la inclusion,
ydi* = i*d. Esto prueba que una subvariedad N de una variedad Kdhler M hereda una
forma de Kahler. Esto es importante ya que, a continuacidn, veremos que P™(C) es una
variedad Kahler asi que toda variedad proyectiva suave serd una variedad Kahler.

2.1.3 La Métrica de Fubini-Study

Nuestro objetivo es construir sobre P"(C) una forma de Kahler. La métrica hermitiana
asociada a la forma de Kahler que construiremos, se llama “La métrica de Fubini-Study”.
El siguiente lema es de ayuda para fabricar formas de Kahler.

- Lema 1: Sea M una variedad compleja y sea f: M — R una funcién
diferenciable, entonces w :=1i - 5(’)}‘ es una 2-forma real, cerrada y satisface la
propiedad w, (]p(v),]p (W)) = w,(v,w) paratodop € Mytodo v,w € T,(M).

» Demostracion: Veamos primero que es una 2-forma real. Tenemos que

W, =—i"00f,=—i-00f,=—i-00f =i-00f; = w,
Hicimos uso de las propiedades
F=0df ; af =of ; 00f = —dof
Comod : C®(M)¢ - QLO(M)ya : NYO(M) - N1 (M), entonces w € N1 (M)

y, por lo que probamos en la seccién 2.1.1, w, (]p(v),]p(w)) = w,(v,w). Es
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claro que dw = 0 pues 3% = 0 y como d0 = —00, entonces también vale que
dw = 0yaque 02 = 0. Luego dw = 0w + dw = 0

Asi que, para construir una forma de Kahler sobre una variedad M, basta con hallar una
funcién diferenciable f : M — R tal que w := i - d9f satisfaga w, (v,]p(v)) > 0 para
todo p € M y todo v # 0. En general, no es posible hallar una funcién global con dicha
propiedad, pero si se sabe que toda forma de Kahler es localmente de esta forma (ver
[6], Proposicion 3.8). El siguiente lema nos ayuda a pegar 2-formas del estilo i - ddf;

- Lema2:Sea M una variedad complejay f : M —» C — {0} una funcién holomorfa,
entonces 90 In(|f]?) = 0
» Demostracion: Denotemos Arg a la funcion argumento con valores en [—1, ) y
arg a la que tiene valores en [0,27). Consideremos las ramas del logaritmo
Log(z) :=1In|z| +i-Arg(z) ; log(z):=In|z| +i-arg(z)
Holomorfas en U :=C— R,y y V :=C — R, respectivamente. Las funciones
argumento satisfacen
Arg(z) = —Arg(z) ; arg(z) = 2m — arg(z)
Asi que
In(]z|?) = Log(z) + Log(2) VvzeU
In(|z|?) = log(z) +log(2) —2ni Vz€EV
Sean U := f~1(U) y V := f~1(V), entonces M = U U V es un cubrimiento por
abiertos, y basta chequear la propiedad en cada abierto. Como |f|? =f"f
tenemos que
In(|f1?) = Log(f) + Log(f) en U
In(|f1?) = log(f) + log(f) —2mi en V
Tomemos el primer caso (el segundo es andlogo, el 2mi desaparece al aplicar
00). Tenemos que
00 In(|f|?) = 90 Log(f) + 90 Log(f)
Como Log(f) es holomorfa, por ser composicién de holomorfas, entonces
90 Log(f) = —00 Log(f) = —90 = 0
Por el otro lado, Log(f) = Log(f) (en el otro caso log(f) = log(f) + 2mi) asi

que @ Log(f) = 0, en particular, 30 Log(f) = 0.
- Notacién: De ahora en mas escribiremos “log” al logaritmo natural

Ahora si, construyamos la forma de Kahler en P"(C). Sea U; ={(zy: - :2,) €
P"(C) tq z; # 0}y sea ¢; : U; » C" la carta usual, que tiene por inversa a
(pi—l(Zl'...'Zn) = (Zl Pt Zi gt 1 1Zp e Zn)
Consideremos la funcidn f; : U; = R definida por
|z;]?
PARESSEAPAE

filzo s i 2,) =

Esta funcion esta bien definida y es diferenciable ya que
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1
IR A ENE

(fi0o i) (24, -, 2)
Que es C*. Luego, por el Lema 1, la 2-forma w; € 2?(U;) definida por

i -
w; = 5 30 1og(f)

es efectivamente una 2-forma real, cerrada y J-invariante. El 2w dividiendo tendra
sentido en la seccién 2.3.1 cuando veamos que su clase de de-Rham es entera. Veamos
que las 2-formas wy, ..., W, se pegan bien, formando una 2-forma w € QZ(IP’"((C)) con
las propiedades recién mencionadas. Es claro que, en U; N U;

Fi(zo: -t z0) = |z/z]"  filzo : -t 22)

Asi que
2
log(f;(zo : -+ z0)) = log(|z/zi| ") +log filzo : -+ : z,)
Luego
— — 2 —
do1og(f,) = 9910g(|z/z:|") + 90 10g(f;)
Como la funcién (z, : -+ : z,) = z;/z; es holomorfa en U; N U;, el Lema 2 nos dice que

00 log(|zj/zi|2) =0 = 0ddlog(f;) =ddlog(f;) = ®ily;nu; = @jlunu;

Como w; y wj coinciden en U; N U;, tenemos una 2-forma global w € QZ(P"(C)) bien
definida. Para que esto sea una forma de Kahler, lo Unico que nos falta verificar es la
propiedad

- W (v,]p(v)) > 0 paratodop € P*(C)ytodov # 0

Para ver esto, calculemos las coordenadas de wy en la base {dz; A dz_j}ij_l pues

Y (A (
w € .(21'1(]P’”((C))). Sea h = log f, teniamos la expresiéon en coordenadas (ver seccidn
1.4.4)

0%h
aZ_iaZj

doh =

1<i,jsn

' dZ_L N dZ]

Y para calcular las derivadas segundas de h usamos

0%h 0%(h -1
() = (ho ;™)

aZ_iaZj N aZ_laZ]

(fﬂk(P))

Siendo
(ho (pk_l)(zl: ---:Zn) = - 108(1 + |Z1|2 + -t |Zn|2)

Para calcular dichas derivadas, teniamos la expresiéon (ver seccién 1.4.3)
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0° _ 1 0? N 0% +i 0% 0%
Haciendo las cuentas, llegamos a que, sip = @, 1(z,, ..., z,), entonces

0%h Zi* Z, L 9%h |z;|> — (14 X 1z1%)
07;0z; 1+ X121 02,0z 1+X1z1%»)

De modo que

56h _ Ziijzi Z_] b dZ_l FAN dZ] + Zi(|zi|2 — (1 + Zl |Zl|2)) . dZ_l /\dZi
P CEDHVADE

Que podemos reescribir como

(A +2Xi1z1?) - Xidz; AdZ; = 3, ; 7, * z; - dz; A dZ;
(1 +2;1z12)?

Es comun escribir factorizado el ultimo término

ZZ_LZ]le/\dZ_] =<Zz_ldzl>/\<ZZle_l>

i,j i i

doh, =

Obteniendo finalmente las coordenadas de w en la carta @

i _ 1+ |Zi|2) nidzNdz; — (X, 2, -dz) A (X, 2; - dZ;)

Do (z1,2) T P (1 + 3, |z;12)?
Por ejemplo, si py := ¢, 1(0,..,0) = (0 : -+ : 1 :---: 0), tenemos
[
a)pk :—'ZdZi/\dZ_i
21 :
Y como dy; o J, = dx; y dx; o J, = —dy;, tenemos que

i/2- (dz; AdZ) (v,],(0)) = (dx; A dy) (v,],(¥)) =
= dx,(0) - dy; (J,)) — dx; (J,())  dyi@) = dx,(@)? +dy,(©)? > 0 siv # 0

Concluimos que w,, (v,]pk(v)) > (0 para todo v # 0. Para p € P*(C) arbitrario,

consideremos la accién de SU(n + 1) en P*(C) dada por A - [v] := [A - v]. Esta accién
es transitiva y la multiplicacion por A es una funcién holomorfa m, : P*(C) - P™(C).
Mads aun, en [30] (pagina 76), se construye la forma w de tal manera que es evidente
que my(w) = w, es decir, para todo p € P™(C) vale

Wap (A(M), (@), d(my), (W) = w,(v,w) Vv, w € T,(M)

Asi que, si p € P*(C) es un punto arbitrario, pertenece a alguna carta U, y existe una
matriz A € SU(n + 1) tal que A - p = py. Luego, si v € T,(M) es no nulo
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wp (vp @) = p, (A0m2), @), d(ma), (1))
= ay, (dme), ()], (d0m), ) ) > 0

Donde dmy o] =] o dm, porque m, es holomorfa. Esto demuestra que w es una
forma de Kahler, como queriamos ver.

Comentario: Existe otra forma mas natural de construir la métrica de Fubini-

Study. En general, si uno tiene una variedad Riemanniana M y un grupo G que
actua sobre M de modo tal que M /G es una variedad diferenciable (ver seccién
3.1.2), uno se puede preguntar si M /G hereda una métrica Riemanniana de M.
Si G actUa por isometrias, esto es cierto, y una descripciéon de dicha métrica se
puede encontrar en [12]

En nuestro caso, P™*(C) = (C**! —{0})/C* siendo C* = C —{0} un grupo
multiplicativo que actta sobre C**! — {0} por multiplicacién coordenada a
coordenada. Pero C* no actua por isometrias, asi que no podemos aplicar el
resultado. Sin embargo, esta misma accién se restringe a una acciéon por
isometrias de S' € C* sobre §?"*1 c C"*! asi que S?"*1/S! hereda una
métrica de S?"**1. Tenemos un difeomorfismo P*(C) — $?*~1/S! dado por
[v] = [v/|lvll] asi que la métrica en $?*~1 /S nos induce una métrica en P™(C),
la métrica de Fubini-Study.
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2.2 Teoremas de Hodge

En la seccion 1.4.4 vimos que podemos pensar Hé‘R(M)(C como la cohomologia en grado
k del complejo de cadenas d : 25¥(M)C - Q*¥*1(M)C. En esa misma seccidn definimos
las (p, q)-formas y vimos que satisfacen la descomposicién

KD = 0KO(M) @ 051 (M) @ -+ @ Q%K (M)

Si M es una variedad compleja, definimos HP4(M) € HX,(M)® como el conjunto de
clases de de-Rham que contienen alguna (p, q)-forma, es decir

HP (M) = {[w] € HR(M)C : w € QP9(M) cerrada}

El Teorema de descomposicién de Hodge, que demostraremos en la seccion 2.2.5, nos
dice que, si M es una variedad compleja compacta que admite una forma de Kahler,
entonces

HE (M) = HEO (M) @ HK=11(M) @ - @ HO*(M)

Que la suma da todo el espacio es trivial, lo que no es trivial es que estén en suma
directa. Para demostrar este teorema, necesitamos el teorema de Hodge (no confundir
con el teorema de descomposicion de Hodge) que dice que, si M es una variedad
Riemanniana compacta y orientada (como, por ejemplo, lo es una variedad de Kahler
compacta), entonces toda clase de de-Rham contiene una uUnica forma armonica. Pero,
¢Qué significa que una forma sea armonica? Para darle sentido a este término, debemos
definir el Laplaciano A de formas (una forma w es armodnica si Aw = 0) y para definir
esto, tenemos que hacer una serie de definiciones.

Primero, cuando M es una variedad Riemanniana compacta y orientada, podemos
definir un producto interno sobre 2¥(M). Esto lo haremos en la seccién 2.2.1.
Desafortunadamente, 2%(M) con dicho producto interno, no es un espacio de Hilbert
(no es completo), asi que no tenemos garantizada la existencia de operadores adjuntos.
Afortunadamente, tenemos una herramienta que suele funcionar para fabricar
operadores adjuntos en este espacio, el operador estrella de Hodge *:Q*(M) —
N"¥(M) (que estudiaremos en la seccién 2.2.2), caracterizado por la propiedad

wAT=gHw1)-dV Yo€nkM) Vtedv (M)

Siendo dV la forma de volumeny g(* w,7) : M — R una funcién que describimos en la
seccién 2.2.1. Si tenemos un operador de formas f : 2%(M) - 2'(M), muchas veces
f* = £ * f xresulta ser el operador adjunto de f, es decir

(f(w),d) ={w, f* (@) Ywen M)Vvaen (M)

En la seccidn 2.2.3 demostramos que esto funciona con los operadores d,d,0 y L. Este
ultimo, llamado operador de Lefschetz, estd definido por L(w) = £ A w, siendo £ la
forma de Kahler en M. En esta seccidon también enunciamos las identidades de Kahler,

gue nos dicen cémo es el conmutador entre L y los operadores d, d, d,d*, 0%, 0* y L.
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Finalmente, en la seccidn 2.2.4, definimos el Laplaciano de formas A : 2% (M) — 2%(M)
via Aw :=dd*w + d*dw que generaliza el Laplaciano de funciones diferenciables.
Denotamos H ¥ (M) al espacio de k-formas armdnicas. La demostracion del teorema de
Hodge, que dice que toda clase de de-Rham contiene una Unica forma armonica, radica
fuertemente en la siguiente descomposicién (cuya demostracidn omitiremos)

QM) = H* (M) @ A(nk(M))

Una forma equivalente de enunciar el teorema de Hodge, es decir que la funcién “tomar
clase de de-Rham” 1 : H¥(M) — HX: (M) es un isomorfismo lineal, el isomorfismo de
Hodge.

Si M es una variedad Kihler compacta y extendemos A : 2%¥(M)¢ — 2% (M), entonces
tiene sentido hablar de “(p, g)-formas armdnicas”, espacio que denotamos HP4(M).
La demostracion de la descomposicion de Hodge (seccion 2.2.5) consiste en demostrar
dos cosas

i) HEME = HOM) @ H* 11 (M) @ - & HO* (M)
ii) Si extendemos el isomorfismo de Hodge 7 : H*(M)® — HX; (M), entonces
n(HP9(M)) = HP9 (M)

Finalizamos la seccién mostrando algunas propiedades de los espacios HP4(M) vy
HX: (M) cuando M es Kahler compacta. La propiedad HP4(M) = H%P(M) junto a la
descomposicion de Hodge, son las propiedades a partir de las cuales definimos en
abstracto las “Estructuras de Hodge”.

2.2.1 El Producto Interno en 2%(M)

Queremos ver que si M es una variedad compacta y orientada, entonces toda métrica
Riemanniana en M me induce un producto interno en 2%(M). Para ello, primero
debemos ver que si V es un R-espacio vectorial de dimension finita, entonces todo
producto interno sobre V me induce un producto interno sobre A,(V) (luego
tomaremos V = T,(M)).

Si VV es un R-espacio vectorial de dimensién n con producto internoy e, ..., €, €s una
base ortonormal de V, podemos definir sobre VV* el producto interno
(a,@):=al(ey) - a@le) + -+ ale,) - @(ey)

Se puede verificar que este producto interno no depende de la base ortonormal elegida.
Mds aun, la base dual {4, ..., a,,} de una base ortonormal de V, es una base ortonormal
en V*. Sobre V®¥ podemos definir

(V1 @ Q g, Wy @ -+ @ wy) 1= (vy, Wy ) -+ (U, W)

Se puede verificar que esto estd bien definido y define un producto interno en V®*. Mas
aun, si ey, ..., €, €s una base ortonormal de V, entonces el conjunto {ei1 R Qe *

1<1iy,..,ix <n} es una base ortonormal de V®*. Via la inclusién AV < V®*
obtenemos un producto interno en A¥V, concretamente
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(Vg A AV, Wy A Awg) = detA(v,w) con A(v,w);; = (v;, wj)

Es facil verificar que si e, ..., e, es una base ortonormal de V, entonces el conjunto
{ei1 Ahey 21 <D < <ip< n} es una base ortonormal en A*V. Asi vimos que
todo producto interno en V me induce un producto interno en V*y en A*V, por lo que
me induce un producto interno en A¥ V* = A, (V). Si ey, ..., €, €5 una base ortonormal
deVyay, ..., a, essubase dual, entonces {ail A Aay, 1<, < <iy < n} esuna
base ortonormal en A, (V). Concretamente, si w, T € Ay (V)

W= Y wleney) ten o)
1<iy<-<ig<n
Ahorassi, si M es una variedad Riemanniana, el producto interno g, en Tp(M) me induce

un producto interno en Ay (Tp(M)) que denotamos con la misma letra g,. Si M es

compacta y esta orientada, definimos sobre 2%(M) el producto interno
(w,7) := j g(w,7) dV
M

Donde g¢(w,T) : M - Ry dV es la forma de volumen. Tomando un marco ortonormal
y aplicando la férmula para el producto interno en A, (Tp(M)), vemos que g(w,T) es

C™. Este producto interno no hace de 2%(M) un espacio de Hilbert (no es completo) lo
cual nos trae muchas complicaciones. Una de esas complicaciones es que un operador
lineal f : N¥(M) — N'(M) podria no tener adjunta, es decir, podria no existir una
funcion £+ : QY(M) - Q%(M) tal que

(f (), 7) =(w,f* (1)) Yw € Q*M),r € N (M)

Sin embargo, los operadores con los que vamos a trabajar van a tener adjunta, y para
demostrarlo necesitamos el operador * de Hodge.

Producto Interno en 4, (V)¢ vy Q¥ (1)C

Vimos que si I/ es un R-espacio vectorial, un producto interno g en V induce un
producto interno en A, (V), que también lo denotamos g. Sea § la extension de este
Gltimo producto interno a un producto interno hermitiano en 4, (V)¢, entonces sigue
valiendo la férmula

Glag A Nay, By A ABy) =detA(a,B) con Ala,B)ij = G(a; b))

Donde ay, ..., @k , y, ) di € A;(V)® = Homg(V,C). Si V viene equipado con una
estructura compleja /, teniamos una descomposicién

AN = AR W) @ AT (V) @ - B AY(V)

Afirmo que si J es una isometria en (V, g), entonces esta descomposicion es ortogonal.
Recordemos que es equivalente dar una terna (V, g,J) con V un R-espacio vectorial, g
un producto interno en V y J una estructura compleja en V que es una isometria; a dar
un par (V, h) con V un C-espacio vectorial y h un producto interno hermitiano.
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> Demostracion: Sea {e, ..., €,,} una base C-linealde V ysea a4, ...,a, : V — Csu
base dual, si {X1, V1, ..., Xpn, Vn} €5 la base dual de la base real {e;,i ey, ..., e, 0"
e, ), entonces a; = x; +i-y;. Si {ej, ..., e,} es ortonormal en (V, h), entonces
{e; i-eq,...,en i e,}esortonormal en (V, g) asi que {Xq1,¥1, ..., Xp, Y ) €S UNA
base ortonormal en (4,(V), g). De esto, es facil ver que {a;, @7 ..., @, @, } es
una base ortogonal en (4,(V)%, §) (pero no ortonormal, tienen norma 2). Luego

{a, /\a_,}|”+”|=k es una base ortogonal en (4,(V)% §) ya que, para calcular

§(a; A @, a; A @) cuando (1,]) # (I,]), debemos calcular el determinante de

una matriz que tendrd una fila o columna de 0’s.

Como corolario, si M es una variedad hermitiana compacta y extendemos el producto
interno de 2% (M) a un producto interno hermitiano en 2% (M)¢, la descomposicién

KM = 050 (M) @ Q%11 (M) @ -+ © 0% (M)
es ortogonal.

2.2.2 El Operador Estrella de Hodge
El Operador * en Espacios Vectoriales

Si V es un R-espacio vectorial dimensién n, orientado y con producto interno, entonces
existe un unico elemento dv € A,,(V) que evaluado en cualquier base ortonormal bien
orientada da 1, el elemento de volumen. Como A, (V) tiene dimensidn 1, dv es una base
asi que me induce un isomorfismo A, (V) = R. Dada w € A,(V), consideremos la
aplicaciéon A,,_, (V) - A, (V) dada por T - w A t. Componiendo con el isomorfismo
A, (V) = R obtenemos una aplicacién ¢, : A,,_x(V) > Rque acada 1t € A,,_,(V) lo
manda al unico escalar ¢, (7) tal que w At = ¢,(7) - dv. Como V tiene producto
interno, A,_, (V) tiene producto interno asi que, por el lema de representacién de Riesz,
existe un (Unico) wy € A,,_, (V) tal que ¢, = (wy, —). A dicho w, lo denotamos * w. En
otras palabras, si w € A, (V), entonces * w es el Unico elemento de A,_;(V) que
satisface

WAT=(xw,7)-dv VTEA,_ (V)

A la aplicacion = : A, (V) = A,_, (V) la llamamos “El operador estrella de Hodge”. Por
la unicidad que define a * w, es facil ver que es un operador lineal. Para poder calcular
explicitamente * w, tenemos un lema para el cual primero debemos introducir algo de
notacién. Recordemos que si vq,...,v, EVy I = (iy,...,i;p)con1 <i; < <ip <n,
entonces v; := vy, A--Av;, . Denotamos I¢ = (jy, ..., jn—x) @ la Unica (n — k)-upla con
1<j; < <jp_r Sntalque{iy, ...,y j1, rjn-i} = {1, ..., n}. Denotamos sgn(I) al
signo de la permutacion (iy, ..., ix, j1, -, jn—k)- Ahora si, enunciamos el lema

- Lema:Siay, ..., a, es una base ortonormal de V* bien orientada, entonces vale
que * a; = sgn(l) - a;c.
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» Demostracion: Basta con verificar que sgn([l) - a;c satisface la propiedad que

define a * ;. Si |I| = k, debemos ver que
a; ANt =(sgn(l)-ae,t)dv VTEA_ (V)

Basta con probarlo sobre una base de A,,_;(V), convenientemente lo haremos
sobre la base ortonormal {a; : |J]| =n —k}. Si J # I€, el lado derecho de la
igualdad da 0, por la ortogonalidad de la base, y el lado izquierdo da 0 porque I
y /] comparten al menos un indice en comun. Si /] = I¢, entonces el lado derecho
dasgn([l) - dv, por la ortonormalidad de la base, y el lado izquierdo da a; A a;c =
sgn(l) - a; A -+ A a,. Como aq, ..., @, es una base ortonormal bien orientada,
ay N Aa, = dv.

Porejemplo, sea a4, a;, a3, @y, @s la base dual de la base candnica en RS> con el producto
interno y orientacién usual, entonces * (a; Aag) = —a, Aa, Aag porque la
permutacion (1,3,2,4,5) es impar. Usando este lema, podemos probar que el operador
estrella de Hodge es una isometria

» Demostracién: Sea a4, ..., @, una base ortonormal de V* bien orientada, basta
con ver que (* a;,* a;) = {(a;, ;) para todo |I|,|]| = k. Tenemos que
(x ay,* a]) = sgn(l) - sgn(J) - {ae, a]C)
Si I # ], entonces I¢ # J€ asi que tanto {«;, a]) como (a,c,a]c) dan 0 y vale la
igualdad.Sil =]
(x ap,* ap) = sgn(D)? - {aye, aje) = 1 = {ay, a;)

Como corolario, tenemos que
TA*w=(T,w) - dv V1€ A V)

Pues T A (x w) = (x 7, w) - dv = (1, w) - dv. Esta propiedad también caracteriza a * w
y es comun definirlo de esta manera. Otro corolario que obtenemos es

x% () = (_1)k-(n—k) )

En particular * es inversible con inversa =1 = (=1)¥™=5) . «_para verlo, por definicion,
** () esta caracterizado por la propiedad

*xWAT=(x*w,T)-dv V1€ A,(V)
Y por el corolario que acabamos de ver, para todo 7 € A, (V) tenemos que
swAT= (D0 .t Ax = (=10 (7 ) dv = ((-D¥®0 . 7)-dv

Si el producto interno en A, (V) lo extendemos a un producto hermitiano en 4, (V)®y
extendemos el operador estrella de Hodge *:A,(V)¢— A4,_, (V)¢ este estd
caracterizado por cualquiera de las siguientes propiedades

wWAT=(xw,1)-dv VTEA,_,(NC ; tA¥o=(r,0)-dv V1€EA)

Y siguen valiendo las propiedades (* w,* T) = (w, T) y ** v = (=10 . . Adem3s,
esclaroque ¥ w = * .
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Si V tiene dimensién 2n y lo equipamos con una estructura compleja / que sea una
isometria, tenemos la siguiente proposicidon

e Proposicién: Si w € AP4(V), entonces * w € A9 P (V)

Para demostrar la proposicidn, necesitamos el siguiente lema

- Lema: Paratodo w € AP9(V) no nulo existeun 7 € A" P 9(V)conw AT # 0
> Demostracién: Sea w € AP4(V) tal que w AT = 0 para todo T € A""P"4(V),

gueremos probar que w = 0. Tenemos que

(*w,T) =0 VT EAY I P(V)
Denotemos k = p + q. Si descomponemos
* = W;j
i+j=2n-k
Con w;; € Ab(V), por la ortogonalidad de la descomposicién tenemos que

0=(rw1)= Z (@;5,7) = @p—gn-p,T) VTEA"IP(V)
i+j=2n-k
Tomando T = @y_gn—p, cONClUimos que @y,_q,—p = 0. Luego

lwl|? - dv=wA¥w = Z WAB, =WABy_gnp=0
i+j=2n-k
La anteultima igualdad es porque w A @,; € AP*/1*{(V) que da 0 siempre que
(p+j,q +1i) # (n,n). Concluimos entonces que ||w||>=0y w =0, como
gueriamos ver.
» Demostracidn Proposiciéon: Denotemos nuevamente k = p + q. Como * @ €

Az (V)E, descomponemos

W = @y;
i+j=2n-k
Con @;; € A% (V). Nuestro objetivo es ver que @y s =0 para todo (r,s) #
(m—pn—q), asi *w =Wp_pn_q € AV "P(V). Si @5 # 0, por el lema
existe un 7 € A" 5(V) tal que T A @, 5 # 0. Luego
(,w)-dv=TA%w = Z TAD;j =TADps# 0
i+j=2n-k

La dltima igualdad es porque 7 A@;; € AnTiTTnH=S(Y) da 0 siempre que
(n+i—r,n+j—s)# (n,n). Por la ortogonalidad de la descomposicidn, si
(n—r,n—s) # (p,q) tendriamos que (7, w) = 0, en cuyo caso @, ;s = 0. Esto
termina la demostracion.

El Operador * en Variedades Riemannianas

Sea M una variedad Riemanniana orientada de dimensién ny sea w € 2%(M), entonces
definimos * w € Q™ k(M) via ( W), = * w,. Para ver que efectivamente * w es suave,
tomamos un marco local (por ejemplo, el inducido por una carta) y aplicindole Gram-
Schmidt obtenemos un marco ortonormal, se lo puede suponer orientado (si no,
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cambiamos el orden). Sea {«;, ..., @,,} su marco dual, usando que * es C*(M)-lineal
(pues es lineal en cada tangente), vemos que

w=Zf,-a, =>*w=2f,-*a,=ngn(I)-f,-a,c
1=k 1=k [IT=k

Asi que * w es suave. Mas aun, acabamos de describir un método para calcular * w. Al
operador x : Q¥(M) — Q" %(M) también lo llamamos “El operador estrella de Hodge”.
Recuerdo que si g, es el producto internoen T, (M), denotamos también gp al producto

interno inducido en Ay (Tp(M)). Luego, si w € N¥(M), entonces * w es la Unica
(n — k)-forma que satisface cualquiera de las siguientes propiedades
wAT=g(Hxw1)-dV VTEN"k M) ; tA*xw=g(,w)-dV V1€ N*M)

En particular, si M es compacta, la segunda propiedad nos da una forma alternativa de
calcular el producto interno en 2% (M).

(w,r):=jg(w,r)dV=jt/\*w
M M

Por lo que vimos del operador * en espacios vectoriales, en variedades Riemannianas el
operador estrella de Hodge es inversible con inversa =1 = (=1)¥(®=%) . x_De hecho, si
n es impar entonces k - (n — k) es un nimero par asi que *~1 = x y sin es par entonces
k-(n—k) =k (mod2) asi que *~1 = (—=1)*-*. También, por lo que vimos en
espacios vectoriales, g(* w,* ) = g(w, 1) y por lo tanto

(*w,*xT) := f g(xwx1)dV = J- g(w,7)dV ={w, )
M M

Asi que el operador x : 2K(M) — Q" ¥(M) es una isometria.

Si extendemos a la complexificacion *: Q¥(M)C - Q" *(M)C y extendemos el
producto interno de 2%(M) a un producto interno hermitiano g en 0N¥(M)E, entonces
* esta caracterizado por

wAT=gEw1)-dV VTEN*M)C ; tA¥o =gk w)-dV VtencM)°

Y siguen valiendo las propiedades {(* w,* T) = (@, T) y ** w = (=1)¥ =K . ). Ademas
(w,7) = f g(w,7)dV = f TA¥®
M M

Si M es una variedad hermitiana, por lo demostrado en el caso de espacios vectoriales,
vemos que si w € NP4(M) entonces * w € N~ 9""P(M).

2.2.3 Construccion de Operadores Adjuntos

Si M es una variedad Riemanniana/Hermitiana compacta, vimos cédmo definir un
producto interno en 2%(M), que se extiende a un producto interno hermitiano en
N¥(M)C. Veamos que, con dicho producto interno, el diferencial de formas d y los

operadores de Dolbeault 9,0 tienen adjunta. También veremos que, si M es una
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variedad Kihler con forma de Kahler £, entonces el operador L : 2%(M) — 0%+2(M)
definido por L(w) = # A w tiene adjunta. Este Ultimo operador, llamado “operador de
Lefschetz”, serd importante mas adelante.

e Adjunta de d: Si M es una variedad Riemanniana compacta y orientada, la
adjuntade d : 2F"1(M) - Q*(M) esd* = (—1)F - x71 d «

Demostremos esto. Sean w € N*~1(M) y T € N¥(M), tenemos que
dlwA*t) =doA*T+ (D1 wAd(>1)

Integrando de ambos lados, el lado izquierdo de la igualdad se anula (por Stokes) asi que
(dw, T) = f doA*T = (—1)k-j wAd(*1)
M M
Por otro lado

(w0, d* (@) = (—1* - (w1 d(x D) = (~1)F - j ©Ad(> D)

M
- Observacién 1: Si extendemos d : 2¥~1(M)C¢ —» 0¥ (M), entonces el operador
d* = (=1)* - =1 d * sigue siendo la adjunta de d.
- Observacién 2: Si M tiene dimensién par, *~* = (=1)* - xasique d* = — * d *.

e Adjunta de d y 3: Si M es una variedad hermitiana compacta, entonces la
adjunta del operador 9 : QX1 (M)C - 0¥(M)C es 3* = — * 0 * y la adjunta del
operador @ : 2¥"1(M)C - N¥(M)Ces 0* = — x 0 *.

Veamos que 0* = — * 3 * (la otra demostracién es analoga). Sean w € Q¥ 1(M)Cy sea
7 € N*(M)C, tenemos que

Notar que d(¥T) = d(* 7). Integrando de ambos lados la ecuacién, el lado izquierdo de
la igualdad da 0 (por el teorema de Stokes para 0) asi que

w1y = [ dwrvT= (1% [ wAdGD

(0w, T) fMa)/\ T=(-1) fMa)A(r)

Por otro lado
o= [ wa v = TG0 = (—1)F- FICT)
(w, 0*T) fMa)/\ ( r) waA (x1) =(-1) waA (x1)

Usamos que d(* 1) € R2"*¥+1(M) y M tiene dimensién real par, asi que *2 d(* ) =
(_1)2n—k+1 L 9(* 7).
- Observacién 1: Como 9 : QP1(M) - QP+t (M) y * : QPI(M) —» Q™" I"P (M)
entonces 0% = —* 9 *: QP4(M) —» QP~19(M). Andlogamente tenemos que
9* : OP1(M) — NPa~1(M)
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- Observacién 2: Los operadores 8*,0* heredan varias propiedades de 9 y 0
d*=0"+0" ; 00"=0 ; 9"0*=—-0%0" ; 00" =0

e Adjunta de L: Si M es una variedad Kahler compacta, entonces la adjunta del
operador L : 2¥(M) — Q**2(M) definido por L(w) = A AwesL* =*"1L %

Esta demostracion es particularmente sencilla
(w*xTL(x1)) = j wAL(xT) = f WARN(xT) = f LAwA(xT) =(L(w),T)
M M M

- Observacién 1: Si extendemos L : QX(M)C — 0¥+2(M)C, entonces la adjunta de
L seguird siendo L* = 71 L x.

- Observacién 2: Como L : QP4(M) — QP*TLat1(M) (porque £ € NY1(M)) y
como * : QPA(M) - Q"= 9""P(M), entonces L* : QP9(M) - QP~L4-1(M).

Notar que los operadores d*,d*,0%, L* estan bien definidos incluso si la variedad no es
compacta, en cuyo caso se les llama “operadores adjuntos formales”.

Identidades de Kdhler

Si M es una variedad Kahler de dimensién compleja n, las identidades de K&hler nos
describen el conmutador entre el operador de Lefschetz y los operadores de formas que
exhibimos hasta el momento. Recuerdo que [f,gl:=fog—gof.

i) [L,d] =0 ;o [Lal=0 ; [Ld]=0
i) [L,d*]=i-(0-d); [Lo]1=i-a; |[Ld]=-i-0
iii) [L,L*] = (k—n)-1d en QX(M)

Paraver que [L,d] = 0, recordemos que una forma de Kihler £ € 22?(M) es cerrada asi
que, si w € N*(M)

d(L(a))) =dANw)=dhAw+AANdw =#ANdw = L(dw)

Similarmente se demuestra que [L,d] = 0 = [L, 5], usando que d4,0#% = 0y la regla
del producto. La demostracion del segundo y tercer item se puede encontrar en [30]
(Proposicion 6.5 y 6.19 respectivamente).

2.2.4 Formas Armadnicas y el Teorema de Hodge

Si M es una variedad Riemanniana orientada y compacta, vimos que tenemos un
producto interno en 2%¥(M) y que el operador d : 2¥(M) — Q¥*1(M) tiene un
operador adjunto d* : 2¥+*1(M) — 0¥(M). Para k = 0, identificando 2*(M) = X (M)
y N°(M) =C*®(M), se puede verificar que d*(X) = div(X) (tomando marcos
ortonormales y usando que d* = (—1)¥-%71dx). En particular, si f € C*(M),
entonces d*df = div(Vf) = Af. Podriamos pensar a d*d : 2¥(M) - 0%(M) como
una generalizacién del Laplaciano, pero para que la teoria funcione bien debemos definir
A: QM) - 0%(M) via A:=d*d + dd*. Notar que dd*f =0 si f € C*(M) asi que
nuestra definicidn sigue siendo el Laplaciano usual cuando k = 0.
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Observacién 1: (Aw, @) = (w, A@) para todo w,® € N¥(M), es decir, es un
operador autoadjunto.

Observacién 2: Aw = 0 siy solosidw =0y d*w = 0. En dicho caso decimos

que @ es una forma armodnica. Denotamos H*(M) al espacio de formas
armonicas.

La primera observacion vale porque

(Aw, @) = (dd*w, ®) + (d*"dw, ®) = {(d*w,d*®) + {dw, dD)

Que es simétrico si intercambiamos w con @. En cuanto a la segunda observacion, la
vuelta es trivial y para la ida usamos la igualdad que acabamos de probar

0 ={Aw,w) = (d*w,d*w) + {(dw,dw) = ||d*w||?* + [dw||* = d*0o =0y dw =0

Observacion 3: Si hubiésemos definido Aw := d*dw, entonces seguiria siendo un

operador autoadjunto que generaliza al Laplaciano de funciones, pero
tendriamos que Aw = 0 © dw = 0.
Observacion 4: El Laplaciano esta bien definido incluso cuando M no es

compacto. Sin embargo, en dicho caso, no estd bien definido el producto interno
en 2%(M) y por lo tanto no es cierta la observacion 2.
Observacién 5: Si M es compacto, sea f € C* (M), entonces Af = 0 siy solo si

f es constante.

Las formas armdnicas estan caracterizadas de la siguiente forma

Proposicién: Sea M una variedad Riemanniana, orientada y compacta, una forma
w € N*(M) es armdnica si y solo si es cerrada y minimiza la norma en su clase
de de-Rham

Demostracidn Ida: Sea w una forma armodnica y sea @ € [w], escribamos @ =

w + dt. Tenemos que
@l = llwll® + lldzll* + 2w, d7)
Pero
(w,dt) =(d*w,7) =0
Pues w es armoénica. Luego
@l = llwll® + lldzll*> = llwll* = ll&ll = llwll

Demostracidén Vuelta: Sea w € 2%(M) una forma cerrada de norma minima

dentro de su clase de de-Rham, si @ € 2%~1(M) entonces
loll < llw+t-do]] VteR
Elevando al cuadrado ambas partes
loll? < llwll?* + 2t - {w, d@) + t* - ||d&||?
Reordenando
0<t (2w, do)+t-|ld@]l?) VteR
Asi que debe ser
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2w, d@d) +t-|[da|> =0 VtE>0 ; 2w, d@d)+t-||do]|? <0 Vt<O0
Tomando limite cuando t — 0 obtenemos
2{w,d@) =0 ; 2{w,d@) <0
Por lo que {w, d@) = 0 para todo @ € N*~1(M). Luego
(d*w,®) = {(w,d®) =0 VY& € N1(M)
Asique d*w = 0. Como w era cerrada, concluimos que w es armodnica.

Notar que la clase de de-Rham de una forma cerrada w € 2%(M) es un subespacio afin

de 2% (M) pues [w] = w + d(!)k‘l(M)) y d es lineal. Luego, si 2% (M) fuese un espacio
de Hilbert (es decir, si fuese completo), tendriamos garantizado que en toda clase de de-
Rham tiene un Unico elemento de norma minima. Por lo que vimos recién, tendriamos
que toda clase de de-Rham contiene una Unica forma arménica. Si bien 2% (M) no es un
espacio de Hilbert, este resultado es cierto y es conocido como “El Teorema de Hodge”.

e Teorema de Hodge: Sea M una variedad Riemanniana compacta y orientable,

para toda forma cerrada w € 2% (M) existe una Unica forma armonica en la clase
de de-Rham [w] € HA; (M).

Corolario: La aplicacion H*(M) - HX; (M) dada por w - [w] es un
isomorfismo lineal.

La demostracion radica fuertemente en el siguiente teorema, cuya demostracion se
puede encontrar en [30] (Teorema 5.22)

e Teorema: Sea M una variedad Riemanniana compacta y orientable, entonces
0*(M) = 364(M) @ A(2*(M))

En dimensiodn finita, es facil ver que si f : V = V es un operador lineal autoadjunto,
entonces V = Ker(f) @ Im(f). Este dltimo teorema, es una generalizacion de este
resultado que, mas aun, vale para operadores elipticos autoadjuntos, como el
Laplaciano (ver [30], definicion 5.17).

> Demostracién del Teorema de Hodge: Sea w € 2%(M) una forma cerrada, por el
teorema previo existen y € H*(M) y t € N¥(M) con w =y + dd*t + d*dr.
Como w,y y dd*t son cerradas, d*dt debe ser cerrada. Luego dt es armdnica ya
que A(dt) = dd*dt + d*ddt = 0. Entonces d*(dt) = O asique w =y + dd*t
y ¥ es una forma armodnica que estda en la clase de de-Rham de w, como

qgueriamos ver.
La unicidad ya la probamos pues, en un espacio con producto interno, hay a lo
sumo un elemento que minimiza la norma de un subespacio afin.

2.2.5 La Descomposicion de Hodge

El Teorema de Hodge, por ahora, no tiene nada que ver con la geometria compleja.
Veamos cdmo se relaciona. Vimos que si M es una variedad hermitiana compacta, y
extendemos el producto interno de 2%(M) a Q¥(M)S, entonces los operadores de
Dolbeault 9,0 : QX(M)C - 2¥+*1(M)C tienen adjuntas 9*,9* : Q1 (M)C - Q¥ (M),
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que estan bien definidos incluso si M no es compacta. Definimos los laplacianos Ay, Az :
0(M)C - (M) via
Ay:=0"0+00" ; A;:=0"0+00"

Como 0 : NPA(M) - QPYLA(M) y 9*: QPTL4(M) - QP9(M) entonces tenemos que
Ay 2 OPU(M) - QP9(M) y similarmente Az : QP1(M) — 0P4(M). Andlogo a lo que le
sucedia a d, el Laplaciano A; es autoadjunto y Ajw =0 0dw =0y d*w =0,
similarmente sucede con 3. Si el Laplaciano original A = d*d + dd* : (M) = Q*(M),
lo extendemos a la complexificacion A: Q¥(M)C — 2¥(M)C, entonces los tres

laplacianos A, Ay, Az tienen mismo dominio y codominio. El siguiente teorema relaciona
estos tres operadores cuando M es una variedad de Kahler.

e Teorema: Si M es una variedad de Kahler, entonces
1
Ay= Az= EA
» Demostracion: Veamos que A = 2 - Az, la otra igualdad tiene una demostracién

analoga. Por definicidon tenemos que

A=dd*+dd=(0+0)o(0"+0")+ (8" +9*)0(da+0)
Como M es una variedad Kéhler, una de las identidades de K&hler nos dice que
[L,0*] = —i- . Sireemplazamos @ = i- (L 03" — " o L) en la expresion de A
y hacemos la distributiva, hay dos términos que se cancelan y dos términos en
los que aparece 0*0* = 0. Omitiendo esos cuatro términos, nos queda

A=090"+0"0+00"+8"d+i-(8°L0" + Ld"d* —9*0"L — 3*Ld")

Notar que los primeros dos términos son Az. Respecto al tercer y cuarto término,
otra de las identidades de Kahler nos dice que [L,3*] = i - 0 asi que, escribiendo
0 = —i-[L,0%] (y usando que 8*0* = 0), vemos que

0°0 =—i-0"0[L,0*]=—i-0*L0*=i-[L,0*] 08" = —00*
Por lo que el tercer y cuarto término se cancelan. Restaria ver que el ultimo
término es Az. Sien la definicién de Az reemplazamosd = —i- (L0 d* — 0* o L)
y hacemos la distributiva, obtenemos

Ay =30"+3°9 =i-(8"Ld" — L3*8" + 3°9°L — 3°L9")

Usando que 900" = —0*0* en el segundo y tercer término, obtenemos
precisamente el ultimo término en la expresién de A.

Asi que, en variedades de Kahler, es lo mismo hablar de formas armdnicas, formas d-
armonicas y formas d-armodnicas. La principal razén por la cual nos es relevante este
teorema, es por el siguiente corolario

- Corolario: Si M es una variedad Kihler, entonces w € 2P41(M) = Aw € QP9(M)

Esto claramente vale para A, (y Ag), por eso vale para A cuando M es Kdhler. Denotamos

HPA(M) :={w € NP1(M) : Aw = 0}
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Es el espacio de (p,q)-formas armdnicas. Una consecuencia directa del corolario
anterior es la siguiente proposiciéon

e Proposicién: Si M es una variedad de Kahler, entonces
FEEM)E = FERO(M) @ 11 (M) @ -+ @ HO*(M)
» Demostracion: Por la descomposicion
QK (M)E = 0FO(M) @ 2F V(M) @ - B NOF (M)
Sabemos que para todo w € H*(M)C € 0¥ (M) existen tnicas w; € N¥~41(M)
tales que w = wy + -+ wy, basta con probar que Aw; = 0 para todo i.
Claramente
Awg + -+ Awy, =0
Pues Aw = 0. Pero, como M es Kahler, Aw; € Nk=L(M) vy, por la unicidad de
descomposicion que mencionamos al principio de la demostracion, Aw; =0
para todo i.

Si M, ademas de ser Kahler, es compacta, el teorema de Hodge nos decia que la
aplicacion m : H*(M) - HX: (M) definida por m(w) = [w] es un isomorfismo lineal.
Luego, la extensién 1 : H*¥(M)C - HX, (M) es un isomorfismo C-lineal y, por la
proposicién anterior

Hi (M) = m(350(M) ) @ m(H<11(M)) @ -+ @ m(H O (M)
Afirmo que
n(}[p'q (M)) ={[lw]: w € NP9(M) cerrada}

Donde estamos pensando a los elementos de H('j‘R(M)(C como clases del complejo de
cadenas d : 2¥(M)C - Q**1(M)C. A continuacién hago la demostracién, pero antes
observemos que

HP9(M) :={[w] : w € NP9(M) cerrada}
No depende de la métrica de Kahler. Tenemos entonces que

e Descomposicion de Hodge: Si M es una variedad compleja compacta que admite

alguna métrica de Kahler, entonces
HgR(M)(C = HOM) @ HF "V 1(M) @ --- @ HO*(M)

Siempre vale que la suma de dichos espacios da Hé‘R(M)(C, lo novedoso es que estén en
suma directa. Notar que HPY(M) =0 si p>ndq >n asi que la longitud de la
descomposicién va decreciendo a partir de k = n.

- Corolario: Sean w, @ € 2*(M)C, si descomponemos
w = a)klo + a)k_lll + -+ wO,k ; W = ﬁk'o + 5,(_1,1 + -+ ajO,k
Con w,, 4, @, 4 € NP1(M), y si [~] denota la clase de de-Rham, entonces
w] = [@] © [a)p,q] = [Gp,q] Vp+q=k
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Antes de demostrar la igualdad n(}[p'q(M))=Hp'q(M) que quedd pendiente,
necesitamos probar la siguiente proposicion

Proposicién: Si M es una variedad de Kahler compacta, entonces
0PA(M) = HPA(M) @ A(QP1(M))

» Demostracion: Recordemos la descomposicion

0*(M) = 364(M) @ A(2%(M))
Esto ya nos garantiza que los espacios en cuestidon estdan en suma directa.
Complexificando de ambos lados obtenemos
QK(M)C = H*(M)® @ A(2*(M))

Seaw € NP9(M)yseak :=p + q, entonces existeny € H*(M)Cyt € Q*(M)¢
tales que w = y + At. Usando las descomposiciones
HEM)E = HEO(M) @ -~ @ HOK(M) ; 04 (M)E = Q4O (M) D - © 0% (M)
Existeny; ; € H™ (M), t;; € 0" (M) tales que

Y=VkotVe-11F " tVYor ; T=Tkot Th—11t "+ Tox
Luego

® = (Yio + Btio) + (Viem11 + AT—11) + -+ (Yo + ATox)
Pero At; ; € 2%/ (M), porque M es Kahler, asi que y; ; + At; j € 2%/ (M). Como
la descomposicion de w es Unica, debe sery; ; + At; ; = 0 para (i, j) # (p,q) asi

que W = Ypq + ATy,

Ahora si, demostremos la igualdad (P49 (M)) = HP1(M).

> Demostracién: La inclusién n(f]—[p'q(M)) C HP9(M) es clara, veamos la otra

inclusion. Sea w € NP9(M) cerrada, por la proposicidn que acabamos de probar
existeny € HP4(M)yt € NP9(M)talesque w =y + dd*t + d*dt. Como y es
armonica, es cerraday como w y dd*t también son cerradas, d*dt también debe
serlo. Luego dt es armdnica pues A(dt) = d(d*dt) + d*(ddt) = 0 + 0. Como
dt es armodnica, entonces d*dt = O asique w =y + dd*ty [w] = [y].

Esto demuestra que toda clase de de-Rham de una (p, q)-forma contiene una Unica
(p, g)-forma armonica (la unicidad la teniamos de antes). En particular, el isomorfismo
de Hodge se restringe a un isomorfismo 1 : H?4(M) — HP9(M).

Si M es Kahler, entonces A = 2A3 asi que, si M ademas es compacta, podemos
reemplazar en esta Ultima demostracion “d” por “0” y obtendremos que la proyeccion
m:HPI(M) - Hg’q(M) dada por w — [w] es un epimorfismo. Similarmente a como

las formas arménicas minimizan la norma en su clase de de-Rham, se puede probar que

las formas d-arménicas en 2P9(M) minimizan la norma en su clase de cohomologia del
complejo de Dolbeault 9 : QP4(M) — QP9+1(M). De esto deducimos que la aplicacidn
m:HPI(M) - Hg’q(M) es un isomorfismo lineal.
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Si bien en esta tesis no hablamos de cohomologia de haces, resulta de interés el
siguiente resultado, cuya demostracion se puede encontrar en [30] (Lema 6.18)

o Teorema: HP9(M) es canénicamente isomorfo a H7(M, 27 (M))

En sintesis, vimos que si M es Kahler compacta, los siguientes espacios son
candnicamente isomorfos

HPA(M) = HPA(M) = HY*(M) = H1(M, 27 (M))

Algunas observaciones adicionales

Una observacion simple, pero importante, respecto a los espacios HP'4, es la siguiente

- Observacion 1: HP4 (M) = H?P (M)

Estamos tomando la conjugacién de Hé‘R(M)C, con k = p + g, que si lo pensamos como
clases del complejo d: Q¥(M)C - Q*¥*1(M)C es la operacion [w]:=[w]. La
observacidn es obvia pues QP4(M) = Q9P (M).

Como mencionamos antes, no toda variedad compleja admite una métrica de Kahler
pues, en principio, tenemos restricciones topoldgicas (Hgﬁ(M) #0parak=1,..,n).
Uno podria preguntarse, sin embargo, si la descomposicion de Hodge vale aunque M no
admita una métrica de Kahler. La respuesta es “no siempre” ya que, nuevamente,
tenemos restricciones topoldgicas.

- Observacion 2: Si M es una variedad compleja compacta tal que vale la

descomposicidén de Hodge (por ejemplo si admite una métrica Kdhler), entonces

2k—-1

dimg Hig = (M) es parparak = 1, ..., n.

Esto es porque
2k—-1 k—1
dimg HZE1(M) = Z dimg HZK= 10 (M) = 2. - Z dimg HZK=1-5i (M)
i=0 i=0
Pues HP'? es isomorfo a H?P via la conjugacion. Las “Superficies de Hoph” son
variedades complejas compactas de dimensién (compleja) 2 con dim Hjz(S) = 1, asi

gue son ejemplos de variedades complejas para las que no vale la descomposiciéon de
Hodge (en particular, no admiten una métrica Kahler).

- Observacién 3:Si M es una variedad Kahler, entonces H*¥(M) # 0Vk =1,..,n

Esto es porque £% € %k (M) es cerrada, pero no exacta. Esto lo demostramos en la
seccién 2.1.2 cuando vimos que Hgl'{(M) # O0parak =1,...,ncuando M es Kahler.

- Comentario: Si bien no definimos lo que son “Formas holomorfas” en una
variedad compleja M, vale destacar que el espacio de k-formas holomorfas en
M es isomorfo a H*°(M) cuando M es Kihler compacta (ver [30], Corolario 7.6)
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Calculemos un ejemplo, el espacio proyectivo complejo. Es sabido que

. 1sik < 2n yespar
dimg H%: (P™(C)) =
img Hiz (P™(C)) { 0 si 1o
Como P™*(C) es una variedad Kihler compacta, vale la descomposicién de Hodge. Esto

sumado a que H*¥(M) # 0 nos permite concluir que

1sip=qg<n

dime HP (IP”(C)) - { 0 sino

Estructuras de Hodge

Una estructura de Hodge de peso k € Z es un par (H, {Hp’q}p+q=k) siendo H un R-
espacio vectorial de dimensién finitay H?9 € H® subespacios complejos (p, q € Z) tales
que

i) H® =®p+q=k HPA4
i) HP4 = HOP

Hasta ahora vimos dos ejemplos, las formas armdnicas y la cohomologia de de-Rham de
una variedad Kahler compacta

1) H=H*M) ; HPT = HPI(M)
2) H=HS%(M) ; HPY = HPA(M)

Un morfismo entre estructuras de Hodge (H, H?7) — (ﬁ, ﬁp'q) es un morfismo lineal
f+H- H tal que al extenderlo a la complexificacién f:H® — HC satisface que
f(HPY) C HP4. Si ademas f+H- H es un isomorfismo lineal, decimos que es un
isomorfismo de estructuras de Hodge, en cuyo caso f(HP9) = P9y f~1 : H - H es
un morfismo de estructuras de Hodge.

- Ejemplo 1: Si M es una variedad Kahler compacta, entonces el isomorfismo de
Hodge  : H*(M) - HQ‘R(M) es un isomorfismo de estructuras de Hodge

- Ejemplo 2: Si M y N son variedades de Kahler compactasy f : M — N es una
funcién holomorfa, entonces f*: HX:(N) —» H5: (M) es un morfismo de
estructuras de Hodge.

De esta forma, las estructuras de Hodge forman una categoria. En dicha categoria
tenemos definidas las siguientes operaciones (ver [8])

- Sif : H— H esun morfismo de estructuras de Hodge, entonces Ker(f), Im(f)
y Coker(f) son estructuras de Hodge.

- SiHy H son estructuras de Hodge de peso n, entonces H @ H es una estructura
de Hodge de peso n.

- SiHy H son estructuras de Hodge de peso n y 71 (respectivamente), entonces
HQH vy HomR(H, H) son estructuras de Hodge de peso n+7n y i—n
(respectivamente).

68



Martinez Wagner, Marcos

En este ultimo item, se puede ver la necesidad de pedir que el peso k de una estructura
de Hodge sea un numero entero, al igual que los p, q.

Toda la seccion 2.3 “Estructuras Adicionales” tendrd como objetivo mostrar que la
cohomologia de de-Rham de una variedad proyectiva suave (mas precisamente, la
cohomologia primitiva), tiene mas estructura que la que describimos hasta ahora.
Concretamente, veremos que se trata de una estructura de Hodge, integra y polarizada.

Por ahora tal vez parezca innecesaria la definicidén de “Estructura de Hodge”, pero en el
capitulo 3 de esta tesis estudiaremos familias difeomorfas de variedades Kahler
compactas {X,};es Qque me inducirdn familias de estructuras de Hodge

(Hé‘R(Xt), HPA (Xt))tes. Entender cémo varian las estructuras de Hodge nos ayudard a

entender como varia la estructura compleja en X;. Esto es lo que tratara de medir el
“Mapa de periodos” cuyo codominio, el “Dominio de Periodos”, es el conjunto de
estructuras de Hodge sobre un espacio vectorial fijo H (en realidad es el conjunto de
“filtraciones” de Hodge, ver seccion 3.4).
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2.3 Estructuras Adicionales

Vimos que la cohomologia de de-Rham de una variedad Kahler compacta satisface la
descomposicion de Hodge, lo que nos da una “estructura de Hodge” abstracta. El
objetivo de esta seccidn es probar que la cohomologia de una variedad Kahler compacta
tiene aun mas estructura, es una “estructura de Hodge, integra y polarizada”. En la
seccién 3.4 se entenderd mejor por qué es importante reconocer esta estructura
adicional para entender cdmo varia la estructura compleja de una familia de variedades
complejas X; parametrizadas por t.

En la seccidon 2.3.1 definiremos la cohomologia de de-Rham entera H(’fR(M, Z), que es el
conjunto de clases de de-Rham [w] € HX; (M) que integradas sobre cualquier cadena
singular cerrada o € H,,(M,Z) dan un nimero entero. Este conjunto es un subgrupo
aditivo de HXz(M), y probaremos que rank HX; (M,Z) = dim HXz;(M) (lo que
llamamos “un reticulado en HX; (M)”). También veremos que H% (M, Z) es cerrado por
el producto wedge. Para probar estas dos propiedades, usaremos el teorema de de-
Rham, que nos da un isomorfismo de dlgebras graduadas entre la cohomologia singular
H*(M,R) (con el producto cup) y Hzg(M) (con el producto wedge). Habremos visto
entonces que la cohomologia de de-Rham de una variedad Kahler compacta es una
“estructura de Hodge integra”, esto es, una estructura de Hodge (H, HP*?) equipada con
un reticulado H; € H.

Terminamos la seccion 2.3.1 mostrando un ejemplo importante de clase de de-Rham
entera: La forma Kahler de Fubini-Study en P"(C) (ver seccién 2.1.3). Como
consecuencia, toda subvariedad compleja de P (C) admite una forma Kihler cuya clase
de de-Rham es entera, y esta propiedad, en variedades complejas compactas, es
caracteristica de las subvariedades de P™(C) (teorema de inmersidn de Kodaira).

En las secciones 2.3.2 y 2.3.3 buscamos describir qué es una “estructura de Hodge
polarizada”. Si bien en la cohomologia de de-Rham podremos definir una funcién Q que
tendra propiedades en comun con lo que vamos a llamar “polarizacién”, carece una
propiedad clave, no es “definida positiva”. Para obtener dicha propiedad, nos
restringiremos a la llamada “cohomologia primitiva”, la cual si serd una estructura de
Hodge polarizada.

Comenzamos la seccién 2.3.2 exhibiendo los isomorfismos de Lefschetz L™k :
QF(M) -» 02=k(M) y L'k : HX. (M) — H3R 7% (M), siendo L(w) := £ A w. Definimos
las formas primitivas 2% (M) como el conjunto de k-formas w tales que L**+1(w) = 0
(con k < n). Similarmente definimos el conjunto de clases de de-Rham primitivas
HE (M) (esto es lo que llamamos “cohomologia primitiva”), el conjunto de (p, q)-formas
primitivas 257(M) y el conjunto de (p, q)-clases primitivas H>Y (M). Estos espacios
también cumplen descomposiciones como la de Hodge

25N = 25° (M) 25 (M) © - © 25" (M)

HEM® = HYO (M) @ Hy ' (M) @ - @ HY* (M)
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A esta ultima descomposicién la llamamos “descomposicidon de Hodge primitiva”. Estos
espacios estan relacionados con la cohomologia de de-Rham y los espacios HP'4(M) via
la llamada “descomposicién de Lefschetz”

HiR (M) =@osizisz L' (HE2HM)) 5 HPA(M) =Bosicmingpqy L' (HE 7' (M)
Notar que la cohomologia primitiva (Hf,‘ (M), HP1 (M)) forma una estructura de Hodge.

Vamos a lo que diferencia la cohomologia primitiva de la cohomologia de de-Rham, la
polarizacién (seccién 2.3.3). Esto es: La funcién Q : H5; (M) X HX: (M) - R definida
por

k(k—1)
0(w0)i=(-1) 7= f PN AT
M

Esta funcidn induce una forma hermitiana Hen Hé‘R(M)(C gue hace de la descomposicion
de Hodge una descomposicion ortogonal. El problema es que H no es definida positiva.
Para que sea definida positiva, debemos restringirnos a la cohomologia primitiva, en
cuyo caso la descomposicion de Hodge primitiva también resulta una descomposicién
ortogonal. Esto nos dice que la cohomologia primitiva de una variedad Kdhler compacta
es una estructura de Hodge polarizada (H, HP4, Q) (ver definicidn en la seccion 2.3.3).

Si £ € H;(M,Z) (equivalentemente, si M € PV(C)), entonces tenemos en HX (M) el
reticulado HX (M, Z) := H¥(M) n HX, (M, Z) haciendo de la cohomologia primitiva una
estructura de Hodge integra. Mas aun, si w, 7 € H¥(M,Z), entonces Q(w,T) € Z. Es
decir, hay cierta “coherencia” entre el reticulado y la polarizacién. Esto es lo que
llamamos una “Estructura de Hodge integra y polarizada”.

2.3.1 Cohomologia de de-Rham Entera

El objetivo de esta seccion es definir la “Cohomologia de de-Rham entera” H('j‘R(M, Z)y
demostrar dos propiedades importantes

e Siw€HS(M,Z)yt € Hix(M,Z) entonces w At € HXF (M, Z)
o HY:(M,Z) € HX; (M) es un reticulado

Para demostrar dichas propiedades tendremos que hablar del Teorema de de-Rhamy la
(co)homologia singular. Al final exhibiremos un ejemplo importante de una clase de de-
Rham entera, la clase de la forma Kahler de Fubini-Study.

Grupos Abelianos y Reticulados

Si V es R-espacio vectorial, una manera de definir la complexificacién de V era
tensorizando con C, V¢ :=V @y C, definiendo k- (v ® z) :=v ® (k - z) para todo
v € Vytodok,z € C. Endichocaso, v » v ® 1 es lainclusion V & V€.
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Similarmente, si G es un grupo abeliano (es decir, un Z-mddulo), podemos extender G
a un R-espacio vectorial definiendo G := G @z Rconk - (g Q1) :=g Q (k- ) para
todo g € G y todo k,r € R. Sea i : G - Gy la funcién i(g) := g @ 1, si denotamos
T(G) ala torsién de G, tenemos que

e Proposicidn: Sea G un grupo abeliano finitamente generado, entonces vale que
Ker(i) = T(G). Méas aun, si {gy, ..., G} es una Z-base de G := Im(i) = G/T(G),
entonces es una base real de G. En particular dim G = rank G.

» Demostracion: Por el teorema de estructura para grupos abelianos finitamente
generados, sabemos que G = T(G) @ Z™" para algin n € N,. Luego

TEDZY) ®;R=(TWGC)®zR) D (Z" ®zR) =0 (ZR®;R)" = R"
Y la funcién i : G - Gy se corresponde con la funcion j : T(G) @ Z™ —» R™ que
vale 0 en T(G) y es la inclusion en Z™ € R™. Es claro que Ker(j) = T(G) y que
si{ey, ..., e,} es una Z-base de Im(j) = Z", entonces es una R-base de R".

En general, si V es un R-espacio vectorial de dimensién finita, decimos que L € V es un
reticulado en V si es un subgrupo (con la suma) tal que rankL =dimV.
Equivalentemente, un reticulado es un subconjunto de V de la forma

L={k1'v1+---+kn'vn :kl,...,knEZ}

Con {vy, ..., v, } una base de V. En particular, la proposicion anterior nos dice que G es
un reticulado en Gp.

Sean V y V dos R-espacios vectoriales y f : V = ¥ una funcién lineal, si L £V es un
reticulado, en general no es cierto que (L) € Im(f) ni que L N Ker(f) S Ker(f) sean

reticulados. Por ejemplo, sea f : R? - R definida por f(x,y) = x + V2 - Yy, entonces

f(Z) =Z+2Z ; 72 nKer(f) = {(0;0)}

Que son grupos de rango 2 y 0 respectivamente, cuando para ser reticulados debian ser
ambos rango 1. Tenemos, sin embargo, la siguiente equivalencia

e Proposicidn: Sean V y V7 dos R-espacios vectoriales de dimensién finita, sea L S
V unreticuladoysea f : V — ¥ una funcion lineal, entonces son equivalentes
a) L nKer(f) € Ker(f) es un reticulado
b) f(L) € Im(f) es un reticulado
c) Existe un reticulado L € Im(f) talque f(L) S L
» Demostracion: Para ver a) © b) notar que f(L) es un grupo abeliano sin torsion
(por ser subgrupo de V) y es finitamente generado (pues L lo es) asi que es un
grupo libre y, en particular, proyectivo. Luego, la sucesidon exacta

0 LnKer(f) 5L F(L) -0
Separtey L = f(L) @ (L n Ker(f)) asi que
rank f(L) + rank(L n Ker(f)) =rank L = dimV = dim Im(f) + dim Ker(f)
De donde se ve que
rank f(L) = dimIm(f) & rank(L n Ker(f)) = dim Ker(f)
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La implicacién b) =c) es trivial, veamos que c)=b). Por los mismos
argumentos de antes, f(L) es un grupo libre y por lo tanto tiene una Z-base
{wy, ..., wy }. Veamos que {wy, ..., w,,} genera Im(f) como R-espacio vectorial,
y por lo tanto rank f(L) = dimIm(f). Sea {vy,...,v,} una Z-base de L,
entonces es una R-base de V y por lo tanto {f(v,), ..., f(v,)} genera Im(f)
como R-espacio vectorial. Pero f(vy), ..., f(v,) € f(L) que estaba generado
por {wy, ..., w,,}, asi que este Ultimo conjunto genera Im(f) como R-espacio
vectorial, que es lo que queriamos ver. Si tenemos la hipdtesis adicional de que
f(L) € L para algtn reticulado L < Im(f), entonces
rank f(L) < rank L = dim Im(f)

Asi que rank f(L) = dimIm(f) lo que demuestra que f(L) € Im(f) es un
reticulado.

Si G es un grupo abeliano finitamente generado y libre, entonces i : G = Gy es un
monomorfismo asi que, identificando G con la imagen de i, vemos que G € G es un
reticulado. Luego, de la proposicidén anterior deducimos el siguiente corolario

e Corolario: Sean G y H grupos abelianos, libres y finitamente generados, si
tenemos un epimorfismo lineal f : G — Hy tal que f(G) € H, entonces
f(G) € Hg yKer(f) n G < Ker(f) son reticulados

Esto es cierto porque f(G) € H, siendo H S Hy un reticulado. Este resultado nos serd
util en la seccion 2.3.3. Por ultimo, veamos que a cada reticulado L € V le corresponde
un reticulado dual L* € V*, lo cual nos sera relevante en breve

- Observacion: Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita y sea L un
reticulado en V, entonces L* := {f € V* : f(L) € Z} es un reticulado en VV* que
llamamos “El reticulado dual”. Notar que L* es isomorfo al conjunto de
morfismos de grupos f : L — Z.

Homologia Singular

Sea X un espacio topoldgico y sea R un anillo (nos interesa el caso R =7Z 6 R),
denotamos C,(X,R) el conjunto de R-cadenas singulares, es decir, el conjunto de
combinaciones R-lineales de funciones continuas o : AK— X (siendo A¥C R¥ un k-
simplex orientado). Consideremos el complejo de cadenas singulares (ver [11])

a a
o Ck+1(XlR) - Ck(Xl R) - Ck—l(X' R) i
La homologia de este complejo la denotamos Hy (X, R), la homologia singular.

Si X es una variedad diferenciable, nos interesara trabajar con funciones ¢ : Ak— X
diferenciables. Esto significa que g se puede extender a una funcién diferenciable en un
abierto de RK. Denotamos C(X,R) a las combinaciones R-lineales de dichas
funciones. Usando la misma definicién de 9, vemos que 0 : C{°(X,R) = C2 (X, R).
Denotamos H;° (X, R) a la homologia de este complejo. SeaI: Ci°(X,R) = Cx(X,R) la
inclusion, entonces I 0 @ = @ o I asi que induce un morfismo I, : Hy (X, R) = Hi(X,R).
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En [19] (Teorema 18.7) se demuestra que I, es un isomorfismo, asi que la teoria funciona
igual ya sea trabajemos con funciones continuas o funciones diferenciables.

Veamos como se relaciona H, (X, Z) con H, (X, R). Lainclusién i : C,(X,Z) - C,(X,R)
satisface iod =0 oi asi que pasa a la homologia i, : H,(X,Z) - H,(X,R). Sea
H,(X,Z) X R -» H, (X, R) la funcién definida por (7, k) — k - i,(d), al ser Z-bilineal me
induce una funcion Z-lineal m : H,(X,Z) ®; R - H, (X, R). De hecho, m es R-lineal y,
como consecuencia del “Teorema de Coeficientes Universales” para homologia (ver
[11]), es un isomorfismo. Notar que la inclusién Hy, (X,Z) — H, (X, Z) ®,; R compuesta
con m da i,. Como m es un isomorfismo, por los resultados obtenidos en la seccién
anterior concluimos que

e Elndcleodei, : H,(X,Z) - H,(X,R) es la torsion de H, (X, Z)
e H,(X,Z):=1Im(i,) es un reticulado en H, (X, R), que como grupo abeliano es
isomorfo a H, (X, Z)/torsion.

Mas adelante trabajaremos con el reticulado dual {f EH,(X,R)*: f (ﬁk(X, Z)) c Z}.

Cohomologia Singular

De ahora en adelante, si R es un anillo y M es un R-médulo, denotamos M*
:= Homgz (M, R). Consideremos el complejo de cadenas

0" o*
e Ck+1(X1R)* « Ck(X,R)* <_Ck_1(X,R)* — oo

Donde 9*f := f 0 d. Denotamos H*(X,R) a la cohomologia de este complejo, la
cohomologia singular. Una ventaja que tiene la cohomologia singular por sobre la
homologia singular, es que tiene una estructura de dlgebra graduada. Sea f € C, (X, R)",
g € C,(X,R)*y o : A¥*'> X continua (diferenciable), definimos

(f — g)(U) = f(o'l[vo,vl,...,vk]) g (O-l[Vk,k+1'---'Vk+l])

Ak+l

Siendo vy, ..., Vi4; los vértices (ordenados) de y [vio, ...,vl-m] c A**! |la m-cara

generada por dichos vértices. Extendiendo R-linealmente a todo Cy,;(X, R), obtenemos
el producto cup f — g € C4; (X, R)*. Se puede verificar la siguiente propiedad (ver
[11], Lema 3.6)

0(f —g)=0"f—g+(-DF-f—a'g
A partir de esto, vemos que

- Sid*f=0yd*g =0,entonces 3" (f —g) =0

- Sif=0"fyd*g=0,entonces f — g = 6*(fvg)

- Sid*f=0yg=20"g,entoncesf — g=0"(£f — G)
Es decir, producto de cerrados da cerrado, y cerrado por exacto da exacto. Luego, el
producto cup pasa a la cohomologia — : H*(X,R) x H'(X,R) » H**'(X,R) yle da a
H*(X,R) :=@yen, H*(X, R) estructura de algebra graduada.
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- Ejemplo: H*(P"(C),Z) = Z[x]/{x™*), el isomorfismo identifica x con un
generador de H2(P™(C),Z) = Z (ver [11], Teorema 3.12)

La cohomologia de un complejo de cadenas esta relacionada con la homologia a partir
del “Teorema de Coeficientes Universales” (ver [11]). Sea h : H*(X,R) - H,(X,R)* la
aplicacion h(f)(&) := f(0), es facil ver que esta bien definida y es un epimorfismo de
R-mddulos. Una consecuencia del teorema de coeficientes universales, es que si R es
un cuerpo (por ejemplo R = R), entonces h es un isomorfismo.

Asi como en homologia singular relacionamos Hy (X, Z) con H, (X, R), veamos cdmo se
relaciona H*(X,Z) con H*(X,R) = H,(X,R)*. Todo f : C,(X,Z) - Z morfismo de
grupos se extiende de manera Unica a un morfismo lineal f : C;,(X,R) - R asi que
tenemos una inclusién j : C,(X,Z)* — C,(X,R)*. Es claro que j 0o 0* = 0* 0 asi que
pasa a la cohomologia j, : H*(X,Z) —» H*(X,R). La imagen de j, son las clases de
H*(X,R) que contienen alguna f € C, (X, R)* (con 3*f = 0) tal que f(Ck(X, Z)) cZ.
Luego, laimagende h o j, : H*(X,Z) - H,(X,R)* es el conjunto de funciones lineales
f +H,(X,R) » R que satisfacen f(ﬁk(X, Z)) C Z, esto es, el reticulado dual de

H.(X,Z) € H, (X, R).

- Observacidn: Es trivial verificar que j(f — g) = j(f) — j(g) asi que j, también
satisface dicha propiedad, es decir, j, es un morfismo de algebras graduadas.

Para resumir, en homologia tenemos un morfismo i, : H,(X,Z) - H,(X,R) cuya
imagen H,(X,Z) es un reticulado en H,(X,R), y como grupo es isomorfo a
H, (X, Z)/torsién. En cohomologia tenemos un morfismo j, : H*(X,Z) - H*(X,R) de
dlgebras graduadas y un isomorfismo lineal h: H*(X,R) - H,(X,R)* que, al
componerlos, obtenemos un morfismo H*(X,Z) - H,(X,R)* cuya imagen es el
reticulado dual de H, (X, 7).

El Teorema de de-Rham y la Cohomologia de de-Rham entera

Sea M una variedad diferenciable, sea o : A¥— M diferenciable y sea & una extensién
diferenciable de ¢ a un abierto de R¥, entonces definimos ¢* : 2K (M) — 0% (A¥) via
o*(w) := 5'*((1))|Ak, cuyo resultado no depende de la extension & elegida. Para cada

w € N¥(M) definimos
fa) :=f o*(w)
o Ak

Que es una integral en una regién compacta de RF. Extendiendo linealmente la
aplicacion o — faw, obtenemos una funcién C;° (X, R) — R. En [19] (Teorema 18.12)

se demuestra el teorema de Stokes para este tipo de integrales. Concretamente, sea
w € N¥"1(M) yseao € C°(X,R), vale que

fdwsz
g do
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En particular, si w € 2%¥(M) es cerrada, obtenemos una funcién bien definida
HZ (X,R) - Rdadapor o — faa). Mas aln, dos formas que estan en la misma clase de
de-Rham inducen la misma funcidn, nuevamente debido al teorema de Stokes. Tenemos
entonces bien definida una funcién s : HSx (M) - HP (X, R)*. Como HZ(X,R) =
H, (X, R), de ahora en adelante omitimos el o en la notacién.

e Teorema de de-Rham: La funcién s : HS; (M) - H, (X, R)* es un isomorfismo

lineal que llamamos “El isomorfismo de de-Rham”. Mas auln, si componemos el
isomorfismo h : H*(M,R) — H,,(M,R)* con la inversa del isomorfismo de de-
Rham, obtenemos un isomorfismo s=' o h : H*(M,R) - H%; (M) de &lgebras
graduadas.

La demostracion de que s es un isomorfismo se puede encontrar en [19] y la
demostracién de que s™' o h es un isomorfismo de algebras graduadas se puede
encontrar en [16].

Via el isomorfismo de de-Rham, los funcionales f € H,(M,R)* tales que
f(ﬁk(M,Z)) C7Z (el reticulado dual de H,(M,Z) <€ H,(M,R)*) estan en
correspondencia biyectiva con las clases de de-Rham [w] € HX; (M) tales que faw € Z
para todo o € H,(M,Z). Denotamos H%;(M,Z) a las clases que satisfacen dicha

propiedad y las llamamos “clases de de-Rham enteras”. Como un isomorfismo lineal
manda reticulados en reticulados, H%; (M, Z) es un reticulado en HX, (M).

Habiamos visto que j, : H*(X,Z) - H*(X,R) es un morfismo de algebras graduadas y
que la imagen de hoj, : H*(X,Z) —» H,(X,R)* es el reticulado dual de H,(X,Z) <
H,(X,R). Como s me da un isomorfismo entre dicho reticulado y H; (M, Z), la imagen
de sTtohoj, : H*(X,Z) » H5: (M) es HXx (M, Z). Mas ain, como s~ o h y j, son
morfismos de dlgebras graduadas, la composicion también lo es asi que la imagen
HX:(M,Z) es una subalgebra de H%;(M). En otras palabras, acabamos de probar lo
siguiente

- Siw € HY;(M,Z) y t € Hix(M, Z) entonces w At € HXF' (M, Z)

La Forma Kdhler de Fubini-Study

En la seccion 2.1.3 describimos una forma de Kahler a)E.QZ(IP’”((C)) gue en
coordenadas @y, : U, = C™ se escribia como

o RS EDY 1z;1%) - Xidzi Ndz; — (X7, - dz) A (X2 - dZy)
Pk (Z1zn) T op (1+ 3, 1z]?)?

El 21t dividiendo lo habiamos justificado diciendo que era para que su clase de de-Rham
fuese entera, ahora podemos especificar a qué nos referiamos. La homologia singular
del espacio proyectivo H,(P"(C),Z) es isomorfa a Z. Sea s:(A?)° > C un
difeomorfismo que preserva la orientaciéon y sea @ : C - P™(C) definida por

(f)(z)::(l:z:O:m:O)
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Entonces o : A2— P" definida por

(@ 0s)(x) si x € (A%)°

O'(x)z{(oloo) sixE(?Az

Es un generador de la homologia singular, cuya imagen se identifica con P1(C). Para ver
qgue la forma de Kahler w tiene clase de de-Rham entera, basta con ver que faw € Z.

Notar que w es cerrada, por ser una forma de Kdhler. Como dA?S R? tiene medida cero,
tenemos que

Lw = fAza*(w) = f(Az)oo*(w) = f(Az)oS*(qﬁ*(w)) = L@*(w)

Calculemosla f : C —» Rtal que ¢*(w) = f dxdy. Tenemos que
f(Z) = gb*(w)z(l; l) = w(ﬁ(z)(d(pz(l): d(pz(l))

Para calcular wg ), observemos que @(z) = 0o 1(z,0,...,0) y usando la descripcién de
w en coordenadas de ¢,.

i (1+|Z|2)-Zidzl-/\dz_l-—|Z|2-dzl/\dz_1
Do) = Poo~'(20,..0) = 5 (1 + [2])?

Como (g 0 @)(2) = (2,0, ...,0), tenemos que

- Ide sii=1
dzi(’d‘”z:{ocsi i>2

Asi que

_ ~ ~ Wy W, — Wy, wy sii=1
(dz N dZ)(d@,(w)), d, (wy) = ("1 "2 (M2 0

De modo que

~ ~ I Wy Wy — Wy Wy
w?ﬁ(z) (d(PZ(Wl), d(pZ(WZ)) = E ’ (1 + |Z|2)2

Concluimos entonces que

1 1

f(2) = wge (dg,(D),dg, () = T (1+ 2192

Finalmente, podemos integrar f haciendo cambio de variables en coordenadas polares,
obteniendo

1 1
== dxdy = 1
faw T fR2(1+X2+y2)2 xay

Esto demuestra que la clase de de-Rham de w es entera. Mdas aun, sabemos que
HéR(]P’"(C)) = Ry la cohomologia entera es un reticulado, Hjz (P*(C),Z) = Z asi que
[w] debe ser un generador de la cohomologia entera (ya que la integral da 1).
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Mas en general, toda subvariedad compleja de P (C) admite una forma de Kahler cuya
clase de de-Rham es entera. Esto es porque, como veremos a continuacién, si tenemos
una funcién diferenciable f: M — N, entonces f*: Hi:(N,Z) —» HX:(M,Z). En
particular, si M € P™*(C) es una subvariedad compleja, i : M - P™(C) es la inclusién y
w es la forma Kahler de Fubini-Study, entonces £ := i*(w) es una forma Kahler en M
cuya clase de de-Rham es entera. El teorema de inmersion de Kodaira nos dice que, en
variedades compactas, esta propiedad es caracteristica de las subvariedades compactas
de P*(C): Si M es una variedad Kihler compacta cuya clase de de-Rham de su forma
Kihler £ € 2%(M) es entera, entonces existe un embedding holomorfo i : M — PV (C)
para algun N lo suficientemente grande (ver [17]).

Estructuras de Hodge integras

Una estructura de Hodge integra de peso k, es una estructura de Hodge
(H, {Hp'q}p+q=k) equipada con un reticulado H; € H. De esta forma, si M es una
variedad Kahler compacta, (Hé‘R(M), HPA(M), HS (M, Z)) es una estructura de Hodge
integra de peso k. Un morfismo entre estructuras de Hodge integras (H, H?"9, H;) —
(ﬁ, ﬁp'q,ﬁz) es un morfismo de estructuras de Hodge f : H — H tal que f(Hy) € Hj.
Por ejemplo, si M, N son variedades Kahler compactas 'y f : M = N es una funcién
holomorfa, entonces f* : H5: (N) — HX; (M) es un morfismo de estructuras de Hodge
integras ya que, si w € HXx(N,Z) y o € H,(M, Z), entonces

[r@=[eorw=[ goorw=[ wez

o Ak Ak f+(0)

Pues f. : H,(M,Z) - H,(N,Z). De hecho, basta con que f sea diferenciable para que
fr (Hé‘R(N, Z)) C HX: (M, Z). Todas las construcciones que se hicieron en la categoria
de estructuras de Hodge, funcionan de forma similar para estructuras de Hodge

integras.

2.3.2 Cohomologia Primitiva y la Descomposicion de Lefschetz

Una variedad polarizada es una variedad compleja M equipada con la clase de de-Rham
de una forma de Kahler £ en M. Un morfismo de variedades polarizadas (M, [£]) —
(M, [#£]) es una funcién holomorfa f : M — M tal que [f*(%£)] = [#] (si pidiésemos
que f*(f&) = #, estariamos pidiendo que f sea una isometria entre variedades

Hermitianas, la condicién que pedimos es mas débil). Histéricamente, las clasificaciones
de variedades polarizadas han sido mas efectivas que las de variedades complejas, como
por ejemplo, la clasificacidn de variedades abelianas polarizadas. Los invariantes que
presentaremos en esta seccidn y en la siguiente, la cohomologia primitiva y la
polarizacidn, son invariantes de variedades polarizadas, no de variedades complejas.

Isomorfismos de Lefschetz

Sea M una variedad de Kahler, con forma de Kahler £, consideremos el operador de
Lefschetz L : 2% (M) — Q**2(M) definido por L(w) := 4 A w. Si componemos i veces
este operador, obtenemos L'(w) = £' A w. La demostracién del siguiente teorema, que
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se basa en la identidad de Kahler [L,L*] = (k — n) - Id, se puede hallar en [30] (Lema
6.20)

e Teorema: Si M es una variedad Kahler de dimensiéon n y k < n, entonces el
operador L% : Q¥(M) — 2?"~*(M) es un isomorfismo de C*(M)-mddulos.

El operador estrella de Hodge también es un isomorfismo entre estos espacios. La
diferencia esta en que el operador de Lefschetz pasa a la cohomologia, pues una de las
identidades de Kahler nos decia que L o d = d o L, mientras que el operador estrella de
Hodge no. Luego, podriamos preguntarnos si L% : HX. (M) - H3Z"%(M) es un
isomorfismo. La respuesta es si, pero para ello primero debemos ver el siguiente Lema

- Lema: Sea M una variedad Kahler, entonces LoA=Ao L
» Demostracién: Como M es Kdhler, A = 2A; asi que basta con ver que L 0 Ay=
Ay o L. De las identidades de Kahler, tenemos que
doL=Lod ; d*oL=Lod*—i-0d
Y también sabiamos que 39 = —00, asi que
AyoL=00"L+0d"dL=00"L+3"Ld=0(Lo"—i-0)+ (Lo*—i-0)d =
=0L0*—i-00+L0"0—i-00=L30" +L0*0—i-30+i-00=LoA,

Esto nos dice que L manda formas armonicas en formas arménicas, es decir, L :
HE(M) - H*2(M). Si M es Kihler compacta y m: H*(M) - H5; (M) es el
isomorfismo de Hodge, entonces t™ o L om = L. Méas en general, t Yo Ll o = L.
Ahora si podemos demostrar que el isomorfismo de Lefschetz pasa a la cohomologia

e Teorema: Si M es una variedad Kahler compacta de dimension n y k <n,
entonces el operador L% : HX: (M) —» H327%(M) es un isomorfismo lineal.

» Demostracion: Como M es compacta, sabemos que la cohomologia de de-Rham
es un espacio vectorial de dimension finita. Por la dualidad de Poincaré, sabemos
que HX: (M) = H3"*(M) asi que tienen la misma dimensién. Luego, para ver
que L™ ¥ es un isomorfismo, basta ver que Ker(L**) = 0. Equivalentemente,
bastaria con ver que L" % : H*¥(M) —» H?*7¥(M) tiene nucleo trivial. Pero
sabemos que L™ % : 0¥(M) - 0?"~%(M) es un isomorfismo, asi que esto es
cierto.

Formas y Clases Primitivas

Vimos que L™ : Q¥ (M) - Q"% (M) es un isomorfismo para k < n. Mas aun, en [3]
(proposicién 5.27) se demuestra que L' : QX(M) — 0¥*21(M) es inyectivo si y solo si
0 <i < n-—kysobreyectivosiysolosii >n — k. Luego, la primera potencia de L que
tiene nucleo no trivial es L%+, Esto nos lleva a definir “Formas Primitivas”.

e Definicidn: Sea M una variedad Kahler de dimensién n, decimos que una forma
w € N*(M) es primitiva si k <n y L"**1(w) = 0. Denotamos NX(M) al
conjunto de formas primitivas. Por convencién 2X(M) = 0si k > n.
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Usando nuevamente la identidad de Kahler [L,L*] = (k — n) - Id, se puede demostrar
que w € N%(M) es primitiva siy solo si L*(w) = 0 (ver [30], lema 6.24).

e Definicién: Sea M una variedad Kahler de dimension n, denotamos
H¥(M) := Ker(L"**1) = {[w] € H5(M) : w € Qk(M)}
Es el conjunto de clases primitivas, que llamamos “Cohomologia Primitiva”.

Notar que el operador L* : 2¥(M) — Q%=2(M) no pasa a la cohomologia ya que
[L*,d] =i- (6_* — 6*) # 0 (identidades de Kahler), asi que no vale la equivalencia que
valia para formas. Si f: (M,[£]) - (M,[£]) es un morfismo entre variedades
polarizadas, entonces f*: H(’,‘(IVI) - HE¥(M) y si f es un isomorfismo entonces f*
también lo es. Las formas y clases primitivas son necesarias para enunciar la
descomposicién de Lefschetz.

Descomposicion de Lefschetz

Usando los isomorfismos de Lefschetz mencionados anteriormente, se pueden
demostrar los siguientes teoremas (cuya demostracion se puede encontrar en [30],
Proposiciéon 6.22 y Corolario 6.26).

e Teorema de Descomposicion de Lefschetz: Sea M una variedad Kahler
0(M) =@osisrsz L (24721())

e Teorema de Descomposicion de Lefschetz (en Homologia): Sea M una variedad
Kadhler compacta

H!icR(M) zeaosisk/z L (H!)(_Zi(M))

Veamos cdémo se relaciona esto con la descomposicion de Hodge. Para ello, primero
debemos hablar de las (p, q)-formas/clases primitivas.

e Definicidn: Sea M una variedad Kahler, definimos
QVI(M) == 0Pa(M) n 5T ()©
El conjunto de (p, q)-formas primitivas. El conjunto de (p, g)-clases primitivas es
HY (M) :={[w] € HYx(M)® : w € QP9 (M)}
Las (p, g)-formas primitivas también satisfacen la descomposicion
2EM)E = 05" (M) @ 2 (M) - © 2% (M)
» Demostracion: Teniamos la descomposicion
KM = XO(M) @ K1 (M) @ -+ @ 2% (M)
Esto ya prueba que los 27?(M) estén en suma directa. Sea w € 2K(M)C,
escribamos w = wy g + Wg—11 + =+ + Wy con w;; € N/ (M), afirmo que son
formas primitivas. Tenemos que
0= Ln—k+1(w) — Ln—k+1(wk'0) 4ot Ln—k+1(a)0,k)
Como L' ki(w,;;) € Qitn-k+Litn=k+1(pf)  por la unicidad de Ila
descomposicién en 22" k+2(M)C, debe ser L" %1 (w; ), ..., P ¥+ (wq ) = 0

asi que son formas primitivas.
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Si M es una variedad Kahler compacta, entonces
HE(M)® = Hy (M) @ Hy "' (M) @ - @ Ho™" (M)

La demostracion es andloga a la descomposicién de formas primitivas, pero usando la
descomposicién de Hodge en vez de la descomposicidon de formas. Llamamos a esta
descomposicién “La descomposicién de Hodge primitiva”. Como L(®@) = L(w) v
QP4a(M) = 097 (M), entonces 201 (M) = Q3P (M) y HY (M) = HIP (M). Es decir, si
k < n, la cohomologia primitiva H¥ (M) junto a los H)*? (M) forman una estructura de
Hodge de peso k.

Ahora si, relacionemos HP4(M) con HY?(M) a partir de la descomposicién de
Lefschetz. Si complexificamos la descomposicidn de Lefschetz

Hix (M)C =®Do<i<k/2 Li(HZ){_Zi(M)C)
Usando la descomposicion de Hodge primitiva, tenemos que
L(HEHM)®) = L (HY 0 () @ LA(HS ) (M) @ -+ @ L (HY % (M)

Si reemplazamos esto en la descomposicion de Lefschetz complexificada, y agrupamos
aquellas componentes que tienen mismo bigrado, es decir, que pertenecen a un mismo
HP9(M), comparando con la descomposicidon de Hodge obtenemos

e Proposicion: Si M es una variedad Kahler compacta, entonces
HP49(M) =®Osismin{p,q} L (Hg_l‘q_l(M))

2.3.3 Polarizacion

En la seccién pasada describimos la relacién entre HP4(M)y H>(M), cuando M es una
variedad de Kahler compacta, via la descomposicion de Lefschetz. Ambas Cohomologias
me inducen estructuras de Hodge. En el primer caso, tenemos una estructura de Hodge
integra, con reticulado H%; (M, Z). Si [#£] € HX; (M, Z) (equivalentemente, si M es una
subvariedad compleja de IP"*(C) para algun n € N), entonces también tendremos una
estructura de Hodge integra sobre la cohomologia primitiva. Concretamente

HE(M,Z) := {[w] € H{g(M, Z) : L"***([w]) = 0}

es un reticulado en HX(M). Esto es porque L" ¥*1: HX (M) —» H3 " %*2(M) es un
epimorfismo que satisface L **1 (Hé‘R(M, Z)) C H3k*2(M, Z) (ver en la seccién

2.3.1, la parte “Grupos Abelianos y Reticulados”). La ventaja de la cohomologia primitiva
por sobre la cohomologia de de-Rham, es que tendremos mas estructura, tendremos
una polarizacién.

Sea M una variedad compleja compacta de dimensién n, la dualidad de Poincaré nos da
un “Pairing perfecto” H5z (M) x H3R (M) - R via

(w,r)—>fa)/\r
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Se puede verificar que el resultado no depende del representante de la clase de
cohomologia, y nos induce un isomorfismo HX; (M)* —» H2"%(M) por ser un Pairing
perfecto. Si M ademas es Kahler, tenemos un isomorfismo L% : H . (M) — H32 7% (M)
(k <n) y componiéndolo con el Pairing de Poincaré obtenemos la Ilamada
“Polarizacién” Q : HXz (M) x H5: (M) — R dada por

k(k—1)

0(w,7) = (—1)@-”*(@)/\1: -3 -f/a""‘/\a)/\r

El signo que agregamos es para garantizar que valga una de las relaciones de Riemann-
Hodge que mencionaremos en un instante. Observemos que Q es bilineal, simétrica si k
es par y anti-simétrica si k es impar. Hay una Unica manera de extender a la
complexificacién Q : Hi; (M)€ x HX, (M)C - C para que sea C-bilineal, y sigue dada
por la misma férmula. Esta funcidén satisface las llamadas “Relaciones Bilineales de
Riemann-Hodge”

i) Q(w,7) =0siw € HP9(M)y 1 € H"S(M) con (q,p) # (r,s)
ii) i~ Q(w,®) > 0siw € HYY(M) no nula

» Demostracion i): Si Q(w,T) # 0 conw € HP9(M)yt € H™S(M) (yconp + q =
r+ s = k), queremos verquer = qy s = p. Tenemos que
kn—k AwWAT € Hn—k+p+r,n—k+q+s(M) C HZn(M)(C
Si alguno de los exponentes de H es distinto de n, entonces " ¥ Aw AT =0

por lo que Q(w,T) = 0. Luego, debe ser

n—k+p+r=n; n—-k+q+s=n
Reemplazando k = p + q y despejando r y s en cada ecuacion, obtenemos r =
qy s = p,como queriamos.

Para demostrar la segunda relacién, usamos la siguiente proposicién que relaciona el
operador * de Hodge con el operador de Lefschetz, y cuya demostraciéon se puede
encontrar en [30] (Proposicién 6.29)

e Proposicién: Sea M una variedad Kahler, sea w € .(Zg‘q(M) ysea k=p+gq,

entonces
kGern) P79
rw=(-1)" 2 .—(n—k)'-L (w)

» Demostracion ii): Sea w € (25"’(1\4) un representante de la clase primitiva en

cuestion, como @ € 2P (M) tenemos que
k(k+1)  {9°P

—_ _ —_— . _k J—
Despejando L™ % (@) = £™ % A @ obtenemos
k(k+1)

£k A =(-1)" 2 -iP9-(n—-k)! *®
Asi que
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0(w,) = (1) 5 fa)/\/a”_k/\a

—1) k(k+1)
—-1) 2 -ip_q-(n—k)!-fa)/\*a_)

M

—(1)

Notar que

—1) k(k+1)
(- 1) —1) 2z P79 =(=1)k.jp-a =P

Por otro lado, * @ = * w asi que nos aparece el producto interno de formas (ver

seccion 2.2.2)
fw/\m = (w, w) = lw|l?
M

Reemplazando estas dos igualdades, vemos que
P79 Q(w, @) = (n—k)!" [lwl|> >0

No es cierto que iP~7 - Q(w, ) > 0 si w no es primitiva. Por ejemplo si tomamos la
forma de Kahler £ € HY1(M), que es real y no es primitiva

‘1-Q(k,f¢)=—j/¢"<0
M

Ya que £"/n! es la forma de volumen de M. Vimos entonces que la cohomologia
primitiva de una variedad Kdhler compacta posee la siguiente estructura

e Definicidn: Una estructura de Hodge Polarizada de peso k es una estructura de
Hodge (H, {Hp'q}p+q=k) de peso k, equipada con una funciéon Q : H X H » R
bilineal, simétrica si k es par y antisimétrica si k es impar, y tal que al extenderla
C-bilinealmente a la complexificacién Q : H¢ x H® — C satisface
i) Q(w,7) =0siw € HP9y1 € H™ con (q,p) # (1,5s)

ii) P79 Q(w,w) > 0siw € HP es no nula

Las estructuras de Hodge polarizadas vienen equipadas naturalmente con un producto
interno hermitiano. Sea C : HPY —» HP4 definido por C(v):=iP"%-v, por la
descomposicion H® =@, ,-x HP? podemos extenderlo linealmente a C : H* - HE.
Afirmo que la funcién H : H® x H® — C definida por

H(v,w) := Q(C(v), w)

Es un producto interno hermitiano, que hace de la descomposicién HC =@ psq=k HP?
una descomposicion ortogonal.

» Demostracion: Como Q es bilineal y C es lineal, es claro que H es lineal en la
primer coordenada. Para ver que H(v,w) = H(w, v), usemos la descomposicion

p+q=k r+s=k
Con v, , € H?? y w,; € H™*. En general, al extender a la complexificacion una
funcion bilineal Q : H x H — R, esta satisface Q(v,w) = Q (7, W), asi que
H(v,w) = Q(C(v),w)
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Notar que

Clv) = z (—)P -7, = (=D - z P97,
pt+a=k p+a=k
Usando la C-bilinealidad de Q y la primer relacién de Riemann-Hodge

HEow) = QW w) = (1% Y P71 QT wy)

p+a=k

Similarmente

H(w, v) = Q(C(w), %) = Z P74+ (w0 Ta)

ptq=k
Y como Q(Wp’q,%) = (—=1)k- Q(%, Wp,q>, concluimos la igualdad.
Sive HPY yw e H" con (p,q) # (r,s), entonces Q(v) =iP~1-v e HPIy
W € H™S = HS" asi que, por la primer relacién de Riemann-Hodge
H(v,w) = Q(C(v),w) =0

Por ultimo, veamos que H(v, v) = Q(C(v), ) > 0siv # 0.Siv € HP'9 es trivial,
por la segunda relaciéon de Riemann-Hodge. Si v € H® es no nulo y lo
descomponemos v = Zi+j=k v; j, por la ortogonalidad de la descomposicion que

ya probamos, vemos que
H(v,v) = Z H(vpq) Vpq) > 0
p+q=k
Sea # la forma de Kadhler de una variedad Kahler compacta M, si £ € HC'fR(M, Z)
(equivalentemente M S P*(C)), entonces w,T€ HS(M,Z)=> A" *AwATE
HZR(M,T) asi que Q : H5; (M, Z) X HX: (M, Z) - Z. En particular, sucede lo mismo si
nos restringimos a HX (M, Z) asi que la polarizacién tiene cierta compactibilidad con el

reticulado. Luego, la cohomologia primitiva de las subvariedades compactas de P"(C)
tiene la siguiente estructura

e Definicidn: Sea (H, {HP9} ), g=1 HZ) una estructura de Hodge integra y sea Q
una polarizacion de la estructura de Hodge tal que Q(v,w) € Z si v,w € Hy,
entonces decimos que (H, {Hp'q}p+q=k, Hy, Q) es una estructura de Hodge
integra y polarizada.

Un morfismo entre estructuras de Hodge polarizadas (H, Q) — (ﬁ, Q) es un morfismo
de estructuras de Hodge f : H — H tal que ()(f(v),f(w)) =Q(v,w) Vv,w € H.Si
son estructuras de Hodge integras y polarizadas (H, Hz, Q) — (H, HZ, Q), pedimos que
f(Hy) < HZ. Notar que un morfismo de estructuras de Hodge polarizadas es una
isometria con el producto interno hermitiano inducido por cada polarizaciéon. Un
morfismo de variedades polarizadas f : (M, [£]) — (M, [i&]) gue ademds es un
difeomorfismo, induce un morfismo f* : H(’,‘(M) — H¥(M) de estructuras de Hodge
polarizadas. Si ademas [/c],[/%] son clases de de-Rham enteras, entonces f* es un
morfismo de estructuras de Hodge integras y polarizadas.
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Comentario: Sea i : H,(M,Z) X H,,_,(M,Z) = Z la forma de interseccién (ver

[9], Capitulo 0, seccién 4), cuando k = n obtenemos un producto en H, (M, Z).
Sea {0y, ..., 0,,} una Z-base de H,, (M, Z), entonces es una R-base en H, (M, R).
Sea {0y, ..., 0., } su base dual, el isomorfismo de de-Rham me induce una base en
Hir (M) que denotamos también {ay, ..., g5, }. En [9] se demuestra que

i(019) = [ o nof
M

En particular
n(n—-1)

Q(O—i*’o—j*)=(_1) 2 -i(oy,0)

Asi que, para calcular Q(w, 7) cuando w,T € Hiz(M), basta con hallar una Z-

base {0y, ..., 0,,} de H,,(M,Z), calcular su matriz de interseccion y calcular las
coordenadas de w y T en la base {07, ..., 0,5, }. De hecho

w=A-0;++A, -o0p > Aizjw Vi
Oj
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Capitulo 3: Deformacion de Variedades

3.1 Submersiones y Espacios Fibrados

Durante toda esta seccidn, trabajaremos con variedades y funciones diferenciables,
olvidandonos un poco de la geometria compleja. En las secciones 3.1.1 y 3.1.2 damos
dos maneras distintas de modelar el concepto de “familia de variedades diferenciales X,
parametrizadas por un t moviéndose en una variedad diferencial S§”, usando
submersiones y espacios fibrados respectivamente. Es conveniente pensar que las
variedades X; estan contenidas en una variedad mas grande X. Por ejemplo

Xe={(t,y) eR?*: t-x?+y*=1}CR?

Donde t € R. Podemos pensar la aplicacion t = X;, cont € (1 —¢,1+ &), como una
deformacién del circulo X; = S*. Este caso, y similares, van a estar contemplados por
ambos modelos. En la seccion 3.1.3, veremos bajo qué condiciones ambos modelos son
equivalentes.

Recuerdo que una submersion f : X — S entre variedades diferenciales, es una funcién
diferenciable tal que df, : T,,(X) = Tf,)(S) es un epimorfismo para todo p € X. Si
tenemos una submersion sobreyectiva f : X = S, por el teorema de valores regulares
tendremos que X, := f~1(t) es una subvariedad diferencial de X, para todo t € S, de
dimensién dim X — dim S. Este es el modelo que desarrollaremos en la seccion 3.1.1.
En general, es simple verificar si una funcidon es una submersién, esa es la ventaja de
este modelo. Una familia de variedades complejas X; como la que describimos arriba,
es facilmente modelable de esta forma (ver seccion 3.1.1). La desventaja de este modelo
es que los X;, a priori, no tienen por qué ser difeomorfos (ni homeomorfos) entre si, la
topologia puede cambiar.

En la seccion 3.1.2 definiremos lo que es un espacio fibrado, y veremos cémo modela la
idea de deformar una variedad de forma suave vy sin alterar la topologia. La definicién
de “espacio fibrado” es similar a la de fibrado vectorial, pero las fibras, en vez de ser
espacios vectoriales, son variedades diferenciables difeomorfas entre si. Al igual que en
fibrados vectoriales, un espacio fibrado serd una funcidn diferenciable m: X - S
localmente trivializable. Denotamos X, := m~1(t), la fibra en t, y veremos que dar
trivializaciones de un espacio fibrado es equivalente a dar una familia de difeomorfismos
@+ Xy = X; (siendo 0 € S un punto distinguido) que varian diferencialmente con t al
igual que los @, 1 : X, - X,. Podemos pensar a ¢, : X, = X, como una deformacién
de X,.

El segundo modelo es mas “fuerte” en el sentido que todo espacio fibradom : X = Ses
una submersion sobreyectiva, pero no toda submersidn sobreyectiva es un espacio
fibrado. En la seccion 3.1.3, demostraremos el teorema de Ehresmann que nos da
condiciones suficientes para que una submersién sobreyectiva sea un espacio fibrado.
Concretamente, este teorema nos dice que si f : X — S es una submersion sobreyectiva
propia, entonces es un espacio fibrado. Es decir, si usando el modelo de la seccion 3.1.1
deformamos una variedad compacta en variedades compactas, la topologia no cambia.
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3.1.1 Deformaciones

Si X y S son variedades diferenciales y f : X = S es una submersién sobreyectiva, el
teorema de valores regulares nos dice que X, := f~1(t) € X es una subvariedad suave
paratodot € S (y de dimensidon dim X — dim S). Luego, X; es una familia de variedades
diferenciales parametrizadas por t € S. Esto motiva la siguiente definicién

e Definicién: Sean X y S variedades diferenciales, S conexa, decimos que una
funcién f : X = S es una deformacion si es una submersién sobreyectiva. Si M
es una variedad diferenciable, decimos que f : X = S es una deformacién de M
siM € Xy S viene equipado con un punto distinguido 0 € Sy M = f~1(0).
Comentario: Se suele usar el término “Variedad Fibrada” en lugar de
“deformacion”. De hecho, en la siguiente seccién veremos que tiene mas sentido
pensar como “deformaciones” a los espacios fibrados.

Veamos algunos ejemplos. La funcién f : R? - R, definida por f(x,y) = x2 + y% es
una submersién sobreyectiva y X, := f~1(t) es la circunferencia de radio Vt, esto es
una deformacién de la circunferencia S € R?.

Otro ejemplo. Consideremos la familia X, := {(x,y) € R? : t-x?+y% = 1}cont € R.
Esta es una familia de variedades que en t =1 me da la circunferencia asi que,
intuitivamente, también podriamos pensar esto como una “deformacién” de la
circunferencia. Sin embargo, no existe ninguna funcién f : R> - Rtal que f~1(t) = X,.
Esto es porque f=1(t) N f~1(s) = @ sit # s pero X, N X, = {(0; 1), (0; —1)} siempre
que t # s.Lamanera de entender esta “deformacién” en términos de nuestra definicidn
es considerando

X={(,yt) ER3: t-x2+y%2=1}

Y tomando f : X = R a proyeccién sobre la tercera coordenada. Se puede verificar que
X es una variedad suave viendo que el gradiente del polinomio en h € R[x, y, t] que lo
define, no se anula en ningln punto de X. También se puede verificar, por absurdo, que
f es una submersion, pues df, : T, (X) > R es la proyeccion sobre la tercera
coordenada y, si fuese df), = 0, tendriamos T,,(X) = R* X {0}y VhA(p) € {(0;0)} x R
lo cual nunca es cierto si p € X. Es claro que f es sobreyectiva y que

72O ={(x,y) ER?: t-x2+y2=1}x{t}

Es decir, X, = X, x {t}. La diferencia entre la familia {X,} y {X;} es que en la primera
estamos considerando a todas las variedades X, en un mismo plano, mientras que en la
segunda, cada X, vive en un plano distinto, vive en R? X {t}. Esto justifica el nombre
“Variedad Fibrada”, siendo X; la fibra sobre t.

- Observacion:Sif : X — S es unadeformacidn, no es cierto que todos los X; sean
difeomorfos entre si. En el ejemplo anterior, f ~1(t) es una elipse si t > 0, una
hipérbola si t < 0 y dos rectas paralelas si t = 0. En particular, X, no es
difeomorfo a X; para ningun t > 0.
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Si pedimos que la deformacién f : X — S sea una funcidn propia, estamos pidiendo que
X, sea compacto para todo t y que, si U € X es abierto, entonces {t € S : X, € U} sea
abierto en S. Una consecuencia del teorema de Ehresmann, que veremos luego, es que
si f:X — S es una deformacién propia, entonces efectivamente todos los X; son
difeomorfos entre si. Podriamos interpretar esto como “deformar una variedad
compacta en variedades compactas, no altera la topologia”

Esto nos sugiere que, al trabajar con deformaciones de variedades algebraicas, es
conveniente considerar R™ € P*(R) via v— (v:1) y estudiar X, € P*(R)
(ignorando, por ahora, que deberiamos trabajar sobre C). Es decir, toda variedad
algebraica VV me induce una variedad proyectiva VV (compacta), y toda deformacién de
V por variedades algebraicas me induce una deformacién de V por variedades
proyectivas (compactas). Si retomamos nuestro ultimo ejemplo, teniamos el polinomio
P.(x,y) :=t-x?+y? — 1 cuya homogenizacién es P}(x,y,z) =t - x* + y* — z? asi
que

X ={(x:y:2) ePX(R): t-x*+y®— 2% =0}

De hecho, si t <0 entonces XTt =X, U{p,q.} con p,=(1:v=t:0) y q. =
(1:—v=t:0),sit=0entonces X, =X, U{(1:0:0)}ysit > 0entonces X, = X,.

b ]

%, X,

Si t # 0, entonces X; es difeomorfo a una circunferencia. Notar que, si bien X, es una

variedad suave, X, tiene una singularidad en el punto en el infinito (1 : 0 : 0), pues es
el punto de interseccién de las dos rectas. Para ver esto como una deformacién,
tomamos

Xz{((x:y:z),t)EIP’z([R{)x[R{: t-x2+y2—22=0}

Y consideramos f : X = R la proyeccion de la segunda coordenada. Se puede verificar
que X es suave tomando cartas en P2(R). Concretamente, si h € R[x,y,zt] es el
polinomio que define a X, y denotamos

ho(y) z, t) = h(l:y;z; t) ; hl('xl Z, t) = h(x, 1IZ) t) ’ hz(x;y; t) = h(x;y; 1! t)
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Ver que X es suave es ver que V; :={(xq,x,,x3) € R3: h;(x;,x,,x3) = 0} es una
subvariedad suave para todo i = 0,1,2, esto es, que Vh; # 0 en V; (esto es facil de
verificar). Ademds f : X - R es propia ya que, si K € R es compacto, entonces
f~Y(K) € P?(C) X K es un cerrado en un compacto.

Veamos cuando df, : Tp(X) — R es un epimorfismo. Al tomar coordenadas U; €
P2(R), el diferencial de f es la proyeccién sobre la tercer coordenada R3 —» R
restringida a T},(V;). Sea p € X N (U; X R), que se corresponde con un punto p € V;,
entonces df, = 0 siy solo si T5(V;) = R? X {03, siy solo si Vh;(p) € {(0;0)} X R. En
V1 y V5 no hay ninglin punto con esta propiedad, pero en V, tenemos el punto (0; 0; 0),
gue se corresponde con ((1 :0:0), 0) € X. Es por esto que X, tendrd una singularidad
en el punto (1:0:0), como habiamos predicho. Asi que, para ver a f como una
deformacién, debemos considerar f : X — X, » R— {0}, que es una submersién
sobreyectiva (y propia). Sin embargo, R — {0} no es conexo, asi que en verdad son dos
deformaciones f*: X* > Rty f~: X~ > R7, con X% :=f~1(R%). El teorema de
Ehresmann nos dice lo que ya habiamos observado, que los {X;};>, son variedades
difeomorfas entre si, al igual que los {X;};<o-

3.1.2 Espacios Fibrados
Motivacion

Sea f : X = S una deformacién, U € S un abierto y M una variedad diferenciable,
decimos que una familia de funciones suaves @, : M — X, varia diferencialmente con
t € Usilafuncién ¢ : U x M — X definida por ¢ (t, x) := ¢@.(x) es diferenciable. Notar,
en dicho caso, que (f 0 @) (t, x) = t pues @.(x) € X, = f~1(t). Reciprocamente, si ¢ :
U X M — X es una funcién diferenciable tal que f o ¢ : U X M — S es la proyeccion de
la primera coordenada, entonces ¢, (x) := ¢@(t, x) me define una familia de funciones
diferenciables ¢, : M — X, que varia diferencialmente con t. En sintesis, vimos que es
equivalente dar

1) Una familia de funciones diferenciables ¢;: M — X; que varian
diferencialmentecont € U

2) Una funcién diferenciable ¢ : UXM — X tal que fop:UXM —> S es la
proyeccion en la primera coordenada

Decimos que una familia de funciones suaves u; : X; = M varia diferencialmente con
t€eU si la funcion p: f~1(U) > M definida por u(x):=u,(x) si x € X;, es
diferenciable. Notar que u estd bien definida pues f~1(U) = [l;cy X;.

Si @:UXM - f~1(U) es un difeomorfismo tal que fo@p:UXM > U es la
proyeccion en la primera coordenada, entonces ¢; : M — X; es biyectiva con inversa
. =m0 (p‘1|Xt, siendom, : U X M — M la proyeccion de la segunda coordenada.
Mds aln, ¢, es un difeomorfismoy las inversas ¢, ! : X, = M varian diferencialmente
respecto a t € U (pues u = m, o ¢~ 1). Reciprocamente, si ¢, : M — X, es una familia
de difeomorfismos que varia diferencialmente con t € U al igual que ¢, "1 : X, > M,
entonces @ : U X M — f~1(U) definida por ¢ (t, x) := ¢.(x) es un difeomorfismo pues
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@' =f xpsiendo pu: f~1(U) » M tal que uly, = ¢, ~'. Vimos entonces que es
equivalente dar

1) Unafamilia de difeomorfismos ¢, : M — X, que varian diferencialmentecont €
Uy cuyas inversas ¢, : X, » M también varian diferencialmente con t € U

2) Un difeomorfismo ¢ : U XM - f~1(U) tal que fop:UXM > U es la
proyeccion en la primera coordenada

El item 1) deberia sernos de interés ya que uno de nuestros objetivos es probar que si
f + X = S es una deformacidn propia, entonces los X; son todos difeomorfos entre si.
Por otro lado, el item 2) estd relacionado con la definicién de “Espacio Fibrado”

e Definicién: Sean B y F variedades diferenciales, un espacio fibrado con base B y
fibra F es una variedad diferencial E (que se la llama “Espacio total”) con una
funcion diferenciable y sobreyectiva m : E — B “localmente trivializable” en el
siguiente sentido: Para todo b € B existe un entorno abierto U € B de b y un
difeomorfismo ¢ : U X F - 7w~ 1(U) tal que la composicion to @ : U X F - U
es la proyeccién en la primera coordenada.

Todo fibrado vectorial es un ejemplo de espacio fibrado con fibra R™ (o C™). Tipicamente
denotamos E; := 77 1(t).

- Lema:Sim : E = B es un espacio fibrado, es una submersion.

> Demostracién: Sea x EE y sea ¢ : UX F - 7~ 1(U) una trivializacién con
m(x) € U,comomo ¢ : UXF - U esla proyeccién en la primera coordenada,
tenemos que d(mo go)(p—l(x) = dm, 0d@,-1() €s un epimorfismo. Pero
d®,-1(x) €s unisomorfismo (pues ¢ es difeomorfismo), asi que dm, debe ser un

epimorfismo.

Vimos entonces que todo espacio fibrado es una deformacidn, pero no vale la vuelta. En
base a lo discutido anteriormente, una trivializacién ¢ : U X F - 7~ 1(U) del espacio
fiborado me induce una familia de difeomorfismos ¢;:F = E; que varia
diferencialmente con ¢, al igual que sus inversas. En particular, toda fibra E; es
difeomorfa a F asi que todas las fibras son difeomorfas entre si. Es decir, un espacio
fibrado es una deformacion en la que las fibras E; son difeomorfas y varian de forma
suave. Luego, tendria mucho mas sentido llamar “deformacién” a un espacio fibrado.

Si 0 € B es un punto distinguidoy ¢ : U X F - = 1(U) es una trivializacién con 0 € U,
sea @, := @(0,—) : F - E, es el difeomorfismo inducido por la trivializacién, entonces
@ : U X E, » n~1(U) definido por

@b, x) == p(b, o~ (x))

Es una trivializaciéon que satisface @(0,x) = x para todo x € E,. A veces nos es Uutil
tomar una trivializacién de estas caracteristicas. Podemos pensar a los difeomorfismos
inducidos @, : X, — X, como deformaciones de X, (notar que @, es la identidad en X).
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Algunas Propiedades

Andlogo a los fibrados vectoriales, sean m: E = B y it : E = B espacios fibrados, un
morfismo de fibrados es un par (¢, f) siendo ¢ : E — Evy f:B- B funciones
diferenciables tales que 7 o @ = f o 7. Si (¢, f) y (i, g) son morfismos de fibrados, la
composicién entre ellos es (¢ o i, f 0 g) siempre que tenga sentido. Esto nos permite
hablar de “Espacios Fibrados isomorfos”. Es claro que si dos espacios fibrados son
isomorfos, entonces sus espacios totales, sus bases y sus fibras serdn difeomorfas.

Las submersiones, y en particular los espacios fibrados, tienen la propiedad de levantado
de funciones en la base al espacio total (en particular, caminos en la base se levantan a
caminos en el espacio total)

e Proposicion: Si m: E - B es una submersion y h: M — B es una funcién
diferenciable, entonces para todo p € M y todo x € m~*(h(p)) existe un

entorno abierto V € M de p y una funcién diferenciable h:V - E tal que
h(p) =xymoh = h|,.

Para demostrar esto, usamos la siguiente propiedad que tienen las submersiones (Ver
[19], Teorema 4.26)

- Lema: Si m: E = B es una submersion, entonces para todo x € E existe un
entorno abierto U € B de m(x) y una funcién diferenciable o : U — E tal que
O'(T[(x)) = xymoo = Idy (unaseccion)

» Demostracion de la Proposicidn: Por el lema, existe un entorno abierto U € B

de m(x) = h(p) y una funcién diferenciable o : U — E tal que a(h(p)) =xy
moo =Idy.SeaV := h™1(U), que es un entorno abierto de p, y sea h:V->E
definida por h := ¢ o h, es claro que es diferenciable, h(p) = x ym o h = h|y.

Los espacios fibrados satisfacen ademas la “Propiedad de Levantado de Homotopias”,
que dice que si tenemos dos funciones diferenciables f,g : M — B que se levantan
globalmente a f, § : M — E, entonces toda homotopia entre f y g (si existe alguna) se
levanta a una homotopia entre f y g. No usaremos este resultado, del cual se puede
encontrar una demostracién en [11] (Proposicion 4.48).

Por ultimo, veamos una gran fuente de ejemplos de espacios fibrados. Dado un grupo
de Lie G actuando suavemente sobre una variedad diferenciable X, resulta natural
preguntarse ¢ Cuando X /G es una variedad diferenciable? ¢ Cudndom : X - X/G esuna
submersién? ¢Cuando  : X — X/G es un espacio fibrado? El siguiente teorema, cuya
demostracién puede encontrarse en [27], responde a todas estas preguntas. Antes de
enunciar el teorema, recuerdo dos cosas. Si g - x # x para todo g # 1, decimos que la
accioén es libre. Decimos que la accién es “propia” sila funcién G X X — X X X dada por
(g,x) = (g " x,x) es una funcién propia. Equivalentemente, se dice que la accion es
propia si para todo K € X compacto el conjunto {g€G:(g-K)NK # @} es
compacto. Ahora si, enunciamos el teorema
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e Teorema: Sea G un grupo de Lie actuando suavemente en una variedad
diferenciable X, si la accién es libre y propia, entonces X/G es una variedad
topoldgica de dimension dim X — dim G. Mas aun, existe una Unica estructura
diferenciable sobre X/G que hace de la proyeccién m:X —» X/G una
submersién. Con dicha estructura diferenciable, w : X = X/G resulta un espacio
fibrado.

Observar que si el grupo de Lie G es compacto, entonces la accién es automaticamente
propia, asi que en esos casos basta con verificar que la accidn es libre. Otro teorema que
nos permitira fabricar espacios fibrados es el teorema de Ehresmann, que presentamos
a continuacion.

3.1.3 El Teorema de Ehresmann

Vimos que todo espacio fibrado m : E = B es una submersidon sobreyectiva. Surge
entonces la pregunta ¢Cudndo una submersidn sobreyectiva es un espacio fibrado? El
teorema de Ehresmann dice que una condicién adicional, suficiente para que sea un
espacio fibrado, es que la funcidn sea propia.

Para probar el teorema de Ehresmann, necesitaremos algunos resultados relacionados
a campos vectoriales y flujos. Si & es un campo vectorial suave en M, decimos que una
curva o : [a,b] @ M es integral si o'(t) = E(U(t)) para todo t € [a,b]. En [31]
(Teorema 1.48) se puede encontrar una demostracion del siguiente Teorema.

e Teorema: Sea M una variedad diferencial y & un campo vectorial C* en M,
entonces para todo p € M existe una curva integra o, : I, > M, con ap(O) =p,
maximal en el sentido de que toda curva con estas propiedades es una
restriccion de o,. Llamamos a g, “el flujo de p a través de {” y denotamos
e (p,t) 1= 0, (t).

Para todo punto de M existe un entorno abierto V€ M y un € > 0 tal que esta
bien definida la aplicacion ¥; : V X (-¢,&) » M (estoes (-&,&) € Nyey 1) yes
c™.
Para cada t € R denotamos

U:={peM: tel,}cM
Es decir, el conjunto de puntos para los cuales el flujo estd bien definido hasta
tiempo t. Este conjunto es abierto y O :=9U;(—t): U > U_, es un
difeomorfismo. Por ultimo, si t,s € R, entonces

Ve 005 = Vg p4s

En aquellos puntos en donde ambas expresiones estén bien definidas.

Un ejemplo simple, pero importante, es el siguiente. Sea M una variedad diferenciable,
@ : U - R"™ un difeomorfismo (con U € M abierto) y &; :=3d/d¢; un campo en U,
entonces

e, (x,t) =@ (p(x) +t-e) VXEU VLER

La verificacion de esto es trivial. En consecuencia, si x,t € R" con t = (ty, ..., t,)
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(195111 0--0 ﬁfn.tn)(x) =@ Hex) +1)

Notar que el orden de composicion es irrelevante. En particular, si 0 := ¢ ~1(0, ...,0) €
U, tenemos que

(1951;’:1 00 ﬁfn,tn)(o) = 90_1(0

Veamos otros resultados que necesitamos para demostrar el teorema de Ehresmann.
Recuerdo que si f : M — N es una funcién diferenciable entre variedades diferenciales
y &, uson campos en M y N respectivamente, decimos que € y u estan f-relacionados si
dfy (fp) = Urp) V P € M. La demostracion de los siguientes lemas se puede encontrar
en [25].
- Lema 1: Sea f : M — N una funcién diferenciable, si £ y u son campos f-
relacionados, entonces f (ﬁg(x, t)) =9, (f(x),t) siempre y cuando ambos
flujos estén bien definidos hasta tiempo t. Mas aln, si f es propia y 9, (f (x),t)
esta bien definido, entonces ¢ (x, t) esta bien definido.

- Lema 2:Si f: M — N es una submersion, entonces para todo campo y en N
existe un campo & en M que esta f-relacionado con p.

Ahora si, demostremos el teorema de Ehresmann

e Teorema de Ehresmann: Si f : X — S es una submersion sobreyectiva y propia,
entonces (X, f) es un espacio fibrado.

Demostracién: Sea ¢ : U » R™ una cartaen S (con ¢(U) = R"), paracadai=1,...,n
denotemos u; := d/0¢; y tomemos &; un campo en f~1(U) que este f-relacionado
con y; (existe por el Lema 2). Vimos que

Oy, (s,t) =@ (p(s)+t-e) VseUVteER

Cémo estd bien definido para todo t € R, el Lema 1 nos dice que ﬁ;i(x, t) estad bien
definido para todo x € f~1(U),t € Ry que

folg=0Y,:0f VteER
Sea 0 := ¢~1(0, ...,0) € U, definimos G : U X X, — f~1(U) via
G~ t(ty, ..., ty),x) = (195“1 00 ﬂfn.tn)(x)
Es C* pues 9, : f~H(U) X R - f~1(U) es C* para todo i. Ademas
(f o G)(@ (ty, s ty), x) = (19#1.t1 000, ¢, Of)(x) =

= (19#1,151 00 ﬁun,tn)(o) = (P_l(tl, vy tn)

Asique f oG : U X Xy, = U es la proyeccidn en la primera coordenada. Para terminar,
veamos que G~ 1 : f~1(U) - U x X, definida por

67100 = (£, (9, -1, 0095, -, )(X)) con (ty,... ta) = p(f (X))
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Es lainversa de (. Observemos que esta bien definida pues
£ (Bt 0096, -0, ) (X)) = (St 070 Ty 0, ) (F (D) =
@ (q)(f(x)) — (&, ...,t,,)) = ¢710,..,00 =0

Asique (9g, ¢, 0+ 00¢, ¢, )(x) € X, paratodo x € f~1(U). Ademas G~ es C* pues
Ve, f ¥ @ son C%. Para ver que G0 G =1d, yavimos que f o G es la proyeccién en la
primera coordenada asi que

0 (F(6@™ (thr s ), 0))) = (t1, s 1)
Y tenemos que
(9¢, -t 009, . ) (Gl (ty, ..., 1), X)) =

(Vgp—tn 00 0g, ¢, 005, ¢, 000, ¢ )(x) = x

Pues ¥z _; 0 Uz = Id. De esto deducimos que

GG (ty, s t0), %)) = (971 (Ey, oon, 1), X)
Paraverque Go G 1 =1d,six € f71 (V) y f(x) = ¢~ (ty, ..., t,)
G(G™1(x)) = (9,1, 0005, 00, —, 000 . )(x) =x
Todo esto demuestra que G es una trivializacion localde f : X — S.

Q.E.D.

El Teorema de Ehresmann nos da una correspondencia entre los espacios fibrados con
fibra compacta y las submersiones sobreyectivas propias. Los espacios fibrados son
importantes pues, como vimos, modelan la idea de “deformar una variedad de forma
suave y sin alterar la topologia”. Sin embargo, en la practica (si se esta deformando una
variedad compacta), resulta mas sencillo probar que una funciéon es una submersién
propia a probar que es una fibraciéon, como muestra el siguiente ejemplo.

- Aplicacién: Sea S$?"*t1 c C"**!, la proyeccién m: S?"**tt - P*(C) es una
submersion propia, asi que S?"*1 tiene estructura de espacio fibrado sobre
P*(C) con fibra S*.

Notar que no es isomorfo al espacio fibrado trivial pues los grupos de homologia singular
de S?™*1 son distintos a los de P*(C) x St (por la férmula de Kiinneth). En el caso
particular n = 1, P1(C) = S? asi que tenemos una fibracién  : S3 - S? llamada “La
Fibracién de Hopf”.

> Demostracién: Que es una funcién propia es trivial pues S2**1 es compacto. Para
ver que es una submersidn, haremos las cuentas sobre la carta U, =
{(ag: - :a,)tqay, # 0} € P*(C), para las otras cartas, las cuentas son
analogas. Sea  : C"*1 — {0} - P™(C) la proyeccién, tomemos un punto p =
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(ag, ..., a,) € C**1 con a, # 0. Al tomar coordenadas, dm,, : C**! — C" viene
dado por

X0 1
dr, (X, s Xy) = — =5+ (Qg, oo, @) +— (g, 00, Xy)
Qo Qo

Es facil verificar que Ker(dnp) = C- p. Al restringir  : S - P"(C),sip €
52n+1

T,(§*"*1) = {v € C"*' : Re({p,v)) = 0}
Donde {(—, —) denota el producto interno hermitiano usual de C**1. Notar que
T,(§%**1) € C™**! es un subespacio real. Es facil verificar que

Ker (dry |y, (s2ne1)) = Ker(dm,) N T, (S?™*1) = R-i -p
Asi que el nucleo de dm,, : T, (§***1) — C" tiene dimensién real 1. Finalmente
dimg d,, (T,(5?"1)) = (2n + 1) — 1 = 2n = dimg(C")

Lo que demuestra que d, : T,(S?"*1) - C" es un epimorfismo.

Otra forma de concluir que m: S?™*1 — P"*(C) es un espacio fibrado, sin usar el
teorema de Ehresmann, es usando el teorema de cociente por la accién de un grupo de
Lie (ver seccidon anterior). Notar que P"(C) = $?"*1/S' donde S! actia por
multiplicacién. La accidn es propia, pues St es compacto, y claramente es libre. Mds aln,
vimos que la estructura diferenciable de P"(C) hace de m : $?"*1 — §2*1/81 yna
submersidn, asi que el teorema nos garantiza que es un espacio fibrado.
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3.2 Sistemas Locales
En esta seccion describiremos la correspondencia biyectiva que existe entre los
siguientes conceptos.

i) Sistemas locales sobre B
ii) Fibrados vectoriales sobre B equipados con conexiones playas
iii) Representaciones del grupo fundamental , (B, 0)

Donde B es una variedad diferenciabley 0 € B es un punto arbitrario. Cada una de estas
clases de objetos forman una categoria, y las correspondencias que daremos son
equivalencias categoricas.

Por simplicidad, trabajaremos siempre con fibrados vectoriales complejos, y dejaremos
qgue el lector infiera como son las construcciones para fibrados vectoriales reales y
holomorfos.

En la seccion 3.2.1 describiremos algunas nociones basicas de conexiones en fibrados
vectoriales. Veremos que una conexidn esta caracterizada localmente (en una
trivializacion) por sus simbolos de Christoffel, y veremos cdmo se relacionan los
simbolos de Christoffel inducidos por distintas trivializaciones. Definiremos lo que es una
conexion playa, definiremos la curvatura de una conexidn y veremos que las conexiones
playas son precisamente las conexiones de curvatura O.

En laseccion 3.2.2 describiremos la biyeccidn entre sistemas locales y conexiones playas.
Un sistema local es un fibrado vectorial w: E - B equipado con trivializaciones
{(U;i, 9i)}ies tales que B = U;¢; U; y cuyas matrices de transicion U; N U; — GL, (C) son
localmente constantes. La biyeccidon entre estos dos conceptos sera bastante simple

En la seccidn 3.2.3 describiremos la biyeccion entre sistemas locales y representaciones
del grupo fundamental. Recuerdo que una representacién de un grupo G es un
morfismo de grupos p : G = GL(V) siendo V un espacio vectorial. Equivalentemente,
tomando g - v := p(g)(v), una representacién de G es una accion lineal de G sobre
sobre un K-espacio vectorial V, esto es, una funcién -: G X V — V tal que (tomamos
g.heGveVykek)

i) g-(h-v)=(@-h)v

i) l-v=v

iii) g w+w)=g-v+g-w
v)  g-k-v)=k-(g-v)

Veremos que en un sistema local 7 : E = B, toda curva en B me induce un transporte
paralelo entre las fibras. Es decir, toda curva ¢ : [0; 1] = B me induce un isomorfismo
lineal E5 0y = E4(1) que no depende de la clase de homotopia de ¢ en B relativa a sus
extremos. En particular, toda clase de homotopia [o] € m;(B,0) me induce un
isomorfismo E, — E,, esta es la representacion de m;(B,0) inducida por el sistema
local. La demostracion de que toda representacion de 1, (B, 0) induce un sistema local
no nos sera tan relevante, pero la haremos de todas formas.
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éPor qué de repente nos metimos con estos conceptos? En la seccién pasada vimos que
los espacios fibrados m : E — B modelaban la idea de deformar una variedad de forma
de forma suave y sin alterar la topologia. A un espacio fibrado, podemos asociarle un
fibrado vectorial que tiene por fibra sobre b al espacio vectorial Hé‘R(Eb), esto es lo que
llamamos “el fibrado de de-Rham”. Similarmente, bajo ciertas condiciones, podemos
definir el “fibrado primitivo”, que es el fibrado que tiene por fibra sobre b a HX(E}). En
la seccidén 3.2.4 veremos que estos dos fibrados vectoriales son ejemplos de sistemas
locales. En particular, tenemos un transporte paralelo entre las fibras. Es decir, toda
curva o : [0;1] > B me induce isomorfismos lineales 7 : Hip (Ey (o)) = Hir(Escy) v
T: H(’,‘(EG(O)) - H(’,‘(Ea(l)). Veremos que el transporte paralelo preserva las
“estructuras adicionales” de la cohomologia descriptas en la seccién 2.3

e 7 se restringe a un isomorfismo de grupos 7 : Hiz (E, 0y, Z) = HY: (Es1y, Z)
e 7 se restringe a un isomorfismo de grupos 7 : H¥(E, (o), Z) = H¥(Ey (1), Z)

* Qs (T(w),r(a)) = Qu(0)(w, @) siendo Q}, la polarizacién en Ej,.

Todo esto sera extraordinariamente importante para definir el mapa de periodos en la
seccion 3.4.

3.2.1 Conexiones

Recuerdo que si M es una variedad diferenciable, entonces X' (M) denota el conjunto
de campos vectoriales C® en M. También recuerdo que sim : E — B unfibrado vectorial
y U € B es abierto, entonces I'(U, E) representa el conjunto de secciones en U. Una
conexién en un fibrado vectorial complejo es una funcién V: X(B)¢ x I'(B,E) —
I'(B,E) tal que

- Vx(s) es C*(B)%-lineal en la variable X € X (B)®
- Vx(s) es C-lineal en la variable s € I'(B, E)
- Vx(fs)=X(f)-s+ f-Vy(s) paratodas € '(B,E)y f € C*°(B)®

Se puede probar que, si U € B es abiertoy si X,Y € X(B)® vy s,5 € I'(B, E) son tales
que X|y =Yy v S|y =S|y, entonces Vy(s)|y = Vy(8)|y (ver [21]). Asi que una
conexién en B nos induce una conexién en U, V|, : X(U)¢ x I'(U,E) - I'(U,E)
definida por (V]y)x(s) := Vz(3), siendo X y § extensiones de X y s respectivamente
(denotamos indistintamente V|, = V).

Recordemos que es equivalente dar una trivializacién de un fibrado vectorial m : E = B
a dar un marco local gy, ...,0,, € I'(U,E). Dada una conexion, para todo marco local
{04, ..., 0} en U existen funciones € (U)®lineales 6;; : X (U)® » C=(U)" tales que

V(o) =0, (X)-0y++0,;(X)- 0, VXE x)e

Estas funciones, que llamamos “Simbolos de Christoffel”, caracterizan V|;. Para verlo,
seac EF(U,E)Y fi, ..., EC®(U)C talesque 0 = f, - 0, + -+ + f,, * 0, Se puede ver
con las propiedades que definen a una conexion que
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n

V(@) = ) [ XU+ D f-0500 |-
j=1

i=1

Se puede demostrar que si X,Y € X (U)® satisfacen X, =Y, en un punto p € U,
entonces Vya(p) = Vyo(p) para toda seccion o € I'(U, E) (ver [21], Corolario 3.1). En
particular 8;;(X)(p) = 6;;(Y)(p) asi que podemos pensar a 6;; como una 1-forma que
a cada p € U le asigna la transformacion C-lineal v € Tp(B)‘C - 0;;(X)(p) € C, siendo
X, = v. Esta queda determinada por la restriccién a T,(B), asi que 6;; € N (U)C.
Denotemos 6 a la matriz de 1-formas 6;;. Si {61, ..., 6,} esun marcolocalen V € B, con
UNV #@,existen C;; € C*(U N V)" tales que

6;i=Ciro++Cyi-0, enUNV

De hecho, la matriz de funciones C cuya coordenada i, j es C;;, es la matriz de transicion

jr
entre las trivializaciones asociadas a los respectivos marcos. Por un lado, tenemos

Vx(67) = Z (X(Ci,j) + Z O (X) - Ck,j) * 0y
i=1 =1

Pero, por otro lado

Vx(6y) = z Or;(X) - 6y, = Z <Z Cik - ék,j(X)> " 0;
k=1 1 \k=1

i=

Asi que

n n
Z Co 0, (X) =X(Cyj) + Z 0 (X)-Cr; Yij VXexUnp)©

k=1 k=1

Pensando las cosas como 1-formas y escribiéndolo en notacidon matricial
C-6=dC+6-C = §=Cc'-dc+C1-09-C

Notar que C(b) es inversible paratodo b € U N V por ser una matriz de cambio de base.
En sintesis, vimos lo que es una conexidn, vimos que esta caracterizada localmente por
los simbolos de Christoffel inducidos por una trivializacién, y vimos cémo se relacionan
los simbolos de Christoffel inducidos por distintas trivializaciones. Para terminar esta
seccién, definimos conexiones playas.

Decimos que una conexidn es playa si existe un cubrimiento de B por trivializaciones
cuyos simbolos de Christoffel son 0. Es decir, si (U, ¢) es una de esas trivializaciones y
{04, ..., 0,,} es el marco inducido

O-:f1'0-1+"'+fn'o-n = VX(O') :=X(f1)'0'1+"'+X(fn)'O'n

Se las llama “Conexiones Playas” por el siguiente motivo. Uno puede definir la curvatura
de una conexidon como
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do + 6 A6 € (Q*(U)C)mxn

Donde (d8);; = dB;; y (B A6);; = X_1 O A Byj. Usando la férmula que relaciona 6
con @, se puede verificar que la curvatura no depende del marco {a;, ..., 6, } elegido, asi
gue es una matriz de 2-formas definidas globalmente en B. Se lo llama “curvatura”
porque, para la conexion de Levi-Civita en el fibrado tangente de una variedad
Riemanniana, coincide con la curvatura de Riemann (ver [22]). Se puede demostrar que
una conexion es playa siy solo si su curvatura es 0 (ver [7]).

3.2.2 Sistemas Locales y Conexiones Playas

Dado un fibrado vectorial w : E — B, llamamos “atlas constante” a un conjunto de
trivializaciones {(U;, ¢;)}ic; tales que B = U;¢; U; y cuyas matrices de transicion C :
U; N U; = GL,(C) son funciones localmente constantes. Recuerdo que ¢; : U; X C* -

m~1(U;) y la matriz de transicion es la matriz C que satisface
((pj‘l 0¢;)(b,v) = (b,C(b)-v) YhEU;N U, Vvvecr

Un “sistema local” es un fibrado vectorial = : E — B equipado con un atlas constante
maximal. No todo fibrado vectorial admite estructura de sistema local, como veremos
mas adelante. Veamos que un sistema local induce una conexién playa sobre el fibrado
vectorial y, reciprocamente, toda conexion playa en un fibrado vectorial induce una
estructura de sistema local sobre el fibrado.

Sistema Local = Conexidn Playa

Sea m: E - B un sistema local, sea (U, @) una trivializacion del atlas constante y
{04, ..., 0,} el marco en U inducido por dicha trivializacién, sio = f; -0, + =+ f, - op,
es una seccion con fi, ..., f, € C*(U), entonces definimos

Vx(o) :=X(fy) 01+ -+ X(f,) - 0y

Es claro que esto define una conexién en U cuyos simbolos de Christoffel son 0, lo que
hay que verificar es que todas las conexiones se pegan bien formando una conexion
playa en todo B. Es decir, si (U, @) es otra trivializacion del sistema local con U n U # @
y secciones {4, ..., G, }, y a una seccién g en U N U la escribimos como

o=firoy+-+froq ; 0=g,°61+ +gn 6y
Queremosverque
X(fl)'o-l +"'+X(fn)'0n :X(gl)'5'1+ "'+X(gn)'5-n

Equivalentemente, queremos ver que los simbolos de Christoffel 8 de la conexién de U,
en el marco {4y, ..., 3, }, son cero. Pero sabemos que

=Cct-dc+ct-6-C

Siendo 6 los simbolos de Christoffel en el marco {0, ..., 0,,}, que sabemos que son 0.
Ademas C es localmente constante, asi que dC = 0 lo que demuestra que 8 = 0.
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Conexién Playa = Sistema Local

Sea V una conexion playa en el fibrado vectorial y {(U;, ¢;)}ie; un cubrimiento por
trivializaciones cuyos simbolos de Christoffel son 0, veamos que las matrices de
transicidn son localmente constantes. Sea C la matriz de transicidn entre dos de estas
trivializaciones U;, U;, usando la ecuacion que relacionaba los simbolos de Christoffel de
U; con los de U; a partir de C

0=C1-dC+C 1 0-C=>0=C1-dC>dC=0
Asi que C es localmente constante, como queriamos ver.

Estas asignaciones nos dan una correspondencia entre sistemas locales y fibrados con
conexiones playas. Mas aun, podemos hacer de ambas clases una categoria, ddndonos
esta correspondencia una equivalencia categoérica.

3.2.3 Sistemas Locales y Representaciones del Grupo Fundamental
Sistema Local = Representacion del Grupo Fundamental

Vimos que todo sistemalocal T : E — B me induce una conexion playa V. Toda conexion
en un fibrado vectorial nos da una nocién de “transporte paralelo”. Fijemos dos puntos
0,b, € B y tomemos una curva suave o : [0;1] - B con 6(0) = 0,0(1) = b, y cuya
imagen este contenida en un abierto trivializable U del sistema local, con marco
{uy, ..., uy}. El transporte paralelo 7 : E, — Ep, viene dado por

v=ay u;(0) + -+ a, 1, (0)=1(W) :=ay - py(by) + -+ + ay - 1y (by)

Es clara la linealidad de . Si U es otro abierto trivializable que contiene a g, con marco
{fiy, ..., iy}, entonces o esta contenidaen U N U por lo que la matriz de transicién de U
a U en 0 es la misma que en b, (por ser trivializaciones de un sistema local), llamémosla
C. Sea By := (i (t), oo, 1y (), By = {1 (), oo, fin ()} y T: Ey > Ej, el transporte
paralelo inducido por U

[tW)]g,, = C-[tW)]g, = C-[vlg, = [Vlg, = [T(W)]g,,

Asique T = 7. Si o es una curva arbitraria, con (0) = 0y o(1) = b,, por ser compacta
la puedo cubrir con finitos abiertos trivializables Uj, ..., U,. El siguiente lema deberia ser
claro

- Lema: Sea X un espacio topoldgico, o :[0;1] > X una curva continua y
Ui, ..., U, € X abiertos talesque 0 € U; U ---U U,, entonces existen iy, ..., i,, €
{1,...,n} y una particiéon 0 =t, < - <'t, =1 tal que |, C U;, para
todok =1, ...,m.

tr—1tk]

Si a los abiertos Ul-l, ...,Ul-m los renombramos Uy, ..., U,, entonces existen abiertos
trivializables Uy, ..., U,,, posiblemente con repeticiones, que cubren a ¢ y una particion
0=ty <--<t,=1tal que g|,_, ) S U; para todo i =1, ...,n. Componiendo los
transportes paralelos en cada abierto trivializable, obtenemos un transporte paralelo 7 :
Ey — Ej,. Concretamente, si denotamos C; a la matriz de transicion de U; a U;,4 en la
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componente conexa de U; N U, que contiene a o(t;), y denotamos B, a la base en E,
inducida por U, y B, a la base en E}, inducida por U,, entonces

[T(U)]Bbo =Cpq (- [V]BO ()

SiU,, ..., Uy, S B es otra familia de abiertos que cubrena oy 0 =f, < - <&, =1les
otra particién del intervalo [0; 1] tal que o[, , ¢ € U;, afirmo que definen el mismo
transporte paralelo E, — Ej, . Sean wy, Wy, ... € [0; 1] tales que

{wi,wy, ...} ={tg, ., ty} U {to st 5 Wy <wjypq Vi

Entonces, para cada i, existen 7, s tales que 0|y, C U, N Ug de modo que ambas

Witq]
trivializaciones inducen el mismo transporte paralelo 7; : E;(y,) = Eg(w,,,), POr lo antes
probado. Luego, el transporte paralelo T =17, 07,0 -+ : E; > Ep, no depende del
cubrimiento ni la particion. Todo esto termina de probar la buena definicidon del

transporte paralelo a lo largo de una curva en un sistema local.

Si oy  son dos curvas que empiezan en 0 y terminan en by, y si hay una homotopia
entre ellas que deja fijo los extremos, afirmo que inducen el mismo transporte paralelo
Ey - Ep,,. Sea H:[0; 1] > B la homotopia, con H(—0)=0¢ y H(-1) =4,
denotemos o := H(—,s) y denotemos 7, : E, — Ej, al transporte paralelo inducido
por g,. Veamos que para todo s, € [0; 1] existe un € > 0 tal que 7, = 75 para todo s, §
en (so — &,5¢ + €), y por compacidad del intervalo [0; 1] concluiriamos que 7, = T4,
como queriamos ver.

Sea s, € [0; 1], tomemos abiertos trivializables U, ..., U, ESBy0=t, <--<t,=1
tales que oy |j¢,_,,;) € Ui paratodo i = 1,...,n. Como [t;_4,t;] X {so} € H~'(U;), por
el lema del tubo existe & > 0 tal que [t;_q,t;] X (sq — €;,50 + &) S H X(U;). Si
tomamos € = min{ey, ..., &,}, entonces a,|,_, ] € U; para todo s € (so — &, 59 + €).
Por la férmula (), si viésemos que a5(t;) y o5, (t;) estdn en la misma componente
conexa de U; N U;;q para todo i (con |s — 54| < &), concluiriamos que 75 = 75, como
queriamos ver. Pero f(x) := H(x, t;) = 0,(t;), con x € sy, s] 6 [s, s,], es unacurvaen
U; N U;,, que une ambos puntos. Esto termina la demostracidon de que el transporte
paralelo no depende de la clase de homotopia de la curva (fijando los extremos).

De esta forma, si o es una curva cerrada con o(0) = o(1) = 0, el transporte paralelo
E, = E, es un endomorfismo que no depende de la clase de homotopia de o y que es
inversible, con inversa dada por el transporte paralelo de o recorrido en sentido
contrario. Es decir, tenemos una aplicacion m,(B,0) —» GL(E,) que claramente es un
morfismo de grupos, es decir, es una representacién de 7, (B, 0) de rango n = dim E,,.
Veamos cdmo hacer la construccidn reciproca, es decir, cémo asignarle un sistema local
a una representacion ;(B,0) — GL,, (C).

Representacion del Grupo Fundamental = Sistema Local

Sear : B — B es el revestimiento universal de B, entonces 1, (B, 0) actta sobre r~1(0)
de la siguiente manera. Sea o : [0; 1] —» B un representante de una clase en 7,(B,0),
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sea x Er1(0) y sea g, : [0;1] = X la Gnica curva tal que 0,(0) =xyroo, =0,
entonces o * x := 0, (1) (no depende del representante o elegido). Podemos extender
esta accién a todo B de la siguiente manera. Existe una Unica f, : B - B continua tal
que 7o f =71 (una transformacién Deck) y f,(x)=0-x Vx € r~1(0). Luego
definimos o - x := £, (x) que es una accién de ; (B, 0) en B. Observar que six € r~1(b)
entonces o - x € r~1(b). Esta accidn es libre y transitiva en las fibras. Se pueden
encontrar mas detalles en [11].

Ahora si, dada una representacion p : m;(B,0) — GL,(C) (Notacion: o - v :=p(a) - v),
consideremos el espacio de funciones r~1(b) - C". El grupo m,(B, 0) actla sobre este
espacio via

(0-f)x):=0-f(c™" - x)

Denotaremos V}, al conjunto de funciones r~1(b) — C" invariantes por dicha accién,
esto es, funciones que satisfacen f(o+x) = o - f(x) para todo o, x (esta sera la fibra
sobre b de nuestro fibrado vectorial).

- Observacién: Para cada b, € r~1(b) y cada v, € C" existe una Unica funcion
invariante f € V), tal que f(EO) = v,.

Esto es porque, si b € r~1(b), existe un Unico o tal que o - EO = b asi que

f(E) =f(0-50) = a-f(EO) =0V
Asi que la f queda determinada y, definida asi, es invariante. Considerando esto,
denotamos K, : 7~1(b) x C* - V), a la funcién que a cada (b, v) le asigna la Unica
funcién f € V, tal que f(b) = v. Observemos que V, tiene una estructura obvia de
espacio vectorial y que X, es lineal en la segunda variable. Sea b € r~1(b), es facil
verificar que K}, (E, —) : C" —» V,, es un isomorfismo lineal, asi que V,, tiene dimensién

Vp = L[Vb

beB

n. Denotemos

Y veamos que 7 :V, = B es un fibrado vectorial. Consideremos X : BxcCt - \A
definida por K (b, v) := JCr(E)(E, v).Sea U € B unabierto parejamente cubierto y sean
{V:};e; € B abiertos disjuntos tales que |y, : Vi » U es un difeomorfismo, tomemos
uno de estos abiertos V :=V; y denotemos q : U —» V a la inversa de r|;,. Definimos
@:UXC" > a1(U) via

¢(b,v) :=%(q(b),v)

Es claro que mo¢@ : U X C* - U es la proyeccion en la primera coordenda y que
@(b,—) : C" -V, es C-lineal. Sea U C B otro abierto parejamente cubierto y sean
V,d,® como antes, entonces la composicién @~ 0 ¢ : (U N U) xXC" - (U N 17) x C"
es
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(@7 0 9:)(b,v) = (b, 7 (q(B), ) (1))

Entendamos qué significa la segunda coordenada. Por definicion, K (q(b), v) es la Gnica
funcién f € V, tal que f(q(b)) = v.Si U n U es conexo, existe un (Unico) o € m,(B, 0)
tal que o - q(b) = §(b) para todo b € U N U asi que

H(q(b),v)(@®) = f(@B) =f(o-qb))=0-f(qb))=0-v

Por lo que la matriz de transicién U N U = GL,,(C) es constantemente p(c).SiUN T
no es conexo, la matriz de transicién es constante en cada componente conexa, asi que
es localmente constante.

- Observacién: Si U N U es conexo yVn V + @, entonces la matriz de transicidn
es la identidad.

Como la matriz de transicion es diferenciable (pues es localmente constante), existe una
unica topologia y estructura diferenciable que hace de 7 : V, —» B un fibrado vectorial
con las trivializaciones que dimos. En particular, es un sistema local pues las
trivializaciones tienen matrices de transicidon localmente constantes.

- Observacién: K (b, v,) = K(b,,v,) siy solo existe o € w,(B,0) con o - by =
b, y 0-v; = v,. Luego, si consideramos m;(B,0) actuando sobre B x C"
coordenada a coordenada, tenemos una biyeccién K : (f? X C")/nl (B,0) - \A
gue resulta ser un difeomorfismo.

Vimos que a cada sistema local le corresponde una representacion de m,(B,0) y
viceversa. Se puede verificar que componerlas da la identidad asi que es una la inversa
de la otra. Mds aun, tanto los sistemas locales sobre una base como las representaciones
de un grupo forman una categoria, y la correspondencia que vimos es en realidad una
equivalencia categérica. Esto nos permite responder una pregunta que habiamos hecho
“iExisten fibrados vectoriales que no admitan estructura de sistema local?” Si M es
simplemente conexo, todo sistema local sobre M es isomorfo al fibrado trivial asi que
tenemos el siguiente resultado.

e Proposicidon: Sea M una variedad simplemente conexa, entonces el fibrado
tangente T(M) admite una estructura de sistema local (o una conexién playa) si
y solo si M es paralelizable.

3.2.4 El Fibrado de de-Rham y el Fibrado Primitivo
El Fibrado de de-Rham

Vimos que los espacios fibrados 7 : E = B modelaban la idea de “deformar” una
variedad de forma suave y sin alterar la topologia. Afirmo que el fibrado vectorial sobre
B cuya fibraen b € B es Hé‘R(Eb) (que llamamos “fibrado de de-Rham”) es un sistema
local, por lo que tenemos una conexion (llamada “Conexiéon de Gauss-Manin”) y una
representacion del grupo fundamental de B (llamada “la monodromia”). Denotemos
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RE(E) o= | | Hia(Ey)
beB
Y 7 : R¥(E) - B a la proyeccién sobre B. Sea ¢ : U X F - w~(U) una trivializacién
del fibrado, con U S B abierto y F la fibra, entonces ¢, := @(b,—) : F - E; es un
difeomorfismo, asi que define un isomorfismo ¢}, : H: (E,) - HX:(F). Defino la
trivializacion @ : U X HXx (F) - #71(U) via

¢(b, w) := (pp) " (w)

Que es biyectiva, con inversa @ 1(x) = (ﬁ(x),(p%(x)(x)). Es facil notar que la

composiciont o @ : U X Hé‘R(F) — U es la proyeccién en la primera coordenada y que
@(b,—) eslineal paracada b € U.Si (V, u) es otra trivializacion de = : E - B, entonces

(wtop)bx)= (b; (T ‘Pb)(x))

Asi que gp:=u,"to@,:F > F seria el difeomorfismo de transicién entre las
trivializaciones. Por otro lado

(@t o @) (b, w) = (b, (1 0 (93) D (w)) = (b, (pp ™ 0 )" (@) = (b, (g3) " (w))

Asi que (g;)~t : HXx(F) > HX; (F) es la matriz (transformacién lineal) de transicién
entre @ y [i en b. Afirmo que la aplicacién b — (g;)~! es localmente constante, y en
particular diferenciable. Luego, existe una Unica topologia y estructura diferenciable que
hace de 7 : R¥(E) — B un fibrado vectorial con las trivializaciones que dimos. Méas aun,
es un sistema local.

Sea W una componente conexade U NV, sean b;,b, € Wyseao :[0;1] > UNV con
0(0) = b; yo(1) = by, entonces H : F X [0; 1] - F definida por

H(x,t) := goy(x) = (u™ 0 @) (a(t),x)
Me da una homotopia entre los difeomorfismos gy, g, : F = F. Por lo tanto
(ggl)_l = (ggz)_l lo que demuestra que la matriz de transicion del fibrado de de-Rham

es localmente constante, como queriamos ver.

- Transporte Paralelo: Como vimos, en un sistema local tenemos bien definido un
transporte paralelo entre las fibras. Una curva o : [0;1] » B con a(0) =0y
(1) =b me induce un isomorfismo T : H5:(E,) » HX(E,). Si o estd
contenida en un abierto trivializable U € B con trivializacion ¢, entonces

(9o 0 @,~ 1) : HE (Ey) - HX: (E,) es el transporte paralelo (no depende de la
curva).

Para una curva o arbitraria, la puedo cubrir por abiertos trivializables Uy, ..., U,
tal que, para cierta particion 0 = t, < --- < t,, = 1 tenemos o (t;) € U; N U;,,
para 0<i<n, o(0)eU; y o(1) € U,. Componiendo los isomorfismos
HS: (Est;)) = Hir(Ese,,,)) Obtenemos el transporte paralelo HiR(E,) -

HX: (E}). Este no depende de la eleccién de abiertos trivializables para cubrir a
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o ni de la clase de homotopia de a. En particular, si B es simplemente conexo,
para cada by, b, € B tenemos un isomorfismo canénico HXg (Ep,) = HER (Ep,)-

Como vimos en la seccién 2.3.1,si f : X = Y es diferenciable, entonces f* : Hé‘R(Y) -
HX:(X) satisface que f* (Hé‘R(Y, Z)) C HX:(X,Z). En particular, si f es un
difeomorfismo, entonces f* : H%: (Y, Z) » HX; (X, Z) es un isomorfismo de grupos. En
nuestro caso, los @, 0@, ! :E, - E, son difeomorfismos y, por lo tanto, los
(9o 0 @p~ 1) : HY:(Eo, Z) > HYR(E,, Z) son isomorfismos de grupos. Como el
transporte paralelo se construye componiendo este tipo de isomorfismos, si T :
Hé‘R(EO) - Hé‘R(Eb) es el transporte paralelo a lo largo de una curva o, se restringe a
un isomorfismo de grupos t : HX:(E,, Z) —» HX: (Ep, Z). En particular, la accién de
m,(B, 0) sobre H%: (E,) (la monodromia) se restringe a una accién en HX: (Ey, Z) por
isomorfismos de grupos.

El Fibrado Primitivo

Seamn : E — B un espacio fibrado, supongamos que E es una variedad Kahler con forma
de Kahler £ y que E}, € E es una subvariedad compleja paracada b € B.Sii, : E, > E
la inclusion, entonces £, := i;,(£) es una forma de Kahler en E,, asi que tiene sentido
hablar de cohomologia primitiva en E; . Definimos entonces

REE) = | | HEE)

beB

Y 7 : RE(E) > B la proyeccién. Tomemos 0 € B un punto arbitrario y tomemos una
trivializacion ¢ : U X E, » m~1(U), con U un entorno abierto y conexo de 0, tal que
¢(0,x) = x paratodo x € E,.Sea b € U, el difeomorfismo ¢, : E, - E, me induce un
isomorfismo ¢} : H5: (E,) = H5:(E,). Sea 0 : [0;1] — U una curva con 6(0) =0y
0(1) = b, entonces H : E, X [0; 1] — E definida por

H(x,t) := ¢(a(t),x)
Me da una homotopia entre iy :Ey = E vy i,o0¢,: Ey— E. Luego, a nivel de
cohomologia de de-Rham tenemos

05 () = 93 (i5()) = (i 0 )" () = i5(R) = £

De donde se deduce que ¢j : H¥(E,) > H¥(E,), y es un isomorfismo. Definimos
entonces @ : U x HX(E,) - #~1(U) via

@ (b, w) := (¢p) " (w)
Si tomamos otro punto 0’ € B y otra trivializacién u: V X Eyr > n~1(V) de iguales
caracteristicas que antes, que me induce una trivializacién fi : U X HX(Ey) — 71 (U),
entonces la “matriz” de transicion UNV - Hom(H(’,‘(EO),H(’,‘(EOI)) es localmente

constante, y la demostracién es completamente andloga a la del caso del fibrado de de-
Rham. Luego, 7 : RE(E) — B es un sistema local con las trivializaciones que describimos
y lo llamamos “El Fibrado Primitivo”.
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- Observacién: Si % € H2z (E,Z), entonces #,, € Hiz (Ep,, Z) asi que tenemos un
reticulado HX(E,,Z) € HX(E,). Al igual que en el fibrado de de-Rham, el
transporte paralelo en RX(E) a lo largo de una curva en B que vade 0 a b me
induce un isomorfismo t : HX(E,,Z) —» H¥(E,, 7).

Si E,, es compacto para todo b € B, entonces tenemos una polarizacién @, definida
sobre HX:(E,) (pero solo sobre HX(E,) satisface la segunda relacién de Riemann-
Hodge). Sea ¢ : U X E; » m~1(U) una trivializacién, entonces ¢, : E, = E, es un
difeomorfismoy ¢} (#£,) = %, (en cohomologia) asi que

£ AOAND = f o5 (R AOAB) = | £ A@L(0) A (@)
Eo

Eb EO

Por lo tanto QO((pl*,(w), q);;(a)) = Q,(w, @) para todo b € U. Como el transporte
paralelo en RE(E) se construye componiendo isomorfismos (¢3)~1 : HX(E,) —
HE(E,) inducidos por trivializaciones, concluimos que Qb(T(w),T(G)) = Qo (w, @)
para todo transporte paralelo 7 : H¥(E,) — H¥(E},). Sin embargo, esto no nos da un
morfismo de estructuras de Hodge polarizadas, pues necesitariamos que los ¢, sean
biholomorfismos para que preserven los componentes de la descomposicién de Hodge.
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3.3 El Fibrado Tangente de la Grasmaniana

En la seccién 3.4 hablaremos del mapa de periodos. Una propiedad importante que
satisface dicho mapa, es la llamada “transversalidad de Griffiths”. Para poder enunciar
esta propiedad, debemos entender la identificacidn TS(Grassk(V)) = Hom(S,V/S),
ese es el objetivo de esta seccién.

En la seccién 3.3.1 probaremos que la proyeccién 7 : Ind, (V) — Grass, (V) es una
submersién, lo cual nos permitird concluir que toda curva en Grass, (V) se levanta
localmente a una curva en Ind, (V).

Usando esto, en la seccidn 3.3.2 identificaremos TS(Grassk (V)) = (Base(S) x Vk)/~
para cierta relacién de equivalencia. Concretamente, si I := (v, ..., V) es una base de
Sy w:=(wy,...,w) € V¥, el vector tangente asociado a (I, w) es el vector velocidad
de la curva o = {0y, ..., 0) en la Grasmaniana, siendo o0;(t) = v; + t - w; (notar que
0(0) = (vy, ..., vg) = S). La relacién de equivalencia identifica dos pares (I, w) y (J, W)
que inducen el mismo vector tangente. Sea C; ; € GL, (C) la matriz de camio de base de
I a ], veremos que

(Lw)~(J,W) © W=C ;- w (modSY)

Comenzamos la seccién 3.3.3 describiendo dos fibrados vectoriales sobre la
Grasmaniana. El fibrado tautoldgico, cuya fibra sobre S € Grass(V) es S, y la
Grasmaniana afin, cuya fibra sobre S es V/S. Tomando el “hom interno” entre ambos
fibrados vectoriales, obtenemos el fibrado cuya fibra sobre S es Hom(S,V/S).
Entendiendo la estructura de este fibrado, ahora si podemos plantearnos si es isomorfo
al fibrado tangente T(Grass; (V)).

Para terminar, exhibimos el isomorfismo (Base(S) x V¥)/~ — Hom(S,V/S) que a
cada par (I,w), con I = (vy,...,v;) y W= (W, ...,w,), le asigna la transformacién
lineal f : S — V /S definida sobre la base I por f (v;) := [w;] (se puede probar que todo
par (J,w) en la clase de equivalencia de (I, w) induce la misma transformacién lineal).
Componiendo con el isomorfismo TS(Grassk (V)) — (Base(S) x V¥)/~ obtenemos el
isomorfismo deseado de fibrados vectoriales.

3.3.1 La Submersién 7 : Ind, (V) — Grass, (V)

Nuestro primer objetivo es probar que la proyeccién 7 : Ind, (V) — Grass, (V), que a
cada k-upla de vectores linealmente independientes (v, ..., 1) le asigna el subespacio
de V generado por dichos vectores, es una submersion. En la seccion 1.2.4 describimos

cartas (UTO, (p) para la Grasmaniana, que se construian tomando dos subespacios
S0, To €V, de dimensién k y n — k respectivamente, tales que S, @ T, = V. El abierto
Ur, es el conjunto de subespacios de dimension k que esta en suma directa con Tj. Si
elegimos una base {wjy,...,w;} en S, y una base {wWy,4,..,w,} en Ty, uniéndolas
obtenemos una base en V. Elegir una base en V permite identificar Ind, (V) con C?**,
el conjunto de matrices en C™*¥ de rango k. Via estas identificaciones, tenemos que

nY(Uy,) = {(ﬁ:) € C™k : det(4,) # 0}
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Donde A; € C¥*k y A, € C» 0%k |3 eleccion de bases en S, y T, nos permite
identificar Hom(S,, Ty) = C»*k y vimos que, con todas estas identificaciones, la
funcién ¢ o i : w71(Ur, ) - C=*k yiene dada por

A _
(‘P07T)<A1)=—A2'A1 !
2

Queremos ver que esta funcién es una submersidn, y para ello usamos los siguientes
resultados conocidos

e Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita, U € V abierto, f : U - C™™y
g : U > C"™** funciones diferenciablesy h : V — C™*¥ una funcién definida por
h(v) := f(v) - g(v), entonces

dh,(v) = f(x)-dg,(w) + df,(v) - g(x)

e Seaf :GL,(C) > GL,(C) lafuncién f(4) = A1, entonces

df,(M) = —A"1-M-A"?

En nuestro caso U = n~1(Ur,) € C™** y definimos f : U » C¥*k y g : U - =Rk

via
Al — . Al _ -1
Fla)==a2 i a(3) =4

De modo que @ o = f - g. Notar que f es lineal, asi que su diferencial en cualquier
punto es si misma. Por otro lado, g es la proyeccion del primer bloque compuesta con
la funcién invertir, asi que haciendo regla de la cadena dg,(M) = -4, - M, - A, "
Uniendo esto con la regla del producto, obtenemos que

d((P 0 7T)A(M) = (1‘121‘11_1 "M, — Mz) ’ Al_l

Para ver que d(@ o), : Ck —» C("=K)Xk o5 yn epimorfismo, basta con ver que su
nucleo tiene dimensién k2. Es facil verificar que

Ker(d(p om),) = {(AzAll\:Il . M) ‘M € (Ckxk}

Que claramente tiene dimensién k2.

3.3.2 Una primera descripcion del Fibrado Tangente de la Grasmaniana

Para describir el fibrado tangente de la Grasmaniana, primero debemos entender como
son las curvas en Grass, (V). Sea (oy, ...,0%) una curva suave en Ind, (V) (siendo
01, ..., 0y : [0; 1] = V suaves), entonces (ay, ..., 0y) := (074, ..., 0}) €S una curva suave
en Grassy (V). Més aun, como 7 : Ind, (V) — Grass, (V) es una submersion, toda curva
en Grassy (V) es localmente de esta forma (toda curva se levanta localmente a una curva
en Ind (V)). Buscamos determinar cuando dos curvas 6 = {0y, ..., 0% )y 6 = {0y, ..., O)
satisfacen o’(0) = 67(0).
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- Observacién: Sea o = (dy, ..., ;) una curva en Grass, (V), sea v; := g;(0) y sea
w; := 0;"(0), entonces

0’(0) = dm(y,,. v W1, oo Wi)

Esto es porque 6 := (ay, ..., 0%) es una curva en Ind, (V) con 6(0) = (vq, ..., V%) y con
6°(0) = (wy, ..., wy) por lo que

ATy, . v Wi, o, Wi) = (r 0 6)°(0) = 07(0)

Asi que estudiar el diferencial de la proyeccién 7 nos ayudara a determinar cuando dos
curvas en Grass, (V) tienen el mismo vector velocidad inicial. Recordemos que
Ind, (V) € V¥ es un abierto y V¥ es un espacio vectorial asi que, si (vy, ..., V) es una
base de un S € Grass, (V), entonces dm(y, ) : V* = Tg(Grassy (V)). Lo primero que
nos va a ser (til, es relacionar dm; con dm; cuando I y J son bases de un mismo
subespacio § € V. De aca en adelante denotamos C; ; € GL (C) a la matriz de cambio
de base entre [ y J. Por otro lado, si A € C**¥, denotamos my : V¥ — V¥ a la funcién
my(vq, ..., V) = A+ (Vy, ..., ;) (la accién de C**k en V¥, que es la misma que la de
GL, (C) sobre Ind, (V)). Ahora si, tenemos la siguiente proposicion

e Proposicién: Si Iy J son bases de un mismo subespacio S € Grass, (V), entonces
dm; =dm; 0 me,
> Demostracién: Denotemos C = C;; € GLi(C). Si (vy,...,vy) € Ind,(V),
habiamos visto que
(C - (v, e, 1)) = (Vg oo, Vi)
Asi que ™o m, = 1, pensando a m. : Ind, (V) - Ind, (V). Luego, usando la
regla de la cadena
dmy =d(mrome), = AT (1) O d(mc¢),
Peromg () =C-I =] yd(m;); = m; pues es una transformacion lineal. Asi
concluimos que dm; = dm; 0 m¢

Otra observacién importante es la siguiente

e Proposicién: Sea I una base de un subespacio S € Grass,(V), entonces
Ker(dm;) = Sk

> Demostracién: Sea I = (vy, ...,v) y sea (W, ...,w,) € S¥, consideremos las
curvas oy, ..., 0 : R — V definidas por

o) :=t-w;+v;
Sea & = (0y, ..., 0%) : R > V¥, entonces (0) = I € Ind, (V) que es un abierto
en V¥, asi que existe € > 0 tal que 5 : (—¢,&) = Ind, (V). Sea ¢ = (), notar
que
dm,(wy, ...,wy) = a’(0)

Pero g; C S paratodo i, pues v;, w; € S, asi que 0 = (&) es constantemente S.
Luego ¢'(0) =0y (Wy, ..., w,) € Ker(dm,). Esto prueba que S* € Ker(dm;,).
Para ver que vale la igualdad, veamos que ambos espacios tienen la misma
dimension. Recordemos que 7 : Ind, (V) — Grass, (V) es una submersién asi

109



Martinez Wagner, Marcos

que Im(dm,;) = TS(Grassk (V)) que tiene dimensién k- (n — k) (sidimV = n).
Luego
dimKer(dm;) =n-k—k-(n—k) = k? = dim(5*)

Tenemos entonces un isomorfismo drm; : V¥/S¥ — Tg(Grass, (V)). El problema es que
dicho isomorfismo depende de la eleccidon de una base I en S. Afortunadamente, ya
estamos en condiciones de determinar cuando dos curvas que pasan por un mismo
punto en Grassy (V), tienen el mismo vector velocidad.

e Proposicién: Si I y J son base de un mismo subespacio S € Grass, (V), sea C €
GL, (C) es la matriz de cambio de base de I a J, entonces
drm;(Wy, ..., wy) = di;(Wy, ..., W) © Wy, ..., W) = C - (W, ..., wp,) (mod S¥)
Equivalentemente

k
dm;(wy, ..., W) = dm;(Wy, ..., W) © W; = Z Cij-w; (modS) Vi
=1
> Demostracién: Sabemos que dm; = dm; 0 m asi que
dm;(wy, ..., wy) = dm;(Wy, ..., W) © dn](C - (wy, ...,Wk)) = dm;(Wy, ..., W)
s (- (Wl, ""Wk) - (Wll ...,Wk) € Ker(dﬂ])

Y como Ker(dn]) = S¥, obtenemos el resultado.
Como corolario, obtenemos la respuesta a nuestra pregunta inicial

e Corolario: Sean o =(0y,...,04) y & = (G4, ..., 6%) curvas en Grassy (V) con
0(0) = 6(0), denotemos paracadai =1, ...,k
v;:=0;(0) ; ¥;:=6;(0) ; w;:=0;7(0) ; W;:=6,"(0)
Sea C € GLi(C) la matriz de cambio de base de (vq,...,v) a (¥y,...,Ty),
entonces
0’(0) = 6°(0) © (Wy, ..., W) = C- (wy, ..., w,) (mod S¥)
Equivalentemente

k
F() =50 & W= ) Cyw (modS) Vi=1,..k

j=1
Sea S un espacio vectorial de dimension k, denotemos Base(S) al conjunto de bases en
S, que se identifica con GL, (C) al fijar una base en S. En base a lo recién demostrado,
vemos que TS(Grassk (V)) se identifica con (Base(S) x V¥)/~ donde (I,w) ~ (J, W) si
y solo si W=C(;;-w (mod S$*). Intuitivamente, el vector tangente (I,w) =
((vl, o Ug), (wy, ...,Wk)) me esta diciendo “Mové la base (v, ..., V) desplazando el
vector v; en la direccidn w;”. Si ] es otra base del subespacio, desplazar la base I en la
direccion w es equivalente a desplazar la base J en la direccion C;;-w, esto es
aw) ~(J, Cry- w). Si una misma base I decido desplazarla en dos direcciones distintas
w y W, tendrdn el mismo efecto sobre el desplazamiento del subespacio (es decir

(I, w) ~ (I,W)) siy solo si w=® (mod S¥). Esto es porque desplazar un vector de la
base I alo largo de S no cambia el subespacio.
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Para entender la estructura de espacio vectorial de (Base(S) x V*)/~, deberia ser claro
que (I,w) + (I,w) = (I, w + W). Si tenemos dos elementos distintos (I,w) y (J, W)
sabemos que (I,w) ~ (], Cry -w) asi que

AW+ ™ =0C, w)+U®=0C, wt+tw)=(Iw+C, W)

Y el producto escalares k - (I, w) = (I, k - w). Se puede verificar que estas operaciones
estan bien definidas (no dependen del representante de la clase) y el elemento neutro
es la clase Base(V) x S¥. También se puede verificar que la biyeccién TS(Grassk (V)) o
(Base(S) x V¥)/~ es un isomorfismo lineal.

En la siguiente seccion veremos que el fibrado tangente T(Grassk (V)) es naturalmente
isomorfo al fibrado vectorial sobre la Grasmaniana cuya fibra en S € Grass, (V) es
Hom(S,V/S). Esta identificacidn es, en algun sentido, mas “prolija” que la que dimos.

3.3.3 El Isomorfismo con el Fibrado S - Hom(S,V/S)
El Fibrado Tautolégico y la Grasmaniana afin

El Fibrado tautoldgico es el fibrado vectorial sobre la Grasmaniana que tiene por fibra
sobre S € Grass (V) al espacio vectorial S (por eso el nombre). La Grasmaniana afin es
el fibrado vectorial sobre la Grasmaniana que tiene por fibra sobre S € Grass, (V) aV/S
(en breve justificaremos el nombre). Denotamos

Taut, (V) := ]_[ S . AFGr (V) = ]_[ v/s

SeGrassg (V) S€eGrassy (V)

Y tomamos 7 : Taut, (V) — Grass, (V) y T : AffGr, (V) — Grass, (V) las proyecciones.
Fijemos S,, Ty € V subespacios de dimensidn k y n — k respectivamente, tales que IV =
So @ T Recuerdo que Uy, es el conjunto de subespacios de dimension k que estdn en

suma directa con Ty, y este conjunto forma un abierto en Grass, (V). Sea S € Ur,,
dentamos Y5 : V — S a la proyecciones inducida por la descomposicion V=S @ T, y
denotemos 15 : V = V/S a la proyeccién al cociente. Luego, ¢ : Ur, X Sy — n‘l(UTO)

y@:Up xTy— ﬁ‘l(UTO) definidas por

oS, v):=9%wW) ; @S, v):=ns(v)

Son trivializaciones del fibrado tautoldgico y la Grasmaniana afin respectivamente. Es
claro que @g = Ys|s, * So = S es un isomorfismo lineal ya que el nucleo de 9 es Ty y
So N Ty = 0. Similarmente @5 = ms|r, : To = V/S es un isomorfismo lineal ya que S €
Ur, y S N Ty = 0. Haciendo algunas cuentas (un tanto tediosas), se puede demostrar
gue si tomamos otras trivializaciones construidas de esta manera a partir de otros
subespacios Sy, Ty, entonces la matriz de transicion es holomorfa asi que ambos fibrados
son fibrados vectoriales holomorfos.

Con la topologia y estructura compleja sobre Taut, (/) que hace que estas funciones
sean trivializaciones, resulta ser un espacio biholomorfo a una subvariedad de
Grass (V) X V. Concretamente
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Taut, (V) = {(S,v) : S € Grass, (V) yv € S} € Grass, (V) x V

Esto nos permite ver al fibrado tautoldgico como un sub-fibrado del fibrado trivial
Grassy, (V) X V — Grass, (V).

Si V tiene un producto interno hermitiano, se puede considerar sobre la Grasmaniana el
fibrado vectorial que tiene por fibra sobre S € Grass (V) a S*. Llamemos Tauti (V) al
espacio total de este fibrado, el cual también resulta biholomorfo a una subvariedad de
Grass, (V) xV

Tauti (V) = {(S,v) : S € Grass; (V) yv € S} € Grass, (V) xV

Asi como S+ es isomorfo a /S, el fibrado vectorial Taut; (V) es isomorfo a AffGr (V).
Todo subespacio afin de IV de dimensién k se puede representar de manera Unica como
S+ v con S € Grass, (V) y v € S*. Luego, el conjunto de subespacios afines de V de
dimensién k se identifica con Tauty (V) = AffGr, (V), por eso el nombre “Grasmaniana
afin”.

El “Hom Interno” (ver seccidén 1.3.1) entre el fibrado tautolégico y la Grasmaniana afin,
esto es I—Io_m(Tautk(V),AffGrk(V)), nos da un fibrado vectorial sobre la Grasmaniana
que tiene por fibra sobre S € Grass, (V) a Hom(S,V/S). A continuacion mostramos la

identificacion Tg(V) = Hom(S,V/S) que induce un isomorfismo de fibrados
vectoriales.

El Isomorfismo

Previamente exhibimos un isomorfismo TS(Grassk (V)) — (Base(S) x V¥)/~. Nuestro
objetivo ahora es definir un isomorfismo (Base(S) x V¥)/~ — Hom(S,V/S)
obteniendo asi el isomorfismo TS(Grass,C (V)) — Hom(S,V/S) que buscdbamos.

Sea (I,w) € Base(S) x V¥, digamos I = (vq,...,v;) y W= (wy,...,w,), entonces
defino fi;w) : S = V/S como el Gnico morfismo lineal con

f Iw) (Ui) = [Wi]

Veamos que (I, w) ~ (J,W) = fi;w) = fi.w)- Si C la matriz de cambio de base de / a J,
entonces W = C*w (mod S¥).SiJ = (¥4, ..., D) y W = (W, ..., W), entonces

n
ﬁLZZCUU] ; WL'E
j=1

n
j=1

Por lo tanto

n n n
f(I,w)(ﬁi) = z Cij 'f(I,w)(vj) = Z Cij - [Wj] = Z Cij-wj| = (W]
j=1 j=1 j=1
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Asi que fqw) = fyw)- Luego, tenemos bien definida una aplicacién
(Base(S) x V¥)/~ — Hom(S,V/S). Afirmo que es un isomorfismo lineal. Veamos
primero que es aditiva. Sea f; la funcién asociada a (I, w), f; la funcion asociada a (J, W)
y f la funcién asociada a (I, w) + (J, W), habiamos visto que

ILw)+{, W) =(,C-w+ W)

Siendo C la matriz de cambio de base de I a J. Luego, f estd definida por
k
f@) = Zcij'wj'l'wi
j=1
Veamos que coincide con f; + f,. Tenemos que
k K K
v = Zcij v = (@) = Z Cij wi| = (fi + L)@) = Z Cij - wj + W,
j=1 j=1 j=1

Asi que f=f, +f,. Esto demuestra que la aplicacién (Base(S) x V¥)/~ —
Hom(S,V/S) es aditiva, y la demostracidn de que saca escalares es trivial, asi que es un
morfismo lineal. El nicleo de la aplicacidn es trivial ya que, si la funcién asociada a (I, w)
es la funciéon nula, significa que w € S* y entonces (I, w) es el neutro de la suma.
Finalmente, es un isomorfismo ya que dominio y codominio tienen la misma dimensién

dim Hom(S,V/S) = dimS - dim(V/S) = k - (n — k) = dim Grass; (V)

Componiendo esta aplicacion con el isomorfismo TS(Grassk(V)) — (Base(S) x Vk)/~
que habiamos exhibido antes, obtenemos el isomorfismo Ts(Grass,(V)) —
Hom(S,V/S). Tomando trivializaciones en ambos fibrados vectoriales, se puede
verificar que esto induce un isomorfismo entre ambos fibrados vectoriales.

- Sintesis: Sea S € Grass, (V) y sea ¢ = (04, ..., 0%) una curva en Grass, (V) con
0(0)=S. Si v;:=0;(0) y w,;:=0;'(0) para todo i, entonces ¢'(0) €
TS(Grassk (V)) se identifica con f € Hom(S,V/S) definida por

f) = [w]
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3.4 El Mapa de Periodos

En la seccion 3.1 vimos que los espacios fibrados modelaban la idea de deformar una
variedad de forma suave y sin alterar la topologia. Si estdbamos deformando una
variedad compacta, el teorema de Ehresmann nos decia que una tal deformacion la
podiamos modelar como una submersidn propia y sobreyectiva f : X — S.

Usando este modelo, si X, es una variedad compleja compacta, queremos deformarla
en otras variedades complejas X;, difeomorfas a X,,, pero no biholomorfas. Es decir,
queremos deformar X, sin alterar su estructura diferenciable, pero alterando su
estructura compleja. Modelar esta idea, nos permite darle “geometria” al espacio
moduli de estructuras complejas sobre una variedad diferenciable. La manera de
modelar esto, es la siguiente: Sean X y S variedades complejas y sea f : X = S una
submersién holomorfa, propia y sobreyectiva, entonces X, := f~1(t) es una familia de
variedades complejas difeomorfas entre si (por Ehresmann), pero no necesariamente
biholomorfas. Una funcién f : X — S con tales propiedades es lo que llamaremos una
“deformacién compleja”.

Dada una deformacién compleja f : X — S, buscamos medir de alguna forma cémo
cambia la estructura compleja de los X; en funcion de t € S. Una manera de hacer esto,
es estudiar cémo cambian los invariantes complejos HP"(X,). Si X; es Kahler para todo
t € S, entonces estos invariantes no son independientes entre si, pues satisfacen

i) HiR (X)C = HRO(X,) @ H*11(X,) ® -+ ® HO*(X,)
ii) Hp’q(Xt) = Hq’p(Xt)

Asi que, en lugar de estudiar cémo varia cada HP*9(X,) por separado, es conveniente

estudiar cémo varia la estructura de Hodge (HgR(Xt),Hp'q (Xt)) en funcidn de t. Esto

es lo que busca medir el mapa de periodos.

Como f : X = S es un espacio fibrado, el fibrado de de-Rham asociado, cuya fibra en
teESes Hé‘R(Xt), es un sistema local. Luego, si S es simplemente conexo, tenemos una
identificacion canénica HXz (X,) — HX:(X,) via el transporte paralelo a lo largo de
cualquier curva (no depende de la curva elegida porque S es simplemente conexo). Esto
facilita estudiar cdmo varia la estructura de Hodge en cuestidon ya que, via este
isomorfismo, se identifica con una estructura de Hodge en HX; (X,).

El dominio de periodos (local) es el conjunto de estructuras de Hodge en Hé‘R(XO), que
podemos pensar como una subvariedad de []%, Grassbi(Hé‘R(Xo)‘C), siendo b; =
dim H*=%'(X,) (que podremos suponer que no depende de t). El mapa de periodos
(local) es la funcion que a cada t € S le asigna la estructura de Hodge correspondiente
en H(’fR (X,). Es decir, el dominio de periodos es el codominio del mapa de periodos. Esta
definicidn tiene dos problemas

i) El mapa de periodos, asi definido, no es una funcién holomorfa (porque
HP.4 = H9P)
ii) ¢Qué hacemos cuando S no es simplemente conexo?
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El primero de estos problemas tiene solucidn. Griffiths se dio cuenta que, si bien la
estructura de Hodge no varia de forma holomorfa, la filtracién Fo*(X,) 2 --- 2 FF0(X,)
definida por

Fk'i(Xt) = Hk’O(Xt) S5, Hk_l’l(Xt) DD Hi'k_i(Xt) c Hé‘R(Xt)(C

Si varia de manera holomorfa. Mas aun, gracias a la propiedad H?9 = H%P, podemos
recuperar los espacios HP4(X,) via

HPA(X,) = FFP(X) N FRa(X,) si k=p+q

Asi que no estamos perdiendo informacion de la estructura de Hodge. Esta equivalencia
entre estructuras de Hodge y las llamadas “filtraciones de Hodge” la desarrollamos en
la seccidn 3.4.1. Luego, el dominio de periodos D en verdad es el conjunto de filtraciones
de Hodge sobre Hé‘R(XO), que lo podemos pensar como una subvariedad de
Flags, 5, (HiR (X0)®), siendo b; = dim F*¥(X,), que no depende de t.

Veamos ahora como resolver la segunda cuestion “Qué hacemos si S no es simplemente
conexo”. El problema es que ahora tenemos muchas identificaciones Hé‘R(Xt) -
HX:(X,). Aca entra en juego la monondromia, es decir, la accién de m,(S,0) sobre
Hé‘R(XO) por transporte paralelo. Dicha accién me induce una accion sobre el dominio
de periodos D. Cada identificacion H5z (X,) = H%:(X,) (inducida por unacurvao : t —
0) me induce una filtracion de Hodge sobre Hé‘R(XO), pero todas ellas estan en la misma
clase de equivalencia D /m;(S,0). De esta forma, el mapa de periodos S —» D /m,(S,0)
gueda bien definido.

Aca aparece un problema muy grave, el espacio D/m,(S,0) podria ni siquiera ser
Hausdorff. Es aca donde entra en juego la cohomologia primitiva. Uno puede hacer
todas las mismas construcciones que hicimos pero con la cohomologia primitiva,
obteniendo el “mapa de periodos polarizado” y el “dominio de periodos polarizado”.
Concretamente, si Q, es la polarizacién en HX(X,), el dominio de periodos polarizado D
sera el conjunto de filtraciones de Hodge en H¥(X,) polarizadas por Q,. Usando que el
transporte paralelo preserva el reticulado y la polarizacién, podremos probar en la
seccion 3.4.3 que, al cocientar por la monondromia, 5/7‘[1 (S5, 0) es un espacio Hausdorff
(de hecho es un orbifold). En esta seccién también describimos la geometria de D en
términos de dim H¥(X,) y dim H?"?(X,) (que no dependen de t), y enunciamos el
teorema de Griffiths, que dice que el mapa de periodos (polarizado o no polarizado) es
holomorfo y satisface la “transversalidad de Griffiths”, que es una propiedad que
satisface el diferencial del mapa de periodos.

Por ultimo, en la seccion 3.4.4, describimos el dominio de periodos, el mapa de periodos
y la monondromia en el caso de la familia de Legendre

X, ={(x,y)eC: y*=x-(x—1)- (x - t)}

Como estamos trabajando con dimensiones chicas, vale que H}(X,) = Hir(X,) asi que
no hay diferencia entre el mapa de periodos polarizado y no polarizado.
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3.4.1 Filtraciones de Hodge

En la seccion 2.2.5 vimos que una estructura de Hodge de peso k es un par
(H, {Hp'q}p+q=k) que satisface la descomposiciéon de Hodge y que HP4 = H?P, siendo
nuestros principales ejemplos la cohomologia de de-Rham y la cohomologia primitiva
de una variedad Kahler compacta. Las “Filtraciones de Hodge” forman una categoria
equivalente, cuya importancia se evidenciara en la siguiente seccién. Una filtracion de
Hodge de peso k es un par (H, {Fp}pez) siendo H un R-espacio vectorial de dimensidn

finitay FP € H® subespacios que satisfacen

i) FP 2 FP*l VpeT
i) H=FP @ Fk-r*1 Vp e Z

Un morfismo de filtraciones de Hodge (H, FP) — (ﬁ, ﬁp) es una transformacion lineal
f:H- H tal que, al extenderla a la complexificacién, satisface f(FP) c FP para todo
p € Z. Una estructura de Hodge (H, HP*?) de peso k induce una filtracion de Hodge de
peso k sobre H via

FP :=@i2p Hik—i

Reciprocamente, una filtracion de Hodge (H, FP) de peso k induce una estructura de
Hodge de peso k via

HPA4 := FP 0 Fa

Es facil verificar que esta es una correspondencia biyectiva y que un morfismo de
estructuras de Hodge es un morfismo de filtraciones de Hodge, asi que son categorias
equivalentes. Notar que, en general, el conjunto de descomposiciones de un espacio
vectorial no estdn en correspondencia biyectiva con las filtraciones F? 2 FP*1, |3
condicién HP4 = H?P es |a que garantiza que haya una biyeccién.

En el caso de la cohomologia de de-Rham a una variedad Kahler compacta M, la filtracién
de Hodge correspondiente es

FEP(M) 1= HEO(M) @ HE-11(M) @ - @ PP (M)
Con F¥P(M) = 0 sip > k y con F¥P(M) = HX:(M)C si p < 0. Mas precisamente, la
filtracion de Hodge de peso k es (Hé‘R(M), {F"’p(M)}pEZ). Similarmente, denotamos

Fok’p(M) a la filtracion de Hodge primitiva de una variedad Kahler compacta. En este
contexto, la descomposicion de Lefschetz toma la forma

FEPM) =@osiamingpieray L (EX 2720 (o)

Asi como las estructuras de Hodge estan en correspondencia con las filtraciones de
Hodge, las estructuras de Hodge polarizadas estdn en correspondencia con las
filtraciones de Hodge polarizadas. Esto es, una filtracion de Hodge (H, FP) de peso k
equipada con una funcidn R-bilineal Q : H X H - R tal que, al extenderla a la
complexificacion C-bilinealmente, satisface
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i) Q(FP,Fk—P*a) =
ii) iP=1-Q(v,7) >0 VVEFPNFIVp+q=k

Y la correspondencia biyectiva es exactamente la misma. También las estructuras de
Hodge integras estdn en biyeccién con las filtraciones de Hodge integras, es decir, el
conjunto de filtraciones de Hodge (H, FP) equipadas con un reticulado H; € H.

3.4.2 Deformacidn de Variedades Complejas y el Mapa de Periodos

Sean X y S variedades complejas y sea f:X =S una submersién holomorfa
sobreyectiva, el teorema de valores regulares nos dice que X, := f~1(t) es una familia
de subvariedades complejas de X parametrizadas por t € S. Mds aun, si f es propia, el
teorema de Ehresmann nos dice que f : X — S es un espacio fibrado. En particular, las
fibras {X;};cs son todas difeomorfas entre si, pero en general no son biholomorfas.
Nuestro objetivo es estudiar cdmo cambia la estructura compleja en funcionde t € S.

e Definicién: Llamamos “Deformacion Compleja” a una submersiéon holomorfa,
propia y sobreyectiva f : X = §, siendo X y S variedades complejas y S conexa.
Si M es una variedad compleja compacta, decimos que f: X = S es una
deformacién de M si, ademds de ser una deformacion compleja, S viene
equipada con un punto distinguido 0 € S tal que M = X,,.

El ejemplo que habiamos considerado en el caso real, llevado al caso complejo, es la
familia X, = {(x,y) € C*> : t - x?> + y? = 1}, con t € C, que al considerar C2 € P?(C) y
clausurar obteniamos

X, ={(x:y:2) e P*(C): t-x*+y*—2%=0}

Esta es una familia de variedades complejas compactas, y para verla como una
deformacién compleja considerabamos

X:={((x:y:2),t) eP?(C) x (C—{0}) : t-x2+y?—2z2 =0}

Y tomabamos f : X —» C — {0} la proyeccion en la segunda coordenada, de modo que
f~1(t) = X, x {t}. Excluiamos el caso t = 0 pues X, tenia una singularidad en el punto
(1:0:0).Adiferencia del caso real, excluir el caso t = 0 no parte el codominio en dos
componentes conexas. Como C — {0} no es simplemente conexo, el fibrado de de-Rham
R*(X) asociado a al espacio fibrado f : X = C — {0} tendr4, en principio, monodromia
no trivial. El teorema de Ehresmann nos dice que todas las fibras son difeomorfas entre
si'y, efectivamente, sabemos que son difeomorfas a P1(C) = S?2 por la clasificacién de
cuadricas (ver [10]). En particular, todas las fibras son biholomorfas entre si ya que, por
el teorema de uniformizacién de Riemann, S? tiene una Unica estructura compleja
maddulo biholomorfismos. Luego, este no es un ejemplo interesante de deformacién
compleja, pues la estructura compleja no cambia.

Un ejemplo mas interesante es la familia de Legendre, que es una familia de curvas
elipticas

X, ={(x,y) €C: y*=x-(x—1)- (x - t)}
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Al clausurar en el espacio proyectivo nos da
Xe={(x:y:2)€P?(C):y?’z—x-(x—2) (x—t-z) =0}

Se puede verificar que esto es una variedad singular siy solo si t = 0 6 1. Excluyendo
dichos casos, construimos X € P2(C) x (C — {0;1}) y tomamos f : X - C—{0; 1} Ia
proyeccion en la segunda coordenada. Estas variedades son difeomorfas al toro, asi que
existe p(t) € H tal que X, es biholomorfo al toro complejo T(1, p(t)). Al nimero p(t)
se le dice “el periodo” de X;.

- Comentario: Dada una variedad compleja compacta M, existe una deformacion
“universal” de M llamada “deformacién versal”. Es universal en el sentido de que
toda deformacién compleja de M es, en algun sentido, una sub-deformacion de
la deformacion versal. Tipicamente, si f: X = S es la deformacién versal,
entonces X tiene dimensidn finita, pero X no es una variedad compleja ya que
puede tener singularidades, es lo que se llama un “Espacio Complejo”. No nos
explayaremos con este tema, que se puede encontrar en [26]

Sea f : X = S una deformacion compleja, nuestro objetivo es describir el cambio de las
estructuras complejas de las fibras X;, en funcién de t €S. Si 0 €S un punto
distinguido, tomemos una trivializaciéon ¢ : U X X, = f~1(U), con 0 € U, tal que
¢(0,x) = x para todo x € X,. Luego, ¢, : X, — X, definida por ¢;(x) := ¢(t,x) nos
da una familia de difeomorfismos, con ¢, = Id, que varian diferencialmente con t al
igual que sus inversas (ver seccidn 3.1.2). Pullbackeando la estructura compleja de X; a
una estructura compleja J(t) en X,, via el difeomorfismo ¢, obtenemos una familia de
estructuras complejas {J (t)};cy sobre X, tales que (X,,J(t)) es biholomorfo a X, para
todot € U.

- Observacién: En general, si X e Y son variedad diferenciables y | es una
estructura cuasi-complejaen Y (ver seccién 1.3.2), entonces todo difeomorfismo
f + X > Y me induce una estructura cuasi-compleja f*(J) en X definida por

f*Dp = dfip) 0 Jrm 0 dfy

Que es la Unica estructura compleja en Tp(M) que hace del diferencial df, :
T, (X) = T¢p)(Y) una funcién C-lineal para todo p, es decir, que hace de f :
X - Y un biholomorfismo. Mds adn, f*(J) es integra (inducida por una
estructura compleja en X) siy solo si /] también lo es.

Si J, es la estructura compleja en X,, tomando J(t):= <p§(]~t) transformamos el
problema de estudiar cdmo varia la estructura compleja de los {X, };cy en estudiar cémo
varia la familia de estructuras complejas {J(t)};cy en X,. Hay distintas maneras de
estudiar cémo varia dicha familia. Una de ellas es considerar el espacio de estructuras
cuasi-complejas en X,,, que denotamos CCplx(X,). Este es el conjunto de secciones del
espacio fibrado sobre X, que tiene a Cplx(Tx(Xo)) por fibra sobre x € X, (ver la seccién
1.1.3 para una descripcion de Cplx(V) como variedad compleja, cuando V es un R-
espacio vectorial de dimensidn par). De esta forma tenemos que J : U — CCplx(X,). Si
gueremos que estructuras complejas biholomorfas representen el mismo punto en el
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codominio, tenemos que cocientar por la accidn del grupo de difeomorfismos Diff(X,)
sobre CCplx(X,) via pull-back. De esta forma, J : U - CCplx(X,)/Diff(X,) es la funcion
gue queremos estudiar. Este es el enfoque desarrollado en [17] (seccién 6.1 del libro),
pero no es el enfoque que desarrollaremos.

Otro enfoque que uno podria tomar es el del mapa de Kodaira-Spencer, del cual damos
una breve descripcidn. Sea v € Ty(S) y sea ¢ un campo holomorfo definido en un
entorno abierto U de 0 con &, = v, entonces para cada p € X, existe un entorno abierto
U < X y un campo holomorfo £ en U tal que df,(£,) = &, para todo x € U (ver en
[25], la demostracidn del teorema 2.1). A diferencia del caso diferenciable, no podemos
usar particién de la unidad para pegar estos campos, o mejor dicho, el resultado no seria
un campo holomorfo. Como X, es compacto, podemos cubrirlo con finitos U;. Sea gij
:=§; — & en U; n U}, entonces df(fl-j) = 0 asi que &;;(x) € T(X,) para todo x € X,.
Ademas {Cjk — & + fij = 0, por construccién. Sea U; := U; N X,, el mapa de Kodaira-
Spencer asigna a v € Ty(S) la clase

{{Sfij} 1§, €0 (Ui n Uj:T(XO)) vy &~ +éy = 0}

f ol e HT({U, T (X)) := = -
Ful e () T0) {{fij} P Sij = M~y con p; € O(Ui’T(XO))}

Notar que la clase no necesariamente es 0 pues los &; con los que construimos Ei,j no
necesariamente son campos en T(X,). La clase de él-j no depende de los campos ¢;
elegidos para levantar £, pero si depende del campo £. Para que dependa Unicamente
del vector v, hay que tomar limite directo sobre los entornos abiertos de 0 y los
cubrimientos de X, por abiertos, obteniendo asi una funcién T,(S) — H* (XO,T(XO))
bien definida, el mapa de Kodaira-Spencer. Ciertos resultados nos llevan a interpretar
esta funcion como una medida de la deformacién infinitesimal de X, cuando muevo 0
en la direccion v € Ty(S). Por ejemplo, bajo ciertas condiciones, el mapa de Kodaira-
Spencer es constantemente 0 siy solo si las fibras son biholomorfas entre si (ver [24]).
Otro ejemplo, es que si el mapa de Kodaira-Spencer es biyectivo, entonces la
deformacion f : X - S es una deformacidon Versal (ver [23]). No desarrollaremos
mucho mds este enfoque.

Elenfoque que si desarrollaremos, es el del mapa de periodos, desarrollado por Griffiths.
Este enfoque consiste en estudiar cédmo varian los espacios HP1(X,), que son
invariantes de la estructura compleja. Consideremos las siguientes proposiciones (ver
[30], Proposicion 9.20 y 9.23)

e Proposicién: Sea f : X = S una deformacién complejay 0 € S. Si X, es Kahler,
entonces dim HP1(X,) es constante para t en un entorno abierto de 0.

e Proposicién: Sea f : X = S una deformacién complejay 0 € S. Si X, es Kahler,
entonces X; es Kahler para todo t en un entorno abierto de 0

Como corolario, sea f : X = S una deformacién compleja y sea 0 € S, entonces el
conjunto de los t € S tales que X; es Kahler y dim HP9(X,) = dim HP9(X,) para todo
p, q, forma un abierto en S. Sea U € S dicho abierto, entonces f : f~1(U) - U es una
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deformacion compleja que satisface estas dos propiedades. Luego, de aca en adelante
supondremos que f : X = S es una deformacién compleja con X; Kahler para todo t €
Sy tal que dim H?7(X,) es constante, igual a un nimero b € N, (o b, 4 si hace falta
especificar).

Ahora si, bajo estas condiciones, estudiemos como varian los HP9(X,).Si ¢; : Xy = X;
es el difeomorfismo inducido por una trivializacién, entonces ¢; : H5: (X,) = HX: (X,)
es un isomorfismo. Si extendemos este isomorfismo a la complexificacion, vemos que
HP9(X,) se identifica con el subespacio H' := @;(HP9(X,)) € H5 (Xo)® asi que
estudiar como varian los HP9(X,) resulta equivalente a estudiar cémo varian los
subespacios Hf’q. A priori, esta identificacién depende de la eleccién de una
trivializacion. Observemos, sin embargo, que el isomorfismo ¢; : H¥: (X,) = HX: (X,)
es precisamente el transporte paralelo del fibrado de de-Rham R¥(X), a lo largo de
cualquier curva contenida en U que vaya de 0 a t. En particular, si S es simplemente
conexo, tenemos una identificacién canénica HXz (X,) » HX; (X,) definida en todo S'y
gue no depende de la eleccién de ninguna trivializacién.

Por lo pronto, supongamos S simplemente conexo. Luego, para cada k y cada p, g con
p + q = k tenemos bien definida una aplicacién t € S > HP'? € Grass, (H5; (Xo)©),
que esta en correspondencia con la familia {HP9(X,)};cs via el transporte paralelo en
R¥(X). Para distintos valores de D, q, las aplicaciones t = Hf‘q no son independientes
entre si. Como X, es Kadhler compacta, los {H?9(X,)};cs forman una estructura de
Hodge en Hc’fR(Xt), y por lo tanto tenemos las relaciones

i) Hir (X)) = H* @ H TV @ - @ HY™

i)  H'=H"

Es decir, para cada t € §, tenemos una estructura de Hodge en HC’fR(XO)(C de peso k. El
mapa de periodos no consiste en estudiar como varian los Hf‘q individualmente, sino
en estudiar cémo varia la estructura de Hodge {H'? :p+q =k} en Hix(X,)C.
Podemos pensar esto como una aplicacién cuyo dominio es S y cuyo codominio son las
estructuras de Hodge en Hé‘R(XO) de peso k, pensando este ultimo conjunto como un
subespacio de ]_[p+q=k Grassbp‘q (Hé‘R(XO)C). Notar, sin embargo, que no es posible que

todos los Hf’q varien de manera holomorfa puesto que Hf'q = Hf’p. Asi que, asi como
lo definimos, el mapa de periodos no es una funcién holomorfa. Afortunadamente, la
filtracién de Hodge asociada

?k,l(t) - H;C,O @ Hf—l'l @ . @ H:;,k—i C HéCR(XO)(C

Sivaria de manera holomorfa. Luego, la funcién P* := (P*X, ..., P*%) quevade Senel
conjunto de filtraciones de Hodge en Hé‘R(XO) de peso k, es una funcion holomorfa y es
lo que llamamos “El mapa de periodos local”. El término “local” se debe a que, en
general, S no es simplemente conexo y todas estas construcciones valen si tomamos un
entrono abierto simplemente conexo de 0. Observemos que, como las filtraciones de
Hodge estdn en biyeccién con las estructuras de Hodge, no estamos perdiendo
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informacién de los espacios Hf‘q. El codominio del mapa de periodos es lo que llamamos
III

“El dominio de periodos local”, y podemos pensarlo como un subespacio de
Flags, .5, (Hé"‘R(XO)‘C) siendo b; := bio + -+ + by ;.

Como dijimos, cuando S no es simplemente conexo, tenemos definido el mapa de
periodos en un entorno simplemente conexo de 0 € S. Si quisiésemos extender el mapa
de periodos a todo S, nos encontramos con un problema, la monodromia del sistema
local R¥(X). Dado t € S, por cada clase de homotopia de caminos de 0 a t tenemos un
isomorfismo HX: (X,) = H%: (X,). Consideremos (S, 0) actuando sobre H% (X,) por
transporte paralelo, lo cual me induce una accién de m;(S,0) en HX:(X,)C y en
Grassy, (Hé‘R(XO)‘C). Sean o y & dos clases de homotopia de caminos de 0 a t, y sean
Hf’q, ﬁf’q C HX:(X,)® los subespacios inducidos por los isomorfismos HX, (X,) —
H%: (X,) inducidos por cada clase, es claro que (6 * o~1) - H'* = H”? con 6 * ™1 en
m,(S,0), asi que la clase de equivalencia Hf’q € Grass,, (HSR(XO)C)/nl(S, 0) no
depende del camino o : 0 —t elegido. Luego, P¥:=(PkO, ..., PkK) queda bien
definido globalmente si cocientamos su codominio, el espacio de filtraciones de Hodge
sobre HX: (X,) de peso k, por la accién de (S, 0). Esta aplicacién es lo que llamamos
“el mapa de periodos global” y su codominio es “el dominio de periodos global”.

- Observacién: El transporte paralelo HX; (X,) — HX:(X,), por construccién, me
da un isomorfismo de grupos HX (X, Z) —» HX:(Xo,Z) (ver seccién 3.2.4).
Localmente (en un entorno simplemente conexo de 0), si queremos estudiar

cémo varian las estructuras de Hodge integras (Hé‘R(Xt), HPA(X,), HS: (X, Z)),

el transporte paralelo me las identifica con (HC’fR(Xo), Hf'q,Hc'fR(Xo, Z)), el

reticulado queda fijo.

Globalmente, la accién del grupo fundamental 7, (S, 0) se restringe a una accion
sobre Hé‘R(XO, Z.), asi que a monodromia no es solo una representacion lineal, es
una representacion lineal que preserva un reticulado.

La accion del grupo fundamental sobre Hc'fR(XO), en principio, no es ni libre ni
propiamente discontinua asi que no hay nada que me garantice que H%;(X,)/m,(S,0)
sea siquiera Hausdorff (lo mismo sucede cuando cocientamos el dominio de periodos
local por la monodromia). Si todo lo que hicimos con la cohomologia de de-Rham lo
reproducimos para cohomologia primitiva, obtendremos el “mapa de periodos
polarizado”. La ventaja es que, al tener una polarizacidén en la cohomologia primitiva,
como la monodromia preserva la polarizacién en HX(X,), la accién del grupo
fundamental serd propiamente discontinuay por lo tanto el “dominio de periodos global
polarizado” serd un espacio Hausdorff (mas aun, serd un orbifold). Es por esto que se
suele trabajar con cohomologia primitiva. La desventaja, es que no es un invariante
complejo, sino un invariante de variedades polarizadas.
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Sea f : X = S una deformacién compleja, supongamos que X es una variedad Kahler
con forma de Kahler £ € HOZIR(X, Z). Notar que los ejemplos que dimos satisfacen esta
propiedad pues X resultaba ser una subvariedad de P™(C) x C™, que es una variedad
Kahler con clase de de-Rham entera. Sea £, :=i; (#£), siendo i; : X; = X la inclusién,
entonces #, € H3z (X;,Z) es una forma de Kahler en X,. Por lo que vimos en la seccién
3.2.4, el fibrado primitivo R¥(X) :=[[,es H¥(X,) es un sistema local y el transporte
paralelo 7 : H¥(X,) » HX(X,) preserva la polarizacién Q; en X,, e induce un
isomorfismo entre los reticulados 7 : HX (X,,Z) —» H¥(X,, 7).

Supongamos que dimHg’q(Xt) no depende de t. Si S es simplemente conexo, el
transporte paralelo nos da una identificacién candnica 7 : HX(X,) - H¥(X,) que
identifica la estructura de Hodge integra y polarizada (Hf,‘ (Xp), Hg’q (X,),HE (X, 70), Qt)

con (H(’,‘(XO),T(HE’q(Xt)),H(’,‘(XO, 7), QO). Notar que el reticulado y la polarizacién

guedan fijos, lo Unico que varia es T (Hg’q (Xt)), pero de modo tal que Q, siga siendo

Ill

una polarizacion sobre la estructura de Hodge asociada a t. El “mapa de periodos local
polarizado” es la aplicacién que a cada t € S le asinga P¥(t), la filtracién de Hodge
integra y polarizada asociada a la estructura de Hodge en HX(X,) que indicamos. El
codominio de dicha aplicaciéon es lo que llamamos “dominio de periodos local

polarizado”. Describiremos este espacio con mas detalle en la siguiente seccion.

Si S no es simplemente conexo, el mapa de periodos polarizado esta bien definido en un
entorno simplemente conexo de 0. Si tratamos de extenderlo a todo S, nuevamente nos
encontramos con el obstaculo de la monodromia. Si el dominio de periodos local
polarizado, lo cocientamos por la accion de la monodromia (esto es el “dominio de
periodos global polarizado”) entonces nos queda bien definido en todo S el “mapa de
periodos global polarizado”. La monodromia asocia a cada o € 1, (S, 0) un isomorfismo
lineal o : H¥(X,) = H¥(X,) que se restringe a un isomorfismo HYX (X, Z) —» H¥ (X, Z)
de grupos. A diferencia del caso no polarizado, el isomorfismo lineal asociado a o
preserva una polarizacion, es decir, Qy(0 - w,0* @) = Qy(w, @). Como explayaremos
en la siguiente seccién, esto implicard que la acciéon de m,(S,0) es propiamente
discontinua.

- Observacién: La descomposicién de Lefschetz me relaciona el mapa de periodos
P con el mapa de periodos polarizado P

3.4.3 Propiedades del Dominio de Periodos y del Mapa de Periodos
Sea H un R-espacio vectorial de dimension finita, L € H un reticulado, Kk E Ny y Q :
H X H — R una funcidn bilineal, simétrica si k es par y anti-simétrica si k es impar, y tal

que Q(v,w) € Z si v,w € L. Por cada secuencia de numeros b, < --- < b, con b; +
Ek_i+1 = dim H para todo i, consideremos el conjunto de banderas (F¥ € .- € F1) €
Flags, 5 (H®) tales que

- H®=FP @ FkP+!l Vp (equivalentemente FP N Fk-P+1 = ()
- Q(FP,FP )y =0 Vp
- P Qw,7) >0 YVvEFPNFI,p+q=k
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Denotamos a este conjunto Dj_ 5, (H,Q), el dominio de periodos polarizado. Tomando
H = H¥(X,) yQ = Q,, obtenemos el codominio del mapa de periodos local polarizado.
Las banderas que satisfacen la primera relacién, forman un abierto en el espacio de
banderas y forman el dominio de periodos (no polarizado) que denotamos D51.---.I5k(H)-
Sea G el conjunto de automorfismos lineales f : H - H tales que detf =1y
Q(f(v),f(w)) = Q(v,w) para todo v,w € H, es claro que G es un grupo con la
composicién y actda sobre D 5 (H, Q) via

f'(Fk c.-CFY):= (f(Fk) C ... gf(Fl))

Siendo f : H® - H® la extensién C-lineal. Es facil verificar que el resultado sigue
un elemento arbitrarioy V € G el subgrupo de morfismos que dejan fija dicha bandera,
en [5] (proposicién 4.4.2) se demuestra que

D3, 5. (HQ) =G/V

Mas aun, sea hP4:=dim(FP NnF9) = Ep — Epﬂ (si p+q =k), entonces ([5],
Proposicion 4.4.4)

e Si k es impar, digamos k =2m+ 1, entonces dimH es par (por la
descomposicién de Hodge), digamos dim H = 2n. Luego
G=Sp,(R) ; V= 1_[ U(hPa)
psm
e Si k es par, digamos k = 2m, sea s:= hO% + h2k=2 + ... 4 pK0 y seq t =
hUk=1 4 p3k=3 4 ... 4 pk=11 entonces

G =S0(s,t) ; V=SO(hm™m)x ﬂ U(hP)

p<m

En el primer caso, el dominio de periodos resulta conexo. En el segundo caso, el dominio
de periodos es conexo siysolosis =0 6 t = 0, caso contrario tiene dos componentes
conexas. Notar que en ambos casos V resulta compacto, y usando la siguiente
proposicion, concluimos que la proyeccidon  : G — G /V es una funcion propia (ver [15])

e Proposicion: Si G es un grupo topoldgico y H € G es un subgrupo compacto,
entonces la proyeccién m: G —» G/H es una funcion propia. Es decir, si K S
G/H es compacto, entonces m~1(K) es compacto.

Volviendo al mapa de periodos, dada una deformaciéon compleja f : X — S conun punto
distinguido 0 € Sy unaforma de Kdhlerenteraen X,a cada o € m,(S,0) le asignabamos
un automorfismo lineal o : H*(X,) —» H¥(X,). Dicho automorfismo se restringe a un
isomorfismo de grupos o : HX(X,,Z) - H¥(X,,7Z) asi que deto = +1. Ademas,
habiamos visto que Qy(0 - w,o @) = Qy(w, @). Si denotamos 7,(S,0) al grupo de
automorfismos HX(X,) - H¥(X,) inducido por m;(S,0), y denotamos #;(S,0) a
aquellos automorfismos de determinante 1, entonces 7 (S,0) € G.
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Nuestro objetivo es ver que la accién de m,(S,0) sobre D,;ll_.,,;k(H(’,‘(XO),QO), por
transporte paralelo, es propiamente discontinua (equivalentemente, verlo para la
accion de 7, (S, 0) sobre dicho espacio). Consideremos primero la accién de 7 (S, 0) €
G sobre G /V por multiplicacién. Sean K;,K, € G/V compactos, comom : G — G/V es
propia, entonces K; := m~(K;) es compacto para i = 1;2. Ademas

(ce®}(50): (c-K)NK, #B} K, K, '

Ya que, si o esta en dicho conjunto, entonces existe k € K; tal que o - k € K, y por lo

tanto 0 = (o k) -kt Eﬁz-ﬁl_l. Como K; y K, son compactos, KZ-El_l es

compacto asi que tenemos un conjunto discreto (pues 7; (S, 0) es un subgrupo discreto)
contenido en un compacto. Luego, es un conjunto finito.

Denotemos 71 (S, 0) a los elementos de 7, (S, 0) de determinante —1. Si tomamos un
elemento g, en dicho conjunto, entonces o € 7 (S5,0) > o0 g," ! € (S, 0) es una
biyeccién. Si K € Dj, 5, (Hk(X,), Qo) es compacto, la biyeccién 7 (S, 0) « 7] (S, 0)
me induce una biyeccién

{oe(5,0): (6-K)NK # 0} o {o€@f(50): (6-0y:K)NK # 0}

Y este segundo conjunto vimos que es finito, pues K y g, - K son compactos. Esto
demuestra que {0 € 7,(5,0) : (6-K) N K # @} es finito y por lo tanto la accién de
7,(S, 0) sobre el dominio de periodos polarizado es propiamente discontinua. Luego, el
dominio de periodos polarizado global D51,...,5k(H§(X0): Qo)/m.(S,0), es un espacio
Hausdorff. De hecho, es un “orbifold”, pero no necesariamente una variedad ya que la
accioén podria no ser libre.

El siguiente teorema, debido a Griffiths, contiene dos propiedades muy importantes del
mapa de periodos local. Las enunciamos para el caso no polarizado, pero valen
exactamente las mismas propiedades en el caso polarizado.

e Teorema: Sea f : X — S una deformacién compleja con S simplemente conexo
y 0 € S un punto distinguido, entonces
i) El mapa de periodos P* : § — DEL...,E,{(H(I)((Xo)) es holomorfo
ii) La imagen de d(?"'i)t : To(S) > Hom(PRi(t), HE (Xo)C/PFH(E)) estd
contenida en Hom(P¥i(t), PRi-1(t) /P*i(t))
Observemos que P*! : S — Grass, (Hé‘R(XO)C) asi que, al tomar el diferencial, estamos
tomando la identificacidn del tangente de la Grasmaniana descripta en la seccién 3.3. La

segunda propiedad se la conoce como “transversalidad de Griffiths”. Una demostracién
de este teorema se puede encontrar en [30] (Teorema 10.9y 10.12).

- Comentario: El mapa de periodos esta relacionado con el mapa de Kodaira-
Spencer. Dicha relacién se puede encontrar en el libro de Voisin [30] (Teorema
10.21)
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El mapa de periodos polarizado ha demostrado ser util en la clasificacion de variedades
algebraicas de dimensién 1, de variedades abelianas (variedades algebraicas de la forma
C"/L siendo L € C" un reticulado) y de superficies K3 (variedades complejas de
dimensién 2, compactas, simplemente conexas y que admiten una 2-forma nunca nula).

3.4.4 La Familia de Legendre
En la seccién 3.4.2 hablamos de la “Familia de Legendre” vista como una deformacion
compleja. Concretamente, tomamos

X={((x:y:z),t) EP}(C) X (C—{0;1}): y?z—x-(x—2) - (x—t-2z) = 0}
Y tomamos f : X - C — {0; 1} la proyeccion de la segunda coordenada. Denotemos
Xpi={(x:y:2)€P?(Q): y?z—x-(x—2z)-(x—t-z) =0}

Como X; es difeomorfo a un toro, su cohomologia Hé‘R(Xt) tiene dimensidn 1; 2; 1 para
k = 0;1; 2 respectivamente. Luego, para k = 0y 2, la descomposiciéon de Hodge y la
descomposicién de Hodge primitiva son triviales asi que solo tiene sentido estudiar el
mapa de periodos en k = 1. Como X; tiene dimension real 2, toda 1-forma es una 1-
forma primitiva asi que los mapas de periodos, polarizado y no polarizado, coinciden.
Como HMO(X,) = H%'(X,), tienen la misma dimensién, y como H3z(X.)¢ =
HY(X,) ® H*1(X,), que tiene dimensién 2, entonces ambos sumandos tienen
dimensién 1. La filtracién de Hodge asociada es H3gr(X.)® 2 HY°(X,) asi que solo
estudiaremos cémo varia el espacio H°(X,).

Generador de H°(X,)

Para estudiar como varia H¥°(X,), que tiene dimensién 1, resulta practico hallar un
generador de dicho espacio. Fijemos t. Tomando Uy = {(x : y : z) € P?(C) : z # 0} y
la carta correspondiente del espacio proyectivo, X; N U, se identifica con

Vor={(x,y) €C*: y2 =x-(x—1)-(x — )}

Que es una subvariedad de C? definida como los ceros de un polinomio y? — p(x), asi
que el tangente de V, en (x, y) son los (a,b) € C? que multiplicados con el gradiente
del polinomio en (x,y) dan cero, es decir

Teeyy (Vo) = {(@,b) € € : 2y b = p'(0) - o}

En esta carta, definimos w € 21(X,) en coordenadas via
dx
W(x:y:1) = 7 v (x::)’) eV

Esto pareceria estar mal definido en y = 0, en cuyo caso x = 0 6 1 6 t. Sin embargo, si
(a,b) € Tixyy(Vp) cony # 0y p’(x) # 0, entonces 2b/p’(x) = a/y asi que dx/y =
2dy/p’(x). Luego, tomando limite cuando y — 0

2dy

W) =——= Six=06106t
GO T (x)
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Como p no tiene raices mdaltiples, p"(0),p"(1),p’(t) # 0 asi que w esta bien definida en
todo V. Para definirlaentodo X, = V; U {(0 : 1 : 0)}, tomando la carta U, en el espacio
proyectivo, X; N U; se identifica con una subvariedad V; € C2?, y w en coordenadas es

X
W(x:1:z) = dx —; dz V(x,z) €V,

De forma similar a como hicimos antes, se puede ver que estd bien definida en (x,2z) =
(0; 0). Con las expresiones que dimos en coordenadas, es facil verificar que dw = 0y
en [5] se demuestra que w es una (1;0)-forma y que no es exacta, asi que es un
generador de H°(X,) como queriamos ver.

El Mapa de Periodos

Fijemos un t, € C — {0; 1}. Como X¢, tiene dimension compleja 1, en la seccion 2.3.3
vimos que para calcular la polarizacion Q;, en HéR(XtO) es conveniente tomar una Z-
base en H; (Xto, Z) y calcular su matriz de interseccién. Como X¢, €s un toro, podemos
elegir una base {8, y} cuya matriz de interseccion sea

0 1
(5 o)
Como H,(X,,,Z) € H,(X,,, R) es un reticulado, {8, y} es una base de H, (X,,, R). Sea

{6*, 7"} su base dual, el isomorfismo de de-Rham H; (Xto, ]R{)* - H&R(Xto) nos dice que
existen formas 6*,y" € HéR(XtO) tales que

6*(o) = f(S* ;o v(o) =J-)/* v aEHl(Xto,]R)

Y {6*,¥"} es una base de HéR(XtO). Mds aun, es una Z-base de HcllR(Xto, Z). La ventaja
de tomar una base de estas caracteristicas son dos. La primera es que es sencillo
expresar las coordenadas de una forma w € H&R(Xto) en esta base

w=A-8"+B-y" = Azfa) y Bsz
6 14

La segunda ventaja es que, una vez calculamos las coordenadas de w, @ € HéR(XtO) en
la base {6*, y*}, podemos calcular facilmente Qt,(w, @) usando la bilinealidad de @, vy
usando las relaciones

Qt0(6*'6*) =0 ; Qt0(5*')/*) =1; Qto(y*'5*) =-1; Qto(y*']’*) =0

Teniendo todo esto en consideracion, calculemos el mapa de periodos. Tomemos U S
C — {0; 1} un entorno abierto simplemente conexo de t, y, para cada t € U, tomemos
T Hig(X,) — HéR(XtO) el transporte paralelo. Previamente describimos un generador
w, de H9(X,), asi que el mapa de periodos local es

PLE) :=t(HY (X)) = C 1(w,) S HcllR(Xt(,)(E
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Las coordenadas de 7(w;) en la base {6*,y*} son
A© = [ 2w 5 BO = tw)
5 %

Respecto a la polarizacién, usando los valores de Qto en {6%,v*}y la bilinealidad de Qto
vemos que
Qr, (t(wy), T(w,)) = A() - B(t) —A(t) - B(t) = —2i-Im(B(t) - A())
Como w; € Hg’o (X,) = H¥°(X,), la segunda relacién de Riemann-Hodge nos dice que
i Qi(wy,wp) >0
Y como el transporte paralelo preserva la polarizacion
2- Im(B(t) ' m) =i QtO(T(wt);th)) =i Qi(w,, wp) >0

Asi que Im(B(t) m) > 0. En particular A(t),B(t) # 0 y si p(t) :=B(t)/A(t),
entonces Im(p(t)) > 0. Luego

P )=C- (5" +pt)-y)c I'IcllR(Xto)(C

Asique p : U — H condensa toda la informacion del mapa de periodos local. Notar que
el dominio de periodos polarizado se identifica con H. Para extender el mapa de
periodos a todo C — {0; 1}, debemos cocientar H por la monodromia. Para calcular la
monodromia, en [5] se prueba que si 0 € H, (X, Z), entonces la funcion C : U - C

c@= [ 2w
g
Satisface la ecuacion diferencial de Picard-Fuchs
1
t-(t—-1)-C")+@2t—1)-C'(t) + ZC(t) =0

El grupo fundamental 7, (C — {0; 1}, t,) esta generado por dos circulos, uno que rodea
a 0 y otro que rodea a 1. Llamémoslos a y b respectivamente. Sea A la matriz del
isomorfismo a : HéR(XtO) - HéR(XtO) en la base {6*,y*} y B la matriz de b, en [5] se

a=(p ) 5=(5 )

prueba que

Que generan el grupo
,(C—{0;1},t,) = {C € SL,(Z) : C =1d mod 2} =:T(2)

El cual actua sobre el dominio de periodos polarizado H via

+b
(? Z)'chclj+d

Asi que H/T'(2) es el dominio de periodos global polarizado.
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