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Introduccion

Las bases del analisis topoldgico para el estudio de los sistemas dinamicos se remontan
a las contribuciones de Henri Poincaré, matematico, fisico y lésofo de la ciencia, cuyos
aportes tienen una enorme vigencia en distintos ambitos de la matemética aplicada. Fue
Poincaré quien advirtio, antes que nadie, el modo fundamental en que las soluciones de un
sistema dinamico dependen de su topologia.

La importancia de estos conceptos para las ciencias del clima, cuya de nicién no puede
darse sin una comprension adecuada del comportamiento a largo plazo de un sistema, no
deja de aumentar frente a la emergencia que representa el cambio climatico y el calenta-
miento global. El primer paso para explorar las propiedades de sistemas dinAmicos como
el clima terrestre consiste en identi car las distintas regiones del espacio de fases en las
gue evolucionan asintéticamente las trayectorias denominadas “atractores”.

Se ha demostrado que en un sistema climatico existe la multiestabilidad. Cuando un
sistema dinamico es multiestable, las soluciones para un valor dado de los parametros
internos pueden ser atraidas a diferentes regiones en el espacio de fases, para un mis-
mo forzante y un nivel jo de diéxido de carbono atmosférico. Esto signi ca que pueden
co-existir varios atractores de caracteristicas diferentes, y también signi ca que frente a
ciertas perturbaciones, el sistema podria ‘migrar' de un atractor a otro, cambiando radical e
irreversiblemente. Estas crisis enddgenas suelen denominarse “tipping points' en dindmica
del clima. Un ejemplo de tal cambio en el clima actual es la interrupcion de la circulacion
de retorno en el Océano Atlantico.

Para estudiar el problema de la multiestabilidad en el clima, se utilizan con guracio-
nes simpli cadas en simulaciones numéricas basadas con modelos acoplados de atmodsfera
océano y hielo marino. Una de ellas considera un planeta de las dimensiones de la Tierra
pero totalmente cubierto por agua. La busqueda sistematica de atractores en un acuapla-
neta ha permitido encontrar un nimero variable de atractores coexistentes, cada uno de
ellos asociados a un clima diferente, que va desde condiciones de bola de nieve hasta un
estado caliente en el que el hielo marino desaparece por completo.

Estos atractores han sido caracterizados en términos de la circulacion oceanica, el
transporte de calor, la nubosidad y la distribuciéon de la temperatura del aire en super-
cie, y estimando una lista de cantidades globales promediadas y componentes del balance
energético para revelar las retroalimentaciones no lineales dominantes en cada atractor.
Estas descripciones se apoyan en el andlisis de componentes principales y en magnitudes
métricas tales como la dimension instantanea del atractor, sin examinar, no obstante, su
topologia.

La topologia permite describir, identi car y clasi car un atractor segiin sus rasgos es-
tructurales predominantes en el espacio de fases. A diferencia de otros invariantes de un
sistema dinamico, como los exponentes de Lyapunov o las dimensiones fractales, la topolo-
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gia permite dar cuenta del modo en que los procesos no lineales se combinan y se articulan
para constituir un tipo determinado de atractor. Diferenciar topolégicamente los atractores
climaticos que coexisten en el espacio de fases, resulta pues de gran interés. Para hacerlo,
es preciso realizar un analisis topolégico del atractor climatico, expresado como una nube
de puntos en un espacio multidimensional.

El uso de herramientas de la topologia algebraica ha tenido un éxito sorprendente en
el analisis y reconocimiento de patrones a partir de nubes de puntos. El método de ma-
yor popularidad se denomina homologias persistentes y tiene numerosas aplicaciones a
problemas cienti cos tales como la deteccion de patologias a través del procesamiento de
imagenes en medicina. En ciencias del clima, se ha comenzado a investigar si las homolo-
gias persistentes pueden ser utilizadas para detectar rios atmosféricos, es decir, regiones
de la atmdsfera con intenso transporte de agua integrado verticalmente.

En el campo del andlisis de series temporales, la informacién sobre patrones cuasi-
periddicos y cambios en la dinamica de un sistema ha sido estudiada analizando las ho-
mologias persistentes de embebidos utilizados para reconstruir el espacio de fases a partir
de series temporales multivariable. Los resultados han demostrado ser (tiles, en algunos
casos, para proponer indices topologicos que permiten detectar cambios dinamicos en el
curso de una medicion.

La descripcién topoldgica que se obtiene con las homologias persistentes examina una
multiplicidad de estructuras llamadas complejos celulares, que se construyen a partir de
una Unica nube de puntos haciendo variar un parametro relacionado con la distancia entre
los puntos de la nube, denominado parametro de Itrado. Ninguno de estos complejos es
representativo por si solo de la estructura topologica de un atractor en el espacio de fases.
No obstante, el conjunto de propiedades topolédgicas de los complejos que persisten a la va-
riacién del parametro de Itrado, provee marcadores topolégicos que describen los rasgos
primarios de la nube de puntos, y en consecuencia, también de un atractor bajo esa forma.

En esta tesis, realizamos la primera exploracion de la posible utilidad de la técnica de
homologias persistentes para estudiar la estructura de un atractor climatico a partir de un
conjunto de series temporales. El estudio concierne distintos atractores de un acuaplane-
ta acoplado, denominados respectivamente, estado caliente, estado templado, estado frio y
cinturén de agua, a partir de resultados de simulaciones numéricas reportados en 2019. Se
trabaja con series temporales asociadas a las siguientes variables escalares: temperatura
del aire en super cie, humedad especi ca en la super cie, temperatura de la super cie del
mar y precipitacion.

La tesis se estructura en cuatro capitulos. El primero introduce de niciones basicas de
la teoria de sistemas dinamicos y nociones generales de topologia del caos, desde la pers-
pectiva ofrecida por los grupos de homologia. El segundo capitulo presenta la especi cidad
de las homologias persistentes en el analisis a partir de nubes de puntos. Un tercer capi-
tulo presenta los datos de los cuatro atractores climaticos del acuaplaneta que se pretende
caracterizar, junto con los diagramas de persistencia y marcadores topoldgicos. El ultimo
capitulo presenta las conclusiones y perspectivas que surgen de los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Conceptos basicos

La primera frase de la novela Anna Karenina de Leén Tolstoi es: “Las familias felices
son todas iguales; cada familia infeliz es infeliz a su manera”. Siguiendo al escritor ruso,
Robert Gilmore y Marc Lefranc, fundadores del campo de investigacion que hoy se conoce
como "Topologia del Caos', nos dicen:

Los sistemas lineales son todos iguales; cada sistema no lineal es no lineal a su manera.

Y dicen a continuacion:

Fue un descubrimiento muy feliz e impactante que hubiera estructuras en los sistemas
no lineales que son siempre las mismas si se las mira de la manera correcta.

Ambas citas provienen del libro titulado "The Topology of Chaos: Alice in Stretch and
Squeezeland'. (Gilmore and Lefranc, 2002)

En este capitulo, presentamos sucintamente los elementos fundamentales de teoria de
sistemas dindmicos y de topologia algebraica que convergen en este trabajo.

1.1. Sistemas no lineales

La teoria de sistemas dinamicos es un area de la matematica aplicada que procura des-
cribir la evolucion temporal de un sistema. Podriamos incluso decir que se trata de una
‘matematica del tiempo' (Smale, 1980). Cuando se emplean ecuaciones diferenciales ordi-
narias y el tiempo es una variable continua, la teoria se denomina sistemas dinamicos
continuos.

Desde un punto de vista fisico, los sistemas dinamicos continuos son una generalizacion
de la mecanica clasica, y especialmente, del estudio de los movimientos de los cuerpos del
sistema solar. A pesar de la gran elegancia y simplicidad de tales ecuaciones, la solucion
de problemas especi cos resulté notablemente dificil hasta la llegada de Henri Poincaré
(1854-1912), que uniod analisis y geometria para desarrollar un enfoque cualitativo del es-
tudio de las ecuaciones diferenciales.

En los sistemas de ecuaciones de primer orden que podemos escribir bajo la forma:

o= TOG; (1.2)

donde el tiempo t es la Gnica variable independiente, x(t) 2 R",yf : R"™ | RM es el
campo vectorial o campo vector, decimos que el sistema es lineal si el campo vector es una
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funcion lineal de las variables dependientes. En caso contrario, decimos que el sistema di-
namico es no lineal.

A diferencia de un sistema no lineal, un sistema lineal puede desglosarse en proble-
mas sencillos, cuya superposicién permite, a posteriori, recuperar la solucion del sistema
original. En el caso de un sistema no lineal, en cambio, las partes cooperan, inter eren y
se potencian, enriqueciendo la dinamica. No obstante, existen estructuras que permiten
comprender en qué medida una solucion de un sistema no lineal se parece a otra, si uno las
representa “de la manera correcta'. Esa manera correcta de observar un sistema dinamico
nos lleva a de nir el espacio de fases.

De nicion 1.  Espacio de fases

El espacio constituido por las variables en términos de las cuales esta dada la prescripciéon
determinista que rige la dinamica del problema, se conoce como espacio de fases. En ese
espacio, denominamos trayectoria a la curva que corresponde a seguir la evolucion de una
condicion inicial (Mindlin, 2017).

El concepto de espacio de fases fue desarrollado en el siglo XIX y de manera independien-
te por tres autores: Henri Poincaré, Ludwig Boltzmann y Willard Gibbs. Se trata de una
nocién fundamental en teoria de sistemas dindmicos, cuya clave esta en asignar dimensio-
nes coordenadas exclusivamente a las variables dependientes del tiempo, sin representar
al tiempo como un eje coordenado adicional. Un sistema dinamico cuyo campo vector no
depende explicitamente del tiempo se dice autbnomo, y en ese caso, hay tantas ecuaciones
de evolucién como variables tiene el sistema y por lo tanto, la dimensién del espacio de
fases coincide con el nimero de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. En
este caso, cada punto representa univocamente un estado del sistema.

De nici6bn 2.  Flujo
Se dice que el campo vectorial genera un ujo, cuando existe un difeomor smo local (t; x)
para cada t que satisface la ecuacion (1.1).

Un punto jo para un ujo en un sistema dinamico autbnomo es un punto Xo 2 R" tal que
f (Xo) = 0. Estos puntos, también llamados puntos de equilibrio o ceros, son una clase im-
portante de soluciones de una ecuacion diferencial. Se dice que un punto jo  Xg es estable
si la solucion x(t) en su entorno permanece proxima a Xg durante un tiempo determinado.
Un punto jo se denomina inestable si no es estable. En algunos casos, la solucion de un
sistema dinamico puede ser periddica, lo que signi ca que las variables del sistema osci-
lan alrededor de un valor medio de manera repetitiva. La periodicidad se evidencia en el
espacio de fases cuando se visitan repetidamente los mismos estados del sistema, es decir,
los mismos puntos del espacio de fases. Si la serie es lo su cientemente larga (abarca un
periodo de tiempo grande) y el intervalo de tiempo entre cada valor de la serie es lo su -
cientemente pequefo, el aspecto de la solucion periddica seré el de una curva cerrada. En
algunos casos, si se deja evolucionar el sistema a partir de un estado inicial dado, es posible
observar que la trayectoria solucién, aun siendo aperiodica, queda nalmente "atrapada’ en
una estructura cuya descripcion sera central para poner un poco de orden, en el desorden
de la no linealidad.

Cuando se dispone de un sistema no autbnomo, como sucede a menudo en los problemas
de dinamica del clima, cabe examinar la posibilidad de re-escribir el sistema de ecuaciones
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(1.1) de manera tal que la dependencia temporal sea absorbida por una o0 mas variables
adicionales. Con el numero de variables dependientes del tiempo que se agregan al siste-
ma para autonomizarlo, aumenta la dimensién del espacio de fases.

En el llamado problema de los tres cuerpos, Henri Poincaré ya habia visto la analogia
entre las soluciones que encontré y la “dependencia sensible sobre las condiciones iniciales”
cuyo ejemplo paradigmatico fue el del estudio del tiempo meteoroldgico. De hecho, en el
Libro I, Cap. IV de Poincaré (1908), llamado "El Azar', el polimata se pregunta:

“¢,Por qué los meteordlogos tienen tanta di cultad para predecir el tiempo con certeza?
¢Por qué las lluvias, las tempestades mismas parecen sobrevenir por casualidad, de
modo que a muchas personas les parece muy natural rezar para que llueva o haga sol,
cuando les pareceria ridiculo rezar por un eclipse?”

Y nota especialmente que “puede ocurrir que pequefias diferencias en las condiciones ini-
ciales produzcan otras muy grandes en los fendmenos nales.”

Precursor de lo que hoy constituye la teoria del caos, Poincaré también fue pionero en
diversos aspectos que hoy cubre la rama de la matematica dedicada al estudio de aquellas
propiedades de los cuerpos geométricos que permanecen inalteradas por transformaciones
continuas, advirtiendo de gqué modo las propiedades de un sistema dinamico dependen de
lo que hoy denominamos topologia. Citémoslo una vez mas:

“Existe una ciencia llamada Analysis Situs , cuyo objeto es el estudio de las relaciones de
posicion de los diversos elementos de una gura haciendo abstraccién de sus tamafios.
Esta geometria es puramente cualitativa; sus teoremas serian ciertos si las guras, en
lugar de ser exactas, fueran burdamente imitadas por un nifio. También podemos hacer

un Analysis Situs con mas de tres dimensiones. La importancia del Analysis Situs es
enorme y no me canso de resaltarlo.”

1.2. Atractores climaticos

La meteorologia provee el ejemplo paradigmatico de la capacidad de un sistema (la at-
mosfera) para cambiar de forma radical e imprevisible. Los cienti cos alentaron durante
mucho tiempo la esperanza de que el clima, de nido como una media a largo plazo, fuera
mas estable: bastaba que las uctuaciones diarias se anularan unas a otras con el correr
del tiempo, para que el sistema atmosférico, se auto-estabilizara.

Hoy sabemos que el clima de nuestro planeta es un sistema fuera de equilibrio que, bajo
el efecto de una distribucion no homogénea de la radiacion solar en su frontera, evoluciona
hacia estados estadisticamente estacionarios. Las interacciones no lineales entre los prin-
cipales componentes del sistema climatico, es decir la atmdsfera, el océano, la criosferay la
biosfera aumentan la complejidad de su estudio. Por esta razén, se ha desarrollado histo-
ricamente una jerarquia de modelos cada vez mas exhaustivos, que van desde los modelos
de balance energético hasta los modelos de circulacion general mas realistas.

En esta tesis, estudiaremos una con guracion idealizada denominada acuaplaneta, en
la que el planeta estd homogéneamente cubierto por un océano de tres mil metros de pro-
fundidad conservando el acoplamiento completo entre la atmosfera, el océano y el hielo
marino. De este modo, aunque la complejidad del sistema se reduce con respecto al sistema
climatico real, se siguen teniendo en cuenta las principales interacciones no lineales entre
Sus componentes.



Bajo la accion de un forzante externo constante y a valores jos de los parametros inter-
nos, las soluciones de un sistema dindmico son atraidas hacia regiones estables del espacio
de fases, denominadas atractores. Un atractor es el conjunto cerrado invariante minimo
gue atrae a un conjunto abierto de condiciones iniciales que convergen hacia él a medida
que el tiempo tiende a in nito. EI mayor de estos conjuntos se denomina cuenca de atrac-
cion. Encontrar los atractores es el primer paso en el andlisis de la dinamica no perturbada.
En los limites de la cuenca, la dinAmica es altamente no lineal, y pequefias perturbaciones
dan lugar a cambios bruscos y potencialmente irreversibles que corresponden al paso de
un atractor a otro.

La caracterizacion de los atractores climaticos ayuda a predecir la respuesta del sistema
ante perturbaciones. Actualmente se esta realizando un gran esfuerzo para comprender las
propiedades de los atractores climaticos, con un especial interés por las transiciones indu-
cidas por el ruido. Nuestra comprension de la interaccion del ruido con la no linealidad de
un sistema dinamico es aln relativamente limitada, y es fuente de estudios que conciernen
incluso los sistemas no lineales de baja dimension, como el atractor aleatorio denominado
LoRA (Lorenz Random Attractor) (Charé et al., 2021).

Distintos estudios han logrado identi car un nimero reducido de atractores en un acua-
planeta que coexisten bajo el mismo forzante externo, representado en las simulaciones nu-
méricas por valores jos de irradiacion solar y contenido atmosférico de dioxido de carbono.
La coexistencia de una pluralidad de estados estables para un mismo forzante externo po-
ne en evidencia la complejidad del modelo mas sencillo de un sistema climatico acoplado
que es posible concebir.

Cada uno de los atractores ha sido descripto estimando una lista de cantidades globales
promediadas para intentar diferenciarlos entre si. Los estados frio/caliente pueden corres-
ponder a los ciclos glaciares/interglaciares de los ultimos tres millones de afios (Ferreira
et al., 2018). Del mismo modo, ademas del ciclo glaciar/interglaciar, se propone otro ciclo
para el clima actual que incluye un estado caliente hacia el que se aproxima el Sistema
Tierra bajo el efecto del calentamiento global 1. Resulta en consecuencia de sumo interés
cuanti car la existencia de ese posible cambio de un estado templado a uno caliente par-
tiendo de una con guracién acuaplanetaria simple.

Cada atractor es el resultado de la competencia entre diferentes mecanismos no li-
neales. Pero, ¢qué herramientas ofrece la teoria de sistemas dinamicos no lineales para
describir tales mecanismos?

1.3. Variedades enramadas

El estudio de la estructura topoldgica de un ujo en el espacio de fases cobra impulso a
partir de los trabajos de Robert Gilmore. Este especialista en teoria de grupos y dinamica
no lineal explica que los invariantes que se utilizan para caracterizar un conjunto de tra-
yectorias de un sistema en régimen cadtico (como la dimension fractal o los exponentes de
Lyapunov) no nos proporcionan una forma de distinguir entre los distintos tipos de atrac-
tores: se necesita una herramienta de naturaleza diferente para crear un diccionario de
procesos y mecanismos subyacentes a un sistema no lineal. Esta herramienta resulta ser
de naturaleza topolégica y el objeto de dicha descripcion lo que hoy denominamos “variedad

1Este resultado se basa en un andlisis cualitativo Steffen et al. (2018), que comienza a ser cuanti cado por
primera vez en Brunetti et al. (2019) partiendo de una con guracién acuaplanetaria simple.
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Figura 1.1: (a) Un volumen en el espacio de fases que por efecto del estiramiento y compresion da
lugar a la formacion de dos ramas, (b) dos volimenes que se acercan por efecto del plegado del ujo,
formandose una sola rama. En la Figura 1.1 se puede observar los efectos de estos mecanismos.
Figura extraida de Gilmore and Lefranc (2002).

enramada’.

De nicion 3.  Variedad enramada

Una variedad n-dimensional es un espacio topoldgico tal que cada punto tiene una vecin-
dad topolégicamente equivalente a un disco abierto n-dimensional. Si para dos puntos cua-
lesquiera existen entornos disjuntos, se dice que la variedad es Hausdorff. Denominamos
variedad enramada a aquella variedad a la que no se le exige que cumpla la propiedad de
Hausdorff.

El entorno de la solucion a largo plazo (suprimido el transitorio) de un sistema dinamico
deterministico cobra la forma de una variedad enramada que no cambia, que constituye un
invariante del sistema dinamico. Esta variedad enramada es una estructura cuyas ramas
marcan los sitios en donde las trayectorias se separan para partir hacia regiones diferen-
ciadas del espacio de fases — Figura 1.1. La propiedad de Hausdorff no se cumple preci-
samente en los lugares que describen el estiramiento y comprension del ujo que permite
gue haya destinos diferentes para las trayectorias. La cantidad y ubicacion relativa de las
ramas de una variedad enramada dan lugar a distintos tipos de comportamiento cadtico,
permitiendo distinguir entre distintos tipos de atractores.

“Las variedades enramadas son construcciones Utiles para distinguir entre los distintos
mecanismos que generan atractores. La equivalencia topolégica entre las variedades
enramadas se produce por isotopia. Dos objetos son isotopicos si es posible moldear
uno en el otro sin cortar ni pegar. Como resultado, identi car la variedad enramada
gue describe un atractor es una poderosa herramienta para distinguir una (clase de)
atractores de otra.”

Por ejemplo, el atractor de Rdéssler, regido por este conjunto de tres ecuaciones diferen-
ciales ordinarias para a=0;43295b=2;c=4:

X=y z
y=ay+ X
z=Db+z(x o©;



(@) (b)

Figura 1.2: Los atractores de Lorenz y de Rd&ssler tienen la misma dimension fractal, pero estan
asociadas a variedades enramadas topoldgicamente diferentes.

y el atractor de Lorenzcon =28; =10; = %:
x= (y Xx)
y=x( 2) vy
z=xy z:

tienen el mismo valor de dimension fractal (  d = 2;61) a pesar de tener variedades enrama-
das muy distintas. Es sencillo ver que el atractor de Réssler tiene un punto jo inestable del
cual las trayectorias se alejan en espiral (foco repulsor), mientras que el atractor de Lorenz
tiene dos focos repulsores, situados en el centro de cada una de las alas de la mariposa. El
modo en que el ujo pasa de un ala a la otra en el atractor de Lorenz o la manera en la
gue la espiral del atractor de Réssler se reinserta después de una torsion en la coordenada
z caracterizan y distinguen las variedades enramadas de estos atractores. Las nubes de
puntos correspondientes a los dos atractores cadticos se muestran en la Figura 1.2.

Las variedades enramadas de estos dos atractores son invariantes del sistema deter-
ministico que genera las nubes de puntos de la 1.2. En la Figura 1.3 se esbozan distintas
deformaciones geomeétricas del atractor de Lorenz utilizando transformaciones de coorde-
nadas. La geometria de la nube de puntos cambia, pero el nimero de ramas y el modo en
gue se reinyectan después de separarse, en la misma variedad, permanecen intactas (Ghil
and Sciamarella, 2023). La topologia de la variedad enramada que “soporta' un ujo deter-
ministico puede en consecuencia caracterizarse y utilizarse para reconocer un determinado
tipo de atractor, independientemente de la forma geométrica particular de la nube de pun-
tos que se utiliza para visualizarla.

¢ Existe la posibilidad de que la topologia de una variedad enramada cambie en el tiem-
po? La topologia es un invariante si el sistema es deterministico. Un sistema dinamico
es deterministico si para un estado actual hay un Unico futuro. Es estocéstico si hay una
distribucién de probabilidades de los posibles estados futuros. En esta tesis, no nos ocupa-
remos de los sistemas dinamicos estocasticos, pero tendremaos en cuenta que la topologia de
una variedad enramada puede alterarse si el sistema dindmico no es deterministico. Tam-
bién es posible observar cambios en la variedad enramada de un sistema deterministico,
antes y después de una bifurcacion. Una bifurcacién se produce cuando un pequefio cambio
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Figura 1.3: Nubes de puntos asociadas a diferentes representaciones geométricas del atractor de
Lorenz. Figura extraida de Ghil and Sciamarella (2023).

suave realizado en los valores de los pardmetros (a menudo denominados parametros de
control) provoca un cambio “cualitativo” repentino en su comportamiento. En los términos
de esta tesis, una bifurcacion se traduce en un cambio topoldgico en la variedad enramada,
como puede ser la desaparicion de una rama o la aparicién de una torsién antes ausente.

Dada una nube de puntos, como la de las Figura 1.2 0 1.3, ¢.es posible extraer la topolo-
gia de la variedad enramada que las soporta? El problema ante el cual estamos presentes
es el del computo de las propiedades topoldgicas de la variedad enramada que subyace una
nube de puntos en un espacio de fases.

1.4. Complejos celulares

La topologia algebraica propone instrumentos para transformar un problema de topolo-
gia en un problema de algebra. Le debemos a un matematico britanico nacido en la India,
J. H. C. Whitehead, el concepto de complejo celular, que utilizaremos en esta tesis para
convertir una variedad enramada en un objeto sobre el cual puedan hacerse operaciones
algebraicas.

Dado un atractor bajo la forma de una nube de puntos en el espacio de fases de di-
mensién n, es posible aproximar y asi obtener las propiedades topoldgicas de la variedad
enramada subyacente, agrupando los puntos en celdas.

De nicion 4.  Celda
Una m-celda es un conjunto cuyo interior es homeomorfo al disco m-dimensional D, =
fx 2 R™:jjxjj < 1g con la propiedad adicional de que su limite o frontera debe dividirse en
un nimero nito de celdas de menor dimension, llamadas caras dela  m-celda. Escribimos
< si esunacarade

(i) Una celda de dimension 0 es un punto A.
(i) Una 1-celda (o celda de dimensién 1) es un segmento de rectaAB,y A<AB ,B <AB .

(i) Una 2-celda (o celda de dimension 2) es un poligono. Si = 4 ABC, entoncesAB,BC y
AC < . Obsérvese que comA <AB y AB < entoncesA<
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(iv) Una 3-celda es un poliedro sélido (a menudo un tetraedro), con poligonos, aristas y
vértices como caras.

Dada una nube de puntos en el espacio de fases, un método que aproxima la variedad
enramada como un conjunto de celdas, en un sentido bien preciso, se encuentra detallado
en (Sciamarella and Mindlin, 1999, 2001), y que resumiremos a continuacion.

Sea n la dimensién del espacio de fases, y sea N una nube de puntos representativa
de un atractor que yace en una variedad enramada de dimensién local m. En el caso del
atractor de Lorenz, por ejemplo, tenemos n =3 y m = 2. El hecho de que los puntos de n
coordenadas yazgan en una variedad enramada puede utilizarse para agrupar a los puntos
en m-celdas que vayan cubriendo progresivamente la variedad. El subconjunto de puntos
asociado a cada una de estas m-celdas debe aproximar un m-disco. Sea S(xp) = fx;;i =
1,  ;n¢gunsubconjunto de n¢ puntos de lanube N, entorno aun punto Xq. Paravericar
si S(Xp) puede ser aproximado por una m-celda, como ; en la Figura 1.4, se analiza si los
puntos de S que pertenecen a una bola con centro X y radio r aproximan localmente a un
disco m-dimensional. La distribucién de puntos en  S(Xg) puede analizarse construyendo la
matriz X 2 R" ":

Xij = %(Xi;j Xo;):

Nc
donde n. es el nUmero de puntos que se pretende agrupar en una sola m-celda. Los autovec-
tores de X "X se conocen con el nombre de vectores singulares de X, y a la raiz cuadrada
de cada autovalor de X "X se la denomina valor singular de X . Los vectores singulares
proveen un sistema de coordenadas local centrado en Xgq, Y sus valores singulares descri-
ben la distribucion de los puntos en torno a Xg. Si S(Xp) aproxima un disco de dimension
m en R", deben existir m valores singulares de X que son funcién lineal del nimero de
puntos en S(Xg) ordenados en una secuencia de distancia creciente a xg (Muldoon et al.,
1993). Los valores singulares restantes (n m) mediran la desviacion del espacio tangente
al disco y escalaran como r con® 2. Si el conjunto satisface este requerimiento, se le
asigna a S(Xg) una m-celda que, siguiendo el criterio en (Sciamarella and Mindlin, 1999),
compartira caras con celdas vecinas para formar un complejo:

De nicion 5.  Complejo
Un complejo K es un conjunto nito de celdas, K = [f : esuna celdag tal que:
() si esunacelda de K, entonces todas las caras de son elementos deK ;
(i)si y sondos celdas distintas de K, entoncesint ( )\ Int( )= ?,donde Int ( ) denota
el interior de
La dimension de K es la dimension de su celda de mayor dimension.

Un complejo de celdas construido de este modo sobre la nube de puntos de un atrac-
tor puede considerarse un topolégicamente el a la variedad enramada que estructura el
atractor. Dado que el método de construccion de un complejo de estas caracteristicas utiliza
la propiedad de que hay subconjuntos de puntos que aproximan localmente una variedad
de dimensiébn m  n, llamamos "BraMAH' ( Branched Manifold Analysis through Homolo-
gies) a un complejo construido de este modo. La Figura 1.4 muestra un complejo BraMAH
para la nube de puntos del atractor de Lorenz que, siguiendo este procedimiento, da lugar
a catorce 2-celdas ; (i=1; ;14).
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Figura 1.4: Complejo celular del atractor de Lorenz construido con el método detallado en (Sciama-
rella and Mindlin, 2001). Notemos que el espacio de fases es de dimensibn n = 3, mientras que la
dimension local de la variedad enramada que coincide por construccion con la dimension del com-
plejo es de dimensiéon m = 2. Fuente: Char¢ et al. (2022).

Este no es, por cierto, el tnico modo de construir complejos celulares a partir de una
nube de puntos, tal como se vera en el capitulo siguiente. Los métodos mas ampliamente
difundidos para construir complejos a partir de nubes de puntos, no utilizan la nocién de
variedad enramada y pueden aplicarse a cualquier nube de puntos, sin ningln requeri-
miento particular. La nube de puntos puede no estar asociada a una variedad enramada,
tampoco a un ujo.

1.5. Series temporales

En ciencias del clima, pero también en mecénica de uidos, y en muchas otras areas del
conocimiento cienti co, se dispone de series temporales, es decir, de un conjunto de medi-
das secuenciales de una o varias variables de un sistema dinamico a lo largo del tiempo, sin
disponer del conjunto de ecuaciones diferenciales que podrian tener como solucién a dicha
serie temporal.

No obstante, existen un conjunto de técnicas agrupadas bajo el nombre de "embedologia’
que permiten obtener, a partir de una o varias series temporales, una nube de puntos en
un espacio de fases ‘reconstruido’, cuyas propiedades topoldgicas deseamos describir.

De las numerosas descripciones de este conjunto de métodos que nos permiten recons-
truir el espacio de fases a partir de series temporales x(t), seguiremos a (Natiello et al.,
2007). Supongamos que en lugar de estudiar la serie

S = X1 =120
construimos el siguiente conjunto de arreglos bidimensionales:
Sy = f(xi;iXi )t(i Lyi=1;2 0

Si el espacio de fases fuese de dimension 2, y la variable representara la evolucion de un
sistema cuyo comportamiento fuera estrictamente periédico, el grd co en un espacio R? de
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la serie temporal S, dara lugar a un conjunto de puntos que describen una curva cerrada.

Para reconstruir el espacio de fases en dimensién n 3 a partir de un conjunto de series
temporales x(t), es necesario construir vectores s(t) con n componentes a partir del escalar
x(t). Una de las estrategias es utilizar embebidos por retardo temporal.

Sean la dimensidn del espacio de fases, consideremos el siguiente mapeo para construir
embebidos s(t) usando el observable x(t):

x(t) I os(t) = (sa(t);  :sa(t)) 1.2)
donde s¢(t) = x(t k), k=1; ;ny k2 Rsq: Los parametros  se denominan retardos
temporales, usualmente se los considera equiespaciados ( x = k ). Para el caso de una
serie temporal discreta x(i) se tiene:

x(@i) 1 s(i) = (sa(i);  5sa(i))

dondesc(i)=x(i (k 1) ),k=1; ;ny 2 N.Este mapeo se denomina embebido por
retardo temporal.

La topologia de la variedad enramada que resulta de la reconstruccion dependera del
valor asignado al retardo temporal y del nimero de dimensiones utilizadas para recons-
truir el espacio de fases (Gilmore, 1998). Los embebidos con retardo temporal requieren,
en consecuencia, estrategias adicionales para determinar la minima dimension Nmin del
embebido; y el valor 6ptimo del retardo

Para determinar el 6ptimo valor de , se apela a un método denominado “Informacion
Mutua Media' (AMI, Average Mutual Information en inglés) (Shannon, 1948). La informa-
cion mutua media es un método que puede considerarse como una generalizacion no lineal
de la funcion de autocorrelacion entre dos variables. En el caso de los embebidos por retar-
dos, AMI busca cuanti car la independencia entre una serie temporal x(t) y una version
desplazada de la misma x(t + ) con el objetivo de encontrar un  que veri que que las
coordenadas (x(t); x(t + )) sean tan independientes entre si como sea posible (Fraser and
Swinney, 1986). Con el  hallado podremos encontrar el mejor embebido por retardos tem-
porales que nos permite reconstruir el espacio de fases.

Para aplicar el método AMI a series temporales se debe crear un histograma que mues-
tre la distribucion de x(t) en intervalos equiespaciados dentro del rango de la variable. Sea
pi la probabilidad de que Xx(t) esté en la ubicacion i del histograma, y pj ( ) la probabilidad
de que x(t) esté en la ubicacion i y x(t + ) esté en la ubicacién j. De nimos la informacion
mutua | (x(t);x(t+ )) como:

X "
ixter D= py(Jiog B
Il

Para que las coordenadas del embebido sean tan independientes como sea posible se
establece como el valor 6ptimo de  la posicién del primer minimo de | (x(t);x(t + )). Esto
signi ca que la primera coordenada del embebido  x(t) serd maximamente independiente
de la segunda coordenada x(t + ), y asi sucesivamente. El retardo temporal adecuado es
el intervalo de tiempo para el cual existe un minimo local en la informacion mutua media.

En el caso que de la funcién AMI no tenga un minimo local pero sea una funcion monétona
decreciente de , elvalorde setoma como el lapso de tiempo en el que se ha producido la
primera disminucion sustancial en la informacion mutua media.

(1.3)
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Para determinar la minima dimensién  nn,j, del embebido se puede utilizar el método de
los falsos vecinos mas cercanos (FNN, False Nearest Neighbors) (Kennel et al., 1992). La
idea principal es examinar como cambia el nimero de vecinos de un punto a lo largo de la
trayectoria de una sefial al aumentar la dimensién del embebido. En una dimension dema-
siado baja, muchos de los vecinos seran falsos, pero en una dimension adecuada o superior,
los vecinos seran reales. Los falsos vecinos aparecerdn como tales porque la estructura
geomeétrica del atractor se ha proyectado hacia un espacio de menor dimension, generando
auto-intersecciones entre trayectorias que no deberian darse en un sistema deterministico
donde para un estado del sistema, existe un anico futuro. Aumentar la dimension del em-
bebido permite deshacer estas auto-intersecciones. Es en el pasaje de una dimensiéon d a
la siguiente (d+ 1) que es posible distinguir entre los verdaderos y los falsos vecinos. Sea
s"(n) el vecino r de s(n) y Rq(n;r) la distancia entre ellos:

5% 1

Ri(mr)=  [x(n+k) x'(n+k )=
k=0

El criterio de FNN designa como falso vecino mas cercano a cualquier vecino para el que
sea valido lo siguiente:

" #1
R3, (nr)  R3(mr) 2
R3(n;r)

>R tor;

donde Ry es el umbral de la tolerancia en términos de distancia. Valores muy altos de Riol
resultaran en una subestimacion del nimero de FNN, mientras que valores muy bajos de
Rt identi cardn demasiados falsos vecinos, en particular cuando los puntos del atractor
son escasos Yy la nube es poco densa. Elegimos un valor para nyin en el punto en el que el
numero de FNN cae a 0, o los embebidos posteriores no cambian el nimero de FNN o el
punto justo antes del cual el nimero de FNN empieza a aumentar de nuevo.

1.6. Espectros singulares

En el caso de un uido en movimiento, como la atmésfera o el océano de un acuaplane-
ta, es frecuente disponer de series temporales de variables medidas en un punto de grilla.
Lo mismo ocurre en experimentos uidodindmicos con sondas, como la velocimetria Laser
Doppler, que permite medir la evolucién de un componente de la velocidad en un punto
de un uido transparente o semi-transparente (Tuerke et al., 2017). ¢Qué problemas se
plantean en la reconstruccién de un espacio de fases a partir de un conjunto de series tem-
porales de variables distintas, como la temperatura y la humedad, tomadas por ejemplo en
distintas estaciones meteorologicas?

Durante las tres dltimas décadas, el andlisis de espectros singulares (SSA, Singular
Spectrum Analysis, en inglés) y su version multicanal (M-SSA) han resultado muy popula-
res en diversos campos de las geociencias. El nombre de la técnica se re ere al espectro de
valores singulares que se obtienen de una matriz de covarianza, y no directamente a una
descomposicion en el dominio de la frecuencia. Esta técnica permite, dada una serie tempo-
ral, escribir esa serie como una suma de componentes, es decir, de funciones del tiempo que
la aproximan. Las componentes principales, relacionadas con los valores singulares mas
altos, permiten reconstruir un "esqueleto’ robusto de la dinamica del sistema reduciendo la
dimension del espacio de fases correspondiente al conjunto inicial de datos y proporcionan-
do asi una vision simpli cada de los mecanismos presentes (Groth and Ghil, 2011).
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Algunos autores como (Feliks et al., 2010) han propuesto la aplicacion de M-SSA a pares
de variables climaticas con el objeto de determinar la in uencia mutua y la sincronizacion
entre estas variables. M-SSA permite reconstruir el comportamiento dinamico compartido
por las variables, en términos de modos oscilatorios comunes. La técnica de M-SSA sera
utilizada en nuestro trabajo para lograr reconstrucciones simpli cadas del espacio de fa-
ses a partir de conjuntos de series temporales, que permitan disminuir la dimensién del
espacio de fases reconstruido, sin por ello dejar de captar los ingredientes principales de
los mecanismos presentes.

Los autores de (Broomhead and King, 1986) introdujeron las descomposiciones espec-
trales de series temporales en el analisis de los sistemas dinamicos. Aqui resumimos la
técnica de M-SSA, gue sera empleada para el andlisis de las distintas variables medidas
para estudiar los atractores climaticos.

Sea xgy(t) una serie temporal de longitud Ny d2 Ncond N, también llamada canal,
el punto de partida de M-SSA es embeber cada canal en un espacio de fases de M dimen-
siones utilizando retardos temporales.

Sea X 4 la matriz de trayectoriadelcanal d D:

2
xa(1)  xa@ it xg(M)
_ Xd(2) Xd(3) i Xg(M +1)Z
d= : : :
xd(.K) xd(K. +1) Xd(N)

dondeK = N M +1.Sedenea X como lamatriz de trayectoria multicanalcon N M +1
lasy D M columnas:
X =(X1;X2;  ;Xp):

La eleccion de M esta basada en un compromiso entre dos consideraciones: la cantidad de
informacion extraida y el grado de con anza estadistica de la misma. La primera requiere

un M tan grande como sea posible, pues cuanto mas grande es M, mas informacién se pue-
de obtener, y la segunda consideracion requiere tener tantas repeticiones como sea posible
del patron de interés, es decir un valor alto de  N=M.

El algoritmo M-SSA realiza una descomposicidén en valores singulares (SVD,  singular
value decomposition ) de la matriz X . La SVD diagonaliza la matriz X | X y encuentra una
descomposicion de X en tres matrices U;V y talque X = U V! donde V es la matriz
de los vectores singlryares (vi) puestos en columnas, es un matriz en cuya diagonal los
valores singulares ( ( i) ordenastide manera descendente y U esta construida de tal
manera que sus columnas son Xvi= ( j).

El M-SSA aplica SVD alamatriz X yresultaque X = U V! P ~, donde es un factor
de normalizacion que es igual al valor mas grande entre Ny D M Los autovectores vy
forman una nueva base ortogonal en el espacio de embebido por retardo temporal de X .
Los autovalores ¢ se pueden interpretar como la varianza en la direccion de  vy.

Proyectando las series temporales X en los autovectores,
A = XV

se obtienen los componentes principales (PCs, principal componentes) como las columnas
de A. Los PCs tienen el mismo numero de las que X,y no tienen correlacién a retardo
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nulo; pueden ser considerados como componentes ltradas de las series temporales X, con
Itros adaptados a los datos dados por los autovectores. Esta propiedad de Itrado se vuelve
evidente si re-escribimos la proyeccién de los autovectores explicitamente como:

Yo
a(n) = Xg(n+ m  1)vg(m); (1.4)
d=1 m=1
conk=1; ;DM yn=1; ;N M +1.Enparticular,con M =1 se reduce el M-SSA
a un analisis de componentes principales ( Principal Component Analysis , PCA en inglés)
clasico para D variables.

Los coe cientes ay(:) son las entradas de la matriz de componentes principales Y. La
notacién Vi = fvg(m):1 d Dg permite re ejar la naturaleza especial de los autovec-
tores, que estdn compuestos de D segmentos consecutivos de longitud M, cada uno de los
cuales esta asociado a un canal, vge(m) w(fd 1gM + m). De este modo, la sumatoria
sobre m en la ecuacion (1.4) puede ser interpretada como una respuesta clasica a un lItro
de impulso nito (FIR en inglés, nite-impulse response) que opera en el canal d con coe -
cientes de Itrado dados por los elementos del autovector vgc(m). La segunda sumatoria,
sobre d, que combina los canales Itrados, representa un PCA clasico.

Una forma de reconstruir los componentes individuales del comportamiento del sistema
gue es Optima en el sentido de minimos cuadrados viene dada por la transformacion:

%n
(M= o adn m+1)eqdm); (1.5)

n m=Lp

A los rgk(n) se los llama componentes reconstruidos (RCs, reconstructed components en in-
glés), y representan la parte del canal x4 que corresponde al par ( g;ex). Los valores del
factor de normalizacion M, y de los limites de las sumatoria Lp y U, para la parte central
delaserietemporal,b, M n N M +1, sonsimplemente (Mn;Ln;Un)=(M; 1;,M); dados
en (Ghil et al., 2002) para ambos extremos. En particular, la serie temporal puede recons-
truirse completamente mediante la suma de todas sus RCs.

Figura 1.5: Porcentajes de varianza asociados a los autovalores del espectro multicanal M-SSA del
atractor de Lorenz para una nube tridimensional de 3901 puntos.

Para ilustrar la técnica, la Figura 1.5 muestra el porcentaje de varianza asociado a cada
valor singular tomando como input las tres series temporales x(t), y(t), z(t) del atractor de
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Figura 1.6: Primeros tres componentes principales extraidos del M-SSA en el caso del atractor de
Lorenz.

Figura 1.7: Nube de puntos reconstruida ( %;¥; 2, en gris) por M-SSA usando los primeros 6 RCs,
sobre la nube de puntos original ( Xx;y;z en negro) del atractor de Lorenz.
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Lorenz deterministico. La Figura 1.6 muestra los tres primeros componentes principales.
La Figura 1.7 muestra dos nubes de puntos: en negro, la nube de puntos original, y en
gris: un embebido por retardos de la reconstruccion utilizando los primeros seis RCs en un
M-SSA con tres canales (uno para X, uno para y y otro para z). La nube reconstruida no
coincide exactamente con la original — se observa la estructura de la mariposa deformada
y rotada, pero la topologia de la variedad enramada que subyace ambas nubes de puntos
no se altera.

Las series temporales de los atractores climaticos que deberemos analizar tienen una
complejidad mucho mayor que las de un atractor caético generado con tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias como el de Lorenz. Es en estos casos en los que la utilidad del M-SSA
se pone especialmente de mani esto, puesto que permite obtener —al retener solamente
algunas componentes reconstruidas— series temporales simpli cadas respecto de las ob-
servadas, operando una reduccién de la dimensionalidad del sistema y simpli cando en
consecuencia la variedad enramada subyacente. Es preciso tener presente que el analisis
topolégico realizado sobre datos pre-procesados con M-SSA proveera una descripcién de los
mecanismos que fueron retenidos junto con las componentes reconstruidas seleccionadas.
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Capitulo 2

Homologias persistentes

El uso de la topologia algebraica ha tenido un éxito sorprendente en el analisis de una
amplia variedad de datos no estructurados. Reunidos en un campo que hoy se denomina
Andlisis Topolégico de Datos (Topological Data Analysis, TDA), proliferan los métodos que
permiten estudiar grandes conjuntos de datos enfocandose en la conectividad de dicho con-
junto (Chazal and Michel, 2021; Wasserman, 2018; Murugan and Robertson, 2019). Con el
objetivo de detectar patrones de cualquier indole en una nube de puntos, estos métodos se
utilizan cada vez mas en numerosos y diversos ambitos de investigacion, especialmente en
todo lo relacionado con el procesamiento de imagenes (Carlsson and Zomorodian, 2007).

Aunque TDA se re ere en general a todos los métodos que utilizan nociones de forma
y conectividad para encontrar estructura en los datos (Wasserman, 2018), el método mas
popular se denomina homologias persistentes (Persistent Homologies, PH) (Edelsbrunner
and Harer, 2008; Carlsson, 2014), al punto que TDA y PH son a veces considerados siné-
nimos. En el campo particular del analisis de series temporales, existen algunos trabajos
(Perea and Harer, 2015; Perea, 2019; Fernandez et al., 2023) que muestran de qué modo
es posible extraer informacidn sobre patrones cuasi-periédicos y cambios en la dinamica de
un sistema aplicando PH a nubes de puntos construidas utilizando embebidos.

Como hemos visto en el capitulo anterior, la topologia de la variedad enramada que
subyace un atractor aporta mucha informacion sobre la estructura global de un sistema
dinamico. Cuando el punto de partida es una nube de puntos obtenida a partir de obser-
vaciones o medidas, la extraccion de la variedad enramada subyacente con la construccién
de un Unico complejo celular que la aproxime correctamente con unas pocas celdas, resulta
muchas veces di cultoso, cuando no imposible. Esta di cultad se incrementa cuando las
sefales son ruidosas o cuando se trata de un sistema cuyo espacio de fases tiene una di-
mensién alta. En PH, la estrategia no es aproximar variedades enramadas subyacentes,
sino construir familias de complejos y analizar rasgos persistentes a través de las escalas.
Estos rasgos persistentes no permiten, al menos de un modo trivial o inmediato, obtener
un complejo celular representativo de la variedad enramada, como ocurre con el complejo
BraMAH de la Figura 1.4 para las series temporales del atractor de Lorenz. No obstante,
estos rasgos ofrecen una caracterizacion topoldgica que puede calcularse para cualquier
nube, sin mediar ninguna hipotesis previa sobre la distribucion local de los puntos. En vis-
tas de la posibilidad de utilizar esta informacion para estimar las propiedades que deberia
tener la variedad enramada subyacente, cobra sentido investigar si los atractores climéati-
cos pueden distinguirse en términos de sus homologias persistentes.

En esta tesis utilizaremos entonces PH para obtener marcadores topolégicos que nos
permitan lograr una primera descripcion de los rasgos persistentes para nubes de puntos
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Figura 2.1: Tres bucles (rojo, azul y verde) que empiezan y terminan en P en el espacio R. Los
bucles rojo azul son equivalentes porque es posible deformar el azul en el rojo sin que ninguno
salga del espacio R. Por otro lado, los bucles rojo y verde se consideran no equivalentes porque para
deformar el rojo en el verde se debe salir del espacio R. Fuente: Carlsson (2009).

asociadas a embebidos obtenidos a partir de series temporales simpli cadas para los di-
ferentes atractores climaticos. En este capitulo se presentan los elementos fundamentales
de la teoria de homologias persistentes. La primera seccién expone las nociones elemen-
tales de homotopia, homologia y complejo simplicial. En la segunda seccion, encontraran
los conceptos y las proposiciones de homologias persistentes, necesarias para describir y
comparar las propiedades topoldgicas de las nubes de puntos a estudiar en esta tesis.

2.1. Topologia algebraica

La topologia algebraica nos proporciona, entre otras cosas, la matematica que formaliza
la idea de conectividad en un espacio topolégico. Esta informacién de conectividad se aborda
cuando se analizan los agujeros del espacio topoldgico: las componentes arcoconexas (los
agujeros de dimension 0), los ciclos (los agujeros de dimension 1), las cavidades (los agujeros
de dimensién 2) y las hipercavidades (los agujeros de dimension n). Con el n de distinguir
0 encontrar similitudes entre los espacios, la topologia algebraica utiliza métodos para
contar las ocurrencias de patrones geomeétricos en un espacio. Un invariante topolégico
muy utilizado en la topologia algebraica para clasi car espacios topoldgicos son los grupos
de homotopia que registran informacidn sobre los agujeros de un espacio topoldgico.

2.1.1. Homotopias

El primer grupo de homotopia es el mas conocido y se denomina grupo fundamental. A
modo de ejemplo, consideremos el espacio R que resulta de quitar un disco circular al rec-
tangulo sombreado en amarillo, el punto P y tres bucles (rojo, azul y verde) que empiezan y
terminan en P como se muestra en la Figura 2.1. Dos bucles pueden combinarse recorrien-
do el primero y luego el segundo y se consideran equivalentes si uno puede deformarse en
el otro sin romperse. Los bucles rojo azul son equivalentes porque es posible deformar el
azul en el rojo sin que ninguno salga del espacio R. Por otro lado, los bucles rojo y verde
se consideran no equivalentes porque para deformar el rojo en el verde se debe salir del
espacio R. El conjunto de todos los bucles que empiezan y terminan en P, el método de
combinacién entre los bucles y la relacién de equivalencia es el grupo fundamental para
este espacio. El recuento de bucles en un espacio topoldgico, es una cantidad interesante a
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considerar para la distincién entre espacios.

La formalizacion de un bucle en un espacio X es un ciclo, que podemos entender como
a un mapa continuo f : S; ! X, donde S; es la circunferencia. En la Figura 2.1 los ciclos
azul y rojo permiten capturar un rasgo caracteristico del espacio R que es el agujero en el
centro. Al igual que los ciclos azul y rojo, existen potencialmente in nidad de otros ciclos
gue “rodean” a este agujero y que permiten percibirlo. La idea es capturar este agujero
utilizando la presencia de ciclos a su alrededor, pero como contar ocurrencias de patrones
directamente es inviable, una buena estrategia para distinguir espacios es contar las clases
de equivalencia de ocurrencias de patrones bajo una relacién de equivalencia, como lo es
la relacion de ser homotdpico. El conjunto de clases de equivalencia se denomina grupo de
homotopia.

Denicion 6. Seaf;g : X ! Y, dos mapas continuos, se dice quef y g son homotopicas,
y escribimos f ' g, si existe un mapa continuo H : X [0;1]! Y tal que H(x;0) = f (x)
y H(x; 1) = g(x). H recibe el nombre de homotopia. La relacion de ser homotopico es una
relacién de equivalencia.

Denicion 7.  Seaf : X ! Y, un mapa continuo, se dice que f es una equivalencia homo-
topica si existe un mapa continuo g:Y ! X talque f ges homotépica al mapa identidad
enYyg f eshomotopicaaf.

Denicion 8.  Sean X e Y dos espacios yf : X ! Y una equivalencia homotopica, se dice
gue X e Y son homotdpicamente equivalentes.

Un espacio que es homotépicamente equivalente a un punto se dice que es un espacio
contractil, es decir, podemos reducira X a un punto mediante una homotopia. Por ejemplo,
el plano y la esfera son espacios contractiles y tienen como grupo fundamental al trivial.

La grupos de homotopia de dimensién mayor a 1, proporcionan invariantes que reali-
zan la misma parametrizacién que el grupo fundamental, pero en el caso de ciclos de ma-
yor dimension, es decir, mapeos de esferas de mayor dimension en el espacio. Estos grupos
son habitualmente dificiles de calcular, sin embargo existen invariantes mas computables,
denominados grupos de homologia, en los que la relacion de equivalencia de los ciclos se ex-
tiende declarando que dos ciclos son equivalentes si existe una super cie con una frontera
igual a la union de los dos ciclos.

2.1.2. Homologias

Los grupos de homologia son una serie de invariantes escalonados. Dichos invariantes
codi can la informacion sobre la cantidad de componentes conexas que tiene la variedad
estudiada y sobre la existencia y nimero de agujeros de distintas dimensiones. Inicial-
mente, la homologia se de ni6 para espacios descriptos como complejos simpliciales. Sin
embargo, no todos los espacios pueden describirse como complejos simpliciales, y ademas,
los espacios pueden describirse como complejos simpliciales de muchas maneras distintas.
Estos problemas se resuelven extendiendo la de nicion de grupos de homologia a todos los
espacios. De esta forma, el resultado ya no depende de ninguna estructura particular co-
mo un complejo simplicial, sino sélo del espacio en si. Dado que la mayoria de los espacios
de interés son complejos simpliciales explicitos u homotépicamente equivalentes a dichos
complejos, resulta que el célculo simplicial es su ciente para la mayoria de las situaciones.
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Complejos simpliciales

Desde un punto de vista geométrico, un complejo simplicial es un espacio topoldgico
construido con “ bloques " de distintas dimensiones llamados simplices. Estos simplices
pueden ser vértices, aristas, triangulos, tetraedros y analogos de dimensiones mayores,
gue se van pegando a lo largo de las caras para construir asi al complejo. Si dos simplices
se intersecan, la interseccion es una cara comun. En la Figura 2.2 vemos complejos simpli-
ciales, uno valido y otro no valido, donde la interseccién no es una cara comun. En lo que
sigue vamos a formalizar la de nicion de complejo simplicial.

SeaS = fxo;x1::::%xng RK, decimos que S esta en posicion general si no esta contenido
en ningdn hiperplano afin de RX de dimensién menor que n. Cuando S esta en posicién
general, de nimos como simplice generado por S ala capsula convexa = (S) deS en Rk,
Los puntos x; se denominan vértices, y los simplices (T) generados por subconjuntos no
vaciosdeT S se denominan caras de

De nicion 9.  Complejo simplicial

Un complejo simplicial ( nito) es una coleccién nita de simplices que cumplen:

(i) Para cualquier simplice de ,todas las carasde estantambién contenidas en

(ii) Para cualesquiera dos simplices 'y de ,lainterseccibn \ es un simplice que
es una cara tanto de como de

Es un caso particular de la de nicion 5 donde las celdas son simplices.

Todo complejo simplicial determina un objeto combinatorio formado por subconjuntos
del conjunto de vértices del complejo. Esta observacion nos lleva a una de nicién abstracta
de complejo simplicial.

De nicion 10.  Complejo simplicial abstracto
Un complejo simplicial abstracto ( nito) es un par  (V; ) , donde V es un conjunto nito
y es una familia de subconjuntos no vacios de Vtalesquesi 2 vy entonces 2

Un complejo simplicial ~ determina un complejo simplicial abstracto. Los vértices V se-
ran todos los vértices de todos los simplice de  y un subconjunto de V es un simplice de
siy solo si es un conjunto de vértices de algun simplice de . También es cierto que un com-
plejo simplicial abstracto determina el espacio subyacente del complejo simplicial hasta un
homeomor smo. Dado un complejo simplicial abstracto X, le asociamos un espacio jXj al
gue llamamos la realizacion geométrica de X, y todo complejo simplicial es homeomorfo a
la realizacion geométrica de su complejo simplicial abstracto asociado (para mas detalles
remitimos al lector a (Carlsson, 2014) y (Munkres, 2018)).

Los complejos simpliciales constituyen una forma combinatoria sencilla de describir
determinados espacios topologicos. Una ventaja de utilizar estos complejos, es que la ho-
mologia puede calcularse utilizando sélo el algebra lineal de los médulos Z nitamente
generados.

Dado cualquier complejo simplicial X =(V;) , llamamos k-simplices de dimension k a
los 2 tales que la cantidad de caras de esk + 1. Llamamos  al subconjunto de
conformado por todos los k-simplices. Como ejemplos tenemos: un vértice es un 0-simplice,
una arista es un l-simplice, un triangulo es un 2-simplice y un tetraedro sélido es un 3-
simplice. Vemos estos ejemplos en la Figura 2.3. La dimensién de un complejo se de ne
como el méximo de las dimensiones de todos los simplices que lo componen.

En la de nicién de complejo simplicial abstracto, un simplice esta determinado por un
conjunto de vértices donde el orden es irrelevante, fxji;Xogy fXx2;Xx19 de nen el mismo

24



Figura 2.2: En un complejo simplicial valido dos simplices se intersecan en una cara comun. En
(a) vemos un complejo simplicial valido, las intersecciones son caras comunes. En (b) tenemos un
complejo donde los simplices que lo forman comparten parcialmente sus caras. Decimos que es un
complejo simplicial no valido.

Figura 2.3: Ejemplos de k-simplices orientados en R3, para 0  k 3. Un vértice a es un 0-
simplice, un segmento [a; bl es un 1-simplice, un triangulo [a;b;d es un 2-simplice y un tetraedro
sélido [a;b;c;d es un 3-simplice. A cada simplice se le asigna una orientacién denotada por una
echa. Fuente: Zomorodian and Carlsson (2005).

simplice. Para de nir homologia necesitamos que los simplices estén ordenados, es decir
necesitamos darle una orientacion a todas las celdas del complejo.

Grupos de homologia

Sea :f0;1;:;ng!f 0;1;::;ng una permutacién, una orientacién de un k-simplice

= fXp;::;Xng, €s una clase de equivalencia de ordenaciones de los vértices de , donde
(Xo; 5 Xn) (X (0): 215 X (n)) SON equivalentes siy solo si  es par. Recordemos que una per-
mutacién es par si se descompone como el producto de una cantidad par de transposiciones.
Dos ordenamientos de vértices se dicen equivalentes si di eren en una permutacion par.
Los ordenamientos de los vértices de  caen entonces en dos clases de equivalencia, excep-
to si  en un O-simplice, entonces hay una sola clase y por lo tanto una sola orientacion
de .Unsimplice junto con una orientacion elegida se denomina simplice orientado y se
denotara por [ ]. En la Figura 2.3 vemos una posible orientacion de los simplices.

De nimos el grupo de k-cadenas en X, Cy(X ), como el grupo de combinaciones lineales
formales de elementos en ¢ con coe cientes en Z, o equivalentemente el grupo etbeliano
libre sobre el conjunto . Un elemento ¢ 2 Cy(X) es una k-cadena tal que c= ;nj[ i],

i 2 K concoecientes n; 2 Z.

Si imponemos un orden total en el conjunto de vértices V, de nimos el operador d;
K ! k 1, para 0 i k,siendodi( )= f s;g, donde s; denota el i-ésimo elemento
en , bajo la ordenacion total dada. De nimos el operador lineal borde, también llamado
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Figura 2.4: El operador borde @ asigna un 3-simplice a cuatro 2-simplices. Fuente: Maleti ¢ et al.
(2016).

frontera, como @ : C(X)! Ck 1(X) como

X .
@)= ( Dd():

i=0

Dada una k-cadenac, el elemento @(c) se llama borde de c. Una k-cadena con borde nulo
se llama k-ciclo. En la Figura 2.4 se observa como el operador borde asigna un 3-simplice a
cuatro 2-simplices.

Ejemplo 1. Para un 1-simplice tenemos @([Xo; X1]) = X1 Xo. Para un 2-simplice tenemos
@([x0; X1; X2]) = [ X0; X1] + [X1;X2]  [X0; X2]

El operador borde conecta los grupos de cadenas en un complejo de cadenas C :

w1 Cag! ® 1@ ¢ !

Una caracteristica de los complejos de cadenas es la siguiente:

Lemal @ @+ 0. Se veri ca de manera inmediata por la de niciéon de borde dada
mas arriba.

Podemos de nir subgrupos de Cy utilizando el operador borde. Elndcleode @ : Ck(X) !
Ck 1(X) se llama el grupo de k-ciclos y se denota por Zx(X) = Nucleo@) La imagen
de @+1 : Ck+1(X) I Cy(X) se llama el grupo de k-bordes y se denota por Byg(X) =
Imagen(@-+1). Es decir, en By(X) se encuentran los k-ciclos que son borde de una k + 1-
cadena.

Del lema 1 se deduce que Imagen(@+1) N ucleo(@). Es decir, cada borde de cual-
quier k + 1-cadena es automaticamente un k-ciclo. En otras palabras, los subgrupos estan
anidados, By Zx Ck.

De niciéon 11.  Grupo de Homologia
Se de ne el k-ésimo grupo de homologia como:

Hi(X) = Nucleo@)=Imagen(@-1) = Zk(X)=Bk(X)

Recordemos queN ucled(@) es el grupo de todos los k-ciclos , mientras que Imagen(@+1)
es el grupo de los k-ciclos que son borde de alguna k + 1-cadena. Por lo tanto, el cociente
N ucleo@)=Imagen(@-1) s6lo conserva los ciclos que no son borde de ninguna cadena de
dimension mayor. En otras palabras, se conservan sélo los ciclos que representan “aguje-
ros”. Los grupos de homologia retinen toda la informacién esencial que se tiene sobre los
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complejos: las componentes conexas (agujeros de dimensién 0 6 0-agujeros), los ciclos (agu-
jeros de dimensién 1 6 1-agujeros), las cavidades que se forman (agujeros de dimension 2 6
2-agujeros) y las hipercavidades (agujeros de dimension n 6 n-agujeros).

Ahora podemos de nir un invariante topolégico llamado numero de Betti, que nos per-
mitira distinguir espacios topolégicos.

NUmeros de Betti

Ladimensiéonde Hy , es decir, el nUmero de generadores del k-ésimo grupo de homologia,
se denomina el k-ésimo nimero de Betti:

k(X) = dim(Hg) (2.1)

El nimero de Betti ¢ nos da el nimero de componentes conexas de X . Si el complejo
esta formado por una Gnica componente, ¢ valdra 1, si estd compuesto por m componentes,
o valdra m. En el caso de 1, tendremos los 1-agujeros y con > los 2-agujeros.

A continuacion vemos los niumeros de Betti para super cies conocidas. Observar que
complejos diferentes, por ejemplo el circunferencia y el cilindro pueden tener los mismos
grupos de homologia.

Cuadro 2.1: Numeros de Betti ¢ para algunas super cies.

0 1 2

Disco 1
Esfera 1
Circunferencia 1
Cilindro 1
Banda de Mdbius 1
1

0O O
0 1
1 0
1 0
1 0
Toro 2 1

2.2. Nervio de un cubrimiento

Dado que la homologia de los complejos simpliciales es algoritmicamente computable,
se desea entonces construir complejos simpliciales que computen la homologia de un espa-
cio subyacente X o al menos tengan una fuerte relacién con él. Hay una serie de complejos
simpliciales que pueden construirse a partir de X. Para de nir estos complejos, primero de-
niremos el nervio de un cubrimiento de un espacio topoldgico X, que nos permitira asociar
un espacio topoldgico a un complejo simplicial a través de un cubrimiento.

De nicion 12. Nervio de un cubrimiento

Sea X un espacio topologico y seal = fU g 2a un cubrimiento de X . Denominaremos
N (U), nervio de U, al complejo simplicial abstracto con conjunto de vértices A, y donde una
familia f o;::; kggeneraun k-simplice siysolosi U j\ ::\ U, 6 ?:

La de nicién general de nervio requiere trabajar con complejos in nitos. Sin embargo,
en la préctica, se suele trabajar con variedades compactas donde siempre se puede tomar
cubrimientos nitos. El “teorema del nervio” proporciona criterios que garantizan que N (U)
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Figura2.5: Alaizquierda de la gura se puede observar una circunferencia y un cubrimiento U que
cumple con las propiedades del teorema del nervio. A la derecha se puede ver el complejo simplicial
asociado al nervio del cubrimiento U. El complejo que se obtiene es homotdpicamente equivalente a
la circunferencia. Fuente: Diaz Sanchez et al. (2019).

es homotopicamente equivalente al espacio subyacente X. En la Figura 2.5 se puede obser-
var un ejemplo de un cubrimiento de una circunferencia. EI complejo simplicial asociado al
nervio del cubrimiento, es un triangulo cuyos tres vértices corresponden a las interseccio-
nes del nervio. Este complejo es homotopicamente equivalente a la circunferencia.

Teorema 1. Sean X un espacio topologicoy U = fU g »a un cubrimiento de X, y suponga-
mos gue el cubrimiento consiste en conjuntos abiertos y es numerable. Supongamos ademas
gue paratodo ? 8 S A, tenemos que\ sosUs es o0 bien contractil o bien vacio. Entonces,
N (U) es homotdpicamente equivalente a X.

En la proxima seccion de niremos dos de los cubrimientos méas utilizados en espacio
métricos: el complejo de Cech y el complejo de Vietoris-Rips.

2.3. Complejos Cechy Vietoris-Rips

Cuando el espacio en cuestidon es un espacio métrico, un cubrimiento viene dado por
la familia B (X) = fB (X)gx2x, para algin > 0. M&s en general, podemos tomar cual-
quier subconjunto V. X enelque X = [ yovB (V) y construir el nervio del cubrimiento
fB (v)gv2v. Denotaremos esta construccion por C(V; ), y nos referiremos a ella como el
complejo de Cech asociado aV y . Este complejo es el complejo simplicial mas elemental
que se puede construir sobre X.

Teorema 2. Sea M una variedad de Riemann compacta . Entonces existe un nidmero posi-
tivoetalque 8 e C(M; ) es homotdpicamente equivalente a M. Ademas, para cada e,
existe un subconjunto nito V M tal que el subcomplejo de C(V; ) C(M; ) también es
homotépicamente equivalente a M.

Es decir, que bajo la hipotesis de que los puntos de V estan bien distribuidos podemos
conseguir un complejo homotopicamente equivalente a M. Uno de los problemas de esta
construccién es que es costosa desde el punto de vista computacional, ya que requiere el
almacenamiento de simplices de varias dimensiones. Una idea para lidiar con ese proble-
ma es construir un complejo simplicial que pueda recuperarse Unicamente a partir de la
informacion de las aristas. Esto sugiere la siguiente variante de la construccion de Cech
denominada complejo de Vietoris-Rips.
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Figura 2.6: Dada una nube de puntos, se construye el complejo de Cech (abajo a izquierda) y el
complejo Vietoris Rips (abajo a derecha) donde el radio de la bola es =2. Fuente: Ghrist (2008).

De nicion 13.  Sea X un espacio métrico, con métrica d. Entonces el complejo de Vietoris-
Rips para X, asociado al parametro  ( namero real positivo), denotado por V R(X; ), se-
ra el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es X, y donde cualquier subconjunto
fXo;X1; 15 Xkg de X genera un k-simplice siy solo si d(x;; X;) paratodo 0 i;j k.

Observamos que los conjuntos de vértices de las dos construcciones son idénticos, por lo
gue ambos pueden considerarse subcomplejos del simplice X . En la Figura 2.6 se observan
las construcciones de estos complejos sobre una nube de puntos. En ambas construcciones
se consideran bolas con centro en cada punto de la nube. La gura de abajo a la izquierda
muestra el complejo de Cech y la de abajo a la derecha el de Vietoris-Rips. El parametro

para calcular el complejo Cech corresponde a los radios de las bolas, mientras que el
parametro del complejo Vietoris-Rips es la distancia entre los centros de las bolas. Se puede
ver que los complejos obtenidos son diferentes y que el complejo de Cech esta contenido en
el de Vietoris-Rips.

Proposicion 1. C(X; ) VR(X;2) C(X;2).

Para formar un simplice en el complejo de Cech basta con que las bolas tengan inter-
seccién, mientras que para los del complejo de Vietoris-Rips se necesita que los vértices
del simplice estén dentro de dicha interseccidén (tomando las bolas cerradas). El complejo
de Vietoris-Rips sigue siendo costoso desde el punto de vista computacional, debido a que
su conjunto de vértices consiste en todo el espacio métrico en cuestion. Este complejo es
una aproximacion del complejo de Cech que no conserva necesariamente sus propiedades
topolégicas exactas, pero al ser sencilla su construccién, es uno de los mas usados.

2.4. Homologias persistentes

Las homologias persistentes se utilizan en el Andlisis Topologico de Datos (TDA) como
método para estudiar los rasgos topolégicos de los complejos celulares, observando cuéales
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(@) (b)

Figura 2.7: Complejos de Cech sobre una coleccién nita de puntos en el plano para dos valores
diferentes de parametro . En el complejo (a) tenemos el primer nimero de Betti con valor tres y en
el complejo (b) el primer nimero de Betti toma el valor dos. Fuente: Carlsson (2009).

de esos rasgos perduran durante la construccion de un complejo a medida que se varia cier-
to parametro de Itracidon. Si tomamos los rasgos topolégicos del complejo de corta y larga
duracién, podemos suponer que los de larga duracion coinciden con las variables intrin-
secas del sistema subyacente (los grupos de homologia) mientras que los rasgos de corta
duracion se Itran. La construccion de un complejo simplicial es intrinsecamente arbitraria
(Maleti ¢ et al., 2016). Un método para lograr este complejo es construirlo de forma gradual,
comenzando por el mas simple hasta llegar al Ultimo, que es estable estructuralmente. De
esta forma se obtiene una secuencia de subcomplejos anidados. Cada subcomplejo esta con-
tenido en el siguiente creando una sucesion creciente de complejos. Esta sucesion se puede
interpretar como una adicion de nuevos simplices que se obtienen cambiando el parametro
de ltracién. En la transicién entre una etapa de ltracién y la siguiente, ocurren cambios

gue son topoloégicamente relevantes como el nacimiento o muerte de n-agujeros 8n 2 Np.
Estos cambios generan el nacimiento de nuevas clases de homologia y la muerte de otras.
Este método es el nicleo del enfoque de la topologia algebraica computacional, y es lo que
llamamos homologia persistente. Existe una forma convencional para visualizar los inter-
valos de persistencia de los generadores de los grupos de homologia. Estos intervalos se
inician con el valor del parametro de lItracién cuando nace el generador y naliza con el
valor del parametro de ltracién cuando muere. Esta visualizacién se denomina Cédigo de
Barras. La otra forma de representar la homologia persistente es mediante los Diagrama
de Persistencia. La idea es la misma pero usando puntos en la representacién en lugar de
segmentos.

Consideremos la Figura 2.7 (a), un complejo de Cech construido sobre una coleccion -
nita de puntos en el plano euclideo. Observamos que el conjunto de puntos se concentra en
torno a una circunferencia. Al calcular la homologia de este complejo, tendremos el primer
namero de Betti 1 = 3, que incluye el gran bucle principal y los dos bucles méas pequefios
correspondientes a los dos agujeros 1-dimensionales mas pequefios del complejo. Intuitiva-
mente, se puede pensar que estos dos agujeros 1-dimensionales proceden de un muestreo
defectuoso o de otros errores en la recuperacion de los datos. También se podria argumen-
tar que se deben a una eleccién incorrecta del parametro y que debemos aumentar su
valor. Al hacer esto, obtenemos la Figura 2.7 (b). Ahora los dos agujeros 1-dimensionales
mas pequefios se han “rellenado”, y se ha introducido un nuevo agujero 1-dimensional en
la parte inferior derecha de la gura. Si calculamos la homologia de este complejo, obten-
dremos un primer nimero de Betti 1 = 2. Pero este resultado es incorrecto para ambos
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Figura 2.8: Evolucién de una ltracién con complejos Vietoris-Rips sobre una nube de puntos que
representa un anillo. Al aumentar |, los agujeros 1-dimensionales aparecen y desaparecen. Fuente:
Ghrist (2008).

valores del parametro, pues sabemos que una circunferencia tiene 1 =1 . Sin embargo,
observamos en la Figura 2.7, que hay una inclusién del complejo (a) en el complejo (b),
ya que el primero corresponde a un valor de pardmetro menor que el segundo. Por tanto,
podemos preguntarnos por la imagen de la homologia del complejo (a) en la homologia del
complejo (b). Los dos ciclos pequefios de (a) desaparecen en (b), ya que estan rellenos. Por
otra parte, el ciclo pequefio en el complejo (b) no esta en la imagen de la homologia del
complejo (a), ya que la arista necesaria no se rellena en (a). Vemos entonces que la imagen
consiste exactamente en el ciclo mayor, que es lo que consideramos la respuesta “correcta”
en este caso (Carlsson, 2009).

2.4.1. Filtraciones

El procedimiento de formacién gradual de un complejo simplicial se conoce con el nhom-
bre de Itracidn, del cual surgen una secuencia de subcomplejos anidados. Cada subcomple-
jo esta contenido en el subcomplejo de la siguiente etapa de lItracion. Mas formalmente,
sea X un complejo, una Itracion es una familia de subcomplejos de X = fXigix 0.:1;::ngs
tales que

?=Xg X1 i Xp=X

Cada subcomplejo X; = X ( i) depende del parametro de Itrado ;. Si ; < j entonces X;
Xj, pues podemos pensar que el subcomplejo X; proviene de agregar celdas al complejo X;.
Algunos ejemplos de lItraciéon son los complejos de Cech y Vietoris-Rips.

Para cada i j se tiene que el mapeo de inclusion de los espacios X; en X; induce
un mapeo entre Hy(Xj) ! H(X;) para cada k. La Itracion entonces corresponde a una
secuencia de grupos de homologia conectados por un mapeo:

0= Hk(Xo)! Hk(Xl)! ol Hk(Xn)= Hk(X)
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Al pasar de X; 1 a X; obtenemos nuevas clases de homologia y perdemos otras que se

vuelven triviales o se fusionan entre si. Otra informacién importante que se obtiene es el

i en el cual la clase aparece y ; en el cual la clase desaparece. En la Figura 2.8 vemos
una ltracién con complejos Vietoris-Rips sobre una nube de puntos que representa un
anillo. Para  su cientemente pequefio, el complejo es un conjunto discreto. Al aumentar ,
se conectan puntos, los agujeros aparecen y desaparecen. Si se busca eliminar los agujeros
pequefios del interior del anillo, se puede hacer crecer  mas aun, eventualmente se rellena
el agujero grande que distingue el anillo del disco.

Los intervalos de Betti ayudan a describir cémo el grupo de homologia X () cambia
a medida que aumenta. Un intervalo de Betti k-dimensional [ 0; ), corresponde a un
agujero k-dimensional que aparece cuando el parametro de Itrado es = o, permanece
“abierto” 8 g < < ¢ yse“cierra” cuando = ¢, es decir desaparece. Estamos interesados
en los intervalos de Betti que persisten para un intervalo de Itrado su cientemente gran-
de. Se llama persistencia a la longitud del intervalo de Betti, pers( )= ¢ . Sielagujero
k-dimensional nace pero no muere, de nimos a la persistencia como in nito. Remitimos al
lector a Edelsbrunner and Harer (2022) para mas detalles sobre homologias persistentes.

2.4.2. Diagramas de Persistencia

La homologia persistente nos da entonces intervalos de persistenciadelaforma [i;+1)
y [i; j) que corresponden a los valores de Itracion donde nacen las clases de homologia y
valores de ltracion donde mueren las clases de homologia. Para visualizar esta informa-
cion contamos con los diagramas de persistencia.

El k-ésimo diagrama de persistencia de la Itracion  f, denotado como Dgmpy(f ), se ob-

tiene gra cando cada punto ( i; j) en el plano real extendido Rz, pues algunos de estos
puntos pueden tener coordenada in nito. Cada punto en  Dgmpg(f ) representa una clase
y la distancia vertical a la diagonal es la persistencia. Notar que como i |, todos los
puntos se encuentran por encima de la diagonal. También es posible que existan otros gene-
radores con punto asignado ( i; j), es por ello que ( i; j) viene dado con una multiplicidad.
Concretamente, la multiplicidad es el nimero de clases generadoras independientes que
nacen en X; y mueren entrando en X;. Mientras mayor sea la persistencia, mas tiempo
persiste en la Itracion. En el diagrama de persistencia los puntos cerca de la diagonal
se consideran “ruido”.

En la Figura 2.9 se representan juntos a los diagramas de persistencia en dimension
k = 0 (puntos azules) y en dimension k = 1 (puntos naranjas) del atractor de Lorenz y de
su reconstruccion con M-SSA. Observemos primero el diagrama correspondiente al atractor
original. A lo largo de la Itracidn se puede observar como van desapareciendo componen-
tes conexas y uniéndose a otras hasta quedar una sola, representando un objeto conectado.
Los agujeros 1-dimensionales aparecen en diferentes etapas, luego se van “rellenando”,
y por tanto muriendo, pero sobreviven los dos agujeros caracteristicos de la mariposa de
Lorenz (Figura 1.2). En el atractor reconstruido, la distribucion de los puntos naranjas y
azules cambia un poco, puesto que la nube reconstruida esta rotada y deformada respecto
de la original, pero la existencia de dos agujeros 1-dimensionales de mayor persistencia se
mantienen.

Como los puntos representados son de la forma (x;y) con x <y, la mitad triangular
del diagrama de persistencia bajo la linea de referencia (y = x) siempre esta sin utilizar
y queda como espacio en blanco. Ademas los puntos de los diagramas de persistencia se
solapan de forma natural para caracteristicas similares y esto hace que algunos aspectos
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(a) Atractor original (b) Atractor reconstruido

Figura 2.9: Diagramas de persistencia del atractor de Lorenz, donde cada punto representa el
nacimiento y el tiempo de vida de la clase de homologia. El diagrama (a) corresponde a la nube de
puntos original y el diagrama (b) a la nube reconstruida. Ambas nubes se muestran —(a) en negro y

(b) en gris— en la Figura 1.7. El punto azul superpuesto con la linea punteada representa al objeto
conectado. Los dos puntos naranjas alejados de la diagonal representan los dos 1-agujeros de las
alas de la mariposa de Lorenz, son las caracteristicas que mas persisten.

del diagrama sean poco claros. Sin embargo, el diagrama de persistencia puede visualizar-
se en forma plana como en la Figura 2.10. Este tipo de diagrama se llama diagrama de
persistencia plana, cada punto es un par que representa el nacimiento y la persistencia
de un generador de la clase de homologia. Si  nace en X; y muere en Xj, el punto sera

(i i i)

Los puntos cerca del eje horizontal se consideran “ruido”, ya que nacen y mueren rapido.
Los puntos mas alejados del eje horizontal representan caracteristicas que persisten por
mas tiempo y resultan por tanto signi cativas. El diagrama de persistencia plana permite
aprovechar mejor el espacio no utilizado en el diagrama convencional. Los rasgos repre-
sentados estan mas repartidos y, por tanto, son mas faciles de interpretar (Wadhwa et al.,
2018).

Observacién 1. Existen varios paquetes de software que computan homologia per-
sistente, por ejemplo Javaplex http://appliedtopology.github.io/javaplex/ y Ripser
https://pypi.org/project/ripser/. En este trabajo utilizamos Ripser que implementa un al-
goritmo sobre una Itracion de complejos Vietoris-Rips (Bauer, 2021; Tralie et al., 2018).

En el siguiente capitulo aplicaremos la teoria de las homologias persistentes a un con-
junto de series temporales asociadas a variables escalares de cuatro atractores climaticos.
Con estos datos construiremos los diagramas de persistencia de los atractores con el obje-
tivo de diferenciarlos topolégicamente y asi captar las caracteristicas mas signi cativas.
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(a) Nube del atractor original (b) Nube del atractor reconstruido

(a) Diagrama del atractor original (b) Diagrama del atractor reconstruido

Figura 2.10: Nubes y diagramas de persistencia plana del atractor de Lorenz original y reconstrui-
do con M-SSA.
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(a) Nube del atractor original (b) Nube del atractor reconstruido

(a) Diagrama del atractor original (b) Diagrama del atractor reconstruido

Figura 2.11: Nubes y diagramas de persistencia plana del atractor de R&ssler original y recons-
truido con M-SSA.
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Capitulo 3

Analisis topologico de atractores
climaticos

El concepto de clima es una de esas abstracciones que parecen evidentes al profano,
pero que no son tan sencillas de de nir cienti camente (Ghil, 1976). La idea intuitiva
del clima tiene dos aspectos: (i) las caracteristicas mas importantes de los fenédmenos
atmosféricos; y (ii) el comportamiento medio de estos fendmenos en un periodo de tiempo
convenientemente largo y en zonas convenientemente extensas. Las di cultades comien-
zan cuando se intenta dar un signi cado preciso a las palabras claves “mas importantes”,
“convenientemente largo” y “convenientemente grande”.

En el siglo | a.C., el escritor latino Lucrecio, acuiia la frase  quod ali cibus est aliis
fuat acre venenum, es decir, lo que es alimento para un hombre puede ser veneno amargo
para otros. En ciencias del clima, se suele decir: “Someone's noise is another one's signal”,
es decir, el ruido es para uno lo que es sefial para otro. Para un climatélogo, el clima
es la sefial y el tiempo (‘weather' en inglés) es el ruido, que es a su vez la sefial para el
meteordlogo. Con el advenimiento de nuevas tecnologias, no solamente instrumentales,
como la teledeteccion satelital, sino también computacionales, como las simulaciones
numeéricas de alto rendimiento, las observaciones (experimentales o numéricas) permiten
trabajar con una resolucién espacial y temporal cada vez mayor, dando acceso a proce-
sos que, en muchos casos, son modelados como un ruido subyacente. Ahora bien, ¢qué
nivel de resolucién espacio-temporal (en el espacio de fases) es “conveniente” utilizar
para que un analisis topoldgico de series temporales climaticas sea exitoso y nos permi-
ta distinguir dinamicas cualitativamente diferentes a través de diagramas de persistencia?

Los atractores climéticos que serdn sometidos a consideracion en este trabajo, son
producto de simulaciones numéricas con un modelo de circulacién global (GCM, Global
Circulation Model, en inglés) del MIT en una grilla de nida sobre una esfera cubica, donde
cada cara del cubo tiene 32 32 celdas, tal como se muestra en la Figura 3.1. La malla
oceanica tiene 15 niveles verticales de distinto espesor, desde 50 m cerca de la super cie
hasta 690 m en el abismo, para una profundidad total de 3 km. De este modo, es posible
realizar simulaciones de miles de afios en un tiempo de CPU razonable ( 100afios en un dia
en una estacion de trabajo normal).

La descripcién que se ofrece de estos atractores en (Brunetti et al., 2019), se basa en
técnicas para comprobar la complejidad de las series temporales (Tang et al., 2016) y en el
estudio de los modos espaciales de variabilidad de la dinamica climatica en cada atractor.
El primer estudio utiliza conceptos tales como la dimension instantanea (Faranda et al.,
2017) que cuanti ca el nimero de veces que una trayectoria en el espacio de fases vuelve

37



Figura 3.1: Esfera cubica utilizada en el modelo MITgcm y su representacion crossmap (Brunetti
et al., 2019).

sobre una esfera centrada en un punto de un atractor. El segundo, propone un analisis

estadistico de componentes principales (Jolliffe and Cadima, 2016). En ambos casos,
se trabaja con series temporales promediadas anualmente, en cada punto de la malla
horizontal en ventanas de andlisis de 1500afios.

Las series temporales de los promedios anuales resultan, al ser embebidas, indistin-
guibles entre si, dando lugar a nubes de puntos distribuidas en forma de esferas o toros.
Una esfera sdlida en el espacio de fases puede ser vista como la version estadistica de un
punto jo en el espacio de fases: descartado el transitorio, el sistema se estabiliza en el
entorno de un punto determinado. Por otra parte, cuando la dinamica que predomina en la
variabilidad global de un atractor climatico es la del ciclo estacional, las series embebidas
se inscriben en un toroide, tal como fue reportado para series temporales diarias obtenidas
con diferentes modelos y con reanalisis en el Océano Pacico entre 20N y 20 S desde
Enero de 1979 hasta diciembre de 2019 (Falasca and Bracco, 2022).

Ahora bien, es sabido que las propiedades dinamicas de un atractor climéatico dependen
de sus propiedades locales e instantdneas, mas que de sus propiedades medias (Vautard
and Ghil, 1989; Lucarini et al., 2016). Dado que aspiramos a distinguir a los atractores por
sus dinamicas particulares a través de propiedades topoldgicas diferenciadas en el espacio
de fases, deberemos utilizar series temporales con una resolucién temporal inferior a la
utilizada en el trabajo de referencia.

El andlisis topoldgico con homologias persistentes de los datos climaticos que pre-
sentaremos en este capitulo concierne las propiedades topoldgicas de embebidos que
describen la evolucion de cuatro atractores en ventanas temporales deslizantes de 1000
dias (en un rango de 5000dias) y con resolucidén temporal diaria. Las series temporales
fueron calculadas por Maura Brunetti especi camente para esta ocasién. La exploracion
concierne un conjunto de campos escalares con variables oceanicas y atmosféricas para
una grilla rectangular longitud latitud de 180 90. La técnica de andlisis singular de
espectros multi-canal descripta en la seccién (1.6) sera utilizada para preprocesar las
series temporales asociadas a un mismo atractor climatico.

Para analizar los diagramas de persistencia, se de nir4 un conjunto de ocho marca-
dores o indices topolégicos que permiten condensar las propiedades de los diagramas y
compararlos entre si.
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Figura 3.2: Evolucién de la temperatura del aire en super cie para los distintos atractores estu-
diados en Brunetti et al. (2019): transitorio y estado estacionario.

3.1. Simulaciones con modelos climaticos

En (Brunetti et al., 2019) se estudian los atractores climaticos que resultan de utilizar
condiciones iniciales (CI) construidas del siguiente modo. El océano se inicializa a partir
de un estado de reposo, con una temperatura oceanica media de 8;9°C, y se realizan
simulaciones con distintos valores del umbral de humedad relativa para las nubes bajas,
de modo que se obtienen condiciones extremadamente frias o calidas. El conjunto de CI
resultantes abarcan medias globales iniciales de la temperatura del aire en super cie ( sat,
surface air temperature en inglés) que oscilan entre 40y 35°C. La Figura 3.2 muestra
la evolucion temporal de sat y como diferentes condiciones iniciales convergen hacia cinco
atractores diferenciados, que van desde una bola de nieve hasta un estado caliente sin
hielo marino.

Cada atractor corresponde a un clima cualitativamente diferente, que es el resultado
de la competencia entre diversos mecanismos no lineales e interacciones entre el océano,
la atmdsfera y el hielo marino. Se los denomina: Hotstate, un estado calido en el que el
hielo marino desaparece por completo, Warmstate, un estado templado similar a nuestro
planeta, con temperaturas intermedias, Coldstate, un un estado frio donde el hielo marino
se extiende hasta latitudes medias, Waterbelt, un cinturén de agua en el Ecuador. Existe
un quinto estado posible, denominado Snowball en el que todo el planeta esta cubierto
de hielo. En este ultimo atractor, no hay modos que describan mas del 4% de la varianza
total, mostrando la falta de una dinamica espacial marcada en este régimen (Brunetti
et al., 2019), razén por la cual no lo incluiremos en el analisis topolégico.

La tabla de la Figura 3.3 presenta los valores medios globales de la temperatura del
aire en super cie, la temperatura oceanica, la extension del hielo marino, la latitud del
limite del hielo marino, el balance en el tope de atmésfera y en la super cie del océano, y
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Figura 3.3: Valores medios globales de los distintos atractores promediados a lo largo de los Ultimos
100afios de simulaciones realizadas en (Brunetti et al., 2019).

el desequilibrio de la super cie oceanica del ujo de radiacién para los cuatro atractores
climaticos de los que nos ocuparemos en lo que queda del capitulo.

3.2. Series temporales atmosféricas y oceanicas

Numerosos estudios climaticos se basan en la perspectiva que considera que cada
registro local es pasible de ser visto como un oscilador caético que representa la dinamica
regional. Es mas, el atractor de Rossler presentado en el primer capitulo, también llamado
oscilador de Roéssler o "Rosselador' — el sistema cadtico mas simple que pueda concebirse—
ha sido utilizado como prototipo para estudiar al sistema climatico como una cadena de
osciladores acoplados por difusion (Groth et al., 2017).

Métodos como el M-SSA permiten examinar las propiedades espectrales cruzadas
de los registros climaticos de diversas variables en diferentes regiones, a través de un
puiiado de modos oscilatorios signi cativos en una multiplicidad de canales (cada variable
en un punto de grilla constituye un canal). Utilizando los componentes principales del
M-SSA para reconstruir un conjunto de series temporales, se obtiene una serie temporal
sustituta, menos ruidosa que las originales pero con relevancia estadistica. El resultado
obtenido permite obtener un “esqueleto’ robusto de la estructura del sistema dindmico bajo
estudio. La dimension del espacio de fases para este esqueleto es, desde ya, inferior a la
original, aportando una visién simpli cada del sistema, que busca retener, no obstante, los
mecanismos no lineales preponderantes.

La mezcla de variables asociada al analisis multicanal puede reducir el poder explicati-
vo del M-SSA. Por esta razon, es una practica frecuente hacer analisis separados por tipo de
variable (Groth et al., 2017), para obtener series temporales sustitutas consistentes, repre-
sentativas de cada subsistema. Nosotros trabajaremos con cuatro puntos de grilla elegidos
como representativos del planeta en su conjunto y con dos tipos de variables escalares:

= variables atmosféricas: temperatura del aire en super cie (sat), humedad especi ca
del aire en la super cie (qas), y precipitacion (prr).

= variable oceanica: temperatura de la super cie del mar (sst).
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Figura 3.4: Serie temporal de la variable atmosférica sat (temperatura de la super cie del aire),
sin ningun pre-procesamiento, para los cuatro atractores climaticos a estudiar.

El método multicanal de andlisis espectral nos permitird en consecuencia obtener una
sola serie temporal simpli cada, representativa del subsistema atmdsfera para cada atrac-
tor climatico, y una sola serie simpli cada del subsistema océano. La técnica de embebidos
permite a su vez reconstruir con ellas una nube de puntos, utilizando retardos temporales

av €stimados con AMI, donde a denota el atractory v el tipo de variable, y una dimension
minima npi, del espacio de fases reconstruido, que en principio también puede variar con
el atractor y con el tipo de variable utilizada.

3.2.1. Pre-procesamiento

En las Figuras 3.4, 3.5, 3.6, y 3.7 se observan las series temporales originales para las
variables atmosféricas (sat, gas, prry sst) en el punto (61 N; 59 E) para cada atractor. En
todas estas guras se observa una periodicidad caracteristica de los ciclos estacionales.
Los patrones estacionales son importantes, pero ya conocidos. Con el objetivo de encontrar
patrones no estacionales, eliminamos el ciclo estacional de los datos. En las Figuras 3.8
y 3.9, se presentan, la variable atmosférica sat (temperatura del aire en super cie) y la
variable ocednica sst (temperatura de la super cie del mar) una vez ltrado el ciclo esta-
cional. Trabajaremos a continuacion con todas las variables preprocesadas de esta manera.

Con el objeto de lograr una reduccion dimensional del espacio de fases, se aplica la técni-
ca M-SSA, descripta en la seccién 1.6. Para la implementacion del M-SSA, se utiliza el pa-
guete Melissa desarrollado por Mario Sandri (Sandri, 2003) para Wolfram Mathematica ©
y actualizado en https://git.cima.fcen.uba.ar/sciamarella/melissa-update
El cbédigo se ejecuta en el entorno gratuito de Jupiter Notebook a través del kernel
https://github.com/WolframResearch/WolframLanguageForJupyter (Wolfram
Engine).

Se consideraron como canales a las diferentes variables climatol6gicas en cuatro puntos
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Figura 3.5: Serie temporal de la variable atmosférica gas, sin ningin pre-procesamiento, para los
cuatro atractores climaticos a estudiar.

Figura 3.6: Serie temporal de la variable atmosférica prr, sin ningln pre-procesamiento, para los
cuatro atractores climaticos a estudiar.
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Figura 3.7: Serie temporal de la variable oceéanica sst, sin ningln pre-procesamiento, para los
cuatro atractores climaticos a estudiar.

Figura 3.8: Serie temporal de la variable sat (temperatura del aire en super cie) una vez ltrado
el ciclo estacional.
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Figura 3.9: Serie temporal de la variable sst (temperatura de la super cie del mar) una vez lItrado
el ciclo estacional.

representativos de las zonas del planeta: latitudes medias ( 21 N;59E) y (41 N;59 E),
Ecuador ( 1 N;59 E) y polos (61 N; 59 E). En el primer andlisis M-SSA se usaron como
canales a las 12 series temporales correspondientes a las variables atmosféricas, y en el se-
gundo se usaron las 4 series temporales correspondientes a la Ginica variable oceéanica, sst. !

Cumpliendo con los requerimientos para seleccionar el valorde M detallados en el capi-
tulo 1.6, se jo una ventanade M =60 para construir la matriz de trayectoria multicanal.
De acuerdo a lo establecido para el andlisis separado por tipo de variable, se utilizan 12
canales para las variables atmosféricas y 4 para las variables oceanicas. Los porcentajes
de varianza asociados a los autovalores para cada caso se muestran en la Figura 3.10. En
ambos gra cos se observa que los primeros 6 autovalores concentran casi toda la varianza
de la muestra. Los resultados de estos analisis permiten aproximar las series temporales
atmosféricas y oceanicas con una reconstruccion ( Y, e Yo, respectivamente) que usa los 6
primeros RCs del analisis multicanal. En las Figuras 3.11 y 3.12 se observan las series
Ya(t) e Yo(t), que es la suma de las reconstrucciones usando los 6 primeros autovectores
para cada atractor.

3.2.2. Nubes de puntos

El objetivo nal de este andlisis es distinguir atractores climaticos a partir de nubes de
puntos que constituyen una reconstruccion parcial de su dinamica oceanica y atmosférica.
El pre-procesamiento realizado excluye la caracterizacion de propiedades topolégicas
vinculadas al ciclo estacional o a la varianza asociada a las componentes que fueron
excluidas del andlisis al retener los primeros seis autovalores.

Las nubes de puntos que se someten al analisis topolégico son embebidos por retardos

1Cabe aclarar que el procedimiento habitual, cuando se dispone de una grilla de datos, consiste en proyectar
la grilla completa ponderada por el coseno de la latitud, sobre un subconjunto de modos espaciales mediante un
andlisis convencional de componentes principales. Esta compresion reduce el costo computacional del analisis
M-SSA subsiguiente (Dettinger et al., 1995; Moron et al., 1998; Groth et al., 2017).
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(@)

(b)

Figura 3.10: Porcentajes de varianza asociados a los autovalores de las variables atmosféricas
(arriba) y para las variables oceanicas (abajo).

Figura 3.11: Series reconstruidas usando los 6 primeros RCs para cada atractor.
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Figura 3.12: Series reconstruidas Y, usando los 6 primeros RCs para cada atractor.

temporales (ver seccion 1.5) utilizando los primeros 1000dias de cada una de las series
reconstruidas en la seccién anterior, en las Figuras 3.11y 3.12.

Con el objetivo de reconstruir el espacio de fases que representa parcialmente a cada
atractor, se tomo la ventana temporal T,, = [0;1000]y se aplico el algoritmo NolLitsa a
cada embebido con retardo temporal =14, =16, =10y = 20, correspondientes
a los atractores del hotstate, warmstate, coldstate y waterbelt, respectivamente. La
dimension que surge del resultado de Nolitsa aplicado a los cuatro embebidos es de
3 para todos los atractores. Desde ya, esto no signi ca que los datos originales tengan
esta dimension. Es un resultado que esta sujeto al pre-procesamiento de las series y a
su reconstruccién, teniendo también en cuenta las ventanas temporales utilizadas para
construir el embebido. El resultado obtenido expresa que tres dimensiones son su cientes
(no existen auto-cruces) para caracterizar topoldgicamente la dinamica contenida en las
series temporales reconstruidas con 1000dias.

En las Figuras 3.13 y 3.14 se muestran las series temporales y sus correspondientes
embebidos en R® para las variables atmosféricas y oceanicas, respectivamente.

3.3. Homologias persistentes y atractores climaticos

El empleo de diagramas de persistencia para establecer marcadores o indices topologi-
cos ha sido previamente utilizado para clasi car proteinas (Cang et al., 2015), apelando
a la construccion de vectores con valores de una seleccién de indices o marcadores que
permiten seleccionar rasgos distintivos. En esta seccidn, presentaremos los diagramas de
persistencia para las nubes de puntos obtenidas en la seccién anterior. Luego procederemos
a la construccion de marcadores relacionados con los intervalos de Betti de los diagramas,
y por ultimo, haremos un analisis comparativo de los cuatro atractores en términos de los
marcadores topoldgicos previamente de nidos.
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Figura 3.13: Variables atmosféricas: A la izquierda se observan las series temporales de cada atrac-
tor para las reconstrucciones de la Figura 3.11 en la ventana temporal Ty =[0;1000] A la derecha
se muestran los embebidos de retardo temporal: = 14 (Hotstate), = 16 (Warmstate), = 10
(Coldstate) y =20 (Waterbelt).
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