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Resumen

La Gravedad Teleparalela (GT) describe la interaccion gravitatoria a través de la torsion
de una conexion plana. El campo dindmico es la tétrada (en 3 + 1 dimensiones), una colec-
cion de vectores que forman un marco Minkowski-ortonormal en todo el espacio-tiempo.
Dentro de la GT, se destaca el Equivalente Teleparalelo de la Relatividad General (ETRG),
la teorfa que surge de tomar como Lagrangiano al escalar de Weitzenbock T', una cantidad
cuadrdtica en derivadas de la tétrada, que difiere de la curvatura escalar en una divergencia
total. De esta manera, se obtiene una descripcion equivalente a la de la RG donde no hay
curvatura, y la gravedad se canaliza a través de la torsion. En el ETRG, la tétrada tiene los
mismos grados de libertad que la métrica, debido a la simetria plena ante transformacio-
nes de Lorentz locales. Esta simetria no se manifiesta a nivel de la accién, aunque si en las
ecuaciones dindmicas, ya que el Lagrangiano produce términos de borde ante este tipo de
transformaciones. La gravedad f(T) consiste en generalizar el Lagrangiano del ETRG, me-
diante una funcién arbitraria del escalar de Weitzenbock. En estas teorias, la simetria local
se encuentra comprometida, ya que los términos de borde que se generan quedan atrapa-
dos en la funcién a considerar, dando lugar a variaciones no triviales. Esta tesis se desarrolla
en este contexto, centrdndonos en las soluciones que tienen T constante y que conducen a
la misma métrica que resuelve las ecuaciones de la RG, soluciones que denominamos im-
propias, puesto que no modifican la dindmica. Estas tétradas resuelven las ecuaciones de
campo para una familia amplia de funciones f, que contienen al ETRG, por lo que resul-
tan un medio adecuado para estudiar soluciones no deformadas, pero que se encuentran
afectadas por la pérdida de la invariancia local. En este trabajo se establecen las condicio-
nes de juntura (CJ]) apropiadas para estas soluciones, expresadas en términos intrinsecos y
covariantes, y se implementan en modelos de colapso en 2 + 1 dimensiones, y para estudiar
el exterior de una estrella estatica inmersa en un fondo cosmolégico (Einstein-Straus). Ade-
mas de reobtenerse las condiciones correspondientes al tratamiento de la RG, surgen otras
que impactan a nivel de los marcos. Se espera que las CJ en el caso libre de fuentes sobre la

juntura sean también fructiferas en contextos mds generales.
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Abstract

Teleparallel Gravity (TG) describes the gravitational interaction through the torsion of
a flat connection. The dynamical field is the tetrad (in 3 + 1 dimensions), a collection of
vectors constituting a Minkowski-orthonormal frame on the whole space-time. Within TG,
the Teleparallel Equivalent of General Relativity (TEGR) stands out, the theory that arises
from taking the Weitzenbock scalar T as the Lagrangian, a quadratic quantity in derivati-
ves of the tetrad, which differs from the scalar curvature by a total divergence. In this way,
a curvatureless description equivalent to that of GR is obtained, where gravity is channe-
led through torsion. In the TEGR, the tetrad has the same degrees of freedom as the metric,
due to the full symmetry with respect to local Lorentz transformations. This symmetry does
not manifest at the level of the action, although it does in the dynamical equations, as the
Lagrangian gives rise to boundary terms under such transformations. f(7T) gravity consists
of generalizing the TEGR Lagrangian via an arbitrary function of the Weitzenbdck scalar.
In these theories, the local symmetry is compromised, since the boundary terms become
trapped inside the considered function, leading to non-trivial variations. This thesis is fra-
med within this context, focusing on solutions with constant T that yield the same metric
that solves the GR equations, solutions we refer to as improper since they do not modify
the dynamics. These tetrads solve the field equations for a broad class of functions f, which
include the TEGR, making them a suitable means for studying undeformed solutions that
are nonetheless affected by the loss of local invariance. In this work, suitable junction con-
ditions (JCs) for these solutions are established, expressed in intrinsic and covariant terms,
and implemented in collapse models in 2 + 1 dimensions, and for studying the exterior of a
static star embedded in a cosmological background (Einstein-Straus model). In addition to
recovering the conditions corresponding to the GR treatment, new ones arise that impact
the frames. We expect that these JCs will also be adequate in the general setting (arbitrary f)

in the absence of surface layers of matter.

Keywords: Modified Gravity, f(T) Gravity, Junction Conditions.
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Introduccion

La Relatividad General (RG) [1, 2] es la teoria de gravedad cldsica mds ampliamente acep-
tada hasta el momento, y es el marco en el que se desarrollan las teorias de campos con-
temporaneas. Describe la interaccidn gravitatoria a través de la estructura geométrica del
espacio-tiempo, dictaminada por la materia-energia presente. El gran fisico John Archibald

Wheeler lo pronuncio6 de la siguiente manera [1]:

“El espacio-tiempo le indica a la materia como moverse; la materia le indica al

espacio-tiempo como curvarse.”

Precisamente, en ese contexto la gravedad se canaliza a través de la curvatura del espacio-
tiempo, que en términos geomeétricos se trata de la curvatura asociada a la conexion de Levi-
Civita T, dada por el tensor métrico g, el campo dindmico de la teoria, que consiste en un
producto interno sobre el plano tangente en cada punto.

Sin embargo, la RG presenta problemas importantes e inconclusos, como la admisibi-
lidad de soluciones singulares, y la falta de una explicacién acerca de la naturaleza de la
materia y la energia oscuras. Adicionalmente, no parece ser el medio adecuado para una
teoria cudntica de la gravedad. Por estos motivos, existen multiples lineas de investigacién
orientadas a desarrollar teorias de gravedad que lidien con estos problemas. No obstante, es
imperativo reconocer que actualmente la RG es la teoria que mejor describe el Universo que
observamos, asi que para que estas lineas resulten apropiadas deben conducir a las mismas
predicciones en su amplio rango de validez. Esta tesis se desarrolla en una de ellas, denomi-
nada la gravedad f(T) o teorias f(T) [3, 4], que consiste en generalizar el Lagrangiano del
Equivalente Teleparalelo de la Relatividad General (ETRG) [5], una descripcion distinta pero,
como sunombre lo indica, equivalente de la RG. Estas teorias, que introducimos a continua-
cién, se enmarcan en el contexto de la Gravedad Teleparalela (GT) o Teleparalelismo.

A pesar de la contundencia de la frase anterior, actualmente se conocen varias maneras
de concentrar el contenido geométrico del espacio-tiempo en diversas cantidades genuina-
mente distintas de la curvatura. Esto da lugar a diversas teorias gravitatorias equivalentes a
la RG, cuyos campos dindmicos guardan la informacion gravitatoria-inercial de forma dis-
tinta, permitiendo entender estos fenémenos desde diferentes perspectivas [6]. En particu-

lar, en la GT la curvatura del espacio-tiempo es completamente nula, condicién asegurada



como consecuencia de considerar la conexion de Weitzenbéck, quedando la gravedad expre-
sada a través de la torsion. En este marco el campo dindmico es la tétrada (en 3+1 dimensio-
nes) o vielbein (en general), que se trata de una paralelizacién del espacio-tiempo, es decir,
de una coleccion de campos vectoriales que generan una base del espacio tangente en cada
punto, que ademads es ortonormal en el sentido de Minkowski. A partir de una tétrada, es
inmediato construir un tensor métrico, por lo que resulta un objeto més primordial.

Una caracteristica central del ETRG es que el campo dindmico posee una simetria local,
asociada a las transformaciones que respetan la estructura de marco ortonormal, que son
exactamente las transformaciones de Lorentz locales, es decir, transformaciones que punto
a punto son matrices del grupo de Lorentz. Concretamente, los vectores de la tétrada se
comportan como las componentes de un covector frente a este tipo de transformaciones.
Esto introduce la nocién de tensores de Lorentz, es decir, de cantidades cuyas componentes
transforman de esa manera ante transformaciones locales de este grupo. Si bien la tétrada es
un objeto més fundamental que la métrica, en el ETRG tienen la misma cantidad de grados
de libertad, precisamente por la existencia de esta simetria local. Dicho de otra manera, la
simetria local nos dice que, dada una tétrada, cualquier otra que esté vinculada mediante
una transformacion de Lorentz local va a reproducir la misma métrica, y que, por lo tanto,
ambas descripciones tienen la misma informacién.

A partir de la tétrada, es posible construir el denominado escalar de Weitzenbéck T, com-
puesto por sus derivadas primeras, que difiere del escalar de curvatura de la conexién de
Levi-Civita en una derivada total. Contrariamente a lo que su nombre indica, s6lo se com-
porta como un escalar ante transformaciones de Lorentz globales (y ante cambios de coor-
denadas). El ETRG se basa en considerar a esta cantidad como una densidad Lagrangiana,
resultando asi en una teoria equivalente a la RG. Se denomina ademads teleparalela ya que
la ausencia de curvatura, que asegura la conexion de Weitzenbdck, establece una nocion de
teleparalelismo absoluto, en donde un vector es transportado paralelamente si y s6lo si sus
componentes proyectadas a la tétrada son constantes, lo que permite comparar facilmente
vectores en distintos espacios tangentes. Es crucial remarcar que, si bien la accién resultan-
te no respeta directamente la simetria local, es invariante a menos de un término de borde,
por lo que ésta si se evidencia a nivel de las ecuaciones dindmicas. Este es un hecho clave, y
tiene consecuencias importantes en el contexto modificado.

La Gravedad f(T) fue inspirada [7] por las teorias f(R) [3], que consisten en reemplazar
la densidad Lagrangiana de la RG, el escalar de escalar (de Levi-Civita) R, por una funcién
arbitraria de ésta. Las teorias f(7) son sumamente recientes, y al igual que con las teorias
f(R), todavia no se sabe cudl modificacion (si acaso una sola) es la indicada para resolver
los problemas de la RG. En particular, se destacan las modificaciones de tipo Born-Infeld
[8], que permiten obtener modelos cosmolégicos regulares (sin Big Bang), cuya expansion

inicial exponencial se puede describir de manera geométrica, sin necesidad de introducir



potenciales inflacionarios [7]. Otra caracteristica de estas modificaciones es que logran re-
gularizar soluciones de agujero negro [9]. Adicionalmente, fueron introducidos otros tipos
de modificaciones con el objetivo de describir la etapa acelerada actual del Universo sin la
necesidad de introducir energia oscura [10, 11]. Ademds de contener estas soluciones, otro
rasgo atractivo de estas teorias es que sus ecuaciones dindmicas resultan siempre de segun-
do orden.

Un hecho central de estas teorias es que modificar el ETRG mediante una funcién f
tiene como consecuencia una ruptura parcial de la invariancia local de Lorentz, implicando
que no toda tétrada, incluso aunque reproduzca la ‘métrica correcta), resulte solucién de las
ecuaciones dindmicas. Es decir, la teoria modificada se vuelve sensible a la orientacion local
de la tétrada. Por lo tanto, a diferencia del ETRG, en estas teorias la métrica pasa a tener
un rol completamente secundario. La razén de esto radica en que, como adelantamos, el
escalar de Weitzenbdck no se comporta como un escalar respecto de las transformaciones
de Lorentz locales. Precisamente, luego de la aplicaciéon de una transformacion local, las
variaciones sobre éste quedan atrapadas en la modificacién f, y por lo tanto la variacion
de la accién resulta no trivial. Teniendo esto en cuenta, una pregunta natural es si se puede
caracterizar la simetria que persiste luego de considerar una modificacion. Una respuesta
parcial nos lleva al concepto de simetrias remanentes [12], dadas por las transformaciones
de Lorentz locales que dejan invariante el escalar de Weitzenbdck, es decir, aquellas que no
dan origen al mencionado término de borde.

La pérdida de la invariancia local ha sido extensamente discutida en la bibliografia [13],
y en algunos trabajos se la considera como una caracteristica no deseable. Por este motivo,
existen diferentes versiones covariantizadas (respecto del grupo de Lorentz local) de estas
teorias, es decir, donde la invariancia local persiste a nivel de las ecuaciones dindmicas (y
en algunas versiones se la promueve a nivel de la accion, algo que no ocurre en el ETRG),
con el objetivo de poder usar cualquier tétrada, siempre y cuando reproduzca una misma
meétrica. Sin embargo, para llevar a cabo estas covariantizaciones se requiere del agregado
de variables cuya dindmica resulta oscura [14, 15].

En el marco de esta tesis, nos ocupamos de estudiar un aspecto crucial de ésta y cual-
quier otra teoria fisica: la determinacion de las condiciones de juntura (CJ). Estas indican c6-
mo debe ser la transicion del campo dindmico a través de una division entre dos regiones,
denominada hipersuperficie de juntura. Su relevancia estda en que puede ser mds sencillo
resolver un problema separadamente, pero en tal caso es necesario vincular ambas solucio-
nes. Particularmente, nos ocupamos de los casos en los que la hipersuperficie de juntura es
espacial o temporal, dejando afuera el caso nulo para un futuro trabajo. Esta cuestion fue
discutida originalmente en [16] y posteriormente en [17, 18]. Sin embargo, consideramos
que las CJ que presentan son insatisfactorias, principalmente porque no indican c6mo se

deben elegir las tétradas de cada lado, lo cual es crucial en el contexto de la pérdida de la



invariancia local, y segundo porque no se encuentran expresadas en términos intrinsecos
a la hipersuperficie de juntura (involucrando cantidades definidas sobre la superficie), por
lo que sélo resultan aplicables a casos en los que se use un mismo sistema de coordenadas.
Las CJ que presentamos en esta tesis apuntan a resolver estos conflictos, y en el proceso, a
tratar el caso de fuentes superficiales, algo que fue ignorado previamente.

Para entender su fundamento, es necesario discutir primero las CJ de la RG. Estas fue-
ron establecidas, para soluciones expresadas en coordenadas admisibles, o normales, por
Lanczos (1922) y por Lichnerowicz (1955) [19], y paralelamente en términos de cantidades
intrinsecas por Darmois (1927) y por Israel (1966) [20]. La raz6n de las separaciones den-
tro de cada conjunto es que en cada instancia se dieron condiciones considerando o no la
presencia de fuentes superficiales. En [21] se encuentra una resefia integral de estas C] y
de su equivalencia. Respecto de cada una, las de Lichnerowicz-Lanczos (LL) consisten en la
continuidad del campo dindmico y en un salto en la derivada normal en presencia de capas
superficiales de materia, pero estd limitada al uso de cierto tipo de coordenadas, mientras
que las de Darmois-Israel (DI) consisten en la continuidad de la primera forma fundamental
(la métrica inducida) y en un salto en la segunda forma fundamental (la curvatura extrinse-
ca), determinado por las fuentes superficiales. Las CJ de este trabajo consisten en desglosar
las CJ de DI, expresandolas en términos de la tétrada y sus derivadas, e introduciendo can-
tidades nuevas para escribirlas de manera intrinseca y covariante. De esta manera, queda
asegurado que se recuperen las mismas condiciones en el ETRG. Remarcamos, empero, que
las CJ desarrolladas aqui no son s6lo una traduccion de las de DI al lenguaje teleparalelo,
sino que ademads estdn enriquecidas con la indicacién de como se deben elegir las tétradas,
siguiendo el mismo paradigma que en [18].

La contracara de esta propuesta es que, llamativamente, las C] no dependen de la mo-
dificaciéon f empleada, por lo que en principio s6lo se espera que valgan para soluciones
‘de tipo de la RG’. Esto no significa que su validez se reduzca exclusivamente al ETRG; por el
contrario, en este trabajo ademads caracterizamos las modificaciones (las teorias) que con-
tienen las soluciones de la RG, que de hecho forman familias bastante amplias, donde cru-
cialmente, no exhiben la simetria local completa que disfruta el ETRG. Estas modificaciones
albergan soluciones que reproducen la misma métrica que resuelve las ecuaciones dindmi-
cas de la RG, soluciones que denominamos soluciones impropias, puesto que no deforman
la dindmica.

Luego de postular las CJ, estudiar sus propiedades y caracterizar las modificaciones en

las cuales se espera que valgan, las implementamos en los siguientes escenarios:

e Laformacién de un agujero negro no rotante en 2 + 1 dimensiones, como consecuen-

cia del colapso de materia compuesta por polvo, distribuida como:

(i) un disco is6tropo y homogéneo,

(ii) una capa delgada superficial en la interfase de juntura.



» Elmodelo de Einstein-Straus, que describe a una estrella estdtica inmersa en un fluido
que satisface el principio cosmolégico, también compuesto por polvo, separados por

una burbuja esférica de vacio.

En todos estos casos la hipersuperficie de juntura es dindmica y estd dada por el borde del
polvo. Para el colapso del disco [22], se modela al fluido con una solucién de tipo Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), con seccion espacial arbitraria y constante cosmolo-
gica negativa, inmerso en un exterior vacio, estatico y esféricamente simétrico, asumien-
do la misma constante cosmolégica, que se describe mediante la geometria de Bafiados-
Teitelboim-Zanelli (BTZ) [23, 24]. Por otra parte, para el colapso de la capa delgada [25] se
utiliza la solucién de BTZ, nuevamente con constante cosmolédgica negativa, tanto para la
parte interior como para la exterior al fluido, describiendo la interfase como una densidad
de materia-energia superficial. Por tltimo, el modelo de Einstein-Straus [26, 27] se lleva a
cabo con la solucién de Schwarzschild, que describe un vacio estético y esféricamente si-
métrico en 3 + 1 dimensiones, y con la geometria de FLRW con secci6n espacial plana y sin
constante cosmologica, que describe la region ocupada por el fluido.

Estos ejemplos son excelentes opciones para estudiar el problema de juntura en teorias
de gravedad modificada, ya que proveen un escenario balanceado entre sofisticacién, desde
un punto de vista fisico, y relativa sencillez. Exceptuando el colapso de la capa circular de
polvo, las soluciones interiores y exteriores involucradas se describen con geometrias dis-
tintas, aunque comparten muchas simetrias, lo que produce que las cantidades a calcular
de cada lado sean radicalmente distintas, evitando condiciones que se implementen auto-
maticamente. Respecto de los dos primeros ejemplos, en 2 + 1 dimensiones la gravedad es
notablemente mds accesible, y particularmente el segundo es un escenario relativamente
sencillo que permite la aplicacion del formalismo para capas superficiales. Este beneficio
no esta presente en el modelo de Einstein-Straus, y si bien no se refleja directamente en el
marco de la RG, silo hace en el contexto teleparalelo (las soluciones cosmoldgicas son rela-
tivamente mds intrincadas [28]), por lo que sélo tratamos el caso donde el fluido se describe
con una cosmologia FLRW de curvatura espacial nula.

La organizacion de la tesis es la siguiente. En el capitulo 1 describimos el marco de la RG,
cubriendo con detalle las CJ de DI y la aplicacion de éstas a los ejemplos estudiados, para
luego poder compararlos con el subsecuente tratamiento teleparalelo. Como introduccion
alas teorias de gravedad modificada, delineamos brevemente los problemas de la RG y cué-
les son sus extensiones mds inmediatas. Continuando, en el capitulo 2 cubrimos el lenguaje
y las nociones bdsicas de la GT, especificamente del ETRG y de las teorias f(7), comenta-
mos ciertos intentos de obtener versiones covariantes de estas teorias, e introducimos en
la dltima seccidn las familias de modificaciones centrales del trabajo, a partir de las cua-
les se contemplan las soluciones de la RG, en el sentido previamente discutido. Habiendo

sentado estas bases, en el capitulo 3 establecemos y contextualizamos las CJ propuestas,



senalando las diferencias y ventajas respecto de las preexistentes, y discutimos una propie-
dad fundamental de ellas, la estabilidad, que describe cobmo se comportan respecto de la
simetria local y de su ruptura'. En el capitulo 4, implementamos las CJ en los ejemplos pre-
sentados, luego de hallar soluciones impropias para cada region, y examinamos también
c6mo se comportan las junturas al realizar cambios de marcos. Finalmente, discutimos los
resultados obtenidos e indicamos algunos caminos para continuar este estudio.

El aporte original de este trabajo se encuentra concentrado en los capitulos 3 y 4, pero
también destacamos la extensiéon de un resultado conocido de la literatura, ubicado en la

ultima seccion del capitulo 2.

En la literatura, la estabilidad de las CJ tiene otro significado, refiriéndose a cémo se comporta la juntura
ante perturbaciones de las soluciones involucradas. En esta tesis, nos referimos por estabilidad a la compati-
bilidad de las CJ respecto de la simetria local.



Capitulo 1

Relatividad General

Antes de tratar con el ETRG y sus modificaciones, es necesario contextualizarse en el
mundo de las teorias de la gravedad modernas, entendiendo sus origenes y fundamentos,
asi como sus proezas y sus falencias. Comencemos entonces cubriendo brevemente el len-
guaje y los conceptos fundamentales de la teoria de gravedad de Einstein, la RG. Los puntos
claves de esta teoria son la libertad de eleccion de sistema de referencia tanto para la des-
cripcién como para la observacion de fen6menos fisicos, como asi también el hecho de que
la gravedad es localmente una fuerza ficticia, permitiendo la existencia de sistemas de refe-
rencialocales donde puede eliminarse por completo. Se trata de la teoria de gravedad clésica

mads exitosa y ampliamente aceptada.

1.1. Fundamentos

La RG [1, 2] (1915) fue publicada por Einstein diez afios después de su segundo gran
éxito, la Relatividad Especial (RE), que surgié en un contexto de alto conflicto entre las teo-
rias contempordneas. Los fendmenos del Universo eran entendidos a través de la mecénica
Newtoniana (MN) y las leyes del Electromagnetismo (EM). Sin embargo, estas teorias eran
incompatibles entre si, principalmente porque no compartian las mismas reglas de trans-
formaciéon entre sistemas inerciales, es decir, sistemas en los que valen esas leyes fisicas.
Para el EM el grupo de simetrias es el de Poincaré, compuesto por las traslaciones, las trans-
formaciones ortogonales y las transformaciones de Lorentz, que tienen un rol protagénico.

Todas éstas son las transformaciones que preservan el producto interno de Minkowski
n = diag(-1,1,1,1). (1.1)

En cambio, el grupo de simetrias de la MN es el de Galileo, que s6lo contiene las traslaciones
y alas transformaciones ortogonales. Como consecuencia de esta disparidad se dio el iconi-

co conflicto entre las descripciones de la luz de cada teoria. Segun la MN, ésta se trata de una



onda que se propaga en un medio, denominado el éter, mientras que segun el EM se trata
de una perturbacién del campo electromagnético, y no de un medio, que viaja siempre con
la misma velocidad ¢ (en un mismo fondo). El problema es aparente cuando uno observa
que desde la MN deberia haber un sistema de referencia en el que el éter no percibe ningu-
na perturbacion. Fueron los experimentos, como el de Michelson y Morley, que observaron
efectivamente que la luz viaja siempre a la misma velocidad sin importar el sistema de re-
ferencia, descartando la concepcion del éter, materializando el punto de quiebre. Einstein
tenia 3 ingredientes a su disposicion: las teorias ‘fundamentales’ del momento funcionaban
bien por si solas; la velocidad de la luz aparentaba ser constante; y las leyes de transforma-
cioén entre sistemas inerciales del EM se reducen a las de la MN en el limite de velocidades
bajas. Einstein logré con estos hechos fabricar una obra revolucionaria, razonando que la
Unica manera de conciliar la mecdnica corpuscular con el electromagnetismo era conside-
rando una teoria con el mismo grupo de transformaciones entre referenciales inerciales, el
grupo de Poincaré. Adoptando este grupo extrafio para describir la dindmica de un cuerpo,
Einstein formul6 la RE, la cual logré resolver estos conflictos, pero que a su vez trajo mas
interrogantes.

No obstante, la RE no tiene la ranura adecuada para contemplar la interaccion gravitato-
ria. La manera de extender esta teoria para incluir fen6menos gravitatorios fue a través de la
RG, una teoria basada en 4 principios o pilares [1, 29, 30], que constituyen tanto su fortaleza

como su rigidez:

(PR) Principio de la relatividad,
(PCG) Principio de covarianza general,
(PE) Principio de equivalencia,

(PC) Principio de correspondencia.

El principio (PR) consiste en que todas las leyes fisicas deben coincidir en cualquier sistema
de referencia. Esto pone en pie de igualdad a todos los observadores, y se formaliza en el
principio (PCG), pidiendo que las ecuaciones de campo sean covariantes ante cambios de
coordenadas. Esto no significa que las ecuaciones deban ser invariantes ante un cambio
de coordenadas, sino que sean invariantes de forma, permitiendo a todos los observadores
describir la dindmica de la misma manera (todos computan los mismos tensores y otras
cantidades).

Los principios (PR) y (PCG) conceden al usuario la libertad de elegir cualquier sistema
de referencia, pero no suprimen la existencia de descripciones mas favorables que otras. Las
descripciones basadas en las simetrias de un dado problema son un buen ejemplo, pero no
son todas. A modo de ilustracién, contemplemos que la mecdnica Newtoniana admite la

forma
F =ma, (1.2)



sélo en sistemas de referencia inerciales. Si se elige adoptar una descripcion no inercial, en-
tonces es necesario agregar ‘fuerzas ficticias’ (Coriolis, mareas, centrifuga) para describir la
misma dindmica que un observador que si es inercial. Vemos que para que ambas descrip-
ciones coincidan construyendo los mismos tensores y otros objetos, seria necesario consi-
derar una cantidad que de alguna manera detecte el tipo de sistema de referencia, apagan-
dose si es inercial e induciendo los términos ‘ficticios’ si no. En esta linea, el gran problema
de la MN es que no hay manera de determinar si un observador es inercial sin antes anclar
otro sistema de referencia relativo. Mds ain, es sabido que un campo gravitatorio constante,
digamos el que percibe un objeto en caida libre, puede eliminarse por completo simplemen-
te tomando un sistema de referencia fijo al objeto. En ese sistema de referencia, todo a su al-
rededor encuentra en reposo (asumimos que es neutro respecto de otras interacciones). En
términos técnicos, decimos que la gravedad siempre se puede eliminar localmente, donde
la localidad contempla la regién en que el campo gravitatorio sea aproximadamente cons-
tante. Este efecto es exclusivo de la interaccién gravitatoria, puesto que todos los cuerpos
caen de la misma manera en presencia de un campo gravitatorio constante, sin importar su
composicion o tamafo. Este es precisamente el contenido de la versién débil del principio
(PE), que formalmente establece que las masas gravitatoria (como carga de una interaccion)
e inercial (que cuantifica la transferencia de cantidad de movimiento), son lo mismo. Dicho
de otra manera, objetos con las mismas condiciones iniciales, sometidos inicamente a gra-
vedad, siguen las mismas trayectorias, sin importar su naturaleza.

En vista de la no-universalidad de la definiciéon de un sistema inercial, Einstein la refor-
mulé de la siguiente manera: un observador es inercial si admite algin sistema de coorde-
nadas (1, x, y, z) en el que experimenta el mismo intervalo (diferencial) que el de Relatividad
Especial (RE):

ds® = —c*dt* +dx* +dy* + dz°, (1.3)

donde notablemente no hay gravedad, y por lo tanto todo objeto se encuentra en caida libre.
Notar que, por definicion, el grupo de Poincaré es el que preserva esta estructura. El prin-
cipio (PE) en su forma fuerte establece que todo evento en el espacio-tiempo debe admitir
un sistema de referencia donde el elemento de linea toma esa forma en ese punto, un siste-
ma localmente inercial. Es decir, todo observador debe admitir un sistema de referencia en
cuya cercania todo esté en caida libre.

Por ultimo, el principio (PC) consiste en admitir que la MN es suficientemente buena
en el régimen de campo gravitatorio débil y velocidades bajas, estableciendo que debemos
recuperar las mismas descripciones en ese limite, a menos de correcciones. De una manera
enredada, el principio (PC) fija una especie de condicién de contorno para cualquier teoria

gravitatoria satisfactoria, como lo hace la termodindmica a la fisica estadistica.



1.2. Cuerpos en caida libre

El principio (PE) implica que todo objeto, experimenta localmente una especie de caida
libre perpetua. Esto motivo a Einstein a pensar a la gravedad como un efecto geométrico.
La manera que encontré de cuantificar este efecto, compatibilizando los principios ante-
riores de manera cohesiva, fue a través de una teoria cuyo campo dindmico es el tensor
meétrico g, que generaliza el concepto de intervalo (1.3), en donde la gravedad se exhibe ya
no como una fuerza en un espacio-tiempo preexistente, sino como una consecuencia de
su estructura geométrica. Para eso, model6 al espacio-tiempo como una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g), es decir, una variedad donde el tensor métrico tiene signatura Loren-
tizana (la misma que la de (1.1)), donde la geometria del espacio se codifica precisamente
en la curvatura Riemanniana ‘¢ R® 8 asociada a la conexién métrica' €'T. La métrica g, que
es un tensor simétrico, consiste en un producto interno en cada fibra del fibrado tangente

de la variedad M. En coordenadas locales x, se escribe
g=gapdx*0dxP, (1.4)

donde g,p = g(dq,0p) son las componentes locales, que generalizan el concepto de poten-
cial gravitatorio Newtoniano. Los indices griegos representan componentes de tensores res-
pecto del grupo de transformaciones de la RG, que es el grupo de difeomorfismos (cambios
de coordenadas). A partir de la métrica (o incluso el elemento de linea (1.3)), la manera de

medir tiempos y longitudes propios entre dos eventos Ay B es a través de

A
[=inf Vg ),y (A)dA (1.5a)
A

A

para eventos separados espacialmente, y de

AB
T= Squa V=g (D),v A)dA, (1.5b)
Y A

si la separacion es temporal, donde el infimo/supremo se toma sobre curvas siempre es-
paciales/temporales y A4 y Ap son los valores de sus pardmetros afines en cada evento. La
curva que extrema el intervalo (1.5) (para eventos separados por curvas nulas el intervalo
vale 0) se denomina curva geodésica, o simplemente geodésica. En el caso de separacion
temporal, el intervalo se interpreta como una longitud signada de la curva recorrida por un
objeto de prueba, con velocidad 4’ = u. Estas curvas particulares tienen la propiedad de
que no tienen aceleracion, lo que las convierte en perfectos candidatos para parametrizar
las trayectorias de los objetos que cumplen el principio (PE)

El objetivo de extremar las integrales en (1.5), invita a interpretarlas como un funcio-

1En esta tesis, nos referimos por métrica a la conexion de Levi-Civita.
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nal e invocar sus ecuaciones de Euler-Lagrange, que en este caso constituyen la ecuacion
geodésica:
i+ @1 uuf =0, (1.6)

donde i} = u%d,ut, y (g)l“i 5 son los simbolos de Christoffel de la conexién métrica @y,
dados por

1
(g)riﬁ = ngla (aagaﬁ + aﬁgaa - aagaﬁ) . 1.7)

En el lenguaje libre de coordenadas, la ecuacion (1.6) se escribe como
©v,u=0, (1.8)

y se interpreta como que el cambio covariante de la velocidad de un objeto en esa misma

direccion debe ser nulo. En el contexto plano (RE), esta ecuacion se reduce a
OV, u=u’d,u=1u=0,

que es precisamente la ecuacién de movimiento de un objeto libre, justificando la utiliza-
cion de geodésicas como generalizacion de curvas con aceleracién nula, es decir, trayecto-
rias de objetos en caida libre. Como las trayectorias se obtienen a partir de la conexién, y ésta
a su vez de la métrica, el objetivo de la RG se traduce en determinar el par (M, g), dada una
distribucién de materia-energia, que es la fuente que curva el espacio-tiempo. Las ecuacio-
nes que que describen el entramado entre la gravedad (geometria) y la materia-energia son
las ecuaciones de Einstein,

Gop+ Agap =KOqp, (1.9)

donde Gup = Rap— %Rga s es el tensor de Einstein, A la constante cosmoldgica, k = S’C’—A,G, con

G la constante de gravitacion universal de Newton y ¢ la velocidad de la luz, y ©44 el tensor

de energia-momento, definido como

_2L¢[¢,<g)v¢;g1 . 2 0(,/~8Ly)

Oup=2— 5 ~Leger= =505 (1.10)

con Ly la densidad Lagrangiana de algin campo de materia ¢ y g el determinante de la
métrica. En teoria de campos en el espacio de Minkowski, el tensor de energia-momento
surge como la corriente conservada asociada a la simetria continua de traslacién. A pesar
de que esta simetria no esta presente en el caso de una variedad M arbitraria, puede ver-
se que la eleccién (1.10) hace que la accién de materia sea estacionaria ante traslaciones
infinitesimales si y s6lo si el tensor es conservado (‘©'V,0% = 0) [29]. De esta manera, si
admitimos estas simetrias, el tensor de energia-momento resulta definido simétrico y con-
servado, al igual que el tensor de Einstein G4 (las identidades de Bianchi se condensan en
®V,GY =0).
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Desde el punto de vista variacional, las ecuaciones de Einstein (1.9) se obtienen a partir
de la accion [2]
S[gl = Suk + Syeu + S¢» (1.11)

variando respecto de las componentes de g, bajo la condicién 6glsrs = 0, es decir, fijando

algun valor para la métrica en el borde. La primera cantidad es la accion de Hilbert-Einstein

2K SHE = f (®R-2A)\/—gd*x, (1.12)
M

que da lugar al lado izquierdo de (1.9). Notar que en unidades naturales (donde G =1 =,
y por lo tanto x = 87), la constante cosmoldgica tiene las mismas unidades que el escalar
de curvatura, de longitud inversa al cuadrado. La segunda es la acciéon de borde de York-

Gibbons-Hawking
KSYGH=faM€(K—Ko)\/|h|d3y, (1.13)

que, a pesar de no contribuir a las ecuaciones dindmicas, permite que el problema varia-
cional esté bien planteado” atin en el caso de que la variedad tenga borde. En (1.13), e = 1
donde .M sea una hipersuperficie temporal (donde la normal sea un vector espacial) y
€ = —1 donde sea espacial’ (donde la normal sea un vector temporal), & es el determinante
de la métrica inducida en M y K y Kj la traza de la curvatura extrinseca del borde 0. M
(todas estas cantidades se introducen mas adelante en la siguiente seccion), embebidas en
My en el espacio-tiempo asintético (e.g. Minkowski o Anti-de Sitter), respectivamente. Por

ultimo, la tercera cantidad es la accién de materia

Sp=| Lelp, ®Ve;gly/~gd'x, (1.14)
M

que da lugar al lado derecho de (1.9), bajo la definicién (1.10).

1.3. Condiciones de Juntura

Las ecuaciones de Einstein (1.9) forman un sistema de ecuaciones diferenciales no li-
neales de segundo orden para la variable dindmica g, por lo que hallar soluciones resulta
una tarea ardua, especialmente en ausencia de simetrias. Sin embargo, al igual que otras
teorias fisicas, como el electromagnetismo o la mecdnica de fluidos, en la RG existen he-
rramientas que permiten resolver las ecuaciones dindmicas en ciertos tipos de regiones del
espacio-tiempo, como por ejemplo el teorema de Birkhoff, que establece que, en vacio, una

configuracién esféricamente simétrica es automadticamente estdtica y asint6ticamente pla-

2En el sentido de que la prescripcién de una condicién inicial general conduzca a una solucién consistente.
Ademss, el término de borde produce que sélo resulte necesario fijar la métrica y sus derivadas en el borde del
espacio-tiempo, canalizando todos los grados de libertad de la teoria a través de este tensor.

3Asumimos que M es nunca nula.
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na, es decir, es la de Schwarzschild (si A = 0). Alternativamente, dado un problema, puede
resultar ventajoso dividirlo en més de una region, por ejemplo distinguiendo segtn si hay
diferentes tipos de fuentes. La manera de comparar y compatibilizar soluciones en regiones
distintas es a través de las condiciones de juntura (CJ), indicando como debe ser la transi-
cién del campo dindmico y sus derivadas a través de la juntura, y cada teoria debe tenerlas.
Surge entonces la cuestiéon de co6mo compatibilizar soluciones en diferentes regiones; ;qué
condiciones son las adecuadas para asegurar una soluciéon global consistente? Primero de-
bemos determinar qué propiedades debe cumplir el campo dindmico en la hipersuperficie
de juntura, y esto no es algo evidente. Para eso, deben estudiarse las ecuaciones de campo
sobre la interfase, dando lugar asi a condiciones dindmicas. Para muchas teorias, éstas no
son suficientes, y deben complementarse por otro tipo de condiciones, denominadas cine-
maticas, que a diferencia de las primeras no provienen de las ecuaciones dindmicas.

Para implementar las CJ, debemos partir el espacio-tiempo M en dos regiones M., se-
paradas por una hipersuperficie X, denominada la hipersuperficie de juntura, que consiste
en una subvariedad regular de M, es decir, un conjunto que se describe localmente como
una hipersuperficie de nivel, y que es donde se comunican las dos soluciones. Vamos a con-
siderar la inclusiéon natural de la hipersuperficie en la variedad ¢ : £ — M, que es el mapa
que nos habilita a proyectar cantidades sobre la hipersuperficie de juntura a través del pull-
back 1*, que es la transformaciéon C*°-lineal que restringe secciones totales (del espacio M)
a secciones sobre la hipersuperficie X.

Un requisito innegociable es que las métricas inducidas en X, h = 1*(g), deban coincidir,
ya que si no lo hicieran, dejaria de estar bien definida la longitud de vectores del espacio
tangente a la hipersuperficie y por lo tanto su geometria interna. Escribimos entonces la
primera CJ (cinematica)

[h] =0, (1.15a)

donde introducimos la notacién [-], que para una cantidad ¢, consiste en tomar la diferencia

de los limites de cada lado de la hipersuperficie:

[¢] @) = lim ¢ (w)~ lim ¢_(w),

w—x

donde denotamos, ahora y a lo largo del texto, por y a las coordenadas de Z (y por x a las

coordenadas de M). En coordenadas, (1.15) se escribe como
[hag] =0, (1.15b)

donde
hag = h(ta tg) = 191h gap (1.16)
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con
t9= E (1.17)
A 0 y A’
las funciones de transicién, que son las componentes de los vectores tangentes ¢ 4 a la hi-
persuperficie X en las coordenadas x, que son el medio por el cual se lleva cabo la proyec-
cién de tensores generales en coordenadas. En este trabajo, los indices latinos maytsculos
son los indices tensoriales respecto de los difeomorfismos intrinsecos a la hipersuperficie.
Ademads, es esperable que haya una segunda condicién que involucre la derivada normal
de la métrica, dando un salto en presencia de capas de materia. Para eso, debemos tomar
las ecuaciones dindmicas (1.9) y proyectarlas sobre la hipersuperficie. Si bien ‘Testringir la
teoria’ a una subvariedad es casi inmediato, relacionar las cantidades geométricas de una
hipersuperficie embebida en un espacio total requiere un poco de trabajo. Una manera or-
denada de hacerlo es mediante el formalismo de Arnowitt-Deser-Misner (ADM), descom-
poniendo el espacio-tiempo e introduciendo la nocién de curvatura extrinseca [2], definida
por
K = %L* (Lng), (1.18)

es decir, es la proyeccion sobre la hipersuperficie de la derivada de Lie de la métrica en la
direcciéon normal n. Esta cantidad se interpreta como la transformacién lineal que repre-
senta la componente normal de la derivada covariante de vectores (en el espacio total M)

en direcciones tangenciales a la hipersuperficie:
VAV = (Var" (V) —e(K (V) an, (1.19)

donde V4 =t4-V = t4Vy, L. €l push-out, que es la transformacion C*-lineal que convierte
secciones superficiales a secciones totales, y V es la derivada covariante intrinseca a X, es
decir, la derivada covariante dada por la conexién de Levi-Civita respecto de la métrica h.
En palabras, la curvatura extrinseca cuantifica la diferencia entre tomar las distintas deriva-
das covariantes de secciones totales en direcciones tangenciales a la hipersuperficie, donde
para poder tomar la derivada covariante intrinseca y comparar ese resultado con la otra
derivada es necesario involucrar estas transformaciones. Por otra parte, el contenido fisico
de la curvatura extrinseca (1.18) es dar cuenta de como estd embebida una hipersuperficie
(informacién extrinseca), en este caso la de juntura, en el espacio ambiente. La manera de

cuantificar esto es a través de las ecuaciones de Gauss-Codazzi [2].
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En coordenadas locales, la ecuacién (1.18) se escribe

1 1
Kap = Etgtg(gng)aﬁ =215 tF (L 8ap — 9 (L0, 0p) — g0, L1, 3p))
B 1
2

1
=3 (tj tgnaaggaﬁ + tgggﬁaAn” + tjgwdgn”), (1.20)

t5 tg (n°058ap + 8sp0an’ + acpn’)

donde 04 = 150, son las derivadas tangenciales, y se usé la compatibilidad métrica de la

derivada de Lie y que
L0q = [n,0,] = [n,0,) (xF)) 05 = ~9anay,

siendo la operacion [+, -] el corchete de Lie entre vectores. Escrita de esta manera, para compu-
tar la curvatura extrinseca no se necesita la expresion de las normales en las coordenadas
x¢, algo que generalmente requiere haber resuelto el problema para poder determinarla.
Con la curvatura extrinseca y otras cantidades intrinsecas a la hipersuperficie, uno pue-
de reconstruir la geometria del espacio total, o lo que es lo mismo, descomponer las ecua-
ciones dindmicas (1.9) en términos tangenciales y normales a la hipersuperficie. Al hacer

esto, se obtiene [1] la segunda CJ
LK - Kh] = —ga, (1.21)
donde E es el tensor de energia momento sobre la superficie de juntura X y
K = Ksph? (1.22)

la traza de la curvatura extrinseca. En virtud de (1.18), esta segunda condici6n se interpreta
como un salto en la derivada normal del campo dindmico, debido a la presencia de fuente

en la juntura. Asumiendo la primera CJ (1.15), esta condicién suele escribirse como

[IK]-[Klh=--E (1.23a)

K
€
y en particular, si en la juntura no hay materia, esta condicion se alcanza si

[K] =0, (1.23b)

independientemente del tipo de hipersuperficie. Si bien parece ligeramente maés fuerte, es
la tinica manera de garantizar que el tensor de Ricci sea no singular, algo admisible s6lo en
presencia de fuentes superficiales.

Algunas de las aplicaciones més importantes de estas CJ son el estudio de modelos este-
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lares estéticos y dindmicos, como por ejemplo el colapso de Oppenheimer-Snyder [31], que
consiste en un posible mecanismo de formacién de agujeros negros en 3 + 1 dimensiones, y

de agujeros de gusano.

1.4. Ejemplos paradigmaticos

A continuacion describimos tres aplicaciones importantes de las CJ (1.15) y (1.23), que
luego llevaremos a cabo en el contexto teleparalelo: primero, la formacién de un agujero
negro a partir del colapso gravitatorio de polvo, distribuido uniformemente, en 2+ 1 dimen-
siones, presentado en forma de disco y como una capa delgada de materia; y el modelo de
Einstein-Straus de un agujero negro inmerso en un fondo cosmolégico en 3+ 1 dimensiones,
descrito nuevamente por polvo, separados por una burbuja de vacio o vacuola.

Vamos a suponer siempre que nuestros sistemas estdn, referidos al sistema comévil al
polvo, confinados en regiones esféricamente simétricas, que los fluidos son perfectos y neu-
tros, y que estdn distribuidos de forma isétropa y homogénea. Con estas condiciones, el
tensor de energia-momento (1.10) que describe a los fluidos extendidos resulta

Oup=pb',06" (1.24a)

ﬁ’
mientras que para el colapso de la capa debemos considerar el tensor de energia-momento
superficial

donde p y o son las densidades de energia, en volumen y en superficie respectivamente,
medidas en el sistema de referencia momentdneamente comavil al fluido (SRMC).

En todos los problemas, partimos el espacio-tiempo en dos regiones M., separadas por
la hipersuperficie X constituida por el borde del polvo. En los primeros dos ejemplos, su dia-
metro ird evolucionando hasta colapsar completamente, dependiendo de las condiciones
iniciales y de los parametros libres, mientras que en el ultimo se expandiréd indefinidamen-
te. Tratando de unificar las notaciones empleadas, vamos a usar coordenadas xi’f = (t3,74,Q)
en M,y y4=(7,Q) en X, donde 7 es el tiempo propio del fluido y Q engloba coordenadas
angulares segtin la dimension. Las etiquetas + haran referencia a la regién exterior e interior
a la hipersuperficie Z, respectivamente. Particularmente, los tiempos coordenados t_ para
el colapso del disco y t; para el modelo de Einstein-Straus coinciden con el tiempo propio
del fluido 7.

Las principales referencias que utilizamos para desarrollar estos ejemplos son: para el

colapso del disco de polvo, [22]" y [2]; para el colapso de la capa delgada, [25] y [2]; y para el

“En este articulo el caso de constante cosmolégica negativa corresponde a A > 0, de acuerdo ala convencién
alli adoptada.
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modelo de Einstein-Straus, aunque fue desarrollado originalmente en [26], seguimos la re-
ferencia [27], ya que alli se analiza con mayor detalle y desde una perspectiva mds moderna.

El objetivo en cada uno de estos ejemplos es entender como se comunican las dindmicas
de cada region, determinando la relacion entre las coordenadas sobre la juntura, obtenien-
do su evolucién parametrizada por el tiempo propio del polvo, y vinculando los pardmetros
libres de cada geometria. A partir de ahora trabajaremos en unidades naturales, pero man-
tendremos a veces la constante G o kx, como referencia de que el término que las contiene

proviene de la parte de fuente de las ecuaciones de Einstein, o de la segunda CJ (1.23).

1.4.1. Colapso de disco de polvo
En la region interior tenemos un fluido perfecto is6tropo y homogéneo, por lo que po-
demos invocar la solucion de FLRW

2

1—-kr2

g-= —dt* +d*(1) +r2de?|, (1.25)
donde 7 es el tiempo propio del polvo, a(r) el factor de escala adimensional y k = 0,+1
un indicador de la curvatura espacial, con unidades de longitud inversa al cuadrado. Esta
meétrica describe un universo que satisface el principio cosmoldgico, la idea Copernicana de
que la distribucion de materia-energia es is6tropay homogénea. El factor de escala contiene
toda la informacion de la dindmica, y obedece las ecuaciones de Friedmann [1]. Para un
fluido descrito por (1.24a) en 2 + 1 dimensiones en presencia de constante cosmoldgica,

éstas son

A—E_K (1.26a)
a P )

k
H*(1) — A+ =xp, (1.26b)

donde H(t) = a/a es el parametro de Hubble. Estas ecuaciones deben ser complementadas
con una ecuacioén de estado,

p=wp, (1.27)

que describa el tipo de materia presente. Para resolverlas, es comun utilizar la conservacion
del tensor de energia momento, que ya estd contenida en las ecuaciones dindmicas, y que
en 2+ 1 dimensiones es

p+2(p+p)H=0. (1.28)

Notar que el factor de escala debe satisfacer dos ecuaciones independientes, por lo que una
de ellas que funcionard como un vinculo, cualidad que se le atribuye a la ecuacién (1.26b),
relacionando a tiempo 7 = 0 la velocidad inicial del factor de escala con el resto de los para-

metros.
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Resolvamos estas ecuaciones en el caso que nos interesa en este trabajo, a saber, el de
materia en forma de polvo. Este tipo de fluido se describe fijando w = 0 en la ecuacién de

estado (1.27), de manera que la ecuacion de conservacion (1.28) resulta
pa2 = poa(z), (1.29)

con pg y ap condiciones iniciales a determinar. Esto permite escribir las ecuaciones de Fried-

mann (1.26) ttnicamente en términos del factor de escala:

a=Aa (1.30a)
a’ - Na® :Kpoag—k, (1.30b)
cuya solucion es’ _
ap
a(t) =agcosvV—-AT+ senv—AT, (1.31)
v—

donde ay es una condicion inicial no independiente, relacionada con ay mediante el vinculo
.2 2_ 2 2
ag—ANag=c =xpoag— k. (1.32)

De esta manera, la métrica (1.25) queda completamente determinada, a menos de especifi-
car las condiciones iniciales.
Enlaregion exterior, la geometria es la del agujero negro no rotante de Banados-Teitelboim-

Zanelli (BTZ) [23, 24] )

d
gs =—V(rp)dt* + (r+) +r2d6?, (1.33)
+

v2(r

donde v3(ry) = -M — Arf esel lapso“, al cuadrado. Esta solucion describe a un objeto cen-
tral que carece de momento angular y carga en 2+ 1 dimensiones, en presencia de constante
cosmoldégica negativa. La cantidad adimensional M > 0 representa la masa de la configura-
cién, siendo la carga conservada asociada a la invariancia asintética ante desplazamientos
temporales. Nos interesa el caso de constante cosmologica A negativa (suponemos que es la
misma que la de la region interior), ya que en ese caso la métrica (1.33) describe un agujero

negro en la region r, > 0 [23, 24], cuyo horizonte de eventos se encuentra en

M

=y = (1.34)
En lo que respecta al colapso, asumimos que el borde del disco parte por fuera de este valor.
Representamos esta situacion, para el caso particular de seccion espacial plana, en la

Figura 1.1.

SRecordar que nos interesa el caso de A < 0.
6La funcién que relaciona el tiempo propio entre hojas espaciales.
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Figura 1.1: Colapso del disco de polvo en 2 + 1 dimensiones. El fluido (circulo blanco) se representa a
través de una solucién cosmolégica (FLRW) con constante cosmolégica negativa y de seccién espa-
cial nula (k = 0), mientras que la regién exterior (fondo gris) con la geometria BTZ. La circunferencia
es la hipersuperficie de juntura Z y la punteada el horizonte de eventos. El borde del disco parte por
fuera del horizonte.

Ya tenemos todos los ingredientes para plantear la juntura. Notamos que en la hipersu-
perficie Z no hay una capa de materia-energia, asi que usamos las CJ (1.15) y (1.23b). Usando
las coordenadas interiores, la juntura se encuentra en r_ = ry con rg el radio comévil del dis-
co, mientras que, usando las coordenadas exteriores, en una hipersuperficie {¢(r;, t;,0) = 0}

a determinar. Las métricas inducidas en la hipersuperficie Z son, utilizando (1.25) y (1.33),

h_=—-dr*+ria*(1)do?, (1.35a)
73 (1)

oy 4T T @ae’, (1.35b)
N

hy=—(V3(ry(@) i) -

donde t, (1) =dt,/dt,7. (1) = dr./dt, porlo que la primera CJ (1.15) implica que

-2

2 2 Iy
vo(re)ty T 1, (1.36a)
r. (1) = rpa(r). (1.36b)

La segunda ecuacion nos dice que, desde afuera, el radio coordenado del disco coincide con
la longitud fisica (ver (1.25)), y que el disco se ird comprimiendo hasta un punto. La primera,
en cambio, se interpreta como una ecuacion implicita entre las coordenadas (¢4, 7;) que de-
terminan la hipersuperficie Z, evolucionando con el tiempo propio 7. Notar que la cantidad
r+(7) hereda toda la dindmica del factor de escala, lo que nos habilita a eliminar la variable

temporal: de (1.36a) tenemos que

i =\ V) + i =\ [-M - A 72,
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y en virtud de (1.30b),

VA(ro) i =\~ M+ kpor2a} — ki3 = \/-M+8Gm—krg = £>0 (1.37)

es una cantidad constante en la hipersuperficie X, donde m = 7mp rg ag es la masa en reposo

del polvo. Introduciendo esta constante en la ecuacion (1.36a), destacamos unarelacion que

Fr ==\ 0> =v2(ry), (1.38)

donde se eligio el signo negativo, para emular un colapso. Esta relacion nos va a permitir

sera util mas adelante,

escribir la cantidad 7 en términos de r sobre la hipersuperficie de juntura.
Con la informaciéon que disponemos, ya podemos localizar exactamente la hipersuperfi-
cie de juntura respecto de las coordenadas exteriores: a partir de (1.37) y (1.38), planteamos

la ecuacién implicita

¢y = 2@ _ ! (1.39)
+) =7 - ’ .
TUOR@ eV
endonde t/ (r;) = dt,/dr,. Esta ecuacion se integra directamente, obteniendo que
() = —— arctanh | 24 £ —vir) (1.40)
T UMY=A V-A  Iry ’ '
relacion vélida si el radio coordenado satisface rj, = \/% <r;< M_;A(Z, que contempla el

recorrido que realiza el borde del disco en este sistema de coordenadas.

Por tltimo, nos falta una ecuacion que vincule los pardmetros libres de cada region; bus-
camos una relacion entre pg y M, que vamos a encontrar acudiendo a la CJ (1.23b). Para im-
plementarla, necesitamos primero obtener los campos normales a la hipersuperficie Z de
cada lado. En la regi6n interna, como la juntura estd dada en la hipersuperficie {r — ry = 0},
el campo normal estd dado por

n_=N"-0, (1.41)

donde la constante de proporcionalidad N~ se obtiene al exigir unitariedad. Usando la ex-

presion para la métrica interna (1.25), vemos que

\/1-krg
N-=-1— (1.42)
a(t)

Por otra parte, si bien ya conocemos dénde se ubica la hipersuperficie respecto de las coor-

denadas exteriores (ecuacion (1.40)), planteamos directamente un campo normal

n, =N™d, + N9, + N9y, (1.43)
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que por definicion debe ser solucion del sistema

g+(n+7n+) = ]-)
g+ (n+)L*(aT)) = 0)
g+ (’I’L+,L*(69)) =0,

donde t,(07) = t:0;, + 740y, y 1+ (0g) = 0. Es facil ver que el campo

n, 0, +V2(ry)t 0, = 0, +00,, (1.44)

Iy
v2(ry)

_ +
T v2(ry)

cumple estas condiciones, como consecuencia de (1.36a). En definitiva, escribimos el cam-

po normal de cada region como

_ViTkn,

1.45
a(t) - ( a)
ny=— 0, +00,,. (1.45b)
ve(ry)

Necesitamos ademas las funciones de transicion de cada sistema de coordenadas:
t,=0",0;+6%,0q (1.46a)
th=6" (—a +7.0 )+59 3p. (1.46b)

A A Vi(r+) ty T4 0p, AY0

Con todo esto ya podemos usar (1.20) para calcular las curvaturas extrinsecas, obteniendo

K_ =roa(®)\/1-kr2d6?, (1.47a)
K. =/¢r,(1)d6? (1.47b)

por lo que la segunda CJ (1.23b) se lee como

0=\1-k12, (1.48)

donde utilizamos la condicién (1.36b). Denominamos esta relacion entre los parametros de
ambas soluciones como la relacion de masas. Para entender esto, acudiendo a la definicién

(1.37) vemos que esta ecuacion se traduce en
M =xporia;—1=8Gm-1, (1.49)

que es precisamente el vinculo entre los parametros libres de las dos geometrias. Como se

requiere que M sea positivo para que la métrica (1.33) describa a un agujero negro, aparece
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Figura 1.2: Colapso de una capa circular de polvo en 2+ 1 dimensiones. El circulo grueso indica la ca-
pa, y las soluciones interior y exterior se modelan con la geometria BTZ, con masa nula en el interior.
La circunferencia punteada indica el horizonte de eventos, y la capa parte por fuera de éste.

una cota minima de densidad de materia para que el colapso ocurra; la masa en reposo del
polvo debe satisfacer la condicion
1
m>—, (1.50)
8G

que notamos que es independiente del indicador de curvatura espacial k.

1.4.2. Colapso de capa circular delgada de polvo

En este caso, la materia estd confinada a una capa circular, que va a ser la hipersuperficie
que conecta a las dos regiones de vacio, que asumimos que parte por fuera del horizonte de
eventos (a determinar), como se muestra en la Figura 1.2. Dado que en la region interna se
mantiene la simetria circular y la presencia de constante cosmoldgica, podemos reutilizar
la solucién (1.33), pero ahora con masa nula, M_ =0, esto es

dr?

2d6?, 1.51
vz(r_)+r_d0 (1.51)

g_=—vi(ro)dt* +

donde v_(r_) = —Ar?. Esta es una solucién de vacio, por lo que es esperable que lo ma-
sa ‘exterior’ M, represente la cantidad de materia en la hipersuperficie X. Adicionalmente,
podemos mencionar que la solucion interior posee curvatura escalar constante y negativa
.77 =12A% Es-
to significa que el espacio interior, al igual que el agujero negro BTZ, s6lo difiere del espacio

R = g"" R,y = 6A, y escalar de Kretschmann constante dado por K = R”VpU R

Anti de Sitter en sus propiedades globales.

Nuevamente, el objetivo es determinar la evolucién de la hipersuperficie, relacionando
los dos sistemas de coordenadas en la juntura y vincular los parametros libres M y o. Obser-
vamos que, no s6lo en este caso la solucion exterior es exactamente la misma que en el caso
del disco de polvo, sino que la soluciéon interna coincide con la exterior, a menos de elegir

otro pardmetro de masa. Por lo tanto, podemos reciclar una buena parte de los computos
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anteriores. Las métricas inducidas son (ver 1.35b)

T+ (T)z

h. =— 2 t. 2 _
+ (Vi("i(‘l’)) +(7) V()

) dr? +ro(1)%d6>. (1.52)
Como un observador fijo a la hipersuperficie = experimenta un intervalo’

2
h = —dr? = — V2 (re (1) is (1) - Zrii dr?, (1.53)
vi(re(7))

la primera CJ (1.15) implica que

»2

. r
Vit - ———=1, (1.54a)
v (rs)

r+ (1) =r(1). (1.54b)

Al igual que antes, estas ecuaciones indican la ubicacién de la hipersuperficie ~ en cada
sistema de coordenadas. Adicionalmente, la primera ecuacion relaciona los tiempos coor-

denados con el tiempo propio en la juntura:

Y TR VTR
ti = > = > . (155)
vi(ry) vi(r)

Nos resta vincular los parametros libres, por lo que acudimos a la segunda CJ (1.23a), te-
niendo en cuenta que en la hipersuperficie de juntura tenemos una capa de materia.
Pareceria ser que ahora podriamos aplicar en ambas regiones todo lo obtenido para la
region exterior en el caso del disco de polvo. Sin embargo, a diferencia de ese ejemplo, ahora
no disponemos de una dindmica para el radio de la hipersuperficie, asi que en particular no

estd asegurada la constancia de vA (r) f... Trabajamos entonces con los campos normales (ver

(1.44)) )
r .
=z 0tV V() +7i20y,, (1.56)

y las funciones de transicién (ver (1.46b))

\/ Vi () + 72
o

+ _ ST
tt=6", G

i, +70,, | +6% 0, (1.57)

donde usamos (1.55) para eliminar los tiempos coordenados en ambas expresiones. A partir

"Esta es la consecuencia principal de estar usando al tiempo propio del polvo para parametrizar el colapso.
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de (1.20) calculamos las curvaturas extrinsecas:

Ar—7
K.=————dt*+r\/v? 2d6°, 1.58
+ \/272 7+ vi(r)+7 (1.58)

vi(r)+7

2 .2 .._
K+:vi(r)+r +r(7 Ar). (1.59)

B ry/va(r) + 2

De esta manera, la segunda CJ (1.23a) se lee (¢ = 1 al ser una hipersuperficie temporal)

y, con (1.22), sus trazas:

—xodt?® =

Ar—F mH[K]])deJr(Hr\/mﬂ—rZﬂKﬂ)dgz

Ar-i +Km)m2+([[r¢m_r21<ﬂ)dez

r VV2(r) +F2 ’

o bien,

H\/ v2(r) + r'zﬂ =—xro=-4Gm (1.60a)

Ar-r7

donde m = 27ro es la masa en reposo de la capa de polvo. La ecuacién (1.60b) se obtiene

=0, (1.60b)

alternativamente a través de la conservacion del tensor de energia-momento, que se traduce
en la conservacion de m. Siempre y cuando la masa M, del agujero negro BTZ sea no nula,
(1.60b) es equivalente a

i =Ar, (1.61)

que a su vez implica que

FP—Ar* =5 —Arg=ey>0 (1.62)

es una cantidad constante (en este caso libre), de manera que la capa delgada de polvo ex-
perimenta esencialmente el mismo colapso que en forma de disco (comparar con (1.30a) y
(1.30b)). Sin embargo, para que el colapso ocurra, se debe cumplir la condiciéon M, > 0, que

en términos de la masa en reposo m se traduce en
V=M, +ey—/eo = —-4Gm, (1.63)
donde usamos (1.55) en (1.60a), o equivalentemente,
M, =8Gm(\/eg—2Gm), (1.64)
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por lo que el colapso ocurre s6lo cuando m < /ey/2G. Ademas, es necesario que el radican-
do en (1.63) sea positivo, que, para la masa en reposo de la capa significa que m = /ey/4G.
Juntando estos dos hechos, tenemos que para que las dos soluciones sean compatibles, es

decir, para que se forme un agujero negro por el colapso, se debe satisfacer
VeolAG < m<y/eyl2G. (1.65)

La presencia inesperada de una cota superior se justifica observando que para valores ma-
yores de m la solucion carece de horizonte de eventos, ya que la cantidad M, se vuelve
negativa [25].

A modo de completitud, podemos ubicar la hipersuperficie de juntura. Planteando a

partir de (1.55) y (1.62) la ecuacién implicita

. ~ ii(-[)_ 1 \/Vi(r)‘i'r'z 1 vV—Mi+ep

1y (ry) - == ) (1.66)

UM e+ Arz VA Ve +ArZ VA

integramos directamente, obteniendo que

1 VM ey+ Ar?
tf(r):—arctanh( V& d , (1.67a)
B \/Mi\/—A \/e()—Mi\/—Ar

lo cual es valido durante todo la evolucién de la capa. Notemos que, para la region interior,

debemos interpretar el tiempo coordenado tomando el limite M_ — 0 en (1.67a), obtenien-

do
Ar2
() = ——”\j(;_’LArr. (1.67b)
0

1.4.3. Modelo de Einstein-Straus

Este escenario surgi6 a partir de una pregunta concisa: ;como afecta la expansion del
universo, ampliamente aceptada al momento de formulaciéon del modelo, al campo gravi-
tatorio alrededor de estrellas individuales? Y, en particular, si este aspecto logra remediar el
comportamiento singular de las soluciones esféricamente simétricas. La respuesta es que
el fondo césmico no influye en la dindmica interior, debido a que ésta ultima es inheren-
temente estdtica. A pesar de que el modelo tiene problemas concretos, como la rigidez res-
pecto de la simetria de la burbuja, en el sentido de que es dificil generalizar este escenario
considerando otras formas para el vacio intermedio, y cuestiones de inestabilidad, el mode-
lo se pronuncia contundentemente en lo que respecta a la existencia de singularidades, aun
cuando el espacio-tiempo lejos del objeto compacto no es asintéticamente plano [27].

Para estudiar este escenario Einstein y Straus (1945) consideraron la soluciéon de Sch-

warzschild para representar el vacio que rodea a una estrella, y la solucién cosmolégica de

25



Figura 1.3: El modelo de Einstein-Straus. Consiste en un objeto estelar estético y esféricamente simé-
trico (circulo con diagonales) en un fondo de polvo (espacio punteado), separados por vacio esférico
(espacio sin puntear). La regién interior (entre el circulo con diagonales y el circulo delineado) se
representa con la solucién de Schwarzschild, mientras que la regién exterior con la solucién cos-
moloégica (FLRW) en 3 + 1 dimensiones sin constante cosmoldgica. La circunferencia delineada es la
hipersuperficie de juntura X, que se encuentra por fuera del horizonte.

FLRW en 3 + 1 dimensiones para la regién exterior, modelando al resto del universo como
un fluido perfecto is6tropo y homogéneo, sin constante cosmolégica, como se representa
en la Figura 1.3.

Esto nos habilita a escribir, para la region interior,

2

2d0?, 1.
o) +r°d (1.68)

g_=—v*(ro)dt* +

donde dQ? = d6? + sen29dcp2, y Viro)=1- 2%’[ es el lapso al cuadrado. Esta es la solucién

de vacio estética y esféricamente simétrica que rodea a un objeto puntual de masa M, y que
presenta un horizonte de eventos en
r,=2M. (1.69)

Por otro lado, para la region exterior, usamos la métrica FLRW espacialmente plana en

3+ 1 dimensiones, que escribimos como
g- =—dr*+a*(n)dr? + r’ a*(1)dQ?, (1.70)
donde el factor de escala a(7r) obedece ecuaciones de Friedmann

2424 - _
H (T)+2a— Kp, (1.71a)

H2(1) = gp. (1.71b)

Como ya fue mencionado, estas ecuaciones contienen la ley de conservacion local, que en
3+ 1 dimensiones es

p+3(p+p H=0. (1.72)
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En el caso de un fluido con presion nula (w = 0), esta ley permite escribir a la densidad de

energia-materia como
3 3
pa’ = poay,
de manera que las ecuaciones (1.71) toman la forma

52

. a
a=—-——,
2a
1<,00613
a’=- 0.
3 a

El factor de escala que resuelve estas ecuaciones es

a(t) = Ar?'3 ,

si satisface el vinculo
3 _ 3K 3
A’ = Zpoao.

Respecto de la juntura, vemos que las métricas restringidas son

i (1)?
v(r-(1))?

h,=-dr*+ rgaz(‘r)dﬂz,

h_=—|vir-(m)?t_(1)* - dr? +r_(1)%>dQ?,

por lo que la primera CJ (1.15) implica, al igual que en (1.36),

i.Z

V()

r_(1) = rpa(r).

Vv3(ro)i% -

’

(1.73)

(1.74a)

(1.74b)

(1.75)

(1.76)

(1.77a)

(1.77b)

(1.78a)

(1.78b)

Observemos que, nuevamente, en la segunda ecuacion el factor de escala le otorga dindmica

al radio coordenado sobre la juntura, lo que significa que el borde de la burbuja crecera

indefinidamente. Estas ecuaciones nos permiten escribir

VE(ro) i = /v2(ro) + 72,

(1.79)

que, en principio, no es constante en este caso. Para aplicar la segunda CJ] usamos los cam-

pos normales

- / :
_= mat_'F Vz(r_)+r§6r_,

1

n, = _ar+»

a(t)
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y las funciones de transicion

2 )+ -2
t,=67, —”V(Zr(r))r‘at_ + f_a,_) +6% 05 +6% ,0,, (1.81a)
th =67 ,0, +6%,09+6% 04, (1.81b)

de modo que las curvaturas extrinsecas quedan

. M
Fo+ 3

K =—————  dr? +r_\/v2(r.) + 12dQ?, (1.82a)
VVE(ro) + 72
K. =rya(r)dQ?. (1.82b)

Usando (1.78b), la segunda CJ (1.23b) implica que

VAo + 72 =1, (1.83a)

. M
i-+—==0, (1.83b)

re
relaciones que no son independientes, pudiéndose obtener una de la otra a través de la
dindmica cosmolégica. Usando cualquiera de éstas y las ecuaciones de Friedmann (1.74), se

llega a la relacién de masas
3,3
2M _ .2 Eporoao

r-= ,
r 3 r_(1)
0 equivalentemente,
K m
- —-m. (1.84)
64mn/3

Por ultimo, localizamos la hipersuperficie de juntura, planteando a partir de (1.79) y

= 2O —#,/r—‘ (1.85)
T vV 2M '

que integramos directamente obteniendo

(1.83a) la ecuacion implicita

6M
1+57

3 (2M)3/2

2M

Z(r.) = —4M arctanh( —)— , (1.86)

r—

expresion valida por fuera del horizonte, que es donde siempre se encuentra la hipersuper-

ficie de juntura.
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1.5. Extensionesy modificaciones

A pesar de los grandes éxitos de la RG, especialmente en la escala del sistema solar, és-
ta presenta una serie de problemas concretos. Algunos son propios de la teoria, mientras
que otros surgen al estudiarla en conjuncién con las demds teorias fundamentales. Entre
los problemas de caracter tedrico, se encuentra la admisibilidad de singularidades en sus
soluciones, como por ejemplo el “Big Bang” o las de los agujeros negros. El problema de es-
tas irregularidades, mas alld de que diverjan ciertas cantidades fisicas, es que suelen venir
acompanadas del quiebre de la estructura causal del espacio-tiempo. Otra cuestion tedrica
es la falta de predisposicién a ser cuantizada en la manera estandar, como las demds teorias
fundamentales. Esto no sélo se debe a que la RG no sea renormalizable, sino también por
otros motivos, como por ejemplo la necesidad de contemplar los aspectos inerciales de la
gravedad en un contexto cudntico. Los otros dos problemas importantes de la RG son la fal-
ta de comprension acerca de la materia oscura, que surge para justificar las observaciones
del movimiento de las galaxias, y de la energia oscura, que surge para justificar la expansion
acelerada del Universo. Vemos que la teoria presenta problemas en rangos de energias tanto
bajos como altos.

En la actualidad hay dos rutas distinguidas para atender estos problemas. Una de ellas
es extender el modelo de particulas, mientras que la otra es construir otro marco de grave-
dad clésica, tarea que puede involucrar cambios simples como la adicién de nuevos campos
dindmicos, o mds bien intrincados como sustituir el matiz geométrico de la interaccién gra-
vitatoria. Definitivamente, también se pueden seguir las dos direcciones simultdneamente.
Discutimos brevemente la segunda ruta, que no se trata de una mera inversiéon de valor
intelectual, sino que atiende a la necesidad de entender la gravedad como interaccion cldsi-
ca. Hay incontables maneras de extender/modificar la RG. En [32] se encuentra una resefia
exhaustiva del estado del arte de las principales teorias de gravedad modificadas, contextua-
lizadas en la abundancia de observaciones cosmoldgicas que disfrutamos en la actualidad.
De cualquier forma, insistimos que la RG es la teoria de gravedad cldsica que mejor describe
el Universo que observamos, por lo que para que una modificacién sea aceptable debe con-
ferir las mismas predicciones en el limite apropiado, aceptando que se trata de una teoria
efectiva, tal como lo es la RE a la RG en ausencia de gravedad, o la MN a la RE en el limite
de bajas velocidades y de campo débil. Entre las distintas maneras de hacerlo, se destacan
los siguientes dos canales: agregar dimensiones extras (inaccesibles a baja energia) y consi-
derar acciones mads generales incorporando otros escalares, vinculados a la métrica u otras
cantidades tensoriales construidas a partir de la conexion (de Levi-Civita o no), y funcio-
nes de éstos. Uno de los ejemplos mds simples y emblemadticos entre las teorias de grave-
dad modificada, que se sitiia en el segundo canal, son las denominadas teorias f(R) [3],

que consisten en reemplazar el Lagrangiano de la RG, el escalar de curvatura, por una fun-

29



cion arbitraria de éste. Como hecho general para estas teorias, no existe una modificacion f
maestra que sirva para todos los contextos, pero si algunas particulares que logran regula-
rizar algunos de los aspectos mencionados. Una caracteristica distintiva de estas teorias es
que las ecuaciones resultan de cuarto orden® en derivadas de la métrica. Esto enriquece la
dindmica introduciendo nuevos grados de libertad, pero a su vez se vuelve més compleja.
Respecto de incorporar otros escalares, es sabido que una conexién afin general, lo que

determina una derivada covariante V, puede descomponerse como [4]

A _ @A A A
Thp= T+ K g +17 g (1.87)
en términos de la conexion de Levi-Civita 8T, la contorsién
KLo=ipoLpoa (1.88)
af — 2 ap (¢ B)’ '

construida a partir de la torsion T/la 5 (que se desarrolla en el siguiente capitulo), y la dis-
formacion X

= EQﬂaﬁ - Q4 (1.89)
donde QAa p= vA 8ap €s el tensor de no-metricidad. Cada una de estas cantidades tiene
una interpretacion geométrica distinguida. A partir de esta descomposicion, es posible en-
contrar conexiones que elijan selectivamente el medio de expresion de la interaccion gra-
vitatoria. Por ejemplo, eligiendo la conexion de Levi-Civita, como en la RG, obtenemos una
teoria donde tanto la torsiéon como la no-metricidad son nulas, pero también existen cone-
xiones iinicamente con torsién o con no-metricidad. Fijando estas conexiones, es posible
construir ciertos escalares especificos, T y Q, relacionados con la torsién y no-metricidad,
respectivamente, que difieren del escalar de curvatura R en una divergencia total, y que al
considerarlos como densidades Lagrangianas se obtienen teorias equivalentes a la RG en
donde la gravedad se canaliza de manera distinta [6]. En particular, en el Teleparalelismo, el
marco en el que se lleva a cabo este trabajo, se usa una conexién plana (de curvatura nula) y
compatible con la métrica (sin no-metricidad), por lo que los efectos gravitatorios se codifi-
can exclusivamente en la torsién. Destacamos, sin embargo, que existen teorias combinadas
de gravedad. Por ejemplo, en las teorias de Riemann-Cartan [33], la conexion involucra si-
multdneamente torsion y curvatura no nulas. También estan las teorias de Einstein-Cartan

[33], formuladas en espacios de Riemann-Cartan, en donde ademaés aparece el espin de la

8Ademads del formalismo métrico, donde la tinica variable dindmica es la métrica, existe la posibilidad
de considerar también a la conexién como otra variable dindmica adicional, formalismo que se denomina
métrico-afin. En el formalismo métrico las ecuaciones resultan de cuarto orden, mientras que en el métrico-
afin de segundo orden, pero se deben complementar con ecuaciones que determinan la conexién. En general,
estos formalismos dan lugar a dindmicas no equivalentes, por lo que vale la pena estudiarlos por separado,
aunque si coinciden en el caso f(R) = R, es decir, en la RG, donde se obtiene que la conexién que hace la
accion estacionaria es precisamente la de Levi-Civita.
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materia como fuente de gravedad, acopldndose a través de la torsién. En esta linea, desta-
camos que siempre es posible modelar la interaccion gravitatoria a partir de una estructura
geométrica arbitraria. En la practica, lo que determina cudl es la estructura mads ‘apropiada’,
y a veces requerida, depende mayormente del tipo de materia y de c6mo se acople. Por el
amplio rango de validez de la RG, se ve que una conexién métrica funciona para describir la
interaccion gravitatoria de objetos macroscopicos, mientras que, por ejemplo, para descri-
bir la interaccién con el gravitino, el compafero supersimétrico del graviton, se necesitaria
la presencia de torsion para garantizar un acoplamiento minimo y consistente [29]. A partir
de estos esquemas equivalentes, se puede dar un paso mas all4, estudiando modificaciones
d la f(R), donde se consideran funciones arbitrarias de los escalares mencionados como
densidades Lagrangianas. Este trabajo se contextualiza en el Teleparalelismo modificado de

esta manera.

31



Capitulo 2

Gravedad Teleparalela

La Gravedad Teleparalela (GT) o Teleparalelismo es una teoria de gravedad para la tétra-
da, donde ésta se manifiesta no a través de la curvatura del espacio-tiempo, sino mediante
la torsi6n en un espacio plano, generada por la presencia de fuentes de materia-energia,
donde los observadores experimentan la gravedad como una fuerza, una nocién casi New-
toniana. Fue precisamente Einstein el primero en explorar estas ideas, en su intento infruc-
tuoso de construir una teoria que unifique las interacciones gravitatoria y electromagnética
[34], tratando de explotar los grados de libertad aparentemente adicionales de la tétrada.
Sin embargo, La GT per se fue formulada entre los afios 50-60 por Moller [35]. Lo notable de
este marco es que derriba la concepcion de la curvatura del espacio-tiempo como el medio
absoluto en el que se expresa la gravedad. Por el contrario, la torsion es capaz de representar
el mismo campo gravitacional, con los mismos grados de libertad.

Respecto de la RG, la GT presenta ventajas destacables. En primer lugar, puede plan-
tearse como una teoria de gauge para el grupo de traslaciones (abeliana), lo que permite
compararla mejor con las demads teorias fundamentales, que son las que gobiernan las in-
teracciones entre las particulas del Universo. Ademads, a diferencia de la RG, en la GT es
posible escribir una densidad de energia-momento puramente gravitacional, ya que en es-
te contexto es posible separar los efectos inerciales (no tensoriales) de los gravitatorios [5].
Sin embargo, esta corriente gravitacional conservada no transforma adecuadamente ante el
grupo de Lorentz, por lo cual, en su formulacién habitual, es de limitada validez. No obstan-
te, en el contexto de la RG, la mera formulacién de dicha corriente es imposible puesto que,
por el principio de equivalencia, la geometria debe balancear estos efectos para reproducir
la caida libre de los observadores. Adicionalmente, el lenguaje teleparalelo tiene la ranura
adecuada, aunque atn no estd establecida cudl, para describir la interaccion gravitatoria
de fermiones, lo cual es indispensable para formular una teoria unificada. Estos motivos, y
muchos otros més, hacen de la GT un marco candidato como punto de partida hacia la for-
mulacién de una teoria cudntica consistente de la gravedad, empresa lejos de estar acabada

al momento.

32



Para la estructura del capitulo, seguimos principalmente la referencia [4], que comple-

mentamos con [3] y [5].

2.1. Diccionario teleparalelo

2.1.1. Tétrada

d_1 siendo d

la dimensién de la variedad, que forman un marco Minkowski-ortonormal en cada punto.

En la GT, la variable dindmica es una coleccion de campos vectoriales {e}

Esto es, vale que

glegep) = gaﬁege[ﬁ, =MNab- (2.1

En 3 + 1 dimensiones, la denominamos tétrada de vectores o vierbein (cuatro patas), en
2+ 1 dimensiones la triada de vectores o dreibein, y en general simplemente el vielbein
o marco. Al decir que se trata de una coleccién de vectores, a lo que se refiere es que sus

componentes eJ en una base coordenada transforman como
el =N el (2.2)

] . e e . ! !
ante un cambio de coordenadas con matriz de transicion A% , = 0x* /0x“. Notemos que
siempre existen las tétradas, al menos localmente, debido a la descomposiciéon de Gram-

Schmidt para el producto interno g. Al tener una base ortonormal, es inmediato obtener su

a-1

marco dual, la tétrada de covectores, que es la coleccion de 1-formas diferenciales {e“} i

cuyas componentes en una base coordenada son
el =n"gypel, 2.3)

donde 17““’ es la componente (a,a’) de n~! = 1. En efecto, de esa manera, por la definicién
(2.1) se tiene que

e®(ep) =0 garef el =0, = 5%, (2.4)

Nuevamente, al decir que son covectores, a lo que nos referimos es que sus componentes

en una base coordenada transforman como tal:

es, =N eg. (2.5)
La propiedad (2.3) implica a su vez que
e3 =nagPey. (2.6)
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Vemos entonces que para obtener objetos duales, y en definitiva subir y bajar indices, de-
bemos aplicar simultdneamente los dos isomorfismos musicales’, el de cada producto in-
terno, como si el indice latino también fuera tensorial. Veamos que precisamente esto es lo

que sucede. Al tener una base y su dual, podemos descomponer el producto interno g como

g:g(ea,eb)e“Geb :nabe“Geb, 2.7

donde © es el producto tensorial simétrico, o bien en coordenadas,

8ap = nabegez, (2.8)

que es la propiedad dual a (2.1). Si transformamos la tétrada de covectores, e? = A7
con A? . las componentes de una matriz de transformacion, tenemos que
g =naye® oel = (A“'ana,b,Ab' b) eloel =g, 2.9)
siy solo si la transformacion A es de Lorentz. Por lo tanto, las componentes de la tétrada
de covectores se comportan como las de un vector frente este tipo de transformaciones,
en el sentido de que la propiedad (2.7) se mantenga invariante, es decir, de que el marco
transformado siga siendo ortonormal, y ademads observamos que la posicion del indice que
representa este comportamiento es la correcta. Esto es cierto incluso si la transformacién
empleada depende de cada punto de la variedad, cualidad que se denomina local. Preci-
samente, el grupo local de Lorentz” es el que cubre totalmente esta simetria. La manera
de pensar en estas transformaciones locales es la siguiente. En cada punto de la variedad
tenemos el espacio tangente, isomorfo al espacio de Minkowski, que tiene asociadas unas
coordenadas naturales z%(x%), que dependen del punto particular. Mas adelante nos inte-
resard poder comparar estos sistemas de coordenadas, pero por ahora podemos considerar
que son independientes. Lo que estamos haciendo al aplicar una transformacién local es, en
cada fibra tangente, introducir un nuevo sistema de coordenadas 27 (x%), relacionado con
el anterior mediante una transformaciéon de Lorentz de componentes AZ/(x“) = 0z% 102
Lo tnico que debemos pedir es que la transformacién varie suavemente a lo largo de la va-
riedad, es decir, que sea una seccion diferenciable.
La ecuacion (2.9) nos dice algo destacable, que es que el tensor métrico estd determina-

do por la tétrada, y por lo tanto ésta tiltima contiene toda la informacion sobre el primero.

1Al haber, en un R-espacio vectorial de dimension finita V (como lo son los espacios tangentes), una forma
bilineal no degenerada ®: V ® V — R, se da una identificaciéon natural entre V y su espacio dual V*, dada por
la asignaciéon ve V — ®(v,-) € V*. Este es el isomorfismo musical, y se llama asi debido a que, fijando una base
y su dual, para pasar de un vector al covector asociado se deben subir y bajar los indices con las componentes
de la forma bilineal.

2Sus elementos son secciones del fibrado compuesto por una copia del grupo de Lorentz en cada fibra, es
decir, del fibrado SO(1, 3)-principal.
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Sin embargo, lo reciproco no es cierto; partiendo de una tétrada, cualquiera que esté rela-
cionada mediante una transformacién de Lorentz local reproducira la misma métrica. De-
cimos entonces que la métrica es un invariante local (de Lorentz), es decir, que transforma
como un escalar frente a transformaciones de Lorentz locales. Lo importante es que ésta es
exactamente toda la simetria de (2.9). Para entender esto, debe notarse que la tétrada es un
objeto mds fundamental, teniendo 16 componentes libres, a diferencia de la métrica, que
tiene® 10. Sin embargo, al considerar la simetria local, esa diferencia desaparece, ya que se
consumen componentes libres iguales a la dimensién del grupo de transformaciones, que
en este caso es precisamente 6. De esta manera, no podria haber una mayor simetria.
Por otro lado, a partir de (2.6) vemos que (las componentes de) la tétrada de vectores se
comporta como un covector ante transformaciones de Lorentz, pues
eg/ = na’b’gaﬁezl = na’b’gaﬁAb’beb = A“afﬂabg“ﬁeg, (2.10)
donde en la dltima igualdad usamos que 7, pAY » = A Mab, que se verifica facilmente in-
virtiendo cualquiera de las dos matrices de Lorentz. Concluimos entonces que los indices
latinos, que denominamos indices de Lorentz, otorgan un carécter tensorial respecto de
transformaciones de este grupo, como lo hacen los indices griegos (y latinos mayuscula pa-
ra cantidades restringidas a hipersuperficies), que denominamos indices Riemannianos,
respecto de los difeomorfismos o cambio de coordenadas. En particular, vemos que la té-
trada”® tiene un caracter tensorial mixto, transformando genéricamente sus componentes
como
el = AY A% el 2.11)

donde a pesar de denotar de la misma manera a las matrices de transformacion, su funcio-
nalidad queda clara por el tipo de indices que las acompafian. Esto convierte a la tétrada en

el nexo entre tensores de distinto origen. Por ejemplo, el contenido de los tensores

Aaﬁ — o ﬁemAabm, Aab a b IJAaﬁ

p=eqeye, m=egegemA "y,
es el mismo, donde usamos (2.4) y
eael _eanlmg ey _ga’)/g - a’ ( . )

para invertir las componentes de la tétrada. Algunas consecuencias de esto son , por ejem-

3Ahora no estamos contando grados de libertad, que tienen que ver con las ecuaciones dindmicas y sus si-
metrias internas. Simplemente analizamos sus propiedades como objetos geométricos. Por ejemplo, notando
que la métrica debe ser un tensor simétrico por definicién, se reduce el niimero de componentes libres.

“Una vez probada la estructura musical, es indistinto hablar de vectores o covectores, lo que importan son
sus componentes.
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plo, las relaciones duales
n = g“ﬁegelg, g% = n“begeg. (2.13)

A pesar de comunicar tensores de distinto tipo, remarcamos que las componentes de la
tétrada no deben ser pensadas como las de un cambio de coordenadas, ya que cada indice

tiene una naturaleza distinta.

2.1.2. Conexion de espin

La herramienta adecuada para relacionar vectores en distintos espacios tangentes (y en
general tensores en sus respectivos fibrados) es una derivada covariante, o equivalente-
mente una conexion. Rdpidamente nos damos cuenta de que la derivada covariante defini-
da para tensores Riemannianos no nos sirve, pues no respeta las reglas de transformaciéon

de tensores de Lorentz:
Ve =V, (A7 e = 0,(A7 Je + A Ve # A Ve (2.14)

Para enmendar esto debemos considerar la derivada de Fock-Ivanenko respecto del grupo
de Lorentz, es decir, la derivada covariante que resulta de tomarlo como grupo de gauge, que
describimos a continuacion. Remarcamos que esto no implica que el grupo local de Lorentz
vaya a ser parte del grupo de simetrias de la teoria, pues, a diferencia de las teorias de tipo
Yang-Mills, no vamos a reemplazar derivadas ordinarias por covariantes en el Lagrangiano,
sino que a partir de este lenguaje vamos a construir cantidades que podemos relacionar con
la conexion Riemanniana, que es el marco en el que se plantea la RG, luego de establecer
un vinculo entre las dos derivadas covariantes. Esto no quiere decir que la GT no pueda ser
formulada como una teoria de gauge, y de hecho lo es pero no para el grupo local de Lorentz
sino para el grupo de traslaciones. Como teoria de gauge, tiene la ventaja de que es abeliana,
y ademads, como los generadores, que son las derivadas parciales 9, actian sobre campos
de materia a través de sus argumentos, éstos se acoplan de la misma manera y por lo tanto
sienten los mismos efectos gravitatorios. Esta es la universalidad en el contexto de la GT [5].

Para la implementacion de la derivada de Fock-Ivanenko, es esencial el entendimiento
del grupo de Lorentz y sus representaciones. Recomendamos particularmente las notas [36],
en donde se exponen estos aspectos de manera elegante y concisa. Toda transformacion de

Lorentz (local) se puede escribir como
A(x) = e 20007 (2.15)

donde J#/ = —J /¥ son los generadores del dlgebra de Lorentz, en la representacién en la que
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actue la transformacion A, que deben cumplir la regla de conmutacién
[Jij,Jkl] _ l-(T]ijil_niijl_nleik_i_nilek)’ 2.16)

y 0;j = —0;; los parametros que sintonizan todas las distintas transformaciones. Por ejem-

plo, la representacion vectorial del dlgebra de Lorentz se realiza mediante los generadores
..\ a . . ] . .
(J’f) =i (n“’a b—rﬂ“@’b). 2.17)
Introduciendo un potencial de gauge por cada generador,
JI o, =0,/ (2.18)

se define la derivada covariante de Lorentz como

donde
Wy = Lo i (2.20)
u 2 1% J

es una 1-forma (Riemanniana) que toma valores en el dlgebra de Lorentz. La definicién

(2.19) asegura que su accion sobre tensores de Lorentz preserve su carécter, es decir, que
(DuAY'=D' A% = A“ ;D A%, (2.21)

y similarmente para tensores de todo tipo, siempre que valga la regla de transformacion para
los potenciales de gauge’
wy, = Awy A =200, A, (2.22a)

o bien en componentes,

0, = A0 YA = @AY IAC. (2.22b)

Notemos que esta nocion de derivada covariante, a diferencia de la Riemanniana, permi-
te incluso diferenciar campos espinoriales, simplemente estableciendo los generadores del
dlgebra de Lorentz en esa representacion, es decir, J*/ = L[y, 4], con v las matrices de Di-
rac. Esto convierte a este contexto en un potencial medio para describir la interaccién entre
la materia fermionica y la gravedad, aunque la manera de hacerlo no es clara atn.

a 1

p =30 ul] (Jij)“, se denominan la conexién de espin o conexién de

Lorentz. Esto se aclara cuando reemplazamos las expresiones de los generadores J*/ en la

Las cantidades W,

SEl factor 2 proviene del 1/2 en la definicién de la derivada covariante.
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representacion vectorial (2.17); la derivada covariante de un vector de Lorentz A% resulta
a _ a a .b
D A" =0,A o, A, (2.23)

y exigiendo que esta derivada covariante actiie como la derivada ordinaria para campos

escalares, obtenemos para un covector Aa
DpAa=04A0—,",Ap. (2.24)

Estaregla, junto con la antisimetria de los potenciales de gauge (2.18) hacen que la derivada
covariante de Lorentz sea “compatible”’con la métrica de Minkowski, no en el sentido de que

la conexion sea de Levi-Civita respecto de esta métrica, sino de que se satisfaga
Dynap =0. (2.25)
Notamos también que, por la misma razén se cumple que
Dy€apea =0, (2.26)

donde €4 €s €l tensor totalmente antisimétrico en esos indices.
Observamos que, si los tensores de Lorentz en (2.23) y (2.24) son ademas formas dife-
renciables Riemannianas, las derivadas covariantes admiten una expresion elegante libre

de coordenadas:
DA®=dA“+w NAY, DA,=dA,-w" A Ay, (2.27)
donde d es la derivada exterior y w“, = w““ ,dxt, yaque

a _ a
DA% = D(AHI“'ﬂn

= Du(Af, .., )AXH A dXHT Ao A dxhn

dx"M A~ AdxPr) = D(AZI---pn)dxM A= Adxtn
= (OMAZI_.M + wy“bAZI,,,”n)dx“ AdxM A A dxHr
=dA"+w" A AP,

y similarmente para la otra expresion. Para computar la curvatura de esta conexion, aplica-

mos la derivada covariante dos veces:

D*A%=D(dA" +w, A A") = DAY + Dw?, A AD)
=w’, /\Ab+dw“b /\Ab—w”b /\dAb+w”c/\wa A AP

= (dw?) +w Aw ) ANAP = R, () AY, (2.28)
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de donde deducimos que
RY (w) = dw”, +w" AWE, (2.29a)

o bien en coordenadas,

R, @) =0,0,% - 0,0, +0, 0% -0, 0,5 (2.29b)

Notemos que la curvatura no es la derivada covariante de la conexién de espin, lo cual ni
siquiera es factible ya que ésta no se comporta como un tensor.

La siguiente cuestion es como se relacionan las dos derivadas covariantes. Teniendo en
cuenta que la tétrada es el tensor mixto fundamental que conecta ambas nociones, deberia
ser esperable, por ejemplo, que las derivadas covariantes de los tensores A% y A% = e A“
contengan la misma informacién. Siendo precisos, debemos comparar estas cantidades en
una misma representacion, es decir, usando un sélo tipo de indice. La propiedad que bus-
camos es

Dy A" = eV, A%, (2.30)

que nos dice que tomar la derivada covariante respecto de un tipo tensorial se relaciona
con la otra mediante la traducciéon més natural, que es a través de la tétrada. A partir de sus

definiciones, computamos la diferencia

DyA® - eV, AY =0y A" + 0, A” — €30, A" + T, AP) (2.31)
a _ B b
=A%e; — ey uﬁA +to, “,A

= (0ueg ~Thaeh +,eb) A7, (2.32)

y vemos que se anula para cualquier vector arbitrario A% si

Vel =0, (2.33)
donde WV, es la derivada covariante total para tensores mixtos, que ademas de actuar como
derivadas ordinarias, deriva covariantemente sobre cada indice, respetando su posicion. Por
ejemplo, la derivada total de la tétrada es
_ B
= Oye -T

ua ﬂ+wu be —Vpe +w be =Dy ey ~1P e

o€l (2.34)

u

y se extiende de manera natural a tensores mixtos mds generales. Notamos que la condicion

(2.33) vincula las dos conexiones:

W, eb(FW 5 Oueq) = —e,Vyey (2.35a)

rﬁ —ea(due +w el =ebD,el. (2.35b)

u
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La principal consecuencia de estas relaciones es que en una teoria en la que las dos nociones
de covariancia son compatibles, es decir, donde se satisface (2.33), las conexiones afin y de
espin tienen exactamente el mismo contenido, lo que genera una equivalencia entre los
pares de variables geométricas {g,I'} y {e,w}. En particular, a cada conexion métrica @ le
corresponde una conexién & w, que denominamos la conexién de espin de Levi-Civita .
En vista de esta equivalencia, es esperable que la curvatura de cada conexién contengan
la misma informacién. De hecho, es directo ver que se relacionan simplemente a través de
la tétrada [4]:
R, () = efej RY;(T). (2.36)

Por estas razones, en adelante decimos conexion a secas, pudiendo ser cualquiera de las
dos, ya que tienen el mismo contenido.

En lo que sigue vamos a introducir nuevas cantidades, pero lo importante es no perder
de vista nuestro objetivo, que es llevar la RG al lenguaje teleparalelo. La idea va a ser des-
componer la curvatura 'R en términos de las componentes de la tétrada y de la conexién

de espin. Para eso, notemos primero que
Vg =VWae®oe’) =Wnag AEe?oe?)=Dmnay) AEetoel) =0, (2.37)

donde usamos (2.25) y (2.33). Como consecuencia de esto, en la descomposicion (1.87) el

término de no-metricidad desaparece, por lo que la conexion se reduce a

A _(@rA A
Thp=®T0+K", (2.38)

ﬁ.

Recordar que la contorsion (1.88) estd compuesta por la torsiéon de la conexion I', que en
componentes es

A 1A A
T 5 =Ths—Tha (2.39a)

En el lenguaje libre de coordenadas, usando la traduccion (2.35) ésta se escribe como la

2-forma
T =de” +w" A el = De?, (2.39b)

mientras que la contorsion como la 1-forma
K% =w? - ®ws (2.40)

donde en esta relacion se entiende que cuantifica la desviacién de la conexion respecto de

la de Levi-Civita, que también se puede apreciar en (2.38). Puede verse también que
T“(er,em) = e, enle’, (2.41)

es decir, la torsion mide la anholonomia de la tétrada como base en cada espacio tangente.

40



Notamos que, como la RG es una teoria en donde la gravedad se canaliza a través de la

curvatura y no por la torsion, se tiene que
® e =, (2.42)

donde ' D es la derivada covariante de Lorentz que involucra la conexién de espin de Levi-
Civita.
A partir de estas cantidades podemos separar la parte de Levi-Civita de la afin en el ten-

sor de curvatura (2.29), escribiéndolo como
R =®R + ®VK‘ + K NK°,, (2.43)

donde ®'V es la derivada covariante total que involucra las conexiones de Levi-Civita.

Vemos que en este contexto la torsién se convierte una cantidad destacada, ala par de la
curvatura, y que todas las cantidades presentadas transforman como tensores de Lorentz,
como consecuencia de la introduccion de la derivada de Fock-Ivanenko. En particular, la
relacion (2.43) nos dice que la deficiencia en la curvatura de una conexion que no es la de
Levi-Civita, pero que es compatible con la de espin, se codifica completamente dentro de la
torsién y sus contracciones.

En base a esta descomposicidn, el teleparalelismo se basa en elegir una conexién plana,
es decir, que haga la curvatura (2.43) nula, de manera que la tinica cantidad que describa la

gravedad de manera geométrica sea la torsion. Esto es lo que desarrollamos a continuacion.

2.2. [Equivalente Teleparalelo de la Relatividad General

Partiendo de la accién de Hilbert-Einstein, que en el lenguaje libre de coordenadas se
escribe como [29]
1
2KSe = f capcae nel O R (2.44)

usamos la ecuacion (2.43) para obtener

ZKLHE =

€avcae® NeP A (R — K, A K~ ®D(eypeae nel A de)]

— N =

Eapcae® Ael A (R — K, A K — d(eapeae® el A ch)] , (2.45)

\S)

donde en la primera linea usamos (2.26) y (2.42), y en la segunda, el hecho de que lo que
estd dentro de la derivada covariante es un escalar de Lorentz. Destacamos la presencia
de un término de borde, que podemos sustraer obteniendo el Lagrangiano dindmicamente
equivalente

2xL = %eabcde“ neP AR - K¢, A K°Y). (2.46)
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Una observacion crucial es que si bien tanto la conexién de espin w?, como sus derivadas

b
aparecen en este Lagrangiano, ésta no puede ser una variable dindmica, pues estd completa-
mente ausente en el Lagrangiano de Hilbert-Einstein, protagonizado exclusivamente por la
conexion de Levi-Civita. Para que esto sea consistente, la variacion 6, L debe compensarse

con la del término de borde en (2.45). Esto es, a partir de la definicion (2.40),
1 a b cd
2x0,L = Ed(eabcde Ae" ANOw?). (2.47)

Esto implica que la conexion de espin es una variable esptrea, es decir, no es determinada
por la dindmica. En el Equivalente Teleparalelo de la Relatividad General (ETRG), el tele-

paralelismo se impone eligiendo la conexién de Weitzenbdock, fijando
Wwe, =0, (2.48a)

para todo par de indices de Lorentz, o lo que es lo mismo, via el vinculo entre conexiones

(2.35), estableciendo los simbolos de Christoffel como
Wrl, =ejd,el. (2.48b)

La consecuencia principal de esta eleccion es que la curvatura resulta nula (ver (2.29)), de-
legando completamente la descripcién geométrica a la torsion. De esta manera, se instaura
una nocién de paralelismo absoluto, donde un vector es paralelamente transportado si y
sélo si sus componentes son constantes, lo que permite comparar ficilmente tensores en

distintos puntos. Bajo esta conexion, el Lagrangiano (2.46) queda
_ 1 a b c ed
2k LgrRG = —Eeabcde ne’ANK°, NK®, (2.49)

donde omitimos la etiqueta acéd y en adelante (W), ya que la Ginica conexién que vamos a
considerar, aparte de la de Levi-Civita, es la de Weitzenbock. La teoria que reproduce este
Lagrangiano es equivalente a la RG porque difiere de (2.45) en un término de borde, y es
teleparalela porque se fij6 la conexion de Weitzenboéck. Notamos que, como la contorsion
es lineal en derivadas primeras de la tétrada, el Lagrangiano resulta cuadratico en éstas, por
lo que las ecuaciones de movimiento resultan de segundo orden.

Sin embargo, esta fijacién viene con un costo, y es que se pierde casi totalmente la in-
variancia local de Lorentz. De hecho, aparte de la tétrada, todos los tensores introducidos

anteriormente dejan de comportarse como tales. Esto es porque la contorsion (2.40) resulta
K% =-®uwa (2.50)

por lo que transforma como una conexién y no como un tensor, impidiendo que el Lagran-
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giano (2.45) sea un invariante local. Sin embargo, veamos que si aplicamos una transforma-
cién local en (2.49), entonces se mantiene una invariancia parcial. Para hacerlo, usamos que
el Lagrangiano (2.45) es invariante local (antes de fijar la conexién de Weitzenbd6ck), por lo

que la variacion del primer término debe ser opuesta a la del segundo. Esto es,

]. ! ! ! g/
2k L' =2x Liyp + Ed(earb/dd:e“ nel NKCD)
1 / ! ! /
= 2 Liug — 5 d(eapcae” Ae® NA LAY ) (A7 ®pedpd _pCpld gnc )
1 ! !
=2xL+d (€abcae® e A (A A ! A%, dAC )

1 ,
=2k L + Ed(eabcdeaAebAAcc,ndedAc o) (2.51)

donde usamos la ley de transformacion de la conexién de espin (2.22). Observamos que, lue-
go de aplicar la transformacion local, el Lagrangiano (2.49) queda invariante a menos de un
término de borde, rasgo que se denomina cuasi-invariancialocal, por lo que las ecuaciones
dindmicas que reproduce resultan genuinamente invariantes. Esto nos dice que la teoria no
es sensible a los cambios en las orientaciones locales de la tétrada. Observamos que si qui-
siéramos postular una accién completamente invariante local, deberiamos reincorporar el
término de borde, resultando en

21<Sn

1 1
el=-=| e pae?re’ AK€ /\Ked——f €apcae” nel N K. 2.52
ETRG[ ] 2 L/t dde e 2 6/\/1 ade ( )

Hasta ahora no consideramos la interaccién del campo dindmico con materia. Una ma-
nera posible de hacerlo es acoplando minimamente los campos de materia con la tétrada
(relevante para materia con espin), y otra es directamente con la métrica, de la misma forma
que en la RG. En este trabajo vamos a considerar lo tltimo, agregandole a la accion (2.52) un
término

Sp = fM Lylg, Ve e”1Q, (2.53)

con Ly la densidad Lagrangiana de algin campo de materia ¢, puesto que el objetivo gene-
ral consiste en comparar soluciones de RG con las correspondientes del marco teleparalelo
(modificado), y no estudiar un mecanismo de interaccion particular de la teoria. En (2.53),

Q=e’rel rne? e =ed*x esla4-forma de volumen y
e:=detes =-g, (2.54)

como consecuencia de (2.8).
Como densidad Lagrangiana, se suele escribir (2.49), junto con el término de borde, co-
mo [12]
2k Lgtrg = —e(T —2A) — 20, (eTH) = —e(T — 2A) — 2¢ €'V, T, (2.55)
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donde
_7A
T,=T A (2.56)

es el vector torsion, A una potencial constante cosmoldgicay
d d
T =K. K, - K, K%, (2.57)

el escalar de Weitzenbock o el escalar de torsién. Notemos que llamar escalar a esta can-
tidad, es un claro abuso de notacién, puesto que sélo se transforma como un tal ante el
grupo global de Lorentz. Como las demas cantidades involucradas, s6lo se comporta tenso-
rialmente (como un escalar de Lorentz) si no se fija la conexion de espin. Identificamos que
el Lagrangiano teleparalelo s6lo contiene derivadas primeras de la tétrada puesto que las
derivadas segundas quedan segregadas en el término de borde. Para pasar de (2.49) a (2.55)
simplemente se debe escribir la 1-forma de contorsién en términos de la tétrada e invocar
la 4-forma de volumen.

La relacion entre los escalares de Weitzenbock y el de curvatura de RG es
®R= —T—Z(g)V”T”, (2.58)

donde también se ve que dan lugar a Lagrangianos equivalentes (al menos, cuando se con-
sideran variedades sin borde), puesto que coinciden a menos de una divergencia.
Las ecuaciones dindmicas del ETRG se obtienen extremando la accion total S = Sgrrg +

Sy ante variaciones de las componentes de la tétrada, con la restricciéon e%lopm = 0. Estas

son
1 K
-1 pv AP v v — AV
e'0,(e8,") + el (17,8, )—Zea(T—ZA)——Eea(a, (2.59)
donde LoL
a ¢
. 2.60
¢ edel (2.60)

es el tensor de energia-momento asociado a los campos de materia presentes 'y
SOHV = KHVE | gV _ oGV TH (2.61)

el superpotencial. Estas ecuaciones son equivalentes a las de Einstein (para materia que
se acopla de la misma manera), mostrando que la curvatura y la torsiéon describen los mis-
mos grados de libertad del campo gravitacional, y como anticipamos previamente, son de
segundo orden en derivadas de la tétrada. Sin embargo, surge una pregunta natural, y es
cOmo se expresa la geometria (gravedad), que es indudablemente plana, en el movimiento

de los observadores. Para responderlo, consultamos la ecuacion geodésica (1.6) yla relacion
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(2.38), viendo que la dindmica de un observador (sin espin) es

W+ T utuf = KA putul, (2.62)

donde w es su 4-velocidad y Fé = (W)Fg 5 la conexion de Weitzenbdck, que no tiene curva-

B
tura. Vemos que la torsién aparece como fuente de la ecuacion de las curvas geodésicas, es
decir, la interaccién gravitatoria se manifiesta en forma de una fuerza que aparta las par-
ticulas de sus trayectorias (Weitzenbdck) autoparalelas. Notar que, si no congelaramos la
conexion de espin, la contorsion seria tensorial, por lo que se distinguirian claramente los
efectos inerciales, representados por la conexion en el lado izquierdo (que es una cantidad
explicitamente no covariante), de los efectos gravitacionales, comprendidos en la fuerza co-

variante.

2.3. Gravedad f(7)

Existen abundantes maneras de extender o modificar el ETRG. La mds inmediata es con-
siderar un Lagrangiano compuesto no sé6lo por el escalar de Weitzenbdock, sino también por
las demds componentes irreducibles de la torsioén (respecto de las transformaciones glo-
bales de Lorentz), siendo una de ellas la parte vectorial (2.56). Este marco se denomina la
“nueva RG"[37]. Otro camino posible es, en analogia con la gravedad modificada f(R), don-
de se reemplaza la densidad Lagrangiana de la RG, R, por una funcion arbitraria de éste,
la gravedad f(T') o teorias f(7'), donde en (2.55) se considera una funcién arbitraria del
escalar de Weitzenbock. Este es el marco en el que se desarrolla la tesis, y concretamente

consiste en considerar la accién modificada

ZKSf(T) = —fM f(T)ﬂ (263)

La primera aparicion de estas teorias fue en [7], donde se implement6 una modificacién de

tipo Born-Infeld (BI)
[ 2T
(T =A 1—7—1 , (2.64)

con A el pardmetro de BI, que controla la escala en la que las soluciones se deforman (se re-
cupera la dindmica original cuando A — oo), para resolver el problema del horizonte en un
Universo FLRW espacialmente plano, explicando el régimen inicial de la expansion del Uni-
verso sin recurrir al campo inflatén. Ademas, otro efecto fastuoso de la modificacion (2.64)
es que genera una solucién cosmoldgica regular, no sé6lo previniendo que el factor de escala
se anule, sino que también produce que los invariantes geométricos sean acotados para to-
do valor de tiempo propio finito [8]. Este tipo de modificaciones se basa en la prescripcion

original que dieron Born e Infeld, cuyo objetivo era obtener una teoria de EM en donde la
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carga puntual tuviera una auto-energia no singular, para intentar obtener soluciones regu-
lares. El mecanismo de la modificacién (2.64) se activa cuando el escalar de Weitzenb6ck
es grande, que es justamente lo que sucede durante el Big Bang en la solucién cosmolégica
considerada (T o< H?%(1)), y se apaga, es decir, la solucion describe la misma dindmica que
la de la RG, a tiempos posteriores, cuando T decrece. Otro mérito de la modificacién (2.64)
es la regularizacion de la solucién esféricamente simétrica y estética en 3 + 1 dimensiones
[9], donde, a pesar de seguir conteniendo una singularidad de curvatura en el origen, ésta
es repulsiva, lo que significa que ningtin observador puede alcanzarla en un tiempo propio
finito, haciendo que el espacio-tiempo sea geodésicamente completo.

Otras contribuciones importantes de las teorias f(7) dentro del drea de la cosmologia
fueron las propuestas que logran explicar la expansién acelerada del Universo sin recurrir a

la energia oscura [10, 11], considerando modificaciones del tipo

a
=nr

f(M)=T- (2.65)

con a y n pardmetros a determinar por el experimento.

En comparacion con las teorias f(R), las teorias f(T) presentan una gran ventaja, y
es que las ecuaciones dindmicas resultan siempre de segundo orden, ya que el escalar de
Weitzenbdck contiene a lo sumo derivadas primeras de la tétrada al cuadrado. Concreta-

mente, éstas son
_ 1 K
e7'0,(ef (TS + el (TP, S,M) F1(D - el (1) ==5€,63, (2.66)
y vemos que se reducen a (2.59) si elegimos la funcién
fetrg(T) =T —2A. (2.67)

Las ecuaciones (2.66) tienen la misma forma independientemente de la dimensi6n del pro-

blema. Otra manera de escribirlas es [38]
1
F(D)Gap+ Ega,;(f(T) — /(DT =2M) + f"(T)Spap VP T = kOqg, (2.68)

con Gy el tensor de Einstein (de la conexion de Levi-Civita), donde se aprecia a nivel de
ecuaciones dindmicas la equivalencia teleparalela al elegir f = fgrrg, Yy ademads permite
comparar mads facilmente estas teorias con la RG, e incluso con sus extensiones f(R).

A pesar de que no se conoce una modificacién f adecuada para todos los contextos, si
las hay en casos particulares, como los discutidos previamente. Sin embargo, lo que si sabe-
mos es que debemos exigir que las modificaciones se apaguen en el rango de validez de la
RG, dando asilos mismos resultados, es decir, que f = fgrrg en ese limite [39, 40, 41]. Si bien

conceptualmente esto es claro, la discusién se torna oscura cuando uno intenta cuantificar
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cudl es ese dominio de la RG. Esto es porque al usar la conexion de Weitzenbdock el escalar
de torsion T deja de ser un invariante local, pudiendo en principio tomar distintos valores
para distintas soluciones admisibles. Esto desfavorece la posibilidad de establecer f = fgtrg
en algiin rango adecuado. La realidad es que las propiedades que deba cumplir la modifi-
cacion para respetar el limite de RG, e incluso las que necesite para rectificar algtiin aspecto
singular o inconsistente de una solucion, van a depender fuertemente del ejemplo tratado.
Adicionalmente, estas teorias “sufren” una pérdida significativa de la invariancia local, in-
cluso a nivel de las ecuaciones dindmicas, a diferencia del ETRG, puesto que, la divergencia
en (2.51) que se produce al transformar la tétrada, queda atrapada dentro de la funcion f.
Esto produce que la orientacién relativa (pues las transformaciones globales siguen siendo
simetrias) de la tétrada adquiera un rol regente, y en particular la nocién de paralelismo ab-
soluto se mantiene sélo respecto de algunas tétradas privilegiadas (habrd presentes distintas
tétradas que resuelvan las ecuaciones dindmicas no vinculadas por una transformacion glo-
bal). Una consecuencia importante de esto es la distincion entre tétradas ‘buenas’ y ‘malas’
[42]. A modo de ilustracion, en el contexto de soluciones esféricamente simétricas de vacio,

la propuesta natural en coordenadas esféricas

[ oM
e=1/1-"dr (2.69a)
r

d
el=_41 (2.69b)
1-2M
r
e’ =rdb (2.69¢)
e’ =rsenfd¢, (2.69d)

es decir, la tétrada diagonal, a pesar de reproducir la métrica de Schwarzschild, no cons-
tituye una solucion consistente de las ecuaciones dindmicas modificadas [43], a menos de
que f"(T) = 0, es decir, a menos de situarse en el ETRG, que es donde hay invariancia local
plena (en las ecuaciones dindmicas). Vemos que esta tétrada condiciona o restringe la mo-
dificacion a considerar, que es precisamente la maldad que se le atribuye. Otros ejemplos
que exhiben este comportamiento son las soluciones cosmolégicas en 3 + 1 dimensiones
con seccion espacial no plana [28]. Este ‘artefacto’, arraigado en la pérdida de la invariancia
local, fue una gran fuente de confusion en la bibliografia, donde se obtuvieron conclusio-
nes erréneas a causa de manipular tétradas malas. Por ejemplo, en [44] se utiliz6 una tétra-
da diagonal similar a (2.69) para demostrar como hecho general que para cualquier teoria
f(T) existe una solucién esféricamente simétrica y estdtica, contemplando s6lo algunas de
las ecuaciones dindmicas de la tétrada. El conflicto aparece cuando éstas se consideran en
conjuncioén con el resto de las ecuaciones, siendo que la tétrada propuesta no resuelve el

sistema completo consistentemente para cualquier modificacion.
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Por este motivo, resulta altamente atractivo poder identificar qué transformaciones pre-
servan soluciones, es decir, la simetria residual luego de la pérdida de la invariancia local.
Esto es particularmente critico para el problema de juntura entre dos geometrias, donde no
es para nada esperable que todo par de soluciones conformen una paralelizacién bien defi-
nida. Por otro lado, poder parametrizar todas las soluciones de un dado problema presenta
una gran ventaja para el conteo de grados de libertad de estas teorias. En [12] se presenta un
método general, que incluso sirve para otras teorias teleparalelas extendidas, para encon-
trar parte de esta simetria residual, denominada la simetria remanente. El método consiste
en inspeccionar el término de borde en (2.51), y determinar las transformaciones que no lo
producen, proceso que obviamente depende de la solucion con la que se haya partido. Los
autores definen el grupo remanente de una tétrada .A(e“) como el subgrupo de transfor-
maciones locales que preservan el escalar de Weitzenbock T, o lo que es lo mismo, el La-
grangiano. Para estas transformaciones, si e* es una solucién consistente, es decir, si hace la
accioén (2.52) extrema, como el escalar de Weitzenbock de la tétrada transformada e? sigue
siendo el mismo, entonces también hace extrema la accion, y por lo tanto la tétrada transfor-
mada resulta una solucién consistente. Remarcamos ademads que es esperable la existencia
de soluciones con distinto escalar de Weitzenbdéck, por lo que la simetria remanente, que es
extremadamente 1til, es s6lo una parte de la simetria total.

Por ultimo, destacamos que existen mas modificaciones de la GT distintas a las teorias
f(T), como la gravedad f (T, B), que incluye los aspectos de la gravedad f(T)y f(R) dentro
de un mismo marco, la ‘nueva RG’ modificada, que consiste de tomar funciones arbitrarias
de todas las componentes irreducibles, la gravedad determinantal de BI, y muchas otras
mas. Incluso puede aplicarse el mismo proceso descrito para el ETRG para ciertas teorias

f(R), que describimos brevemente. Se sabe que si f” # 0, entonces la accién

2KS f(ry) = [M d*xy/=gf(R)+ Sy (2.70)

puede llevarse a la forma

2xSpr) = fM d*x/=g[pER-V ()] + Sy, 2.71)

donde ¢ es un campo escalar y V(¢) un potencial, por lo que, escribiendo el escalar de
curvatura como en (2.58) e imponiendo teleparalelismo, obtenemos la accion (descartando

un término de borde)

2kSfr), P = fM d*x/=g|-pT +2T,V*p—V(P)] + Sp. (2.72)

Este argumento también se extiende a otras modificaciones métricas de la RG, exhibiendo

el amplio alcance de las teorias f (7).
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2.4. Formulaciones covariantes

Como mencionamos, congelar la conexion de espin produce una pérdida de la inva-
riancia ante transformaciones de Lorentz locales, y es mucho mds profundo para las teo-
rias f(T), donde ni siquiera las ecuaciones dindmicas resultan invariantes. Esto hace que la
orientacion de la tétrada adquiera suma importancia, o lo que es lo mismo, introduce mar-
cos privilegiados, incluso para la geometria de Minkowski, que es la més simple (y la que
experimentamos cotidianamente). Una consecuencia de esto es que los grados de libertad
de las teorias modificadas se manifiestan furtivamente, generando la dicotomia mencio-
nada entre tétradas buenas y malas. Esto es a lo que se refieren en la bibliografia cuando
dicen que estas teorias son “marco dependientes”, argumentando que la tétrada considera-
da (generalmente diagonal) condiciona el tipo de modificaciéon admisible. Otro argumento
en contra de la pérdida de la invariancia local es que en principio no hay ninguna propie-
dad de la materia que privilegie una orientacion de la tétrada. Una respuesta a lo primero es
que, en vista de la pérdida de la simetria local, la realidad es que no hay ninguna razén para
proponer tétradas particulares, por lo que insistir en soluciones ‘simples’ no puede ser una
estrategia viable y solo refleja una incapacidad a la hora de buscar soluciones. Con respecto
a lo segundo, reconocemos que es cierto, pues estamos asumiendo que la materia se aco-
pla con la métrica y no minimamente con el campo dindmico. No obstante, a pesar de que
la teoria gravitatoria deja de ser invariante local, destacamos que no ocurre lo mismo para
los campos fisicos, que son los que corresponden a las particulas fundamentales, y que de
cualquier manera, esta situacion jamads fue problematica en el ETRG, donde la invariancia
local no se exhibe directamente a nivel de la accién sino al de las ecuaciones dindmicas. Sin
embargo, admitimos una desventaja que surge tras la pérdida de la invariancia local, que es
que se pierde la capacidad de distincion entre efectos inerciales y efectos gravitatorios.

Independientemente de estas razones, es valido cuestionarse si es posible restaurar la
covariancia en las teorias teleparalelas, en el sentido de que el grupo local de Lorentz sea
parte del grupo de simetrias a nivel de la accién, tal como lo es el grupo de difeomorfismos.
Desde el punto de vista teorico, este seria un aspecto deseable, aunque desde el experimen-
tal la ruptura de la simetria seria algo no detectable, ya que no se refleja en el tensor métrico.
Una idea general para lograr la covariantizacion, tanto en el ETRG como en las teorias mo-
dificadas, es adaptando la conexién de espin. Aunque ese plan esté bien fundado, presenta
dos obstrucciones importantes. Primero, para que la teoria sea efectivamente teleparalela,
la conexion de espin debe ser plana o inercial, es decir, tal que no haya curvatura. Si se pre-
tende una formulaciéon covariante con tal conexién de espin, entonces debe pertenecer a la
clase inercial, es decir, debe estar relacionada a través de una transformacion local con la
conexion de Weitzenbdock, de acuerdo a la regla de transformacion (2.22). El segundo obs-

taculo que enfrenta la covariantizacion es que la gran consecuencia de incorporar una co-
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nexién de espin que asegure la covariancia es que los grados de libertad de estas teorias, que
en la actualidad resultan poco claros, se transmiten a otro objeto. En principio esto podria
ser una ventaja, pero para que asi lo sea este objeto deberia dictarse por alguna dindmica
concreta.

En base a esto, veamos posibles métodos de covariantizacion. Seguimos principalmente
las referencias [14, 15]. Empecemos viendo posibles caminos para recuperar la invariancia
total en el ETRG, es decir, para obtener una accién realmente invariante. La idea més natural
seria nunca imponer la conexion de Weitzenbdock (2.48) y considerar la conexion de espin
como una variable a someter a variacion, evitando el problema desde la raiz. Esto es, partir
de la accién

2x S, = _f/\/l T (e, w)2. (2.73)

Ademads de que no hay ninguna seguridad de que la conexion de espin resultante pertenezca
a la clase inercial, como argumentamos previamente, éste no es un camino viable, ya que
la conexion de espin no resulta una variable dindmica. Atin ignorando estas advertencias,
si decidimos extremar esta accién ante variaciones dw, se obtiene la condicién tajante (en
dimensién d # 2)

T¢=0, (2.74)

o lo que es lo mismo, que la conexién de espin que hace extrema la accién es la de Levi-
Civita. Notamos que es el mismo resultado que se obtiene al extremar la acciéon (1.12) ala
Palatini, lo cual es sensato.

Otra manera de implementar la covariancia en el ETRG es a través de la denominada
“variacion inercial”, que consiste en variar la conexién de espin, pero restringiéndola a la
clase inercial, de manera que siga transformando como una conexion pero que siempre
efectte el teleparalelismo. Esto es, asumiendo que existe un marco en el que la conexién
de espin es la de Weitzenbock, se busca la transformacion de Lorentz local (fija) tal que la
conexion

0, = =@uA” IA,, (2.75)

hagala accion
2kSp = —f T(e,w(A)Q2 (2.76)
M

extrema, donde se debe variar tanto la tétrada como la transformacion local. La variacion
respecto de la transformacion local produce un término de borde, por lo que no introduce
ninguna ecuacién dindmica. Por lo tanto, a pesar de inducir una teoria covariante, no hay
manera determinar la conexion de espin resultante.

El tltimo camino que describimos es asegurar el teleparalelismo absoluto, no mediante

la conexién de espin, sino a través de un vinculo, es decir, de multiplicadores de Lagrange.
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Esto es, planteando la accion

2kSy = — f (T(e, w) +/1“”abRW“b (w))ﬂ, 2.77)
M

con A¥ Vab multiplicadores de Lagrange, que satisfacen las mismas simetrias que el tensor
de curvatura. Es claro que al variar respecto de A la conexién resulta plana y que al variar
respecto de la tétrada se obtienen las mismas ecuaciones dindmicas que las del ETRG, que
en particular no involucran a los multiplicadores. Por otro lado, al variar respecto de la co-
nexién de espin, se obtienen ecuaciones dindmicas que determinan a los multiplicadores, y
que junto a las demds constituyen un sistema completamente consistente, lo que hace que
este método sea viable.

Veamos ahora qué sucede al implementar estos métodos en los contextos modificados.
Reemplazando T por f(T) enlaaccidn (2.73), al variarla respecto de la conexién de espin se
obtiene una ecuacién no trivial para ésta, pero no agrega informacién adicional, puesto que
estd incluida dentro de las ecuaciones resultantes de extremar la accion ante variaciones de
la tétrada. Mads aun, escribiendo esta acciéon modificada como un funcional de la métrica
y la contorsién, puede verse que la accién es dindmicamente trivial, ya que no contiene
derivadas de ninguno de estos campos [45]. Como si fuera poco, resulta inconsistente con
la presencia de materia y ademds la métrica queda indeterminada.

Esta caracteristica de que las variaciones respecto de la conexién de espin no conduzcan
a ecuaciones dindmicas propias también se repite en el proceso de variacion inercial, y la ra-
z6n es muy concreta. Notemos que variar la conexién de espin dentro de la clase inercial es
equivalente a variar respecto de la transformacién local. No obstante, la accién covarianti-
zada es efectivamente invariante ante estas variaciones, si ademas de variar la conexién de
espin se lo hace a la tétrada. Por lo tanto, que la accién sea estacionaria ante transformacio-
nes locales hace que las variaciones de la conexién de espin se compensen con variaciones
particulares de la tétrada, de manera que, mds alld de que la variacién respecto de la cone-
xion de espin produzca ecuaciones no triviales o no, resultan redundantes, ya que son parte
de la informacién que se obtiene al variar la tétrada. A pesar de que esto no es tan proble-
matico, es remarcable que el método de variacién inercial es inconsistente considerando
materia bos6nica, ya que las ecuaciones dindmicas de la variacion respecto de la transfor-
macion local son equivalentes a la parte antisimétrica de las ecuaciones para la tétrada [15].

Vemos entonces que el inico programa de covariantizacién que resulta apropiado es el
altimo, el de los multiplicadores de Lagrange, pero viene con el costo de introducir variables
adicionales cuya interpretacion fisica no es clara. Sin embargo, si bien en el ETRG esta co-
variantizacion reproduce la misma dindmica, atin no estd determinado si sucede lo mismo
en teorias de “tétrada pura” modificadas, como las f(T).

Por completitud, mencionamos también otro método de covariantizacion, desarrollado

en [46]. Considerando que la conexién de espin es arbitraria, los autores describen un cri-
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terio fisico para hallarla, a pesar de que no esta dictada por ninguna dindmica. Argumentan
que la conexion de espin deberia ser inercial, pero no en el sentido anterior, sino en que al
apagar la gravedad (x — 0) la torsiéon deberia anularse, por lo que contendria sélo los efec-
tos gravitatorios, mientras que el contenido inercial caeria en la conexion de espin. Si bien
mantener la conexion de espin arbitraria asegura la covariancia, no es claro que la teoria sea
siquiera teleparalela, ya que no hay motivos aparentes para que la conexion de espin per-
tenezca a la clase inercial, en el sentido previo. Mds alld de esto, decidimos no suscribirnos
a esta covariantizacion, puesto que creemos que la conexion de espin se vuelve un objeto
(no dindmico) artesanal, cuyo tnico propdsito es encargarse de las repercusiones de haber
elegido una paralelizacion inadecuada.

En resumen, si es posible obtener una version covariante de las teorias f(7T), pero con-
sideramos que no presentan ventajas significativas por sobre el camino més simple, que es
usar la conexion de Weitzenbock. Especificamente, a pesar de que estos programas de co-
variantizacion resuelven los problemas que conlleva la pérdida de la invariancia local, cuya
gravedad no se encuentra totalmente establecida, vienen con el impuesto de cantidades,

dindmicas o no dependiendo del método, que en el proceso oscurecen la dindmica.

2.5. Modificaciones 2 A-invariantes y soluciones impropias

En vista de la pérdida de la invariancia local de Lorentz, una buena pregunta podria
ser como aprovechar las soluciones del ETRG para ganar un poco de intuicién en el marco
modificado. A continuacion, desarrollamos un teorema que nos da un criterio, en ciertas fa-
milias de modificaciones, para determinar si una tétrada que es solucion del ETRG lo sigue
siendo al encender la modificacién. Antes de eso, introducimos una notacién nueva. Fija-
da una constante real A, definimos la familia de modificaciones 2A -invariantes como el

conjunto de modificaciones que satisfacen la propiedad

f2A)

— =2(A-A), (2.78a)
f'2A)

donde A es la constante cosmoldgica ‘de fondo’. En el caso en que A = 0 = A, la propiedad
anterior debe leerse como
f)=0,f0)=1. (2.78b)

A pesar de que la condicion (2.78) parezca muy particular, vemos que no es muy restrictiva,
ya que estamos fijando el valor de la modificacion f en un dado punto. Notamos que la
modificacién (2.67), la trivial, pertenece a todas las familias de modificaciones invariantes,
es decir, para cualquier valor de constante A. Este hecho es fundamental, pues cualquier
modificacion a considerar debe pertenecer a la misma clase que la del ETRG (debe contener

un pardmetro que cuando se apague se recupere la misma dindmica que la de la RG), y

52



también nos dice que estas familias no son disjuntas entre si. Ahora si, el resultado que

anticipamos es

Teorema 2.5.1. Supongamos que la tétrada e es solucion de las ecuaciones dindmicas en
el ETRG, o lo que es lo mismo, que la métrica que reproduce es solucién de las ecuaciones de
Einstein, en presencia de constante cosmolégica A. Si ademds la tétrada e® tiene escalar de
Weitzenbéck T = 2 constante, y la modificacién f satisface la condicion (2.78), entonces la
tétrada e seguird siendo solucion de las ecuaciones de la dindmica modificada, a menos de

ajustar la constante gravitatoria de Newton a G = G/ f'(2\) en presencia de fuentes.

Antes de demostrarlo, discutimos su origen y el significado de la condicion (2.78). Esta
herramienta aparecié por primera vez en [8, 43], con el objetivo de obtener una solucién
deformada, a partir de la del ETRG, del agujero negro rotante en 2+ 1 dimensiones, conside-
rando la modificacién de BI (2.64) (reemplazando T por T —2A), que justamente satisface
la condicién (2.78a) con A = A. Si bien en este caso la modificacion de BI no logra modificar
la solucién, aunque permite la existencia de agujeros negros incluso en el caso de constante
cosmoldgica positiva (hecho distintivo respecto del ETRG), silo hace en la solucién cosmo-
l6gica discutida al principio de la seccion 2.3, justificando la expansién exponencial inicial
del Universo. Por este motivo, a la condicion (2.78) se la acufi6 como la propiedad de las
modificaciones ultravioletas (UV), argumentando que es la propiedad adecuada para que
una modificaciéon pueda regularizar soluciones en ese rango de energias. Sin embargo, no
hay que olvidar que no tiene el mismo efecto con el BTZ rotante, que también se considera
como un escenario UV. Vemos entonces que la modificacion de Bl es un buen ejemplo de lo
discutido en la secciéon 2.3, sobre cual o cudles son las modificaciones adecuadas. Por este
motivo, abandonamos esa nomenclatura para referirnos a la propiedad (2.78), y simplemen-
te decimos que es la condicién que caracteriza a estas modificaciones. Siguiendo la linea de
estas soluciones, notamos que la capacidad de la modificacion de BI es aprovechada en la
solucion cosmoldgica, puesto que su aspecto singular se manifiesta precisamente cuando el
escalar de Weitzenbock explota, mientras que para el BTZ rotante tiene consecuencias casi
neutras, ya que el escalar de Weitzenbdck no representa nada particular de la geometria.
Aunque esto suene desalentador, no lo es para nada. Por el contrario, nos da informacién
sobre qué modificaciones no son adecuadas para obtener una solucion regular. En el otro
extremo de la escala de energia, también existen las denominadas modificaciones infraro-
jas (IR), que son precisamente las que se utilizaron en [10, 11] para justificar la expansion
acelerada del Universo. Notar que, en todos estos casos, el grado de éxito de la modificacién
considerada depende directamente de su comportamiento alrededor del valor del escalar

de Weitzenbock, y de lo que éste ultimo represente.

Demostracién. Silatétrada e? es una soluciéon consistente de las ecuaciones dindmicas del
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ETRG (2.59), con la constante gravitatoria modificada, entonces satisface
—la S 1344 A Tp S 104 1 V2 K A) = K /1@\/
e 0y(eS, )+ey A Sp _Ze“ (A- )__Ee“ ,

donde ¥ = 871G/ c*. Por otro lado, como el escalar de Weitzenbdck T = T(e%) es constante, se

satisfacen las ecuaciones dindmicas modificadas (2.66) si
B — — 1 — K
e7'0,(eS") f'@N) + e (17, S, ) £/ @) - Jenfem) =—-2eley,
o equivalentemente,

1 2A K x
—e¥ rer) e —e

_ — _ /1@1/,
4 fI2N)  2f'(2A) ¢

e, (eS") + el (17,8, v

que efectivamente se satisfacen, en virtud de la primera ecuacion y la condicion (2.78). O

Una observacién interesante es que para la demostracion también podemos emplear
la version (2.68) de las ecuaciones dindmicas, donde se destaca que la condicién (2.78) es
exactamente lo necesario, en el caso de escalar de Weitzenbdck constante, para que estas
ecuaciones se reduzcan a las de Einstein (para la tétrada). A las tétradas del teorema las de-
nominamos soluciones impropias de las teorias f(T), puesto que son incapaces de defor-
mar las soluciones de la RG. Dicho de otra manera, si una modificacién de interés satisface
la condicion (2.78), entonces su teoria va a contener las mismas soluciones (en realidad las
mismas métricas) que la RG. Esto se debe a la libertad plena para establecer T = 2A en el
ETRG.

En este trabajo nos vamos a concentrar en las modificaciones que satisfacen (2.78), ya
que tienen la caracteristica de incorporar soluciones ‘de tipo’ de la RG a las teorias, aun-
que en el contexto de la pérdida de la invariancia local. Es decir, si bien vamos a estudiar
soluciones no deformadas, nos va a importar la orientacion particular de las tétradas.

Por ultimo, notamos que, inspeccionando la demostracién del teorema, vale de hecho
un resultado reciproco: la condiciéon (2.78) caracteriza completamente las modificaciones
que admiten como solucién a las tétradas que tienen T = 2A constante y que resuelven las
ecuaciones del ETRG. Efectivamente, asumiendo que la tétrada tiene escalar de Weitzen-

bock constante, entonces resuelve la dindmica modificada si satisface
“19,eS M) fF'eh) +er TP . s ) FeA Lov 2N = -~ et
e 0u(eSy ) [ 2N +eq (T, Sp | [ 2A) = 7ef(2N) = —Z€,0;.

Ahora bien, dividiendo por f’ 2A) y restando las ecuaciones del ETRG vemos que, como la
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tétrada resuelve éstas tltimas, la ecuacién anterior se satisface si

2N _
AN

—el2(A—A)+e 0,
que es precisamente la condicion (2.78) (las componentes de la tétrada son inversibles). Por

lo tanto, podemos enunciar estos resultados colectivamente en un nuevo teorema:

Teorema 2.5.2. Supongamos que la tétrada e® tiene escalar de Weitzenbock T = 2\ constante
¥ que ademads es solucion de las ecuaciones dindmicas en el ETRG, o lo que es lo mismo, que
la métrica que reproduce es solucion de las ecuaciones de Einstein, en presencia de constante
cosmologica A. Entonces, la tétrada e seguird siendo solucion de las ecuaciones de la dind-
mica modificada, a menos de ajustar la constante gravitatoria de Newton a G = G/ f'(2A) en

presencia de fuentes, si’y sélo si la modificacion f satisface la condicién (2.78).

Por lo tanto, esta caracterizacion nos sirve como una regla de seleccion de modificacio-
nes. Esto es, silo que se quiere es contemplar las soluciones de la RG, se debe trabajar con
una de estas modificaciones, y si ademds se pretende deformar alguna de éstas, se deben

evitar las tétradas que tengan escalar de Weitzenbd6ck constante.
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Capitulo 3

Condiciones de juntura

3.1. Antecedentes

Antes de presentar las CJ para las susodichas modificaciones, comentamos sobre los
abordajes previos existentes en la literatura. Las primeras discusiones sobre las CJ en las
teorias f(T) fueron llevadas a cabo por de la Cruz-Dombriz, Dunsby y Sdez-Gémez (CDS)
en [16], en donde se establecen unas condiciones que surgen de una descomposicion de
tipo ADM para la tétrada, y luego por Velay-Vitow y DeBenedictis (VD) en [17], en donde
estudian el problema desde un principio variacional, resultando en condiciones que gene-
ralizan las anteriores. En ambos trabajos se estudia el problema de juntura en ausencia de

fuentes superficiales. Las CJ de CDS son, en la notacion de este trabajo,

[h] =0, (3.1a)
[e*eb] =0, (3.1b)
[f'(DK] =0, (3.1¢)

donde K es la curvatura extrinseca. En primer lugar, notamos que la primera condicién
es superflua considerando la segunda. La razén de esta presentacién se debe a que en la
literatura la métrica sigue siendo protagonista en estas teorias, a pesar de que se pueden
formular completamente sin mencionarla. Los autores destacan que en el ETRG, es decir,
cuando f'(T) =1, se recuperan las CJ de la RG. Esto es parcialmente cierto, puesto que si se
recuperan las mismas condiciones fisicas, cuya informacién estd contemplada dentro de la
métrica. Sin embargo, insistimos que la teoria es para la tétrada, y en el articulo no se hace
mencion a la simetria local, es decir, a como elegir las tétradas de cada lado de la juntura
para obtener una paralelizacién global adecuada, en vista de la pérdida de la invariancia lo-
cal. Por lo tanto, consideramos que no son las condiciones apropiadas para las teorias f(T),
aunque destacamos su virtud de estar escritas en términos intrinsecos a la hipersuperficie

de juntura. De cualquier forma, mencionamos que la manera en que fueron obtenidas en
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[16] es problematica, ya que para llevar a cabo la descomposicién ADM de la tétrada, los
autores presuponen una cierta forma de la tétrada, en donde €° = N(x)dy, con y una coor-
denada (llamada funcion tiempo global) que recorre las hojas de una foliacién. Dicho de
otro modo, la descomposicion ADM presupone un espacio globalmente hiperbdlico y asin-
toéticamente plano, en donde la variedad puede descomponerse segin M = R x II, con II
una hipersuperficie de Cauchy. Esta descomposicion no siempre es posible, y presenta in-
convenientes explicitos en el contexto modificado, sobre todo en 2 + 1 dimensiones. Esto
se debe a que en ese caso, I1 es una variedad 2-dimensional que bien puede no ser parale-
lizable, como ocurre en el caso de la 2-esfera, con lo cual no es posible escribir a la triada
segun la factorizacién requerida en el formalismo ADM. Los autores argumentan que siem-
pre se puede llevar las soluciones a esta forma aplicando transformaciones locales, lo cual
es cierto, pero el problema principal es que nada asegura que en esa forma las tétradas sean
soluciones vdlidas de la teoria, por lo que podria obtenerse una tétrada global bien definida,
pero sin significado fisico ya que no resolveria las ecuaciones dindmicas. En las siguientes
secciones veremos que, si bien estas condiciones son necesarias, no son suficientes y debe
atenderse a la eleccion particular de las tétradas.

En este articulo los autores usan estas CJ para estudiar el modelo de Einstein-Straus,
desarrollado en el contexto de la RG en la seccién 1.4.3, pero su tratamiento presenta al-
gunos problemas. Para empezar, parten de la mencionada tétrada inadecuada (2.69) y de
una tétrada cosmolégica extremadamente particular, cuyo origen no se fundamenta. A es-
tas tétradas, sin verificar si resuelven las ecuaciones dindmicas, les aplican las CJ (3.1). Mdas
adelante, cuando reconocen que la tétrada (2.69) no es apropiada, le aplican una misma
transformacion local a ambas tétradas (interior y exterior), y llegan a las mismas conclusio-
nes, precisamente porque sus CJ no son sensibles a lo que sucede a nivel de la tétrada. Si
bien la idea de transformar las tétradas es acertada (como veremos en las siguientes sec-
ciones), no estd bien fundada en el articulo y sé6lo funciona por la forma particular de la
tétrada cosmolégica considerada. Como consecuencia, encuentran las condiciones fisicas
apropiadas pero no hallan la paralelizacién global compatible.

Por otra parte, las CJ de VD consisten en la continuidad de la tétrada y de

[T1=0, (3.2a)
[7,8.”7] =0, (3.2b)

es decir, de la continuidad del escalar de Weitzenbdck y del superpotencial en la direccion
normal. Los autores llegan a estas condiciones en el contexto de las teorias covariantizadas,
particularmente la de [46], pero argumentan que también deberian valer si se usa la cone-
xién de Weitzenbdock, que es la que se utiliza en esta tesis. A pesar de no presentar conflicto
alguno, tampoco las consideramos apropiadas. En primer lugar, al igual que con las CJ de

CDS, no hay mencién sobre como elegir las tétradas, invitando a usar cualquier solucién de
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cada lado, pero lo més inquietante es que no estdn expresadas de manera intrinseca, por
lo que la unica manera de aplicarlas es en situaciones en donde las dos soluciones estén
expresadas en el mismo sistemas de coordenadas. Para los demds casos, primero se debe-
ria encontrar un sistema coordenadas en comun, tarea que generalmente involucra haber
resuelto el problema, al menos parcialmente. Los autores usan estas CJ en escenarios extre-
madamente triviales, dividiendo artificialmente una misma solucién global y considerando
la juntura entre cada parte. En todos esos casos, las CJ (3.2) pueden ser reemplazadas sim-
plemente por la condicién de que la tétrada sea diferenciable sobre la hipersuperficie de
juntura, justamente porque no presentan ningun elemento singular en la division entre las
regiones.

Por tltimo, més recientemente, en [18], los autores insisten que en estas teorias telepara-
lelas el objeto fundamental es la tétrada, preocupandose por la orientacién particular para
el problema de juntura, y argumentan que una condicién necesaria para obtener una pa-
ralelizacion global es la diferenciabilidad del campo dindmico. Se afirma que, en particular,
debe pedirse la continuidad del escalar de Weitzenbock, por lo que este requisito a su vez
funciona como principio guiador: se debe restringir la blisqueda de tétradas a aquellas que
tienen un mismo valor de escalar de torsion. Por este motivo, le atribuyen tamafia relevancia
al grupo de simetrias remanentes, ya que por definicion es el conjunto de transformaciones
que, aplicadas a una solucién, preservan su escalar de Weitzenbdck. Presentamos dos criti-
cas al respecto. En primer lugar, pedir la diferenciabilidad sobre la juntura es una condicién
muy fuerte, y en particular inconsistente en los casos en los que hay fuentes en la hipersu-
perficie de juntura’. Por otro lado, de nuevo surge el problema de que es dificil imponer esa
condicion si las soluciones estdn expresadas en sistemas de coordenadas distintos, ya que
lo tinico que se pueden comparar son cantidades intrinsecas. Sin embargo, rescatamos la
idea de buscar soluciones tal que satisfagan ciertas CJ, explorando la simetria local. A modo
de aplicacion, los autores desarrollan el caso de de una estrella estatica en vacio, que en el
contexto de la RG se resuelve con las conocidas métricas interior y exterior de Schwarzs-
child. La estrategia que adoptan es considerar transformaciones de Lorentz radiales de las
tétradas diagonales en coordenadas isotropicas, que al igual que la tétrada (2.69), s6lo son
soluciones en el ETRG, con el objetivo de llevarlas a T = 0 en todo el espacio-tiempo, por lo
que resultan automdticamente soluciones para la familia de modificaciones 0-invariantes,
por el teorema 2.5.1. En el proceso, descubrieron una simetria remanente en ambos lados,
concretamente una libertad en el parametro local, que les otorg6 un margen para poder
compatibilizar las tétradas de ambos lados, construyendo una paralelizacién diferenciable
sobre la juntura.

En este trabajo presentamos CJ] que resuelven los conflictos mencionados, (i) dando in-

dicaciones especificas sobre qué tétradas elegir, (ii) expresdndolas en forma intrinseca y co-

!Esto es comparable a que en RG la curvatura de Ricci sea continua.
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variante para poder ser utilizadas en cualquier contexto, y (iii) abordando el problema de
juntura en presencia de fuentes de materia-energia en la hipersuperficie que divide a las
regiones. No obstante, como no van a hacer referencia a la modificacion en cuestion, espe-
ramos que so6lo sean vélidas en el contexto de las modificaciones 2A-invariantes caracteri-

zadas en el teorema 2.5.1.

3.2. Condiciones de juntura para modificaciones 2 A-

invariantes

Para inspirar las CJ a proponer, estudiemos primero brevemente las del EM, que es una
teoria con aspectos similares al Teleparalelismo, y que ademaés es plenamente entendida.
Es similar en el sentido de que se desarrolla la misma idiosincrasia entre el campo diné-
mico, que es el potencial de gauge A, y el campo fisico, que es el tensor electromagnético
F'. Estos campos se relacionan segtin F' = d A, vinculo notoriamente distinto respecto del
de la tétrada y la métrica. A causa de esto, las simetrias que presenta el campo fundamen-
tal, definidas como las transformaciones que preservan el contenido fisico del segundo, son
distintas en cada caso. Concretamente, en el EM tenemos la libertad de sumarle al potencial

una 1-forma exacta, es decir, si A’ = A + dg, entonces
F'=dA'=dA+d*’¢p=F, (3.3)

dando lugar al mismo campo fisico, mientras que en el Teleparalelismo la simetria esta re-
lacionada con transformaciones de Lorentz de la tétrada. Sin embargo, lo que nos va a inte-
resar ahora es entender como debe manipularse la libertad que tienen estos campos funda-
mentales para lograr construir una solucion global bien definida sobre la hipersuperficie de
juntura, algo que no depende del grupo de simetrias particular.

En el EM, las CJ] estan bien establecidas, siendo (para una hipersuperficie temporal) [47]

[E/]=0, [B.1=0, (3.4a)

[E ]l =4non, [Bj]= 47”14:, (3.4b)

donde E y B son el campo eléctrico y magnético, n la normal a la superficie de juntura X,
X =nxXyX, = (n-X)n las componentes tangencial y normal de un campo X, y o
y k son la densidad de carga y de corriente superficiales en X, respectivamente. Recorde-
mos que estas condiciones provienen de aplicar las leyes de Maxwell en un entorno de la
hipersuperficie de juntura. A pesar de ser condiciones concisas y elegantes, no son satisfac-

torias en el sentido de que no estan expresadas en términos del campo dindmico A y de sus
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derivadas. Sin embargo, podemos reescribirlas como

[ Q)] =0, (3.5a)

4
| tdnpFe?| = _TﬂkA’ (3.5b)

donde k* = (co, k) es el cuadrivector de fuentes superficiales y 72 = dy*/0x* la funcién de
transicion entre coordenadas. En este panorama, las CJ (3.4) se reducen a la continuidad del
potencial de gauge restringido y a un salto de una especie de derivada normal, en presencia
de cargas y corrientes superficiales. Notablemente, destacamos que la condicién dindmica
(3.4a) se reemplaza por la condicién cinematica (3.5a), y que en conjuncién son explicita-
mente covariantes, algo que no se aprecia de (3.4). No obstante, estas CJ carecen de sentido
si enla aplicacién no se controla la libertad de los potenciales, es decir, si no se indica en qué
gauge deben estar. Es evidente que, si las soluciones de cada lado de la juntura pertenecen
a distintos calibres, la condicién (3.5a) no va a ser adecuada. Vemos entonces que para que
las CJ adquieran sentido debemos congelar antes su simetria, es decir, fijar un mismo gauge
para ambas soluciones.

Ahora si, volviendo al contexto teleparalelo, lo primero que debemos tener en cuenta es
que las CJ a proponer deben ser compatibles con las de RG en el ETRG, es decir, eligiendo
f = ferrg- A diferencia de las CJ desarrolladas en la seccién anterior, a continuacién estu-
diamos las CJ que surgen de adaptar las de RG al lenguaje teleparalelo. Esto es, vamos a
disolver las condiciones de RG, escribiéndolas en términos de la tétrada y sus derivadas,
tal como describimos para el EM. En la literatura se argumenta que, por el contrario, en el
ETRG (y especialmente en sus modificaciones) no debemos esperar que las CJ de RG tra-
ducidas sean las adecuadas, puesto que los Lagrangianos de las dos teorias son distintos.
Entendiendo que ademads de esa traduccion también se debe enriquecer las CJ proporcio-
nando informacién acerca de la simetria local del campo dindmico, consideramos que esa
advertencia no estd bien fundada, y que ésta es efectivamente la manera més natural de
asegurarse de recuperar en el ETRG las mismas condiciones fisicas que las de la RG.

Al igual que en la RG, deseamos que la geometria sobre la hipersuperficie de juntura
esté bien definida, asi que debemos pedir que las tétradas restringidas sean la misma. Por lo

tanto, escribimos la primera condicién de juntura (cinemética)
[e*eD] =0, (3.6a)
para todo covector de la tétrada, o bien en coordenadas,
[e4] =o. (3.6b)

Notar que esta condicion no dice directamente que la tétrada sea continua en X, pero si
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que lo sea la tétrada proyectada”. Sin embargo, vamos a poder afirmar esto en la siguiente
seccion. La idea detrds de este hecho es que un campo vectorial es continuo si lo son todas
sus proyecciones. Comparando con la primera CJ de RG (1.15), notamos que esta condicion

es mas fuerte, puesto que
[kl =["(@)] = I[L*(T]abeaGeb)ﬂ =Nab HL*(e“) @L*(eb)ﬂ =0

no es equivalente a (3.6). Por otro lado, observemos que si las tétradas cumplen la primera

CJ, entonces van a satisfacer automaticamente

[*(T*] =0, (3.7a)
o bien en coordenadas,
[T%5] =0, (3.7b)
puesto que
[@®] =" @deD] = [du )] =d([" e]) =0, (3.8)

donde usamos que el diferencial exterior es lineal y que conmuta con tomar pull-back. Al
igual que con la tétrada, esto no implica que la torsién sea continua, y de hecho esa no es
una caracteristica deseable, ya que no se podrian estudiar junturas con capas de materia-
energia, que son naturalmente singulares. De cualquier manera, inferimos que no obtene-
mos informacién adicional al comparar las torsiones proyectadas. Esto nos invita a hallar
la CJ dindmica partiendo directamente de la definicién de la curvatura extrinseca (1.18).

Desarrollando la métrica obtenemos que

DRI N RS
- %nab v (Ene“ oe’+e’o L, eb)

=Nap t* (e“ oLy eb) =nap " (e*) 01" (En eb)

=napt* (e”) o PY, (3.9)

donde usamos la simetria del producto tensorial, y definimos la 1-forma intrinseca

Pé=1"(Lye, (3.10a)

2 Al restringir tensores, cambiamos el fibrado de las secciones, resultando en cantidades genuinamente dis-
tintas y de menor informacion, porlo que este tipo de condiciones no asegura la continuidad de las cantidades
originales. Lo mismo sucede en el contexto métrico; pedir la continuidad de las métricas inducidas no implica
la continuidad de la métrica total. Sin embargo, en ese caso se puede probar usando informacién adicional que
vincula a los dos tensores, que es la relacion gqp = €ngng + t;x“ tg h 4. Como los campos normal y tangenciales
son los mismos de cada lado de la juntura, se obtiene la continuidad de la métrica completa. Este argumento
no estd disponible para el caso de la tétrada, pero observamos que si se tratase de un campo escalar, entonces
el corchete siimplicaria la continuidad, ya que un escalar sigue siendo escalar al proyectar.
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que denominamos la derivada normal de la tétrada (proyectada), y que en coordenadas se

calcula como

Pi=P%0n) =1" (Lne)(0a) = Ly e (150,)
=15 (n(ef) —e*(In,04)) = t§ (n(el) + e*(0an’d,))
=tin’0se5 +eadan’. (3.10b)

Observamos que esta cantidad no se comporta como un vector de Lorentz, pues
PY =" (Lne®) =1 (L (A %)) = F (A7 )P+ 1 (A" e
= (AT )P+ (RN )i (e, (3.11)

pero, como es esperable, no afecta el caracter escalar de la curvatura extrinseca. Esto es

porque, ante una transformacién local transforma como tal:

K/ =Navp l* (e“/) O] Pb, =MNav L* (Aa’aea) O] (L* (Ab,b)Pb + L* (n(Ab,b)) l* (eb))
=" (ﬂa'b' A“,aAb,b) FeYho Pl (narbrA“,an(Ab/b)) Fetoe

=" (€D o PP+ (na,b,A“'an(Ab'b)) Fetoel) = K, (3.12)

donde usamos que las transformaciones de Lorentz preservan la métrica de Minkowski y
que
! / ! !
Napy A” n(A”) = —nayn(A® )AY ) =0,

puesto que se trata de una combinacién tensorial simétrica y antisimétrica.

Ahora bien, la curvatura extrinseca (3.9) en coordenadas es
Kag = Nape’ Py, (3.13)
y su traza
Pi= K =Kagh"® =napet Phn‘delel = nyn6% Phel = Phel = PP (i*(ep),  (3.14)

donde se us6 la dualidad de la tétrada (2.4) y que 14,7 = ndb = 6db, por lo que podemos

escribir el lado izquierdo de (1.23) como

K-Kh=n41" (") o P’ - Pn, 1 (e%) o1 (e?)
=nat"(e?) o (Pb - P* (eb)), (3.15a)

o bien, en coordenadas,
Kap — Khag =napel(P5 - Peb). (3.15b)
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Para traducir la condicion sobre la curvatura extrinseca, tratemos de expresar el lado dere-

cho de (1.23) con la misma estructura que en (3.15b). Definiendo el vector de fuente como

—b bc .C— b—C
que se comporta como tal, pues’
! ! ! !
24 =ef =8, =1 (A Yet=P =1 (AT YES, (3.17)

podemos escribir el tensor de energia-momento superficial como
—_ _sC = _ bc ja ,C—= _ a=b

De esta manera, asumiendo la primera CJ (3.6), vemos que la segunda CJ (1.23a) se alcanza
con
K
[P4] - 1P1* (e*) = ——E%, (3.19a)
€

donde 2% = =9d y4, mientras que, considerando la ecuacién (3.9), la condicién (1.23b) se
alcanza con
[P“] =o. (3.19b)

Consideramos entonces las relaciones (3.19) como la segunda condicion de juntura, cuyo
contenido es que, en presencia de una capa de materia-energia en la hipersuperficie de jun-
tura, la derivada normal de la tétrada debe sufrir una discontinuidad, mientras que en caso
contrario debe coincidir de cada lado. En coordenadas, podemos escribir estas condiciones
como

[PY] - [P] e% = —gaj, (3.20a)

[P4] =o. (3.20b)

Junto con la condicién cinemética (3.6), decimos que estas CJ se tratan de la continuidad
de la primera y segunda formas fundamentales reducidas, lo cual le otorga un significado
claro a estas condiciones, a diferencia de las desarrolladas previamente. Esto es porque en
el lenguaje teleparalelo se elimina la redundancia en la simetria tensorial de ambas formas
fundamentales. Notar que estas condiciones estdn escritas de manera covariante (Rieman-
niana) e intrinseca, por lo que podemos utilizarlas sin importar si los sistemas de coordena-
das de cada solucién difieren, pues lo tinico que necesitamos para proyectar las cantidades

es que la hipersuperficie de juntura se describa como una superficie de nivel.

3El tensor de energia-momento superficial es por definicién una cantidad intrinseca, por lo que debemos
considerar transformaciones locales de Lorentz sobre la superficie, que siempre se pueden pensar como res-
tricciones de transformaciones en el espacio total.
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Cabe aclarar que, por lo discutido previamente, estas condiciones no deben imponerse
ciegamente, y que debemos decir algo sobre la libertad para elegir la tétrada de cada lado.
En contraste con el EM, la simetria local no estd para nada caracterizada (en el contexto mo-
dificado), ya que requiere del entendimiento completo de los grados de libertad de la teoria,
por lo que no podemos congelarla simplemente ‘fijando un gauge’. Para eludir este proble-
ma, presentamos un paradigma ligeramente distinto de lo mencionado respecto del EM.
Vamos a implementar la juntura con las condiciones (3.6) y (3.19), pero en vez de aplicér-
selas a soluciones que satisfagan ciertas propiedades (que tengan cierto calibre), el objetivo
va a ser explotar la simetria local para encontrar tétradas que cumplan estas CJ. Notamos
que, bajo la hip6tesis de que por cada solucién de una region sélo exista una de la otra re-
gion tal que juntas satisfagan las CJ (suposicion que se discute en la siguiente seccién), estos
dos caminos son equivalentes. La ventaja de esta manera de proceder es que no precisamos
una clasificacion categorica de las soluciones de un dado problema, pero al mismo tiempo
corremos el riesgo de que, al considerar transformaciones locales arbitrarias, lidiemos con
tétradas que no sean solucion de las ecuaciones de movimiento.

En esta linea, una pregunta natural es si se puede partir de algo concreto para reducir la
busqueda de soluciones compatibles. Para eso, hacemos un par de observaciones. En pri-
mer lugar, como ya adelantamos, al imponer la primera CJ (3.6) la tétrada resulta continua.
Esto a suvez implica que sus derivadas tangenciales también deben coincidir. Por otra parte,
recordemos que, considerando un escenario en el que no haya una capa de materia-energia
en la hipersuperficie de juntura, la segunda CJ (3.19b) implica que las derivadas normales
de la tétrada restringidas coinciden. Inspeccionando la estructura de la derivada normal
(3.10b), notamos que, en vista de la continuidad de la tétrada sin restringir, de las funciones

de transicién y de las derivadas del campo normal, la segunda CJ implica en particular que
(5 [ne®)] =0,
que, debido a la suavidad de los vectores tangentes, es equivalente a que
[ned] =o0. (3.21)

Nuevamente, como sucedia con la continuidad de la tétrada, si bien esto no implica direc-
tamente que las componentes de la tétrada sean diferenciables en la direccion normal (y
en definitiva diferenciables a secas), podemos usar un argumento de estabilidad para pro-
barlo (propiedad desarrollada en la siguiente seccion). La clave es que esta propiedad de
las CJ] hacen que la ecuacion (3.21) siga valiendo incluso al transformar la tétrada, por lo
que, aplicando transformaciones sensatas con el objetivo de resguardar selectivamente las
componentes en direcciones tangenciales (que no se suprimen al proyectar), obtenemos el

resultado deseado. Por otra parte, recordando que todavia nos mantenemos en el caso sin
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fuentes superficiales, es claro que si la tétrada es diferenciable sobre la juntura entonces
valen las dos CJ (3.6) y (3.19b). Por lo tanto, inferimos que en ese caso nuestras CJ son to-
talmente equivalentes a pedir la diferenciabilidad sobre la juntura, con la diferencia de que
éstas ultimas so6lo son aplicables si se usa un mismo sistema de coordenadas. Una conse-
cuencia importante de esto es que, en ausencia de fuentes superficiales, las CJ implican la

continuidad del escalar de Weitzenbdck,
[T]=0, (3.22)

que al mismo tiempo nos da un puntapié y nos restringe la bisqueda. De esta manera, el
concepto de simetrias remanentes adquiere un rol trascendental, tal como se anticip6 en
[18], que dicho sea de paso, por la equivalencia discutida y por la validez de la ecuaciéon
(3.22), notamos que la juntura que se llevo a cabo alli es totalmente consistente con las CJ
desarrolladas en este trabajo. Esto es porque se puede seguir la siguiente estrategia: fijada
una tétrada de un lado de la juntura (que sea una solucién consistente de las ecuaciones
dindmicas), podemos ajustar el valor del escalar de Weitzenbdck de la otra tétrada, ya que
no es un invariante local, y explotar la simetria remanente para encontrar la solucion del
otro lado de la juntura que haga que juntas satisfagan las CJ. En principio no hay motivos
aparentes para que la tétrada sintonizante resulte una solucién consistente. Sin embargo,
debemos recordar que las C] de una teoria deben representar la correcta esencia dindmica,
es decir, deben permitir inicamente el pegado de objetos que sean soluciones. Esto es parte
de lo que ponemos a prueba en el capitulo siguiente. En el caso de que si haya una capa de
materia-energia en la interfase, no hay en principio suficientes motivos para esperar que el
escalar de Weitzenbock sea el mismo de cada lado, pero quizés sea un hecho crucial en la
eleccion de un calibre, en el sentido de juntura del EM.

Siguiendo la discusion sobre representar adecuadamente la dindmica, la siguiente pre-
gunta natural es si las CJ presentadas en este trabajo son equivalentes a alguno de los dos
conjuntos de condiciones que describimos al principio. Para responder esto, consideramos
que las CJ propuestas cumplirian un rol andlogo al de las condiciones de DI respecto de
las de LL en la RG, pero para las condiciones de VD, ya que éstas se fundan en la dindmi-
ca, mientras que las que desarrollamos ofrecen un tratamiento intrinseco. Sin embargo, la
respuesta definitiva todavia queda por determinarse, proceso que probablemente involu-
cre argumentos similares a la prueba de la equivalencia entre las condiciones de LL y de DI,
requiriendo una descomposicion de las ecuaciones dindmicas en coordenadas admisibles,
algo que es fundamentalmente distinto de la descomposicién llevada a cabo en [16].

En conclusion, las CJ propuestas son (3.6) y (3.19), y para implementarlas el objetivo es
buscar soluciones en ambos lado de la juntura, mediante la aplicacién de transformacio-
nes de Lorentz locales, tal que juntas las satisfagan. Especificamente, como en este trabajo

estudiamos la validez de estas CJ] en el caso de soluciones impropias para las familias de mo-
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dificaciones 2A-invariantes, para asegurarnos de manipular tétradas que sean soluciones, y
por ende construir una paralelizacion fisica, las transformaciones locales empleadas deben

conducir aun T =2A, o mantenerlo si ya sucedia.

3.3. Estabilidad

Teniendo en cuenta la prescripcion elaborada en la seccion anterior, de fijar una solu-
cién de un lado y buscar la correspondiente del otro, una pregunta natural es qué pasa si
se parte de otra tétrada, que obviamente también sea solucién. Para responder esto, volva-
mos por un momento al EM. Puede parecer extrafio y ambiguo el hecho de tener que fijar
el gauge de los potenciales para luego llevar a cabo la juntura. Veamos, sin embargo, que
no se trata de elegir un calibre privilegiado, sino que lo que importa es que las dos solu-
ciones involucradas estén en sintonia. Consideremos dos potenciales relacionados por una

transformacion del grupo de simetrias, es decir, A’ = A + d¢. En ese caso, se tiene que
[AD] = [ (A+dp)] =" (D] + [* d)] = [* (] +d ([ @)]), (3.23)

por lo que el campo primado va a satisfacer la primera CJ si el campo sin primar lo hace y si
d (Ht* ((p)]]) = 0, que es exactamente que la funcion ¢ sea continua sobre la juntura. Por otro
lado, como la condicién (3.5b) resulta invariante al aplicar una transformacién de gauge,
deducimos que se va a satisfacer para el campo primado si y sélo si sucede para el campo
sin primar. En base a esto, decimos que las CJ del EM son estables ante transformaciones
de gauge que sean continuas en la hipersuperficie de juntura, o también que respetan la
simetria del campo dindmico. Esto significa que no importa qué gauge se haya fijado para
los potenciales involucrados. Precisamente, a pesar de tener que congelar esa simetria, ve-
mos que se restaura completamente al admitir todas las fijaciones posibles. Para responder
la pregunta, si de un lado consideramos un campo distinto, identificando la transformacion
de simetria que los conecta y aplicindosela al campo original del otro lado se obtiene una
juntura igual de compatible.

Veamos ahora qué sucede con las CJ (3.6) y (3.19). Consideremos dos soluciones conec-
tadas mediante una transformacion local, que escribimos como e? = A\ qe%. Al restringir

la tétrada primada, tenemos que
[re)] = [r i wen] = [ aren], (3.24)

por lo que cumplird la primera CJ si la tétrada original lo hace y si la transformacién local

satisface HL* (AY “)H =0, es decir, si es continua en la hipersuperficie de juntura.
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Por otro lado, asumiendo lo anterior, por la regla de transformacion (3.11) tenemos que
[P =) [P+ [ (na” )] e, (3.25)

asi que la tétrada primada satisface la segunda CJ en ausencia de capas (3.19b) si la origi-
nal lo hace, y si HL* (n(Aa/ a))ﬂ =0, es decir, si la transformacion local es diferenciable en la
direccion normal (y en definitiva diferenciable a secas, teniendo en cuenta la continuidad).
En el caso de fuentes en la juntura, debemos también analizar el comportamiento de las
cantidades E% y P. Respecto de la primera, recordemos que se comporta como un vector
de Lorentz, y de la segunda, vemos que se comporta como un escalar de Lorentz, ya que se
trata de la traza de la curvatura extrinseca, que también lo es. De todas maneras, podemos
verificarlo explicitamente:

P'=P%(1*(ey)) = (L* (AY )P +1* (n(A“’a)) t* (e“)) (L* (AP )0 (eb))
= (A7 AP PO (ep) + 17 (AT DAY, )1 (€9 (¢ ()

= P(i"(ea) +* (n(AT A", ) = P (3.26)
donde se usé que A“,aAba, =6%,y que

n(AY YA, = —A" ;n(A? ) =0.

a/
Combinando (3.25) y (3.26) vemos que, ante una transformacién local diferenciable, el lado

izquierdo de (3.19a) para la tétrada primada resulta
[[Pa/ﬂ _ [[P/]I L*(ea’) _ L*(Aa,a) ([[Pa]] —1P] * (ea))’ (3.27)

ysumado a (3.17), tenemos que ésta cumple la segunda CJ si lo hace la original, bajo la mis-
ma hipotesis sobre la transformacién local. Concluimos entonces que estas CJ son estables
ante transformaciones locales que son diferenciables sobre la hipersuperficie de juntura.
Notar que, para la estabilidad no es importante si las tétradas dejan de ser solucién al apli-
car la transformacion local, van a seguir siendo compatibles (mientras la transformaciéon
local sea diferenciable sobre la juntura), en el sentido de satisfacer (3.6) y (3.19), a pesar de
no describir una situacion fisica. Esta propiedad nos dice que toda tétrada es igual de buena
para el problema de juntura, pero en la aplicacion debemos asegurarnos de siempre mani-
pular soluciones consistentes.

Una aplicacion de la estabilidad de las CJ es que nos da una manera de obtener junturas
en donde haya una tétrada preseleccionada de un lado. Esto es importante en los casos en
los que se quiere encontrar una solucion global, y que por algiin motivo se sabe que hay una

tétrada distinguida en una de las dos regiones, que tiene alguna propiedad deseable, como
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por ejemplo su comportamiento asintético. La manera de hacerlo es la siguiente. Primero,
se debe encontrar un par de tétradas de cada lado que sean soluciones consistentes y que
satisfagan las CJ. Luego, observando que la tétrada distinguida debe estar relacionada con
la de la misma regién que efectiviza la juntura, debe extenderse la transformacién local a
la otra region y aplicarsela a ambas soluciones, obteniendo asi una juntura vélida, por la
estabilidad, que involucra a la solucién distinguida. Si bien esto es claro, se deben tomar dos
precauciones. Para que este proceso sea valido, la transformacién local empleada debe ser
diferenciable. Esto no es un problema en la region en la que estdn definidas las tétradas que
se comunican, pero si para la tétrada del otro lado de la juntura, ya que en general estard
expresada en un sistema de coordenadas distinto. Por lo tanto, el proceso de extender la
transformacion local hacia la otra regién va a requerir de una traduccién no trivial entre
los sistemas de coordenadas. Esta es la segunda cuestion y es fundamental para explotar el
poder de la estabilidad.

Ahora poseemos la herramienta para probar que la primera CJ implica la continuidad
de la tétrada. Insistimos que el contenido de esta condicion es que las tétradas restringidas
coincidan de cada lado, y que es genuinamente distinto a pedir la continuidad de la seccién
del fibrado total. La estrategia para probar esto es refugiar selectivamente las componentes
de las tétradas para que se conserven al realizar la proyecciéon. Notemos que al restringir
los campos, perdemos la informacién asociada a las componentes normales a la hipersu-
perficie. Sin embargo, suponiendo que la hipersuperficie estd completamente determinada,
podemos aplicar transformaciones locales especificas para alternar qué es lo que se pierde
en la proyeccion. Por lo tanto, acomodando cada componente (una por vez) en una ranura
puramente tangencial, al imponer la CJ] obtenemos la continuidad de la componente como
seccion total. Notar que es muy probable que el proceso de ‘resguardar las componentes’
involucre transformaciones locales que no preserven la solucion, pero no importa, porque
vimos que las CJ se mantienen incluso en ese caso, mientras la transformacioén local sea di-
ferenciable en la hipersuperficie. A modo de ilustracién, discutimos el caso mds simple, una
juntura artificial de una misma solucidn, la de vacio, partida en dos regiones. Esto es, en el

espacio plano, consideramos la tétrada diagonal
e=dt, e'=dx, e=dy, e*=dz (3.28)

Este marco tiene escalar de Weitzenbo6ck T = 0 en todo el espacio-tiempo, ya que su torsion
es completamente nula, y es una solucion consistente de las ecuaciones dindmicas, exclu-
sivamente para la familia de modificaciones 0-invariantes, introducidas en la seccién 2.5.
Para esta tétrada, planteamos una division imaginaria en z = 0, y proponemos la juntura

natural entre las tétradas

el =dt, e,=dx, ei=dy, el =dz (3.29)
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donde tomamos las mismas coordenadas de cada lado, que claramente son soluciones de

las ecuaciones dinamicas. Las tétradas inducidas son

FEed)=el=dt, 1*el)=el=dx, 1*(ed)=ei=dy, 1"(e)=0
porlo que la primera CJ (3.6) implica la continuidad de las primeras tres componentes como
secciones del fibrado total, ya que sus direcciones son tangenciales a la hipersuperficie. No

obstante, podemos aplicarle a ambas tétradas la transformacion

o = O O

o o o =~
o o ~ o

-1

que es una rotacion global, parallevar el contenido de la Giltima componente a una direccién
tangencial:
=dt, e}_: =dx, e_zt’ =dz, e+ =-dy, (3.30)

de manera que ahora

FeD)=e) =dr, 1Fel)=el =dx, *e¥)=0, F)=¢€l =

—-dy.
La clave es que por la estabilidad se satisfacen las CJ con los marcos rotados, donde ahora
la primera CJ implica que Heslu = 0. No obstante, como €®(3,) = —e®(d,), que es toda la

informacion del covector, podemos concluir que
[e“] =0 (3.31)

para todas las componentes. Notar que en este caso basta con una transformacion global,
es decir, constante, asi que las tétradas transformadas siguen siendo soluciones vélidas, pe-
ro en general no es esperable que asi lo sea. La razon principal por la cual funciona este
argumento es que las transformaciones de Lorentz son precisamente las transformaciones
ortonormales respecto de la métrica de Minkowski, por lo que el contenido de la tétrada es
siempre el mismo, sin importar su orientacion.

Uno estaria tentado a repetir el mismo argumento para probar a partir de (3.7) la conti-
nuidad de la torsién, como seccién del fibrado total. Sin embargo, esto no funciona porque
esta cantidad no es tensorial frente a transformaciones locales de Lorentz, lo que impide
aislar selectivamente cada componente.

Por tltimo, comentamos un poco acerca de la unicidad de la juntura. Debido a que las CJ
consisten en comparar cantidades proyectadas sobre la hipersuperficie, no es evidente que

la juntura se realice de manera tinica para cada tétrada (de cada regién), particularmente
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en el caso de fuentes superficiales. En caso positivo, vamos a decir que la juntura es fiel,
en el sentido de que para toda tétrada que resuelva las ecuaciones dindmicas de un lado
de la hipersuperficie exista exactamente una del otro lado tal que juntas satisfagan las CJ. A
continuacion presentamos un argumento, usando la estabilidad de las CJ, que apoya, pero
no prueba, que la juntura sea fiel.

Supongamos, por el contrario, que existe una solucién en una regién, digamos e'?, don-
de omitimos el indice de Lorentz, tal que conforma una solucién global compatible junto

con dos tétradas distintas eff)) y eELD. Supongamos adicionalmente que podemos escribir

efrl) = A+eg?). Ahora bien, como el par e® y eSP) satisface las CJ, si extendemos la transfor-

macion local a la otra region, que escribimos como A_, y se la aplicamos a ambas, entonces,
0)

por la estabilidad el par e’ = A_e© y e(+1) también cumple las CJ. Por otro lado, el par e
y e'!) también satisface las CJ por la suposicién inicial, y las tétradas ¥ y e estan vincu-
ladas por la transformacion local A_. Nuevamente, podemos extender esta transformacion
local ala otraregion, que resulta simplemente A, y aplicérselas a ambas, asi que por la esta-
bilidad el par eV y e(f) =A; e(+1) también cumple las CJ. Podemos repetir este razonamiento
indefinidamente, incluso hacia el otro sentido con las transformaciones inversas, proceso
que se esquematiza en la Figura 3.1.

Si bien esto no presenta ninguna contradiccion, vemos que a partir de una sola infideli-
dad pueden desprenderse muchas otras mas. Incluso en el caso en el que existaun n =1 tal
que A" =id, este proceso revelaria una simetria discreta de las ecuaciones dindmicas, gene-
rada por esa transformacion local, que no tiene ningtin fundamento fisico. Por este motivo,

asumimos la hip6tesis de fidelidad.
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Figura 3.1: Unicidad de las CJ. Si una tétrada fuera compatible con més de una, se generaria una
escalera de pares compatibles, sintonizados mediante una misma transformacién de Lorentz. Las
lineas llenas indican la aplicacién de la transformacién local, mientras que las lineas a trazos indican
que las tétradas involucradas satisfacen las CJ.
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Capitulo 4

Urdimbre y trama

4.1. Juntura de soluciones impropias

La prescripcion general va a ser, partiendo de triadas/tétradas diagonales, plantear trans-
formaciones locales radiales, cuyos pardmetros deberdn ser determinados imponiendo las
CJ (3.6) y (3.19), con la restriccion de que en cada region se cumpla T = 2A. Los objetivos son
los mismos que en RG; describir la evolucién de la hipersuperficie de juntura y relacionar
los pardmetros libres y la densidad de materia de los fluidos. Observar que debemos recupe-
rar las mismas condiciones de la RG, puesto que son consecuencia de la estructura métrica
del espacio-tiempo, aspecto que permanecera fijo a lo largo de todo el capitulo, pero ade-
mas debemos obtener relaciones de compatibilidad entre las transformaciones locales, ase-
gurando que estén alineadas adecuadamente, es decir, que compongan una paralelizacién
consistente.

Una gran diferencia respecto de la juntura en RG va a ser que, como los lapsos al cuadra-
do de las soluciones esféricamente simétricas no tienen signo definido, precisamente por
la existencia de horizontes de eventos, los marcos, que contienen raices cuadradas de estas
cantidades, s6lo van a estar definidos en una region parcial del espacio-tiempo. Esta limi-
tacion se debe exclusivamente a una mala eleccion de coordenadas, que parecen indicar
una singularidad. Entendemos que, si insistimos en usar el mismo sistema de coordenadas
para toda la evolucién, algo completamente valido y viable, debemos elegir otra triada que
represente mejor la estructura causal dentro del horizonte. Reconociendo este hecho, en
este capitulo nos restringimos a estudiar junturas en las regiones exteriores a los horizon-
tes, aceptando que nada extrafno sucede cuando la hipersuperficie de juntura atraviese el

lumbral en cuestién.
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4.1.1. Colapso de disco de polvo

Para la region interior, la triada diagonal

e’ =dr, (4.1a)
1 a(r)
e.=————dr_, (4.1b)
V1-kr?
e’ =r_a(r)deo, (4.1c)

con el factor de escala dado por (1.31), tiene escalar de Weitzenbdck T = 2H? no constan-
te, y ademds s6lo es solucion consistente de las ecuaciones dindmicas en el ETRG, a pesar
de inducir la métrica correcta. De hecho, ante una modificacién arbitraria f, la ecuacién

dindmica con indicesa=0yv=r_es
2f" (1 -kr®)T =0,

ysi f" #0, entonces T = 2 H? debe ser constante, condicién incompatible con el factor de
escala (1.31). Sin embargo, podemos modificar ambos hechos aplicando una transforma-
cion local. Basdndonos en la solucién con escalar de Weitzenbdck nulo estudiada en [48], y

por consideraciones de simetria, planteamos una transformacién local radial

0 a(r)
e’ =coshA(r,r.)dt + ——senh A(7,r_)dr_, (4.2a)
V1-kr2
el =senhA(t,r_)dT + LT) coshA(r,r_)dr_, (4.2b)
1-kr2
e’ =r_a(r)do, (4.2¢)

donde A(7,r-) es un parametro local, o familia de pardmetros, a determinar. De esta forma,

el escalar de Weitzenbock se transforma en

) a(®)\/1-kr2oA+r_a(@)(a(r)—+/1-kr2d, 1)

r_a®(t)

T= 4.3)
Observamos que, modificando de esta manera a la triada diagonal (4.1), podemos en princi-
pio sintonizar cualquier escalar de Weitzenbdck, resolviendo (4.3) para algtin valor deseado
de T. Obviamente, la cualidad de solucién va a depender de la modificaciéon considerada.
En particular, imponiendo que T = 2A, llegamos a la ecuacion en derivadas parciales

oA HD, A= —=2D_ A - K2, (4.4)

V1-kr?
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Sino tuviéramos el teorema 2.5.1, para obtener el pardmetro de la transformacion local, pa-
receria que debiéramos conocer de antemano la dindmica cosmoloégica, es decir, el factor
de escala. En realidad, se deberia complementar esta ecuacién con las de la dindmica tele-
paralela y resolver el sistema de ecuaciones ampliado de manera consistente. Sin embargo,
como vamos a estar en una situaciéon de escalar de Weitzenbéck constante, por el teorema
2.5.1 nos podemos apoyar en la solucidon de RG para asi determinar el pardmetro local. En
el apéndice A se resuelve la ecuacion (4.4) mediante el método de las caracteristicas, eli-
giendo el campo caracteristico W = d; —r_H(7)0,_ y la hipersuperficie de valores iniciales

I'={(r,r-) : 7 =0}, obteniéndose la familia de pardmetros

c vk r_a
Alr,r2) = h(r_a(r)) + — arctan| — ——|, (4.5a)
vk ( c \/l—krg)

donde h(r_a(r)) es una funci6n arbitraria en esa variable y ¢* = a* — Aa* = a5 — Aag, como
consecuencia de la ecuacion de Friedmann (1.30b). Para el caso espacialmente plano (k =
0), debe interpretarse

Ar,r2) = h(r-a(r)) + r-a(r). (4.5b)

Observamos que en todos los casos hay una arbitrariedad en una funcién de variable r_a(t),
que es precisamente una cantidad constante a lo largo de cada curva caracteristica. Esta li-
bertad residual en el parametro local, que se debe a la falta de una condicién de contorno,
va a otorgar cierta flexibilidad a la hora de pegar soluciones. Veremos en corto que la solu-
cién exterior va a exhibir una remanencia plena, asi que elegimos por simplicidad & = 0 en

todos los casos, obteniendo los parametros locales

c vk r_a
AT, r_) = —arctan| — ——|, (4.6a)
vk ( ¢ \/1- krE)
AT, ro)=r_a(r), (4.6b)

donde la segunda ecuacion es para el caso k = 0. Con estos parametros locales, las triadas
(4.2) tienen T = 2A, por lo que resultan soluciones consistentes de las ecuaciones dindmicas
para las modificaciones consideradas, debido al teorema 2.5.1. Especializando en k = —1,

notamos que el parametro local se escribe como

A(t,r_) = carctanh l_ra
» I — C\/m )
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el cual estd bien definido en toda la evolucién, puesto que el argumento de la funcién arco-

tangente hiperbdlica es menor en médulo que 1:

1 r.a -1 a2<1+r2 1+1
—_— < @—_ = —_—
c\/1+712 c? 12 r2’

donde la tltima relacion se satisface por el vinculo (1.30b). Observamos también que, debi-
do al desarrollo de la funcién arcotangente, al tomar el limite k — 0 en el pardmetro (4.6a),
obtenemos el otro pardmetro (4.6b) (y también sus derivadas), asi que directamente po-
demos trabajar con la expresion (4.6a). Puede parecer sospechoso poder cubrir estos tres
casos, que topologicamente son muy distintos, simultdneamente. Para entender esto, debe-
mos recordar que las ecuaciones dindmicas son locales, y que la paralelizacion resultante es
s6lo de la regién que cubren las coordenadas, siendo todas del mismo tipo homotépico.
Por otro lado, para la region exterior, si bien esperamos involucrar triadas distintas para

cada valor de k, en todos los casos partimos de la triada diagonal

el =v(rydt,, (4.7a)
dr
1 +
= , 4.7b
* v(ry) ( )
e’ =r,do, (4.7¢)

donde v(ry) = /-M — Arf es el lapso. Esta triada reproduce la métrica (1.33) y tiene un
escalar de Weitzenbodck T = 2A constante en todo su dominio, independientemente de la
masa M [43], por lo que es automdticamente una solucion consistente para cualquier mo-
dificacién 2A-invariante. Sobre la remanencia, exhibe una libertad en transformaciones ra-

diales independientes del tiempo coordenado,

e?L =v(ry)coshé(ry)dt, + wdm, (4.8a)
v(ry)

e}r =v(ry)senhé(r)de, + Mdm, (4.8b)
v(ry)

ei =r,do, (4.8¢c)

donde &(r4) es el parametro local de la transformacion. Por cuestiones de simetria se decidi6
no considerar dependencia en 6. La idea va a ser encontrar el pardmetro local exterior tal
que las triadas (4.2), con el pardmetro fijo (4.6), y (4.8) satisfagan las C]J.

Recordamos que la proyeccion de las cantidades tensoriales sobre la hipersuperficie de

juntura se lleva a cabo estableciendo r_ = rg y £y = t4(7), 7+ = r+ (1), por lo que las triadas
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restringidas a la hipersuperficie Z son

1*(€%) =coshA(m)dr, 1" (&)= (v(r+) t, coshé(t) + vr: ) senhf(r)) dr, (4.9a)
+

*(el) = senh A(1)drT, Fel) = (v(r+) tysenh& () + Vr: ) coshE(T)) dr, (4.9b)
+

1*(€?) = roa(t)do, f(€2) =1, (1)d6, (4.9¢0)

donde, nuevamente, i, = dt./dt, i+ = dry/dt, y definimos los pardmetros restringidos
AT) =" A)(1) = A1, 10) ¥ E(1) = 17 (&) (1) = &(r+(1)). La continuidad de los campos se ase-

gura si se satisfacen las relaciones

coshA(7) = v(ry)t. coshé(T) + Vr+ ) senh{ (1), (4.10a)
+
senh A(t) = v(r;) i, senhé(T) + T+ coshé(r), (4.10b)
v(ry)
roa(t) =ry (7). (4.10c)

La ultima condicion es exactamente la misma que (1.36b), indicando que la posiciéon coor-
denada del borde del disco de polvo, medido desde afuera, coincide con la distancia fisica
medida desde adentro. Por otro lado, elevando al cuadrado y restando las ecuaciones (4.10a)

y (4.10b), tenemos que
-2

2 %) ry
ve(ryt ————=1, 4.11
(re)ey V() ( )

que es directamente igual a la condicion (1.36a). Recordar que tener estas condiciones nos
habilita a importar la dindmica cosmoldgica interna al radio externo sobre la juntura, lo
cual asegura la condicién (1.37) y las simplificaciones que conlleva. Concretamente, usando
la ecuacion (4.11) y el vinculo (1.30b) vemos que

V3(ry)t, = \/vz(m) +72 = \/—M+1<por§a§ —kr=¢>0, (4.12)

es constante sobre la hipersuperficie de juntura.
Usemos la informacién restante para determinar el pardmetro local exterior ¢ (7). Invir-

tiendo cual sistema lineal las dos primeras ecuaciones en (4.10), escribimos

coshé(t) =v(ry) ity coshA(T) — r: ) senh A(1), (4.13a)
+

senhé (1) = v(ry)tysenh A(7) — r: ) cosh A(7), (4.13b)
+

y al dividirlas se llega a '
tanh A(7) - 7=

1- %tanh/l(r),

tanhé(t) = (4.14)
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donde usamos (4.12). Esta condicién no tiene contraparte respecto de la juntura en RG, ya
que tiene que ver con qué transformacion local hay que elegir para asegurar la continuidad
de la triada. Es decir, el pardmetro local {(r,) puede en principio admitir cualquier valor en
la region exterior, pero para asegurar el pegado de las soluciones debe tener precisamente
este valor sobre la hipersuperficie de juntura. Notar que en particular esta condicién implica
que el parametro local no podia haber dependido de la coordenada angular, al menos sobre
la juntura.

Sin embargo, la aventura atin no termina, pues necesitamos un parametro local que es-
té definido en toda la region exterior. El camino que vamos a tomar va a consistir en ex-
tender (4.14) invirtiendo las relaciones t; = t,(7,0),r; = ry(7,0) sobre la juntura, proceso
que denominamos extensién candénica. Observamos, empero, que hay infinitas propuestas
vdlidas, parametrizadas como el pardmetro canénico resultante mas alguna funcién cuyo
soporte no contenga a la hipersuperficie de juntura. Mdas adelante discutimos esta ambi-
giiedad.

Para obtener una expresion global, usamos (4.11) y (4.12) para escribir

I"+:—\/€2—V2(r+), (4.15)

por lo que el pardmetro local interior se puede reescribir como

rod c V02 —v2(ry (1))

c
A(ry (1)) = —arctan| — —— | = ———arctan| — , (4.16)

vk ¢ 1-kr§ vk ¢ \/1—kré

donde, de vuelta, se agrega un signo al evaluar 7, debido a que estamos considerando un

colapso. Insistimos que esta relacién es, en principio, valida inicamente sobre la juntura.

En base a esto, definimos entonces en la region exterior la funcion

c
)Uj(m) = ———arctan| —

Vi N

que es la extension candnica del parametro local (4.6) a la region exterior, expresion valida

(4.17)

sélo hasta un cierto valor de corte 7., dado por v?(7,) = £, ya que el radicando se torna
negativo para radios mayores. De esta manera, estableciendo un pardmetro local ¢, dado

por .
tanh Af(r}) — %

- #tanh/ﬂ(m)’

tanhé, (ry) = (4.18)

el cual esta bien definido ya que el lado derecho es siempre menor que 1 en mdédulo, obte-
nemos una transformacién local escrita en términos de las coordenadas exteriores, es decir,

definida en toda la region exterior, y que debido a las ecuaciones (4.10), asegura la con-
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tinuidad de los campos de triadas. Formalmente deberiamos también definir el valor del
pardmetro local fuera del valor de corte, pero vemos que el comportamiento de la solucion
en esa region no influye para nada en lo que respecta a la juntura. Por lo tanto, tenemos
libertad plena para elegir al parametro local, mientras quede continuo en el valor de corte,
que facilmente podemos lograr si establecemos ¢, =0 para todo ry = 7.

Alternativamente, podriamos haber elegido otro parametro ¢, dado por
tanhf(p(’%) =tanh{, (ry) + (L4, 74,0), (4.19)

siempre y cuando t*¢ = 0, es decir, ¢(7,0) = ¢(t; (1), r+(1),0) = 0. Vamos a ver mdas adelante
que esta arbitrariedad no se consume completamente al implementar la continuidad de las
derivadas normales, pues las CJ] no logran ligar el caracter asintético residual de las trans-
formaciones locales.

Contemplando la ecuacién (4.18), vemos que los pardmetros locales exteriores que ga-
rantizardn la juntura van a ser genuinamente distintos para los diferentes casos de curvatura
espacial, puesto que tanto los parametros interiores como sus extensiones canénicas cam-
bian en cada caso, aunque todos respetan la misma estructura.

Para concluir que estas soluciones constituyen una juntura exitosa, debemos verificar
que también hacen cumplir la segunda CJ, en este caso (3.19b), puesto que no hay una capa
de materia en la hipersuperficie que separa ambas regiones. Como ya tenemos un potencial
parametro exterior, debemos ver si satisface estas condiciones de manera compatible.

Considerando las triadas (4.2) y (4.8), con los parametros (4.6) y (4.18), las normales
(1.45) y las funciones de transicion (1.46), calculamos las derivadas normales segtn (3.10b).

Para la region interior, obtenemos

. V1-krgor A-a
P

- = a0) senh Adr, (4.20a)
\/1=-kr20, A—a(1)
P!= (;(;) coshAdr, (4.20b)

P?=\/1-kr2do. (4.20¢)

Trabajando la primera componente, llegamos a que

P, \1-krgorA-a®  krZhama()
senhA a(r) Ce(1- kry) + krgaz(r)’
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asi que escribimos

0 kriAa(t)a(r)
P’ =- - senh AdrT, (4.21a)
(1 —kr) + kria®(r)
kr2Aa(r)a(t
P'=- oA o, (4.21b)

(1 —krd) + kréa?(r)
P?=1/1-krao. (4.21c)

Por otra parte, para la region exterior se obtienen

A7’+7"2 07 & (ry) CAr, Ty fzf,(ﬁ)
"= {(vg(r:) T )COSh“( Vi) v )Senhg}dr’ R
) .zl D 2 ¢l
Pl = {(A”” e (r+))senh£+ (“”” e (r+))cosh£} dr, (4.22b)
v3(ry) v(ry) v3(ry) v(ry)
P?=¢do, (4.22¢)

donde se usaron las expresiones concretas del lapso v(r,) y de ¢, y las ecuaciones de Fried-
mann (1.30). Es importante recordar que todas las cantidades estdn evaluadas sobre la jun-
tura, es decir, siempre tenemos que ry = 4 (7).

Comparando las ultimas componentes de (4.21) y de (4.22), reconocemos inmediata-

0=\/1-k12, (4.23)

exactamente la misma que (4.23). Usando esto, podemos simplificar (4.212a) a

mente la relacion de masas,

P°0,)  kArif.

=- . 4.24
senhA 202+ k2 (429

La ecuacion (4.23) es la tiltima condicién métrica que buscdbamos. Sin embargo, para con-
cluir que las derivadas normales sean continuas sobre la juntura, debemos mirar también
las demds componentes. En esa linea, notemos que basta con comprobar que las primeras
componentes coincidan, debido a la simetria de intercambio de funciones hiperbdlicas en
(4.10).

Teniendo en cuenta el sistema (4.10), que proviene de imponer la continuidad de la tria-

da, la forma funcional del lapso v(r;), y las definiciones de ¢ y (1.38), la componente 0 de la
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derivada normal exterior resulta

.2 . / : 2l
P20, = Arety | £ (r+))cosh€+ ([Ar+r+ + e (r+))senh€
v3(ry) () v3(ry) ()
C(Arehe )( .t )
=V +0& (ry) oD coshé + - senh¢
= A2r+r+ +€€'(r+))senh/l. (4.25)
va(ry)

Para continuar, debemos especificar el pardmetro local exterior ¢(r.). Eligiendo el pardme-

tro canonico (4.18), tenemos que

2
Ar, / c*\/1-kr

'f;(r+) = -
02 —V2(r,) va(ry) cz(l—kr§)+k((z—vz(r+))
__éAr+( 1 _ C2 ) (426)
Fo \V2(ry) 202+ ki)’ .

donde en la segunda igualdad restringimos a la hipersuperficie de juntura y usamos la rela-

ci6én de masas (4.23). De esta manera, la ecuacion (4.25) resulta

P20,) Fi 02 1?02
senhA o F (vz(m) Cv2(ry) " Py C202 1 kri)
_Ar+( R A i i )
Fo \V2(ry)  VE(ry)  c202+ k#?
_Ar, c20? _ Arp ki
TR (_ c2£2+kfi)_ o c20% + ki?
_ kATTy

obteniéndose exactamente la misma expresion que en (4.24). Por lo tanto, concluimos que
la juntura entre las triadas halladas es satisfactoria.
Notemos que, de haber elegido un pardmetro alternativo de la forma de (4.19), la deri-

vada normal exterior (4.25) hubiera sido

ar+(p

0,,¢(=0 + ,
r+€ r+5* Coshzé

y en consecuencia sélo se cumplirian las CJ si 0., ¢ = 0 sobre la juntura. Como ademas debe
pasar que 0g¢ = 0 alli (ver (4.18)), esto implica que ¢ debe ser constante en un entorno de la
hipersuperficie de juntura, y en particular constantemente nula para que valga (4.18). Esto
nos dice que la extension candnica se destaca respecto de las demads posibles. Observamos
también que imponer estas condiciones no restringe el comportamiento global o asint6tico

de las soluciones, y que sobrevive cierta arbitrariedad luego de imponerlas.
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4.1.2. Colapso de capa circular delgada de polvo

Consideremos nuevamente la triada (4.7), que es solucion de las ecuaciones dindmicas
tanto para la region exterior, como para la interior, con re-definiciones adecuadas. Notamos
que comparten el mismo escalar de Weitzenbdck T = 2A, asi que procedemos a explotar la

simetria remanente de ambos lados para satisfacer las CJ (3.6) y (3.19a). Partimos de

senh{ .y (ry)

eg =vy(ry)coshéi(ry)dty + ——————dry, (4.27a)
- Va(rs)
h
el =v,(ry)senhé, (ry)dt, + Mdri, (4.27b)
- Vi(ry)
e‘i =r.do, (4.27¢)

donde nuevamente los lapsos son vy (ry) =1/ —M4 — Ari, con M_ = 0. Notar que, debido ala
estabilidad de las CJ, pareceria que podriamos tomar ¢, = ¢ y {_ = 0 y trabajar s6lo con una
transformacion local. Sin embargo, vamos a ver que no s6lo resulta conveniente no forzar
la solucién interior, sino que ademds es imposible garantizar la juntura transformando sélo
una de las triadas.

Las triadas restringidas a la hipersuperficie de juntura son

) = (vi(ri)i‘i coshé, (1) + —=— senhé, (r)) dr, (4.282)
- Va(rs)

el = (vi(ri) tysenhé, (1) + = coshé, (T)) dr, (4.28b)
- Vi(ry)

1*(€2) = ro(1)d0, (4.28¢)

por lo que la primera CJ (3.6) implica que

[’v(r) tcoshé () + T senhé(r)ﬂ =0, (4.29a)
v(r)

[’V(I‘) tsenhé () + I cosh{(r)ﬂ =0, (4.29b)
v(r)

r@)=r_(t)=ry(1). (4.29¢)

La tercera ecuacion nos relaciona los radios coordenados sobre la juntura, y escribimos las

dos restantes como

20832 7
l’v (Nt - vz(r)ﬂ =0, (4.30a)

tanhé(r)+ﬁ .
1+ —tanhé@) |

v2(r)t

(4.30b)
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Antes de continuar, observamos que las métricas inducidas por las triadas (4.28) son
o PP
hy=-|vi(ri - — dr? +r?de?, (4.31)
T oviln)
asi que estar usando el tiempo propio como coordenada sobre la juntura implica que
)

) r
+ + = = 1, 4.32
vyt V) (4.32)

exactamente la condicién (1.54a), que nos permite acceder a (1.55) para eliminar los tiem-
pos coordenados. Puede parecer deshonesto tener que acudir a la métrica en una teoria
donde el campo dindmico es la triada, pero debemos reconocer que es el inico medio para
medir, y por lo tanto interpretar, longitudes y tiempos en este contexto. Algo similar ocurre
en EM; aunque el campo dindmico es el potencial de gauge, para poder modelar materiales,
interpretar magnitudes fisicas o condiciones de contorno uno debe recurrir al campo fisico,
que es el tensor electromagnético.

Notemos que para hallar los parametros locales, necesitamos una ecuacién complemen-
taria a (4.30b). Destacamos también una gran diferencia respecto de los casos anteriores,
que es que hasta ahora no tenemos acceso a la dindmica de la hipersuperficie de juntura,
asi que, aunque conozcamos o tengamos fijado alguna transformacién local, no podriamos
extender la otra can6énicamente. Va a ser la segunda CJ (3.19a) la que nos va a brindar el
vinculo restante, relacionando las derivadas normales de los pardmetros locales.

Reanudando, calculamos a partir de (3.10b) las derivadas normales de las triadas (4.27),

usando las normales (1.56) y funciones de transicion (1.57);

P {(f\/Vi(erzg, CATGA -

ve(r)  F v3(r) Ve (r)

+(Arf\/Vi(r)+f2 LA, - An
vi(r) va() 7 V() /VA(r) + i
P! :{(r'\/Vi(erzg, AR =)

)coshcfi

senhéi}dr, (4.33a)

ve(r)  F v3(r) e

(Arf\/vi(r)”z N+, F(F = Ar)
+ + = +

Vil ve Ty ) v2n + 72
PZ=\/vi(r)+72d6. (4.33¢)

Notar que son consistentes con las derivadas normales (4.22), si imponemos las ecuacio-

) senh{.

coshfi}dr, (4.33b)

nes de Friedmann (1.30) (que acd no disponemos). Computamos los escalares P mediante

82



(3.14), resultando en
Va(r)— Ar¥ + i +r¥

)
ry/va(r) +i?

y el vector de fuente a través de (3.16), considerando el tensor de energia-momento super-

P, = (4.34)

ficial (1.24b), obteniendo que

20= —geldr, E'=-celdr, =*=0, (4.35)
donde no hay ambigiiedad en qué componente de triada se usa, debido a (4.29). Empezando

por la dltima componente, la segunda CJ (3.19a) implica que

) (4.36)

vz(r)—Ar2+f2+rfN N ri — Ar?
0=|Vve(r)+r2|— r=|———
[[ ﬂ N rv/va(r) + i? rv/ve(r) + i?

que es exactamente lo que obtuvimos justo antes de (1.60b), de manera que tenemos acceso

a (1.61) y (1.62). Esto nos permite simplificar los escalares P a

Vi +i? \Va(r) + 72

P, = - , (4.37)
ry/ VA (r) + i r
y también las demds derivadas normales a
Arv
0 = el 0 +1/vin) + r'zfﬁ_,) dr, (4.38a)
+
1 of Ar7 2 .ol
Pl=ej|— ERAAECRL & \dr, (4.38b)
+

por lo que las demads ecuaciones de juntura son

2 /A2 -2
KO'e?:e%[’ A’(‘:) n /Vz(r)+’;2£/ﬂ _eg Nwﬂ’ (4.39a)

V2 r

; N )
xoer = e’ [’ A:rr) +VV2(r) + r'zrf'ﬂ —el NMN . (4.39b)

V2
Usando (4.32), se pueden reescribir como

r

(4.40a)

H Arf) +V2 () + r'zé’ﬂ ~ 0. (4.40b)

v2(r

Notemos que la primera ecuacién es exactamente (1.60a), y que la segunda nos vincula los
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pardmetros locales sobre la juntura. Para finalizar, debemos determinar los pardmetros lo-
cales en ambas regiones que satisfagan (4.30b) y (4.40b) consistentemente. Para eso, imple-
mentamos el mismo mecanismo canénico, pero de manera distinta a la subseccién anterior.
Usando la dindmica de la capa de materia, que se encuentra disponible gracias a (4.36), va-
mos a extender estas ecuaciones a toda la regiéon que cubre la juntura.

La condicion (1.62) va a facilitar las cosas, permitiéndonos escribir

F=—1\/eo+Ar?, (4.41)

donde se elige un signo menos para emular un colapso, y a su vez implicando que las canti-
dades

VA +72 = /=M + e (4.42)

son constantes en la hipersuperficie de juntura. Empecemos escribiendo la condicién (4.30b)
como una ecuacion diferencial para los parametros locales. Que ésta valga sobre la hipersu-

perficie de juntura significa que lo hace para todo valor de tiempo propio 7, lo que implica

que
[e1e? —elél] =o. (4.43)
Usando que
o [z APRVEO A2 [ APPVYVE + 2
ér =&+ 5 er, é;=|c+ 5 ey, (4.44)
va(r) va(r)
el mecanismo canonico y (4.32), vemos que (4.43) es equivalente a
AT?\/VR(r) + 72
&'+ , w =0. (4.45)
Fv2(r)

Tenemos entonces dos ecuaciones, (4.40b) y (4.45), que deben satisfacer los dos pardme-
tros locales. Insistimos que en principio estas ecuaciones sélo valen sobre la juntura, y que
extendemos su validez a todo el rango radial que recorre la capa de materia. Destacamos
también que, si hubiéramos elegido ¢, = ¢ y (- = 0, entonces el Unico parametro tendria

que satisfacer simultineamente

& Arv [’ 1 ﬂ
- V() + 2 Lva() ’

¢ AP VV2(r) + 2
7 v2(r) '

pero es facil ver que esto sélo es posible si M. = M_ =0, y por lo tanto no deberia haber una

capa de materia separando las soluciones.
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Volviendo a la juntura, podemos combinar (4.40b) y (4.45) para llegar a

5 —M+€()H
Arveyg+ Ar I[vz(r)ﬂ \/_\/WH v2(r) B /—M++€0 Ar

é-l (r) — = , (4.46&)
* [V=M +e] Ve + Ar2 vi(r)
e A
&= veo > - (4.46b)
Vv eyt Ar? va(r)
donde usamos (4.41), que tienen por solucién’
\/€ot+ Ar?
¢4 (ry) = arctanh - (4.47)

AV _Mi+e()’

que son expresiones validas si la coordenada radial satisface

€o
\ / <\/— A (4.48)

es decir, situdndonos entre el horizonte (para el radio exterior) y un radio méximo depen-
diente de las condiciones iniciales. Nuevamente, podemos extender el pardmetro exterior a
la region restante de manera continua estableciendo ¢, = 0 para ry = \/g, pero es irrele-
vante en lo que respecta a la juntura.

Por ultimo, veamos que estos pardmetros locales tienen una interpretacion clara. Sobre

la hipersuperficie de juntura, éstos satisfacen

’3-
¢4+ (1) = —arctanh —— = —arctanh
VA (r) + 72

. (4.49)
vy Iy

Ahora bien, inspeccionando la condicién (4.30b), vemos que estas elecciones anulan simul-
tdneamente cada término, que a nivel de las triadas proyectadas significa que las compo-
nentes L*(el)(a,) resultan nulas. Mds criticamente, notamos que esto caracteriza entera-
mente a las transformaciones locales halladas, es decir, todo el proceso realizado es com-
pletamente equivalente a haber encontrado transformaciones locales que anulen la com-
ponente 1 de las triadas restringidas, extendiéndolas fuera de la juntura a través del meca-

nismo canonico, es decir, usando la dindmica de la hipersuperficie.

Tiramos potenciales constantes, ya que inciden en las triadas como transformaciones globales.
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4.1.3. Modelo de Einstein-Straus

Empezando por la region interior, la tétrada diagonal

e’ =v(ro)dt_, (4.50a)
dr_

o4 (4.50b)
v(r)

e? =r_do, (4.50¢)

e =r_senfd¢, (4.50d)

donde ahora el lapso es v(r-) = /1 — ZrA_/I, tiene escalar de Weitzenbock

y no es solucién de las ecuaciones dindmicas fuera del ETRG. De hecho, la ecuacion dina-

mica con indices a = 1y v = 0 es directamente
(1) =0.

Aplicando una transformacién local radial,

senhé(t_,r_)

e’ =v(r_.)coshé(t_,r.)+ ———dt_, (4.51a)
v(r.)
hé(, r_
el =v(r_)senhé(r_,r.) +Mdt_, (4.51b)
v(r.)
e’ =r_do, (4.51c)
ed=r_ senfdd, (4.51d)
obtenemos un escalar de Weitzenbdck
4r_0; &2
T= —ff , (4.52)
rz
que podemos hacer constantemente nulo si el parametro local estd dado por
r_
Sty r) = TR (4.53)

Notamos que, a diferencia de la solucién esféricamente simétrica en 2 + 1 dimensiones, en
este caso es imprescindible emplear una transformacion local que también dependa del

tiempo coordenado. Vemos también que forzar la condiciéon T = 0 nos determina comple-
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tamente la tétrada interior’, lo que desfavorece drasticamente la biisqueda de soluciones
compatibles. Esto nos obliga a explorar la simetria remanente del otro lado de la juntura.

En la region exterior, la tétrada diagonal

eg =dr, (4.54a)
el =a(r)dr,, (4.54b)
ei =r.a(r)do, (4.54c¢)
ei =rya(t)senfdo, (4.54d)
tiene escalar de Weitzenbock
T =6H?*(1) - ,
@) r2a®(t)

y no es una solucién consistente de las ecuaciones dindmicas fuera del ETRG, por ejemplo

porque la ecuacion dindmica con indicesa=1yv =0 es
f"Ma*@ =0,

y por lo tanto debe ser f” = 0. Proponiendo una transformacién local radial,

eg =coshA(r,r.)dt + a(t)senh A(r, r.)dry, (4.55a)
e}r =senhA(7,r.)dt + a(r)cosh A(r,ry)dr.,, (4.55b)
ei =r.a(r)do, (4.55¢)
e =r,a(r)senfdd, (4.55d)

llegamos a un escalar de Weitzenbock

22a(r)61/1+ ra(r)(3a(r) —20,1) 2

- _ , 4.56
ra’(r) r’a?(r) (4.56)
e imponiendo que sea nulo llegamos a la ecuacion diferencial
1 2.2
0 A-ryHT)0,, A=—2a-3ra"). (4.57)
2ra

Mediante el método de las caracteristicas, eligiendo como superficie caracteristica al seg-

mento 7 = 0, transversal al campo caracteristico

0, —r+H(1)0,,, (4.58)

2podriamos considerar también transformaciones radiales que dependan de las coordenadas angulares,
pero no hay un razén aparente para eso.
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obtenemos como solucion al pardmetro local

A, ry)=ryalr) + + h(rya(1)), (4.59)

3rya(r)

donde ahora si debemos considerar una funcién arbitraria en la variable r, a(tr), debido a la
rigidez de la solucién exterior, a diferencia del colapso del disco de polvo en 2 + 1 (seccion
4.1.1) donde habia libertad remanente plena. Recordar que el origen de esta simetria es que
la cantidad r, a(r) es constante sobre cada curva caracteristica. Otra manera de verlo es
que el campo caracteristico (4.58) se anula en funciones h(r;a(t)), por lo que es posible
agregarlas sin perjuicio, ya que no se establecié nunca una condicién de contorno para el
parametro local.

Respecto de la juntura, las tétradas restringidas a la hipersuperficie son

*e?) = (v(r_) coshé(r)t_ + v(rr_ ) senhé(r)) dr, 1*(€%) = cosh A(1)dT, (4.60a)
Fel) = (v(r_) senh&(T)i_ + v(rr_ ) cosh&(r)) dr, L*(e}r) =senh A(1)dT, (4.60b)
1" (e2) =r_(1)do, 1" (%) = rpa(r)do, (4.60¢)
1*(€3) = r_sen@d¢, L*(ei) = roa(r)senfddq, (4.60d)

con lo cual la primera CJ (3.6) se satisface si

v(r_)t_coshé&(t) + v(rr_ ) senh{(1) = cosh A(1), (4.61a)
v(r_)i_senh&(r) + Vrr‘ S cosh¢(r) = senh A(r), (4.61b)
r_(1) = rpa(r), (4.61c¢)

esencialmente lo mismo que en (4.10), asi que reescribimos estas ecuaciones como

-2

Vv2(ro) i - s 1, (4.62a)
tanhé(T) + %
_ VYT tanhA(n), (4.62D)
1+ \/ﬁ tanh‘f(r)

donde para la segunda usamos que

VA(ro) i = /v2(ro) + 72, (4.63)

que es otra manera de escribir (4.62a). Notar que, por la condicién (4.61c), la coordenada
radial sobre la juntura adquiere la misma dindmica que el factor de escala. Veamos que po-

demos consumir la libertad remanente en el parametro exterior para satisfacer (4.62a). An-
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tes de eso, nos serd util estudiar la segunda CJ. A partir de las tétradas (4.51) y (4.55), con los
pardmetros locales (4.53) y (4.59), los campos normales (1.80) y las funciones de transicion

(1.81) computamos las derivadas normales segtin (3.10b). Las interiores resultan

po_ {( U o [ G Bk = N = o V/VE(r) + 72

0;_£+

v(r.) v2(r.) v3(r.) v(r.)
F_O02(r) o =vVI(r) ) i /VEr) + 2 VE(ro) + i
+ ( + 0 {+————0, ¢
Vv2(ro)\/ve(ro) + 72 v3(r2) v(r-)
s ! 2 22 .2 . ) )
{( YW =) TR e VYU a,_f) senhé,  (4.64b)
v(r.) v2(r.) v3(r.) v(r.)

. 2 . ) . 5 ) 2 =2
N (r_(v (ro)i—=v'(r2)re) N Fo\/Vve(ro) + 72 5, &+ ve(ro)+re Or_é) coshfi}dr,
V2(ro)\/ve(ro) +i2 v3(r-) v(r-)

P?=\/v2(r_) +#2d0, (4.64c)
P3=\/v2(r_) + i2sen0d¢, (4.64d)

mientras que las exteriores son

0r_ g‘) coshé,  (4.64a)

)senh&i}dr,

P! =

Pl =K - hAdr, 4.65
'y ( (roa(r)) 3r§a(r)a’(r))sen T ( a)
Pl =(n ~ ————|coshAdr, 4.65b
" ( (roa(t)) 3r§a(r)a’(7))cos T ( )
P? =40, (4.65¢)
P2 =senfd. (4.65d)

Inspeccionando las tltimas componentes, inmediatamente observamos que la segunda CJ

VT (169

asi que en definitiva recuperamos ambas ecuaciones en (1.83). Observar que esto a su vez

(3.19b) implica que

implica que

Fo=V1-v3(ro) = \/ Q/I, (4.67)

r—

donde se elige el signo positivo debido a que el factor de escala siempre crece. Esta propie-
dad nos va a asistir para terminar de definir al pardmetro local interior, permitiendo escribir
a 7_ en términos del radio coordenado sobre la hipersuperficie de juntura.

Observar que para que se satisfaga la segunda CJ (3.19b), por el sistema (4.61) nueva-
mente basta con comparar las primeras derivadas normales. Ahora que tenemos acceso ala

dindmica cosmolégica, trabajemos un poco mds estas componentes. Para la region interior,
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tenemos que

0 _ 7 [ Mri_ . M
P’ (01) = (m - E - T’ET(T_)) senh A + (r_ + E cosh A
F_(r-—2M) r
= (—ZrEvz(r_) ~57 ) senh ], (4.68)

donde se us6 (4.61) y (1.83b), mientras que la derivada normal exterior queda como

P%o,) = (h’(r_) -~ )senh/l. (4.69)

3r_7_

Notemos que en la ecuacion (4.68) aparece el tiempo coordenado, lo que resulta un poco
incémodo. No obstante, las relaciones (4.63) y (4.67) nos permiten localizar la hipersuper-
ficie de juntura en las coordenadas interiores, es decir, nos dan la relacién implicita (1.86),
que podemos usar para expresar todo en términos del radio coordenado. Por lo tanto, la

derivada normal (4.68) resulta

P°G,) r.-2M 2M oM o [2M 1+84 (4.70)
= — + —|arctanhy/ — - ——— |, :
senhA  2r2v2(ro)\ r— 12 r_ 3(&)3/2

r—

donde también usamos (4.67).

Siguiendo el camino del colapso del disco de polvo, podriamos tranquilamente deter-
minar a partir de (4.62b) la funcién h(r.a(t)), derivando respecto del tiempo propio para
obtener una ecuacion para h'(rpa(t)) = h'(r-), recordando la forma de (4.59), y extendién-
dola a toda la region exterior usando el mecanismo candnico. Incluso sin tener que resolver
la ecuacion diferencial que la define, tendriamos la expresién completa de la derivada nor-
mal (4.69) y podriamos ver si resulta igual a (4.68), cumpliendo la segunda CJ (3.19b). A pesar
de ser un camino valido, seguimos otro que va a consistir en extender (4.62b) de manera ca-
nénica a la regién exterior, dando lugar a un parametro auxiliar A(z,7,), e imponiendo que
coincida con (4.59), despejando asi la funcion h(r_a(t)). Dicho de otra manera, el hecho
critico es que se satisfaga (4.62b) sobre la juntura, y para asegurarlo buscamos la funcién
libre que lo implemente.

Siguiendo con la derivada normal exterior, extendemos la relacién (4.62b) definiendo un

t_(rya(1)) 2M
tanh =775 + \ Fra@®

[ oM t-(rya(@)’
I+ rya(r) tanh 2rya(r)

donde aqui también usamos la relacion implicita (1.86), y declaramos que debe ser igual a

parametro A por

tanh A(1,7,) =

(4.71)

(4.59). De esta manera, podemos determinar el valor de la funcion libre simplemente des-

pejando. Sin embargo, como ésta tiene que ser una funcién de r; a(r), usamos (4.67) para

90



hacer la traduccién en (4.59):

B ~ B 2M _1 ryoa(t)
h(rya(t)) = arctanh A(t, r,) Hma(r) 3 TR (4.72)

De esta manera, podemos escribir la derivada normal exterior (4.69) como

P%o,) 1 2M
D = W)~ ——— = arctanh |/ —— — —1 [ 2 4.73
senh A (r-) = 3r_7_ r2 arc an 2r_ 3r_ ( )

que coincide con (4.70) si
r--2M [2M 2M 1484 /r_
2r2v2r)\ . 2 3( 3/2 2r_  3r_

Manipulando un poco el lado izquierdo, vemos que

2r2v2(r )\l . 12 3(M)3’2_r3—2Mr_ 2r—  3r_

_ 1 r_ T
S\ 2r \/ 2M 3r_ \/

_ 1 r_

B 2r.  3r_ \/

lo que implica que las derivadas normales coinciden, concluyendo la juntura.

2M

r_—2M [2M 2M 1+ r-—-2M | M 1(1 GM)
r—

4.2. Sobre la estabilidad de las condiciones de juntura

Una pregunta valida podria ser si en estos ejemplos se mantiene la juntura al deshacer
alguna de las transformaciones locales (en todo el espacio-tiempo), y en particular si si-
gue siendo con el mismo escalar de Weitzenbodck. Hay que tener cuidado, empero, pues las
soluciones estdn expresadas en distintos sistemas de coordenadas, por lo que revertir una
transformacion local es directo en una region, pero involucra una traducciéon para la otra.
Deberia ser esperable que el procedimiento de juntura nos indique cémo ejecutar esta tra-
duccioén, o lo que es lo mismo, que nos induzca un sistema de coordenadas en comun, pero
en todos estos ejemplos lo iinico que tenemos al respecto son relaciones como (4.10c), que
s6lo nos vinculan las coordenadas sobre la hipersuperficie de juntura.

Situémonos en el colapso del disco de polvo con indicador de curvatura espacial k = 0.

La manera correcta de comunicar los sistemas de coordenadas es a través de la transfor-
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macién de Painlevé-Gullstrand (PG) [49, 50], estableciendo® [51, 52] (recordar la relaciéon
implicita (1.40))

re(r,ro)=r_a(r), (4.74a)
V1- v2(r+ B 5 1 V—=Ar,
t(t,r.) = f T =(T—710)+ 1 (ry) + marcsen Tam ) (4.74b)

donde este cambio de coordenadas sélo es valido en la regién encerrada entre el horizonte
de eventos y un radio maximo que es donde se anula el radicando de la integral, y también
donde el argumento del arcoseno se vuelve igual a 1 en médulo. A modo de verificacion,
una cuenta simple muestra que efectivamente 1*(z,) = t>(rpa(t)), eligiendo acordemente
To. La idea de las transformaciones de PG es obtener un sistema de coordenadas en donde
el tiempo coordenado coincida con el tiempo propio que experimenta un observador en
caida libre radial, que parte del infinito espacial con velocidad inicial nula. Para hacerlo de
manera consistente, uno deberia trabajar en coordenadas PG en ambas regiones, que es lo
que se desarrolla en [53], donde resulta inmediato ver que el tiempo propio que experimenta
un observador radial en la cosmologia es exactamente el mismo tiempo que experimenta el
polvo comovil.

Observemos que esta traduccion nos habilita a deshacer la transformacion local exte-
rior de ambos lados, transformando las triadas con el parametro —¢. Esto es, en la region
exterior debemos sustraer ¢(r;) de la transformacién local empleada, mientras que en la
region interior debemos sustraer el pardmetro traducido & (1, r_) = &(r_a(r)). Teniendo en
cuenta la ecuacion (4.10c¢), la transformacion local resultante es continua sobre la hipersu-
perficie de juntura, pero ademas es diferenciable, pues las derivadas normales restringidas
del pardmetro ¢ coinciden (recordar que la continuidad implica la continuidad de las de-

rivadas tangenciales): a partir de la expresion de los campos normales (1.45), las derivadas

\/1—kré
a(t)
(e (E(r)) = 000, E(ry) = E (rpa(r). (4.75b)

normales cldsicas son

(&, r) = (0, E(r_a)) = & (roa(r)), (4.75a)

Por lo tanto, la estabilidad de las CJ implica que la juntura se preserva luego de aplicar la
transformacion local de pardmetro —¢ en ambos lados, en el sentido que describimos. Ade-
mas, debido a que el parametro fb es una funcion de r_a(r), por la simetria interna del
escalar de Weitzenbock de las soluciones cosmolégicas, al deshacer la transformacion ex-
terior en ambas regiones la triada interior sigue teniendo T = 2A (la cantidad &” se puede

absorber con la definicién de una nueva funcién libre k), el mismo que el de la exterior, por

3Para que esta transformacién de coordenadas sea valida, el factor de escala debe tener velocidad inicial
nula, es decir dg = 0.
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lo que por el teorema 2.5.1 la tétrada transformada resulta una solucién consistente para la
familia de modificaciones 2A-invariantes. Concluimos entonces que, luego de deshacer la
transformacion exterior, la juntura se mantiene, es decir, las triadas resultantes, que siguen
siendo soluciones de las ecuaciones dindmicas, satisfacen las CJ, y ademds con el mismo
escalar de Weitzenbdck en ambas regiones.

Veamos ahora qué pasa si cambiamos el valor de T en toda la region exterior. Conside-
rando un pardmetro local que también depende de la coordenada temporal, el escalar de

Weitzenbdock de la triada diagonal (4.7) transformada radialmente es

200 x5y, 1)

T=2A (4.76)
r
y es facil comprobar que el pardmetro local
X, re)=—Atyry 4.77)

conduce a T = 0 constantemente. A partir de la traducciéon (4.74), podemos extender esta
transformacion al interior del disco, y vemos que resulta diferenciable sobre la hipersuper-

ficie de juntura, pues

a(T)
V1-v2(ry)

Vz(r+)

oy (1, 1) = U (~Aa(@) @y, t)ry — Aty a(r))

=1"(-A rv —Aty)

1 —v2(roa(t))
=-A 5 roa(t) — Aty (z,rp), (4.78a)
vZ(roa(r))

mientras que

It
v2(ry)

/1T _ 2
__ 1-v groa(r))Aroa(r)_At+(T,r0), (4.78b)
v=(roa(r))

V(e (x(r)) =1 (=Ary) + 0(—AtLy)

donde en la ultima igualdad usamos (4.15). Por lo tanto, al igual que antes, la estabilidad de
las CJ garantiza que las triadas siguen siendo compatibles luego de aplicar las transforma-

ciones locales de pardmetros —¢ y x. Ahora bien, inspeccionando la triada interior luego de
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aplicar estas dos transformaciones, vemos que tiene escalar de Weitzenbock (ver (4.3))

LA+ 1)+ r-a@) (@@ -8, (A—&+ ")
r_a?(1)
a(m)d; (—& + x°) = r_a(m)d,_ (& + 1)
r_a?(t)
) a(1)d; Ay’ —r_a(1)d, Ay’
r_a?(t)

=2A+2

=2A+ ) (4.79)

donde en la segunda linea usamos que el pardmetro A es el que produce un T =2A, yen la
ultima que los factores de los parametros locales que son funcién de la variable r_a(r) no

aportan al escalar de Weitzenbdéck, dejando un término residual
Ay’ = -A(@ —10)r-a(m), (4.80)

que es la parte del pardmetro ¥’ que no es una funcién de la variable r_a(t). Siguiendo con

el computo, tenemos que

a@)(r-a(@)+ (T —19)r-a(r)) —r-a(r)(r — 19)a(r))
r_a?(t)

T=2A-2A

:2A—2AL2(T) =0, (4.81)
r_a=(t)

por lo que cambiar el escalar de Weitzenbock del lado exterior tiene el mismo efecto en el
interior, haciendo la traduccién adecuada. Es importante notar que, si bien la triada interior
transformada con el parametro local A — (fb + )(b, o bien 1 + )(b, tiene T = 0, deja de ser solu-
ci6n para modificaciones 2 A-invariantes, pero lo empieza a ser para la familia de modifica-
ciones 0-invariantes. Lo importante es que en todos estos casos el escalar de Weitzenb6ck
es el mismo de cada lado de la juntura, haciendo que las triadas involucradas sean solucio-
nes para exactamente la misma familia de modificaciones. Lo que nos dice esto es que las
CJ propuestas tienen la esencia dindmica correcta, permitiendo tiinicamente junturas entre
soluciones fisicas. Dicho de otra manera, seria problemadtico encontrar una juntura entre
soluciones con distinto escalar de Weitzenbdck (constante), puesto que cada triada seria
una solucidén consistente pero para distintas familias (aunque no disjuntas) de modificacio-
nes. Esto también nos dice que el valor T = 2A fue més bien arbitrario en lo que respectaala
juntura. Sin embargo, vale la pena destacar que para esa eleccion el parametro local exterior
no depende del tiempo coordenado, y ademads la ecuacion diferencial (4.4), que determina
el pardmetro local interior, se vuelve significativamente mas f4cil de resolver. Estos motivos
privilegian ligeramente haber establecido esa constante, aunque sé6lo por cuestiones técni-

cas. Resumimos esta discusion en el esquema de la Figura 4.1.
Por dltimo, discutimos un poco acerca de la rigidez de la juntura en el ejemplo del colap-

so de la capa delgada. Al resolver las ecuaciones (4.40b) y (4.45), que son las que establecen
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Cosmologia BTZ

A diag(1,a(1), r-a(r)) —---=22 . A@) diag(v(m,ﬁ,m)
| 1=

AA—& diag(1, a(r), r-a(r)) o T=A A(O)diag(v(m),ﬁ,m)
¥ lx

AA-& + ) diag (L), r_atm) -~ Ay diag(vir), 7574 )

Figura 4.1: Juntura en el colapso del disco de polvo. Las lineas horizontales representan que las tria-
das involucradas satisfacen las CJ, y ademés que comparten el mismo escalar de Weitzenbock (en
todo el dominio), mientras que las flechas verticales indican la aplicacién de una transformacion lo-
cal, dada por el pardmetro que la acompana.

los parametros locales, éstos resultaron univocamente determinados, fijado un valor admi-
sible para la masa en reposo de la capa (uno que satisfaga la desigualdad (1.65)). Veamos
como entender esto en el contexto de la estabilidad de las CJ. Esta propiedad nos dice que
podemos obtener otras junturas validas si les aplicamos a ambas soluciones una misma
transformacion local. Sin embargo, si planteamos una traslacion de los pardmetros locales,

es decir, si consideramos los pardmetros

$a(r) =& (r) + h(r),

se tiene que las ecuaciones (4.40b) y (4.45) dejan de ser vdlidas, puesto que la primera, que
es la que involucra las derivadas normales, no es lineal en ¢. La razon por la cual sucede
esto es que, de hecho, no es valido proponer una traslacién tnicamente radial, ya que no
se condice con la aplicacion de una transformacion local diferenciable, debido a que los
campos normales de cada region son distintos. Concretamente, las derivadas normales de

la traslacién son (ver (1.56))

1" (ns(h(r) =" (\/vi(r) + r'zh'(r)) , (4.82)

cantidades que resultan distintas de cada lado (por la condicién (4.40a)). La situacion se-
ria distinta si contemplaramos ademads una dependencia en los tiempos coordenados en la
traslacion h, lo que permitiria la existencia de un balance para que las derivadas normales
coincidan. Lo que nos dice esto es que las triadas encontradas son las tinicas que realizan la
juntura, requiriendo que T = 2A y que las transformaciones locales sean radiales e indepen-
dientes del tiempo y dngulo coordenados. En particular, esto implica que no puede haber

una juntura en donde una de las triadas sea la diagonal y la otra una transformacién radial
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de ésta, que so6lo dependa del radio coordenado.
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Discusion y conclusiones

En este trabajo establecimos un conjunto de CJ, compuesto por (3.6) y (3.19), que resul-
t6 ser apropiado en los tres ejemplos estudiados, a saber, la formacién de un agujero negro
BTZ no rotante como consecuencia del colapso de polvo, en forma de disco y de una ca-
pa delgada circular, y el modelo de Einstein-Straus, que describe el exterior de una estrella
estdtica, separada por una burbuja de vacio de un fluido en reposo que obedece el princi-
pio cosmoldégico. Estas CJ llevan consigo una interpretacion clara y resuelven las falencias
que presentan las condiciones de los trabajos mencionados sobre el tema. No obstante, su
validez s6lo fue comprobada para las denominadas modificaciones 2A-invariantes (y par-
ticularmente para sus soluciones impropias), caracterizadas por la condicién (2.78). Estas
modificaciones son exactamente aquellas que mantienen como solucion a las tétradas que
resuelven las ecuaciones del ETRG, o lo que es lo mismo, que reproducen la métrica que re-
suelve las ecuaciones de Einstein, y que tienen T constante. Esto no es poca hazafa; por el
contrario, en esta tesis aprendimos a pegar soluciones de la RG en el contexto de las teorias
f(T). Explayemos con detalle la interpretacion y las virtudes de las CJ desarrolladas en este
trabajo.

En primer lugar, estas CJ, que consisten en la continuidad de los marcos y en un salto en
sus derivadas normales (ambas cantidades proyectadas a la hipersuperficie de juntura) en
presencia de capas superficiales de materia-energia, son anélogas a las CJ de DI de la RG,
(1.15) y (1.23), que consisten en transiciones especificas de la primera y la segunda formas
fundamentales. De hecho, para obtenerlas partimos de estas condiciones y disolvimos el
contenido métrico para expresar todo en términos teleparalelos. También remarcamos que,
si bien ésta fue la idea central, establecimos condiciones ligeramente més fuertes, aunque
sensatas, para expresarlas de manera covariante (frente a transformaciones de coordena-
das), definiendo las denominadas primera y segunda formas fundamentales reducidas. En
base a esto, las interpretamos de la misma manera que a las CJ de DI en la RG, es decir,
como condiciones sobre las formas fundamentales reducidas. Este procedimiento nos ase-
gura que en el ETRG, es decir, sin considerar ninguna modificacion, recuperemos las mis-
mas condiciones métricas (las que resultan de aplicar las CJ de DI). Sin embargo, como se
tratan de condiciones para la tétrada y sus derivadas, en el proceso ademads surgen condicio-

nes nuevas que contribuyen a la calidad de la paralelizacién que conforman las soluciones.
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Adicionalmente, este procedimiento nos garantizé que las condiciones obtenidas estén ex-
presadas de manera intrinseca, lo que permite su aplicacion a cualquier caso, sin importar
los sistemas de coordenadas de cada lado de la juntura, y también nos brind6 informacién
sobre como proceder en los casos donde haya fuentes en la hipersuperficie de juntura, cues-
tion que fue ignorada previamente en la literatura.

En segundo lugar, lo que distingue a estas CJ, de las de CDS, (3.1), yde las de VD, (3.2), es
que vienen acompanadas de una prescripcién sobre como elegir las soluciones de cada lado
de la juntura. Esto es altamente critico ya que, debido a la pérdida parcial de la invariancia
local de Lorentz caracteristica de estas teorias, no es indistinto manejar cualquier tétrada,
incluso si da lugar a una misma métrica. Aprendimos que, como no es posible (atin) carac-
terizar todas las soluciones de un dado problema, con el objetivo de luego fijar un calibre
en el que se puedan aplicar directamente las CJ, un camino viable es hallar soluciones de
cada lado tal que juntas satisfagan estas condiciones. Si bien estas dos estrategias son equi-
valentes, asumiendo que la juntura es fiel, seguir la ultima presenta el riesgo de manipular
tétradas que no sean soluciones consistentes de las ecuaciones dindmicas. No obstante, se
evidenci6 que estas C] reflejan la esencia dindmica correcta, es decir, que s6lo permiten la
juntura entre tétradas que sean solucion simultdneamente (para una misma modificacion
f). Esto se observo en el colapso del disco de polvo; al cambiar el valor del T en la region
exterior al disco, se tiene el mismo resultado en la region interior. Para llevar a cabo esto,
partiendo del par de triadas que hizo efectiva la juntura, se deshizo la transformacién exte-
rior, la de pardmetro ¢, en todo el espacio-tiempo, y se le aplicé una nueva transformaciéon
en ambas regiones (una misma), la de pardmetro y, para llevar la triada BTZ a T = 0. Para
comunicar correctamente estas transformaciones a la region interior, fue necesario exten-
der adecuadamente las transformaciones sobre la triada exterior a todo el espacio-tiempo,
proceso que discutimos més adelante.

El hecho de que las C] respeten la dindmica es tranquilizante, y a su vez puede ser apro-
vechado para recortar la biisqueda de soluciones compatibles, en virtud de la estabilidad
de las CJ. Esta propiedad es remarcable, diciéndonos que todo par de tétradas que efectivi-
za la juntura esta en pie de igualdad, y que las distintas junturas se pueden alcanzar entre
si mediante la aplicacion de transformaciones locales que, como requisito minimo, deben
ser suaves sobre la hipersuperficie de juntura. Esto significa que las CJ respetan la sime-
tria local de estas teorias, e incluso mas, ya que la juntura sigue valiendo, es decir, se siguen
cumpliendo las ecuaciones (3.6) y (3.19), atin si las transformaciones locales empleadas des-
plazan a las tétradas del espacio de soluciones (a ambas al mismo tiempo por lo discutido
anteriormente). En esos casos la paralelizacién resultante no tiene significado fisico, pero
por un motivo muy claro: la transformacién local involucrada no forma parte del grupo de
simetrias de esa teoria en particular.

Podemos aprovechar esta propiedad para llevar a cabo una estrategia general, basada
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en fijar una solucién de un lado de la juntura y buscar inicamente la que le corresponde
del otro lado. Mads atin, en ausencia de fuentes superficiales, podemos reducir incluso mas
la bisqueda, porque sabemos que en particular el escalar de torsiéon debe coincidir de cada
lado. Para eso, se debe primero buscar una tétrada con el mismo escalar de Weitzenbdéck
sobre la juntura, y luego explorar su simetria remanente. Este primer paso es relativamente
sencillo de realizar si el escalar de torsion depende linealmente de las derivadas del paréa-
metro de la transformacion local considerada (algo que se observé en todos los ejemplos
tratados), donde se puede usar el método general desarrollado en el apéndice A. Esto es
precisamente lo que hicimos de manera exitosa para el colapso del disco de polvo y para el
modelo de Einstein-Straus. Por otra parte, esta estrategia no fue posible para el colapso de
la capa delgada; fue necesario transformar los dos marcos diagonales. Esto sucede porque,
en ese caso, para aprovechar el potencial de la estabilidad de las CJ debe considerarse una
transformacion local cuyo pardmetro también dependa del tiempo coordenado, lo cual per-
mitiria una geometria estatica de un lado de la juntura, pero ensuciaria la otra en el proceso.
Sin embargo, no resulta claro si proponer un pardmetro local mds general seria suficiente
para lograr que uno de los dos marcos sea el diagonal, pues, al considerar una dependencia
no trivial en el tiempo coordenado es esperable que se salga de la situacion T constante. En
tal caso, habria que verificar cuidadosamente si la transformacién local que permite esto da
lugar a una solucién consistente para las modificaciones 2A-invariantes.

Un hecho caracteristico de estas CJ], ubicuo en todos los ejemplos tratados, fue la ne-
cesidad de extender las ecuaciones de los parametros locales a ecuaciones sobre toda la
region. Esta necesidad fue imperativa, puesto que las ecuaciones que surgen de las CJ] son
inherentemente intrinsecas, y el objetivo es hallar pardmetros locales definidos en todo el
espacio-tiempo. La manera en que resolvimos esto fue a través de un proceso de exten-
sion que denominamos candnico, que consistié en usar la dindmica de la hipersuperficie
(disponible como consecuencia de las condiciones métricas) para prolongar el rango de va-
lidez de estas ecuaciones hacia la region de interés, lo cual result6 en pardmetros locales
distinguidos, como observamos al final de la seccién 4.1.1. Notemos que la situacién habria
sido muy distinta si hubiéramos tratado junturas estdticas, es decir, si las hipersuperficies de
juntura no hubieran tenido evolucién. Precisamente, en ese caso las ecuaciones intrinsecas
que se obtienen al imponer las CJ son simplemente relaciones que deben satisfacer los pa-
rametros locales en un punto o una region fija, dando lugar a una condicién de borde para
las tétradas en cuestién. Sin embargo, como en los ejemplos tratados las hipersuperficies si
evolucionan, las ecuaciones intrinsecas siguen actuando como una condicién de borde pe-
ro ademds adquieren dindmica. La clave estd en entender que las transformaciones locales
estdn definidas en las coordenadas de la region que ocupan, asi que no pueden depender de
las variables que parametrizan la evolucién de la hipersuperficie. No obstante, uno puede

parametrizar esto tltimo de cualquier manera, en particular con las coordenadas de la mis-
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ma region, y para eso se debe acudir a la dindmica y a las relaciones entre los sistemas de
coordenadas. Para fijar ideas, consideremos por ejemplo la ecuacién intrinseca (4.14), la pri-
mera que fue sujeta a la extensién canénica. Como se trata de una juntura dindmica, es una
ecuacion que se debe satisfacer para todo valor de tiempo propio (el pardmetro de la evo-
lucién). Esto nos dice que el contenido de esta ecuacion debe valer para todo radio exterior
que recorra la hipersuperficie, que es exactamente lo que usamos, luego de expresarla en las
coordenadas exteriores. Dicho de otra manera, el mecanismo candnico consiste en obtener
una ecuacion diferencial a partir de una condicién de borde fluctuante, realizando (los tini-
cos posibles) cambios de coordenadas. Por tltimo, discutimos el rol de las transformaciones
de PG (4.74). Notemos que, por definicion, se originan desde el contexto métrico, y particu-
larmente considerando observadores fisicos y sus trayectorias. Sin embargo, seria deseable
que se generaran de manera interna al procedimiento de juntura. Por razones de extension
del trabajo no elaboramos esta cuestion, pero a continuaciéon comentamos brevemente co-
mo la estabilidad de las CJ] enmienda este defecto, y adicionalmente co6mo justifica desde un
punto de vista fisico la simetria interna que exhibe la ecuacion del escalar de Weitzenb6ck
de las soluciones cosmoldégicas (la ambigiiedad en una funcién de variable r_a(1)), algo que
fue esencial para el tratamiento del modelo de Einstein-Straus.

Observemos primero que las ecuaciones (4.40b) y (4.45), las que usamos para determi-
nar los pardmetros locales en el colapso de la capa delgada, también nos dieron informacion
sobre c6mo se manifiesta la estabilidad, concretamente como se les deben sumar traslacio-
nes a los parametros y de qué deben depender. La idea seria obtener, en los demds, ejemplos
ecuaciones andlogas a éstas, para poder inferir las mismas conclusiones. Para eso, si bien el
camino seguido para éstos fue fructifero, es posible encararlos de la misma manera en la
que se lo hizo en el colapso de la capa delgada. Esto es, sin fijar una solucién de un lado,
proponer transformaciones locales de los dos marcos diagonales e imponer las CJ. Al hacer
esto para el colapso del disco de polvo, se obtienen efectivamente ecuaciones intrinsecas
andlogas a (4.40b) y (4.45). Particularmente interesante resulta la que proviene de la conti-
nuidad de las derivadas normales, relacionando las derivadas de los pardmetros de manera
no lineal. Esta es la ecuacion que, al intentar implementar la estabilidad, brinda la infor-
macion de como se vinculan los dos sistemas de coordenadas, concretamente la relacion
(4.74a), que es fundamentalmente distinta de (4.10c). Por otra parte, respecto del vinculo
(4.74b), se espera que surja naturalmente también examinando la continuidad de las de-
rivadas normales, pero habiendo planteado un pardmetro local exterior que dependa del
tiempo coordenado, algo que habria ocurrido si se hubiera elegido trabajar con cualquier
T #2A.

Adicionalmente, otra consecuencia de la ecuacion andloga a (4.40b) es que la remanen-
cia plena de la triada exterior, respecto de transformaciones radiales cuyo parametro depen-

de sélo del radio coordenado, se transmite a la cosmologia como la remanencia respecto de
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funciones de variable r_a(t), justificando su origen. Esto a su vez le otorga interés adicional
al método de las caracteristicas, notando que puede llegar a predecir cémo se manifiesta la
remanencia.

A modo de cierre, presentamos algunos caminos a seguir como trabajo a futuro. En pri-
mer lugar, se pueden poner a prueba estas CJ en escenarios mds realistas, como por ejem-
plo la formacién de un agujero negro BTZ rotante, que probablemente involucre, ademas
de una transformacion radial, una rotacién de la solucién cosmolégica; o bien considerar
fluidos més generales, inhomogéneos y con presion, y también distribuidos de forma més
general. Otra opcion que no requiere adaptar las CJ a situaciones mas generales es plantear
una juntura en donde una de las soluciones se encuentre bien entendida, y ver qué cuali-
dades se transmiten a la otra solucién. Esto se inspira en que la propiedad de estabilidad
logra transmitir las simetrias remanentes de una solucidn a la otra, por lo que plantear un
problema asi es una potencial estrategia para secuencialmente determinar las simetrias de
cada solucidn, algo ciertamente util en el estudio de grados de libertad de estas teorias.

Otro camino a seguir es, manteniéndonos en el dominio de las soluciones impropias, de-
terminar las CJ para el caso de hipersuperficies nulas, siguiendo el mismo procedimiento.
Por otra parte, no debemos olvidarnos de que las CJ propuestas fueron estudiadas para cier-
tas familias de modificaciones, y dentro de ellas para ciertas soluciones. Con el objetivo de
eventualmente determinar las CJ en el caso general, un siguiente paso prudente seria man-
tenerse dentro las familias de modificaciones 2A-invariantes, pero estudiar sus soluciones
no impropias. A modo de ejemplo, podrian tratarse junturas que involucren las cosmologias
en [8], o el agujero negro regular en [9], cuyos escalares de Weitzenbdck son no constantes.
De todas maneras, esperamos que las CJ] establecidas en este trabajo puedan llegar a ser
apropiadas incluso en el caso general (modificaciones arbitrarias e incluso en otras teorias
con estructura teleparalela) aunque sé6lo en ausencia de fuentes en la hipersuperficie de
juntura. Esto se debe a que, en ese caso, resultan equivalentes a que la tétrada sea diferen-
ciable sobre la juntura, lo que implica que las torsiones y sus contracciones deban coincidir
de cadalado. No puede decirse lo mismo del caso de fuentes superficiales, ya que allila con-
tinuidad de la torsién es una caracteristica no deseable. No obstante, esto no significa que
no podamos aprovechar lo que desarrollamos aqui. Una manera para lograr saber, aunque
no demostrar, qué forma deberian tener las CJ en el caso general es estudiar un ejemplo en
donde se puedan usar las condiciones de VD, es decir, en donde las soluciones compartan
un mismo sistema de coordenadas, para luego proponer CJ basadas en el campo dindmi-
co y su derivada normal (restringidos) que reproduzcan las mismas condiciones. Para eso,
empero, seria necesario extenderlas al caso de fuentes superficiales, y ademds enriquecer-
las, tal como lo hicimos con las condiciones (3.6) y (3.19), con la indicacién de qué tétradas

elegir.
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Apéndice

A. Meétodo de las caracteristicas

Las ecuaciones para los escalares de Weitzenbdck que aparecen en este trabajo pertene-
cen a la familia de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden, lineales
e inhomogéneas. En este apéndice introducimos un método sumamente ttil para resolver
este tipo de ecuaciones, que también se puede aplicar en ecuaciones de primer orden mas
complicadas, y ejemplificamos su uso resolviendo la ecuacién resultante de la seccién 4.1.1.

El problema general (en el caso lineal e inhomogéneo) se puede escribir como [54]

W%(x)0,A(x) = w(x),
(A.1)
Ll"iﬂt =g,

donde A(x) : U — R es la incégnita, definida en un abierto U € M, y I' € 60U es una hi-
persuperficie de valores iniciales. Las funciones W% (x), w(x) y g(y) son dato, y el campo
W (x) = W%(x)d, se denomina el campo caracteristico. La idea central del método es cons-
truir una familia de curvas que llenen todo el espacio y resolver la ecuaciéon (A.1) sobre cada
una de estas curvas, considerando condiciones iniciales adecuadas, inducidas por la fun-
cién g. La gran ventaja que presenta es que el problema se reduce a resolver, de forma para-
meétrica, ecuaciones en derivadas ordinarias, que son significativamente mas accesibles. La

observacion crucial es que, planteando el sistema auxiliar

x%(s) = W*(x (),
(A.2)
x%(0) = yg

donde x(s) : I <R — U es la parametrizacion de una curva, * = % Y Yo = (y3) € I un punto
en la hipersuperficie de valores iniciales, si derivamos la funcién A sobre esta curva, por la

regla de la cadenay el problema original (A.1) obtenemos el sistema

Az (9) = w(x(s)),
Az (0) = g(x(0)) = g(yo).

(A.3)
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Las soluciones del sistema (A.2) se denominan las curvas caracteristicas. Para que el pro-
blema ordinario (A.3) esté bien planteado, es esencial que las curvas caracteristicas no se
crucen, y que intersequen la hipersuperficie inicial I s6lo una vez (para inducir una con-
dicién inicial bien definida). De esta manera, para obtener el valor de la funcién A en un
punto x4, lo primero que hay que hacer es buscar en la hipersuperficie de condiciones ini-
ciales el punto y, tal que la solucién de (A.2) con ese punto como condicién inicial cumpla
T (sx) = T, para algin valor particular s,, y finalmente resolver el sistema (A.3) con la con-
dicién inicial g(y.), paraluego evaluar la funcién en el parametro s, . Dicho de otra manera,
estamos usando que todo punto x, se puede alcanzar de manera tnica con la informacién
de un parametro s, y de un punto inicial y., por lo que el valor deseado se obtiene al resol-
ver el problema ordinario con esos datos, que nos permite escribir A(€ ) = A(s«; yx). Como
en general nos interesa el valor de la funcién A en todo el espacio, teniendo en cuenta que es
mas facil resolver el problema en cada curva, es decir, en el espacio (s;y), es util obtener la
asignacion inversa €, — (Sx;Y«). Para que esto sea posible (localmente) se debe satisfacer
la condicién de transversalidad

(W) (y) ¢ T,T, (A.4)

donde T, T es el espacio tangente aI” en el punto vy, es decir, que el campo caracteristico ten-
y
ga una componente no nula en la direccién normal a la hipersuperficie de valores iniciales.

El resultado principal del método es

Teorema A.1. Si las funciones prescriptas W (x) y w(x) son diferenciables y si el campo ca-
racteristico satisface la condicion de transversalidad (A.4) respecto de una hipersuperficie de
valores inicialesT' < 0U, entonces la primera ecuacion en (A.1) admite una solucion local do-
blemente diferenciable. Si ademds se establece una condicion de contorno diferenciable, la

segunda linea de (A.1), entonces la solucion resulta tinica.

En el caso en que las curvas caracteristicas generan todo el espacio, la solucién se puede
extender a todo el dominio U < M. Por otra parte, si se relaja la condicién de diferencia-
bilidad de las funciones, puede pasar que las curvas caracteristicas se crucen, previniendo
cualquier tipo de extension al abierto total.

Notar que en las aplicaciones del método en este trabajo no hay razones para darle una
condicién de contorno a las funciones A, por lo que obtendremos més de una solucién en
cada caso, en general infinitas ya que la ecuacion diferencial en (A.1) es homogénea de grado
1 en derivadas parciales. Sin embargo, en este contexto esto resulta algo positivo, ya que se
traduce en una mayor simetria remanente.

Cabe destacar que la efectividad del método depende de c6mo se elija la hipersuperficie
de valores iniciales, que va a depender de cudl sea el campo caracteristico en cuestion, ya
que se debe cumplir la condicién de transversalidad. Veamos cémo aplicarlo para resolver la

ecuacion (4.4), donde el factor de escala estda dado por (1.31). En primer lugar, identificamos
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el campo caracteristico
W =0;-r_H(1)0,_, (A.5)

que nos invita a elegir la hipersuperficie de valores iniciales I = {(z,7-) : T = 0}. La condi-
cion de transversalidad se satisface ya que W (y) ¢ TyI" = (0,) para ningun y € I'. El sistema

completo de ecuaciones resulta

7(8) =1, 7(0) =0,
F_(s) = —r_(s)H(T(s)), r_(0) = 7o, (A.6)
AT(s),r_(s) = %(A — H%(1(5))), A(x(0),7_(0)) = A0, 7o) = Ao (7o),

donde vamos a resolver paramétricamente para cada valor de 7, es decir, por cada punto
de la hipersuperficie de valores iniciales, que luego eliminaremos invirtiendo la relacién
(t,r-) = (1(s;79), r-(8; 7p)). Para que el sistema esté bien definido, agregamos una funcién
Ao que sirve como condicion de contorno para el pardmetro local. La primera ecuaciéon se
integra directamente, obteniendo

7(8) =s. (A7)

Por otra parte, la segunda ecuacion se puede reescribir como

r—(s) a(r(s))

=—H(t(s) =— : (A.8)
r—(s) a(t(s))
que se resuelve independientemente del factor de escala con el vinculo
r-(s)a(z(s)) = roa(r(0)) = roao. (A.9)

Con esta informaciéon quedan completamente determinadas las curvas caracteristicas, que

se muestran en la Figura A.1, parametrizandose en términos de (s; 7y) como

(T(s;70), 7-(8;70)) = (s, Toao/ a(s)), (A.10)
relacién que podemos invertir ficilmente:

(s(z,ro), ro(r,r2)) = (7, r-a(r)/ aop). (A.11)

Para resolver la tercera ecuacion, la del pardmetro local sobre las curvas, usamos la infor-
macion hallada para obtener una ecuacion en términos del pardmetro de las curvas. Esto

es, usando (A.7) y (A.9), escribimos

I_’()do C2 1

= —Fyagc? , (A.12)

VI=k(Foaol a()? als)” a(s)\/ a(s)2 - kiza}

As) = —
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Figura A.1: Curvas caracteristicas del campo (A.5). Se tomé A = —1,a9 =1y do = 0. El radio r_ estd
medido en unidades del radio del disco de polvo ry (en coordenadas coméviles), mientras que el
tiempo propio en unidades de tiempo de colapso 7., que para esta eleccién de constantes resulta
T, = 1/2. Se aprecia que las curvas son transversales a la hipersuperficie 7 = 0.

conc®=da?>—ANa?= k—Kpoag (c > 0), ydonde usamos la ecuaciéon de Friedmann (1.30b) para
escribir el factor derecho puramente en términos del factor de escala. Una estrategia para
resolver esta ecuacion es tomar un factor de escala particular’, integrar la ecuacién para
esa eleccion y escribir el resultado en términos funcionales de la eleccion para luego probar
eso como solucién. Notar que si no tuviéramos el teorema 2.5.1, no sabriamos la forma del
factor de escala hasta resolver el problema completo, por lo que habria que complementar
estas ecuaciones con las de la dindmica teleparalela. Eligiendo la ¢y = 0, la ecuacién (A.12),

junto con la condicion inicial de (A.6), tiene por solucién la funcién

2 \/Efod() _—1?
A(8) = Ao (7o) — C—arctan (ﬂ 0 )
Vkv=Aay a’(s) - kF2a?
0 a(s)
= Ao(7p) + < arctan (E il ), (A.13)
vk ¢ \/1-k(fyag!a(s))?

donde usamos que la eleccién dy = 0 implica que ¢® = —Aaé. Para expresar la soluciéon en

4El método deberia funcionar para cualquier valor de ag y dy, asi que resolvemos para una eleccién parti-
cular y reexpresamos el resultado como funcién del factor de escala.
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términos de las coordenadas 7 y r_, usamos la relaciéon (A.9), obteniendo

c vk r_a
AT, r.) = ho(r—a(r)) + — arctan| — ——|, (A.14)
° vk ( c \/l—krE)

donde hy(r-a(t)) = Ag(r-a(r)/ap) es una funcién arbitraria en esa variable. Notemos que
este parametro local también resuelve el problema original (4.4) si no se condiciona el factor

de escala.
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