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Resumen

En esta tesis enunciamos y estudiamos los teoremas de Noether que permiten definir

cargas para simetŕıas continuas globales y locales (gauge). Evidenciamos la necesidad

de introducir un formalismo más riguroso para definir las cargas asociadas a simetŕıas

de gauge. A partir del formalismo de espacio de fases covariante (covariant phase space

formalism) derivamos las expresiones para las cargas asociadas a difeomorfismos en el

contexto de relatividad general. A continuación, las aplicamos para calcular la masa, el

momento angular y la entroṕıa de agujeros negros. Asimismo, mostramos cómo pueden

ser usadas para obtener la primera ley de la termodinámica de agujeros negros. Por otro

lado, estudiamos las simetŕıas asintóticas de relatividad general para espacios-tiempos

asintóticamente planos, obteniendo como resultado el grupo BMS. Mostramos la apari-

ción de funciones arbitrarias de la esfera celestial S2
∞ en el infinito nulo, conocidas como

supertraslaciones. Posteriormente, utilizamos el formalismo descrito anteriormente para

calcular las cargas asociadas.
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Índice general

Agradecimientos 4

Introducción 6

1. Teoremas de Noether 9
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Introducción

La idea de ley de conservación tiene una larga y profunda historia, siendo un con-

cepto transversal a todas las áreas de la f́ısica: mecánica clásica, mecánica de fluidos,

mecánica cuántica, materia condensada, teoŕıa cuántica de campos o relatividad general.

Independientemente de los procesos dinámicos involucrados, la existencia de cantidades

dinámicamente invariantes siempre ha constituido un ingrediente esencial para describir

la evolución del sistema. La ley suprema de conservación, a saber, la constancia de la

cantidad total de enerǵıa de un sistema aislado, conocida como primer principio de la

termodinámica, constituye una de las leyes f́ısicas de más amplio alcance.

A nivel matemático, las leyes de conservación están profundamente conectadas con la

existencia de transformaciones de simetŕıa en el principio variacional. Este hecho crucial

fue plenamente reconocido por Emmy Noether en 1918 [1]. Su trabajo proporcionó las

bases para una comprensión profunda de las leyes de conservación asociadas a trans-

formaciones globales continuas en mecánica clásica y en la teoŕıa clásica de campos.

Asimismo, sentó las bases para comprender las leyes de conservación en la teoŕıa de re-

latividad general, que debido al principio de equivalencia carece de una definición local

para el tensor de enerǵıa-impulso gravitatorio. La definición de enerǵıa en el contexto de

gravedad de Einstein fue un tema de investigación y debate muy importante a lo largo

de s.XX.

En el contexto de teoŕıas de campos, el primer teorema de Noether establece una

relación uno a uno entre una simetŕıa global continua de una teoŕıa y una corriente

conservada

δsϕ ↔ ∂µJ
µ⌋on shell = 0 (1)

como sabemos de los cursos de mecánica y teoŕıa cuántica de campos, la corriente Jµ

resulta conservada al evaluarla sobre una solución de las ecuaciones de movimiento (on-

shell).
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Diremos que dos corrientes Jµ
1 y Jµ

2 , conservadas on-shell, son equivalentes si difieren

en una corriente trivialmente conservada Kµ y un término tµ que se anula on-shell

Jµ
1 ∼ Jµ

2 sii Jµ
2 = Jµ

1 + Λµ + tµ

con

Λµ = ∂νk
µν , kµν = −kνµ

⇝ ∂µΛ
µ = 0

y

tµ⌋on shell = 0

De manera que [2],[3]1

∂µJ
µ
1 ≈ ∂µJ

µ
2

Como veremos a continuación, se puede mostrar que las corrientes asociadas a trans-

formaciones de locales, al ser evaluadas sobre las ecuaciones de movimiento, resultan

derivadas totales [4]

Jµ ≈ ∂ν k̄
µν con k̄µν = −k̄νµ.

Esto se expresa tradicionalmente diciendo que las cargas asociadas a simetŕıas de gauge

son triviales y no dan origen a cargas conservadas, pues son simples términos de borde

que en principio podŕıamos eliminar ajustando kµν convenientemente. Concomitante-

mente, en virtud de lo discutido arriba, la construcción de cargas de gauge presenta una

ambigüedad: puesto que la carga se define como el flujo de la corriente a través de una

superficie de Cauchy Σ, tenemos

Qϵ =

∫

Σ

JµdΣµ =

∫

Σ

∂ν(k̄
µν + kµν) dΣµ =

∫

σ=∂Σ

(k̄µν + kµν)dσµν (2)

Al ser kµν completamente arbitrario, también lo es la carga!

—

A lo largo de esta tesis discutiremos estos problemas y describiremos cómo el forma-

lismo de espacio de fases covariante (covariant phase space formalism) da un marco

para resolver las ambigüedades. En particular lo aplicaremos para describir la noción

de simetŕıa asintótica introducida en los 60 por Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs

(BMS) [5][6][7]. Estos autores buscaban recuperar el grupo de Poincaré de la relatividad

1A lo largo de la tesis denotaremos eventualmente con tµ ≈ 0 a una identidad que vale cuando hemos

usado las ecuaciones de movimiento.
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especial como el grupo de simetŕıa de los espacios-tiempos asintóticamente planos en la

relatividad general. En lugar de ello, en un espectacular fracaso de su programa original,

descubrieron el grupo BMS, cuyas profundas implicaciones son objeto en la actualidad de

una importante ĺınea de investigación en el contexto de gravedad. Más precisamente, el

grupo BMS resulta ser una extensión de dimensión infinita del grupo de Poincaré. Estas

simetŕıas asintóticas, que se corresponden con difeomorfismos muy particulares (cono-

cidos como difeomorfismos largos, vectores de Killing asintóticos o supertraslaciones),

dan origen a simetŕıas globales, a pesar de estar paradójicamente construidas a partir de

invarianzas locales. Veremos cómo el covariant phase space formalism conduce a cargas

no nulas asociadas a estas simetŕıas.
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Caṕıtulo 1

Teoremas de Noether

En f́ısica, la búsqueda de cantidades conservadas resulta fundamental a la hora de

resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema. Uno de los resultados más impor-

tantes de la f́ısica moderna es el teorema de Noether, que establece una relación directa

entre una cantidad conservada y una simetŕıa continua del sistema. En particular, pa-

ra toda simetŕıa continua global, tenemos lo que se conoce como el primer teorema de

Noether que será discutido más abajo. Por otro lado, el segundo teorema de Noether va

a aparecer en el contexto de simetŕıas continuas locales. En estos resultados se basan

muchos de los trabajos de la f́ısica actual. El teorema, considerado por Einstein como

un “monumento al pensamiento matemático”, se puede formular de distintas maneras

en distintos contextos.

En este caṕıtulo, estudiaremos simetŕıas continuas globales, para lo cual introdu-

ciremos el primer teorema de Noether. Lo haremos tanto en mecánica clásica (donde

pondremos el ejemplo de simetŕıa conforme) como en teoŕıa clásica de campos (donde

pondremos el ejemplo del campo de Klein-Gordon). Además, estudiaremos el caso de

simetŕıas locales (que caracterizan a las teoŕıas de gauge), para lo cual introduciremos

el segundo teorema de Noether. Discutiremos las ambigüedades que aparecen en este

contexto a la hora de definir cargas conservadas y lo mostraremos expĺıcitamente en los

casos de electromagnetismo y relatividad general.
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1.1. Simetŕıas globales

Si bien al primer teorema de Noether se suele enunciar expĺıcitamente en los cursos

de teoŕıa de campos, es un resultado que se puede aplicar a cualquier sistema que pueda

ser derivado a partir de una acción y que tenga una simetŕıa continua global [8].

1.1.1. Mecánica clásica

Consideremos una acción

S[qi(t)] =

∫

dt L(qi, q̇i, t) (1.1)

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi
= 0 . (1.2)

La simetŕıas se pueden clasificar en dos grandes clases: discretas (C, P, T) y con-

tinuas (rotaciones, boosts, traslaciones, etc). El teorema de Noether estudia el caso de

simetŕıas continuas, esto es, simetŕıas que poseen uno o varios parámetros continuos ϵ

que conectan la transformación con la identidad. Definimos una simetŕıa continua como

una transformación de las variables dinámicas qi conectada con la identidad

qi(t) −→ q ′ i(t) = Fϵ[q
i](t), F0[q

i](t) = qi(t) (1.3)

tal que la acción es invariante a menos de un término de borde B

Simetŕıa : S[Fϵ[q
i](t)] = S[qi(t)] + B, ∀ qi(t), ϵ (1.4)

En este contexto consideremos la expresión infinitesimal de (1.3),

q ′ i(t) = qi(t) + δsq
i(t), ϵ ≪ 1 (1.5)

El sub́ındice s en δsq
i denota que la variación corresponde a una transformación de

simetŕıa. La condición de simetŕıa (1.4) se expresa infinitesimalmente como

δS[qi(t), δsq
i(t)] := S[qi(t) + δsq

i(t)]− S[qi(t)] =

∫

dt
dK

dt
(1.6)
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Naturalmente K = K(qi, δsq
i, t).

—

Ejemplo. Rotaciones: analicemos las consecuencias de la invarianza de la acción frente a

rotaciones para una fuerza central. Sea,

S[r⃗(t)] =

∫

dt
(m

2
˙⃗r2 − V (r⃗)

)

(1.7)

con V (r⃗) = V (|r⃗|) y consideramos una rotación del vector posición dada por

r⃗
′

(t) = R r⃗(t) (1.8)

donde R es una matŕız ortogonal

RRT = I3 ⇝ = R−1 = RT

Es fácil comprobar que

S[Rr⃗(t)] = S[r⃗(t)]

La expresión infinitesimal de la transformación para ángulos pequeños α ≪ 1 a lo largo

de un eje ň es

r⃗
′

(t) = r⃗(t) + α⃗× r⃗(t) ⇝ δsr⃗(t) = α⃗× r⃗(t) (1.9)

aqúı α⃗ = αň. La variación de la acción resulta entonces

δS[r⃗, δsr⃗] = m

∫

dt r⃗ · δsr⃗ = 0 (1.10)

donde hemos usado que r⃗ · (α⃗× r⃗) = 0 y que δsV (|r⃗|) = 0 en virtud de δs|r⃗| = 0. En este

ejemplo, K = 0.

—

Para hallar la cantidad conservada Qϵ asociada a la simetŕıa (continua) (1.3) Emmy

Noether comienza analizando variaciones arbitrarias δqi de una solución de las ecuaciones

de movimiento (1.2). Denotando dicha solución como q̄i(t) tenemos

δS[qi(t), δqi(t)]⌋on shell = δS[q̄i(t), δqi(t)] =

∫

dt
d

dt

(
∂L(q̄i, ˙̄qi, t)

∂q̇i
δqi
)

(1.11)

El término de borde en (1.6) resulta de haber evaluado δS en una transformación de

simetŕıa δsq
i y una trayectoria arbitraria qi(t). El término de borde en (1.11) resulta
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de evaluar δS para una solución de las ecuaciones de movimiento q̄i(t) y una variación

arbitraria de la trayectoria δqi(t). De manera que si tomamos qi(t) = q̄i(t) en (1.6) y

δqi(t) = δsq
i(t) en (1.11) ambas expresiones coinciden, restándolas obtenemos

∫

dt
d

dt

(
∂L(q̄i, ˙̄qi, t)

∂q̇i
δsq

i −K(q̄i, ˙̄qi)

)

⇝
d

dt
Q⌋on shell = 0 (1.12)

con

Carga de Noether : Qϵ(q
i, q̇i) =

∂L(qi, q̇i, t)

∂q̇i
δsq

i −K(qi, q̇i) (1.13)

Toda transformación de simetŕıa δsq
i(t) da origen a una carga conservada Qϵ al ser

evaluada sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento. Este resultado se conoce

como primer teorema de Noether en mecánica clásica.

—————

Ejemplo. Simetŕıa conforme. Consideremos la acción para una part́ıcula de masa m bajo

la influencia de un potencial cuadrático inverso

S(x) =

∫

dt

(
1

2
mẋ2 − α

x2

)

(1.14)

La ecuación de movimiento es

mẍ =
2α

x3
(1.15)

Puesto que el lagrangiano no depende expĺıcitamente del tiempo, la enerǵıa total se

conserva

E =
1

2
mẋ2 +

α

x2
(1.16)

El potencial cuadrado inverso presenta invarianzas adicionales asociadas a la simetŕıa

conforme. Consideremos en particular la transformación de dilatación, convencionalmen-

te dada por

t → t′ = λt , x(t) → x′(t′) =
√
λx(t) (1.17)

que implica
dx

dt
→ d

dt′
x′(t′) =

d(
√
λx)

d(λt)
=

1√
λ

dx

dt
(1.18)

Es fácil ver que estas transformaciones dejan invariante la acción

S[x] −→ S[x′] =

∫

λdt

(
1

2
m
ẋ2

λ
− α

λx2

)

= S[x] (1.19)
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satisfaciendo nuestra definición (1.4).

En este punto es importante indicar que para hallar las transformaciones a nivel

infinitesimal seguiremos el punto de vista discutido en [5]. Esto significa que debemos

evaluar los campos en el mismo punto

δsx = x′(t)− x(t) .

De (1.17) tenemos

x′(t) =
√
λx

(
t

λ

)

escribiendo λ = 1 + ϵ+ .... con ϵ ≪ 0 resulta

δsx(t) = x′(t)− x(t) = −ϵ
(
tẋ− 1

2
x
)

(1.20)

donde además resulta

δsẋ(t) = −ϵ
(
tẍ+ 1

2
ẋ
)

Luego,

δS[x, δsx] =

∫

dt

(

mẋ δsẋ+ 2α
1

x3
δsx

)

= −ϵ

∫

dt

[

m
(
tẋẍ+ 1

2
ẋ2
)
+ α

2tẋ− x

x3

]

= −ϵ

∫

dt
d

dt

[

m

(
tẋ2

2

)

− αt

x2

]

= −ϵ

∫

dt
d

dt
[t L(x, ẋ)].

El término de borde resulta K(x, ẋ) = −ϵtL. Luego, la carga conservada (1.13) resulta

Qϵ = ϵ
[
1
2
mxẋ− t

(
1
2
mtẋ2 +

α

x2

)]

. (1.21)

Es fácil ver que, usando la ecuación de movimiento (1.15) la carga se conserva

dQϵ

dt
⌋on shell = 0 (1.22)

—
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1.1.2. Teoŕıa de campos

La definición de simetŕıa en el contexto de teoŕıa de campos es una extensión directa

de la definición de mecánica clásica, es decir, una transformación que deja invariante

la acción a menos de un término de borde. En otras palabras, a orden infinitesimal las

simetŕıas continuas de una teoŕıa de campos δsϕ(x) son tales que para configuraciones

arbitrarias ϕ(x) (off-shell) la variación de la acción resulta

δsS := S[ϕ+ δsϕ]− S[ϕ] =

∫

ddx ∂µK
µ(ϕ, δsϕ) ∀ϕ (1.23)

eventualmente denotaremos el término de borde como Kµ = Kµ(ϕ, δsϕ). Aclaramos

nuevamente que Kµ está evaluado para una transformación de simetŕıa, pero la igualdad

vale para toda configuración de campos ϕ(x) satisfaga o no las ecuaciones de movimiento.

Como discutimos en la sección anterior, la transformación de simetŕıa se define como

δsϕ(x) := ϕ′(x)− ϕ(x), (1.24)

esto es, evaluando los campos en el mismo punto x. Enfaticemos que, siguiendo [8], aún

en el caso de transformaciones asociadas a cambios de coordenadas, las transformaciones

siempre se pueden pensar como transformaciones actuando en los campos sin cambio

alguno de las coordenadas. Este punto de vista resulta muy útil a la hora de hacer las

cuentas.

Consideremos una acción para un campo escalar

S[ϕ] =

∫

ddxL(ϕ, ∂µϕ) (1.25)

donde L es una densidad lagrangiana, no un escalar. Es decir, incorporaremos el factor de

volumen en la definición del lagrangiano, i.e. L(ϕ, ∂µϕ) =
√−gL(ϕ, ∂µϕ) con L(ϕ, ∂µϕ)

un escalar.

Para variaciones arbitrarias δϕ, la acción cambia como

δS[ϕ, δϕ] =

∫

d4x

(
∂L

∂ϕ
δϕ+

∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ)

)

=

∫

d4x

([
∂L

∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)]

δϕ

)

+

∫

d4x∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

)

(1.26)
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donde en el segundo renglón hicimos partes en ∂µ y usamos que δ∂ = ∂δ. El primer

término de (1.26) define las ecuaciones de Euler-Lagrange

E(ϕ) := ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)

− ∂L

∂ϕ
= 0 (1.27)

De manera que si evaluamos (1.26) para ϕ̄ que satisface las ecuaciones de movimiento1,

para δϕ arbitrario obtenemos

δS[ϕ̄, δϕ] =

∫

d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

)

(1.28)

A partir de esta expresión definimos el potencial presimpléctico

Potencial presimpléctico : Θµ :=
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ (1.29)

aqúı Θµ = Θµ(ϕ̄, δϕ). Sin embargo, más generalmente podemos pensar al potencial pre-

simpléctico Θµ evaluado en configuraciones arbitrarias que no sean solución de Euler-

Lagrange, esto es Θµ = Θµ(ϕ, δϕ).

Evaluando (1.23) en ϕ̄, (1.28) en δsϕ y restando, obtenemos la corriente conservada.

El primer teorema de Noether en teoŕıa de campos resulta

∂µJ
µ⌋on shell = 0 donde Jµ(ϕ, δsϕ) := Θµ(ϕ, δsϕ)−Kµ(ϕ, δsϕ)

=
∂L

∂(∂µϕ)
δsϕ−Kµ (1.30)

Es solo al evaluar Jµ on shell que la corriente resulta conservada. Esta es la razón por

la que enfatizamos la dependencia

∂µJ
µ(ϕ̄, δsϕ) = 0

Puesto que en componentes, la ley de conservación toma la forma

∂tJ
0 = −∇⃗ · J⃗ ,

Integrando de ambos lados en un cilindro 4-dimensional M = I × Σ con I = (ti, tf ) un

intervalo temporal, Σ la hipersuperficie t = const. (ver figura 1.1) y usando el teorema

de Gauss resulta
1Coloquialmente decimos evaluando la variación on-shell.
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Figura 1.1: Cilindro 4-dimensional M

∫

M
d4x ∂tJ

0 = −
∫

M
d4x ∇⃗ · J⃗ = −

∫

I×∂Σ

J⃗ · dA⃗ (1.31)

Si asumimos que el flujo a lo largo del borde ∂Σ es nulo, el lado derecho de la igualdad

es cero. Puesto que el lado izquierdo de esta expresión nos da el flujo de la 4-corriente a

través de las superficies espaciales Σt con t = const. tenemos que

0 =

∫

M
d4x ∂tJ

0 = Q(tf )−Q(ti)

donde

Q(t) =

∫

Σt

d3x J0(t, x⃗) (1.32)

Concluimos entonces que
d

dt
Q(t) = 0

La existencia de una carga conservada depende entonces de que los campos decaigan

suficientemente rápido en el borde de Σ. En el contexto BMS deberemos rever esta

hipótesis.
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Ejemplo. Campo de Klein-Gordon. Consideremos el lagrangiano de Klein-Gordon para un

campo escalar complejo en espacio plano2

L(ϕ, ∂ϕ) = −∂µϕ
∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ (1.33)

Es fácil ver que el lagrangiano es invariante frente a transformaciones del grupo U(1)

actuando sobre ϕ como un cambio de fase global

ϕ′(x) = eiαϕ(x) ≈ (1 + iα)ϕ(x) ⇝ δsϕ = iαϕ, α ≪ 1

asimismo

ϕ∗′(x) = ϕ∗(x)e−iα ≈ ϕ∗(x)(1− iα) ⇝ δsϕ
∗ = −iαϕ∗ (1.34)

En este caso, Kµ = 0, por lo tanto, de (1.30) tenemos fijando α = 1,

Jµ
KG :=

∂L

∂(∂µϕ)
δsϕ+

∂L

∂(∂µϕ∗)
δsϕ

∗ (1.35)

= ∂µϕ∗(iϕ) + ∂µϕ(−iϕ∗) (1.36)

= i(∂µϕ∗ ϕ− ϕ∗ ∂µϕ) (1.37)

Es fácil ver que usando las ecuaciones de movimiento de los campos

(□−m2)ϕ = 0, (□−m2)ϕ∗ = 0

la corriente (1.37) se conserva

∂µJ
µ
KG ≈ 0 (1.38)

1.2. Simetŕıas locales

Las simetŕıas de gauge tienen un rol fundamental en la formulación de las teoŕıas de la

f́ısica fundamental. Todas las interacciones fundamentales de la f́ısica están descritas por

lagrangianos que poseen invarianza de gauge. Las teoŕıas de gauge están caracterizadas

2A lo largo de la tesis nuestra convención para la signatura de la métrica es mostly plus, i.e. (−+++)

.
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por poseer simetŕıas locales, esto significa que son invariantes frente a transformacio-

nes que dependen de funciones arbitrarias de las coordenadas del espacio-tiempo. Por

ejemplo, cambios de gauge en electromagnetismo

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x), ∀ α(x) (1.39)

o difeomorfismos en relatividad general

gµν(x) → g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ(x), ∀ x′(x) (1.40)

Es en este contexto que discutiremos cómo asociar una cantidad conservada a estas

invarianzas [4].

Supongamos que tenemos una transformación de nuestros campos dinámicos depen-

diente de un parámetro arbitrario ϵ, la denotaremos δϵϕ. Si esta transformación deja la

acción invariante a menos de un término de borde, decimos que tenemos una simetŕıa

local. A nivel infinitesimal escribimos

δS[ϕ, δϵϕ] = B, ∀ ϵ = ϵ(x) (1.41)

donde B es un término de borde. El segundo teorema de Noether consiste en estudiar

las consecuencias de esta hipótesis.

Evaluando la variación de la acción para δϵϕ tenemos

δS[ϕ, δϵϕ] =

∫

d4x [E(ϕ)δϵϕ+ ∂µΘ
µ(ϕ, δϵϕ)] = B, ∀ ϵ = ϵ(x) (1.42)

Aqúı E(ϕ) son las ecuaciones de movimiento (1.27) y la aparición de una derivada parcial

en el segundo término se debe a que hemos considerado a L(ϕ, ∂ϕ) como una densidad

(ver comentario debajo de (1.25)).

El análisis de Emmy que conduce al segundo teorema de Noether comienza supo-

niendo que ϵ(x) tiene soporte compacto, esto significa en primera instancia que vamos a

descartar todos los términos de borde, por ejemplo el segundo término de (1.42). Además,

por simplicidad, vamos a asumir que la variación de los campos no contiene términos de

orden mayor o igual a dos en las derivadas de ϵ(x), es decir, asumimos que

δϵϕ = f(ϕ)ϵ(x) + fµ∂µϵ(x), ∀ ϵ(x) (1.43)
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Reemplazando esta expresión en (1.42), resulta

0 =̇ δS[ϕ, δϵϕ]
.
=

∫

d4xE(ϕ) (f(ϕ)ϵ(x) + fµ∂µϵ(x))

=

∫

d4x
{

E(ϕ)f(ϕ)ϵ(x) + ∂µ[ϵ(x)f
µE(ϕ)]− ϵ(x)∂µ(f

µE(ϕ))
}

=

∫

d4x
{

E(ϕ)f(ϕ)− ∂µ(f
µE(ϕ))

}

ϵ(x), ∀ ϵ(x) (1.44)

donde usamos partes para obtener la segunda ĺınea y descartamos el término de borde

para llegar a la tercera. Asimismo el cero del lado izquierdo se sigue de asumir que

la acción es invariante frente a la transformación local (1.43) a menos de términos de

borde (denotamos este hecho con ... =̇ 0). Como ϵ(x) es arbitrario, concluimos que las

ecuaciones de movimiento satisfacen relaciones no triviales

Identidades de Noether : E(ϕ)f(ϕ)− ∂µ(f
µE(ϕ)) = 0 (1.45)

Estas relaciones se conocen como identidades de Noether y nos dicen que para toda teoŕıa

que admita simetŕıas locales, las ecuaciones de movimiento no son todas independientes

entre śı. Es importante enfatizar que este resultado vale off shell.

Dado que el primer término de (1.42) tiene que coincidir con (1.44) a menos de

términos de borde (que no estuvimos considerando), tenemos que

E(ϕ)δϵϕ = ϵ(x)(E(ϕ)f(ϕ)− ∂µ(f
µE(ϕ))) + ∂µS

µ, ∀ ϵ(x) (1.46)

Aqúı Sµ(ϕ, δϵϕ) da cuenta de los términos de borde. Por otra parte, esta identidad tam-

bién nos dice que Sµ es proporcional a las ecuaciones de movimiento E(ϕ) y a sus

derivadas. Es decir, que la corriente Sµ se anula on shell,

Sµ ≈ 0.

Usando las identidades de Noether (1.45) en (1.46) obtenemos el segundo teorema de

Noether, que toma la forma

2do teorema de Noether : E(ϕ)δϵϕ = ∂µS
µ, ∀ ϵ(x) (1.47)

Consideramos a continuación las consecuencias del 2do teorema de Noether para la

corriente Jµ definida en (1.30). Para ello, notemos que (1.26) evaluada en la simetŕıa

local δϵϕ coincide con (1.23). Igualando ambas expresiones obtenemos (off shell)

E(ϕ)δϵϕ = −∂µJ
µ, ∀ϕ(x), ϵ(x) (1.48)
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Es importante volver a enfatizar que Jµ = Jµ(ϕ, δϵϕ), o sea, evaluada en la simetŕıa local,

pero para configuraciones arbitrarias, esto es, off-shell. Esta es la razón por la cual la

corriente parece no conservarse. Naturalmente si hacemos ϕ → ϕ̄ en (1.48), satisfaremos

las ecuaciones de movimiento, el lado izquierdo se anulará y la corriente se conservará.

Ahora bien, insertando el segundo teorema de Noether (1.47) en (1.48) obtenemos

un resultado sorprendente para la corriente de Noether definida en (1.30)

∂µ(J
µ + Sµ) = 0, ∀ϕ(x), ϵ(x) (1.49)

Esto es una corriente conservada off shell! En virtud del lema de Poincaré resulta que

podemos escribir

Jµ + Sµ = ∂νk
µν
ϵ (1.50)

con kµν
ϵ = −kνµ

ϵ un tensor antisimétrico, en principio arbitrario. El tensor kµν se conoce

como superpotencial. Evaluando (1.50) on shell, encontramos el resultado esperado

Corriente de Noether para simetŕıas locales : Jµ ≈ ∂νk
µν
ϵ . (1.51)

La corriente de Noether Jµ asociada a simetŕıas locales al ser evaluada on shell resulta

ser una derivada total! Alternativamente solemos decir que la corriente de gauge on shell

se expresa en términos de un superpotencial. Sin embargo, de la deducción de (1.51)

observamos que el superpotencial kµν
ϵ está totalmente indeterminado, esta ambigüedad

será discutida en el próximo caṕıtulo usando el formalismo de espacio de fase covariante.

Concluimos esta sección analizando la construcción de la carga asociada a Jµ. Definiendo

la carga de la manera usual, es decir, integrando el flujo de la 4-corriente en una superficie

de Cauchy, tenemos

Qϵ :=

∫

Σ

Jµ dΣµ =

∫

Σ

∂νk
µν
ϵ dΣµ =

∮

∂Σ

kµν
ϵ dσµν (1.52)

aqúı dΣµ = (dn−1x)µ y dσµν = (dn−1x)µν son los elementos de volumen sobre la hiper-

superficie espacial Σ y su borde σ = ∂Σ respectivamente. La expresión para la carga es

ambigua pues a la 2-forma kµν
ϵ siempre podemos sumarle una forma cerrada kµν (cf.(2)).

Por lo tanto, si queremos definir uńıvocamente una carga Qξ asociada a una simetŕıa

local ξ(x), necesitamos desarrollar más formalismo. EL formalismo CPS que discutire-

mos en el próximo caṕıtulo definirá uńıvocamente la cantidad kµν
ξ a partir de una dada

simetŕıa. De esta manera, la carga Qξ quedará completamente determinada.

A continuación discutiremos dos ejemplos paradigmáticos donde mostraremos de forma

concreta lo discutido en esta sección.
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1.2.1. Electromagnetismo

La acción de Maxwell se escribe como

S[Aµ] = −1

4

∫

dnx FµνF
µν (1.53)

La transformación de gauge está dada por (1.39) que a nivel infinitesimal toma la forma

δϵAµ(x) = ∂µϵ(x), ∀ ϵ(x) (1.54)

Al variar la acción obtenemos

δS[Aµ, δϵAµ] = −1

2

∫

dnxF µνδϵFµν = −
∫

dnxF µν∂µδϵAν

= −
∫

dnxF µν∂µ∂νϵ = 0 (1.55)

donde en la última igualdad usamos que F µν es antisimétrico.

Por otra parte, para variaciones arbitrarias δAµ, del último término de la primera

ĺınea tenemos, haciendo partes en ∂µ y usando las ecuaciones de movimiento

∂µF̄
µν = 0

tenemos que

δS[Āµ, δAµ] = −
∫

dnx ∂µ(F̄
µνδAν). (1.56)

De donde reconocemos que

Θµ := −F µνδAν (1.57)

Podemos verificar ahora las distintas afirmaciones discutidas arriba:

2do teorema de Noether: puesto que δϵAµ = ∂µϵ

Eν(A) δϵAν = ∂µF
µν∂νϵ = ∂ν(ϵ(x)∂µF

µν)−ϵ(x)∂ν(∂µF
µν) = ∂ν(ϵ(x)∂µF

µν) ∀ ϵ(x)
(1.58)

Aqúı Eµ(A) denota la ecuación de movimiento para Aν . De (1.58) vemos que se

verifica (1.47) donde la corriente Sµ es
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Sµ = ϵ(x)∂νF
µν ≈ 0 (1.59)

y vemos que efectivamente es proporcional a las ecuaciones de movimiento, por

lo que on shell se anula. Además, comparando (1.58) con (1.46), obtenemos las

identidades de Noether para electromagnetismo, que son

∂ν∂µF
µν = 0 (1.60)

que es cero off shell por contracción de ı́ndices de Lorentz.

Corriente de Noether: como el lagrangiano es invariante de gauge no tenemos término

de borde y Kµ = 0. Luego, de (1.57) tenemos

Jµ(Āµ, δϵAµ) = Θµ = −F̄ µν ∂νϵ = −∂ν(ϵ F̄
µν), con ϵ = ϵ(x) (1.61)

verificando (1.51). Mas aún,

k̄µν
ϵ = −ϵ(x) F̄ µν(x) (1.62)

Aqúı denotamos con una barra al superpotencial para manifestar que depende de

una solución de las ecuaciones de movimiento. Naturalmente siempre se le puede

sumar una 2-forma arbitraria!

Carga de Noether: a partir de (1.52) tenemos

Qϵ = −
∮

∂Σ

k̄µν
ϵ dσµν = −

∮

∂Σ

ϵ(x)F̄ µνdσµν , ∀ϵ(x) (1.63)

que en principio da origen a un número infinito de cargas debido a que ϵ(x) es

arbitrario. Este problema es analizado en profundidad en [9]. Además, notemos que

el valor de la carga depende de cómo decae ϵ(x) en el infinito. Como comentario

final, notemos que para ϵ = const. en R
1,3 obtenemos

Qϵ =

∫

R3

d3x J0 =

∫

R3

d3x ∂i(ϵF̄
i0) = ϵ

∮

S2
∞

F̄ i0dSi = ϵ

∮

S2
∞

⃗̄E · dS⃗. (1.64)

Esto es la carga eléctrica usual donde E⃗ denota el campo eléctrico. De manera

que recuperamos la ley de Gauss, donde el flujo de campo eléctrico a través de la

superficie S2
∞ es proporcional a la carga encerrada.
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1.2.2. Relatividad general

La acción de Einstein-Hilbert se escribe como [4]

S[gµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g R[gµν ] (1.65)

Variando (1.65) con respecto a la métrica gµν obtenemos (a menos de un término de

borde que discutiremos más adelante)

δS[gµν ]

δgµν
= −

√−g

16πG
Gµν [g] (1.66)

De donde obtenemos las ecuaciones de movimiento

Ecuaciones de Einstein : E(gµν) := −
√−g

16πG
Gµν [g] := −

√−g

16πG

(

Rµν − 1

2
gµνR

)

= 0

donde Gµν [g] se llama tensor de Einstein.

Analizaremos a continuación el segundo teorema de Noether en el contexto de gra-

vedad pura. La acción (1.65) es invariante frente a cambios generales de coordenadas o

difeomorfismos (1.40) que a nivel infinitesimal, se escriben como

δξgµν = Lξgµν

= ∇µξν +∇νξµ, ∀ ξµ = ξµ(x) (1.67)

con ξ = ξµ∂µ el campo vectorial generador del difeomorfismo. A fin de verificar el segundo

teorema de Noether computamos

δS

δgµν
δξgµν = −

√−g

8πG
(∇µξν)G

µν = ∂µ

(

−
√−g

8πG
ξνG

µν

)

+

√−g

8πG
ξν∇µG

µν , ∀ ξµ(x)
(1.68)

que, comparado con (1.46) permite identificar la identidad de Noether como

∇µG
µν = 0 (1.69)

que, como mencionamos, es una identidad que vale off-shell. A esta identidad se la conoce

como identidad de Bianchi. Asimismo, esta expresión nos permite identificar a la corriente

Sµ de (1.46) como

Sµ = −
√−g

8πG
ξνG

µν (1.70)
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que, efectivamente, es proporcional a las ecuaciones de movimiento, por lo tanto

Sµ ≈ 0.

Resta calcular la corriente de Noether Jµ definida en (1.30). Para ello, es necesario

hallar Θµ que requiere considerar variaciones arbitrarias de la métrica (ver apéndice A

para los detalles), el resultado es [10],[11]

δS[gµν , δgµν ] =
1

16πG

∫

dnx
√−g[Gµνδg

µν +∇µ((g
µαgνβ − gµνgαβ)∇νδgαβ)] (1.71)

El primer término de la derecha de (1.71) contiene las ecuaciones de movimiento y por

lo tanto on shell se anula. Por otro parte, el segundo término es una derivada total que

nos permite identificar

Θµ(g, δg) =

√−g

16πG
(gµαgνβ − gµνgαβ)∇νδgαβ (1.72)

Evaluando Θ para la transformación local (1.67) y teniendo en cuenta la simetŕıa en

(αβ) obtenemos

Θµ(g, δξg) :=

√−g

16πG

(
∇ν(∇νξµ −∇µξν) + 2Rσµξσ

)
(1.73)

Por otro parte, el término de borde Kµ al variar acción frente a la simetŕıa es (cf.

(A.10))

δS[gµν , δξgµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g∇µ(ξ

µR)

de donde obtenemos

Kµ(gµν , δξgµν) =

√−g

16πG
ξµR (1.74)

Insertando (1.73) y (1.74) en la corriente de Noether (1.30) resulta3

Jµ(gµν , δξgµν) =

√−g

16πG
∇ν(∇νξµ −∇µξν) +

√−g

8πG
Gµνξν (1.75)

que gratamente satisface (1.50)

Jµ + Sµ =

√−g

16πG
∇ν(∇νξµ −∇µξν) (1.76)

3Notar que la expresión (1.75) está definida para configuraciones off shell.
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Evaluando esta expresión on shell nos permite reconocer el término superpotencial como

2-forma de Komar : k̄µν
ξ :=

√−ḡ

16πG
(∇̄µξν − ∇̄νξµ) (1.77)

Esta expresión se conoce como la carga de Komar. La carga asociada resulta

Qξ = −
√−ḡ

16πG

∮

∂Σ

(∇̄µξν − ∇̄νξµ) dσµν (1.78)

En el último caṕıtulo discutiremos el concepto de vectores de Killing asintóticos, estos

serán los difeomorfismos que naturalmente darán origen a cargas conservadas no triviales.
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Glosario y fórmulas importantes

. L(ϕ, ∂ϕ) : lagrangiano usual, es un escalar.

. L(ϕ, ∂ϕ) =
√−gL(ϕ, ∂ϕ) : es una densidad.

Da origen a expresiones variacionales con derivadas parciales.

. ϕ, gµν : configuraciones arbitrarias off shell.

. ϕ̄, ḡµν : configuraciones on shell.

. δϕ, δgµν : variaciones arbitrarias de la configuración del sistema.

. δsϕ, δsgµν : variaciones correspondientes a una simetŕıa global.

. δϵϕ, δϵgµν : variaciones correspondientes a una simetŕıa local, i.e. ϵ = ϵ(x).

. Kµ(ϕ, δsϕ): término de borde asociado a una simetŕıa (ver (1.23)).

. A =̇B: A y B difieren por un término de borde

. A≈B: A y B coinciden on shell.

. Qϵ: carga de Noether conservada asociada a δϵϕ.

. Primer Teorema de Noether

Corriente de Noether : Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δsϕ(x)−Kµ

⇝ ∂µJ
µ ≈ 0

. Segundo Teorema de Noether

E(ϕ)δϵϕ = ∂µS
µ(E(ϕ), ϕ)

. Teorema de Noether 1.5 (simetŕıas locales):

Jµ = ∂νk
µν
ϵ , kµν

ϵ = −kνµ
ϵ ⇝ Qϵ ≈

∮

∂Σ

kµν
ϵ (dn−2x)µν

. Corrientes de Noether:

Electromagnetismo : Jµ ≈ ∂ν(ϵF
µν) donde ϵ = ϵ(x)

Relatividad general : Jµ ≈
√−g

16πG
∇ν(∇νξµ −∇µξν)

El slogan es:

“Global symmetries lead to codimension-1 (volume) charges,

whereas gauge symmetries lead to codimension-2 (surface) charges.”
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Caṕıtulo 2

Formalismo de Espacio de Fases

Covariante

La gravitación tiene un carácter distinto al de los campos de materia usuales. Los

campos de materia normalmente tienen un tensor de enerǵıa momento Tµν simétrico y

(covariantemente) conservado que permite dar una noción de enerǵıa local. Esto se debe

a que se formulan sobre un fondo geométrico fijo. En presencia de un vector de Killing

kµ para la métrica de fondo, es fácil mostrar que la corriente

Jµ = T µ
ν k

ν

está conservada. Asumiendo las condiciones usuales de ausencia de flujo en el borde de

Σ, una superficie de Cauchy, la expresión

Qk =

∫

Σ

JµdΣµ (2.1)

define una cantidad conservada asociada al vector Killing kµ.

Sin embargo, el principio de equivalencia impide una noción local de enerǵıa para la

gravedad. Esto se manifiesta expĺıcitamente al no existir un tensor de enerǵıa momento

bien definido para la métrica [10] [12] [13]. Por lo tanto, el método descrito arriba no se

puede usar para calcular cantidades conservadas a configuraciones puramente gravitato-

rias. [14]

En este caṕıtulo estudiaremos el formalismo de espacio de fases covariante (covariant

phase space formalism, CPS). Este formalismo resulta extremadamente útil en teoŕıas re-

lativistas invariantes bajo difeomorfismos, porque preserva manifiestamente la covarianza
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dentro de un enfoque canónico. Como veremos, el formalismo permite definir expresiones

para las variaciones de las cargas asociadas a simetŕıas de gauge. En el caso de que estas

variaciones resulten integrables, obtendremos una expresión no ambigua para las cargas

asociadas a simetŕıas locales.

2.1. Estructura simpléctica

A continuación presentaremos un método general y sistemático para calcular cargas

asociadas a simetŕıas locales basado en la construcción de un espacio de fases covariante

para teoŕıas de campos relativistas [15] [16]. La construcción de la estructura simpléctica

en el espacio de fases covariante hace uso del lagrangiano que define el contenido de

campo y la dinámica de la teoŕıa. Esta construcción no guarda relación con el enfoque

canónico tradicional y, por lo tanto, produce resultados covariantes.

Denotamos con F al espacio de configuraciones de campos Φ(x) que satisfacen con-

diciones de contorno dadas en el borde del espacio tiempo M. Cada configuración de

campos Φ(x) en M corresponde a un punto en el espacio F . Una configuración arbi-

traria Φ en principio no satisface las ecuaciones de movimiento. Las configuraciones que

satisfagan las ecuaciones de movimiento, Φ̄, formarán un subespacio que, atendiendo a

la notación del caṕıtulo anterior, denotaremos como F̄ ⊂ F .

El operador δ con el que solemos representar las variaciones de un campo puede

considerarse una derivada exterior en F . La identificación es la siguiente: dado que una

dada configuración Φ es un punto en F , una pequeña variación δΦ es un vector en el

espacio tangente TΦF . Entenderemos los śımbolos Φ(x) y δΦ(x) como denotando los

valores numéricos del campo y su variación en x ∈ M respectivamente. Una 1-forma

sobre F es una funcional lineal de TΦF a R o C, por lo tanto, es una transformación

de δΦ al número δΦ(x), con x ∈ M. Abusando la notación, decimos que δΦ(x) es una

1-forma sobre F . De esta manera, δ actúa sobre una 0-forma F para dar una 1-forma

δF sobre F que podemos representar como

(δF )(Φ) :=

∫

M
dnx δΦ(x)

δF

δΦ(x)

Resulta entonces que δ es una derivada exterior sobre F pues es posible mostrar con un
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tratamiento más riguroso, que [17]

i. δ2 = 0

ii. δ satisface Leibniz.

iii. δ mapea k-formas en (k + 1)-formas. (2.2)

Resultará útil la siguiente prescripción para relacionar a δ vista como una derivada

exterior en F y a δ vista como una variación sobre M
δ
(
F (Φ, δΦ)

)
:= δ1

(
F (Φ, δ2Φ)

)
− δ2

(
F (Φ, δ1Φ)

)
(2.3)

La acción de δ en el lado izquierdo corresponde a la derivada exterior en F , mientras que

en el lado derecho δi representan variaciones independientes del campo δ1Φ(x), δ2Φ(x)

que naturalmente satisfacen (δi)
2 ̸= 0 y conmutan entre śı. Es inmediato verificar que

esta regla implica

δ2Φ = δ1δ2Φ− δ2δ1Φ = 0 (2.4)

Asimismo, denotaremos con d a la derivada exterior usual enM. Las derivadas exteriores

δ y d conmutan entre śı.

—

Comenzamos asumiendo que tenemos una densidad lagrangiana L(Φ, ∂Φ) de una teoŕıa

de campos que presenta simetŕıas locales. Definimos el potencial presimpléctico Θ(Φ, δΦ)

a través de la variación del lagrangiano

δL(Φ, ∂Φ) = E(Φ)δΦ + dΘ(Φ, δΦ) (2.5)

donde E(Φ) son las ecuaciones de movimiento

E(Φ) ≈ 0 (2.6)

A partir del potencial presimpléctico definimos formalmente la corriente simpléctica como

ω = δΘ. En la representación espaciotemporal ω toma la forma

Corriente simpléctica : ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) = δ1
(
Θ(Φ, δ2Φ)

)
− δ2

(
Θ(Φ, δ1Φ)

)
(2.7)

La corriente simpléctica satisface una propiedad muy importante: si Φ es solución de las

ecuaciones de movimiento y δ1Φ, δ2Φ son variaciones que satisfacen las ecuaciones de mo-

vimientos linealizadas alrededor de Φ̄, entonces ω es cerrada en M, sobre configuraciones

y variaciones on shell

dω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) ≈ 0, Φ, δiΦ ∈ F̄
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Efectivamente, usando (2.5) y el hecho de que las variaciones δ1, δ2 conmutan, tenemos

dω(δ1Φ̄, δ2Φ̄, Φ̄) = δ1
(
dΘ(Φ̄, δ2Φ̄)

)
− δ2

(
dΘ(Φ̄, δ1Φ̄)

)

= δ1
(
δ2L(Φ̄, ∂Φ̄)−✟✟✟E(Φ̄)δ2Φ̄

)
− δ2

(
δ1L(Φ̄, ∂Φ̄)−✟✟✟E(Φ̄)δ1Φ̄

)

≈ δ1δ2L(Φ̄, ∂Φ̄)− δ2δ1L(Φ̄, ∂Φ̄) = 0 (2.8)

A partir de la corriente simpléctica definimos la forma simpléctica de Lee+Wald (LW)

Lee+Wald symplectic form : Ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) :=

∫

Σ

ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ), ∀Φ, δiΦ ∈ F̄ (2.9)

donde Σ es una superficie de Cauchy. La forma simpléctica (2.9) no dependerá de Σ si

asumimos que se cumple (2.8) y que no hay flujo de ω a través de ∂Σ [18]. Resumiendo,

la forma LW evaluada sobre soluciones de las ecuaciones de movimiento, o sea el par

(F̄ ,Ω), constituye un buen espacio de fases, este es el CPS. Concomitantemente, las

variaciones δΦ̄ que satisfacen (2.6) a orden lineal, describen el espacio tangente TF̄ .

2.2. Cargas en CPS

A continuación analizaremos la posibilidad de construir una carga (o hamiltoniano Hϵ

en la jerga simpléctica) que genere una transformación dada δϵΦ. Es decir, nos gustaŕıa

encontrar en CPS el análogo del generador Qξ, que en el formalismo hamiltoniano usual

realiza la transformación a través del corchete de Poisson (forma simpléctica)

δϵΦ = {Φ, Qξ}

2.2.1. Hamiltoniano

Para fijar ideas consideremos la transformación de simetŕıa sobre los campos de la teoŕıa

asociada a un difeomorfismo ξµ

δξΦ = LξΦ .

A esta transformación podemos asociarle una cantidad

✁✁δHξ : = Ω(δΦ, δξΦ,Φ)

=

∫

Σ

ω(δΦ, δξΦ,Φ)

=

∫

Σ

[δ
(
Θ(Φ,LξΦ)

)
− Lξ

(
Θ(Φ, δΦ)

)
] . (2.10)
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La notación ✁✁δ quedará clara más adelante, pero, aśı como en termodinámica, manifiesta

la posibilidad de que la variación no sea exacta. Aqúı Hξ, de ser integrable/exacto,

corresponderá al generador hamiltoniano de la transformación de simetŕıa δξΦ.

Si para la transformación de simetŕıa la forma Ω se anula idénticamente para toda

configuración Φ̄ ∈ F̄ , diremos que la transformación δξΦ es una transformación de gauge

pura (o corta)

δξΦ puro gauge ↔ Ω(δΦ, δξΦ,Φ) = 0, ∀Φ, δξΦ ∈ F̄

Esto significa que las soluciones conectadas por δξΦ son f́ısicamente equivalentes. Sin

embargo, como veremos en el siguiente caṕıtulo, en presencia de bordes existen trans-

formaciones de gauge impuras (o largas) que actúan no trivialmente sobre el espacio de

soluciones f́ısicas.

Un resultado importante para todo el desarrollo que sigue es observar que la relación

(2.8) implica que sobre el espacio de soluciones existe una cantidad kξ tal que

dω(δΦ, δξΦ,Φ) ≈ 0 ⇝ ω(δΦ, δξΦ,Φ) ≈ dkξ(δΦ,Φ) (2.11)

Esta es la relación fundamental del formalismo, insertándola en (2.10) obtenemos

✁✁δHξ =

∮

∂Σ

kξ(δΦ,Φ) (2.12)

2.2.2. Integrabilidad

Asumiendo invarianza bajo difeomorfismos, hemos mostrado que todo campo vecto-

rial ξ tiene asociado una variación ✁✁δHξ. Estudiaremos ahora las condiciones de compati-

bilidad para la existencia de Hξ.

Decimos que la carga ✁✁δHξ es integrable, si existe Hξ tal que δHξ = ✁✁δHξ. La condición

que garantiza que (2.10) resulte integrable es

✁✁δHξ es integrable sii δ✁✁δHξ = 0 ⇝ (δ1δ2 − δ2δ1)Hξ = 0 ∀ δ1Φ, δ2Φ ∈ F̄ (2.13)

Se puede mostrar que la condición de integrabilidad (2.13) es equivalente a (ver app. B)

∮

∂Σ

ξ · ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) ≈ 0 (2.14)
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Si se satisface esta condición, entonces la variación es integrable y existe Hξ

Hξ(Φ) =

∫ Φ

Φ0

δHξ +Hξ(Φ0) =

∫ Φ

Φ0

∮

∂Σ

kξ(δΦ,Φ) +Hξ(Φ0) (2.15)

La integrabilidad implica que el resultado será independiente del camino que elijamos

para conectar Φ0 → Φ en el espacio de fases. El término Hξ(Φ0) es una constante de

integración que deberemos fijar convenientemente con una solución de referencia.

2.2.3. Conservación de Hξ

Consideremos el cilindro sólido que conecta las superficies de Cauchy Σ1 y Σ2 de

bordes ∂Σ1 y ∂Σ2 en la fig.1.1. Topológicamente la superficie lateral del cilindro tiene la

forma B = I × ∂Σ, donde I representa el intervalo temporal.

Asumamos que se cumple la condición de integrabilidad (2.13). Es evidente que la

cargaHξ estará conservada bajo deformaciones continuas de ∂Σ si y solo si las condiciones

de contorno garantizan que

Conservación : dkξ(δΦ,Φ)⌋B ≈ 0

es decir, si

ω(δΦ, δξΦ,Φ)⌋B ≈ 0 (2.16)

La interpretación de esta ecuación es inmediata, la carga se conservará si no se pierde

flujo de ω a través de B.
—

Demostración: impongamos la condición de conservación (2.16) para la carga Hξ calculada, a tiempos

distintos, en dos superficies de Cauchy ∂1Σ y ∂2Σ

0 = Hξ⌋∂1Σ −Hξ⌋∂2Σ =

∫ Φ

Φ0

∮

∂1Σ

kξ −
∫ Φ

Φ0

∮

∂2Σ

kξ =

∫ Φ

Φ0

∫

B

dkξ ≈
∫ Φ

Φ0

∫

B

ω (2.17)

donde usamos el teorema de Stokes en el borde del cilindro B. De manera que la condición suficiente

para la conservación es (2.16).

Notemos que para vectores de Killing, tenemos que

δξgµν = Lξgµν = 0, ∀x ∈ M (2.18)

y por lo tanto ω(δΦ, δξΦ,Φ) = 0 idénticamente en toda la variedad y las cargas asociadas a dichos

vectores de Killing resultarán automáticamente conservadas.
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Para el caso de vectores de Killing asintóticos, la expresión (2.18) solo vale en el régimen asintótico,

es decir, cuando r → ∞ que es precisamente lo que necesitamos en (2.16).

Concluimos entonces que la condición (2.16) es suficiente para garantizar la conservación de las

cargas asociadas a Killings y Killings asintóticos.

Caveat: para el caso de vectores de Killing asintóticos es necesario un análisis detallado de la forma

precisa de los decaimiento a fin de garantizar la ausencia de flujos.

—

2.3. Carga de Noether+Wald

En esta sección haremos contacto con lo discutido en el caṕıtulo anterior. Definiremos

la corriente de Noether+Wald en (2.22) que será una re expresión de la corriente de

Noether definida en (1.30). A partir de ella definiremos la carga de Noether+Wald en

(2.25) que coincidirá con (1.52).

Consideremos la variación (2.5) para un difeomorfismo ξµ

δξL(Φ, ∂Φ) = E(Φ)δξΦ + dΘ(Φ, δξΦ) (2.19)

Puesto que L es una densidad escalar, tenemos que δξL = LξL. Usando la fórmula mágica

de Cartan para la derivada de Lie sobre formas

Lξω = d(iξω) + iξ(dω)

obtenemos, denotando iξω = ξ · ω

δξL = LξL = d(ξ · L) + ξ ·✟✟dL = d(ξ · L) (2.20)

donde dL = 0 por ser L una forma de rango máximo (ver app.C). Reemplazando (2.20)

en (2.19), obtenemos

dΘ(Φ, δξΦ)− d(ξ · L) = −E(Φ)δξΦ (2.21)

Esta expresión es una reescritura de (1.48) en notación de formas diferenciales. Una

observación importante es que el lado izquierdo resulta conservado on shell

E(Φ) ≈ 0 ⇝ d
(
Θ(Φ, δξΦ)− ξ · L

)
≈ 0 .

De manera que (2.21) sugiere definir la corriente de Noether+Wald asociada a difeomor-

fismos como

Corriente de Noether+Wald : Jξ := Θ(Φ, δξΦ)− ξ · L (2.22)
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Puesto que para configuraciones on shell tenemos

dJξ ≈ 0 (2.23)

concluimos por el lema de Poincaré que existe una densidad de carga Kξ tal que

Jξ ≈ dKξ (2.24)

Esta es una relación que solo vale on shell y representa una generalización a formas de la

expresión (1.51). La carga de Noether+Wald se define integrando la corriente Jξ sobre Σ

Qξ =

∫

Σ

Jξ =

∮

∂Σ

Kξ (2.25)

Esta carga coincide con la definida en (1.52).

—
Nota: es posible obtener un resultado off shell. El segundo teorema de Noether en lenguaje de formas

establece que para un difeomorfismo infinitesimal arbitrario ξµ (cf. (1.47))

E(Φ)δξΦ = dSξ(Φ) (2.26)

donde Sξ ≈ 0. Usando este resultado en la ecuación (2.23) obtenemos

d(Jξ + Sξ) = 0 (2.27)

que vale off shell. Concluimos entonces que podemos escribir la corriente de Noether como

Jξ = dKξ − Sξ (2.28)

—

2.4. Hamiltoniano Hξ vs. Carga de Noether-Wald Qξ

Hemos introducido entonces dos objetos:

(i) El generador hamiltoniano Hξ, a partir de la estructura simpléctica, dado por la

ecuación (2.10), que se reduce a la expresión (2.12),

y por otro lado,

(ii) la carga de Noether-Wald, dada por la expresión (2.25) en la sección anterior.

En esta sección discutiremos la relación entre estos dos objetos. Para ello, encontraremos

una expresión expĺıcita para la cantidad kξ(δΦ,Φ) que aparece en (2.12). Posteriormente,

veremos si las dos cargas coinciden.
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Empezamos variando (2.22)

δJξ = δ
(
Θ(Φ, δξΦ)

)
− ξ · δL (2.29)

donde la variación δ no ve al ξ ya que asumimos que es independiente de los campos de

la teoŕıa. De (2.5) tenemos que para configuraciones on shell δL = dΘ, luego

δJξ ≈ δ
(
Θ(Φ, δξΦ)

)
− ξ · dΘ(Φ, δΦ)

= δ
(
Θ(Φ, δξΦ)

)
− Lξ

(
Θ(Φ, δΦ)

)
+ d(ξ ·Θ(Φ, δΦ)) (2.30)

donde para pasar a la segunda ĺınea usamos la fórmula mágica de Cartán. Variando

(2.24) tenemos δJξ ≈ dδKξ que insertada aqúı arriba conduce a

d(δKξ − ξ ·Θ(Φ, δΦ)) ≈ δ
(
Θ(Φ, δξΦ)

)
− LξΘ(Φ, δΦ) (2.31)

Notemos que el lado derecho coincide con ω(δΦ, δξΦ,Φ), por lo tanto, usando la relación

fundamental (2.11) llegamos a

kξ(δΦ,Φ) = δKξ − ξ ·Θ(Φ, δΦ) (2.32)

Esta expresión permite relacionar el Hamiltoniano Hξ dado en (2.12) con la carga de

Noether+Wald definida en (2.25). Integrando (2.31) sobre una superficie de Cauchy Σ y

usando Stokes obtenemos

✁✁δHξ = δQξ −
∮

∂Σ

ξ ·Θ(Φ, δΦ) (2.33)

De aqúı concluimos que las variaciones ✁✁δHξ y δQξ coinciden sólo si el último término se

anula. Puesto que δQξ es integrable por definición ya que es la variación de Qξ, tenemos

que ✁✁δHξ será integrable solo si el último término también lo es. En ese caso, como

mencionamos más arriba, resulta ✁✁δHξ = δHξ. El último término en (2.33), responsable

de la no integrabilidad, puede ser interpretado como un flujo de carga que se pierde a

través del borde (cf. (3.53)).

Es importante mencionar que la expresión (2.32) contiene una ambigüedad que no

mencionamos arriba. Al escribir (2.32) podŕıamos sumar una forma exacta

kξ(δΦ,Φ) = δKξ(δΦ,Φ)− iξΘ(δΦ,Φ) + d(·) (2.34)

donde d(·) se refiere a una posible derivada total (término de borde) que se cancela al

integrar sobre una superficie cerrada.

A continuación veremos qué forma toman estas expresiones en relatividad general.
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2.5. Aplicaciones a Relatividad General

Para gravedad, partimos de la acción de Einstein-Hilbert

S[gµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g R[g] , (2.35)

donde la métrica gµν es el único campo dinámico a considerar. En lo que sigue denota-

remos la variación de la métrica como

δgµν := hµν

De la variación (A.2) tenemos

δS[gµν , hµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g

[
−Gµν [gαβ]hµν +∇µ

(
(gµαgνβ − gµνgαβ)∇νhαβ

)]

=
1

16πG

∫

ddx
√−g

[
−Gµν [gαβ]hµν +∇µ

(
∇νh

µν −∇µh
)]

(2.36)

donde los ı́ndices de hµν se suben y bajan con la métrica de fondo

hα
ν := gαµhµν , h := gµνhµν

Con estas definiciones el potencial presimpléctico (1.72) se reduce a

Θµ(g, h) =

√−g

16πG
(∇νh

µν −∇µhν
ν) (2.37)

Evaluando la variación arbitraria h 7→ Lξgµν se obtiene on shell (ver (A.9))

Θµ(g,Lξg) ≈
√−g

16πG
∇ν(∇νξµ −∇µξν) (2.38)

Noether+Wald: para calcular la densidad de carga de Noether, comenzamos por la ex-

presión de la corriente dada en (2.22). Puesto que on shell el tensor de Ricci es nulo,

también lo es el lagrangiano. De esta manera, vemos que la corriente resulta

Jξ ≈ Θ(Φ, δξΦ) (2.39)

Luego, de (2.24), vemos que podemos identificar directamente la densidad de carga de

Noether Kξ como

Kξ =

√−g

16πG
(∇µξν −∇νξµ)(dn−2x)µν =

√−g

8πG
∇µξν(dn−2x)µν (2.40)
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Es importante mencionar que esta expresión fue obtenida en el caṕıtulo anterior mani-

pulando las expresiones de manera informal (cf. (1.78))

Hamiltoniano: para hallar la variación de la carga Hamiltoniana necesitamos computar el

segundo término en (2.32)

iξΘ = (ξµΘν − ξνΘµ)(dn−2x)µν

=

√−g

16πG
[ξµ∇σh

νσ − ξµ∇νh− ξν∇σh
µσ + ξν∇µh](dn−2x)µν

=

√−g

8πG
[ξµ∇σh

νσ − ξµ∇νh](dn−2x)µν (2.41)

donde en el último paso usamos que (dn−2x)µν es antisimétrico en (µ, ν) (ver (D.7)).

Procedemos ahora a variar (2.40)

δKξ =
1

8πG
[δ(

√−g)∇µξν +
√−gδ(gµν∇αξ

ν)](dn−2x)µν

=
1

8πG

[
h
√−g

2
∇µξν −√−ggµρgασδgρσ∇αξ

ν +
√−ggµαδ(∂αξ

ν + Γν
αρξ

ρ)

]

(dn−2x)µν

=

√−g

8πG

[
h

2
∇µξν − hµα∇αξ

ν + gµαξρδΓν
αρ

]

(dn−2x)µν

=

√−g

8πG

[
h

2
∇µξν − hµα∇αξ

ν +
1

2
gµαgνσ(∇αhρσ +∇ρhασ −∇σhαρ)ξ

ρ

]

(dn−2x)µν

=

√−g

16πG

[
h∇µξν − 2hµα∇αξ

ν + ξρ(∇µhν
ρ −∇νhµ

ρ)
]
(dn−2x)µν (2.42)

donde en la última expresión omitimos el segundo término del paréntesis, ξρ∇ρh
µν , por

ser simétrico en (µν) y estar contráıdo con (dn−2x)µν que es antisimétrico. Sigamos con

la cuenta,

δKξ =

√−g

16πG
[h∇µξν − 2hµσ∇σξ

ν + ξσ(∇µhν
σ −∇νhµ

σ)] (d
n−2x)µν

=

√−g

16πG
[−h∇νξµ + 2hνρ∇ρξ

µ − ξσ(∇νhµ
σ −∇µhν

σ)] (d
n−2x)µν

=

√−g

8πG

[

−h

2
∇νξµ + hρν∇ρξ

µ − ξσ∇νhµσ

]

(dn−2x)µν (2.43)
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Finalmente, usando (2.41) y (2.43) obtenemos para (2.32)1

kξ(δΦ,Φ) = δKξ − iξΘ

=

√−g

8πG

[

ξµ∇νh− ξσ∇νhµσ − ξµ∇σh
νσ − h

2
∇νξµ + hρν∇ρξ

µ

]
(
dn−2x

)

µν

(2.44)

A continuación veremos cómo se puede hacer uso de esta expresión para calcular cargas

conservadas en distintos ejemplos.

2.5.1. Cargas en agujero negro Kerr-AdS

A modo de ejemplo apliquemos este formalismo a un agujero negro Kerr-AdS [15],

que es una solución de la teoŕıa de Einstein-Hilbert con constante cosmológica negativa.

El lagrangiano de esta teoŕıa es

L(g, ∂g) = 1

16πG

(

R +
6

l2

)

(2.45)

donde la métrica gµν es el único campo dinámico. La métrica del agujero negro rotante

en AdS métrica toma la siguiente forma

ds2 = −∆θ

(

1 + r2

l2

Ξ
−∆θf

)

dt2 +
ρ2

∆r

dr2 +
ρ2

∆θ

dθ2 − 2∆θfa sin
2 θ dt dφ

+

(
r2 + a2

Ξ
+ fa2 sin2 θ

)

sin2 θ dφ2 (2.46)

con

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ , ∆r = (r2 + a2)

(

1 +
r2

l2

)

− 2Gmr , f =
2Gmr

ρ2

∆θ = 1− a2

l2
cos2 θ , Ξ = 1− a2

l2

Consideremos el espacio de soluciones parametrizadas por los parámetros m y a. Por

otro lado, G y l son parámetros de la teoŕıa. Se puede ver que la métrica (2.46) tiende

asintóticamente a AdS4.

1La expresión obtenida coincide con (2.28) en [18] y G.29 en [15]
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Para emplear el formalismo tenemos que considerar variaciones de la solución en el

espacio de soluciones, luego

δgµν =
∂gµν
∂m

δm+
∂gµν
∂a

δa (2.47)

La métrica (2.46) tiene dos vectores de Killing triviales que son ∂t y ∂φ.

Enerǵıa: analicemos ∂t. Para calcular ✁✁δH∂t vamos a usar la expresión general para el kξ
en la teoŕıa de Einstein-Hilbert (2.44). Tomando la 2-superficie t = const y r = const

con r ̸= 0 de manera tal que la superficie rodea al agujero negro, obtenemos

✁✁δH∂t =
1

Ξ2
δm+

4ma

Ξ3l2
δa (2.48)

Podemos verificar que esta carga es integrable teniendo en cuenta la expresión para Ξ

dada arriba. A tal fin verifiquemos si las derivadas cruzadas son iguales

δ

δa
(Ξ−2) =

2

Ξ3

2a

l2

δ

δm

(
4ma

Ξ3l2

)

=
4a

Ξ3l2
⇝ ✁✁δH∂t = δH∂t

Tomando H∂t [Φ̄] = 0 para la solución de AdS puro hallamos

H∂t =
m

Ξ2
=: M (2.49)

donde identificamos a esta carga como la masa de la solución.

Rotación: análogamente, para el Killing ∂φ tenemos

δH∂ϕ =
a

Ξ2
δm+

m
(

1 + 3a2

l2

)

Ξ3
δa (2.50)

y por lo tanto

H∂ϕ =
ma

Ξ2
=: J (2.51)

identificando a la carga con el momento angular de la solución.
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2.6. Entroṕıa de un agujero negro como

una carga conservada

Veamos cómo podemos aplicar el formalismo CPS para calcular la entroṕıa de un

agujero negro [15].

Si el horizonte del agujero negro es un horizonte de Killing bifurcado, podemos elegir

una superficie de Cauchy de manera tal que la superficie de bifurcación B sea una parte

del borde. La superficie Σ2, dibujada en la figura 2.1, es un ejemplo de esto. En este caso

tenemos que ∂Σ2 = B ∪ i0.

Veremos que podemos asociar una carga conservada a una simetŕıa exacta de un

horizonte de Killing y que esta carga coincidirá con la entroṕıa del agujero negro. Si-

guiendo la idea del formalismo empleado en la sección 2.1 podemos calcular variaciones

de entroṕıas y, de resultar integrables, podremos definir la entroṕıa.

Definiremos la variación de entroṕıa como

δS :=

∮

B
kζH (δΦ,Φ) =

2π

κ

∮

B
kξH (δΦ,Φ) (2.52)

donde ζH := 2π
κ
ξH con ξH el vector de Killing que genera el horizonte y κ la gravedad

superficial. Veremos a continuación que la integrabilidad de las cargas depende crucial-

mente de la normalización del vector de Killing.
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Figura 2.1: Diagrama de Penrose de un agujero negro de Schwarzschild. H± son los

horizontes de eventos pasado y futuro, que se intersecan en B, la superficie de bifurcación.
Las distintas Σ son distintas superficies de Cauchy.

2.6.1. Entroṕıa para un agujero negro Kerr-AdS

El vector de Killing que genera el horizonte de un agujero negro de Kerr-AdS está

dado por

ξH = ∂t + ΩH∂φ (2.53)

donde

ΩH =
a
(

1 +
r2H
l2

)

r2H + a2
(2.54)

con ΩH siendo la velocidad angular del agujero negro medida en coordenadas asintóti-

camente estáticas y rH el radio del horizonte de eventos.

La carga asociada a ξH no resulta integrable pero śı lo es para el vector renormalizado

como

ζH :=
2π

κ
ξH con κ =

rH

(

1 + a2

l2
+ 3

r2H
l2

− a2

r2
H

)

2(r2H + a2)
(2.55)

donde κ es la gravedad superficial. Tomando una superficie compacta tipo espacio que
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rodee al agujero negro, obtenemos

δHζH =
∂
(

π(r2H+a2)

GΞ

)

∂m
δm+

∂
(

π(r2H+a2)

GΞ

)

∂a
δa (2.56)

Integrando (2.56) obtenemos la carga asociada, es decir, la entroṕıa, que es

S = HζH =
π(r2H + a2)

GΞ
(2.57)

Notemos que a = 0 implica Ξ = 1 y por lo tanto, en ese caso se ve fácilmente la ecuación

general para la entroṕıa,

S =
A

4G

2.7. Primera ley de los agujeros negros

Los sistemas termodinámicos en equilibrio permiten distintas variaciones siempre y

cuando se respete la conservación de la enerǵıa. La primera ley t́ıpicamente se escribe de

la siguiente manera

✁✁δQ = δU −
∑

n

µnδqn (2.58)

donde ✁✁δQ denota la transferencia de calor, U la enerǵıa interna, µn los potenciales qúımi-

cos y qn las demás cargas conservadas que el sistema podŕıa tener. Esta relación puede

ser escrita en términos de la entroṕıa a través de la relación de Clausius, válida para

procesos reversibles

✁✁δQ = TδS

Los agujeros negros al ser sistemas termodinámicos satisfacen una primera ley similar

[15]. Dada una temperatura y potenciales qúımicos, los agujeros negros se comportan

como un reservorio térmico. Las demás cargas y la enerǵıa incluyen al agujero negro y

a todo lo demás que está afuera del horizonte. Las variaciones y perturbaciones están

asociadas con cambios en las cargas a potenciales qúımicos fijos, que se pueden deber a

interacciones del agujero negro con el ambiente como en el caso en el que algo entra en

el agujero negro.
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La primera ley es consecuencia directa de la ecuación que relaciona el vector de Killing

que genera el horizonte ξH con los demás vectores de Killing del sistema. Por ejemplo,

para un agujero negro Kerr-AdS tenemos

ξH = ∂t + ΩH∂ϕ (2.59)

donde nuevamente ΩH es la velocidad angular del agujero negro medida en coordenadas

asintóticamente estáticas (la coordenada t es el tiempo para un observador en el infinito),

que resulta constante para agujeros negros estacionarios.

Como se mencionó anteriormente, para que la entroṕıa resulte una carga integrable,

hay que normalizar el vector ξH apropiadamente con un factor inversamente proporcional

a la gravedad superficial (cf. (2.55))

ζH =
2π

κ
(∂t + ΩH∂ϕ) (2.60)

En presencia de campos de gauge, el concepto de invarianza debe ser relajado, per-

mitiendo que los campos de gauge cambien a menos de una forma exacta frente al

difeomorfismo. En concreto, si ζ es una isometŕıa de la métrica, permitimos que

LζAµ = ∂µλζ ⇝ LζFµν = 0

De manera que, al hablar de transformaciones de simetŕıa en presencia de campos de

gauge, consideraremos que la transformación del campo de gauge involucra una compo-

sición de un difeomorfismo y una transformación de gauge compensatoria de manera que

si sucintamente denotamos los parámetros de simetŕıa como

η =

(

ζ,−λζ −
2π

κ
ΦH

)

⇝

{
δηgµν := Lζgµν
δηAµ := LζAµ − ∂µλζ

(2.61)

De esta manera, la composición en δηAµ resulta ser una simetŕıa exacta de la teoŕıa.

Un resultado importante es que la constante indeterminada en λζ queda fijada por las

condiciones de integrabilidad a ΦH = ζH ·A|H , i.e. los potenciales eléctricos en el horizonte

(ver secc. 5.4.3 en [15]).

Derivación de la primera ley: asumamos que un agujero negro estacionario d-dimensional no

extremal está soportado por campos genéricos Φ. Digamos que el horizonte está generado

por la simetŕıa exacta ηH , luego tenemos que, por definición de simetŕıa exacta,

δηHΦ = 0
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para todos los campos Φ = {gµν , Aµ}. Podemos construir la corriente simpléctica usando

(2.7) donde una de las variaciones será la simetŕıa exacta

ω(δΦ, δηHΦ,Φ) = δΘ(δηHΦ,Φ)− δηHΘ(δΦ,Φ) (2.62)

Esta cantidad es nula ya que es lineal en δηHΦ. Integrando (2.62) en una superficie tipo

tiempo (d-1)-dimensional Σ con dos bordes cerrados y suaves ∂1Σ y ∂2Σ que rodean el

agujero negro, obtenemos

∫

Σ

ω(δΦ, δηHΦ,Φ) =

∫

Σ

dkηH (δΦ,Φ) =

∮

∂1Σ

kηH (δΦ,Φ)−
∮

∂2Σ

kηH (δΦ,Φ) (2.63)

donde en la primera igualdad usamos (2.11). Como δηHΦ = 0, tenemos que

∮

∂1Σ

kηH (δΦ,Φ) =

∮

∂2Σ

kηH (δΦ,Φ) (2.64)

y dejando de lado el sub́ındice 1 o 2 en ∂iΣ, podemos definir la variación de la entroṕıa

como

δS :=

∮

∂Σ

kηH (δΦ,Φ) (2.65)

El generador ηH =
(
ζH ,−2π

κ
Φa

H

)
lo podemos descomponer de la siguiente manera

ηH =

(
2π

κ
∂t, 0

)

+

(
2πΩH

κ
∂ϕ, 0

)

+

(

0,−2π

κ
ΦH

)

(2.66)

Como k es lineal en los generadores, la variación de la entroṕıa se puede escribir como

δS =
2π

κ

∮

∂Σ

k∂t(δΦ,Φ) +
2πΩH

κ

∮

∂Σ

k∂φ(δΦ,Φ)−
2π

κ
ΦH

∮

∂Σ

k(0,1)(δΦ,Φ) (2.67)

Usando la ley cero, es decir TH = κ
2π

(la temperatura de Hawking), y las definiciones de

masa (2.49), momento angular (2.51) y carga eléctrica (primer, segundo y tercer término

respectivamente), obtenemos la primera ley para la termodinámica de agujeros negros

δM = THδS+ ΩHδJ + ΦHδQ (2.68)

Esta derivación vale para agujeros negros estacionarios y axisimétricos con un horizonte

de Killing. Apliquemos este resultado a un caso particular.
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2.7.1. Primera ley para el agujero negro de Kerr-Newman

El agujero negro de Kerr-Newman modela un agujero negro rotante cargado en es-

pacio plano, es una solución a la teoŕıa de Einstein-Maxwell, cuya métrica está dada

por

ds2 = −∆

ρ2
(dt−a sin2 θdφ)2+

ρ2

∆
dr2+ρ2dθ2+

(r2 + a2)2

ρ2
sin2 θ

(

dφ− a

r2 + a2
dt

)2

(2.69)

donde

ρ2 := r2 + a2 cos2 θ y ∆ := r2 − 2mr + a2 + q2 (2.70)

Esta solución es la única solución asintóticamente plana de la teoŕıa, dados la masa m,

el momento angular a y la carga eléctrica q, que son los únicos tres parámetros de la

solución. Esta solución es estacionaria y axisimétrica con vectores de Killing ∂t y ∂φ. El

radio del horizonte rH está dado por las soluciones de la ecuación r2H−2mrH+a2+q2 = 0

rH = m+
√

m2 − q2 − a2 (2.71)

La gravedad superficial, la velocidad angular del horizonte y los potenciales eléctricos

son

κ =
r2H − q2 − a2

2(r2H + a2)rH
, ΩH =

a

a2 + r2H
, ΦH =

qrH
r2H + a2

(2.72)

Usando el método de soluciones en el espacio de fases podemos encontrar la masa, el

momento angular, la entroṕıa y la carga eléctrica

M =
m

G
, J =

ma

G
, Q =

q

G
, S =

π(r2H + a2)

G
(2.73)

Para verificar la primera ley notamos que

δM =
δm

G
, δJ =

δma+mδa

G
, δQ =

δq

G
, δS =

2π(rHδrH + aδa)

G
(2.74)

Luego se cumple la primera ley
κ

2π
δS = δM − ΩHδJ − ΦHδQ (2.75)

La cual podemos verificar teniendo en cuenta que

δrH =

(

1 +
m

√

m2 − q2 − a2

)

δm− 1
√

m2 − q2 − a2
(qδq + aδa) (2.76)

y usando la relación (2.71).
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Fórmulas importantes

. Variación lagrangiano

δL[Φ] = EΦδΦ + dΘ(δΦ,Φ)

. Corriente simpléctica

ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) = δ1
(
Θ(Φ, δ2Φ)

)
− δ2

(
Θ(Φ, δ1Φ)

)

. Relación fundamental

ω(δΦ, δξΦ,Φ) ≈ dkξ(δΦ,Φ)

. Variación generador hamiltoniano

✁✁δHξ =

∫

Σ

ω(δΦ, δξΦ,Φ)

=

∮

∂Σ

kξ(δΦ,Φ)

. Noether+Wald:

Corriente : Jξ = Θ(Φ, δξΦ)− ξ · L = dKξ

Carga : Qξ =

∫

Σ

Jξ =

∮

∂Σ

Kξ

. 2-forma de Iyer+Wald:

kξ(δΦ,Φ) = δKξ − ξ ·Θ(Φ, δΦ)

. kξ en Relatividad General

kξ(δΦ,Φ) =

√−g

8πG

[

ξµ∇νh− ξσ∇νhµσ − ξµ∇σh
νσ − h

2
∇νξµ + hρν∇ρξ

µ

]
(
dn−2

)

µν
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Caṕıtulo 3

Simetŕıas asintóticas: grupo BMS

En la década del 60 se comenzó el estudio de las simetŕıas de la relatividad general

en presencia de bordes [3]. Al ser la teoŕıa de Einstein una teoŕıa invariante frente a

cambios generales de coordenadas (difeomorfismos) se créıa que dos soluciones de las

ecuaciones de Einstein relacionadas por un difeomorfismo eran f́ısicamente equivalen-

tes. Sin embargo, en presencia de bordes, el estudio del comportamiento asintótico del

campo gravitacional muestra que la situación cambia drásticamente: el borde rompe la

covarianza general de la teoŕıa. En presencia de bordes y condiciones de contorno para los

campos, aparecen transformaciones de coordenadas a las cuales se le puede asociar una

carga no nula, esto sugiere que dichas transformaciones seŕıan f́ısicas. Mientras que la

mayoŕıa de las transformaciones de coordenadas siguen siendo redundancias de la teoŕıa

con carga nula, existen transformaciones que preservan la estructura cercana al borde

y que resultan ser simetŕıas f́ısicas de la teoŕıa. A estas simetŕıas f́ısicas se las conoce

como simetŕıas asintóticas. Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs (BMS), introduje-

ron la noción de simetŕıa asintótica y estudiaron dichas simetŕıas para espacios tiempos

asintóticamente planos. La motivación de BMS era encontrar al grupo de Poincaré de

relatividad especial como el grupo de simetŕıa de los espacios asintóticamente planos, sin

embargo, se encontraron con una extensión infinita del grupo de Poincaré. A este grupo

se lo conoce como grupo BMS y generaliza las traslaciones de Poincaré con transfor-

maciones conocidas como supertraslaciones. Estas transformaciones se suelen denominar

difeomorfismos largos o vectores de Killing asintóticos y dan lugar a simetŕıas globales

de RG en espacios asintóticamente planos, a pesar de estar paradójicamente construidas

a partir de invarianzas locales.
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En este caṕıtulo estudiaremos las simetŕıas asintóticas de la relatividad general en

espacios tiempos asintóticamente planos incorporando en el estudio la posibilidad de

emisión de radiación gravitatoria. Para ello, estudiaremos la compactificación de Penrose

del espacio de Minkowski e introduciremos las coordenadas apropiadas para parametrizar

la radiación en el borde del espacio. A estas coordenadas se las conoce como coordenadas

de Bondi. A partir de los desarrollos del caṕıtulo anterior, obtendremos una fórmula que

evalúa la enerǵıa radiada. Dicha fórmula define la evolución de la masa de Bondi. La

fórmula que obtendremos tiene una interpretación f́ısica muy sencilla: establece que la

masa contenida en el interior del espacio tiempo se mantiene constante a menos que exista

emisión de radiación gravitatoria, en cuyo caso, solo puede decrecer. Introduciremos la

noción de simetŕıas asintóticas, y derivaremos las propiedades de las simetŕıas conocidas

como supertraslaciones. Estas resultan ser cambios de coordenadas que modifican la

solución asintóticamente. Finalmente, utilizaremos el formalismo del caṕıtulo anterior

para calcular las cargas asociadas a las supertraslaciones.

3.1. Métrica asintóticamente plana

Consideremos la métrica de Minkowski que describe el espacio plano en coordenadas

cartesianas

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (3.1)

Podemos escribir esta métrica en coordenadas esféricas como

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 (3.2)

con dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dφ2. Introduciendo las coordenadas nulas u = t − r y v = t + r

obtenemos

ds2 = −dudv +

(
u− v

2

)2

dΩ2 (3.3)

Un nuevo cambio de coordenadas U = arctan(u) y V = arctan(v) transforma la métrica

a

ds2 =
1

cos2 U cos2 V

(

−dUdV +
sin2(U − V )

4
dΩ2

)

(3.4)

Los valores para los cuales diverge el factor delante de la métrica definen el borde con-

forme del espacio

Borde conforme : U, V = ±π

2
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Notemos que el dominio U, V ∈
(
−π

2
, π
2

)
cubre u, v ∈ (−∞,∞). Finalmente, definiendo

T = U + V y R = V − U resulta

ds2 =
1

4 cos2(T−R
2

) cos2(T+R
2

)
(−dT 2 + dR2 + sin2 RdΩ2) (3.5)

Las coordenadas T , R cumplen la siguiente relación

0 ≤ R + |T | ≤ π (3.6)

Esto se debe a que en los ĺımites de este dominio, el factor delante de la métrica diverge.

Esta es la definición de Penrose para el borde conforme de la variedad.

Si descartamos el factor conforme delante de la métrica en (3.5) es posible imaginar al

espaciotiempo de Minkowski como una región del cilindro (universo estático de Einstein)

dado por la métrica

ds2ESU = −dT 2 + dR2 + sin2 RdΩ2

Damos una representación en la siguiente figura [19]

Figura 3.1: La superficie azul representa la compactificación conforme del espacio de

Minkowski en el cilindro de Einstein R× S3.

A partir de la figura 3.1 resulta el diagrama de Penrose de Minkowski, que se muestra

a continuación
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Figura 3.2: Diagrama de Penrose del espacio plano. Las curvas rojas son superficies de

t = const y las azules son superficies r = const. El infinito nulo futuro se denota como

I+ y el pasado I−. Los puntos i+, i− y i0 representan el infinito futuro, el infinito pasado

y el infinito espacial, respectivamente.

Como estamos interesados en estudiar simetŕıas asintóticas, vamos a querer analizar

el comportamiento de los campos en I+. Para tal fin debemos hallar un sistema de

coordenadas conveniente. Como se observa en la figura de arriba, las coordenadas t y r

están degeneradas en I+ y, por lo tanto, no resultan útiles para una buena descripción

del infinito nulo. En particular, cualquier par de puntos sobre I+ tienen t = ∞ y r = ∞.

Para poder diferenciar estos puntos y dar cuenta de la radiación que sale del interior del

espacio-tiempo, introducimos la coordenada u = t− r en la métrica (3.2). Obtenemos

ds2 = −du2 − 2dudr + r2dΩ2 (3.7)

La coordenada u se conoce como tiempo retardado de Bondi. Las superficies u = cte son

nulas y resuelven la degeneración que presentan las coordenadas (t, r) en I+. Finalmente,

introducimos coordenadas holomorfas z y z para representar las coordenadas angulares

sobre la 2-esfera,

z = eiφ cot θ
2

(3.8)
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De esta manera obtenemos

ds2 = −du2 − 2dudr + 2r2γzzdzdz (3.9)

donde

γzz =
2

(1 + zz)2
(3.10)

La métrica inversa es

gµν =





0 −1

−1 1
1

2r2
γzz̄





En lo que sigue denotaremos xµ = (u, r, xA) con xA = (z, z̄), (A,B = 1, 2). Las coorde-

nadas (u, r, z, z) se conocen como coordenadas de Bondi. Es importante tener en mente

que hasta ahora lo único que hicimos fue introducir coordenadas convenientes para es-

tudiar las simetŕıas asintóticas del espacio plano en el infinito nulo futuro. Por lo tanto,

la métrica (3.9) es la métrica de Minkowski en coordenadas de Bondi.

Podemos representar las coordenadas de Bondi en el diagrama de Penrose como

Figura 3.3: Diagrama de Penrose del espacio plano en coordenadas de Bondi. Los conos

azules describen superficies u = cte (superficies nulas) que eliminan la degeneración que

hab́ıa en I+ con coordenadas (t, r).

A continuación estudiaremos soluciones de gravedad asintóticamente planas, esto

significa que nos interesará analizar soluciones que puedan contener, por ejemplo, ondas
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gravitacionales saliendo del sistema. Será importante entonces imponer que para r → ∞
la métrica se comporte asintóticamente como (3.9). Esto demandará imponer (3.9) como

comportamiento dominante en infinito. A continuación realizaremos un análisis detallado

para determinar los posibles decaimientos de las distintas componentes de la métrica.

3.2. Fijado de gauge y Asintótica

A continuación definiremos la noción de espacio asintóticamente plano. A tal fin,

impondremos un comportamiento asintótico particular para la métrica, esto se hará

en un sistema de coordenadas particularmente elegido. El conjunto de coordenadas se

denota xµ = (u, r, xA), se conoce con el nombre de Bondi+Sachs, y satisface las siguientes

condiciones:

Foliación nula: el espacio tiempo se folia con superficies nulas u = const. El vector normal

a estas hipersuperficies que denotaremos N se escribe en términos de la función S(x) =

u = cte como

nµ = −∂µS = −∂µu = (−1, 0, 0, 0) . (3.11)

El signo menos puede entenderse para el caso de espacio plano: se introduce para que

nµ = ηµνnν = −ηµν∂ν(t−r) = (1, 1, 0, 0) sea un vector dirigido hacia el futuro. De (3.11)

N nula ⇝ 0 = nµnµ = gµνnνnµ = guu ⇝ guu = 0 (3.12)

Esta es la primera condición que impondremos para el fijado de gauge.

Recordemos que un vector t se dice tangente a una hipersuperficie N si es ortogonal

a su normal, t · n = 0. Puesto que N es nula, el vector normal n es también tangente.

Si resolvemos las curvas integrales del vector normal en N
dxµ

dλ
= nµ (3.13)

obtenemos el siguiente resultado:

Lema: las curvas integrales xµ(λ) para el vector normal a una superficie nula son geodési-

cas.

—
Demostración: calculemos el transporte paralelo de n a lo largo de las curvas integrales (3.13). Llamando

S(x) = u a la función que determina la hipersuperficie N tenemos

nρ∇ρn
µ = gµνnρ∇ρ∂νS = gµνnρ∇ν∂ρS =

1

2
∇µ(n · n) = 0 (3.14)
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donde usamos que las derivadas covariantes conmutan cuando actúan sobre escalares.

—

Concluimos entonces que la normal a la hipersuperficie u = cte es nula, geodésica y

tangente. A lo largo de un rayo de luz, tenemos que r crece mientras que la coordenada

u es constante.

Coordenadas en el borde: vamos a pedir que las coordenadas {xA} se mantengan constantes

a lo largo de las curvas (3.13), es decir

nµ∂µx
A = −gµν∂νu∂µx

A = 0 ⇝ guA = 0 (3.15)

Usando (3.12) y (3.15) tenemos que

0 = δur = guµgµr = gurgrr ⇝ grr = 0 (3.16)

Análogamente

0 = δuA = guµgµA = gurgrA ⇝ grA = 0 (3.17)

Coordenada radial: finalmente vamos a pedir que la coordenada radial r sea tal que el

elemento de área crezca como r2. Es decir, queremos que
√
det gAB ∝ r2. Por lo tanto,

escribiendo gAB = r2hAB tenemos que hAB ∝ 1 +O(1/r). Equivalentemente

∂r
(
det(hAB)

)
= 0, r → ∞ (3.18)

Las condiciones para la métrica (3.16), (3.17) y (3.18) fijan lo que se conoce como el

gauge de Bondi.

La métrica más general consistente con este fijado de gauge es

ds2 = guudu
2 + 2gurdudr + 2guAdudx

A + gABdx
AdxB (3.19)

donde gAB := r2hAB con hAB satisfaciendo (3.18). Notemos que el espacio plano está

contenido en el espacio de soluciones puesto que corresponde a

guu = −1 , gur = −1 , guA = 0 , gAB = r2γAB (3.20)

Decaimientos: el siguiente paso es determinar el rate de decaimiento de las componentes

de (3.19). En principio, no existen restricciones para los decaimientos de las componentes.
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Sin embargo, esperamos que la métrica “asintóticamente plana”describa f́ısica interesan-

te, por lo tanto, los decaimientos tienen que ser cuidadosamente elegidos. Bondi, van der

Burg, Metzner y Sachs sugirieron

guu = −1 +O
(
1
r

)
, gur = −1 +O

(
1
r2

)
, guA = O(1) , gAB = r2γAB +O(r)

(3.21)

La razón para estos decaimientos, y no otros, es que dan origen a métricas que describen

f́ısica no trivial. Notemos que el decaimiento para la componente guu contempla la métrica

de Schwarzschild y para la componente guA contempla la métrica de Kerr.

Teniendo en cuenta (3.21), parametrizamos la métrica como una expansión en poten-

cias de 1/r. A primer orden escribimos (cf. (3.8) en [2] y (5.1.4) en [19])

ds2 = −du2 − 2dudr + r2γAB(z, z̄)dx
AdxB (Minkowski)

+
2mB

r
du2 + rCABdx

AdxB +DBCABdudx
A

+
1

16r2
CABC

ABdudr +
1

r

[
4

3
(NA + u ∂AmB)−

1

8
∂A(CBCC

BC)

]

dudxA

+ términos subsubleading (3.22)

Las funciones que parametrizan asintóticamente la métrica (mB, CAB, NA) deben ser

entendidas como funciones de (u, xA), por ejemplo mB = mB(u, x
A). Por otra parte,

todos los ı́ndices A,B se suben y bajan con la métrica 2-dimensional γAB y DB es la

derivada covariante sobre la esfera. La parametrización (3.22) propuesta por BMS es

apropiada para estudiar la radiación de ondas gravitatorias y las simetŕıas asintóticas

del espacio plano.

La función mB(u, x
A) se conoce como Bondi mass aspect y representa una densidad

angular de masa medida en un punto de I+ localizado en u y en la posición xA sobre la

esfera. La masa de Bondi M(u) del sistema gravitatorio se obtiene integrando mB en la

esfera parametrizada por {xA}

Bondi mass : M(u) :=

∫

S2

d2x
√
γ mB(u, x

A) (3.23)

naturalmente, la esfera sobre la que estamos integrando se localiza en r = ∞. Esta can-

tidad se interpreta como la masa contenida por el sistema gravitatorio. A continuación,

veremos (cf.(3.28)) que la radiación de ondas gravitacionales o materia nula que esca-

pa a través de I+ reduce la enerǵıa del espacio-tiempo a lo largo del tiempo. Cuando
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u → −∞, la masa de Bondi coincide con la noción de enerǵıa ADM (la enerǵıa total del

espacio-tiempo).

La función CAB(u, x
A) es simétrica CAB = CBA, de traza nula γABCAB = 0 y pa-

rametriza la información de la radiación gravitacional emitida sobre I+. Su derivada

temporal se conoce como

Bondi news tensor : NAB(u, x
A) := ∂uCAB(u, x

A)

cuyo cuadrado se interpreta como el flujo de radiación gravitacional (cf. (3.28)).

El último ingrediente de la parametrización es el angular momentum aspect NA(u, x
A).

El momento angular total del espacio-tiempo se obtiene contrayendo NA con los genera-

dores de rotaciones Y A e integrando en la esfera

J(u) :=

∫

S2
∞

d2x
√
γ Y ANA(u, x

A) (3.24)

Esta cantidad nos da el contenido de momento angular del espacio-tiempo a tiempo u.

3.3. Ecuaciones de Einstein

Hasta acá solo hemos parametrizado la geometŕıa del espacio-tiempo, concluyendo

que la métrica (3.22) no tiene invarianzas locales residuales. Sin embargo, queremos

que la métrica sea consistente con las ecuaciones de Einstein, que para simplificar la

tomaremos en ausencia de materia, i.e. Tµν = 0. Luego, pedimos que el ansatz (3.22) sea

una solución de

Rµν −
1

2
Rgµν = 0 (3.25)

La ecuación de Einstein impone condiciones sobre las funciones mB, CAB, NA. En parti-

cular, tenemos

∂umB =
1

4
DADBNAB − 1

8
NABN

AB (3.26)

∂uNA = −1

4
DB

(
DBD

CCAC −DAD
CCBC

)
+ u∂A

(

Tuu −
1

4
DBDCNBC

)

− TuA (3.27)

donde

Tuu =
1

8
NABN

AB
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TuA = −1

4
∂A(CBCN

BC) +
1

4
DB(C

BCNCA)−
1

2
CABDCN

BC

Integrando esta expresión sobre la esfera eliminamos el primer término ya que es una

derivada total en una superficie cerrada. De esa manera obtenemos, usando la definición

(3.23),
d

du
M(u) =

∫

S2
∞

d2x
√
γ ∂umB = −1

8

∫

S2
∞

d2x
√
γ NABN

AB (3.28)

Esta ecuación se interpreta fácilmente y nos dice algo muy intuitivo: la masa de Bondi

de un sistema gravitatorio es constante si y solo si el tensor de news es nulo NAB = 0,

es decir, si no hay radiación gravitatoria. Cuando NAB ̸= 0, en presencia de radiación,

la masa de Bondi decrece

News ̸= 0 ⇝
d

du
M(u) < 0

.

Figura 3.4: Representación de la radiación gravitatoria emitida (News ̸= 0 en rojo) desde

el interior del espacio-tiempo hacia el infinito.

Coloquialmente podŕıamos interpretar al término 1
8
NABN

AB como el vector de Poynting

de la gravedad en espacios asintóticamente planos.

En virtud de (3.26) y (3.27), los datos “iniciales”(independientes) en I+ que deter-

minan uńıvocamente una solución de las ecuaciones de Einstein son: mB, CAB y NA en el
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tiempo (retardado) inicial, por ejemplo u → −∞ (I+
− en fig. 3.5) y NAB ∀u. Esta última

condición nos dice que debemos indicar cúal fue el flujo de radiación emitida.1

3.4. Simetŕıas asintóticas

En lo que sigue estudiaremos las simetŕıas asintóticas de Minkowski [20]. Estas si-

metŕıas van a corresponder a difeomorfismos que dejan invariante el comportamiento

asintótico (3.21). En otras palabras simetŕıas residuales del ansatz de Bondi.

En general, decimos que un campo vectorial ξ = ξµ∂µ es una isometŕıa si deja invariante

la métrica

Isometŕıa : Lξgµν = 0 ⇝ ∇µξν +∇νξµ = 0, ∀ x (3.29)

En el contexto de espacios asintóticamente planos diremos que un difeomorfismo ξ es

una simetŕıa asintótica o vector de Killing asintótico si satisface

Simetŕıa asintótica : Lξgµν = 0 para r → ∞ (3.30)

Esto significa que preserva el comportamiento asintótico de gµν dado por (3.22).

En la década del 60, Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs se preguntaron cuáles eran

las simetŕıas asintóticas de la relatividad general en espacios tiempos asintóticamente

planos. Puesto que para r → ∞ esperamos que los campos sean débiles y la curvatura

sea baja, BMS esperaban obtener las isometŕıas de relatividad especial como resultado

(es decir, el grupo de Poincaré). Sin embargo, en lugar de eso encontraron lo que hoy

se conoce como el grupo BMS, que es una extensión de dimensión infinita del grupo de

Poincaré. Veremos en lo que sigue que estas simetŕıas asintóticas se corresponden con

difeomorfismos muy particulares conocidos como difeomorfismos largos (o impropios) que

preservan la estructura asintótica de la métrica. Pero, asimismo, decaen lo suficientemente

despacio como para generar cargas no-triviales, resultado que sugiere, a diferencia de los

difeomorfismos cortos que son redundancias de la teoŕıa y dan origen a cargas nulas, que

debeŕıan ser considerados simetŕıas f́ısicas.

Motivados por (3.30), para encontrar los vectores de Killing asintóticos (o difeomor-

1Existe una condición adicional de decaimiento del News hacia I+
± , debe decaer mas rápido que 1/|u|

(ver 5.2.1 de [19]).
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fismos largos) ξµ proponemos el siguiente ansatz

ξu = O(1) , ξr = O(1) , ξA = O
(
1

r

)

(3.31)

Esta condición que implica ξµ ∼ O(1) en infinito, elimina los boosts y las rotaciones

dado que ξµLorentz ∼ O(r) en infinito. El ansatz (3.31) es consistente con las traslaciones

usuales en Poincaré pues estas satisfacen ξµtrasl ∼ O(1). Puesto que queremos preservar

el gauge de Bondi (3.16), (3.17) y (3.18), debemos imponer que las derivadas de Lie de

las componentes grr y grA sean exactamente cero.

grr: usando (3.16),(3.17) tenemos

0 = Lξgrr = 2∇rξ
µgrµ = 2∇rξ

ugru (3.32)

De manera que esta condición se satisface si pedimos

∇rξ
u = (∂rξ

u + Γu
rρξ

ρ) = ∂rξ
u = 0 (3.33)

donde usamos que los śımbolos de Christoffel Γu
rρ = 0 ∀ρ para la métrica (3.22). Es decir

que ξu es independiente de r,

ξu = ξu(u, xA) (3.34)

grA: imponemos

0 = LξgrA = ∇rξ
BgBA +∇Aξ

ugru (3.35)

donde usamos (3.16), (3.17) y (3.33). Insertando los decaimientos (3.21) válidos para

r → ∞ tenemos

0 = r2γAB∇rξ
B −∇Aξ

u = γAB(r
2∂rξ

B −DBξu) (3.36)

donde usamos que ΓB
rA → 0 para r → ∞ e introdujimos nuevamente DB, la derivada

covariante sobre la esfera S2. Por lo tanto tenemos que

∂rξ
B =

1

r2
DBξu (3.37)

luego,

ξA = −1

r
DAξu (3.38)
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gur: para esta componente tenemos la condición de decaimiento (3.21). Pedimos entonces

Lξgur = ∇uξ
ugur +∇rξ

rgur +∇rξ
AguA = O

(
1
r2

)
(3.39)

donde usamos el gauge de Bondi, (3.33). Usando el ansatz (3.31) para ξA y el decaimiento

(3.21) para la componente guA, vemos que podemos descartar el último término por ser

del orden de 1
r2
. De manera que a orden dominante en r tenemos

O(1) : −∇uξ
u −∇rξ

r = −∂uξ
u − ∂rξ

r = −∂uξ
u = 0 (3.40)

donde en el segundo paso usamos que Γu
uµ = Γr

rµ = 0 y en la tercera usamos el ansatz

(3.31). Puesto que ∂uξ
u = 0, concluimos que ξu no depende de u y por (3.34) tenemos

ξu = ξu(xA) (3.41)

Finalmente, como la parte angular de la métrica tiene traza cero,

gABg
AB = 0 ⇝ 0 = gABLξgAB

encontrando

ξr =
1

2
D2ξu (3.42)

donde usamos que Γu
AB = r γAB.

3.4.1. Supertraslaciones

Ahora podemos juntar todo y usar (3.38), (3.34) y (3.42) para escribir el campo

vectorial completo, i.e. vector de Killing asintótico. Definiendo ξu = f(xA) con f(xA)

una función arbitraria sobre la esfera tenemos

ξf = f∂u +
1

2
D2f ∂r −

1

r
DAf∂A (3.43)

Podemos expandir f(xA) en armónicos esféricos

f(xA) =
∑

l,m

flmY
m
l (xA) (3.44)

Es gratificante verificar que los modos l = 0, 1 corresponden a las traslaciones usuales de

Poincaré

ξl=0 = ∂t , ξl=1,m=0 = −∂z , ξl=1,m=±1 = −1

2
(∂x ± i∂y) (3.45)
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Sin embargo, por ser f(xA) una función arbitraria de los ángulos sobre la esfera, aparecen

infinitos modos adicionales, l ≥ 2. Estos últimos son los que se conocen como supertras-

laciones. Concluimos que pasamos de tener 4 traslaciones espaciotemporales del grupo de

Poincaré a tener infinitas traslaciones. Este conjunto de vectores forma parte del grupo

BMS.

Figura 3.5: Esquema de las supertraslaciones del grupo BMS representadas con flechas

azules. En este dibujo solo representamos la componente según ∂u.

Las supertraslaciones son difeomorfismos, pero, como veremos a continuación, tienen

asociadas cargas no triviales. Es decir, no son redundancias de la teoŕıa, sino que son

transformaciones f́ısicas que cambian la configuración del sistema. Veamos esto en un

ejemplo concreto teniendo en cuenta cómo actúan las supertraslaciones en las distintas

funciones que parametrizan la métrica. Calculando la derivada de Lie de la métrica (3.22)

para el campo vectorial dado por (3.43), obtenemos

δfCAB = f∂uCAB − 2DADBf + γABD
2f (3.46)

Tomando luego la derivada parcial con respecto a u resulta

δfNAB = f∂uNAB (3.47)
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Por otro lado,

δfmB = f∂umB +
1

4
(NABDADBf + 2DAN

ABDBf) (3.48)

y

δfNA = fDAmB + 3mBDAf +
1

4
CABD

BD2f (3.49)

¿Qué significan las supertraslaciones f́ısicamente?

Tomemos el ejemplo de Minkowski, donde mB = NA = CAB = 0, y veamos qué obte-

nemos cuando supertrasladamos el espacio de Minkowski. En ese caso, usando (3.47),

(3.48) y (3.49), tenemos

δfmB = δfNA = δfNAB = 0 (3.50)

Lo cual nos indica que las supertraslaciones no pueden generar masa inercial u ondas

gravitacionales partiendo del vaćıo de Minkowski. Sin embargo, el shear cambia, de (3.46),

resulta

δfCAB = −2DADBf + γABD
2f ̸= 0 (3.51)

Concluimos entonces que el difeomorfismo cambia la configuración del sistema. Puesto

que f no depende del tiempo, la solución que encontramos está conectada con la solución

usual de vaćıo. Sin embargo, tiene cargas no-triviales (ver abajo). Decimos entonces que

las supertraslaciones están espontáneamente rotas.2

2Todo tensor simétrico sin traza en S2, como CAB se puede descomponer como

CAB = −2DADBC + γABD
2C + ϵC(ADB)D

CΨ

El primer término define un campo escalar C(u, xA) en la esfera, mientras que el segundo término

viola paridad y depende de un campo pseudoescalar, Ψ(u, xA). Un análisis de los v́ınculos (3.26),(3.27)

muestra que C(u, xA) puede ser no nulo en los ĺımites asintóticos u → ±∞. Los valores C(±∞, xA) dan

cuenta del efecto de memoria gravitatorio. Concluimos que las supertraslaciones generan un shift en el

campo C, esto es δfC = f en concordancia con la noción de simetŕıa espontáneamente rota (ver ecs.

3.14 y 3.26 en [2]).

Un dado valor de C es equivalente a una ruptura espontánea de la invarianza de supertraslación.

La idea es que tenemos vaćıos gravitacionales degenerados, y C es el bosón de Goldstone asociado a

la ruptura. Es notable que las cuatro traslaciones de Poincaré no afectan la ruptura, porque consisten

en los cuatro armónicos de f(xA), que son aniquilados por el operador diferencial −2DADB + γABD
2.

De manera que distintos perfiles de C(xa), etiquetan configuraciones inequivalentes del campo gravita-

cional. Además, como las supertraslaciones conmutan con la traslación temporal, las cargas asociadas

conmutarán con el hamiltoniano, lo que significa que todos estos estados serán degenerados en enerǵıa.

Este resultado fue obtenido para gravedad asintóticamente plana recientemente por Strominger [21].
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Otra forma de ver que una supertraslación transforma una solución en otra f́ısicamen-

te distinta es la siguiente. Consideremos una solución en donde dos pulsos de radiación

atraviesan I+ en tiempo retardado u = 100 por θ = 0 (polo norte) y θ = π (polo sur).

Ahora supertraslademos esta solución con una función f(xA) tal que f(θ, ϕ)⌋θ=0 = 100

en el polo sur y f(θ, ϕ)⌋θ=π = 0 en el polo norte (recordemos que f(xA) es una función

arbitraria que solo depende de los ángulos). Luego, los pulsos de la nueva solución salen:

uno por el polo norte al tiempo u = 100 , mientras que el segundo abandona el espacio-

tiempo en u = 200. Ciertamente, coincidiremos con el lector en que estas dos soluciones

son f́ısicamente distintas.

Finalmente, el grupo BMS se obtiene agregando las supertraslaciones al grupo de

Poincaré, es decir,

BMS = Lorentz× Supertraslaciones (3.52)

3.5. Cargas BMS

Una vez halladas las simetŕıas asintóticas, nos interesa calcular las cargas asociadas

a ellas. Para ello vamos a basarnos en el CPS y usaremos la expresión para la carga

infinitesimal de relatividad general, dada por (2.44). La derivación es bastante larga y

los principales pasos están resumidos en el apéndice D y la referencia [22]

El resultado para las cargas asociadas a supertraslaciones es

✁✁δHξ[g, h] = δ

(
1

4πG

∫

d2Ω f mB

)

+
1

32πG

∫

d2Ω fNAB δCAB (3.53)

El primer término de (3.53) es exacto y coincide con la ec. (5.2.17) en [19] (corresponde

al término integrable), mientras que el segundo es el término no integrable. Por lo tanto,

la no integrabilidad de la carga la produce la presencia del tensor Bondi news NAB no

nulo [23]. En otras palabras, podemos asociar la no integrabilidad con la existencia de

radiación gravitatoria (enerǵıa) fuera del sistema.

Este fenómeno es análogo a la no conservación observada en (3.28) para la carga

asociada a ∂t, donde mostramos que la masa de un sistema gravitatorio en un espacio

asintóticamente plano se conserva cuando no hay tensor Bondi news, lo cual es intuitivo

porque significa que no se está emitiendo radiación. Por otro lado, cuando se emite

radiación y NAB ̸= 0, la masa no se conserva y disminuye con el tiempo.
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Fórmulas importantes

. Masa de Bondi
d

du
M(u) = −1

8

∫

S2
∞

d2x
√
γ NABN

AB ≤ 0

. Vector de Killing asintótico

ξf = f∂u +
1

2
D2f∂r −

1

r
DAf ∂A

. Cargas asociadas a supertraslaciones

✁✁δHξ[g, h] = δ

(
1

4πG

∫

d2Ω f mB

)

︸ ︷︷ ︸

Qξf

+
1

32πG

∫

d2Ω fNAB δCAB
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Conclusiones

Luego de estudiar las distintas formas del teorema de Noether y sus diversas conse-

cuencias en teoŕıas de gauge. Hay varias conclusiones que podemos mencionar.

En primer lugar, siempre que se tiene una simetŕıa continua global, esto es, una

transformación que deja invariante la acción a menos de un término de borde, podemos

definir una corriente conservada mediante el primer teorema de Noether. Esta corriente

se conserva on shell e involucra la transformación de simetŕıa. Para simetŕıas locales,

existen resultados off-shell, como las identidades de Noether y el segundo teorema de

Noether, que proporcionan relaciones entre las ecuaciones de movimiento, implicando

que estas no son todas independientes entre śı. Como consecuencia de esto, para el

caso de simetŕıas locales (gauge theories) la corriente de Noether on shell resulta ser un

término de borde. Matemáticamente esto se expresa diciendo que es posible escribirla en

términos de un superpotencial. Esto se verificó tanto para electromagnetismo como para

relatividad general, donde denotamos al superpotencial como k̄µν . La ambigüedad en la

corriente de Noether local resulta similar a la que encontramos con el tensor de Belinfante

en teoŕıa de campos. Esto es, la posibilidad de sumarle a la corriente un término de borde

arbitrario trivialmente conservado (denotado como kµν). Dado que las corrientes resultan

arbitrarias, las cargas asociadas a estas también lo son y surge la necesidad de introducir

un nuevo formalismo para eliminar esta arbitrariedad.

Es el covariant phase space formalism el que proporciona un método para calcular

variaciones de cargas asociadas a simetŕıas. En śıntesis podŕıamos resumirlo como una

técnica donde se enfatiza el cálculo de los superpotenciales (lower degree forms) en lugar

de la corriente conservada. Las variaciones de cargas, pueden o no ser integrables y

estar o no conservadas. El formalismo es lagrangiano y, por lo tanto, covariante. Permite

calcular cargas conservadas de agujeros negros tales como la masa, el momento angular y

la entroṕıa y también es posible formular la primera ley de la termodinámica de agujeros
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negros en términos de este formalismo.

Finalmente, se estudiaron las simetŕıas asintóticas de gravedad en espacio plano. El

resultado es el grupo BMS, que es una extensión infinito dimensional del grupo de Poin-

caré. El grupo BMS, generaliza las traslaciones del grupo de Poincaré con difeomorfismos

asintóticos que dependen de funciones arbitrarias sobre la esfera celestial, a estos difeo-

morfismos se los conoce como supertraslaciones. Las supertraslaciones se corresponden

con difeomorfismos largos que, si bien son transformaciones locales, no son redundancias

de la teoŕıa, ya que es posible asociarles cargas no nulas. En otras palabras, actúan no

trivialmente sobre el espacio de soluciones del sistema. Asimismo, se calcularon las cargas

asociadas a dichas transformaciones, resultando ser no integrables cuando el tensor de

News es distinto de cero. Por último, se mostró expĺıcitamente cómo la masa del sistema

decrece cuando hay News, esto es, en presencia de radiación.

Han quedado pendiente muchos temas que seguramente estudiaremos en el corto y

mediano plazo. Entre ellos, el álgebra de cargas conservadas, la formulación del electro-

magnetismo en coordenadas de Bondi y las simetŕıas asintóticas de la gravedad en el

espacio-tiempo de de Sitter.
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Apéndice A

Acción de Einstein-Hilbert

Dada la acción

S[gµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g R[g] , (A.1)

variándola arbitrariamente obtenemos

δS[gµν , δgµν ] =
1

16πG

∫

ddx [δ(
√−g)R +

√−g δ(gµν)Rµν +
√−g gµνδRµν ]

=
1

16πG

∫

ddx
√−g[Gµνδg

µν +∇µ(g
ρνδΓµ

σν − gµνδΓρ
νρ)] (A.2)

donde usamos

δgµν = −gµρgνσδgρσ, δ(
√−g) = −1

2

√−g gµνδg
µν (A.3)

y que la variación del Ricci es una derivada total1

Identidad de Palatini : δRµν = ∇ρδΓ
ρ
µν −∇νδΓ

ρ
µρ (A.4)

con δΓρ
µν dado por

δΓλ
µν =

1

2
gλτ (∇µδgντ +∇νδgµτ −∇τδgµν) (A.5)

1El último término en la regla de transformación para la conexión

Γ′ = JJJΓ + JJ∂J
︸ ︷︷ ︸

depende únicamente del cambio de coordenadas y no aśı de la conexión af́ın. Por lo tanto, si variamos

ligeramente la conexión, el término final permanece inalterado y se elimina en la sustracción para obtener

δΓ.
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Notemos que el primer término de (A.2) involucra el tensor de Einstein Gµν que on

shell desaparece para gravedad pura, el segundo término, por otra parte, es una derivada

total. Ese segundo término, usando (A.5) se puede reescribir como

δS[gµν , δgµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g[−Gµνδgµν +∇µ((g

µαgνβ − gµνgαβ)∇νδgαβ)] (A.6)

A partir de esta expresión, identificamos el potencial presimpléctico de relatividad general

Potencial presimpléctico : Θµ(g, δg) :=
√
−g

16πG
(gµαgνβ − gµνgαβ)∇νδgαβ (A.7)

Para obtener el término de borde Kµ, definido en (1.23), asociado a invarianzas frente

a difeomorfismos de la métrica

δξgµν = Lξgµν = ∇µξν +∇νξµ (A.8)

tenemos que variar la acción. Comenzamos evaluando el segundo término en (A.6) en

(A.8), tenemos

16πG√−g
Θµ(g, δξg) = (gµαgνβ − gµνgαβ)∇ν(∇αξβ +∇βξα)

= ∇ν (∇µξν +∇νξµ)− 2∇µ (∇νξ
ν)

= ∇ν (∇µξν +∇νξµ)− 2∇ν∇µξν − 2Rν µ
σ νξ

σ

= ∇ν(∇νξµ −∇µξν) + 2Rσµξσ (A.9)

donde usamos la identidad

[∇α,∇ν ]ξ
λ = Rλ α

σ νξ
σ

. Variando (A.6) con δ → δξ dado por (A.8) tenemos

δS[gµν , δξgµν ] =
1

16πG

∫

ddx
√−g

[
− 2Gµν∇µξν +∇µ

(
∇ν(∇νξµ −∇µξν) + 2Rσµξσ

)]

=
1

16πG

∫

ddx
√−g

[
− 2∇µ(G

µνξν) + 2ξν✘✘✘✘∇µG
µν + 2∇µ(R

µνξν)
]

=
1

16πG

∫

ddx
√−g 2∇µ

(
(Rµν −Gµν)ξν

)

=
1

16πG

∫

ddx
√−g∇µ(g

µνRξν)

=
1

16πG

∫

ddx
√−g∇µ(ξ

µR) (A.10)
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donde para pasar a la tercera ĺınea usamos la identidad de Bianchi ∇µG
µν = 0. Conclu-

yendo que

Kµ(gµν , δξgµν) =

√−g

16πG
ξµR (A.11)

Podemos entonces calcular la corriente de Noether (off shell)

Jµ(g, δξg) = Θµ(g, δξg)−Kµ

=

√−g

16πG
(∇ν(∇νξµ −∇µξν) + 2Rµνξν − gµνξνR)

=

√−g

16πG
(∇ν(∇νξµ −∇µξν) + 2(Rµν − 1

2
gµνR)ξν)

=

√−g

16πG
∇ν(∇νξµ −∇µξν) +

√−g

8πG
Gµνξν (A.12)

Donde podemos interpretar al primer término como la contribución de gravedad y al

segundo como la contribución de materia en el caso de que esta se encuentre acoplada.
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Apéndice B

Condición de integrabilidad

Para mostrar la equivalencia entre (2.13) y (2.14) comenzamos por notar que de la

expresión (2.33) se sigue que solo debemos analizar la condición de integrabilidad sobre

el término ∮

∂Σ

ξ ·Θ(Φ, ∂Φ) .

Esto se debe a que δKξ es integrable. Luego,

0 = (δ1δ2 − δ2δ1)Hξ ≈ −
∮

∂Σ

δ1(ξ ·Θ(Φ, δ2Φ))− δ2(ξ ·Θ(Φ, δ1Φ)) (B.1)

= −
∮

∂Σ

ξ · (δ1Θ(Φ, δ2Φ)− δ2Θ(Φ, δ1Φ)) (B.2)

= −
∮

∂Σ

ξ · ω(δ1Φ, δ2Φ,Φ) (B.3)

donde asumimos que los parámetros de transformación δξ = 0 son independientes de los

campos Φ.
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Apéndice C

Covariant Phase Space:

definiciones y notación de formas

En esta sección resumiremos definiciones y detalles de la formulación CPS en notación

de formas [18].

—

Denotaremos con negrita a las formas y vectores en el espacio tiempo.

—

Espacio de fases: variedad P , que posee una 2-forma Ω que llamamos forma simpléctica.

Las coordenadas que parametrizan la variedad XA inducen una base para el espacio

cotangente δXA, entonces Ω = ΩABδX
AδXB debe satisfacer

1. ΩAB = −ΩBA

2. δΩ = 0

3. ωABV
B = 0 ⇔ V B = 0 donde V es un vector en el espacio tangente de P .

En el contexto de teoŕıa de campos denotamos con F̄ al espacio de soluciones de la

teoŕıa de campos, claramente dim F̄ = ∞. Denotaremos una variación en el espacio de

soluciones del sistema con δiΦ, a nivel geométrico δiΦ es un vector en el espacio tangente

de TΦF̄ . La forma simpléctica de Lee+Wald se define a partir de su acción sobre vectores

en el espacio tangente δiΦ

ΩLW(δ1Φ, δ2Φ,Φ);=

∫

ωLW(δ1Φ, δ2Φ,Φ)
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donde la integral es sobre todos los puntos del espacio tiempo y (cf. (2.7))

ωLW(δ1Φ, δ2Φ,Φ) := δ1
(
Θ(Φ, δ2Φ)

)
− δ2

(
Θ(Φ, δ1Φ)

)

esta forma es cerrada en el espacio de soluciones.

—

. Elemento de volumen: ϵµ1..µd
es el tensor de Levi+Civita, ϵ012...d = +1

ddx
√−g ⇝ ϵ =

√−g

d!
ϵµ1..µd

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµd

. Acción: el lagrangiano escalar L(ϕ, ∂ϕ) es una 0-forma

S[ϕ] =

∫

ϵL(ϕ, ∂ϕ) =
∫

L(ϕ, ∂ϕ)

puesto que L := ϵL es una forma de rango máximo podemos decir que

L(ϕ, ∂ϕ) := ⋆L(ϕ, ∂ϕ) =
√−g

d!
ϵµ1..µd

L(ϕ, ∂ϕ)dxµ1 ∧ ... ∧ dxµd

Notar que L es una densidad.

. Variación de la acción:

δS[ϕ, δϕ] =

∫

(E(ϕ) δϕ+ dΘ)

de donde reconocemos a Θ como una (d − 1)-forma. Nuevamente, la podemos pensar

como el dual de Hodge del potencial presimpléctico Θµ en (1.29)

Θ :=

√−g

(d− 1)!
ϵµµ1...µd−1

Θµ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµd−1

. Simetŕıa: transformación de los campos tal que a primer orden

L → L+∇µK
µ

en términos de formas

L → L+ dK

luego

K := ⋆K
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· Difeomorfismos: para un lagrangiano invariante frente a difeomorfismos ξ = ξµ∂µ

tenemos

usando (2.20)

δξL = d(ξ ·L)

entonces,

K = iξL = ξ ·L
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Apéndice D

Cargas asociadas a supertraslaciones

Una forma alternativa de escribir una métrica asintóticamente plana en el gauge de

Bondi es

ds2 = e2β
V

r
du2 − 2e2βdu dr + gAB(dx

A − UAdu)(dxB − UBdu) (D.1)

con

gAB = r2γAB + rCAB +O(1) (D.2)

UA = O(r−2) (D.3)

β = − 1

32
r−2CA

BC
B
A − 1

12
r−3CA

BD
B
A +O(r−4) (D.4)

V

r
= −1

2
R̄ + r−12M +O(r−2) (D.5)

con R̄ la curvatura escalar de DA.

La expresión para la carga, teniendo en cuenta (2.12) y (2.44) es

✁✁δHξ[g, h] =
1

16πG

∫

S

(dn−2x)µν
√−g

[

ξνDµh− ξνDσh
µσ + ξσD

νhµσ+

+
1

2
hDνξµ +

1

2
hνσ(Dµξσ −Dσξ

µ)− (µ ↔ ν)
]

(D.6)

con

(dn−k)µν =
1

k!(n− k)!
ϵµνα1...αn−2

dxα1 ∧ ... ∧ dxαn−2 , ϵ01...n−1 = 1 (D.7)
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Desarrollando,

✁✁δHξ[g, h] =
1

16πG
ĺım
r→∞

∫

d2Ω r2e2β
[

ξr(Duh−Dσh
uσ +Drhu

r −Duhr
r)−

− ξu(Drh−Dσh
rσ −Drhu

u +Duhr
u) + ξA(Drhu

A −Duhr
A) +

1

2
h(Drξu −Duξr)+

+
1

2
hrσ(Duξσ −Dσξ

u)− 1

2
huσ(Drξσ −Dσξ

r)
]

(D.8)

donde ξr, ξu, ξA están dados por (3.43)

Usando los śımbolos de Christoffel de la métrica (D.1) dados expĺıcitamente en la

sección 4.3 de [24], obtenemos, para la parte que acompaña a ξr

Duh−Dσh
uσ +Drhu

r −Duhr
r = Duh−Duh

uu −Drh
ur −DAh

uA +Drh
ur −Duhr

r =

= Duh−DAh
uA = gurgAB(DrhAB −DAhrB) (D.9)

donde en la segunda igualdad usamos que Duh
uu = Drh

r
r = 0. Nuevamente, usando los

śımbolos de Christoffel tenemos que

Duh−DAh
uA = gurgAB(DrhAB−DAhrB) = −e−2β(gAB∂rhAB−kABhAB+e−2βgABkABhru) =

=
1

4r3
CABδCAB +O(r−4) (D.10)

donde en la última igualdad nos quedamos a primer orden para r −→ ∞.

Análogamente, tenemos que computar los demás términos de (D.8)

−
(
Drh−Dσh

rσ −Drhu
u +Duhr

u

)
=

1

r2

(

4δM − 1

2
DADBδC

AB +
1

2
δ∂u(C

ABCAB)−

− 1

2
∂uCABδC

AB − CAB∂uδCAB

)

+O(r−3) (D.11)

Drhu
A −Duhr

A =
1

2r
DBδC

B
A +

2

3r2

(

2 ln r − 1

3

)

DBδD
B
A +O(r−3)

+
1

r2

(
4

3
δNA +

1

3
δ(CABDCC

BC)− 1

4
CABDCδC

BC

)

(D.12)
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Nos faltan los últimos tres términos de (D.8). Para eso, notemos que

1

2
hrσ (Duξσ −Dσξ

u)−1

2
huσ (Drξσ −Dσξ

r) =
1

2
(hu

u+hr
r) (D

uξr −Drξu)+
1

2
hr
A

(
DuξA −DAξu

)

(D.13)

Además, tenemos que

1

2
(h− hu

u − hr
r)(D

rξu −Duξr) =
1

2
gABhAB(D

rξu −Duξr) = 0 (D.14)

con lo cual solo tenemos que computar el término 1
2
hr
A

(
DuξA −DAξu

)
. Sin embargo,

por la forma de (3.43), tenemos que

(
DuξA −DAξu

)
= 0 (D.15)

por lo tanto no lo tenemos en cuenta. Ahora, usamos (3.43) y agrupamos todos los

términos, para terminar obteniendo

✁✁δHξ[g, h] =
1

16πG

∫

d2Ω f

(

4δM − 1

2
DADBδC

AB +
1

2
δ∂u(C

ABCAB)

−1

2
∂uCABδC

AB − CAB∂uδCAB

)

− 1

2
DAfDBδC

AB (D.16)

Para aclarar la situación, la primera ĺınea de (D.16) viene de (D.11) y el último término

viene del primer término de (D.12). Donde además, como estamos tomando ĺımite para

r −→ ∞, tiramos todos los términos que decaen como O(r−1) o más rápido.

Finalmente, haciendo partes en DA y en ∂u obtenemos

✁✁δHξ[g, h] =
1

16πG
δ

∫

d2Ω 4f mB +
1

16πG

∫

d2Ω

[
f

2
∂uCABδC

AB

]

(D.17)

y usando NAB = ∂uCAB tenemos

✁✁δHξ[h, g] =
1

16πG
δ

∫

d2Ω 4f mB +
1

16πG

∫

d2Ω

[
f

2
NABδC

AB

]

(D.18)
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