Teorema de Noether y cargas conservadas
en teorias de gauge

‘DE-B
ooP° UENog
FACULTAD
DE

CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Universidad de Buenos Aires
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Fisica

Tesis de Licenciatura en Ciencias Fisicas

Inaki Zalduendo

Director: Guillermo Silva

Co-Director: Alan Garbarz

Marzo 2025



Resumen

En esta tesis enunciamos y estudiamos los teoremas de Noether que permiten definir
cargas para simetrias continuas globales y locales (gauge). Evidenciamos la necesidad
de introducir un formalismo mas riguroso para definir las cargas asociadas a simetrias
de gauge. A partir del formalismo de espacio de fases covariante (covariant phase space
formalism) derivamos las expresiones para las cargas asociadas a difeomorfismos en el
contexto de relatividad general. A continuacién, las aplicamos para calcular la masa, el
momento angular y la entropia de agujeros negros. Asimismo, mostramos cémo pueden
ser usadas para obtener la primera ley de la termodinamica de agujeros negros. Por otro
lado, estudiamos las simetrias asintéticas de relatividad general para espacios-tiempos
asintéticamente planos, obteniendo como resultado el grupo BMS. Mostramos la apari-
cién de funciones arbitrarias de la esfera celestial S en el infinito nulo, conocidas como
supertraslaciones. Posteriormente, utilizamos el formalismo descrito anteriormente para
calcular las cargas asociadas.
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Introduccion

La idea de ley de conservacién tiene una larga y profunda historia, siendo un con-
cepto transversal a todas las areas de la fisica: mecénica clasica, mecdnica de fluidos,
mecanica cuantica, materia condensada, teoria cuantica de campos o relatividad general.
Independientemente de los procesos dinamicos involucrados, la existencia de cantidades
dindmicamente invariantes siempre ha constituido un ingrediente esencial para describir
la evolucion del sistema. La ley suprema de conservaciéon, a saber, la constancia de la
cantidad total de energia de un sistema aislado, conocida como primer principio de la
termodinamica, constituye una de las leyes fisicas de mas amplio alcance.

A nivel matematico, las leyes de conservacién estan profundamente conectadas con la
existencia de transformaciones de simetria en el principio variacional. Este hecho crucial
fue plenamente reconocido por Emmy Noether en 1918 [1]. Su trabajo proporciond las
bases para una comprensién profunda de las leyes de conservacion asociadas a trans-
formaciones globales continuas en mecanica clasica y en la teoria clasica de campos.
Asimismo, sent6 las bases para comprender las leyes de conservacion en la teoria de re-
latividad general, que debido al principio de equivalencia carece de una definicién local
para el tensor de energia-impulso gravitatorio. La definicién de energia en el contexto de
gravedad de Einstein fue un tema de investigacion y debate muy importante a lo largo
de s.XX.

En el contexto de teorias de campos, el primer teorema de Noether establece una
relaciéon uno a uno entre una simetria global continua de una teoria y una corriente
conservada

(5s¢ < 8MJMJon shet = 0 (1)

como sabemos de los cursos de mecanica y teoria cuantica de campos, la corriente J*
resulta conservada al evaluarla sobre una solucién de las ecuaciones de movimiento (on-

shell).



Diremos que dos corrientes Ji' y JJ', conservadas on-shell, son equivalentes si difieren
en una corriente trivialmente conservada K* y un término t* que se anula on-shell

Ji o~ g8 st JE = J 4+ AR 4 tH

con

AN =0, k", KM = -k~ 9,A" =0

tMJ on shell = 0

De manera que [2],[3]!
0, Ji =~ 0, J%

Como veremos a continuacion, se puede mostrar que las corrientes asociadas a trans-
formaciones de locales, al ser evaluadas sobre las ecuaciones de movimiento, resultan

derivadas totales [4]
JF~ 0,k con kKM = —kYF.

Esto se expresa tradicionalmente diciendo que las cargas asociadas a simetrias de gauge
son triviales y no dan origen a cargas conservadas, pues son simples términos de borde
que en principio podriamos eliminar ajustando k¥ convenientemente. Concomitante-
mente, en virtud de lo discutido arriba, la construccion de cargas de gauge presenta una
ambigiiedad: puesto que la carga se define como el flujo de la corriente a través de una
superficie de Cauchy X, tenemos

Q. = / JrdY, = / 0,(F™ + k™) ds,, = / (B™ + k™) do,, (2)
Y b o=0%

Al ser k" completamente arbitrario, también lo es la cargal

A lo largo de esta tesis discutiremos estos problemas y describiremos cémo el forma-
lismo de espacio de fases covariante (covariant phase space formalism) da un marco
para resolver las ambigiiedades. En particular lo aplicaremos para describir la nocién
de simetria asintotica introducida en los 60 por Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs
(BMS) [5][6][7]. Estos autores buscaban recuperar el grupo de Poincaré de la relatividad

LA 1o largo de la tesis denotaremos eventualmente con t* ~ 0 a una identidad que vale cuando hemos
usado las ecuaciones de movimiento.



especial como el grupo de simetria de los espacios-tiempos asintéticamente planos en la
relatividad general. En lugar de ello, en un espectacular fracaso de su programa original,
descubrieron el grupo BMS, cuyas profundas implicaciones son objeto en la actualidad de
una importante linea de investigacion en el contexto de gravedad. Més precisamente, el
grupo BMS resulta ser una extension de dimensién infinita del grupo de Poincaré. Estas
simetrias asintéticas, que se corresponden con difeomorfismos muy particulares (cono-
cidos como difeomorfismos largos, vectores de Killing asintdticos o supertraslaciones),
dan origen a simetrias globales, a pesar de estar paraddjicamente construidas a partir de
invarianzas locales. Veremos como el covariant phase space formalism conduce a cargas
no nulas asociadas a estas simetrias.



Capitulo 1

Teoremas de Noether

En fisica, la busqueda de cantidades conservadas resulta fundamental a la hora de
resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema. Uno de los resultados mas impor-
tantes de la fisica moderna es el teorema de Noether, que establece una relacién directa
entre una cantidad conservada y una simetria continua del sistema. En particular, pa-
ra toda simetria continua global, tenemos lo que se conoce como el primer teorema de
Noether que sera discutido mas abajo. Por otro lado, el segundo teorema de Noether va
a aparecer en el contexto de simetrias continuas locales. En estos resultados se basan
muchos de los trabajos de la fisica actual. El teorema, considerado por Einstein como
un “monumento al pensamiento matematico”, se puede formular de distintas maneras
en distintos contextos.

En este capitulo, estudiaremos simetrias continuas globales, para lo cual introdu-
ciremos el primer teorema de Noether. Lo haremos tanto en mecanica clésica (donde
pondremos el ejemplo de simetria conforme) como en teoria cldsica de campos (donde
pondremos el ejemplo del campo de Klein-Gordon). Ademds, estudiaremos el caso de
simetrias locales (que caracterizan a las teorias de gauge), para lo cual introduciremos
el segundo teorema de Noether. Discutiremos las ambigiiedades que aparecen en este
contexto a la hora de definir cargas conservadas y lo mostraremos explicitamente en los
casos de electromagnetismo y relatividad general.



1.1. Simetrias globales

Si bien al primer teorema de Noether se suele enunciar explicitamente en los cursos
de teoria de campos, es un resultado que se puede aplicar a cualquier sistema que pueda
ser derivado a partir de una accién y que tenga una simetria continua global [8].

1.1.1. Mecanica clasica

Consideremos una accién
Slg'0) = [ dt Lig'.d'0) (1.1)

cuyas ecuaciones de FEuler-Lagrange son

d (0L oL
— -] ——=0. 1.2
dt (8q’l) oq' 0 (1.2)

La simetrias se pueden clasificar en dos grandes clases: discretas (C, P, T) y con-

tinuas (rotaciones, boosts, traslaciones, etc). El teorema de Noether estudia el caso de
simetrias continuas, esto es, simetrias que poseen uno o varios parametros continuos €
que conectan la transformacion con la identidad. Definimos una simetria continua como
una transformacién de las variables dindmicas ¢* conectada con la identidad

q(t) —q"'(t) = FldN0),  Fold')t) = ¢'(¢) (1.3)

tal que la acciéon es invariante a menos de un término de borde B
Simetria:  S[F[¢'](t)] = S[¢"()] + B, VYV ¢'(t),e (1.4)

En este contexto consideremos la expresién infinitesimal de (1.3),
(1) = ¢(1) + (), <1 (1.5)

El subindice s en d,q¢° denota que la variacién corresponde a una transformacién de
simetria. La condicién de simetria (1.4) se expresa infinitesimalmente como

dK

3(4'(1),6.4'0) == Sla'(6) + 8.4'0) - Sl (1) = [ e’y (16)

10



Naturalmente K = K(q', d5¢', t).

Ejemplo. Rotaciones: analicemos las consecuencias de la invarianza de la accién frente a
rotaciones para una fuerza central. Sea,

S[F()] = /dt (5 -v) (1.7)
con V(7) = V(|F]) y consideramos una rotacién del vector posicién dada por

7' (t) = RF(t) (1.8)
donde R es una matriz ortogonal
RR" =13 ~ =R'=R"
Es facil comprobar que
SIRr(t)] = S[r(t)]

La expresion infinitesimal de la transformacion para angulos pequenos a < 1 a lo largo
de un eje n es
Flit)=7Ft)+d x7t) ~ 0,7t)=dxt) (1.9)

aqui @ = an. La variacion de la accion resulta entonces
dS|7, 0s7] :m/dtf-chF:O (1.10)

donde hemos usado que 7+ (@ x 7) = 0 y que 0,V (|F]) = 0 en virtud de &;|7] = 0. En este
ejemplo, K = 0.

Para hallar la cantidad conservada ). asociada a la simetria (continua) (1.3) Emmy
Noether comienza analizando variaciones arbitrarias d¢* de una solucién de las ecuaciones
de movimiento (1.2). Denotando dicha solucién como ¢'(t) tenemos

501540 o s = 3510056 0)] = [y (UL )y

El término de borde en (1.6) resulta de haber evaluado 6S en una transformacion de
simetria d,¢' y una trayectoria arbitraria ¢‘(¢). El término de borde en (1.11) resulta

11



de evaluar §S para una solucién de las ecuaciones de movimiento ¢'(t) y una variacién
arbitraria de la trayectoria d¢‘(t). De manera que si tomamos ¢'(t) = ¢'(t) en (1.6) y
6q'(t) = 05¢'(t) en (1.11) ambas expresiones coinciden, restdndolas obtenemos

d aL(?’qZ?t) 7 VY d .
/dtﬂ ( aql 5sq K(q 4 ) ~ EQJon shett = 0 (112)

con o
OL(q",¢', 1)

¢’

Toda transformacién de simetria d,¢'(t) da origen a una carga conservada Q. al ser

Carga de Noether : Q.q', ") = 6s¢' — K(¢'.q") (1.13)

evaluada sobre las soluciones de las ecuaciones de movimiento. Este resultado se conoce
como primer teorema de Noether en mecanica clasica.

Ejemplo. Simetria conforme. Consideremos la accién para una particula de masa m bajo
la influencia de un potencial cuadratico inverso

S(z) = /dt Gm'? - %) (1.14)

La ecuacién de movimiento es 5
. (6%
mi=—3 (1.15)
Puesto que el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, la energia total se

conserva . N
— 5.2
E = gma + o (1.16)

El potencial cuadrado inverso presenta invarianzas adicionales asociadas a la simetria
conforme. Consideremos en particular la transformacion de dilatacion, convencionalmen-

te dada por
t o= =X, zt) — () =VAx(t) (1.17)
que implica
dx d , . d\Az) 1 dz
i — () = = 1.18
i 7 w0 T A (1.18)
Es facil ver que estas transformaciones dejan invariante la accion
Sla] —s S’ = /)\dt Lo 2 g (1.19)
N 2N A2) '

12



satisfaciendo nuestra definicion (1.4).

En este punto es importante indicar que para hallar las transformaciones a nivel
infinitesimal seguiremos el punto de vista discutido en [5]. Esto significa que debemos
evaluar los campos en el mismo punto

dsx = ' (t) — x(t) .
De (1.17) tenemos
t
2 (t) =V (X)
escribiendo A =1+ ¢+ .... con € < 0 resulta

s (t) = o' (t) — a(t) = —€ (t& — ix) (1.20)

2

donde ademas resulta
Ssa(t) = —e (ti + i)

Luego,
e 1
dS[x, dsx] = /dt ma 0gd + 204—35317>
2t —x
= e/t[mt:m%— :L“)~|—a 3 ]
x
d at
= dt= _
[ { ( )5
d
= dt—I|t
€ / il ).
El término de borde resulta K (x,%) = —etL. Luego, la carga conservada (1.13) resulta
Qe = ¢ [mex —t < mti? + )] (1.21)

Es facil ver que, usando la ecuacién de movimiento (1.15) la carga se conserva

dQ.

?J on shell = 0 (122)

13



1.1.2. Teoria de campos

La definicion de simetria en el contexto de teoria de campos es una extension directa
de la definicién de mecanica clésica, es decir, una transformacién que deja invariante
la accién a menos de un término de borde. En otras palabras, a orden infinitesimal las
simetrias continuas de una teoria de campos ds;¢(x) son tales que para configuraciones
arbitrarias ¢(x) (off-shell) la variacién de la accién resulta

5,5 1= S[¢ + 6s6] — S[¢] = / 'z ,K"(6,0,8) Ve (1.23)

eventualmente denotaremos el término de borde como K* = KH(¢,0s¢). Aclaramos
nuevamente que K* estd evaluado para una transformacion de simetria, pero la igualdad
vale para toda configuracién de campos ¢(z) satisfaga o no las ecuaciones de movimiento.

Como discutimos en la seccién anterior, la transformacion de simetria se define como

5s¢<x) = ¢/(l’) - ¢($), (1'24)

esto es, evaluando los campos en el mismo punto z. Enfaticemos que, siguiendo [8], ain
en el caso de transformaciones asociadas a cambios de coordenadas, las transformaciones
siempre se pueden pensar como transformaciones actuando en los campos sin cambio
alguno de las coordenadas. Este punto de vista resulta muy 1til a la hora de hacer las
cuentas.

Consideremos una accién para un campo escalar

Slé] = / & L(, 0,0) (1.25)

donde L es una densidad lagrangiana, no un escalar. Es decir, incorporaremos el factor de
volumen en la definicién del lagrangiano, i.e. L(¢, 0,6) = /—g L($,0,¢) con L(¢p, D)
un escalar.

Para variaciones arbitrarias d¢, la accién cambia como

(oL oL
s510.60] = [ e (S04 50 5000,0))

— /d%; (B—g — 0, (%)} 5¢) + /d%aﬂ (f‘ﬂg—i@5¢> (1.26)

14




donde en el segundo renglén hicimos partes en 0, y usamos que 60 = 9¢. El primer
término de (1.26) define las ecuaciones de Euler-Lagrange
oL oL
By =0, () %y
o)) 09
De manera que si evaluamos (1.26) para ¢ que satisface las ecuaciones de movimiento',
para d¢ arbitrario obtenemos

(1.27)

5S|[0, 60) = / d'r 0, (%M) (1.28)

A partir de esta expresion definimos el potencial presimpléctico
Potencial presimpléctico: ©* := a—L&b (1.29)

9(0u9)

aqui ©* = ©#(¢, 6¢). Sin embargo, més generalmente podemos pensar al potencial pre-
simpléctico ©* evaluado en configuraciones arbitrarias que no sean solucién de Euler-
Lagrange, esto es ©O" = OF(¢p, d¢).

Evaluando (1.23) en ¢, (1.28) en d,¢ y restando, obtenemos la corriente conservada.
El primer teorema de Noether en teoria de campos resulta

au']uJ on shell — O donde JH(¢7 5s¢> = @M<¢> 55¢) - Ku(QS? 5s¢)

oL .,

Es solo al evaluar J* on shell que la corriente resulta conservada. Esta es la razén por
la que enfatizamos la dependencia

aﬂjﬂ(&) 6s¢) - 0
Puesto que en componentes, la ley de conservacion toma la forma
at JO == —ﬁ : j7

Integrando de ambos lados en un cilindro 4-dimensional M =1 x ¥ con I = (¢;,t) un
intervalo temporal, ¥ la hipersuperficie ¢ = const. (ver figura 1.1) y usando el teorema
de Gauss resulta

LColoquialmente decimos evaluando la variacion on-shell.

15



.

redQdt 7

Figura 1.1: Cilindro 4-dimensional M

/d4a:8tJ0:—/ d‘*:cﬁ-f:—/ J-dA (1.31)
M M Ix0%

Si asumimos que el flujo a lo largo del borde 9% es nulo, el lado derecho de la igualdad
es cero. Puesto que el lado izquierdo de esta expresién nos da el flujo de la 4-corriente a
través de las superficies espaciales YJ; con t = const. tenemos que

0= / d*z 0,J° = Q(ty) — Qts)
M
donde
Qt) = / d*x JO(t, ) (1.32)
¢
Concluimos entonces que
d
—Q(t)=0
20U
La existencia de una carga conservada depende entonces de que los campos decaigan

suficientemente rapido en el borde de . En el contexto BMS deberemos rever esta
hipotesis.

16



Ejemplo. Campo de Klein-Gordon. Consideremos el lagrangiano de Klein-Gordon para un
campo escalar complejo en espacio plano?

L(¢,0¢) = —0,0*0"¢ — m*¢*¢ (1.33)

Es facil ver que el lagrangiano es invariante frente a transformaciones del grupo U(1)
actuando sobre ¢ como un cambio de fase global

¢ (z) =e0(z) » (L +ia)p(x) ~ 06 =iag, a<1

asimismo
¢*'(x) = ¢"()eT = ¢ () (1 —ia) ~ 00" = —iag’ (1.34)
En este caso, K* = 0, por lo tanto, de (1.30) tenemos fijando o = 1,
T %5@ " %(w (1.35)
= 0"¢"(i¢) + 0" Pp(—io") (1.36)
= (09" ¢ — ¢ "9) (1.37)

Es facil ver que usando las ecuaciones de movimiento de los campos
O—m?)g=0, (O-m’¢" =0
la corriente (1.37) se conserva
Ol =0 (1.38)
1.2. Simetrias locales

Las simetrias de gauge tienen un rol fundamental en la formulacion de las teorias de la
fisica fundamental. Todas las interacciones fundamentales de la fisica estan descritas por
lagrangianos que poseen invarianza de gauge. Las teorias de gauge estan caracterizadas

2A lo largo de la tesis nuestra convencién para la signatura de la métrica es mostly plus, i.e. (—+++)

17



por poseer simetrias locales, esto significa que son invariantes frente a transformacio-
nes que dependen de funciones arbitrarias de las coordenadas del espacio-tiempo. Por
ejemplo, cambios de gauge en electromagnetismo

Au(z) — A (x) = Au(x) + 0ua(r), V ar) (1.39)
o difeomorfismos en relatividad general

L 9z Oz ,
Gul®) = Gul) = oo gasle), V(@) (1.40)

Es en este contexto que discutiremos como asociar una cantidad conservada a estas
invarianzas [4].

Supongamos que tenemos una transformacion de nuestros campos dindmicos depen-
diente de un parametro arbitrario €, la denotaremos d.¢. Si esta transformacion deja la
accién invariante a menos de un término de borde, decimos que tenemos una simetria
local. A nivel infinitesimal escribimos

dS[p, 0.0] = B, Ve=ce(x) (1.41)

donde B es un término de borde. El segundo teorema de Noether consiste en estudiar
las consecuencias de esta hipotesis.
Evaluando la variacion de la accién para d.¢ tenemos

35(0.6.0] = [ 0 [B@)5.0+0,0'(6.0.0) = B, Ve=ca) (142

Aqui E(¢) son las ecuaciones de movimiento (1.27) y la aparicién de una derivada parcial
en el segundo término se debe a que hemos considerado a L(¢, d¢) como una densidad
(ver comentario debajo de (1.25)).

El analisis de Emmy que conduce al segundo teorema de Noether comienza supo-
niendo que €(x) tiene soporte compacto, esto significa en primera instancia que vamos a
descartar todos los términos de borde, por ejemplo el segundo término de (1.42). Ademés,
por simplicidad, vamos a asumir que la variaciéon de los campos no contiene términos de
orden mayor o igual a dos en las derivadas de €(z), es decir, asumimos que

0cp = f(P)e(x) + f1Oue(x),  Ve(z) (1.43)

18



Reemplazando esta expresién en (1.42), resulta
0=3506.0.0 = [ d' E(G) (f(@)e(w) + f10,e(0)
= [ @2 {E@7(0)e(w) + ,fc(a) ' E@)) - @) E@)
— [ @ {B@16) - 0B @) Vela) (1.44)

donde usamos partes para obtener la segunda linea y descartamos el término de borde
para llegar a la tercera. Asimismo el cero del lado izquierdo se sigue de asumir que
la accién es invariante frente a la transformacién local (1.43) a menos de términos de
borde (denotamos este hecho con ...=0). Como €(x) es arbitrario, concluimos que las
ecuaciones de movimiento satisfacen relaciones no triviales

Identidades de Noether :  E(¢)f(¢) — 0.(f"E(¢)) =0 (1.45)

Estas relaciones se conocen como identidades de Noether y nos dicen que para toda teoria
que admita simetrias locales, las ecuaciones de movimiento no son todas independientes
entre si. Es importante enfatizar que este resultado vale off shell.

Dado que el primer término de (1.42) tiene que coincidir con (1.44) a menos de
términos de borde (que no estuvimos considerando), tenemos que

E(0)0cp = e(z)(E(9)f(9) = Ou([*E(9))) + 0uS",  Ve(x) (1.46)

Aqui S¥(¢,6.¢) da cuenta de los términos de borde. Por otra parte, esta identidad tam-
bién nos dice que S* es proporcional a las ecuaciones de movimiento E(¢) y a sus
derivadas. Es decir, que la corriente S* se anula on shell,

SH =~ 0.

Usando las identidades de Noether (1.45) en (1.46) obtenemos el segundo teorema de
Noether, que toma la forma

2% teorema de Noether : E(¢)dcp = 0,5", Ve(z) (1.47)

Consideramos a continuacién las consecuencias del 2% teorema de Noether para la
corriente J* definida en (1.30). Para ello, notemos que (1.26) evaluada en la simetria
local é.¢ coincide con (1.23). Igualando ambas expresiones obtenemos (off shell)

E(¢)ocp = —0,J", Vo(x),e(x) (1.48)
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Es importante volver a enfatizar que J* = J#(¢, d.¢), o sea, evaluada en la simetria local,
pero para configuraciones arbitrarias, esto es, off-shell. Esta es la razén por la cual la
corriente parece no conservarse. Naturalmente si hacemos ¢ — ¢ en (1.48), satisfaremos
las ecuaciones de movimiento, el lado izquierdo se anulara y la corriente se conservara.

Ahora bien, insertando el segundo teorema de Noether (1.47) en (1.48) obtenemos
un resultado sorprendente para la corriente de Noether definida en (1.30)

Ou(JH+S5*) =0, Vo(r),e(x) (1.49)

Esto es una corriente conservada off shell! En virtud del lema de Poincaré resulta que
podemos escribir

JH+ St =0,k (1.50)
con kM = —EY! un tensor antisimétrico, en principio arbitrario. El tensor k*¥ se conoce
como superpotencial. Evaluando (1.50) on shell, encontramos el resultado esperado

Corriente de Noether para simetrias locales :  J" ~ 0, k!™”. (1.51)

La corriente de Noether J* asociada a simetrias locales al ser evaluada on shell resulta
ser una derivada total! Alternativamente solemos decir que la corriente de gauge on shell
se expresa en términos de un superpotencial. Sin embargo, de la deduccién de (1.51)
observamos que el superpotencial £ esta totalmente indeterminado, esta ambigiiedad
serd discutida en el proximo capitulo usando el formalismo de espacio de fase covariante.

Concluimos esta seccion analizando la construccion de la carga asociada a J*. Definiendo
la carga de la manera usual, es decir, integrando el flujo de la 4-corriente en una superficie
de Cauchy, tenemos

0. ::/Judzuz/ayké“’dguzf Kt do,, (1.52)
) ) %

aqui d¥, = (d"'z), y do,, = (d"'x),, son los elementos de volumen sobre la hiper-
superficie espacial ¥ y su borde ¢ = 03 respectivamente. La expresién para la carga es
ambigua pues a la 2-forma £ siempre podemos sumarle una forma cerrada k" (cf.(2)).
Por lo tanto, si queremos definir univocamente una carga ()¢ asociada a una simetria
local &(z), necesitamos desarrollar mas formalismo. EL formalismo CPS que discutire-
mos en el proximo capitulo definird univocamente la cantidad k’g " a partir de una dada
simetria. De esta manera, la carga ()¢ quedard completamente determinada.

A continuacion discutiremos dos ejemplos paradigmaticos donde mostraremos de forma
concreta lo discutido en esta seccion.
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1.2.1. Electromagnetismo

La accion de Maxwell se escribe como
S14.] = — / e Fpy F™ (1.53)
La transformacién de gauge estd dada por (1.39) que a nivel infinitesimal toma la forma
0A,(x) = 0ue(x), Ve(z) (1.54)

Al variar la acciéon obtenemos
1
0S[A,,0.A,] = —i/d"x Fro.F, = —/d”x F'o,0.A,
= —/d”x F*9,,0,e =0 (1.55)

donde en la ultima igualdad usamos que F'*" es antisimétrico.
Por otra parte, para variaciones arbitrarias 0A,, del dltimo término de la primera
linea tenemos, haciendo partes en J, y usando las ecuaciones de movimiento

9, F" =0
tenemos que
55[[1,“ 0A,] = —/d”:v QM(FW(SAV). (1.56)
De donde reconocemos que
' = —FM"§A, (1.57)

Podemos verificar ahora las distintas afirmaciones discutidas arriba:

» 2do teorema de Noether: puesto que d.A, = J,¢€

EV(A)6.A, = 0,F" 0,6 = 0,(e(x)0, ") —€(2)0, (0, F*) = 0, (e(x)0,F*) Ve(x)

(1.58)
Aqui E*(A) denota la ecuacién de movimiento para A,. De (1.58) vemos que se
verifica (1.47) donde la corriente S* es
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St = e(2)0,F" ~ 0 (1.59)

y vemos que efectivamente es proporcional a las ecuaciones de movimiento, por
lo que on shell se anula. Ademds, comparando (1.58) con (1.46), obtenemos las
identidades de Noether para electromagnetismo, que son

8,0, F" =0 (1.60)
que es cero off shell por contraccién de indices de Lorentz.

Corriente de Noether: como el lagrangiano es invariante de gauge no tenemos término
de borde y K* = 0. Luego, de (1.57) tenemos

JH(A,, 0.A,) =0 = —F" 9,e = —0,(e "), con €= ¢(x) (1.61)

verificando (1.51). Mas atn,

kM = —e(x) F* (x) (1.62)

€

Aqui denotamos con una barra al superpotencial para manifestar que depende de
una solucion de las ecuaciones de movimiento. Naturalmente siempre se le puede
sumar una 2-forma arbitrarial

Carga de Noether: a partir de (1.52) tenemos

0=~ f Winy -~ P e 0
ox ox

que en principio da origen a un numero infinito de cargas debido a que €(z) es
arbitrario. Este problema es analizado en profundidad en [9]. Ademds, notemos que
el valor de la carga depende de cémo decae €(z) en el infinito. Como comentario
final, notemos que para € = const. en R obtenemos

Q. :/ dx J° = / dx O;(eF™) = 67{
R3 R3 S

Esto es la carga eléctrica usual donde E denota el campo eléctrico. De manera

F4S; = 67{ E-dS.  (1.64)
S

2 2
oo oo

que recuperamos la ley de Gauss, donde el flujo de campo eléctrico a través de la
superficie 5% es proporcional a la carga encerrada.
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1.2.2. Relatividad general

La accién de Einstein-Hilbert se escribe como [4]

Slow) = 157 [ v/ Rlg) (1.65)

Variando (1.65) con respecto a la métrica g,, obtenemos (a menos de un término de
borde que discutiremos mas adelante)
55[,9#1/] vV —3 %

— - 1.
5 e (1.66)

De donde obtenemos las ecuaciones de movimiento

N/ — N/ — 1
Ecuaciones de Einstein :  E(g,,) := —ﬁG’“’[g] =~ lerC (R‘“’ — E‘QWR) =0
T Y

donde G*[g] se llama tensor de Einstein.

Analizaremos a continuacion el segundo teorema de Noether en el contexto de gra-
vedad pura. La accién (1.65) es invariante frente a cambios generales de coordenadas o
difeomorfismos (1.40) que a nivel infinitesimal, se escriben como

OeGur = LeGuw
= V.5 + V.&,, Ve, =Eu(x) (1.67)

con £ = &0, el campo vectorial generador del difeomorfismo. A fin de verificar el segundo
teorema de Noether computamos

5_5 _ V9 wo_ vV Y n Y %
5gw,5£g’“' = ( ué) G* =0, ( el &G + G &V,.G", V()

8rG
(1.68)
que, comparado con (1.46) permite identificar la identidad de Noether como

V,G" =0 (1.69)

que, como mencionamos, es una identidad que vale off-shell. A esta identidad se la conoce
como identidad de Bianchi. Asimismo, esta expresién nos permite identificar a la corriente
S de (1.46) como

nwo__ \/_ uy
St = G&,G (1.70)
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que, efectivamente, es proporcional a las ecuaciones de movimiento, por lo tanto
St = 0.

Resta calcular la corriente de Noether J# definida en (1.30). Para ello, es necesario
hallar ©# que requiere considerar variaciones arbitrarias de la métrica (ver apéndice A
para los detalles), el resultado es [10],[11]

1

g | @ V=9lGudg™ + V. ((g"g"" = ¢" g°°)V,6gas)]  (1.71)

58[9/w: 5g;w] =

El primer término de la derecha de (1.71) contiene las ecuaciones de movimiento y por
lo tanto on shell se anula. Por otro parte, el segundo término es una derivada total que
nos permite identificar

_V_g(guagl/ﬁ _ g"”gaﬁ)vyégag (1.72)

©*(g,0g) = 6mC

Evaluando © para la transformacién local (1.67) y teniendo en cuenta la simetria en
(a3) obtenemos

©"(g,0¢e9) = % (V,(V7gH — VHEY) + 2R7ME,) (1.73)

Por otro parte, el término de borde K* al variar accién frente a la simetria es (cf.

(A.10))

1

6S[Gyuws OeGpn] = e d*z /=g V(6" R)

de donde obtenemos

/_g M
= 1.74

167TG§ R (1.74)
Insertando (1.73) y (1.74) en la corriente de Noether (1.30) resulta®

K" (G 0¢Gpur)

v—9g v —4g
12 v J Vepo Wev vV I v
J (guma&guu) 167 vl/(v 5 \% f )+ 87TGG fl/ (1'75>

que gratamente satisface (1.50)

JH 4 51 = m@vy(vvgﬂ — VHeY) (1.76)

3Notar que la expresién (1.75) estd definida para configuraciones off shell.
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Evaluando esta expresién on shell nos permite reconocer el término superpotencial como

2-fi K : kb = —9 (Grev — rer 1.
orma de Komar kg 1~67TG(V & —Vren) (1.77)

Esta expresién se conoce como la carga de Komar. La carga asociada resulta

— \/__g eV viZ
Q5 - _167TG 82(vuf -V Sll) do_w/ (178)

En el dltimo capitulo discutiremos el concepto de vectores de Killing asintéticos, estos
seran los difeomorfismos que naturalmente darén origen a cargas conservadas no triviales.
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GLOSARIO Y FORMULAS IMPORTANTES

L(¢,0¢) : lagrangiano usual, es un escalar.
L(¢p,0¢) = \/—gL(¢,0¢): es una densidad.
Da origen a expresiones variacionales con derivadas parciales.
. ¢, g, configuraciones arbitrarias off shell.
.0, g configuraciones on shell.
. 0¢,0g,, : variaciones arbitrarias de la configuracién del sistema.
059, 0sg,, : variaciones correspondientes a una simetria global.
. 0¢0, 6.9, : variaciones correspondientes a una simetria local, i.e. € = €(z).
. KP(¢,05¢): término de borde asociado a una simetria (ver (1.23)).
. A= B: Ay B difieren por un término de borde
. Ax=B: Ay B coinciden on shell.
. Q.: carga de Noether conservada asociada a J.¢.

. Primer Teorema de Noether
oL

Corriente de Noether: J* =

Isp(x) — K~ |0, JJM =

9(0u9)

. Segundo Teorema de Noether

E(¢)0c¢ = 95" (E(9), 0)

. Teorema de Noether 1.5 (simetrias locales):

T =0k, K =~k s Qe KA1

ox

. Corrientes de Noether:

22

Electromagnetismo : eF“”) donde €= ¢(x)

22

Relatividad general : V,(VVEr — VHEY)

El slogan es:

“Global symmetries lead to codimension-1 (volume) charges,
whereas gauge symmetries lead to codimension-2 (surface) charges.”
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Capitulo 2

Formalismo de Espacio de Fases
Covariante

La gravitacién tiene un carédcter distinto al de los campos de materia usuales. Los
campos de materia normalmente tienen un tensor de energia momento 7}, simétrico y
(covariantemente) conservado que permite dar una nocién de energia local. Esto se debe
a que se formulan sobre un fondo geométrico fijo. En presencia de un vector de Killing
k* para la métrica de fondo, es facil mostrar que la corriente

Tt =T, K

estd conservada. Asumiendo las condiciones usuales de ausencia de flujo en el borde de
Y, una superficie de Cauchy, la expresion

Qk:/ZJ“dEH (2.1)

define una cantidad conservada asociada al vector Killing k*.

Sin embargo, el principio de equivalencia impide una nocién local de energia para la
gravedad. Esto se manifiesta explicitamente al no existir un tensor de energia momento
bien definido para la métrica [10] [12] [13]. Por lo tanto, el método descrito arriba no se
puede usar para calcular cantidades conservadas a configuraciones puramente gravitato-
rias. [14]

En este capitulo estudiaremos el formalismo de espacio de fases covariante (covariant
phase space formalism, CPS). Este formalismo resulta extremadamente 1til en teorias re-
lativistas invariantes bajo difeomorfismos, porque preserva manifiestamente la covarianza
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dentro de un enfoque canénico. Como veremos, el formalismo permite definir expresiones
para las variaciones de las cargas asociadas a simetrias de gauge. En el caso de que estas
variaciones resulten integrables, obtendremos una expresion no ambigua para las cargas
asociadas a simetrias locales.

2.1. Estructura simpléctica

A continuacién presentaremos un método general y sistemédtico para calcular cargas
asociadas a simetrias locales basado en la construccién de un espacio de fases covariante
para teorias de campos relativistas [15] [16]. La construccién de la estructura simpléctica
en el espacio de fases covariante hace uso del lagrangiano que define el contenido de
campo y la dindmica de la teoria. Esta construccién no guarda relacion con el enfoque
canénico tradicional y, por lo tanto, produce resultados covariantes.

Denotamos con F al espacio de configuraciones de campos ®(z) que satisfacen con-
diciones de contorno dadas en el borde del espacio tiempo M. Cada configuracién de
campos ®(x) en M corresponde a un punto en el espacio F. Una configuracién arbi-
traria @ en principio no satisface las ecuaciones de movimiento. Las configuraciones que
satisfagan las ecuaciones de movimiento, ®, formardn un subespacio que, atendiendo a
la notacion del capitulo anterior, denotaremos como F C F.

El operador § con el que solemos representar las variaciones de un campo puede
considerarse una derivada exterior en F. La identificacion es la siguiente: dado que una
dada configuraciéon ® es un punto en F, una pequena variacién 0 es un vector en el
espacio tangente TeF. Entenderemos los simbolos ®(z) y d®(z) como denotando los
valores numéricos del campo y su variaciéon en x € M respectivamente. Una 1-forma
sobre F es una funcional lineal de T F a R o C, por lo tanto, es una transformacion
de @ al nimero 0®(x), con x € M. Abusando la notacién, decimos que §®(z) es una
1-forma sobre F. De esta manera, 0 actia sobre una 0-forma F' para dar una 1-forma
0F sobre F que podemos representar como

(0F)(®) := /M d"z 5<I>(x)%](;)

Resulta entonces que  es una derivada exterior sobre F pues es posible mostrar con un
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tratamiento mas riguroso, que [17]
i. =0
1. ¢ satisface Leibniz.
iti. 0 mapea k-formas en (k + 1)-formas. (2.2)

Resultara 1til la siguiente prescripcién para relacionar a ¢ vista como una derivada
exterior en F y a ¢ vista como una variaciéon sobre M

§(F(D,6)) := 6, (F(®,5,®)) — 6(F(®, 6,)) (2.3)

La accién de 9 en el lado izquierdo corresponde a la derivada exterior en F, mientras que
en el lado derecho §; representan variaciones independientes del campo 6;P(x), 0o®(x)
que naturalmente satisfacen (8;)? # 0 y conmutan entre si. Es inmediato verificar que
esta regla implica

820 = §16,® — 0,0,P =0 (2.4)

Asimismo, denotaremos con d a la derivada exterior usual en M. Las derivadas exteriores
0 y d conmutan entre si.

Comenzamos asumiendo que tenemos una densidad lagrangiana L(®,0®) de una teoria
de campos que presenta simetrias locales. Definimos el potencial presimpléctico O(®, §P)
a través de la variacion del lagrangiano

SL(®,00) = E(D)0D + dO(P, §P) (2.5)
donde E(®) son las ecuaciones de movimiento
E(®)~0 (2.6)

A partir del potencial presimpléctico definimos formalmente la corriente simpléctica como
w = 00. En la representacion espaciotemporal w toma la forma

Corriente simpléctica : ~ w(8; D, 02®, P) = 61 (O(D, 5,P)) — 62 (O(P, 6:P)) (2.7)

La corriente simpléctica satisface una propiedad muy importante: si ® es solucién de las
ecuaciones de movimiento y 6;®, 6o ® son variaciones que satisfacen las ecuaciones de mo-
vimientos linealizadas alrededor de ®, entonces w es cerrada en M, sobre configuraciones
y variaciones on shell

dw(6,®, 5,®, @) ~ 0, P,5,® € F
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Efectivamente, usando (2.5) y el hecho de que las variaciones d1, o conmutan, tenemos
dw((51<D 52(13 (I) = (51 (d@ (I) 52 ) — 52(d®(q) (51 ))

_5152 c1>a<1> M@ —5251 (®,00) — E4)5,9)

A partir de la corriente simpléctica definimos la forma simpléctica de Lee+Wald (LW)
Lee+Wald symplectic form :  Q(0, P, 6,P, P) := / w(61®,6,P,®), V&, 5P cF (2.9)
b

donde ¥ es una superficie de Cauchy. La forma simpléctica (2.9) no dependerd de X si
asumimos que se cumple (2.8) y que no hay flujo de w a través de 0¥ [18]. Resumiendo,
la forma LW evaluada sobre soluciones de las ecuaciones de movimiento, o sea el par
(F,€), constituye un buen espacio de fases, este es el CPS. Concomitantemente, las
variaciones 0® que satisfacen (2.6) a orden lineal, describen el espacio tangente Tx.

2.2. Cargas en CPS

A continuacién analizaremos la posibilidad de construir una carga (o hamiltoniano H,
en la jerga simpléctica) que genere una transformacién dada 6.®. Es decir, nos gustarfa
encontrar en CPS el andlogo del generador ¢, que en el formalismo hamiltoniano usual
realiza la transformacion a través del corchete de Poisson (forma simpléctica)

0P ={P,Q¢}

2.2.1. Hamiltoniano

Para fijar ideas consideremos la transformacion de simetria sobre los campos de la teoria
asociada a un difeomorfismo &*
0¢P = LD
A esta transformacion podemos asociarle una cantidad
= / w(6P, 0:P, @)
b

_ /2[5(9@,5@)) L (0(D,60))]. (2.10)
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La notacién § quedara clara mds adelante, pero, asi como en termodindmica, manifiesta
la posibilidad de que la variacién no sea exacta. Aqui H, de ser integrable/exacto,
corresponderd al generador hamiltoniano de la transformacién de simetria 9.

Si para la transformacion de simetria la forma () se anula idénticamente para toda
configuracién ® € F, diremos que la transformacién 6@ es una transformacién de gauge
pura (o corta)

5¢® puro gauge < Q(6®,6:9,0) =0, VP,0:P € F

Esto significa que las soluciones conectadas por 6¢® son fisicamente equivalentes. Sin
embargo, como veremos en el siguiente capitulo, en presencia de bordes existen trans-
formaciones de gauge impuras (o largas) que actian no trivialmente sobre el espacio de
soluciones fisicas.

Un resultado importante para todo el desarrollo que sigue es observar que la relacion
(2.8) implica que sobre el espacio de soluciones existe una cantidad k¢ tal que

dw(6D, 0D, @) =~ 0 ~» w(dP,0:P, D) ~ dke(6P, D) (2.11)

Esta es la relacién fundamental del formalismo, insertdndola en (2.10) obtenemos
FH: = ?{ ke (0D, @) (2.12)
ox

2.2.2. Integrabilidad

Asumiendo invarianza bajo difeomorfismos, hemos mostrado que todo campo vecto-
rial § tiene asociado una variacién §He. Estudiaremos ahora las condiciones de compati-
bilidad para la existencia de H;.

Decimos que la carga §H, es integrable, si existe H tal que 6He = §H. La condicién
que garantiza que (2.10) resulte integrable es

FH es integrable sii 0§He =0 ~ (0102 — 0201)He =0 V6,P,5,d € F  (2.13)

Se puede mostrar que la condicién de integrabilidad (2.13) es equivalente a (ver app. B)

g : (U((Slq), (52@, (1)) ~0 (214)
[2)>
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Si se satisface esta condicion, entonces la variacién es integrable y existe He

Hg@):[p 5H§+H5(<I>0):[I) ézkg(a@,cpwﬁg(cpo) (2.15)

La integrabilidad implica que el resultado sera independiente del camino que elijamos
para conectar @5 — ® en el espacio de fases. El término H¢(®() es una constante de
integracion que deberemos fijar convenientemente con una soluciéon de referencia.

2.2.3. Conservacion de H;

Consideremos el cilindro solido que conecta las superficies de Cauchy ¥, y Yo de
bordes 031 y 0% en la fig.1.1. Topoldgicamente la superficie lateral del cilindro tiene la
forma B = I x 0%, donde I representa el intervalo temporal.

Asumamos que se cumple la condicién de integrabilidad (2.13). Es evidente que la
carga H¢ estara conservada bajo deformaciones continuas de 0¥ si y solo si las condiciones
de contorno garantizan que

Conservacién :  dke (00, ®) |z~ 0

es decir, si

La interpretacion de esta ecuacion es inmediata, la carga se conservara si no se pierde
flujo de w a través de B.

Demostracién: impongamos la condicién de conservacién (2.16) para la carga He calculada, a tiempos
distintos, en dos superficies de Cauchy 01X y 0o%

] ol o} [
0= HgJBIE — H§J822 = / % ke —/ 7{ ke = / / dke ~ / / w (2.17)
Py JOH T Dy JO T Py /B oy JB

donde usamos el teorema de Stokes en el borde del cilindro 5. De manera que la condicién suficiente
para la conservacién es (2.16).
Notemos que para vectores de Killing, tenemos que

559;“/ = Cﬁg;w =0, Ve e M (218)

y por lo tanto w(d®, 0P, ®) = 0 idénticamente en toda la variedad y las cargas asociadas a dichos
vectores de Killing resultaran autométicamente conservadas.
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Para el caso de vectores de Killing asintéticos, la expresion (2.18) solo vale en el régimen asintético,
es decir, cuando r — oo que es precisamente lo que necesitamos en (2.16).

Concluimos entonces que la condicién (2.16) es suficiente para garantizar la conservacién de las
cargas asociadas a Killings y Killings asintéticos.
Caveat: para el caso de vectores de Killing asintéticos es necesario un analisis detallado de la forma
precisa de los decaimiento a fin de garantizar la ausencia de flujos.

2.3. Carga de Noether+Wald

En esta seccién haremos contacto con lo discutido en el capitulo anterior. Definiremos
la corriente de Noether+Wald en (2.22) que serd una re expresion de la corriente de
Noether definida en (1.30). A partir de ella definiremos la carga de Noether+Wald en
(2.25) que coincidird con (1.52).

Consideremos la variacién (2.5) para un difeomorfismo &
0¢L(®,00) = E(P)0:P + dO(P, 6. D) (2.19)

Puesto que L es una densidad escalar, tenemos que d¢L = L¢L. Usando la férmula magica
de Cartan para la derivada de Lie sobre formas

,ng = d(lg(&]) + Zf(d&))
obtenemos, denotando icw = & - w
deL=LL=d - L)+&-d0=d(€- L) (2.20)

donde dL = 0 por ser L una forma de rango maximo (ver app.C). Reemplazando (2.20)
en (2.19), obtenemos

dO(®,5:D) — d(€ - L) = —E(P)5ed (2.21)

Esta expresién es una reescritura de (1.48) en notacién de formas diferenciales. Una
observacion importante es que el lado izquierdo resulta conservado on shell

E(@)~0 ~ d(6(P,6P)—¢-L)~0.

De manera que (2.21) sugiere definir la corriente de Noether+Wald asociada a difeomor-
fismos como

Corriente de Noether4+Wald : Je = 0(P,0:P) —¢- L (2.22)
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Puesto que para configuraciones on shell tenemos

dJe = 0 (2.23)
concluimos por el lema de Poincaré que existe una densidad de carga £¢ tal que

Je = dRe (2.24)

Esta es una relacion que solo vale on shell y representa una generalizacién a formas de la
expresion (1.51). La carga de Noether+Wald se define integrando la corriente J; sobre

Qe = /Jg fgzﬁg (2.25)

Esta carga coincide con la definida en (1.52).

Nota: es posible obtener un resultado off shell. El segundo teorema de Noether en lenguaje de formas
establece que para un difeomorfismo infinitesimal arbitrario &* (cf. (1.47))

E(2)6:D = dSe(®) (2.26)
donde S¢ =~ 0. Usando este resultado en la ecuacién (2.23) obtenemos
d(Je+85:) =0 (2.27)
que vale off shell. Concluimos entonces que podemos escribir la corriente de Noether como

Je = dfe — S (2.28)

2.4. Hamiltoniano H; vs. Carga de Noether-Wald Q)

Hemos introducido entonces dos objetos:

(i) El generador hamiltoniano He, a partir de la estructura simpléctica, dado por la
ecuacién (2.10), que se reduce a la expresion (2.12),
y por otro lado,

(ii) la carga de Noether-Wald, dada por la expresion (2.25) en la seccién anterior.

En esta seccion discutiremos la relacion entre estos dos objetos. Para ello, encontraremos
una expresion explicita para la cantidad k¢ (0®, ®) que aparece en (2.12). Posteriormente,
veremos si las dos cargas coinciden.
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Empezamos variando (2.22)

0Je = 0(0(®,0:P)) — & - 6L (2.29)

donde la variacién 0 no ve al £ ya que asumimos que es independiente de los campos de
la teoria. De (2.5) tenemos que para configuraciones on shell 6L = d©, luego

8. ~ 5(O(®,6:0)) — € - dO(D, 6D)
— 5(8(®, 5¢D)) — L (O(D,5B)) + d(¢ - O(®, 60)) (2.30)

donde para pasar a la segunda linea usamos la férmula magica de Cartan. Variando
(2.24) tenemos 6.J; ~ dof¢ que insertada aqui arriba conduce a

d(6Re — & O(D,00)) =~ §(O(D, 0:P)) — LO(D,5D) (2.31)

Notemos que el lado derecho coincide con w(d®, §:P, @), por lo tanto, usando la relacién
fundamental (2.11) llegamos a

ke(5D, D) = 68 — £ - O(D, 5P) (2.32)

Esta expresion permite relacionar el Hamiltoniano He dado en (2.12) con la carga de
Noether+Wald definida en (2.25). Integrando (2.31) sobre una superficie de Cauchy 3 y
usando Stokes obtenemos

FHe = 6Q¢ — 825 -O(®,09) (2.33)

De aquf concluimos que las variaciones §He y dQ¢ coinciden sélo si el dltimo término se
anula. Puesto que 0Q)¢ es integrable por definicién ya que es la variacién de @)¢, tenemos
que JH serd integrable solo si el ultimo término también lo es. En ese caso, como
mencionamos més arriba, resulta §H = 0 He. El tltimo término en (2.33), responsable
de la no integrabilidad, puede ser interpretado como un flujo de carga que se pierde a
través del borde (cf. (3.53)).

Es importante mencionar que la expresién (2.32) contiene una ambigiiedad que no
mencionamos arriba. Al escribir (2.32) podriamos sumar una forma exacta

ke(5D, D) = 68 (5D, D) — icO(5®, d) + d(-) (2.34)

donde d(-) se refiere a una posible derivada total (término de borde) que se cancela al
integrar sobre una superficie cerrada.
A continuacién veremos qué forma toman estas expresiones en relatividad general.
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2.5. Aplicaciones a Relatividad General

Para gravedad, partimos de la accién de Einstein-Hilbert

Slow) = 1gmgs | 'ev=3 R, (2:35)

donde la métrica g, es el inico campo dinamico a considerar. En lo que sigue denota-
remos la variacion de la métrica como

0Guw = hyw

De la variacién (A.2) tenemos
6S (9w, hyw] = 16 G d*z /=g [ = G"[gag] lyw + YV, ((9"* 9" — 6" °° )V hag) ]

= @ / d*z /=g [ — G*[gap] hyw + V (V1" — V*D)] (2.36)
donde los indices de h,, se suben y bajan con la métrica de fondo
he = g™ hy, h:=g" hu

Con estas definiciones el potencial presimpléctico (1.72) se reduce a

O (g.h) = 22 é(v v — IBY) (2.37)

Evaluando la variacién arbitraria h +— L¢g,, se obtiene on shell (ver (A.9))
O/ (g, Leg) ~ 1 EV (V" = V) (2.38)

Noether+Wald: para calcular la densidad de carga de Noether, comenzamos por la ex-
presién de la corriente dada en (2.22). Puesto que on shell el tensor de Ricci es nulo,
también lo es el lagrangiano. De esta manera, vemos que la corriente resulta

Luego, de (2.24), vemos que podemos identificar directamente la densidad de carga de
Noether ¢ como

Re = {é_G(V“f” VYE (A" 2T, = E/ZV”g”(d” 22) (2.40)
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Es importante mencionar que esta expresion fue obtenida en el capitulo anterior mani-
pulando las expresiones de manera informal (cf. (1.78))

Hamiltoniano: para hallar la variacion de la carga Hamiltoniana necesitamos computar el
segundo término en (2.32)
ic© = (£10Y — £'OM)(d" 1) 1

\/_
167G

g/;[gﬂv "o — EPNVR)(d" ) (2.41)

VT [V, h"T — €V h — €V 1 + €VR)(d" %),

donde en el dltimo paso usamos que (d" ?z),, es antisimétrico en (u,v) (ver (D.7)).
Procedemos ahora a variar (2.40)

36 = D/ VHE + /g V)"

1 [hy=g )

—5{ 2QV%”—vf@W@W@mv¢”+wﬂmW&%8+T@8ﬂ@w2@W
V. h ey pa v Qo ¢-p v n—2

- 87TG V 5 h Vaé- +g f 6Fap (d x)pw

\/ h 1
[ VHEY — WMV &7 + 29““ 3" (Vahye + V,hao — v(,hap)gﬂ} (d"2)

= 1'6 [hV“f" 2WHN (&Y + EP (V! Ry — V”hg)] (d" %) (2.42)
donde en la tltima expresiéon omitimos el segundo término del paréntesis, §PV ,h*", por

ser simétrico en (uv) y estar contraido con (d" 2z),, que es antisimétrico. Sigamos con
la cuenta,

8 = YL WM — 21PNV € + €7 (VIRY — VY RE)] (A" 22)

167G
— _ Ve vp B _ ¢cO(NTVHE _ NXTHRYV m—2
= D[RV 20V, 8 — €7 (VR — V)] (d" %),
_ -9 h Vel pv o V1 Uo n—2
= SVWG —5 VI + WUV — VIR | (A7) (2.43)
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Finalmente, usando (2.41) y (2.43) obtenemos para (2.32)!

ke (5B, ) = 0Re — icO

V=9

h
= 4 €V GV = €V — DV WY g (d )

1%

(2.44)

A continuacién veremos como se puede hacer uso de esta expresién para calcular cargas
conservadas en distintos ejemplos.

2.5.1. Cargas en agujero negro Kerr-AdS

A modo de ejemplo apliquemos este formalismo a un agujero negro Kerr-AdS [15],
que es una solucion de la teoria de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica negativa.
El lagrangiano de esta teoria es

1 6

donde la métrica g,, es el unico campo dindmico. La métrica del agujero negro rotante
en AdS métrica toma la siguiente forma

2 1+7l;22 2 P’ 2 P 2 2
ds® = —/Ay —= — Apf | dt —|—A—dr +A_d9 —2Apfasin” O dtdy
= r 6

—_—

2 2
+ (7‘ l— “ fa?sin® 0) sin? 0 dy? (2.46)

con

2 2G
p? =r*+a’cos’d Ar:(r2+a2)(1+%)—2GmT , = pzm’
2 2
A9:1—G—C0829 -

2 )

Consideremos el espacio de soluciones parametrizadas por los parametros m y a. Por
otro lado, G' y [ son pardmetros de la teoria. Se puede ver que la métrica (2.46) tiende
asintoticamente a AdSy.

!La expresién obtenida coincide con (2.28) en [18] y G.29 en [15]
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Para emplear el formalismo tenemos que considerar variaciones de la solucién en el
espacio de soluciones, luego

sa (2.47)

La métrica (2.46) tiene dos vectores de Killing triviales que son 0; y 0.

Energia: analicemos 0;. Para calcular §Hp, vamos a usar la expresién general para el kg
en la teoria de Einstein-Hilbert (2.44). Tomando la 2-superficie ¢ = const y r = const
con r # 0 de manera tal que la superficie rodea al agujero negro, obtenemos

4dma
E3l2

1
§Hy, = §(5m + da (2.48)
Podemos verificar que esta carga es integrable teniendo en cuenta la expresién para =
dada arriba. A tal fin verifiquemos si las derivadas cruzadas son iguales

0 — o 22a
&#“ »_E3P
0 (4ma) _ o ~  §Hy, = 0Hp,

om \ =312 =312

Tomando Hy,[®] = 0 para la solucién de AdS puro hallamos

t

Hy = o = M (2.49)

donde identificamos a esta carga como la masa de la solucién.

Rotacién: andlogamente, para el Killing d,, tenemos

o m(1+3%)
0Hy, = §(5m + Téa (2.50)
y por lo tanto ma
Hy, = — =:J (2.51)

L =2
=

identificando a la carga con el momento angular de la solucién.
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2.6. Entropia de un agujero negro como

una carga conservada

Veamos cémo podemos aplicar el formalismo CPS para calcular la entropia de un
agujero negro [15].

Si el horizonte del agujero negro es un horizonte de Killing bifurcado, podemos elegir
una superficie de Cauchy de manera tal que la superficie de bifurcacién B sea una parte
del borde. La superficie 5, dibujada en la figura 2.1, es un ejemplo de esto. En este caso
tenemos que 0% = B U °.

Veremos que podemos asociar una carga conservada a una simetria exacta de un
horizonte de Killing y que esta carga coincidirda con la entropia del agujero negro. Si-
guiendo la idea del formalismo empleado en la seccién 2.1 podemos calcular variaciones
de entropias y, de resultar integrables, podremos definir la entropia.

Definiremos la variacién de entropia como

55 = ]{ ke, (60, ) = 27 7{ ke,, (50, D) (2.52)

K

donde (y = 2%5 g con &g el vector de Killing que genera el horizonte y x la gravedad
superficial. Veremos a continuacion que la integrabilidad de las cargas depende crucial-
mente de la normalizacion del vector de Killing.
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singularity

Figura 2.1: Diagrama de Penrose de un agujero negro de Schwarzschild. H* son los
horizontes de eventos pasado y futuro, que se intersecan en B, la superficie de bifurcacién.
Las distintas Y son distintas superficies de Cauchy.

2.6.1. Entropia para un agujero negro Kerr-AdS

El vector de Killing que genera el horizonte de un agujero negro de Kerr-AdS esta

dado por
En =0+ Qu0, (2.53)
donde ,
a (1 + Tl—él>
Qy=— 7 2.54
H T%{ + a2 ( D )

con Qg siendo la velocidad angular del agujero negro medida en coordenadas asintéti-
camente estaticas y ry el radio del horizonte de eventos.
La carga asociada a £y no resulta integrable pero si lo es para el vector renormalizado
como ,
2m TH<1+(ZI_22+3§_12{_%>
Cy = ?SH con k= 207 T o) (2.55)

donde k es la gravedad superficial. Tomando una superficie compacta tipo espacio que
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rodee al agujero negro, obtenemos

(2, +a?) (12 +a2)
0H¢, = a< ai:gr >5m + 8< al;; )(5@ (2.56)

Integrando (2.56) obtenemos la carga asociada, es decir, la entropia, que es

2 2
m(ry +a
G=
Notemos que a = 0 implica = = 1 y por lo tanto, en ese caso se ve facilmente la ecuacién
general para la entropia,

A
>

2.7. Primera ley de los agujeros negros

Los sistemas termodinamicos en equilibrio permiten distintas variaciones siempre y
cuando se respete la conservacion de la energia. La primera ley tipicamente se escribe de
la siguiente manera

donde #@Q denota la transferencia de calor, U la energia interna, u,, los potenciales quimi-
cos y ¢, las demas cargas conservadas que el sistema podria tener. Esta relacion puede
ser escrita en términos de la entropia a través de la relacién de Clausius, valida para
procesos reversibles

F§Q =T6S

Los agujeros negros al ser sistemas termodinamicos satisfacen una primera ley similar
[15]. Dada una temperatura y potenciales quimicos, los agujeros negros se comportan
como un reservorio térmico. Las deméds cargas y la energia incluyen al agujero negro y
a todo lo demés que esta afuera del horizonte. Las variaciones y perturbaciones estan
asociadas con cambios en las cargas a potenciales quimicos fijos, que se pueden deber a
interacciones del agujero negro con el ambiente como en el caso en el que algo entra en
el agujero negro.
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La primera ley es consecuencia directa de la ecuacion que relaciona el vector de Killing
que genera el horizonte &5 con los demas vectores de Killing del sistema. Por ejemplo,
para un agujero negro Kerr-AdS tenemos

&y = 0, + Uy, (2.59)

donde nuevamente 2y es la velocidad angular del agujero negro medida en coordenadas
asintéticamente estaticas (la coordenada ¢ es el tiempo para un observador en el infinito),
que resulta constante para agujeros negros estacionarios.

Como se mencioné anteriormente, para que la entropia resulte una carga integrable,
hay que normalizar el vector £ apropiadamente con un factor inversamente proporcional
a la gravedad superficial (cf. (2.55))

CH = 2%(8t + QH8¢) (260)

En presencia de campos de gauge, el concepto de invarianza debe ser relajado, per-
mitiendo que los campos de gauge cambien a menos de una forma exacta frente al
difeomorfismo. En concreto, si ¢ es una isometria de la métrica, permitimos que

‘CCAM == 8M)\C ~ ‘CCFMV =0

De manera que, al hablar de transformaciones de simetria en presencia de campos de
gauge, consideraremos que la transformacién del campo de gauge involucra una compo-
sicion de un difeomorfismo y una transformacién de gauge compensatoria de manera que
si sucintamente denotamos los pardmetros de simetria como

2 0nGu = Lcg
= (¢, -\—-"0 o nIu et 2.61
! (C “ ok H) { OgAy = LAy — ke (260)
De esta manera, la composicién en 0,4, resulta ser una simetria exacta de la teorfa.
Un resultado importante es que la constante indeterminada en \: queda fijada por las
condiciones de integrabilidad a ® 5 = (- Ay, i.e. los potenciales eléctricos en el horizonte
(ver secc. 5.4.3 en [15]).

Derivacién de la primera ley: asumamos que un agujero negro estacionario d-dimensional no
extremal esta soportado por campos genéricos ®. Digamos que el horizonte esta generado
por la simetria exacta 1y, luego tenemos que, por definicién de simetria exacta,

5y ® =0
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para todos los campos ® = {g,,, A, }. Podemos construir la corriente simpléctica usando
(2.7) donde una de las variaciones sera la simetria exacta

W(6D, 5, D, ®) = 60(5,,®, ) — 5,,0(5®, D) (2.62)

Esta cantidad es nula ya que es lineal en 6,,, ®. Integrando (2.62) en una superficie tipo
tiempo (d-1)-dimensional ¥ con dos bordes cerrados y suaves 0;2 y »% que rodean el
agujero negro, obtenemos

/ (5D, 5, B, D) = / dk,, (5D, D) ]{ by (50, ) — 7{ oy (50, ) (2.63)
» ¥ nhxz [0
donde en la primera igualdad usamos (2.11). Como 6, = 0, tenemos que
$ b0 = by, (50.0) (2.64)
s

02X

y dejando de lado el subindice 1 o 2 en 0;%, podemos definir la variaciéon de la entropia

como
0S ::}{ Ky (00, ®) (2.65)
o%
El generador ng = (( s —%CI)?{) lo podemos descomponer de la siguiente manera
2 272 2
i = (—”@,0) + ( . H%O) + (0, ——”<I>H) (2.66)
K K K

Como £ es lineal en los generadores, la variacion de la entropia se puede escribir como

5S = 2_7?74 ko, (0@, ®) + 2mids % ka, (0D, ®) — Z—Wq)H]{ k1) (0P, ®) (2.67)
o% o% o%

K K K

Usando la ley cero, es decir Ty = 3= (la temperatura de Hawking), y las definiciones de
masa (2.49), momento angular (2.51) y carga eléctrica (primer, segundo y tercer término
respectivamente), obtenemos la primera ley para la termodindmica de agujeros negros

OM =TgéS + QudJ + PpdQ (2.68)

Esta derivacion vale para agujeros negros estacionarios y axisimétricos con un horizonte
de Killing. Apliquemos este resultado a un caso particular.
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2.7.1. Primera ley para el agujero negro de Kerr-Newman

El agujero negro de Kerr-Newman modela un agujero negro rotante cargado en es-
pacio plano, es una soluciéon a la teoria de Einstein-Maxwell, cuya métrica estd dada
por
A 0? (r? + a?)? a 2
ds? = — = (dt—asin® 0do)* + 5 dri 4 p*de* + sin? 6 | dp — ——dt 2.69
,02( )+ drtp L (2.69)
donde

PP i=r*+a’cos’d y A:=1r?—2mr+a®+ ¢ (2.70)
Esta solucién es la tnica solucion asintéticamente plana de la teoria, dados la masa m,
el momento angular a y la carga eléctrica ¢, que son los tnicos tres parametros de la
solucion. Esta solucién es estacionaria y axisimétrica con vectores de Killing 8, y 9. El

radio del horizonte 7 estd dado por las soluciones de la ecuacién 7% —2mry +a*+¢* = 0
ryg =m+\/m?—q¢® — a? (2.71)

La gravedad superficial, la velocidad angular del horizonte y los potenciales eléctricos

son 9 9 9
'y —q —a a qrg

2(r%4 4+ a®)ry " a+ry = r% + a?

Usando el método de soluciones en el espacio de fases podemos encontrar la masa, el

(2.72)

momento angular, la entropia y la carga eléctrica

m ma q m(ry + a?)
G Y G ) Q G ) G ( )
Para verificar la primera ley notamos que
om dma + moa dq 2n(rydry + ada)
oM = —- 0] = —— 0 =— 0S = 2.74
G ) G ) Q G ) G ( )
Luego se cumple la primera ley
2i<55 = GM — QuéJ — 0 (2.75)
™
La cual podemos verificar teniendo en cuenta que
m 1
ory = (1 + i a2> om — e ——— (gdq + ada) (2.76)

y usando la relacién (2.71).
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FORMULAS IMPORTANTES

. Variacién lagrangiano
L[®P] = E¢0D + dO(5P, )

. Corriente simpléctica
W(él(l), (SQCD, (I)) = (51 (9(@, 52(1))) - 52 (@((1), 51@))

. Relacién fundamental
(JJ((SCI), (qu), (I)) ~ dk’g(é@, q))

. Variacién generador hamiltoniano

JH: = / w(6P, 5:P, D)
b

:]{ ke(0®, @)
%
. Noether+Wald:

Corriente :  Je = O(P,0:P) — & - L = dR

Carga : ng/k:j{ Re
b2 ox

. 2-forma de lyer+Wald:
ke(6®, D) = 08 — € - O(D,09)
. k¢ en Relatividad General

V- h
ke(00, @) = 87T—C§] §V D = & VR — €N — DV Ve (dF),
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Capitulo 3

Simetrias asintéticas: grupo BMS

En la década del 60 se comenzé el estudio de las simetrias de la relatividad general
en presencia de bordes [3]. Al ser la teoria de Einstein una teorfa invariante frente a
cambios generales de coordenadas (difeomorfismos) se crefa que dos soluciones de las
ecuaciones de Einstein relacionadas por un difeomorfismo eran fisicamente equivalen-
tes. Sin embargo, en presencia de bordes, el estudio del comportamiento asintético del
campo gravitacional muestra que la situacién cambia drasticamente: el borde rompe la
covarianza general de la teoria. En presencia de bordes y condiciones de contorno para los
campos, aparecen transformaciones de coordenadas a las cuales se le puede asociar una
carga no nula, esto sugiere que dichas transformaciones serfan fisicas. Mientras que la
mayoria de las transformaciones de coordenadas siguen siendo redundancias de la teoria
con carga nula, existen transformaciones que preservan la estructura cercana al borde
y que resultan ser simetrias fisicas de la teoria. A estas simetrias fisicas se las conoce
como simetrias asintdticas. Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs (BMS), introduje-
ron la nocién de simetria asintotica y estudiaron dichas simetrias para espacios tiempos
asintoticamente planos. La motivacién de BMS era encontrar al grupo de Poincaré de
relatividad especial como el grupo de simetria de los espacios asintéticamente planos, sin
embargo, se encontraron con una extension infinita del grupo de Poincaré. A este grupo
se lo conoce como grupo BMS y generaliza las traslaciones de Poincaré con transfor-
maciones conocidas como supertraslaciones. Estas transformaciones se suelen denominar
difeomorfismos largos o vectores de Killing asintéticos y dan lugar a simetrias globales
de RG en espacios asintéticamente planos, a pesar de estar paraddjicamente construidas
a partir de invarianzas locales.
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En este capitulo estudiaremos las simetrias asintéticas de la relatividad general en
espacios tiempos asintéticamente planos incorporando en el estudio la posibilidad de
emision de radiacion gravitatoria. Para ello, estudiaremos la compactificacion de Penrose
del espacio de Minkowski e introduciremos las coordenadas apropiadas para parametrizar
la radiacion en el borde del espacio. A estas coordenadas se las conoce como coordenadas
de Bondi. A partir de los desarrollos del capitulo anterior, obtendremos una férmula que
evalua la energia radiada. Dicha férmula define la evolucion de la masa de Bondi. La
formula que obtendremos tiene una interpretacion fisica muy sencilla: establece que la
masa contenida en el interior del espacio tiempo se mantiene constante a menos que exista
emisién de radiacion gravitatoria, en cuyo caso, solo puede decrecer. Introduciremos la
nocion de simetrias asintéticas, y derivaremos las propiedades de las simetrias conocidas
como supertraslaciones. Estas resultan ser cambios de coordenadas que modifican la
solucion asintéticamente. Finalmente, utilizaremos el formalismo del capitulo anterior
para calcular las cargas asociadas a las supertraslaciones.

3.1. Meétrica asintéticamente plana

Consideremos la métrica de Minkowski que describe el espacio plano en coordenadas
cartesianas
ds® = —dt?® + da* + dy* + d2* (3.1)

Podemos escribir esta métrica en coordenadas esféricas como
ds® = —dt* + dr* + r?dQ? (3.2)

con dQ? = db? + sin? 0 dp?. Introduciendo las coordenadas nulas u =t —ry v =t +7r
obtenemos

2
ds® = —dudv + (“ 5 ”) 02 (3.3)

Un nuevo cambio de coordenadas U = arctan(u) y V = arctan(v) transforma la métrica

a
1 sin?(U — V)
2 2
Udv + !
ds o2 U cod? < aud 1 dQ > (3.4)

Los valores para los cuales diverge el factor delante de la métrica definen el borde con-

forme del espacio

Borde conforme : UV = ig
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Notemos que el dominio U,V & (—%, g) cubre u,v € (—00,00). Finalmente, definiendo
T=U+VyR=V—U resulta
1

B 4 cos?(T5E) cos?(THE)

ds?

(—dT? + dR? + sin® RdQ?) (3.5)

Las coordenadas I, R cumplen la siguiente relacién
O0<R+|T|<m (3.6)

Esto se debe a que en los limites de este dominio, el factor delante de la métrica diverge.
Esta es la definicién de Penrose para el borde conforme de la variedad.

Si descartamos el factor conforme delante de la métrica en (3.5) es posible imaginar al
espaciotiempo de Minkowski como una regién del cilindro (universo estético de Einstein)
dado por la métrica

dsygy = —dT* + dR* + sin® R dQ)?

Damos una representacién en la siguiente figura [19]

Figura 3.1: La superficie azul representa la compactificacion conforme del espacio de
Minkowski en el cilindro de Einstein R x S3.

A partir de la figura 3.1 resulta el diagrama de Penrose de Minkowski, que se muestra

a continuacién
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Figura 3.2: Diagrama de Penrose del espacio plano. Las curvas rojas son superficies de
t = const y las azules son superficies » = const. El infinito nulo futuro se denota como
I+ y el pasado Z~. Los puntos i T, i~ y i° representan el infinito futuro, el infinito pasado
y el infinito espacial, respectivamente.

Como estamos interesados en estudiar simetrias asintoticas, vamos a querer analizar
el comportamiento de los campos en ZT. Para tal fin debemos hallar un sistema de
coordenadas conveniente. Como se observa en la figura de arriba, las coordenadas ¢ y r
estan degeneradas en ZT y, por lo tanto, no resultan ttiles para una buena descripcién
del infinito nulo. En particular, cualquier par de puntos sobre Z" tienen t = co y r = oo.
Para poder diferenciar estos puntos y dar cuenta de la radiacion que sale del interior del
espacio-tiempo, introducimos la coordenada v = ¢t — r en la métrica (3.2). Obtenemos

ds* = —du® — 2dudr + r*dQ? (3.7)

La coordenada u se conoce como tiempo retardado de Bondi. Las superficies u = cte son
nulas y resuelven la degeneracién que presentan las coordenadas (¢,7) en Z*. Finalmente,
introducimos coordenadas holomorfas z y Z para representar las coordenadas angulares
sobre la 2-esfera,
_ P (4
z =e'? cot 3 (3.8)
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De esta manera obtenemos
ds? = —du® — 2dudr + 2r~y.zdzdz (3.9)
dond
onde - 5
=T )

La métrica inversa es

#722
En lo que sigue denotaremos x# = (u,r,2) con 24 = (2, 2), (A, B = 1,2). Las coorde-
nadas (u,r, z,Z) se conocen como coordenadas de Bondi. Es importante tener en mente
que hasta ahora lo iinico que hicimos fue introducir coordenadas convenientes para es-
tudiar las simetrias asintéticas del espacio plano en el infinito nulo futuro. Por lo tanto,
la métrica (3.9) es la métrica de Minkowski en coordenadas de Bondi.
Podemos representar las coordenadas de Bondi en el diagrama de Penrose como

Figura 3.3: Diagrama de Penrose del espacio plano en coordenadas de Bondi. Los conos
azules describen superficies u = cte (superficies nulas) que eliminan la degeneracién que
habia en Z* con coordenadas (t,r).

A continuacién estudiaremos soluciones de gravedad asintéticamente planas, esto
significa que nos interesara analizar soluciones que puedan contener, por ejemplo, ondas
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gravitacionales saliendo del sistema. Sera importante entonces imponer que para r — oo
la métrica se comporte asintéticamente como (3.9). Esto demandara imponer (3.9) como
comportamiento dominante en infinito. A continuacién realizaremos un anélisis detallado
para determinar los posibles decaimientos de las distintas componentes de la métrica.

3.2. Fijado de gauge y Asintética

A continuacion definiremos la nociéon de espacio asintéticamente plano. A tal fin,
impondremos un comportamiento asintético particular para la métrica, esto se hara
en un sistema de coordenadas particularmente elegido. El conjunto de coordenadas se
4

denota x# = (u,r, ), se conoce con el nombre de Bondi+Sachs, y satisface las siguientes

condiciones:
Foliacién nula: el espacio tiempo se folia con superficies nulas u = const. El vector normal
a estas hipersuperficies que denotaremos N se escribe en términos de la funcién S(z) =
U = cte como

n, = —0,5 = —0,u = (—-1,0,0,0). (3.11)
El signo menos puede entenderse para el caso de espacio plano: se introduce para que
n* =nn, = —n"0,(t—r) = (1,1,0,0) sea un vector dirigido hacia el futuro. De (3.11)

N onula ~ 0=ntn,=g¢"nn,=g" ~ ¢g"=0 (3.12)

Esta es la primera condicion que impondremos para el fijado de gauge.
Recordemos que un vector t se dice tangente a una hipersuperficie N si es ortogonal
a su normal, t-n = 0. Puesto que NV es nula, el vector normal n es también tangente.
Si resolvemos las curvas integrales del vector normal en N
% =n# (3.13)
obtenemos el siguiente resultado:

Lema: las curvas integrales z#(\) para el vector normal a una superficie nula son geodési-
cas.

Demostracién: calculemos el transporte paralelo de n a lo largo de las curvas integrales (3.13). Llamando
S(z) = u a la funcién que determina la hipersuperficie N tenemos

1
NVt = gV ,0,8 = g"nPV,0,8 = V() =0 (3.14)
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donde usamos que las derivadas covariantes conmutan cuando actian sobre escalares.

Concluimos entonces que la normal a la hipersuperficie u = cte es nula, geodésica y
tangente. A lo largo de un rayo de luz, tenemos que r crece mientras que la coordenada
u es constante.

Coordenadas en el borde: vamos a pedir que las coordenadas {7} se mantengan constantes
a lo largo de las curvas (3.13), es decir

n*o, 0t = —g"oud, et =0~ g"t =0 (3.15)
Usando (3.12) y (3.15) tenemos que
0=056'=9"9uw =9"9r ~ Gw=0 (3.16)

Anéalogamente
0=04=9"ga=9"gra ~ ¢ga=0 (3.17)

Coordenada radial: finalmente vamos a pedir que la coordenada radial r sea tal que el
elemento de drea crezca como r%. Es decir, queremos que v/det g4 o< 72. Por lo tanto,
escribiendo gap = r’*hap tenemos que hap o< 1+ O(1/r). Equivalentemente

O, (det(hap)) =0, 71— o0 (3.18)

Las condiciones para la métrica (3.16), (3.17) y (3.18) fijan lo que se conoce como el
gauge de Bondi.
La métrica méas general consistente con este fijado de gauge es

ds? = guudu® + 2gdudr + 2g,adudz® + gapdr?dz® (3.19)

donde gap := r*hap con hup satisfaciendo (3.18). Notemos que el espacio plano esté
contenido en el espacio de soluciones puesto que corresponde a

Guu = -1 y  Gur = -1 y  JuA = 0 y YAB = TQ/YAB (320)

Decaimientos: el siguiente paso es determinar el rate de decaimiento de las componentes
de (3.19). En principio, no existen restricciones para los decaimientos de las componentes.
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Sin embargo, esperamos que la métrica “asintéticamente plana”describa fisica interesan-
te, por lo tanto, los decaimientos tienen que ser cuidadosamente elegidos. Bondi, van der
Burg, Metzner y Sachs sugirieron

Ju=-14+01) |, gu=-14+0(%) ., gua=0(1) , gap=r"yap+O(r)
(3.21)
La razon para estos decaimientos, y no otros, es que dan origen a métricas que describen
fisica no trivial. Notemos que el decaimiento para la componente g, contempla la métrica
de Schwarzschild y para la componente g, 4 contempla la métrica de Kerr.
Teniendo en cuenta (3.21), parametrizamos la métrica como una expansién en poten-

cias de 1/r. A primer orden escribimos (cf. (3.8) en [2] y (5.1.4) en [19])

ds® = —du® — 2dudr + r*y4p(z, 2)dz*da® (Minkowski)

2mB

+ du? + rCagdz?dz® + DBC4gdudz?

r
1

1612
+ términos subsubleading (3.22)

+

114 1
CapCBdudr + . E(NA +udsmp) — gaA(C’BCC’BC) dudz?

Las funciones que parametrizan asintéticamente la métrica (mp, Cap, Na) deben ser
entendidas como funciones de (u,z4), por ejemplo mp = mp(u,z?). Por otra parte,
todos los indices A, B se suben y bajan con la métrica 2-dimensional v45 y Dp es la
derivada covariante sobre la esfera. La parametrizacién (3.22) propuesta por BMS es
apropiada para estudiar la radiaciéon de ondas gravitatorias y las simetrias asintéticas
del espacio plano.

La funcién mpg(u, ) se conoce como Bondi mass aspect y representa una densidad
angular de masa medida en un punto de Z* localizado en u y en la posicién z# sobre la
esfera. La masa de Bondi M (u) del sistema gravitatorio se obtiene integrando mp en la

esfera parametrizada por {z}

Bondi mass: M (u) ::/ d*x/y mp(u, %) (3.23)
S2

naturalmente, la esfera sobre la que estamos integrando se localiza en r = oco. Esta can-
tidad se interpreta como la masa contenida por el sistema gravitatorio. A continuacién,
veremos (cf.(3.28)) que la radiaciéon de ondas gravitacionales o materia nula que esca-
pa a través de Z reduce la energia del espacio-tiempo a lo largo del tiempo. Cuando
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u — —00, la masa de Bondi coincide con la nocién de energia ADM (la energia total del
espacio-tiempo).

La funcién Cup(u,z?) es simétrica Cyp = Cpa, de traza nula v2Cyup = 0 y pa-
rametriza la informacién de la radiacién gravitacional emitida sobre Z*. Su derivada

temporal se conoce como
- : Ay . A
Bondi news tensor :  Nyp(u,z”) := 0,Cap(u, x*)

cuyo cuadrado se interpreta como el flujo de radiacién gravitacional (cf. (3.28)).
El dltimo ingrediente de la parametrizacion es el angular momentum aspect N (u, z4).
El momento angular total del espacio-tiempo se obtiene contrayendo N4 con los genera-

dores de rotaciones Y4 e integrando en la esfera

J(u) ::/S d*x/y YANA(u, 2%) (3.24)

2
oo

Esta cantidad nos da el contenido de momento angular del espacio-tiempo a tiempo wu.

3.3. Ecuaciones de Einstein

Hasta aca solo hemos parametrizado la geometria del espacio-tiempo, concluyendo
que la métrica (3.22) no tiene invarianzas locales residuales. Sin embargo, queremos
que la métrica sea consistente con las ecuaciones de Finstein, que para simplificar la
tomaremos en ausencia de materia, i.e. T, = 0. Luego, pedimos que el ansatz (3.22) sea

una soluciéon de 1
Rul/ - §Rguu =0 (325)

La ecuacion de Einstein impone condiciones sobre las funciones mpg, Cxp, N4. En parti-
cular, tenemos

1 1
Oump = ZDADBJ\/AB - gNABNAB (3.26)
1 1
OuNa =~ DP (DpDCCac — DaD“Cpe) + uda (Tuu - ZDBDCNBC) —Tua (3.27)
donde 1
Tyu = gNABNAB
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1 1 1
Tua = —ZaA(CBCNBC) + ZDB(CBCNCA) - §CABDCNBC

Integrando esta expresion sobre la esfera eliminamos el primer término ya que es una
derivada total en una superficie cerrada. De esa manera obtenemos, usando la definicién

(3.23),

d 1
—M(u) = / d2x\/f_y O,mp = ——/ d2x\/f_y NapNAB (3.28)
du S 8 Sgo

Esta ecuacion se interpreta facilmente y nos dice algo muy intuitivo: la masa de Bondi
de un sistema gravitatorio es constante si y solo si el tensor de news es nulo Nap = 0,
es decir, si no hay radiacién gravitatoria. Cuando N4p # 0, en presencia de radiacion,
la masa de Bondi decrece

2
oo

News A0 ~» —M(u) <0

Figura 3.4: Representacion de la radiacién gravitatoria emitida (News # 0 en rojo) desde
el interior del espacio-tiempo hacia el infinito.

Coloquialmente podriamos interpretar al término %N 48NAE como el vector de Poynting
de la gravedad en espacios asintoticamente planos.

En virtud de (3.26) y (3.27), los datos “iniciales” (independientes) en Z* que deter-
minan univocamente una solucién de las ecuaciones de Einstein son: mpg, Cag v N4 en el
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tiempo (retardado) inicial, por ejemplo u — —oo (Z7 en fig. 3.5) y Nap Vu. Esta tltima
condicién nos dice que debemos indicar ctial fue el flujo de radiacién emitida.!

3.4. Simetrias asintoticas

En lo que sigue estudiaremos las simetrias asintéticas de Minkowski [20]. Estas si-
metrias van a corresponder a difeomorfismos que dejan invariante el comportamiento
asintotico (3.21). En otras palabras simetrias residuales del ansatz de Bondi.

En general, decimos que un campo vectorial £ = £#8,, es una isometria si deja invariante
la métrica

Isometria:  Leguw =0 ~ V.5 +V,E, =0, Vz (3.29)

En el contexto de espacios asintéticamente planos diremos que un difeomorfismo & es
una simetria asintotica o vector de Killing asintoético si satisface

Simetria asintdtica:  L¢g,, =0 para r — o0 (3.30)

Esto significa que preserva el comportamiento asintético de g, dado por (3.22).

En la década del 60, Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs se preguntaron cuales eran
las simetrias asintéticas de la relatividad general en espacios tiempos asintéticamente
planos. Puesto que para r — oo esperamos que los campos sean débiles y la curvatura
sea baja, BMS esperaban obtener las isometrias de relatividad especial como resultado
(es decir, el grupo de Poincaré). Sin embargo, en lugar de eso encontraron lo que hoy
se conoce como el grupo BMS, que es una extension de dimensién infinita del grupo de
Poincaré. Veremos en lo que sigue que estas simetrias asintéticas se corresponden con
difeomorfismos muy particulares conocidos como difeomorfismos largos (o impropios) que
preservan la estructura asintotica de la métrica. Pero, asimismo, decaen lo suficientemente
despacio como para generar cargas no-triviales, resultado que sugiere, a diferencia de los
difeomorfismos cortos que son redundancias de la teoria y dan origen a cargas nulas, que
deberian ser considerados simetrias fisicas.

Motivados por (3.30), para encontrar los vectores de Killing asintéticos (o difeomor-

'Existe una condicién adicional de decaimiento del News hacia Z{, debe decaer mas rapido que 1/|u
(ver 5.2.1 de [19]).
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fismos largos) £* proponemos el siguiente ansatz

=01 , €£=001) , =0 (1) (3.31)

r

Esta condicién que implica &* ~ O(1) en infinito, elimina los boosts y las rotaciones
dado que &% ,,.... ~ O(r) en infinito. El ansatz (3.31) es consistente con las traslaciones
usuales en Poincaré pues estas satisfacen &, ., ~ O(1). Puesto que queremos preservar
el gauge de Bondi (3.16), (3.17) y (3.18), debemos imponer que las derivadas de Lie de
las componentes ¢, v ¢,4 sean exactamente cero.

grr: usando (3.16),(3.17) tenemos
0= LeGrr =2V, "' gry = 2V,.6" g1y, (3.32)
De manera que esta condicion se satisface si pedimos

V% = (0,8 + T £9) = 0,&" = 0 (3.33)

p

donde usamos que los simbolos de Christoffel I'}', = 0 Vp para la métrica (3.22). Es decir
que &* es independiente de 7,

& =& (u, %) (3.34)
JrA: Imponemos
0=Legra =V, gpa+ Val'gr, (3.35)

donde usamos (3.16), (3.17) y (3.33). Insertando los decaimientos (3.21) validos para
r — oo tenemos

0 = r’y4g V&8 — VA" = yap(r?0,65 — DB¢Y) (3.36)

donde usamos que I'?, — 0 para r — oo e introdujimos nuevamente D, la derivada
covariante sobre la esfera S%. Por lo tanto tenemos que

1
0,68 = T—QDBSU (3.37)
luego,
1
4 = —;DAgu (3.38)
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Jur: Para esta componente tenemos la condicién de decaimiento (3.21). Pedimos entonces

Eégur = Vufugur + Vrgrgur + VrgAguA =0 (r%) (339)

donde usamos el gauge de Bondi, (3.33). Usando el ansatz (3.31) para £ y el decaimiento
(3.21) para la componente g, 4, vemos que podemos descartar el tltimo término por ser
del orden de %2 De manera que a orden dominante en r tenemos

O(l) 1~V — V& = —0yf" — 0,6" = —0," =0 (3.40)

donde en el segundo paso usamos que I, = I'l = 0y en la tercera usamos el ansatz
(3.31). Puesto que 9,£“ = 0, concluimos que £ no depende de u y por (3.34) tenemos

= ¢"(a?) (3.41)
Finalmente, como la parte angular de la métrica tiene traza cero,
9apg?? =0 ~  0=g""Legap

encontrando 1

£ = §D2gu (3.42)

donde usamos que I'Y 5 = 7 y4B.

3.4.1. Supertraslaciones

Ahora podemos juntar todo y usar (3.38), (3.34) y (3.42) para escribir el campo
vectorial completo, i.e. vector de Killing asintético. Definiendo & = f(x?) con f(z?4)
una funcion arbitraria sobre la esfera tenemos

1 1
£ = fO,+ 51)2f 0, — -Dfa, (3.43)
r
Podemos expandir f(z*) en arménicos esféricos

Fa)y = fun¥" (2% (3.44)

Es gratificante verificar que los modos [ = 0, 1 corresponden a las traslaciones usuales de
Poincaré

1 .
§0=0 . &eim—0=-0: , &om—s1 =50+ i9,) (3.45)
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Sin embargo, por ser f(z*) una funcién arbitraria de los &ngulos sobre la esfera, aparecen
infinitos modos adicionales, [ > 2. Estos tltimos son los que se conocen como supertras-
laciones. Concluimos que pasamos de tener 4 traslaciones espaciotemporales del grupo de
Poincaré a tener infinitas traslaciones. Este conjunto de vectores forma parte del grupo
BMS.

Figura 3.5: Esquema de las supertraslaciones del grupo BMS representadas con flechas
azules. En este dibujo solo representamos la componente segiin 9,.

Las supertraslaciones son difeomorfismos, pero, como veremos a continuacién, tienen
asociadas cargas no triviales. Es decir, no son redundancias de la teoria, sino que son
transformaciones fisicas que cambian la configuracién del sistema. Veamos esto en un
ejemplo concreto teniendo en cuenta como actian las supertraslaciones en las distintas
funciones que parametrizan la métrica. Calculando la derivada de Lie de la métrica (3.22)
para el campo vectorial dado por (3.43), obtenemos

6;Cap = f0,Cap — 2DsDpf + yapD*f (3.46)
Tomando luego la derivada parcial con respecto a u resulta

8/ Nap = fOuNag (3.47)
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Por otro lado,

1
Spmp = fOump + Z(NABDADB f+2DAN*EDgf) (3.48)

1
§Na= fDamp +3mpDaf + ZCABDBD2 f (3.49)

i Qué significan las supertraslaciones fisicamente?

Tomemos el ejemplo de Minkowski, donde mp = Ny = Cyp = 0, y veamos qué obte-
nemos cuando supertrasladamos el espacio de Minkowski. En ese caso, usando (3.47),
(3.48) y (3.49), tenemos

(Sme:5fNA:(5fNAB =0 (350)

Lo cual nos indica que las supertraslaciones no pueden generar masa inercial u ondas
gravitacionales partiendo del vacio de Minkowski. Sin embargo, el shear cambia, de (3.46),
resulta

§;Cap = —2DaADpf +vyapD*f #0 (3.51)

Concluimos entonces que el difeomorfismo cambia la configuracion del sistema. Puesto
que f no depende del tiempo, la solucién que encontramos estd conectada con la solucién
usual de vacio. Sin embargo, tiene cargas no-triviales (ver abajo). Decimos entonces que
las supertraslaciones estdn espontdaneamente rotas.?

2Todo tensor simétrico sin traza en S?, como C4p se puede descomponer como

Cap = —2DADpC + yapD?C + ec(aDp) DV
El primer término define un campo escalar C(u,z?) en la esfera, mientras que el segundo término
viola paridad y depende de un campo pseudoescalar, ¥(u,z*). Un anilisis de los vinculos (3.26),(3.27)
muestra que C(u, z") puede ser no nulo en los limites asintdticos u — Foo. Los valores C(+o00, z) dan
cuenta del efecto de memoria gravitatorio. Concluimos que las supertraslaciones generan un shift en el
campo C, esto es 6;C = f en concordancia con la nocién de simetria espontdneamente rota (ver ecs.
3.14 y 3.26 en [2]).

Un dado valor de C es equivalente a una ruptura espontanea de la invarianza de supertraslacion.
La idea es que tenemos vacios gravitacionales degenerados, y C' es el boson de Goldstone asociado a
la ruptura. Es notable que las cuatro traslaciones de Poincaré no afectan la ruptura, porque consisten
en los cuatro arménicos de f(z4), que son aniquilados por el operador diferencial —2D 4 Dpg + vyapD?.
De manera que distintos perfiles de C(z?), etiquetan configuraciones inequivalentes del campo gravita-
cional. Ademas, como las supertraslaciones conmutan con la traslacién temporal, las cargas asociadas
conmutaran con el hamiltoniano, lo que significa que todos estos estados seran degenerados en energia.

Este resultado fue obtenido para gravedad asintéticamente plana recientemente por Strominger [21].
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Otra forma de ver que una supertraslacién transforma una solucién en otra fisicamen-
te distinta es la siguiente. Consideremos una solucién en donde dos pulsos de radiacién
atraviesan Z1 en tiempo retardado u = 100 por 6 = 0 (polo norte) y = 7 (polo sur).
Ahora supertraslademos esta solucién con una funcién f(z4) tal que f(6,¢)]s=o = 100
en el polo sur y f(#,¢)]s—r = 0 en el polo norte (recordemos que f(z*) es una funcién
arbitraria que solo depende de los dngulos). Luego, los pulsos de la nueva solucién salen:
uno por el polo norte al tiempo u = 100 , mientras que el segundo abandona el espacio-
tiempo en v = 200. Ciertamente, coincidiremos con el lector en que estas dos soluciones
son fisicamente distintas.

Finalmente, el grupo BMS se obtiene agregando las supertraslaciones al grupo de
Poincaré, es decir,

BMS = Lorentz x Supertraslaciones (3.52)

3.5. Cargas BMS

Una vez halladas las simetrias asintoticas, nos interesa calcular las cargas asociadas
a ellas. Para ello vamos a basarnos en el CPS y usaremos la expresién para la carga
infinitesimal de relatividad general, dada por (2.44). La derivacién es bastante larga y
los principales pasos estan resumidos en el apéndice D y la referencia [22]

El resultado para las cargas asociadas a supertraslaciones es

= L 2 1 2 AB
$Helg, h] = o (47TG/d Q me> + o5 | T2 fNapdC (3.53)

El primer término de (3.53) es exacto y coincide con la ec. (5.2.17) en [19] (corresponde
al término integrable), mientras que el segundo es el término no integrable. Por lo tanto,
la no integrabilidad de la carga la produce la presencia del tensor Bondi news Nsp no
nulo [23]. En otras palabras, podemos asociar la no integrabilidad con la existencia de
radiacion gravitatoria (energia) fuera del sistema.

Este fendmeno es andlogo a la no conservacion observada en (3.28) para la carga
asociada a @;, donde mostramos que la masa de un sistema gravitatorio en un espacio
asintoticamente plano se conserva cuando no hay tensor Bondi news, lo cual es intuitivo
porque significa que no se esta emitiendo radiaciéon. Por otro lado, cuando se emite
radiacion y Nap # 0, la masa no se conserva y disminuye con el tiempo.
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FORMULAS IMPORTANTES

. Masa de Bondi p )
— M (u) = _g/ d*x\/y NapN*P <0
SZ

[S°]

. Vector de Killing asintético

1
& = 0, + 5D, — D[ 0,

. Cargas asociadas a supertraslaciones

= L 2 1 2 AB
stilont] =5 (g [ @0 fma) + e [P0 NawsC

[ J/

Qe
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Conclusiones

Luego de estudiar las distintas formas del teorema de Noether y sus diversas conse-
cuencias en teorias de gauge. Hay varias conclusiones que podemos mencionar.

En primer lugar, siempre que se tiene una simetria continua global, esto es, una
transformacion que deja invariante la acciéon a menos de un término de borde, podemos
definir una corriente conservada mediante el primer teorema de Noether. Esta corriente
se conserva on shell e involucra la transformacion de simetria. Para simetrias locales,
existen resultados off-shell, como las identidades de Noether y el segundo teorema de
Noether, que proporcionan relaciones entre las ecuaciones de movimiento, implicando
que estas no son todas independientes entre si. Como consecuencia de esto, para el
caso de simetrias locales (gauge theories) la corriente de Noether on shell resulta ser un
término de borde. Matematicamente esto se expresa diciendo que es posible escribirla en
términos de un superpotencial. Esto se verificé tanto para electromagnetismo como para
relatividad general, donde denotamos al superpotencial como k*’. La ambigiiedad en la
corriente de Noether local resulta similar a la que encontramos con el tensor de Belinfante
en teoria de campos. Esto es, la posibilidad de sumarle a la corriente un término de borde
arbitrario trivialmente conservado (denotado como £#*). Dado que las corrientes resultan
arbitrarias, las cargas asociadas a estas también lo son y surge la necesidad de introducir
un nuevo formalismo para eliminar esta arbitrariedad.

Es el covariant phase space formalism el que proporciona un método para calcular
variaciones de cargas asociadas a simetrias. En sintesis podriamos resumirlo como una
técnica donde se enfatiza el calculo de los superpotenciales (lower degree forms) en lugar
de la corriente conservada. Las variaciones de cargas, pueden o no ser integrables y
estar o no conservadas. El formalismo es lagrangiano y, por lo tanto, covariante. Permite
calcular cargas conservadas de agujeros negros tales como la masa, el momento angular y
la entropia y también es posible formular la primera ley de la termodinamica de agujeros
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negros en términos de este formalismo.

Finalmente, se estudiaron las simetrias asintéticas de gravedad en espacio plano. El
resultado es el grupo BMS, que es una extensién infinito dimensional del grupo de Poin-
caré. El grupo BMS, generaliza las traslaciones del grupo de Poincaré con difeomorfismos
asintoticos que dependen de funciones arbitrarias sobre la esfera celestial, a estos difeo-
morfismos se los conoce como supertraslaciones. Las supertraslaciones se corresponden
con difeomorfismos largos que, si bien son transformaciones locales, no son redundancias
de la teoria, ya que es posible asociarles cargas no nulas. En otras palabras, actiian no
trivialmente sobre el espacio de soluciones del sistema. Asimismo, se calcularon las cargas
asociadas a dichas transformaciones, resultando ser no integrables cuando el tensor de
News es distinto de cero. Por ultimo, se mostré explicitamente como la masa del sistema
decrece cuando hay News, esto es, en presencia de radiacion.

Han quedado pendiente muchos temas que seguramente estudiaremos en el corto y
mediano plazo. Entre ellos, el dlgebra de cargas conservadas, la formulacion del electro-
magnetismo en coordenadas de Bondi y las simetrias asintoticas de la gravedad en el
espacio-tiempo de de Sitter.
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Apéndice A

Accion de Einstein-Hilbert

Dada la accion

Slow) = 15 [ dev=g R, (A1)

variandola arbitrariamente obtenemos

I8lgu b9) = 15 [ ¢ DWZDR+ V=900 R + V=G 6" 5 F]
1
- 167G /ddl’ V—=9G 69" +V (g7 TH, — g“”éf,’/’p)] (A.2)
donde usamos
1
Sg = —g“"g”"égpm 5(\/—9) = _5\/—_9%”59‘“’ (A3)

y que la variacién del Ricci es una derivada total
Identidad de Palatini : ORy, = VoI, — V07 (A.4)

con 01"/, dado por

1
51“21/ — §gAT (Vudgur + V09, — V:0g,) (A.5)

LEl dltimo término en la regla de transformacién para la conexién
I"=JJJr+ JJjoJ
—

depende unicamente del cambio de coordenadas y no asi de la conexiéon afin. Por lo tanto, si variamos
ligeramente la conexion, el término final permanece inalterado y se elimina en la sustraccion para obtener

or.
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Notemos que el primer término de (A.2) involucra el tensor de Einstein G, que on
shell desaparece para gravedad pura, el segundo término, por otra parte, es una derivada
total. Ese segundo término, usando (A.5) se puede reescribir como

1
167G

A partir de esta expresién, identificamos el potencial presimpléctico de relatividad general

55[9#1/759/W] = d'x VvV [ Gﬂyégw’ +V (( "g vp gwga6>vvagaﬁ)] (A‘6)

Potencial presimpléctico : ©(g,09) = m@(g““g”ﬁ PNV ,0Gas (A.7)

Para obtener el término de borde K*, definido en (1.23), asociado a invarianzas frente
a difeomorfismos de la métrica

5£g,uu = Eég,ul/ = V;qu + vugu (AS)
tenemos que variar la accién. Comenzamos evaluando el segundo término en (A.6) en

(A.8), tenemos

167G
Ve

0"(g,8:9) = (9" — g" g*" )V, (Vals + Va)
V, (VHE” + VVErn) — 2VF (V,&%)
=V, (VIEY + VYEN) — 2V, VHEY — 2RV1 €7
=V, (VYR — VHEY) 4 2R71E, (A.9)

donde usamos la identidad
[voa’ VI/]S)\ — R)\Uozuga
. Variando (A.6) con § — J¢ dado por (A.8) tenemos

1

167G

1
167G / d'e /=g [ = 2V, (G"™E,) + 26,46 + 2V, (R'E, )|

1
e /ddx\/—_g2 V. ((R*™ — G"™)E,)

_ d L
—mﬂa/dw_v( Ré,)

1

—iorq [ VIR (A.10)

55 [Gyu: Oc ] = / A’z /=g [ = 2G"V .6, + YV, (V,(V/E* — VH¢") + 2R7E,)]
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donde para pasar a la tercera linea usamos la identidad de Bianchi V,G*" = 0. Conclu-

yendo que

V9
1 — 1
K (g,u,lla(sﬁg,ul/> 167TG§ R

Podemos entonces calcular la corriente de Noether (off shell)

J"(g,0eg) = O

~

97659) — K"

= 167TG(V,/(V”§“ — V") +2R"™E, — g€ R)

— 1

— Vel TR eV TN 1 2

_ V=9 ven _xgrevy 1 V9 v
IGWGVV(V ¢ Vi) + 87TGG &

2

2

ﬁ

(A.11)

(A.12)

Donde podemos interpretar al primer término como la contribucion de gravedad y al
segundo como la contribucién de materia en el caso de que esta se encuentre acoplada.

68



Apéndice B
Condicién de integrabilidad

Para mostrar la equivalencia entre (2.13) y (2.14) comenzamos por notar que de la
expresion (2.33) se sigue que solo debemos analizar la condicién de integrabilidad sobre
el término

£ 0(d,00) .

ox
Esto se debe a que dR¢ es integrable. Luego,

0= (51(52 - 5251)H§ ~ - 51(5 ’ @<CI)7 52(1))) - 52(5 ’ @((P, 61(1))) (B‘l)
0%

—— ¢ £ (5,0(D,6,P) — 6,0(D,6,P)) (B.2)
ox
()3

donde asumimos que los parametros de transformacién 6§ = 0 son independientes de los

campos P.
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Apéndice C

Covariant Phase Space:
definiciones y notacion de formas

En esta seccion resumiremos definiciones y detalles de la formulaciéon CPS en notacion
de formas [18].

Denotaremos con negrita a las formas y vectores en el espacio tiempo.
Espacio de fases: variedad P, que posee una 2-forma €2 que llamamos forma simpléctica.
Las coordenadas que parametrizan la variedad X4 inducen una base para el espacio
cotangente X4, entonces 2 = Q45 X46 X" debe satisfacer

1. Qup = —Qpa

2.002=0

3. wagVEB =0« VB =0 donde V es un vector en el espacio tangente de P.

En el contexto de teorfa de campos denotamos con F al espacio de soluciones de la
teorfa de campos, claramente dim F = oco. Denotaremos una variacién en el espacio de
soluciones del sistema con 9;®, a nivel geométrico 9;P es un vector en el espacio tangente
de TpF. La forma simpléctica de Lee+Wald se define a partir de su accién sobre vectores
en el espacio tangente ;P

Oy (61D, 85, D): — / wiw (513, 5,3, )
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donde la integral es sobre todos los puntos del espacio tiempo y (cf. (2.7))
wLW((Sl@, 52(13, (I)) = 51 (@((D, (qu))) — 52 (@((I), 51(13))

esta forma es cerrada en el espacio de soluciones.

. Elemento de volumen: €, ,, es el tensor de Levi+-Civita, €y12..4 = +1

d%x —q ~ €= —‘_gem_.ud dz"' A ... N\ dxte

d!

. Accién: el lagrangiano escalar L£(¢, 0¢) es una 0-forma

sto) = [ e£(6.00) = [ L(6.00)

puesto que L := € L es una forma de rango maximo podemos decir que

L(,0¢) == L (¢, 0¢) = %%M L(¢,0¢) da™ A ... A dat

Notar que L es una densidad.
. Variacién de la accién:

5516, 69] = / (E(6) 66 + dO)

de donde reconocemos a @ como una (d — 1)-forma. Nuevamente, la podemos pensar
como el dual de Hodge del potencial presimpléctico O en (1.29)

e = (d—‘__%!ewlmudl O*dxt A ... N\ dxHi-?

. Simetria: transformacion de los campos tal que a primer orden

L—L+V, K"
en términos de formas
L — L+dK
luego
I =+xK
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- Difeomorfismos: para un lagrangiano invariante frente a difeomorfismos £ = £+0,
tenemos
usando (2.20)
beL = d(¢ - L)

entonces,

K=iL=¢-L
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Apéndice D
Cargas asociadas a supertraslaciones

Una forma alternativa de escribir una métrica asintéticamente plana en el gauge de

Bondi es
ds* = 625Kdu2 —2e*dudr + gap(de® — U*du)(dz® — UPdu) (D.1)
r
con
gap = r*yap +1rCap + O(1) (D.2)
U4 =003 (D.3)
1 1
p= ~35" r 2005 — — *3C§DE + O™ (D.4)
4 B -1 -2
o= —§R+ r—2M + O(r=7) (D.5)

con R la curvatura escalar de Dg4.
La expresién para la carga, teniendo en cuenta (2.12) y (2.44) es

FHelg, h] = 7o—= / d"72) /= g| ' D' — € Doht + €, DV +
1
+ SR + S (DHE, — Do) — (4 )] (D.6)

con
1

n—k - - ail Qp—2 —
(d"™ ") = R = k>!€uva1--~an—2d$ A ... Ndx ; €oln-1=1 (D.7)
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Desarrollando,

lfm / d2Q 26 [{’T(D“h — D,h" + D"hY* — D"hT)—

1
H, h| =
AHelg, h] 167G r—oo

1
—€"(Dyh = Do — D'hiy + DI} + €4 (DRl — D"hy) + 5h(D'€" = D"¢")+

1 1
+ §h"’(D“§J — Dy&") — Eh“"(Drfg — DUE")] (D.8)
donde £7, &%, &4 estan dados por (3.43)

Usando los simbolos de Christoffel de la métrica (D.1) dados explicitamente en la
secci6én 4.3 de [24], obtenemos, para la parte que acompana a £"

D"h — D,h" + D"h* — D*h. = D*h — D,h"* — D,h"" — D h*4 4+ D,h"" — D"h" =
= D"h — Dh** = g g*B(D,hap — Dahe) (D.9)

donde en la segunda igualdad usamos que D, h*" = D,h; = 0. Nuevamente, usando los
simbolos de Christoffel tenemos que

D*h—Dh"* = g g"B(D,hag—Dah,.p) = —e (g 20, hap—kPhap+e g Pkaphy,) =

= 4%30"‘350/13 + 0™ (D.10)

donde en la tltima igualdad nos quedamos a primer orden para r — co.
Andlogamente, tenemos que computar los demds términos de (D.8)

1 1 1
= (D"h = Doh™ = D"hyy+ D"hy) = — (45M — 5DADB(scAB + 55au((JAB(JAB)—

- %aucABacAB - CABﬁu(SCAB) + O3 (D.11)

TLUu ulpLTr 1 2 1 —
D"h% — D"h :2—TDB(SOf+ﬁ (21n7’—§) DpéD% + O(r®)

+ %2 (ngA + %5(0,4300030) — }chchacBC) (D.12)
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Nos faltan los ultimos tres términos de (D.8). Para eso, notemos que

1 1 1
§hra (Dufa O_gu) hua (Dré-o_ . Dggr) — §<h3—|—h:) (Dufr o DT€U)+§}L2 (Dqu . DAgu)
(D.13)
Ademas, tenemos que
1 u r U wer 1 AB reu wer
5= hy =) (D€ = D¢") = 59" hap(D"€" = D*¢") =0 (D.14)

con lo cual solo tenemos que computar el término %h’“A (D“fA — DA§“). Sin embargo,
por la forma de (3.43), tenemos que

(D¢t — D) =0 (D.15)
por lo tanto no lo tenemos en cuenta. Ahora, usamos (3.43) y agrupamos todos los
términos, para terminar obteniendo

— ; 2 _ 1 AB 1 AB
FHelg, h] = e /d Qf <4<SM 2DADB§C + 2<sau(c CaB)

—%aucABacAB - CABau(scAB) - éDA fDpsC*B  (D.16)

Para aclarar la situacién, la primera linea de (D.16) viene de (D.11) y el dltimo término

viene del primer término de (D.12). Donde ademds, como estamos tomando limite para

r — 0o, tiramos todos los términos que decaen como O(r~1) o més répido.
Finalmente, haciendo partes en D4 y en 0, obtenemos

1
FHe[g, h] = o Gcs/dm Af mp + e d*Q [gaucABaoAB] (D.17)
y usando Nyp = 0,C4p tenemos
ng[h,g] 167 Gé/dZQ 4me+ /d2 |: NAB(SCAB:| (Dlg)
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