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hubiera sido posible estar acá haciendo lo que me gusta, por lo que estoy completamente
agradecido hoy y siempre.

A mis amigos de toda la vida con quienes compart́ı cientos de horas haciendo cualquier
otra cosa, gracias por ser un gran cable a tierra.
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Resumen

La motivación de esta tesis fue calcular la distribución partónica polarizada del fotón
como un partón del protón. Para ello se utilizó el método LuxQED, el cual expresa la
distribución en términos de las funciones de estructura del protón g1 y g2. A la vez se
implementaron distintos modelos fenomenológicos de acuerdo a la región de parámetros
abarcada. El resultado final de la distribución partónica polarizada resultó ser, aproxi-
madamente, del orden de x veces la distribución partónica no polarizada. La incerteza
relativa llega a valores del 50 % para x ∼ 10−3 y se reduce hasta el 10 % para valores más
altos de x. El cálculo realizado en este trabajo es de gran importancia en el esfuerzo de
mejorar la precisión de cálculos polarizados, teniendo implicaciones fundamentales en los
futuros estudios del Electron-Ion Collider (EIC).
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de entender los constituyentes de la materia es una búsqueda de cono-
cimiento que ha acompañado a la humanidad desde sus comienzos. Esta pregunta, en
un principio filosófica, la podemos encontrar en distintas culturas, remontándonos a las
épocas de Kan. āda en la India y de Democritus en Grecia. Ambos filósofos teorizaron
la existencia de part́ıculas pequeñas indivisibles como los constituyentes de la materia,
siendo este último a quien se le atribuye nombrarlas “átomos”. Sin embargo, fueron los
avances de los últimos siglos los que nos permitieron conocer y entender estas part́ıculas,
empezando con el descubrimiento del electrón gracias al f́ısico inglés J.J. Thomson a
fines del siglo XIX. Subsecuentemente, el siglo XX vió una plétora de descubrimientos
y desarrollos teóricos sobre part́ıculas. Ya a principios de este, el trabajo de Rutherford
sobre láminas de oro nos permitió entender la noción de un núcleo, donde más tarde lo
asignaŕıamos a la presencia de protones y neutrones. Los años siguientes vieron no solo
un avance en los experimentos pero también en la teoŕıa que los pudiera explicar: en 1927
Dirac desarrolló una teoŕıa cuántica relativista capaz de explicar el comportamiento de
las part́ıculas fundamentales. No obstante, no todo lo que se conoćıa resultó ser indivi-
sible. En 1964 Gell-Mann introdujo la idea de los quarks: part́ıculas fundamentales que
están siempre juntas, interactuando constantemente por la fuerza fuerte. Estas nuevas
part́ıculas fundamentales poseen color, un nuevo número cuántico que explica como no
se pueden observar como part́ıculas libres. Los quarks se agrupan formando hadrones,
siendo mesones cuando son pares de quarks y bariones cuando son 3 quarks juntos. De
esta manera, se entiende al protón y al neutrón como los bariones más livianos, siendo el
protón el más liviano de todos. Esta teoŕıa además nos permite asociar nuevas part́ıculas
a la fuerza fuerte, siendo los gluones los portadores de esta fuerza. Estas ideas y desarro-
llos pasaŕıan a cementar lo que hoy se conoce como Quantum Chromodynamics (QCD).
Esta nueva teoŕıa, junto al resto de teoŕıas que conforman al Modelo Estándar, toman
como base en su construcción nuestra descripción del electromagnetismo a través de la
teoŕıa de Quantum Electrodynamics (QED). Esta cuantiza el campo electromagnético y
asigna a los fotones como portadores de la interacción electromagnética, de modo que la
descripción de la interacción se da a partir de simetŕıas de gauge.
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Si bien la descripción del Modelo Estandar no termina ah́ı (pues no mencionamos la
fuerza débil ni la generación de masa), en este trabajo nos interesa estudiar la estructura
del protón y sus propiedades fundamentales. Mencionamos que el protón es el barión
más liviano, conformado por 2 quarks u y un quark d. Si bien esta descripción inicial
de partones (part́ıculas fundamentales de un hadrón) es cierta, falta considerar otras
interacciones. Para empezar, debido a la hadronización de los quarks va a haber una
gran cantidad de gluones manteniendo la forma del protón. Una de las interacciones
admitidas por la teoŕıa es la creación de un par quark-antiquark por la aniquilación de
un gluon o viceversa. Esto permite una creación y destrucción constante de gluones,
quarks y antiquarks dentro del protón, dando origen a lo que se conoce como el mar de
quarks. Este grupo de part́ıculas es inestable y están siempre presentes en los hadrones.
De esta manera, decimos que el protón está formado por 3 quarks de valencia uud y
el mar de quarks. Además, la fuerza débil permite “intercambiar” quarks top (u, c y
t) con quarks down (d, s y b), de modo que uno podŕıa encontrar otros tipos de quarks
(como el s y el c) dentro del protón. Ahora, si uno quisiera calcular cuanto del protón son
estos partones uno necesita tener alguna medida de su presencia en este. Para cuantificar
esta presencia o contribución se define la función de distribución partónica (PDF por
su nombre en inglés, parton density function) como una densidad de probabilidad en
función de la fracción de momento del protón y de una variable de escala, al menos a
primer orden. Estas PDFs se obtienen experimentalmente. A partir de ellas se puede
obtener, por ejemplo, cuanto del impulso del protón aporta cada part́ıcula y encontrar
que los quarks u y d portan una gran parte del impulso, mientras que los gluones y los
antiquarks llevan fracciones longitudinales pequeñas de este.

En cuanto a las propiedades fundamentales del protón, el modelo de partones es capaz
de explicar la carga de este a partir de los quarks de valencia. Sin embargo, la presencia
de quarks solamente no es capaz de explicar el resto de propiedades del protón. Este es el
caso del esṕın del protón, el cual se esperaba que surga a partir de los quarks. Más aún,
resultó ser que los quarks conforman un pequeña parte del esṕın del protón [1]. Este re-
sultado inesperado generó una búsqueda del origen de las propiedades del protón a partir
de sus constituyentes, donde también se incorporó la búsqueda del impulso lineal y el
momento angular orbital. En este contexto, se comenzó a estudiar las PDFs de los parto-
nes del protón. Las más esenciales, siendo los quarks y los gluones, ya llevan años siendo
estudiadas. Si se consideran interacciones de QED y QCD entre los partones uno encuen-
tra que debe incluir los fotones que se pueden formar dentro del protón en la descripción
de este. Por esta razón, la PDF del fotón comenzó a ser objeto de estudio en los últimos
años. Además, el avance de resolución en experimentos hace necesaria la incorporación
de correcciones de QED, aśı como un estudio de la PDF del fotón [2-5]. Desde 2017 se
tienen resultados para las PDFs del fotón considerando los casos no polarizados (scatte-
ring leptón-protón sin helicidades definidas) y polarizados (scattering leptón-protón con
helicidades definidas) [6]. Las PDFs resultan ser integrales de las funciones de estructura
del protón. En el trabajo de 2017 se hizo un análisis fenomenológico y se obtuvo una
PDF del fotón para el caso no polarizado. Si bien la PDF para el caso polarizado es
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un resultado del mismo trabajo no hab́ıan suficientes mediciones para llevar a cabo un
estudio análogo al caso no polarizado.

En este trabajo se continua con los esfuerzos comenzados en [6] donde está dada la
PDF del fotón para el caso no polarizado como una integral en términos de las funciones
de estructura g1 y g2. En este sentido, para obtener la PDF del fotón es necesario poder
describir ambas funciones de estructura en un amplio rango de enerǵıas y fracciones del
momento del protón. Donde es aplicable se utilizan aproximaciones perturbativas de g1 y
g2 pero a bajas enerǵıas no es posible, por lo que se usan varios resultados experimentales
junto a modelos fenomenológicos para reconstruir la forma que toman estas funciones.

La organización del trabajo es la siguiente. En el resto del Cap. 1 se introduce el
contexto teórico necesario. En el Cap. 2 se introduce el método de cálculo y el desarrollo
a partir del cual se puede obtener la PDF del fotón polarizado. Adicionalemente se agrega
un apéndice para detallar ciertas cuentas del desarrollo. El Cap. 3 detalla el método que
utilizamos para calcular la PDF, donde se desarrolla como se utilizan en conjunto los
resultados experimentales y los modelos fenomenológicos. Además, se detallan las fuentes
de incertezas indicando su origen y como se suman al resultado final. Luego, en el Cap. 4
se muestran los resultados obtenidos. Finalmente, el Cap. 5 concluye el trabajo realizado.

1.1. Ecuación de Dirac y su cuantización

En este trabajo vamos a estar tratando extensamente con part́ıculas de esṕın-1/2
por lo que naturalmente debemos introducir la ecuación de Dirac, pues es la teoŕıa que
describe este tipo de part́ıculas [7]. La ecuación de Dirac es

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (1.1)

Relativisticamente tiene sentido utilizar esta ecuación pues es invariante de Lorentz, i.e.
no cambia al realizar una transformación de Lorentz. La matriz γµ presenta su propio
álgebra comúnmente conocido como álgebra de Dirac:

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν . (1.2)

La dimensión de las matrices γµ es independiente de su álgebra por lo que la Ec. 1.2
vale para dimesiones n × n pero, a menos que sea necesario cambiar de dimensión,
trabajaremos con n = 4. Para esta elección de dimensiones las matrices admiten más de
una representación. La representación quiral o de Weyl está dada por

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (1.3)

siendo σi las matrices de Pauli. La solución de part́ıcula libre a la Ec. 1.1 está dada por

ψ(x) = us(p)e−ip·x, p2 = m2, p0 > 0, (1.4)
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donde us(p) es un vector columna de 2 espinores y debe satisfacer (γµpµ −m)u(p) = 0.
Si a la vez admitimos soluciones con frecuencias negativas obtenemos que

ψ(x) = vs(p)eip·x, p2 = m2, p0 > 0. (1.5)

Cada solución tiene su propia expresión y son

us(p) =

(√
p · σξs√
p · σξs

)
, vs(p) =

( √
p · σηs

−
√
p · σηs

)
, s = 1, 2, (1.6)

donde ξs, ηs son distintas bases de espinores de 2 componentes y el supráındice s es para
indicar el esṕın de la part́ıcula1. Se definen

√
p · σ y

√
p · σ según

√
p · σ =

√
E + p3

(1 − σ3

2

)
+
√
E − p3

(1 + σ3

2

)
(1.7)√

p · σ =
√
E + p3

(1 + σ3

2

)
+
√
E − p3

(1 − σ3

2

)
. (1.8)

Es notable la relación (p · σ)(p · σ) = p2 = m2.
Dado el carácter espinorial que presenta ψ necesitamos definir un espinor adjunto o

conjugado a través de ψ ≡ ψ†γ0 para poder generar un invariante de Lorentz a partir de
la multiplicación de un campo de Dirac con su adjunto2.

A partir de la Ec. 1.1 uno puede construir un Lagrangiano que le permita recuperar
dicha ecuación, el cual toma la forma

LDirac = ψ(iγµ∂µ −m)ψ. (1.9)

Notablemente resulta ser LDirac = 0 por tener en su expresión la ecución de Dirac
expĺıcitamente. De esta expresión se puede ver que el momento conjugado canónico de ψ
resulta ser iψ†, por lo que el hamiltoniano de Dirac se escribe

HDirac =

∫
d3xψ(−γ · ∇ +m)ψ =

∫
d3xψ†(−γ0γ · ∇ +mγ0)ψ. (1.10)

Ahora para cuantizar necesitamos imponer relaciones entre los operadores de campos.
Para los campos de Dirac esto se logra imponiendo relaciones de anticonmutación:

{ψa(x⃗), ψ†
b(y⃗)} = δ(3)(x⃗− y⃗)δab, {ψa(x⃗), ψb(y⃗)} = {ψ†

a(x⃗), ψ†
b(y⃗)} = 0. (1.11)

siendo la notación a, b para indicar las componentes de los espinores. Necesitamos obtener
una base de autofunciones para HDirac y resulta ser que las mismas funciones que eran
soluciones de part́ıcula libre, Ecs. 1.4 y 1.5, forman una base de autofunciones con enerǵıas

1También se utiliza la notación u(p, s) en vez de us(p) por ser más clara visualmente. Más adelante
en la Sec. 1.3 se empieza a utilizar esta notación.

2En cuántica no relativista no es necesario la incorporación de la matriz γ0 y basta con “conjugar”,
la operación asociada a la notación †
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que poseen el mismo signo que la frecuencia de cada solución. Por lo tanto, podemos
expandir ψ en dicha base y obtener

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(
aspu

s(p)e−ip·x + bs†p v
s(p)eip·x

)
, (1.12)

donde el sub́ındice p denota momento y los operadores asp y bsp son los usuales opera-
dores de aniquilación de part́ıculas y antipart́ıculas, respectivamente. Los operadores de
creación correspondientes son as†p y bs†p . De manera análoga se obtiene ψ a partir de su
definición y de la Ec. 1.12, siendo este

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(
bspv

s(p)e−ip·x + as†p u
s(p)eip·x

)
. (1.13)

Finalmente, el estado de vaćıo |0⟩ se define como el que cumple asp |0⟩ = bsp |0⟩ = 0.
Además, podemos reescribir el Hamiltoniano utilizando las Ecs. 1.12 y 1.13 de modo que
se exprese como una suma de las eneǵıas de cada estado3

HDirac =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

Ep

(
as†p a

s
p + bs†p b

s
p

)
. (1.14)

1.2. QED, QCD y Reglas de Feynman

La electrodinámica cuántica (QED) es de una de las primeras teoŕıas de part́ıculas
interactuantes desarrolladas y es una teoŕıa de gauge U(1) abeliana, i.e. grupo de simetŕıa
conmutativo. Su densidad lagrangiana se escribe [8, 9]

L QED = L QED
Free + L QED

Gauge, (1.15)

siendo que L QED
Free es el desarrollo usualmente conocido y L QED

Gauge es un término agregado

para fijar el gauge desde la definición de L QED. Sabemos que el electromagnetismo sigue
las leyes de Maxwell que podemos escribir como □2Aµ = jµ con jµ las fuentes y que es
invariante de gauge, por lo que es necesario fijar un gauge. El primer término está dado
por

L QED
Free =

∑
f

ψ̄f [i /D −m]ψf −
1

4
FµνF

µν , (1.16)

donde la suma se hace sobre todos los posibles fermiones f 4 y se define el vector potencial
usual Aµ, de modo que se define la derivada covariante Dµ

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ, (1.17)

3Hay una sutileza en la Ec. 1.14 y es que estamos tirando un término infinito que surge de anticon-
mutar los operadores bsp y bs†p .

4Como no estamos considerando interacciones débiles no desarrollamos la descripción electro-débil ni
sumamos sobre los bosones cargados W±.
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con e la carga del fermión considerado y el tensor de fuerzas Fµν se define

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (1.18)

Luego, el término de gauge L QED
Gauge se escribe

L QED
Gauge = − 1

2a
(∂µA

µ)2, (1.19)

usando la constante a para fijar el gauge, e.g. a = 1 se le llama gauge de Feynman. Sin
embargo, esta descripción es parcial porque falta incluir el gauge de Lorenz ∂µA

µ = 0
y no es posible a través de este término. Esta se puede incluir mediante la condición de
Gupta-Bleuler:

⟨Ψ′| ∂µAµ |Ψ⟩ = 0, (1.20)

donde |Ψ⟩ representa los estados f́ısicos posibles en la teoŕıa. La Ec. 1.20 impone que el
operador ∂µA

µ tenga elementos de matriz que se anulen. Como último detalle, se suele
redefinir la constante de acoplamiento, i.e. la carga e, como α = e2/4π.

La Cromodinámica Cuántica (QCD) es una teoŕıa de gauge no-abeliana y se define a
partir de la siguiente densidad lagrangiana efectiva [10]

L QCD = L QCD
YM + L QCD

gauge + L QCD
ghost , (1.21)

donde L QCD
YM es la expresión originalmente postulada por Yang-Mills [11, 12], L QCD

gauge es

un término para fijar el gauge de la teoŕıa y L QCD
ghost son campos fantasmas para mantener

la unitariedad de la matriz de scattering si el gauge elegido los requiere. El primer término
de 1.21 se escribe

L QCD
YM =

∑
q

ψ̄q[i /D −m]ψq −
1

4
GµνG

µν , (1.22)

siendo q = u, d, s, c, t, b los quarks del modelo estándar y ψq el campo respectivo a cada
quark. Al ser una teoŕıa invariante local SU(3) se tienen 8 generadores Ta que definen
un algebra de Lie a partir de su relación de conmutación

[Ta, Tb] = ifabcTc, (1.23)

donde fabc son simplemente escalares y los ı́ndices a, b, c = 1, . . . , 8 [13]. Los quarks
interactúan mediante los gluones y estos últimos se describen mediante los campos Aµ

que se escriben a partir de los generadores del grupo SU(3) según Aµ = Aa
µTa. A partir

de estos uno puede definir la derivada covariante Dµ como

(Dµ)ij ≡ ∂µδij + igAa
µ(Ta)ij, (1.24)

siendo g el acoplamiento de QCD que indica cuán fuerte es la presencia de esta interacción
con los campos5, similar a la carga e de QED. Nuevamente podemos definir una constante

5Existe otra definición del acoplamiento en la bibliograf́ıa y esta es gs. Suele aparecer cuando la
constante de acoplamiento de QED se presenta como g en vez de e. El sub́ındice s indica strong, fuerte
en inglés.
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de acoplamiento αs = g2/4π en total analoǵıa con QED. De la misma manera, podemos
definir por analoǵıa con QED el tensor de fuerza Gµν como

Ga
µν ≡ [Dµ,Dν ] = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ − gfabcAb

µAc
ν . (1.25)

Es importante notar que los ı́ndices a, b, c, . . . no siguen las mismas reglas de contracción
que los µ, ν, . . . y solamente se utilizan para enumerar los campos y generadores del
álgebra. Notemos que el último término de la Ec. ?? surge de la no-conmutatividad de
los generadores, expuesta en la Ec. 1.23.

Los términos de gauge L QCD
gauge se pueden escribir de dos maneras distintas

L QCD
gauge = −λ

2

∑
a

(∂µAµ
a)2, 1 < λ <∞ (1.26)

L QCD
gauge = −λ

2

∑
a

(n · Aa)
2, λ→ ∞, (1.27)

siendo n un vector fijo. El primer tipo de gauge define lo que se conoce como “gauge
covariante”, mientras que los segundos definen los “gauge f́ısicos” pues si se elige una
constante λ → ∞ uno no debe incluir el término fantasma. Por completitud, L QCD

ghost se
escribe

L QCD
ghost = (∂µc̄a)(∂

µδad − gfabdAµ
b )cd, (1.28)

donde c(x) son los campos escalares fantasma y estos anticonmutan, más allá del esṕın
que presenten.

La particularidad de QCD que la distingue de cualquier otra teoŕıa que busca describir
la fuerza fuerte es que por si sola es capaz de explicar el comportamiento a pequeñas y
grandes distancias, que a la vez se relacionan con altas y bajas enerǵıas, respectivamente.
Este comportamiento viene dado por el parámetro fundamental de QCD, su constante
de acoplamiento. En la ecuación 1.24 se introdujo el acoplamiento g pero usualmente
se trabaja con αs. Uno encuentra que esta interacción es de acoplamiento fuerte, i.e.
αs alto, a bajas enerǵıas y a medida que uno aumenta la enerǵıa del proceso el acopla-
miento αs decrece, dando lugar a una “libertad asintótica”. Para enerǵıas en el orden de
0,1 − 1 TeV se tiene αs ∼ 0,1 mientras que para enerǵıas por debajo de 10 GeV el aco-
plamiento aumenta rápidamente, donde surge el fenómeno de “confinamiento de color”.
El comportamiento de αs a distintas escalas se puede ver en la Fig. 1.1 [14]. Gracias a
la libertad asintótica se puede desarrollar QCD de forma perturbativa (pQCD) cuando
se encuentra en el ĺımite de enerǵıas altas o distancias pequeñas. De esta manera, se
obtienen resultados (e.g. secciones eficaces) en potencias de αs. Sin embargo, a enerǵıas
bajas reina el confinamiento de color, por lo que se vuelve imposible encontrar quarks
aislados y siempre se hadronizan de a pares (mesones) o de a tres (bariones). A niveles
bajos de enerǵıas uno suele trabajar en otros marcos teóricos como lattice QCD [15] pero
en este trabajo no será necesario.

Uno puede tomar las densidades lagrangianas definidas en 1.16 y 1.22 para obtener
las reglas de Feynman de QED y QCD, respectivamente. La caracteŕıstica importante
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Figura 1.1 Comparación de resultados experimentales con el calculo realizado por el
Particle Data Group. La evolución del acoplamiento se realizo centrada alrededor de
αs = 0,1180 ± 0,0009. Figura extráıda de [14].

de QCD que la distingue de QED es ser no-abeliana. Esto genera nuevos términos en
su densidad lagrangiana sin correlato a QED que dan nuevos vértices en las reglas de
Feynman. Estos son los vértices de 3 y 4 gluones. Las reglas de Feynman de QED[13] y
QCD son

Fermion de esṕın 1
2

p
i(/p+m)

p2 −m2

Propagador de fotón

q

−ig
µν

q2

Propagador de gluon
µ ν

k

−ig
µν

q2

Vértice fotón - fermion

p

p′

ieγµ

Vértice gluon - fermion

µ

i
g√
2
γµ
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Vértice 3 gluones

µ

ρ ν

kq

p

− i
g√
2

[
gµν(p− k)ρ

+ gνρ(q − p)µ

+ gρµ(k − q)ν
]

Vértice 4 gluones

µ ν

σ ρ

ig2[gµρgνσ−1

2
(gµσgνρ+gµνgσρ)]

1.3. Interacciones y secciones eficaces

A partir de teoŕıas que nos describen interacciones, sea QED o QCD, podemos calcular
la probabilidad con la que pueden surgir ciertas interacciones. Experimentalmente estas
interacciones se pueden medir del choque entre part́ıculas y de este se calcula la dispersión
(scattering en inglés), la cual es una medida de la probabilidad de la interacción. A
medida que crece la dispersión la probabilidad de interacción aumenta. Para describir
estos fenómenos desde la teoŕıa se suele definir la amplitud invariante M, la cual es un
invariante de Lorentz y contiene toda la información espećıfica del proceso. Esta se puede
construir de forma perturbativa sumando todos los diagramas de Feynman que aparecen
a cada orden. Luego, el diferencial de sección eficaz dσ se obtiene a partir de

dσ =
|M|2

F
d4q, (1.29)

donde d4q es el diferencial del espacio de fase y F = 4|v⃗1 − v⃗2|E1E2 es el flujo incidente
con vi y Ei las velocidades y enerǵıas de las part́ıculas incidentes (i = 1, 2 como en el
ejemplo de la Fig. 1.2). Este diferencial es un invariante de Lorentz ya que se contruye
a partir de diferenciales de tipo d3p/E. Se interpreta |M|2 como la suma sobre todos
los estados finales posibles da la probabilidad de la dispersión a partir de la interacción
considerada [13]. De modo ilustrativo consideremos una aniquilación de electrón-positrón
que da origen a un par muón-antimuón al orden más bajo, la cual podemos representar en
el diagrama de Feynman expuesto en la Fig. 1.2. El propagador y vértice del fotón ya lo
conocemos por las reglas de Feynman vistas en la Sec. 1.2 y sabemos por la Sec. 1.1 como
se expresan los campos cuantizados de Dirac. Para construir M simplemente necesitamos
recorrer en sentido inverso el diagrama de la Fig. 1.2, incluyendo los espinores u (v) de
las (anti)part́ıculas incidentes y los u (v) de las (anti)part́ıculas salientes. De esta manera
se obtiene

−iM =
[
v(k2, s2)ieγ

µu(k1, s1)
](

− i
gµν

q2

)[
u(k′2, s

′
2)ieγ

µv(k′1, s
′
1)
]
, (1.30)

siendo s1, s2, s
′
1, s

′
2 los esṕınes correspondientes a las part́ıculas cuyos momentos tienen

la misma notación. La definición de M es una forma de simplificar la información que
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e−

e+

µ−

µ+

k1

k2

q

k′1

k′2

Figura 1.2 Diagrama de Feynman para e−e+ → µ−µ+ al orden más bajo. Se explicitan
los momentos de cada part́ıcula, siendo la notación 1 para la part́ıcula y 2 para su
antipart́ıcula y el supráındice ′ para los muones. Se sobrentiende que vale q = k1 − k2.

uno tiene al calcular dσ. Realmente faltan incluir distribuciones δ por cada vértica para
imponer conservación de enerǵıa durante el proceso pero estos términos se suelen incluir
en d4q ya que inevitablemente terminan restringiendo el rango de integración.

Para obtener |M|2 para el caso no polarizado uno debe sumar sobre todos los esṕınes
de las part́ıculas y luego se normaliza según todos los estados, de modo que se calcula

|M|2 =

∑
s1,s2

MM∗

(2s1 + 1)(2s2 + 1)
. (1.31)

El resto del cálculo de dσ se realiza independiente de si se considera un proceso polarizado
o no, por lo que para el caso polarizado simplemente podemos concentranos en el cálculo
de M. En tal caso, uno debe explicitar los esṕınes de las part́ıculas y esto lo realiza a
través de la helicidad. El operador de helicidad ĥ se define

ĥ =
Σ̂ · p̂
|p⃗|

=
1

|p⃗|

(
σ · p̂ 0

0 σ · p̂,

)
(1.32)

siendo p̂ el operador momento. Se interpreta la helicidad como la proyección del esṕın de
la part́ıcula sobre la dirección de su momento. Se sabe que la helicidad es una constante
de movimiento, por lo que las autofunciones del Hamiltoniano H también son autofun-
ciones del operador helicidad. En particular, la helicidad tiene autovalores ±1 si el esṕın
es paralelo al momento y antiparalelo, respectivamente. Sin embargo, no es invariante de
Lorentz. Para el caso de part́ıculas sin masa sabemos que la helicidad es igual a la quira-
lidad, la cual si es invariante de Lorentz y es una propiedad intŕınseca de las part́ıculas.
Esta nos permite separar part́ıculas en función de sus espinores si son diestras o zurdas
(del inglés right-handed y left-handed). En particular, los proyectores de quiralidad son

P̂R =
1 + γ5

2
, P̂L =

1 − γ5

2
(1.33)

con γ5 = iγ0γ1γ2γ3 y la notación R por right y L por left. Para continuar con el ejem-
plo ilustrativo vamos a continuar con el caso polarizado del proceso e−e+ → µ−µ+ pero
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considerando que no tienen masa o que estamos en el ĺımite ultrarelativista. Podemos con-
tinuar de la Ec. 1.30 pero necesitamos incorporar los operadores de quiralidad (helicidad
ultrarelativista) para hacer expĺıcito el esṕın de las part́ıculas. Utilizando un proyector
general para todas las part́ıculas P̂ = (1 + sγ5)/2 obtenemos

−iM =
[
v(k2, s2)

1 − s2γ
5

2
ieγµ

1 + s1γ
5

2
u(k1, s1)

](
− i

gµν

q2

)
[
u(k′2, s

′
2)

1 − s′2γ
5

2
ieγµ

1 + s′1γ
5

2
v(k′1, s

′
1)
]
.

(1.34)

Continuando con el desarrollo uno eventualmente encuentra que si tiene una part́ıcula
diestra necesariamente su antipart́ıcula debe ser zurda (o al revés) para que no se anule
M. Este resultado es general para el caso sin masa. Luego, el resto del cálculo de dσ
seŕıa análogo al caso no polarizado.

Experimentalmente la sección eficaz polarizada ∆σ se obtiene midiendo 2 secciones
eficaces distintas. Por un lado se mide la sección eficaz para el caso de espines con la
misma proyección que el objetivo y por otro se mide la misma sección eficaz para espines
con proyecciones distintas. Finalmente, la sección eficaz polarizada se constuye como la
diferencia de ambas mediciones, por lo que se tiene algo de la forma

∆σ = σ↓⇑ − σ↑⇑, (1.35)

siendo ↑↓ la proyección de un haz de part́ıculas y ⇑⇓ la proyección del blanco del haz.

1.4. Renormalización y esquema MS

Al realizar cálculos de secciones eficaces a órdenes superiores al más bajo es común
encontrar términos divergentes en las integrales. Dentro de la teoŕıa estos problemas se
solucionan mediante renormalización. Renormalizar implica redefinir los parámetros de
la teoŕıa, e.g. constantes de acoplamiento en el Lagrangiano, para eliminar estas diver-
gencias que uno puede encontrar. Sin embargo, hay distintos métodos de renormalización
de los cuales no hay a priori uno superior al resto. Dependiendo del parámetro que
uno redefine y, por ende, de la teoŕıa que esté renormalizando puede haber un método
prágmaticamente mejor que otro. La diferencia de los métodos aparece en la forma en la
que redefinen los parámetros y todos deben ser iguales al orden más bajo, i.e. al orden
donde no se requiere renormalizar.

Uno empieza trabajando con un Lagrangiano, e.g. L QED definido en la Ec. 1.15,
donde todos los parámetros de la teoŕıa (masas y constantes de acoplamiento) se les da
el nombre de parámetro desnudo (del inglés bare parameter) y se los nota según e0, m0,
etcétera. Al renormalizar uno introduce un corte λ en la integral y los nuevos parámetros
a definir dependerán de λ. Aún más, varios de ellos pueden diverger al dejar λ→ ∞. Este
corte λ puede ser literalmente una constante de corte o puede aparecer como términos

11



proporcionales a 1/ϵ que surgen al hacer regularización dimensional6, i.e. al trabajar en
d = 4 − ϵ dimensiones donde al final uno debe tomar ϵ→ 0 [16].

Tomemos un parámetro desnudo genérico g0 y veamos como actúa la renormalización.
La idea principal es expandir este parámetro g0 en una serie de potencias de un parámetro
finito g, de modo que se escriba

g0(λ) = g
[
1 + ga1(λ) + . . .

]
, (1.36)

donde la función a1(λ) se puede descomponer en a1(λ) = a∞1 (λ) + afinito1 (λ) y cada parte
cumple

a∞1 (λ) → ∞, afinito1 (λ) < aF1 para λ→ ∞. (1.37)

Luego, en una teoŕıa renormalizable la parte a∞1 (λ) se cancela con las otras divergencias
de modo que el parámetro f́ısico medible resulta ser g

[
1+gaF1 + . . .

]
. Cuando los cálculos

se realizan al órden más bajo basta con reemplazar g0 por g. Se puede identificar que una
teoŕıa sea renormalizable o no en función de sus constantes de acoplamiento [7]:

Super-Renormalizable: Constante de acoplamiento tiene dimensiones de masa
positiva.

Renormalizable: Constante de acoplamiento no tiene dimensiones.
No-Renormalizable: Constante de acoplamiento tiene dimensiones de masa

negativa.

A continuación introducimos un esquema de renormalización que se utiliza en el Cap.
2. El esquema de substacción mı́nima MS (del inglés minimal substraction) [17] plantea
renormalizar eliminando únicamente los polos de la integral, i.e. los términos divergentes.
Es fácil reconocer los polos si se utiliza regularización dimensional ya que estos apare-
cen como términos proporcionales a 1/ϵ. Por ejemplo, si uno se propone a calcular el
diagrama de la Fig. 1.3 comúnmente conocido como la autoenerǵıa del electrón (electron
self-energy en inglés) uno encontraŕıa términos divergentes. Desarrollando la integral del

e− e−

p

k

p− k

p

Figura 1.3 Diagrama de Feynman para la autoenerǵıa del electrón. Se plantea un
electrón de momento p que emite un fotón de momento p − k y luego lo absorbe. El
diagrama presenta divergencias ultravioletas (UV) e infrarojas (IR), de las cuales la pri-
mera se asocia con el término de masa (aunque esto es d́ıficil de ver en este esquema de
renormalización) y la segunda aparece para momentos chicos [18].

6En este caso la regularización debe realizarse previo a la renormalización, sino uno no podŕıa iden-
tificar divergencias.
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loop mediante regularización dimensional esta toma la forma

Σ2(p) =
α

4π

∫ 1

0

dx
[
(2−ϵ)x/p−(4−ϵ)m

][2

ϵ
+ln

( 4πe−γµ2

(1 − x)(m2 − xp2)

)]
=
α

π

(/p− 4m

2ϵ
+. . .

)
,

(1.38)
donde se mantiene la notación de [18], /p = γµpµ, µ es el factor de escala y γ = 0,5772 . . .
es la constante de Euler-Mascheroni. Se entiende que “. . . ” en la Ec. 1.38 son términos
finitos. Para eliminar estos términos divergentes se puede renormalizar la masa m0 y el
campo ψ0 del electrón. Primero se plantea la expansión de estos parámetros en función
de nuevos:

m0 = Zmm, ψR =
1√
Z2

ψ0. (1.39)

Ahora, para enconrar Zm y Z2 es necesario imponer alguna condición f́ısica y para eso se
utiliza el observable

〈
ψψ

∣∣ψψ〉. Plantenado
〈
ψ0ψ0

∣∣ψ0ψ0

〉
=

〈
ψRψR

∣∣ψRψR

〉
se obtiene que

Zm = 1 − 3α

4π

1

ϵ
, Z2 = 1 − α

4π

2

ϵ
. (1.40)

También se suele utilizar el esquema de substracción mı́nima modificado MS el cual
plantea eliminar los términos proporcionales a ln(4π) y γ para recuperar el factor de
escala µ. Al nivel de un loop las Zi de la renormalización MS se pueden obtener a partir
de las encontradas con MS a través de la sustitución 1/ϵ→ 1/ϵ− ln(4π) + γ. En [19] se
puede encontrar un análisis más profundo de estos y otros esquemas.

1.5. Modelo de Partones

Para calcular la densidad de fotones que se generan dentro del protón nos interesa
estudiar la dispersión electrón-protón (ep). Como se mencionó previamente, el protón es
el barión más liviano por lo que es necesario considerar su estructura interna al estudiar
este tipo de procesos. El modelo de partones surge para explicar los procesos de dispersión
inelástica profunda (DIS) y nos permite realizar este tipo de descripciones. El proceso de
DIS es una dispersión leptón-hadron totalmente inclusiva en el estado hadrónico final X,
i.e. se consideran todos las posibles hadronizaciones luego de la interacción. En la figura
1.4 se esquematiza un diagrama básico de DIS.

Originalmente propuesto por Feynman [20], se modelan los hadrones a partir de consti-
tuyentes puntuales libres llamados partones. Inicialmente estos partones se identificaban
con los quarks y gluones de QCD pero veremos que estos no son los únicos partones.
Vimos previamente que a altas enerǵıas surge la libertad asintótica de QCD y es debi-
do a este fenómeno que podemos describir las interacciones entre hadrones y leptones a
partir de una suma de interacciones entre cada partón con el leptón. Es también en este
ĺımite de altas enerǵıas que uno puede despreciar la masa del hadrón y sus partones con
respecto a la escala de enerǵıa Q del proceso7. Además, uno puede despreciar el impulso

7Más adelante se explicita la relación entre la escala del proceso y el momento transferido en este.
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transverso de los partones y asumir que todos aquellos que participan del proceso son
colineales al hadrón inicial y su momento es una fracción ξ de este, i.e. cada partón tiene
un momento ξP , siendo P el momento del hadrón original.

Con las consideraciones previas podemos describir a la dispersión completa leptón-
hadrón σlh como una suma de las distintas dispersiones que se pueden dar entre el leptón
y los partones del hadrón, despreciando interacciones entre estos últimos gracias a la
libertad asintótica. Conceptualmente uno puede pensar el proceso de la siguiente manera:
en el sistema centro de masa tenemos un leptón y un hadrón que colisionan con impulsos
grandes. El hadrón de impulso P es un sistema de N partones de impulsos ξiP cada uno y
todos estos tienen un tiempo de vida media τ en el sistema propio al hadrón. Luego, desde
el centro de masa el hadrón se encuentra contráıdo y su tiempo propio dilatado por efectos
relativistas. Gracias a la dilatación temporal, los tiempos caracteŕısticos de interacciones
entre partones resulta mucho mayor al tiempo t́ıpico de interacción electromagnética
tEM ∼ 1/Q para escalas de enerǵıa Q grandes. Por lo tanto, el leptón interactúa con
un hadrón “congelado”, donde las distribuciones de partones están fijas y, entonces, la
sección eficaz σlh puede escribirse como una suma incoherente de las secciones eficaces
partónicas o hard σ̂i correspondientes a la interacción de cada partón con el leptón a
través del bosón mediador de la interacción, i.e.

σlh(P ) =
∑
i

∫
dξσ̂li(ξP )fi/h(ξ). (1.41)

En la ecuación 1.41 se introducen las funciones de distribución partónica (PDF) y, al or-
den más bajo, se corresponden a la distribución de probabilidad de que el partón i-ésimo
del hadrón presente una fracción de momento ξ. De esta manera obtenemos una expre-
sión que nos permite factorizar el problema. Las secciones eficaces hard σ̂li describen las
interacciones a corto alcance con el leptón, mientras que las PDFs contemplan todo el
comportamiento, incluyendo largas distancias, por lo cual no son calculables perturbati-
vamente. Sin embargo, estos objetos son universales y únicos para cada hadrón, por lo
que es posible extraerlas a partir de resultados experimentales. A continuación se definen
las variables cinemáticas que surgen al estudiar los procesos de DIS.

E la enerǵıa del leptón incidente.

k el momento del leptón incidente. Si se desprecia la masa, vale k = (E, 0, 0, E).

Ω el ángulo sólido en el que se dispersa el leptón saliente.

E ′ la enerǵıa del leptón saliente.

k′ el momento del leptón saliente. Siguiendo la definición de las variables previas,
k′ = (E ′, E ′ cos(ϕ) sin(θ), E ′ sin(ϕ) sin(θ), E ′ cos(θ)).

p el momento del hadrón. Consideraremos protones únicamente, por lo que p2 = m2
p.

q = k − k′ el momento transferido en el proceso, i.e. momento del fotón virtual.
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X

k,E

k′, E′

q = k − k′

p

Figura 1.4 Diagrama básico de dispersión inelastica profunda (DIS). Se hace incidir un
leptón de enerǵıa E y momento k sobre un hadrón de momento p. El fotón intercambiado
presenta un momento q = k− k′, siendo k′ el momento del leptón saliente de enerǵıa E ′.
De la interacción se pueden generar distintos procesos de hadronización. Como el proceso
es inclusivo consideramos todos los posibles resultados, definiendolos a priori como X.

ν = E − E ′ = p · q/mp la enerǵıa perdida del leptón.

y = ν/E = p · q/p · k la enerǵıa perdida fraccionaria del leptón.

Q2 = −q2 = 2EE ′(1 − cos θ) = 4EE ′ sin2(θ/2).

xbj = Q2/2mpν = Q2/2p · q = Q2/2mpEy.

Se define xbj como la variable de Bjorken [21] y se interpreta como la fracción de
momento que lleva cada partón, por lo que dejamos de lado la notación ξ en favor de esta
nueva8. Por su definición sabemos que xbj ≥ 0 y dado que la masa final debe cumplir
MX = (p+ q)2 ≥ mp uno obtiene que xbj ≤ 1. Por lo tanto, el espacio cinemático queda
restringido por

0 ≤ xbj ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. (1.42)

El valor de xbj = 1 se corresponde a una dispersión elástica. Esta es una colisión entre
el leptón y el hadrón como un único cuerpo, por lo que se simplifica la descripción de
partones.

Los partones con mayor contribución a la estructura del protón son los gluones g y los
quarks de valencia u y d. Estos vienen seguidos por sus antiquarks respectivos, ū y d̄, y
por los quarks más pesados. Si bien estos últimos no son parte de los quarks de valencia,
estos pueden surgir como pares quark-antiquark del mar de quarks. Las PDFs de todas
estas part́ıculas son conocidas para el caso no polarizado [14] pero no sucede lo mismo

8Esta definición es imprescindible para DIS pues veremos que el tensor asociado al hadrón de la Sec.
1.6 queda definido en función de xbj y Q2.
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para el caso polarizado. Es importante aclarar que lo que llamamos caso polarizado es la
distribución que surge de restar la distribución de partones con helicidades definidas y
distintas, e.g. ∆g = g+ − g− donde g± indican la PDF con helicidad positiva y negativa,
respectivamente. Hace más de 3 décadas se entiende la necesidad de determinar estas
PDFs [22] y en el 2019 se obtuvieron ajustes para las PDFs polarizadas hasta el quark s
[1]. Si consideramos que los partones se mueven rápidamente (lo cual está en concordancia
con el limite Q2 → ∞) estos generan campos electromagnéticos que se pueden asociar a
distribuciones de fotones [23-25]. De este resultado surge la necesidad de considerar una
PDF para el fotón dentro del protón, i.e. fγ/p

9. El caso no polarizado ya está estudiado
en [26] y en mayor detalle en [6]. En este último trabajo se presenta el mecanismo con
el que se obtienen fγ/p y f∆γ/p. En la Cap. 2 se presenta un método para obtener estas
PDFs.

Las mediciones experimentales nos dan las secciones eficaces en funciones de la enerǵıa
del leptón saliente E ′ y del ángulo de dispersión Ω. Sin embargo, los resultados se suelen
expresar en términos de una terna de variables (x, y, ϕ) o (x,Q2, ϕ). Si uno calcula los
Jacobianos de las transformaciones de variables uno encuentra la siguiente relación:

d2σ

dxdydϕ
=

(mpν

E ′

) d2σ

dE ′dΩ
=

(Q2

y

) d2σ

dxdQ2dϕ
. (1.43)

Si bien acá solo consideramos protones, la relación 1.43 vale para cualquier proceso de
DIS. La utilidad de describir la sección eficaz en (x, y, ϕ) o (x,Q2, ϕ) es que la mayoŕıa
de procesos de interés son independientes de ϕ, por lo que uno obtiene un resultado
solamente en términos de x y Q2 (o y). Los procesos con los que trabajamos presentan
esta caracteŕıstica.

1.6. Tensores leptónico Lµν y hadrónico Wµν

Al trabajar con un proceso que incluya leptones la contribución inicial y final de estos
se puede estudiar definiendo un tensor leptónico Lµν que contenga los momentos iniciales
y finales de los electrones incidentes y salientes, vinculados a partir de la interacción que
define el proceso. Este tipo de desarrollos es bastante común y se usa extensamente en la
bibliograf́ıa [7, 10, 13, 27]. Si retomamos el ejemplo de e−e+ → µ−µ+ podemos reescribir
la Ec. 1.31 de la siguiente manera:

|M|2 =

∑
s1,s2

MM∗

(2s1 + 1)(2s2 + 1)
=
e4

q4
Lµν
(e)L

(µ)
µν , (1.44)

definiendo el tensor leptónico para el electrón Lµν
(e) y su análogo para el muón L

(µ)
µν . La idea

detrás de estas definiciones es separar la contribución de cada leptón, lo cual facilita el
cálculo y el análisis del proceso. En particular para este proceso ambos tensores presentan

9Se puede utilizar fγ o γ como notación para las PDFs. A la vez, a partir del Cap. 2 se deja de usar
la notación /p por ser redundante ya que solamente se trabaja para el protón.
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la misma forma, por lo que basta calcular solamente uno de ellos. Si tomamos el del
electrón obtenemos que

Lµν
(e) =

∑
s1,s2

[
v(k2, s2)γ

µu(k1, s1)
][
u(k1, s1)γ

µv(k2, s2)
]
. (1.45)

Si ahora quisieramos ver el caso polarizado tomamos la Ec. 1.34 y, de la misma manera,
identificamos la contribución del electrón:

Lµν
(e)(s1, s2) =

∑
s1,s2

[
v(k2, s2)

1 − s2γ
5

2
γµ

1 + s1γ
5

2
u(k1, s1)

]
[
u(k1, s1)

1 − s1γ
5

2
γnu

1 + s2γ
5

2
v(k2, s2)

]
.

(1.46)

Si ahora uno continua desarrollando la Ec. 1.46 encontraŕıa que el tensor es no nulo
siempre que s1 = −s2. Este caso es relativamente sencillo pero muestra la sencillez con
la que uno puede resolver anaĺıticamente este tipo de procesos.

Seŕıa conveniente tomar esta idea y definir un análogo para el protón y lo que surge de
este luego de la interacción pero este desarrollo requiere mayor detalle. Sin embargo, uno
no puede valerse simplemente de las reglas de interacción de QCD pues la interacción
fuerte de los gluones tiene contribuciones no perturbativas. Debido a esto, desde la teoŕıa
solamente podemos obtener una expresión general del tensor hadrónico Wµν que cumpla
las simetŕıas que describen la fuerza fuerte. El tensor hadrónico Wµν para una part́ıcula
de esṕın-1/2 (de acá en más consideraremos solamente protones) se define como [27]

Wµν(p, q, s) =
1

4π

∫
d4xeiq·x ⟨p, s| [jµ(x), jν(0)] |p.s⟩ , (1.47)

donde p es el momento del protón incidente, s es el esṕın de dicho protón, q es el momento
del fotón virtual transferido al protón y j es la corriente electromagnética hadrónica.
Con esta definición 1.47 se entiende al Wµν como una matriz que contiene la información
del momento, del esṕın y de la enerǵıa que recibe el protón durante la interacción. Es
importante tener presentes las siguientes relaciones cinemáticas de la interacción: p · p =
m2

p, q · q = −Q2, s · s = −m2
p y p · s = 0, siendo mp ≈ 0,938 GeV la masa del protón y Q2

la enerǵıa a la cual se realiza el proceso.
Las interacciones de QCD se describen mediante una teoŕıa de gauge no-abeliana (co-

mo se introdujo en las ecuaciones 1.21 a 1.28) la cual es invariante ante transformaciones
de paridad, inversión temporal y de traslación. Usando estas propiedades en conjunto
con las propiedades de los conmutadores y de la corriente electromagnética se obtiene la
siguiente expresión para el tensor

Wµν(p, q, s) = F1

(
− gµν +

qµqν
q2

)
+

F2

p · q

(
pµ −

p · qqµ
q2

)(
pν −

p · qqν
q2

)
+

+
ig1
p · q

ϵµνλσq
λsσ +

ig2
(p · q)2

ϵµνλσq
λ
(
p · qsσ − s · qpσ

)
.

(1.48)
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Los factores F1, F2, g1 y g2 se denominan funciones de estructura y en ellas estará
codificada la información interna del protón que debemos extraer de los experimentos.
A priori no están determinadas sus dependencias pero veremos de los experimentos que
estarán dadas por la enerǵıa del proceso Q2 y la fracción de momento xbj (o una nueva
variable definida a partir de estas). Además, se puede ver que qµWµν = qνWµν = 0, por
lo que decimos que el tensor se conserva. Esta propiedad es útil cuando se contrae con
términos proporcionales a qµ y qν porque nos permite reducir la Ec. 1.48 a la expresión

Wµν(p, q, s) = −F1gµν+
F2

p · q
pµpν+

ig1
p · q

ϵµνλσq
λsσ+

ig2
(p · q)2

ϵµνλσq
λ
(
p·qsσ−s·qpσ

)
. (1.49)

En las Ecs. 1.48 y 1.49 podemos ver que la parte simétrica de Wµν es independiente de la
helicidad del protón, mientras que en la parte asimétrica aparece expĺıcitamente el esṕın
s, el cual lo podemos vincular a la helicidad H del protón en su sistema de referencia
propio [28]. Esta relación asimetŕıa-helicidad aparece en part́ıculas de esṕın-1/2. Cuando
sucede lo mismo para la parte leptónica de la interacción, i.e. para Lµν , uno encuentra
que al hacer la contracción LµνW

µν no pueden existir términos cruzados, i.e. donde hay
esṕın de una part́ıcula debe estar el esṕın de la otra. Por este motivo, las funciones de
estructura F1 y F2 se obtienen mediante experimentos que usan part́ıculas no polarizadas
mientras que para obtener g1 y g2 es necesario utilizar un leptón y protón polarizados.

1.7. Fenomenoloǵıa de PDFs

Las funciones de distribución de partones (PDFs) se extraen a partir del análisis de
datos de procesos DIS leptón-nucleón y de procesos relacionados de dispersión dura ini-
ciados por nucleones [14]. Este último tipo de procesos se realiza a altas enerǵıas, de
modo que la interacción es a corta alcance y, usualmente, la transferencia de momento
es grande. Actualmente hay alrededor de 20 procesos que se utilizan para obtener in-
formación interna de los hadrones y esta lista se ve actualizada constamente, en gran
parte gracias a los datos disponibles del LHC [29]. A medida que se dispone de datos más
precisos sobre bosones y producción de pares de quarks se obtienen mejores restricciones
sobre un rango cinemático más amplio, mejorando la descripción de las PDFs. Si bien
los datos del LHC imponen varias restricciones, la mayoŕıa provienen de las funciones de
estructura.

A continuación detallaremos la metodoloǵıa de extracción de PDFs por cinco grupos
distintos: MSHT [30], NNPDF [31], CT [32], ATLAS [33] y ABMP [34]. El grupo CJ
produjo PDFs a un orden siguiente al dominante (NLO del inglés next-to-leading order)
para valores altos de x en un régimen de Q2 bajo [35]. Todos los grupos obtienen las
PDFs para valores de Q2

0 = 1 − 4 GeV2 y luego las evolucionan con las ecuaciones que
serán introducidas en la sección Sec. 1.8. Para empezar a producir las PDFs la mayoŕıa
de estos grupos empiezan con funciones de la forma xf = xa(. . . )(1−x)b usando entre 14
y 32 parámetros libres que serán optimizados mediante ajustes. En los casos que se usa
este ansatz las incertezas se obtienen mediante la formulación “Hessiana”: los parámetros
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libres se expanden alrededor de los mejores valores del ajuste y se obtienen variaciones
a partir de combinaciones lineales de los parámetros, los cuales se derivan de grupos de
autovectores ortogonales a los mejores valores del ajuste. En particular, el grupo NNPDF
combina el uso de la representación de Monte Carlo de la medida de probabilidad en
el espacio de las PDFs con el uso de redes neuronales. Los ajustes se realizan sobre
un gran número de “réplicas” obtenidas mediante la fluctuación de puntos individuales
determinada por la incerteza de los mismos. De esta manera se puede obtener un grupo
de PDFs sin sesgo y la mejor predicción se calcula a partir de la curva promedio del grupo
de PDFs, asociándole como incerteza su desviación estándar. Se muestran resultados de
los grupos MSHT y NNPDF en la Fig. 1.5.

Figura 1.5 Bandas de xf(x), siendo f(x) la función de distribución de los partones uv,
dv, u, d, s ≈ s, c = c, b = b y g. Las figuras de arriba son PDFs obtenidas por el grupo
MSHT a escala µ2 = 10 GeV2 (izquierda) y µ2 = 104 GeV2 (derecha). Las figuras de
abajo son PDFs polarizadas obtenidas por el grupo NNPDF. Figuras extráıdas de [14].
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1.8. Ecuaciones de evolución DGLAP

Como se puede ver en la Fig. 1.5 las PDFs solamente se pueden obtener a determinadas
escalas. Sin embargo, existen ecuaciones integro-diferenciales que permiten evolucionar las
PDFs a cualquier escala que se requiera. Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones
de evolución DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi) y fueron propuestas
por Altarelli-Parisi en 1977 [36] como una versión más simplificada para partones de
derivaciones ya existentes. Lo novedoso de su derivación fue la interpretación f́ısica de la
violación de escala y el hecho de que solo requiere utilizar los vértices básicos de QCD,
vistos en la Sec. 1.2. Las ecuaciones de evolución DGLAP para el caso de distribuciones
no polarizadas son

dqi(x, t)

dt
=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[
qi(x, t)Pqq

(x
y

)
+G(y, t)PqG

(x
y

)]
, (1.50)

dG(x, t)

dt
=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[ 2f∑
i=1

qi(x, t)PGq

(x
y

)
+G(y, t)PGG

(x
y

)]
, (1.51)

con qi la PDF de los quarks (el ı́ndice i corre sobre todos los quarks y antiquarks),
G la PDF de los gluones y la variable t definida según t ≡ ln(Q2/Q2

0). Las funciones
Pij se conocen como las funciones de división (splitting functions en inglés) y dan la
probabilidad de que un partón emita otro, con el partón inicial reteniendo una fracción
x/y del momento inicial. El sub́ındice de cada función Pij nota los partones salientes.
Para el caso polarizado se tiene un conjunto de ecuaciones similar:

d∆qi(x, t)

dt
=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[
∆qi(x, t)∆Pqq

(x
y

)
+ ∆G(y, t)∆PqG

(x
y

)]
, (1.52)

d∆G(x, t)

dt
=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[ 2f∑
i=1

∆qi(x, t)∆PGq

(x
y

)
+ ∆G(y, t)∆PGG

(x
y

)]
, (1.53)

donde las funciones de distribución se definen según

∆qi = qi+ − qi−, ∆G = G+ −G−, ∆PAB = PA+B+ − PA−B+ . (1.54)
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Caṕıtulo 2

Método LuxQED

En [6] se presentan distintos métodos para obtener fγ y f∆γ a partir de integrales
de las funciones de estructura introducidas en la sección 1.6. Se plantean dos procesos
beyond standard model (BSM) proponiendo interacciones f́ısicamente imposibles para un
leptón y se muestra que la PDF resulta independiente del proceso. Además, obtienen la
misma PDF a través de cálculo de operadores, el cual es independiente del proceso y
también permite calcular contribuciones a mayores ordenes. En este trabajo nos interesa
obtener f∆γ a primer orden, por lo que utilizamos la simplicidad de reglas de Feynman
y un proceso BSM para obtener f∆γ que es exacto hasta el orden en el que trabajamos.

2.1. Proceso no-f́ısico propuesto

Se propone un fotón de prueba a partir de un proceso BSM, i.e. no-f́ısico, que se acopla
a part́ıculas del modelo estándar. Se desprecian contribuciones de interacciones débiles
por lo que basta considerar el formalismo introducido en la sección 1.2. Se propone una
interacción para leptones de esṕın-1/2, con un leptón incidente l de masa nula y otro
leptón saliente L de masa M ≫ mp. Los momentos respectivos son k y k′ = k − q,
siendo q el momento del fotón virtual. La interacción propuesta se plantea con el término
lagrangiano

LBSM = c
e(µ2)

Λ
L̄σµνlFµν + h.c., (2.1)

donde la constante de QED e depende de la escala de enerǵıa µ. Además, se incluye el
término conjugado para considerar el proceso inverso (L incidente, l saliente). Esta es
una interacción mediada por el momento magnético, la cual presenta una violación de
sabor. El momento magnético está representado por el tensor de esṕın σµν = 1

2
[γµ, γν ].

En la Fig. 2.1 se representa la interacción junto al proceso l + p → L + X, a partir del
cual se obtiene la PDF fγ. Para obtener fγ a primer orden uno debe considerar Λ → ∞
formalmente.
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l(k, s) L(k′, s′)

p(p, S)

X

q

Figura 2.1 Proceso l + p→ L+X a primer orden en 1/Λ. Se considera la polarización
de vació en el fotón virtual. Este efecto lleva la constante de acoplamiento de QED α a
una función del momento q α(q2). Para obtener el caso polarizado es necesario plantear
los esṕınes del los leptones, siendo s el esṕın del leptón inicial l y s′ el esṕın del leptón
final L. Hacemos lo mismo para el protón, el cual tiene momento p y esṕın S, definido a
partir de una helicidad H.

El termino de la Ec. 2.1 da un vértice de interacción

i
ce(µ2)

Λ
ū(k − q)[/ϵ, /q]u(k), (2.2)

siendo ϵ el vector de polarización del fotón. A partir de la Ec. 2.2 uno puede definir un
tensor leptónico Lµν para la transición l(k) → L(k′)

Lµν =
1

2

c2

Λ
Tr

[
/k[/q, γ

µ](/k′ +M)[γν , /q]
]

= 2
c2

Λ
Tr

[
/kσµαqα(/k′ +M)σνβqβ

]
. (2.3)

Calculando la traza y usando relaciones cinemáticas uno obtiene que

Lµν =
4c2

Λ2

[
(M2 +Q2)(qµqν −M2gµν) + 4Q2kµkν − 2(M2 +Q2)(kµqν + kνqµ)

]
. (2.4)

Se puede hacer un chequeo rápido y observar que vale qµL
µν = qνL

µν = 0. Ahora, para
obtener el caso polarizado debemos considerar que los leptones tienen esṕın definido.
Planteamos que l tiene un esṕın s y que L presenta un esṕın s′, como se ve en la Fig. 2.1.
Para el protón planteamos que tiene un esṕın S, de modo que se cumplen S2 = −m2

p y
S ·p = 0. A partir de estas relaciones podemos calcular las contracciones con los momentos
leptónicos k y k′ y obtenemos

S · k = −p · k, S · q = −p · q − M2 +Q2

2

m2
p

p · k
. (2.5)

Usando q = k−k′ se recupera S ·k′. Estas relaciones serán útiles para obtener el Lµν pola-
rizado. Para obtener Lµν polarizado planteamos solamente la proyección de helicidad del
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leptón incidente l ya que los procesos que nos interesan requieren únicamente especificar
la helicidad de este leptón y la del protón (aunque para el siguiente desarrollo esta última
no aparece). Ahora si incluimos el operador de proyección de helicidad Ps = 1

2
(1 + sγ5),

siendo s = ±, en la Ec. 2.4 obtenemos

Lµν
pol = 2

c2

Λ
Tr

[
1 − sγ5

2
/kσµαqα(/k′ +M)σνβqβ

]
. (2.6)

Desarrollando la traza uno llega a la expresión de Lµν
pol que nos interesa contraer con el

tensor hadrónico Wµν

Lµν
pol =

4c2

Λ2

[
(M2+Q2)(qµqν−M2gµν)+4Q2kµkν−2(M2+Q2)(kµqν+kνqµ)−i2sM2ϵµνρσkρqσ

]
.

(2.7)
Se ve del último término de la Ec. 2.7 que el tensor leptónico deja de ser simétrico y
no se cancela al contrar con q. En particular será este término el que nos importe para
obtener f∆γ ya que el resto se cancela al calcular la diferencia enter σlRpH y σlLpH .

2.2. Cálculo de PDF polarizada

Nuestro objetivo ahora es obtener la sección eficaz σlp y, subsecuentemente, la diferen-
cia σlRpH −σlLpH para poder extraer de esta última diferencia la PDF polarizada f∆γ. La
sección eficaz del proceso propuesto, esquematizado en 2.1, se escribe incluyendo todas
las correcciones de QED según

σlp(p) =
1

4p · k

∫
d4q

(2π)4
e4ph(q2)

q4
(4π)W µν(q, p)Lµν(q, k)2πδ((k − q)2 −M2)

θ(k0 − q0)θ((p+ q)2 −m2
p)θ(p

0 + q0). (2.8)

Las polarizaciones de vaćıo están consideradas dentro de e2ph(q2) = e2/[1−Π(q2, µ)] y en
lo que sigue del desarrollo trabajamos con αph(q2) = e2ph(q2)/4π. Es importante notar que
si bien las polarizaciones dadas por el factor 1/[1 − Π(q2, µ)] dependen de la escala µ el
factor e2ph solamente depede de q2. A esta renormalización de la constante de acoplamiento
de QED se le da el sub́ındice “ph” para notar que es el valor f́ısico medible. Luego, el
factor que acompaña a la integral es el flujo de enerǵıa del proceso, las funciones δ están
para fijar las masas y las θ aparecen para asegurar enerǵıas positivas, aśı como garantizar
que m2

X ≥ m2
p.

La contracción entre ambos tensores se puede seguir a partir de sus definiciones en las
Ecs. 1.48 y 2.4 para el caso no polarizado o de 2.7 para el caso polarizado. Sin embargo,
desarollar previamente el espacio de fase facilita la cuenta. Siguiendo de la Ec. 2.8, el
espacio de fase está dado por∫

d4q

(2π)4
2πδ((k − q)2 −M2)θ(k0 − q0)θ((p+ q)2 −m2

p)θ(p
0 + q0). (2.9)
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Es conveniente definir las siguientes variables

x =
M2

2p · k
, z =

x

xbj
(2.10)

donde xbj = Q2/(2p · q) es la variable de Bjorken. Se puede ver de la definición que
x tiene una forma similar a la variable de Bjorken pero donde xbj se interpreta como
la fracción de momento de un partón la nueva variable x es partiularmente la fracción
de momento del fotón como partón del protón. Con estas nuevas variables uno puede
desarrollar la expresión vista en la Ec. 2.9 y, mediante un cambio de coordenadas, llegar
a una expresión del espacio de fase donde las integrales se realizen sobre Q2 y xbj (o
z). Este desarrollo se muestra con detalle en el apéndice A. Entonces, las integrales del
espacio de fase se pueden llevar a la forma

1

16π2M2

∫ 1− 2xmp
M

x

dz

∫ Q2
max

Q2
min

dQ2

∫ π

−π

dϕ

2π
, (2.11)

donde ϕ es el ángulo de dispersión de la interacción y los ĺımites de integración de Q2

están dados por

Q2
min =

x2m2
p

1 − z

2

1 − 2x2m2
p

(1−z)M2 +
√

1 − 4x2m2
p

(1−z)2M2

, Q2
max = M2

(1 − z

z

)1 − 2x2m2
p

(1−z)M2 +
√

1 − 4x2m2
p

(1−z)2M2

2
(

1 +
x2m2

p

zM2

) .

(2.12)
Los ĺımites de integración para z y Q2 se pueden simplificar viendo que sus expresiones
dependen de un cociente entre masas que cumple mp/M ≪ 1. Por lo tanto, se ve que
bajo esta expansión z corre entre x y 1 mientras que los ĺımites de Q2 resultan ser

Q2
min →

x2m2
p

1 − z
, Q2

max →M21 − z

z
. (2.13)

El resultado de σlp para el caso no polarizado se puede ver en [6] y resulta ser de-
pendiente únicamente de las funciones de estructura F1 y F2

1. Como nos interesa el caso
polarizado continuamos directamente con la diferencia entre las secciones eficaces σlRpH

y σlLpH . A partir de la Ec. 2.8 y utilizando el espacio de fase de la Ec. 2.11 junto a la
contracción de 1.48 con 2.7 la diferencia resulta ser

1

2
[σlRpH − σlLpH ] =

1

2πα(µ2)
σ0

∫ 1

x

dz

z

∫ Q2
max

Q2
min

dQ2

Q2
α2
ph(−Q2)

{
H
(

4 − 2z −
4m2

px
2

Q2
−

4m2
px

2Q2

M4
−

8m2
px

2

M2
− 2zQ2

M2

)
xg1(x/z,Q

2)

(2.14)

−H
(8m2

px
2

zM2
+

8m2
px

2

zQ2

)
xg2(x/z,Q

2)
}
.

1En realidad resulta favorable expresar este resultado en términos de una combinación lineal entre F1

y F2 en reemplazo de F1 pero como en este trabajo el objetivo no es esta cuenta decidimos no detallarla
en profundidad.
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Nótese que se suprimen términos que sean del tipo mp/M en los ĺımites de integración,
no hay dependencia del ángulo ϕ y que las funciones de estructura g1 y g2 dependen de
xbj y Q2 pero por la elección de variables es necesario escribir xbj = x/z. La constante
σ0 se define

σ0 ≡
4πc2e2(µ2)

Λ2
, (2.15)

la cual absorbe las constantes de la interacción definidas en 2.2. Dado que solamente se
integra en z y Q2 el resultado final depende de x pero esta valor queda fijo gracias a M
y a 2p · k = s−mp siendo

√
s la enerǵıa del centro de masa.

Para poder extraer la PDF polarizada f∆γ volvemos a las secciones eficaces partónicas
σ̂li definidas en la Ec. 1.41 donde introducimos la sección eficaz leptón-hadrón como una
suma de secciones eficaces leptón-partones. De esta manera, podemos describir σlhpH (con
h = R,L) a través de

σlhpH (p) =
∑
is

∫
dyσ̂lhis(yp)fis/pH (y, µ2), (2.16)

donde la suma sobre is se realiza considerando todos los partones y sus helicidades.
Hasta ahora estuvimos utilizando la notación f∆γ para la PDF polarizada del fotón
pero la notación es general para cualquier partón2, siendo que se define como f∆i ≡
fiR/pH − fiL/pH . Se debe que tener en cuenta que si se renormaliza en el esquema MS el
resultado final de las PDF tambien se encuentra en este esquema. Como vamos a trabajar
hasta primer orden en las constantes de acoplamiento vamos a expandir la Ec. 2.8 en estas
constantes, despreciando términos que van como m2

p/M
2. De esta manera, obtenemos el

siguiente desarrollo

σlp(p) =

∫
dyσ̂

(0,0)
lγ (yp)fγ(x, µ2) +

α(µ2)

2π

∑
j∈{q,l}

∫
dyσ̂

(0,1)
lj (yp)fj(x, µ

2), (2.17)

donde seguimos manteniendo el factor de escala µ libre ya que todav́ıa no la fijamos. Los
diagramas correspondientes a σ̂

(0,0)
lγ y σ̂

(0,1)
lj se esquematizan en la Fig. 2.2. El primero

de ellos es la contribución a orden más bajo en esta interacción, donde el único partón
que puede formar parte es el fotón y se tiene directamente la PDF fγ. Luego, el segundo
diagrama se corresponde al siguiente orden en α, que incluye las PDFs de los fermiones
cargados. En el esquema MS el término del tercer y último diagrama se anula ya que
el fotón se considera on-shell y la polarización de vaćıo es directamente nula. Por esta
razón, la suma en la Ec. 2.17 se considera para j ∈ {q, l}, donde q representa a los quarks
y l a los leptones3.

2Otra notación usual es simplemente ∆γ, dejando la f . Análogo para el resto de partones.
3No confundir esta notación general de leptones con el leptón l de masa nula considerado en el proceso

BSM propuesto.
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Figura 2.2 Diagramas de Feynman para interacción leptón-partón hasta primer orden
en αs, según el conteo fenomenológico. Se representan los diagramas a orden más bajo y
la polarización de vaćıo que se suprime si se renormaliza según el esquema MS.

La cuenta que estamos desarrollando se realiza dentro de un conteo de potencias
“democrático”, en el sentido que se consideran α y αs del mismo orden y que todas las
PDF son del mismo orden. Sin embargo, en el estudio fenomenológico se debe considerar
que α es menor que αs, siguiendo como gúıa α ≈ α2

s. Con este conteo se tiene que la PDF
del fotón es de orden αL con respecto a las PDF de los quarks, siendo L un logaritmo de µ2

sobre alguna escala hadrónica (e.g. m2
p). Se puede asumir que L ≈ 1/αs y, en tal caso, los

diagramas de la Figura 2.2 son de orden α2L, α2 y α3L ≈ α2αs, respectivamente. Luego,
si uno quisiera una corrección de mayor orden esta seŕıa de un orden 1/L ≈ αs ≈

√
α

mayor en vez de un orden α como en el conteo anterior.
Volviendo a la Ec. 2.17, necesitamos ahora las secciones eficaces partónicas. Se tiene

que f∆γ es de orden α por lo que solo necesitamos el orden más bajo de la dispersión
dura (hard-scattering)

1

2
[σ̂lRγR − σ̂lLγR ] = σ0M

2δ(s−M2), (2.18)

para la cual se tiene z = x/y y x = M2/s. Luego, la asimetŕıa de polarización a orden
ασ0 resulta ser

1

2
[σ̂lRqR − σ̂lLqR ] =

α(µ)σ0
2π

{
z(2 − z)

[
− 1

ϵ
+ ln

M2(1 − z)2

zµ2

]
− 3z(1 − z)

}
, (2.19)

donde el término 1/ϵ denota divergencias IR. Introduciendo las Ecs. 2.18 y 2.19 en 2.17
podemos obtener la diferencia de secciones eficaces desde el modelo de partones y apli-
cando la substracción MS se obtiene

1

2
[σlRpH − σlLpH ] = σ0H

{
xf∆γ(x, µ2) +

α(µ)

2π

∫ 1

x

dz

z

[
z(2 − z) ln

(M2(1 − z)2

zµ2

)
− 3z(1 − z)

]
×

∑
i

e2i
x

z
f∆i(

x

z
, µ2) + O(ααs)

}
. (2.20)

El paso siguiente consiste en definir una nueva factorización para tratar los problemas
que conlleva realizar este cálculo con un proceso BSM. Definimos el esquema de “facto-
rización f́ısica” (physical factorization en inglés) suprimiendo aquellos términos que van
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como 1/M2 (y el factor dimensional σ0) de la Ec. 2.14

fPF
∆γ (x, µ2) =

1

2πα(µ2)

∫ 1

x

dz

z

∫ µ2

1−z

Q2
min

dQ2

Q2
α2
ph(−Q2)

{(
4 − 2z −

4m2
px

2

Q2

)
g1(x/z,Q

2) −
(8m2

px
2

zQ2

)
g2(x/z,Q

2)
}
, (2.21)

donde la escala µ elegida debe ser µ ∼ M o, de manera inversa, proponer una masa
M ∼ µ si se fija la escala desde un principio. En esta factorización se intercambia el
ĺımite de integración superior de Q2 por µ2/(1 − z). La idea detrás de esta factorización
es separar la integral de la Ec. 2.14 en términos de la integral dada en la Ec. 2.21 y los
términos restantes. Estos últimos solo tienen contribuciones de Q2 del orden de M2 dado
que consideramos µ ∼ M y, por ende, no se tienen logaritmos grandes. Ahora, como Q2

es grande dentro del rango de integración
[

µ2

1−z
, M

2(1−z)
z

]
se pueden hacer los reemplazos

g1(x/z,Q
2) por g1(x/z, µ

2) y αph(−Q2) por αph(−µ2) = α(µ2) hasta correcciones de orden
αs(µ

2) y α(µ2). De esta manera se simplifica la integral sobre Q2 en el rango restante y
podemos reescribir 2.14 según

1

2
[σlRpH − σlLpH ] = σ0Hxf

PF
∆γ (x, µ2) +

α(µ2)

2π
σ0H

∫ 1

x

dz

z

{
+ 2(2 − z) ln

(M2(1 − z)2

zµ2

)
− 2(1 − z)

}
xg1(x/z, µ

2).

(2.22)

Con esta factorización adecuada podemos extraer f∆γ de la Ec. 2.20 igualandola a la Ec.
2.22. Sin embargo, necesitamos identificar g1 en la Ec. 2.20. Esta función de estructura
se define según

g1(x,Q
2) =

1

2

∑
q

e2q

∫ 1

0

dydzδ(yz−x)[C∆q(y)⊗f∆q(z,Q
2)+C∆g(y)⊗f∆g(z,Q

2)] (2.23)

donde la suma se hace sobre todos los quarks q = u, d, c, s, b, t, siendo eq sus respectivas
cargas y f∆q sus PDF polarizadas (igual para la PDF del gluón f∆g). Al orden que nos
interesa debemos usar como coeficientes C∆q = δ(1 − z). Esta identificación nos permite
igualar 2.20 y 2.22, a partir de la cual obtenemos

f∆γ(x, µ2) =
1

2πα(µ2)

∫ 1

x

dz

z

{∫ µ2

1−z

Q2
min

dQ2

Q2
α2
ph(Q2)

[(
4 − 2z −

4m2
px

2

Q2

)
g1(x/z,Q

2)−
(8m2

px
2

zQ2

)
g2(x/z,Q

2)
]

(2.24)

+ α2(µ2)4(1 − z)g1(x/z, µ
2)

}
.

Nótese que el último factor dentro de las llaves no está siendo integrado en Q2 y solamente
se integra en z. Finalmente, pudimos extraer la distribución que nos interesa calcular.
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Caṕıtulo 3

Cálculo fenomenológico

El resultado que obtuvimos de la PDF polarizada del fotón en la Ec. 2.24 contempla
un amplio rango en los parámetros Q2 y x para los cuales se necesita conocer las funciones
de estructura g1 y g2 como funciones de x y Q2. Para lograr esto hacemos uso de modelos
fenomenológicos en conjunto con datos experimentales. Nuestro estudio está dividido en
3 regiones: una región elástica, una región de resonancias con un continuo de bajo Q2 y
una última región continua de alto Q2. Definimos la variable W para separar las regiones
según

W 2 = m2
p +

1 − xbj
xbj

Q2. (3.1)

La región elástica se establece a partir de W 2 < (mp +mπ0)2 ≈ 1,15 GeV2. La región de
resonancias en el rango (mp+mπ0)2 ≈ 1,15 GeV2 < W 2 < W 2

res = 3,24 GeV2 y el continuo
de bajo Q2 se rige por W 2 > W 2

res y Q2 < Q2
per = 2 GeV2. Finalmente la región de alto Q2

está dada por Q2 > Q2
per y W 2 > W 2

res. Esta última región es la única que puede utilizar
un desarrollo perturbativo como aproximación para las funciones g1 y g2. En todas las
regiones es necesario evolucionar la constante de acoplamiento α y para ello utilizamos
el desarrollo de esta al orden más bajo (leading order LO) con la condición inicial dada
por α(Rb) = (137,035998995)−1, siendo Rb la masa de un átomo de 87Rubidio [37, 38].
En la Fig. 3.1 se puede ver la distribución de los datos en el espacio de parámetros.

El cálculo de f∆γ se realiza en Python, utilizando SciPy como libreŕıa de cálculo
integral. Las funciones dadas por esta libreŕıa están basadas en Quadpack, paquete de
Fortran con subrutinas de cálculo integral [39].

3.1. Región elástica

Como fue mencionado previamente, la región elástica comprende los procesos que
cumplen la restricción W 2 < (mp + mπ0)2 ≈ 1,15 GeV2. En particular, esta restricción
nos permite describir las funciones g1 y g2 a partir de los factores de forma eléctrico y
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Figura 3.1 Espacio de parámetros (W 2, Q2) en conjunto con los datos utilizados para
el cálculo fenomenológico de f∆γ. Para distinguir las regiones analizadas se remarca en
verde claro la región de resonancias, en verde oscuro la región de bajo Q2 con modelo
BKZ, en rojo la región de alto Q2 y en azul la región elástica. Los puntos rojos repre-
sentan datos medidos de g1 en COMPASS [40] (ćırculos), CLAS [41, 42] (cruces) y SMC
[43, 44] (triángulos). Los puntos azules representan los datos medidos de g2 en las cola-
boraciones de SLAC E143 [45] (cruces), SLAC E155 [46, 47] (ćırculos) y de HERMES
[48] (triángulos).

magnético de Sachs GE y GM respectivamente [49]

gela1 =
1

2

GE(Q2)GM(Q2) + τG2
M(Q2)

1 + τ
δ(1 − xbj), (3.2)

gela2 =
τ

2

GE(Q2)GM(Q2) −G2
M(Q2)

1 + τ
δ(1 − xbj), . (3.3)

donde se define τ = Q2/(4m2
p) como una función de Q2. Es importante notar que las

funciones δ implican que el electrón interactúa directamente con el protón, por lo que
se está despreciando la radiación de este último. Sin embargo, considerar la emisión de
fotones del protón implica una corrección de mayor orden y esto va más allá del nivel de
precisión de nuestro cálculo. Ahora solo resta reemplazar las Ecs. 3.2 y 3.3 en 2.24 para
lo cual es necesario utilizar la igualdad δ(1−xbj) = zδ(z−x), la cual surge directamente
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de propiedades de la δ y de la definición de z. Entonces,

f∆γ(x, µ2) =
1

2πα(µ2)

∫ µ2

1−x

Q2
min

dQ2

q2
α2
ph(Q2)

[GE(Q2)GM(Q2)

1 + τ

(
2 − 2x−

2m2
px

2

Q2

)
+

+
τG2

M(Q2)

1 + τ

(
2 − 2

2m2
px

2

Q2

)]
. (3.4)

A este punto es necesario tomar una definición de los factores de forma GE y GM y para
eso se propone el siguiente modelo conocido como forma dipolar :

GE(Q2) =
1

(1 +Q2/m2
dip)

, GM(Q2) = µpGE(Q2), (3.5)

siendo mdip = 0,71 GeV2 y µp ≈ 2,793 el momento magnético anómalo del protón. Esta
fórmula es exacta únicamente para Q2 = 0, i.e. GE(0) = 1 y GM(0) = µp son valores
exactos. Para cualquier otro valor el modelo es una aproximación. En [6] y en los resulta-
dos que nosotros obtenemos en el Cap. 4 se ve que la región elástica tiene gran influencia
en los resultados finales, por lo que consideramos que es necesario tomar factores de for-
ma más precisos. Para lograr esto se proponen utilizar los ajustes experimentales a los
factores de forma publicados por la colaboración A1 [50]. Los datos de A1 están limita-
dos hasta Q2 < 1 GeV2 pero en su publicación también incluyen un ajuste global hasta
Q2 ∼ 10 GeV2. Luego, más allá de 10 GeV2 fijamos los valores de GE y GM al valor que
tienen para Q2 = 10 GeV2. En la Fig. 3.2 se muestran los ajustes a los factores de forma
normalizados a las expresiones dipolares, introducidas en la Ec. 3.5. Se incluyen los dos
ajustes realizados por la colaboración A1, uno presenta datos no-polarizados (en rojo) y
el otro presenta datos polarizados (en azul). Para llevar a cabo el estudio fenoenológico
decidimos utilizar el ajuste con datos polarizados dado que provee un mejor marco de
trabajo para realizar tal cálculo1. Además, en la Fig. 3.2 también se puede apreciar las
bandas de error para cada ajuste. Estos errores son propagados al realizar el cálculo del
error en nuestro resultado de la PDF polarizada del fotón. Para realizar esta propagación
se considera que los errores en ambos ajustes están completamente correlacionados, como
se propone en [6]. Luego, la variación de estos nos darán la incerteza de esta región en
nuestro resultado.

3.2. Región de resonancias y continuo de bajo Q2

La región de resonancias está caracterizada por (mp + mπ0)2 < W 2
res = 3,24 GeV2,

mientras que la región continua de bajo Q2 se corresponde a W 2 > (mp + mπ0)2 y
Q2 < Q2

per = 2 GeV2. Dado que la aproximación perturbativa no se puede aplicar en
estos rangos nos vemos obligados a utilizar mediciones y modelos fenomenológicos.

1Este ajuste provee restricciones más fuertes a las contribuciones de intercambio de 2 fotones (Two-
Photon Exchange), aporte que es fuertemente discutido en [50].
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Figura 3.2 Ajustes deGE(Q2) yGM(Q2) de la colaboración A1, realizados sobre datos no
polarizados y polarizados [50]. Los ajustes están normalizados por su expresión dipolar,
Ec. 3.5, para evidenciar la variación de los experimentos de esta aproximación.

En el sector de resonancias los modelos de g1 y g2 se realizaron como una suma de
términos resonantes. Estos fueron extráıdos de ajustes realizados sobre mediciones. Los
autores de [51] publicaron un código para realizar el cálculo de las funciones de estructura
dentro de la región que ya establecimos como la de resonancias, i.e. W < Wres = 1,8 GeV.
Los ajustes utilizan mediciones dadas por la colaboración CLAS [41, 42], donde solamente
se utilizaron protones longitudinalmente polarizados como blancos. Debido a esto, g1 se
infiere a partir de un ajuste global sobre datos mundiales2 de g2. También utilizan datos
de las siguientes colaboraciones: RSS [52, 53], SANE [54] y Jefferson Lab Hall A g2p [55].
En estos experimentos se determinaron las asimetŕıas A|| y A⊥ a partir de las cuales se
pueden reconstruir g1 y g2. Se pueden ver varios de estos datos en la Fig. 3.1. Sin embargo,
este modelo de ajustes solamente es aplicable para valores de Q2 < 7,5 GeV2, según se
detalla en [51]. Por ende, se utiliza un modelo perturbativo para valores más altos. Este
modelo se detalla en la Sec. 3.3. Aún aśı, por la restricción anterior de W 2 < W 2

per

esta nueva condición resulta en valores altos de x y para estos valores las funciones de
estructura son casi nulas y los efectos de resonancia decaen. Por lo tanto, se espera que
esta elección de modelo no altere significativa el resultado. En la Fig. 3.3 se muestra el
modelo de ajustes para 2 subgrupos de datos de CLAS [41], uno para Q2 = 1,01 GeV2 y
otro para Q2 = 2,44 GeV2.

2World data en inglés, se refiere a muchos (si no son todos) datos disponibles públicamente.
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Figura 3.3 Ajustes de resonancias en g1 [51] para subgrupos de mediciones de CLAS [41].
Los datos en azul se corresponden a Q2 = 1,01 GeV2 y los datos en rojo se corresponden
a Q2 = 2,44 GeV2.

La región de bajo Q2 no presenta tantas mediciones como la región de resonancias,
comparación que se aprecia en la Fig. 3.1. Debido a esto no podemos modelar esta
región mediante ajustes y nos vemos obligados a utilizar un modelo fenomenológico.
Utilizamos el modelo BKZ [56-58] para describir g1. Este se basa en ideas de Vector
Meson Dominance (VMD) [59], que a su vez es un modelo construido para tratar con
interacciones fotón-hadrón. De esta manera, se describe g1 según

gBKZ
1 (xbj, Q

2) = C
[4

9

(
∆u

(0)
val(xbj) + ∆u(0)(xbj)

)
+

1

9

(
∆d

(0)
val(xbj) + ∆d

(0)
(xbj)

)] M4
ρ

(Q2 +M2
ρ )2

+ C
[2

9
∆s(0)(xbj)

] M4
ϕ

(Q2 +M2
ϕ)2

(3.6)

+ gper1 (xbj, Q
2),

donde ∆q(0), con q = u, d, s son las PDF polarizadas evaluadas a Q2
0 = 1 GeV2, Mϕ y

Mρ son las masas de los mesones ϕ y ρ respectivamente y gper1 es una extrapolación de la
función de estructura del modelo de QCD mejorado a valores arbitrarios de Q2 y x. El
parámetro C se puede calcular a partir de la regla de sumatoria DHGHY [56, 60] pero
podemos ajustarlo a partir de mediciones. Luego, para la parametrización de la parte
perturbativa de la Ec. 3.6 (tanto para gper1 como para las PDF) se utiliza el conjunto
de PDFs DSSV [1, 22] con las correcciones de QED introducidas en [61]. En [40] se
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utiliza este modelo en la región de bajo Q2 y obtienen resultados en concordancia con
los experimentos. En la Fig. 3.4 se muestran las mediciones disponibles para la región de
bajo Q2, obtenidas de las colaboraciones COMPASS [40, 62] (ćırculos azules) y SMC [43,
44] (ćırculos rojos). También se grafica el modelo BKZ, evidenciando cualitativamente
cuán bien describe los resultados experimentales. A partir de esta concordancia entre el
modelo y los datos podemos evaluar g1 en puntos donde todav́ıa no hay datos disponibles.
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2 2

Figura 3.4 Comparación del modelo BKZ para g1 a los datos experimentales. Los datos
son de las colaboraciones COMPASS [40, 62] (ćırculos azules) y SMC [43, 44] (ćırculos
rojos). El modelo BKZ, expĺıcito en la Ec. 3.6, presenta un parámetro C que fue ajustado
a partir de los datos y de la parametrización perturbativa usando el conjunto de PDFs
DSSV con correcciones de QED para la evolución [1, 61].

Para combinar el modelo de resonancias y el de bajo Q2 utilizamos dos escalas de
transición para suavizar el paso entre ambas regiones, como se propone en [6]. Se definen
W 2

low = 3 GeV2 y W 2
hi = 4,5 GeV2 y la transición se describe a partir de

g1 =


gres1 W 2 < W 2

low,

(1 − ρ(W 2))gres1 + ρ(W 2)gBKZ
1 W 2

low < W 2 < W 2
hi,

gBKZ
1 W 2

hi < W 2,

(3.7)

siendo gres1 el modelo fenomenológico de resonancias [51] y la función ρ(W 2) definida a
partir de

ρ(W 2) = 2ω2 − ω4, ω =
W 2 −W 2

low

W 2
hi −W 2

low

. (3.8)
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Con ambos modelos y su transición ahora somos capaces de calcular g1 en ambas regiones
de resonancias y bajo Q2. A la vez, vamos a utilizar el mismo tipo de transición entre
las regiones continuas de bajo y alto Q2, donde gBKZ

1 será reemplazado por el modelo
perturbativo que describiremos en la siguiente sección.

Nos falta ver la contribución de g2 en estas regiones pero la situación es más delicada
pues los datos experimentales disponibles son considerablemente menos que los disponi-
bles para g1 y, además, no hay modelo fenomenológico que describa satisfactoriamente
su comportamiento en estas regiones. Sin embargo, podemos estimar el orden de sus con-

tribuciones en la Ec. 2.24 a partir del coeficiente que la acompaña. Definiendo r =
8m2

px
2

zQ2

se puede ver que r ≤ 2m2
p

W 2
res−m2

p
≈ 0,75 en la región continua de bajo Q2. Dado que el

coeficiente que multiplica a g1 es de un orden mayor (∼ 4) podemos despreciar la con-
tribución de g2 en esta región. En la región de resonancias no podemos despreciar g2
pues r puede tomar valores más altos y resultar comparable a g1. Para determinar la
incerteza de g1 y g2 se realizó lo siguiente: ubicamos los Ndatos = 5 más cercanos al punto
en el cual se están evaluando los funciones de estructura y ah́ı calculamos el promedio
de las incertezas experimentales pertinentes a los datos disponibles. De esta manera le
asignamos una incerteza a cada punto de las funciones de estructura que calculamos. Por
último, este error se propaga al resultado final de f∆γ.

3.3. Región perturbativa

La región continua de alto Q2, previamente definida a partir de Q2 > Q2
per = 2 GeV2

y W 2 > W 2
res = 3, 24 GeV2, presenta la particularidad de que las funciones de estructura

g1 y g2 pueden ser calculadas a partir de un modelo perturbativo3. Esto nos permite
prescindir de mediciones experimentales de g1 y g2 en esta región para obtener el primer
resultado de f∆γ. A la vez, para obtener la expresión de g1 que aparece en la factorización
f́ısica de la Ec. 2.21, i.e. g1 = g1(xbj, Q

2), utilizamos el calculo de QCD+QED que se
describe en [61] (conjunto de PDFs DSSV, previamente ya mencionadas). Sin embargo,
hay que tomar una pequeña precaución en consideración: necesitamos la PDF del fotón
polarizada para calcular g1. Sabemos que la contribución de f∆γ a g1 es chica, al menos
al orden en el que trabajamos, por lo que podemos tomar un modelo de juguete como
una primera aproximación y esta no debeŕıa afectar significativamente al resultado final
de f∆γ. Tomamos que fmod

∆γ = xfγ [61], utilizando fγ del conjunto de PDFs NNPDF [63].
En cuanto a g2, tomamos la relación de Wandzura-Wilczek [64], i.e.,

gWW
2 (xbj) = −g1(xbj) +

∫ 1

xbj

dy

y
g1(y). (3.9)

Se espera que este modelo funcione bien a valores altos de Q2 dado que es una aproxima-
ción hasta contribuciones de twist-2 y no se tienen en cuenta contribuciones de twist-3.

3Si bien no fue explicitado, ya utilizamos un desarrollo perturbativo de g1 en la obtención de f∆γ a
partir de la Ec. 2.23, donde luego utilizamos su aproximación a LO.
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En la Fig. 3.5 se grafica la forma dada por la Ec. 3.9 junto a datos experimentales
de las contribuciones de SLAC [45-47] y HERMES [48] con la condición Q2 > 2 GeV2

(recordemos Q2
per = 2 GeV2). Se puede apreciar lo bien que ajusta la aproximación de

Wandzura-Wilczek a los datos en el rango [0,1, 0,6], permitiendonos evaluar g2 en rangos
en los cuales todav́ıa no se dispone de resultados experimentales.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
xbj

−1.5

−1.0

−0.5

0.0
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Relación de Wandzura-Wilczek
Datos conQ2 > 2 GeV2

Figura 3.5 Relación de Wandura-Wilczek en comparación a resultados experimentales.
La forma dada por la Ec. 3.9 se contrasta con los datos de SLAC [45-47] y HERMES
[48], con la condición impuesta por la región de alto Q2, i.e. Q2 > 2 GeV2.

Finalmente, hay varias fuentes de error en esta región que hay que estimar. Primero,
hay una incerteza teórica en el cálculo de fPF

∆γ al variar independientemente las escalas no-
f́ısicas de renormalización µR y de factorización µF en el cálculo de g1. Para determinar
este error se calcula la PDF polarizada f∆γ variando las escalas en un factor 2, i.e.
Q/2 < µR,F < 2Q. Luego, tomamos la suma en cuadratura de ambas variaciones como la
incerteza en el cálculo de f∆γ. Es importante notar que esta incerteza no se puede calcular
en g1 a LO pues no hay dependencia de una escala no-f́ısica a este orden. Luego, la segunda
fuente de error proviene de la arbitrariedad con la que uno corta la factorización f́ısica en
la Ec. 2.21 del resto de la expresión de la Ec. 2.24. El resultado final no puede depender
de esta escala, por lo que se introduce una nueva escala variable MZ de modo que el
ĺımite superior en la integral de Q2 es M2

Z/(1 − z). Se espera que el resultado final sea
independiente de esta elección en el sentido de que los términos faltantes de mayor orden
cancelen esa variación. De esta manera, la expresión de fPF

∆γ se reescribe para explicitar
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esta fuente de incerteza

fPF
∆γ (x, µ2,MZ) =

1

2πα(µ2)

∫ 1

x

dz

z

∫ M2
Z

1−z

Q2
min

dQ2

Q2
α2(Q2)

[(
4 − 2z −

4m2
px

2

Q2

)
g1(x/z,Q

2) −
8m2

px
2

zQ2

]
. (3.10)

A la vez, debemos considerar otra expresión que vaŕıa por este corte. Entre las Ecs. 2.21 y
2.22 se comenta que al tener términos restantes integrando con Q2 del orden de la escala
elegida era posible tomar ciertas aproximaciones. Como este término resulta dependiente
de la escala no-f́ısica µ nuevamente es necesario considerar que nuestro resultado sea
independiente de µ, por lo que se debe reescribir este término. Si definimos fLO

∆γ según

fLO
∆γ (x, µ2) =

α(µ2)

2π

∫ 1

x

dz

z
gLO1 (x/z, µ2), (3.11)

entonces el error al introducir MZ es

fLO
∆γ (x, µ2,MZ) =fLO

∆γ (x, µ2) +
1

2πα(µ2)

∫ 1

x

dz

z

∫ µ2

1−z

M2
Z

1−z

dQ2

Q2
α2(Q2)

(4 − 2z)gLO1 (x/z,Q2). (3.12)

Para obtener la incerteza asociada a esta escala se vaŕıa µ/2 < MZ < 2µ. Por último, se
debe considerar una incerteza más en g1 que se origina de las varias réplicas de PDFs que
se generan dentro del conjunto DSSV [1]. Para estimar este error se calcula g1 y, a partir
de este resultado, se calcula f∆γ para cada réplica. Luego, se calcula la curva promedio
de las réplicas y se toma su desviación estándar como la incerteza. En el gráfico superior
de la Fig. 3.6 se muestran las Nrep = 999 réplicas de la PDF polarizada del fotón junto
a la curva media. También se muestra la curva de variación estándar pertinente.
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Figura 3.6 Réplicas (curvas azules) de la PDF polarizada del fotón a µ2 = 80 GeV2,
calculadas a partir de cada réplica de g1 del conjunto de PDFs DSSV con correcciones
de QED [1, 61]. Se grafica la curva media (curva negra), i.e. el valor medio. Además, en
el gráfico inferior se muestra la desviación estándar σ punto a punto.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En la Fig. 4.1 se presenta el resultado obtenido para la PDF polarizada del fotón f∆γ,
calculada a µ2 = 80 GeV2. Se grafica cada contribución por separado (detalladas en el
Cap. 3) y se entiende que f∆γ es la suma de ellas. Es evidente que la región elástica (en
marrón) presenta la mayor contribución a f∆γ, seguida por la región de alto Q2 (en azul)
y la región de resonancias y de bajo Q2 (en rojo) presentan el menor aporte al resultado
final. A la vez, se grafica el modelo sencillo utilizado para obtener g1 previo al cálculo
de f∆γ y podemos ver que, si bien no captura la misma forma funcional, este modelo
predice el orden en el que se encuentra nuestro resultado de la PDF. Recordemos que
este modelo está dado por fmod

∆γ = xfγ, para el cual se obtiene la PDF no polarizada fγ a
partir del conjunto NNPDF [63]. Además, en la Fig. 4.2 se muestran todas las incertezas
relativas que fueron desarrolladas en el Cap. 3. En rojo se presentan las incertezas de la
región de resonancias y de bajo Q2, las cuales provienen de incertezas experimentales (ya
detalladas en la Sec. 3.2). Luego, en distintas tonalidades de azul se muestran las tres
fuentes de incertezas presentes en la región de alto Q2: el azul más oscuro representa la
incerteza que se tiene al variar la escala no-f́ısica con la cual se calcula g1, el azul más
claro representa la incerteza que surge al reemplazar µ por la escala de masa MZ en
los ĺımites de integración, introducida en las Ecs. 3.10 y 3.12 y el azul restante son las
incertezas introducidas por la variación de las PDFs por sus réplicas del conjunto DSSV
[1, 61]. La región marrón identifica las incertezas que provienen de la región elástica,
siendo su origen las variaciones de los mismos ajustes utilizados para el cálculo (véase la
Fig. 3.2 en la Sec. 3.1). Finalmente, se suman en cuadratura todos estos errores. Podemos
ver que el error relativo vaŕıa entre el 50 % y el 10 %, siendo que el 50 % se tiene para
x ∼ 10−3 y alcanza el 10 % de error relativo para x ∼ 10−1. Es notable que si bien es
coherente el hecho de que f∆γ tienda a 0 a medida que x se aproxima a 1 el error relativo
aumenta hasta un 30 % en estos valores. Las principales fuentes de incerteza provienen
de la variación en las réplicas de las PDFs y del error experimental en la región de bajo
Q2 y resonancias.

A partir del resultado de f∆γ se evolucionó a distintas escalas µ2. En la Fig. 4.3 se
muestran las evoluciones a las escalas µ2 = 10, 102, 103, 105 GeV2 utilizando las ecuaciones
QCD+QED DGLAP [61]. Se puede apreciar en la figura que los cambios a la PDF son
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pequeños. En la misma figura se expone el cociente f∆γ/fγ, para los cuales se utilizó fγ
de NNPDF [63]. Como era de esperarse el cociente es menor a 1 y se aproxima a 1 a
medida que x→ 1.
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Región continua de altoQ2

Región elástica
Región de resonancias y continuo de bajoQ2

Figura 4.1 PDF polarizada del fotón f∆γ. El resultado se obtiene para µ2 = 80 GeV2.
En azul se muestra la contribución de la región con desarrollo perturbativo a alto Q2,
en marrón se tiene la contribución de la región elástica y en rojo se tiene el aporte de
las resonancias y la región de bajo Q2. Además, también se grafica el modelo utilizado
para obtener g1, siendo este f∆γ = xfγ. Se puede ver que si bien no predice la forma del
resultado obtenido se encuentra dentro del mismo orden.

Finalmente se calcula el primer momento de la distribución f∆γ, la cual da como
resultado la contribución del fotón al esṕın del protón. El resultado se presenta truncado
debido a que no se puede determinar completamente debido a las grandes incertezas
presentes para bajo x. A la escala µ2 = 10 GeV2 se obtiene

∫ 1

0,001
f∆γdx ≈ 0,0049±0,0008.

En comparación a la contribución de los quarks y gluones este valor es chico, considerando
que estos ya saturan el esṕın del protón [65].
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Figura 4.2 Incertezas relativas δf∆γ/f∆γ para la PDF polarizada del fotón f∆γ a escala
µ2 = 80 GeV2. En distintas tonalidades de azul se muestran los errores provenientes de
la región de alto Q2, los cuales incluye las incertezas en las réplicas del conjunto de
PDFs DSSV, la variación de la escala de corte MZ en la integral y la variación de escalas
no f́ısicas en el cálculo de g1. En rojo se tiene la incerteza de la región de resonancia,
proveniente de los datos experimentales usados en los modelos de ajustes de resonancias
y los que se utilizaron en el modelo BKZ. En marrón se tiene la incerteza de la región
elástica que proviene de los ajustes de la colaboración A1. La curva negra representa la
suma en cuadratura de todas las incertezas.
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Figura 4.3 Distribución partónica polarizada del fotón evolucionada a distintas escalas
µ2 a partir de correcciones a las ecuaciones de evolución DGLAP. En la gráfico inferior se
muestra el cociente entre la distribución polarizada f∆γ y la no polarizada fγ, las cuales
fueron extráıdas del grupo de PDFs de NNPDF [63].
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Se logró calcular la PDF polarizada del fotón como partón del protón mediante resul-
tados experimentales y modelos fenomenológicos utilizando el método propuesto por el
grupo de LuxQED, como se detalla en su trabajo [6]. Para llevar a cabo esto se requirió
de un conocimiento claro de f́ısica de part́ıculas de altas enerǵıas, desde los modelos más
básicos a modelos más complejos. Se decidió por estudiar esta PDF mediante procesos
f́ısicamente imposibles Beyond Standard Model que nos permitieron una interpretación
sencilla a través de diagramas de Feynman. También fue de gran importancia replicar las
cuentas necesarias para obtener la PDF polarizada del fotón f∆γ para entender y poder
continuar con el trabajo de LuxQED.

La PDF polarizada f∆γ se obtuvo mediante cálculo integral. Para la región elástica,
se pudo describir las funciones de estructura g1 y g2 en términos de los factores de
forma de Sachs, optando por datos experimentales pulicados por la colaboración A1 por
sobre aproximaciones a través de modelado. En las regiones de resonancias y de bajo
Q2 se realizó el cálculo a través de una combinación de datos experimentales y modelos
fenomenológicos. En particular, las resonancias fueron incluidas en la cuenta a través de
suma de ajustes, como son introducidos en [51]. Luego, la zona de bajo Q2 fue modelada
a través del modelo BKZ para g1 como es propuesto en [56-58] y se comparó con datos
experimentales para verificar su validez. En esta región se estimó que la contribución de
g2 es despreciable al orden que trabajamos. Por último, la región de alto Q2 admit́ıa una
descripción perturbativa de las funciones g1 y g2, por lo que se implementaron PDFs
del conjunto de DSSV con correcciones de QED para calcular g1 y, para g2, se utilizó
la relación de Wandzura-Wilczek. Además, pudimos calcular la incerteza relativa, que es
del 50 % en x ∼ 10−3 y decrece para valores mayores de x. Se calculó el primer momento
de la PDF polarizada de forma truncada y se obtuvo su contribución al esṕın del protón
a escala µ2 = 10 GeV2, obteniendo

∫ 1

0,001
f∆γdx ≈ 0,0049±0,0008. Teniendo en cuenta las

futuras mediciones del EIC la PDF polarizada será de suma importancia para mejorar
la precisión de los cálculos polarizados. Aún más, en [66] ya se discute la importancia de
la distribución partónica polarizada del fotón.
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Apéndice

A. Cambio de variables en el espacio de fase

Para hacer el cambio de variables que describen nuestro espacio de fase primero nece-
sitamos tener presente las relaciones que se cumplen a lo largo del proceso l+p→ L+X.
El momento del protón satisfase p2 = m2

p, el momento del leptón l no es masivo por lo que
se tiene k2 = 0 y el leptón saliente L presenta una masa M ≫ mp, por lo que k′2 = M2.
Luego, el fotón intercambiado en la interacción cumple q = k − k′ y el estado hadrónico
X debe presentar una masa m2

X = (q + p)2 ≥ m2
p. Ahora, vamos a definir unas pseudo

coordenadas de cono de luz. Usualmente las coordenadas de cono de luz se definen según

x+ ≡ x0 + x1√
2

, x− ≡ x0 − x1√
2

,

donde se dejan invariante las coordenadas x2 y x3 y, además, se las suele juntar en la
definición de x⊥ = (x2, x3). Se nota rápidamente que las nuevas coordendas x+ y x− son,
respectivamente, las rectas t = x y t = −x, razón por la cual se les da el nombre de
coordendas de cono de luz. Sin embargo, las coordendas que nosotros definimos son las
siguientes:

x+ ≡ x0 + x1

2
, x− ≡ x0 − x1

2
. (A.1)

Nótese que la única diferencia es un factor
√

2 pero vamos a aprovechar esta definición
más adelante en el desarrollo. La definición de x⊥ se mantiene igual. Definimos 2 vectores
nulos que definen los ejes de colisión n y n de modo que

kµ =
1

2
k−nµ, pµ =

1

2
p+nµ +

1

2
p−nµ, qµ =

1

2
q+nµ +

1

2
q−nµ + qµ⊥, (A.2)

siendo n ∥ k y se cumple n · n = 2. Se toma como convención q2⊥ = −qµ⊥qν⊥gµν > 0 y se
recuerdan definiciones dadas en el texto

Q2 = −q2 = −q+ − q− + q2⊥, xbj =
Q2

2p · q
=

Q2

p+q− + p−q+
, y =

p · q
p · k

. (A.3)

Además introducimos una nueva variable

χ = −q · k
p · k

= −q
+

p+
. (A.4)
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Con todas estas definiciones podemos hacer los cambios de varibles pertinentes. Primero
pasamos a las coordendas definidas en la Ec. A.1 y esto nos da un Jacobiano |J1| = 1/2.
Si usaramos las coordendas de cono de luz usuales nos evitamos este factor 1/2. Luego,
de las 2 variables que quedaron invariantes en el cambio anterior se hace un cambio a
variables polares q2⊥ y ϕ, el cual nos da un nuevo Jacobiano que nuevamente cumple
|J2| = 1/2. De esta manera, las variables que nos definen la medida de intregación d4q
satisfacen

d4q =
dq+dq−

2
d2q⊥ =

π

2
dq+dq−dq2⊥

dϕ

2π
, (A.5)

donde se multiplica y divide por π para tener normalizado el rango angular definido por
ϕ. Las variables independientes son q+, q− y q2⊥ y si tenemos un sistema de referencia con
p± dado podemos usar las variables independientes para determinar Q2, xbj y χ mediante
las Ecs. A.3 y A.4. El sistema de referencia que usamos a lo largo de este trabajo es el
sistema de reposo del protón, pero por ahora basta con decir cual usamos. Entonces
podemos invertir las relaciones entre las variables y despejar q+, q− y q2⊥ como funciones
de Q2, xbj y χ

q+ = −p+χ, q− =
Q2

xbjp+
+ χp−, q2⊥ = Q2

(
1 − χ

xbj

)
− χ2m2

p. (A.6)

Recordemos que por la convención que tomamos para q2⊥ se debe cumplir la relación

Q2
(

1 − χ
xbj

)
> χ2m2

p. Luego, el Jacobiano del cambio de variables resulta ser |J3| =

Q2/x2bj. Continuando del resultado visto en la Ec. A.5 tenemos que

d4q =
π

2
dχQ2dQ2dxbj

x2bj

dϕ

2π
. (A.7)

Ahora que tenemos variables más adecuadas para integrar tenemos que reescribir
las restricciones impuestas por las δ y θ en estas nuevas variables. Se puede verificar
rápidamente que p2 = p+p− y como estamos trabajando en el sistema de reposo del
protón se tiene p+ = p− = mp. Consideremos que los leptones l y L tienen enerǵıas E y
E ′ respectivamente, entonces sus cuadri-momentos se pueden escribir

kµ = (E, 0, 0, E), k′µ = (E ′, 0, k′ sin θ, k′ cos θ). (A.8)

Como p0X = p0 + q0 = mp + E − E ′ ≥ mp tenemos que E ≥ E ′. Luego,

Q2 = −q2 = −(k−k′)2 = 2k ·k′−k′2 = 2E(E ′−k′ cos θ)−M2 ≥ 2E(E ′−k′)−M2, (A.9)

donde la desigualdad se da pues − cos θ ≥ −1. Usando E ′2−k′2 = (E ′−k′)(E ′+k′) = M2

la desigualdad en la Ec. A.9 se desarrolla a

Q2 ≥M2
( 2E

E ′ + k′
− 1

)
≥M2

( 2E ′

E ′ + k′
− 1

)
≥M2

(E ′ + k′

E ′ + k′
− 1

)
= 0, (A.10)

donde se usó E ≥ E ′ y que E ′ ≥ k′. Por lo tanto, tenemos que Q2 ≥ 0.
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Nuestro análisis continua con xbj. Sabemos que p · k = p+k−/2 = mpk
0 = mpE,

entonces p · k > 0. Ahora, el cambio de variables definido en A.1 se puede invertir y
tenemos que q0 se escribe

q0 =
q+ + q−

2
=

Q2

2xbjmp

, (A.11)

donde la última igualdad sale de la definición de xbj dada en la Ec. A.3 junto a usar el
sistema de reposo del protón. De θ(k0 − q0) tenemos que

2k′0 = 2(k0 − q0) = 2
(p · k
mp

− Q2

2xbjmp

)
⇒ 2

p · k
mp

− Q2

xbjmp

> 0. (A.12)

Luego, de θ(p0 + q0) se tiene que 2(p0 + q0) ≥ 2mp y si juntamos esto con la Ec. A.11 se
obtiene

2
(
mp +

Q2

2xbjmp

)
≥ 2mp ⇒ Q2

xbj
≥ 0. (A.13)

Como vimos en la Ec. A.10, vale Q2 ≥ 0, por lo que se debe cumplir xbj ≥ 0 para que
valga el resultado de la Ec. A.13. De la θ restante se impone m2

X = (p + q)2 ≥ m2
p.

Aplicándole a la Ec. A.11 esta condición tenemos

m2
p + 2p · q + q2 ≥ m2

p ⇒ Q21 − xbj
xbj

≥ 0 ⇒ xbj ≤ 1. (A.14)

De δ((k − q)2 −M2) tenemos la masa de L fija y se obtiene

k2 − 2k · q + q2 = M2 ⇒ M2 +Q2 = −2k · q = 2(p · q)χ. (A.15)

Si en vez de fijar k′2 = M2 se integrara sobre un rango de masas la única condición que
esto nos daŕıa es M2 ≥ 0, por lo que tenemos la desigualdad

2(p · q)χ ≥ Q2. (A.16)

De las Ecs. A.3 podemos reescribir y en función de Q2/xbj y p · q. Luego, las Ecs. A.12
y A.13 nos permiten ver que 0 ≤ y ≤ 1. También podemos reescribir χ en función de y,
de modo que χ = −yq · k/p · q. Desarrollemos q · k:

q · k = (k − k′) · k = −k′ · k = Ek′ cos θ − EE ′ ≥ (k′ cos θ − E)E ′. (A.17)

De la Ec. A.11 tenemos que 2p · q = Q2/xbj por lo que finalmente podemos reescribir χ a

χ = −yq · k
p · q

≥ 2yxbj
E − k′ cos θ

Q2
≥ 0 (A.18)

pues y, xbj, Q
2 ≥ 0 y E ≥ E ′ ≥ k′. Luego, de la condición q2⊥ > 0 y la Ec. A.6 tenemos

que

Q2
(

1 − χ

xbj

)
> χ2x2bj ≥ 0 ⇒ xbj ≥ χ. (A.19)

45



La δ((k − q)2 −M2) se puede reescribir en términos de χ, lo cual nos servirá para
eliminar dχ de la integral. Se tiene que (k − q)2 = 2(p · k)χ−Q2, por lo tanto

δ
(
(k − q)2 −M2

)
= δ

(
2(p · k)χ− (Q2 +M2)

)
=

1

2p · k
δ
(
χ− Q2 +M2

2p · k

)
. (A.20)

Debeŕıamos reemplazar esta igualdad en todas las relaciones vistas para entender cómo se
modifican los resultados previos en virtud del resultado de la Ec. A.20 pero, por ejemplo,
la desigualdad dada por la Ec. A.16 es trivial. El reemplazo pertinente que debemos
realizar es en la Ec. A.19, del cual podemos despejar xbj y obtener

xbj >
Q2χ

Q2 − χ2m2
p

=
2p · k(M2 +Q2)Q2

4(p · k)2Q2 −m2
p(M

2 +Q2)2
. (A.21)

Este ĺımite inferior de lo único que depende es de Q2, que a la vez nos da la escala de
enerǵıa del proceso, por lo que si llevamos Q2 → 0 podemos obtener el menor valor
posible de xbj:

xmin
bj =

M2

2(p · k −mpM)
. (A.22)

En luz de los resultados vistos es importante recordar que en el texto definimos la fracción
de momento del fotón y su relación con xbj a través de

x =
M2

2p · k
, z =

x

xbj
.

La cuenta se vuelve más conveniente con estas variables, por lo que haremos un cambio
de variable adicional de xbj → z para el resultado final del espacio de fase. Antes de
tal cambio de variable conviene ver toda la información que la Ec. A.21 nos puede dar.
En particular, dado un xbj podemos obtener los ĺımites de integración de Q2 según la
relación vista. Despejando Q2 de esta obtenemos una cuadrática cuyas ráıces son

Q2
± =

xbj − x− 2xbjx
2m2

p

M2 ±
√

(xbj − x)2 − 4x2
bjx

2m2
p

M2

2x
M2

(
1 +

xbjxm2
p

M2

) , (A.23)

para las cuales es necesario que la diferencia dentro de la ráız sea positiva. Esto no es
un problema porque pedir tal condición sale directamente de reescribir xbj > xmin

bj . Se ve
directamente de la Ec. A.23 que Q2

+ > Q2
− y se puede verificar que se cumple la siguiente

relación

Q2
+Q

2
− =

xxbjm
2
pM

4

M2 + xxbjm2
p

. (A.24)

Esta relación es útil para reescribirQ2
− de modo que sea más sencillo ver cómo se comporta

cuando uno considera M ≫ mp. Haciendo estas expansiones uno encuentra los ĺımites de
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Q2
min y Q2

max. Primero reescribimos Q2
± (y los renombramos acorde) con la definición de

la nueva variable z y expandimos:

Q2
min =

x2m2
p

1 − z

2

1 − 2x2m2
p

(1−z)M2 +
√

1 − 4x2m2
p

(1−z)2M2

M≫mp−−−−→
x2m2

p

1 − z
, (A.25)

Q2
max = M2

(1 − z

z

)1 − 2x2m2
p

(1−z)M2 +
√

1 − 4x2m2
p

(1−z)2M2

2
(
1 +

x2m2
p

zM2

) M≫mp−−−−→ M21 − z

z
. (A.26)

Haciendo el cambio de variable que adelantamos previamente y continuando de la Ec.
A.7 tenemos que la medida de integración toma la siguiente forma

d4q =
π

2
dχQ2dQ2xbj

x2bj

dϕ

2π
=

2(p · k)

M2

π

2
dχQ2dQ2dz

dϕ

2π
, (A.27)

donde el factor p · k se verá cancelado con el que surgió en la Ec. A.20. Luego, los ĺımites
de z salen directamente de los que tenemos para xbj, siendo estos

x ≤ z ≤ 1 − 2xmp

M

M≫mp−−−−→ x ≤ z ≤ 1. (A.28)

Finalmente escribimos el espacio de fase con todo lo desarrollado en este apéndice∫
d4q

(2π)4
2πδ((k − q)2 −M2)θ(k0 − q0)θ((p+ q)2 −m2

p)θ(p
0 + q0) =

1

16π2M2

∫ 1− 2xmp
M

x

dz

∫ Q2
max

Q2
min

dQ2

∫ π

−π

dϕ

2π
. (A.29)

Esta expresión final es exacta y no presenta la expansión en mp/M pero en los cálculos
realizados si se tiene en cuenta, recuperando los ĺımites vistos en las Ecs. A.25, A.26 y
A.28.
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Mod. Phys. 67 (1995), págs. 157-248. doi: 10.1103/RevModPhys.67.157.

48



[11] Chen-Ning Yang y Robert L. Mills. “Conservation of Isotopic Spin and Isotopic
Gauge Invariance”. En: Phys. Rev. 96 (1954). Ed. por Jong-Ping Hsu y D. Fine,
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10.1007/BF01333110. url: https://doi.org/10.1007/BF01333110.

[25] E. J. Williams. “Nature of the High Energy Particles of Penetrating Radiation
and Status of Ionization and Radiation Formulae”. En: Phys. Rev. 45 (10 mayo de
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RevModPhys.50.261. url: https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.
50.261.

[60] B. L. Ioffe. “The nucleon spin problem”. En: Surveys in High Energy Physics 8.1-
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