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Resumen

La motivacién de esta tesis fue calcular la distribucién parténica polarizada del fotén
como un partén del protén. Para ello se utilizé el método LuxQED, el cual expresa la
distribucién en términos de las funciones de estructura del protén g; y ¢go. A la vez se
implementaron distintos modelos fenomenoldgicos de acuerdo a la region de parametros
abarcada. El resultado final de la distribucién parténica polarizada resulté ser, aproxi-
madamente, del orden de x veces la distribucion partonica no polarizada. La incerteza
relativa llega a valores del 50 % para x ~ 1073 y se reduce hasta el 10 % para valores méas
altos de z. El calculo realizado en este trabajo es de gran importancia en el esfuerzo de
mejorar la precision de calculos polarizados, teniendo implicaciones fundamentales en los
futuros estudios del Electron-Ion Collider (EIC).
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de entender los constituyentes de la materia es una busqueda de cono-
cimiento que ha acompanado a la humanidad desde sus comienzos. Esta pregunta, en
un principio filoséfica, la podemos encontrar en distintas culturas, remontandonos a las
épocas de Kanada en la India y de Democritus en Grecia. Ambos filésofos teorizaron
la existencia de particulas pequenas indivisibles como los constituyentes de la materia,
siendo este tltimo a quien se le atribuye nombrarlas “4tomos”. Sin embargo, fueron los
avances de los ultimos siglos los que nos permitieron conocer y entender estas particulas,
empezando con el descubrimiento del electrén gracias al fisico inglés J.J. Thomson a
fines del siglo XIX. Subsecuentemente, el siglo XX vi6 una plétora de descubrimientos
y desarrollos tedricos sobre particulas. Ya a principios de este, el trabajo de Rutherford
sobre laminas de oro nos permitié entender la nocién de un nticleo, donde mas tarde lo
asignariamos a la presencia de protones y neutrones. Los anos siguientes vieron no solo
un avance en los experimentos pero también en la teoria que los pudiera explicar: en 1927
Dirac desarroll6 una teoria cudntica relativista capaz de explicar el comportamiento de
las particulas fundamentales. No obstante, no todo lo que se conocia resulté ser indivi-
sible. En 1964 Gell-Mann introdujo la idea de los quarks: particulas fundamentales que
estan siempre juntas, interactuando constantemente por la fuerza fuerte. Estas nuevas
particulas fundamentales poseen color, un nuevo ntimero cuantico que explica como no
se pueden observar como particulas libres. Los quarks se agrupan formando hadrones,
siendo mesones cuando son pares de quarks y bariones cuando son 3 quarks juntos. De
esta manera, se entiende al protén y al neutrén como los bariones mas livianos, siendo el
proton el mas liviano de todos. Esta teoria ademas nos permite asociar nuevas particulas
a la fuerza fuerte, siendo los gluones los portadores de esta fuerza. Estas ideas y desarro-
llos pasarfan a cementar lo que hoy se conoce como Quantum Chromodynamics (QCD).
Esta nueva teoria, junto al resto de teorias que conforman al Modelo Estdndar, toman
como base en su construccién nuestra descripcion del electromagnetismo a través de la
teoria de Quantum FElectrodynamics (QED). Esta cuantiza el campo electromagnético y
asigna a los fotones como portadores de la interaccién electromagnética, de modo que la
descripcion de la interaccion se da a partir de simetrias de gauge.



Si bien la descripcién del Modelo Estandar no termina ahi (pues no mencionamos la
fuerza débil ni la generacién de masa), en este trabajo nos interesa estudiar la estructura
del protén y sus propiedades fundamentales. Mencionamos que el protén es el barion
mas liviano, conformado por 2 quarks u y un quark d. Si bien esta descripcién inicial
de partones (particulas fundamentales de un hadrén) es cierta, falta considerar otras
interacciones. Para empezar, debido a la hadronizacion de los quarks va a haber una
gran cantidad de gluones manteniendo la forma del protéon. Una de las interacciones
admitidas por la teoria es la creacion de un par quark-antiquark por la aniquilaciéon de
un gluon o viceversa. Esto permite una creacion y destruccion constante de gluones,
quarks y antiquarks dentro del protéon, dando origen a lo que se conoce como el mar de
quarks. Este grupo de particulas es inestable y estan siempre presentes en los hadrones.
De esta manera, decimos que el proton esta formado por 3 quarks de valencia uud y
el mar de quarks. Ademds, la fuerza débil permite “intercambiar” quarks top (u, ¢y
t) con quarks down (d, sy b), de modo que uno podria encontrar otros tipos de quarks
(como el sy el ¢) dentro del protén. Ahora, si uno quisiera calcular cuanto del protén son
estos partones uno necesita tener alguna medida de su presencia en este. Para cuantificar
esta presencia o contribucién se define la funcidn de distribucion parténica (PDF por
su nombre en inglés, parton density function) como una densidad de probabilidad en
funcion de la fraccién de momento del protén y de una variable de escala, al menos a
primer orden. Estas PDFs se obtienen experimentalmente. A partir de ellas se puede
obtener, por ejemplo, cuanto del impulso del protén aporta cada particula y encontrar
que los quarks u y d portan una gran parte del impulso, mientras que los gluones y los
antiquarks llevan fracciones longitudinales pequenas de este.

En cuanto a las propiedades fundamentales del protén, el modelo de partones es capaz
de explicar la carga de este a partir de los quarks de valencia. Sin embargo, la presencia
de quarks solamente no es capaz de explicar el resto de propiedades del proton. Este es el
caso del espin del proton, el cual se esperaba que surga a partir de los quarks. Més atn,
resulté ser que los quarks conforman un pequena parte del espin del protén [1]. Este re-
sultado inesperado gener6 una busqueda del origen de las propiedades del protén a partir
de sus constituyentes, donde también se incorporé la busqueda del impulso lineal y el
momento angular orbital. En este contexto, se comenzo a estudiar las PDF's de los parto-
nes del protén. Las més esenciales, siendo los quarks y los gluones, ya llevan anos siendo
estudiadas. Si se consideran interacciones de QED y QCD entre los partones uno encuen-
tra que debe incluir los fotones que se pueden formar dentro del protéon en la descripcion
de este. Por esta razén, la PDF del fotén comenzé a ser objeto de estudio en los tltimos
anos. Ademads, el avance de resolucién en experimentos hace necesaria la incorporacién
de correcciones de QED, asi como un estudio de la PDF del fot6n [2-5]. Desde 2017 se
tienen resultados para las PDF's del fotén considerando los casos no polarizados (scatte-
ring leptén-protén sin helicidades definidas) y polarizados (scattering leptén-protén con
helicidades definidas) [6]. Las PDFs resultan ser integrales de las funciones de estructura
del proton. En el trabajo de 2017 se hizo un andlisis fenomenolégico y se obtuvo una
PDF del fotén para el caso no polarizado. Si bien la PDF para el caso polarizado es



un resultado del mismo trabajo no habian suficientes mediciones para llevar a cabo un
estudio analogo al caso no polarizado.

En este trabajo se continua con los esfuerzos comenzados en [6] donde estd dada la
PDF del fotéon para el caso no polarizado como una integral en términos de las funciones
de estructura g; y ¢g». En este sentido, para obtener la PDF del fotén es necesario poder
describir ambas funciones de estructura en un amplio rango de energias y fracciones del
momento del protéon. Donde es aplicable se utilizan aproximaciones perturbativas de g; y
go pero a bajas energias no es posible, por lo que se usan varios resultados experimentales
junto a modelos fenomenoldgicos para reconstruir la forma que toman estas funciones.

La organizacién del trabajo es la siguiente. En el resto del Cap. 1 se introduce el
contexto tedrico necesario. En el Cap. 2 se introduce el método de céalculo y el desarrollo
a partir del cual se puede obtener la PDF del fotén polarizado. Adicionalemente se agrega
un apéndice para detallar ciertas cuentas del desarrollo. El Cap. 3 detalla el método que
utilizamos para calcular la PDF, donde se desarrolla como se utilizan en conjunto los
resultados experimentales y los modelos fenomenoldgicos. Ademas, se detallan las fuentes
de incertezas indicando su origen y como se suman al resultado final. Luego, en el Cap. 4
se muestran los resultados obtenidos. Finalmente, el Cap. 5 concluye el trabajo realizado.

1.1. Ecuacién de Dirac y su cuantizacion

En este trabajo vamos a estar tratando extensamente con particulas de espin-1/2
por lo que naturalmente debemos introducir la ecuacion de Dirac, pues es la teoria que
describe este tipo de particulas [7]. La ecuacién de Dirac es

(178, — m)ih(x) = 0. (L1)

Relativisticamente tiene sentido utilizar esta ecuacion pues es invariante de Lorentz, i.e.
no cambia al realizar una transformacién de Lorentz. La matriz v* presenta su propio
algebra cominmente conocido como dlgebra de Dirac:

{7} =AY+ A = 29" (1.2)

La dimension de las matrices v* es independiente de su algebra por lo que la Ec. 1.2
vale para dimesiones n X n pero, a menos que sea necesario cambiar de dimension,
trabajaremos con n = 4. Para esta elecciéon de dimensiones las matrices admiten mas de
una representacion. La representacion quiral o de Weyl estd dada por

siendo o¢ las matrices de Pauli. La solucién de particula libre a la Ec. 1.1 est4 dada por

U(x) =u(p)e™*, p*=m? p’ >0, (1.4)



donde u*(p) es un vector columna de 2 espinores y debe satisfacer (y*p, — m)u(p) = 0.
Si a la vez admitimos soluciones con frecuencias negativas obtenemos que

) = v (p)e™r, pr=m?, P> 0. (L5)

Cada solucién tiene su propia expresién y son

e = (V%) v = () s-1e (16)

donde £°,7° son distintas bases de espinores de 2 componentes y el supraindice s es para
indicar el espin de la particula!. Se definen \/p- o y /p - @ segin

7=V () VR () 0D
\/p-EZ\/E+p3<1+03>+ E—zf’<1_03
2

5 ) (1.8)
Es notable la relacién (p-o)(p- o) = p* = m>.

Dado el caracter espinorial que presenta v necesitamos definir un espinor adjunto o
conjugado a través de 1) = 114? para poder generar un invariante de Lorentz a partir de
la multiplicacién de un campo de Dirac con su adjunto?.

A partir de la Ec. 1.1 uno puede construir un Lagrangiano que le permita recuperar
dicha ecuacién, el cual toma la forma

gDirac = 77Z)(Z’7Malt - m)d) (19)

Notablemente resulta ser Zpirec = 0 por tener en su expresién la ecucién de Dirac
explicitamente. De esta expresion se puede ver que el momento conjugado canénico de v
resulta ser 1!, por lo que el hamiltoniano de Dirac se escribe

HDirac = /dgxa(_V -V + m)¢ = /d3x¢T(_707 -V + m’yo)d) (110)

Ahora para cuantizar necesitamos imponer relaciones entre los operadores de campos.
Para los campos de Dirac esto se logra imponiendo relaciones de anticonmutacion:

{¢a(f)7 ¢g(?7)} = 5(3)(5_ g)éaba {¢a(f)7 lﬁb(?j)} = {¢l(f)7 ¢g<g)} =0. (1'11)

siendo la notacién a, b para indicar las componentes de los espinores. Necesitamos obtener
una base de autofunciones para Hp;... y resulta ser que las mismas funciones que eran
soluciones de particula libre, Ecs. 1.4 y 1.5, forman una base de autofunciones con energias

!También se utiliza la notacién u(p, s) en vez de u®(p) por ser méas clara visualmente. Mas adelante
en la Sec. 1.3 se empieza a utilizar esta notacién.

2En cudntica no relativista no es necesario la incorporacién de la matriz 4° y basta con “conjugar”,
la operacién asociada a la notacién



que poseen el mismo signo que la frecuencia de cada soluciéon. Por lo tanto, podemos
expandir v en dicha base y obtener

d3p 1 s,.S —ip-x st,.s ip-x
() :/W\/Tfpz (apu (p)e + bvd(p)e ), (1.12)

donde el subindice p denota momento y los operadores a; y b, son los usuales opera-
dores de aniquilacién de particulas y antiparticulas, respectivamente. Los operadores de
creacion correspondientes son aff y bfj. De manera andloga se obtiene v a partir de su
definicion y de la Ec. 1.12, siendo este

i) = [ s mZ(bH I+ T (p)e) (119)

Finalmente, el estado de vacio |0) se define como el que cumple a; |0) = b7 |0) =
Ademas, podemos reescribir el Hamiltoniano utilizando las Ecs. 1.12 y 1.13 de modo que
se exprese como una suma de las enegias de cada estado?

d3p
H irac —
b / (27

1
)2 \/2E, Z Epla

a1y + 83153 (1.14)

1.2. QED, QCD y Reglas de Feynman

La electrodindmica cuantica (QED) es de una de las primeras teorias de particulas
interactuantes desarrolladas y es una teoria de gauge U(1) abeliana, i.e. grupo de simetria
conmutativo. Su densidad lagrangiana se escribe [8, 9]

POED — pQED | pQED (1.15)

Free Gauge?’

siendo que .Z%E

Free es el desarrollo usualmente conocido y .,?G

auge € UL término agregado
para fijar el gauge desde la definicién de Z“FP. Sabemos que el electromagnetismo sigue
las leyes de Maxwell que podemos escribir como [J?A* = j# con j* las fuentes y que es
invariante de gauge, por lo que es necesario fijar un gauge. El primer término esta dado

por

1
L = wa vy = 7 Fw ", (1.16)

donde la suma se hace sobre todos los posibles fermiones f* y se define el vector potencial
usual A*, de modo que se define la derivada covariante D,

D, =0,+ieA,, (1.17)

3Hay una sutileza en la Ec. 1.14 y es que estamos tirando un término infinito que surge de anticon-
mutar los operadores b, y b;*.

4Como no estamos considerando interacciones débiles no desarrollamos la descripcién electro-débil ni
sumamos sobre los bosones cargados W,



con e la carga del fermién considerado y el tensor de fuerzas Fj,, se define

E, =0,A, —0,A,. (1.18)
Luego, el término de gauge féﬁi se escribe
1
QED _ 2

usando la constante a para fijar el gauge, e.g. a = 1 se le llama gauge de Feynman. Sin
embargo, esta descripcién es parcial porque falta incluir el gauge de Lorenz 9,A4* = 0
y no es posible a través de este término. Esta se puede incluir mediante la condicion de
Gupta-Bleuler:

(U'19,A* W) =0, (1.20)

donde |W) representa los estados fisicos posibles en la teoria. La Ec. 1.20 impone que el
operador d, A" tenga elementos de matriz que se anulen. Como ultimo detalle, se suele
redefinir la constante de acoplamiento, i.e. la carga e, como o = e*/4r.
La Cromodindmica Cuédntica (QCD) es una teoria de gauge no-abeliana y se define a
partir de la siguiente densidad lagrangiana efectiva [10]
LRCD — pRED | pQCD | pQRCD (1.21)

gauge ghost 7

donde ZZ" es la expresién originalmente postulada por Yang-Mills [11, 12], LLED es
un término para fijar el gauge de la teoria y Zg%’;? son campos fantasmas para mantener
la unitariedad de la matriz de scattering si el gauge elegido los requiere. El primer término

de 1.21 se escribe

LGP = S U — sy — GG, (1.22)

siendo ¢ = u,d, s, c,t,b los quarks del modelo estandar y 1, el campo respectivo a cada
quark. Al ser una teorfa invariante local SU(3) se tienen 8 generadores T}, que definen
un algebra de Lie a partir de su relaciéon de conmutaciéon

[Taa Tb] = Z.fabcj—::a (123)

donde f%¢ son simplemente escalares y los indices a,b,c = 1,...,8 [13]. Los quarks
interactian mediante los gluones y estos tltimos se describen mediante los campos A,
que se escriben a partir de los generadores del grupo SU(3) segun A, = AT, A partir
de estos uno puede definir la derivada covariante D,, como

(Du)ij = 0udij + 19 AL (Ta)ij, (1.24)

siendo g el acoplamiento de QCD que indica cudn fuerte es la presencia de esta interaccion
con los campos®, similar a la carga e de QED. Nuevamente podemos definir una constante

SExiste otra definicién del acoplamiento en la bibliografia y esta es g,. Suele aparecer cuando la
constante de acoplamiento de QED se presenta como g en vez de e. El subindice s indica strong, fuerte
en inglés.



de acoplamiento a, = g?/4m en total analogfa con QED. De la misma manera, podemos
definir por analogia con QED el tensor de fuerza G, como

G, =Dy, D] = 0,A, — 0,A; — gf“bC.AZAfj. (1.25)
Es importante notar que los indices a, b, ¢, ... no siguen las mismas reglas de contraccion
que los p,v,... y solamente se utilizan para enumerar los campos y generadores del

algebra. Notemos que el ultimo término de la Ec. 7?7 surge de la no-conmutatividad de
los generadores, expuesta en la Ec. 1.23.
Los términos de gauge .Z%°D se pueden escribir de dos maneras distintas

gauge
A
C
Lge = =5 D OuAD?, 1< A< o0 (1.26)
A
C
Lge = =52 (0 A’ A= oo, (1.27)

siendo n un vector fijo. El primer tipo de gauge define lo que se conoce como “gauge
covariante”, mientras que los segundos definen los “gauge fisicos” pues si se elige una

. . . . cD
constante A — 0o uno no debe incluir el término fantasma. Por completitud, .,Zﬁost se
escribe

LIV — (8,62)(0"00a — g fabaAL)ca, (1.28)

ghost

donde ¢(x) son los campos escalares fantasma y estos anticonmutan, més alld del espin
que presenten.

La particularidad de QCD que la distingue de cualquier otra teoria que busca describir
la fuerza fuerte es que por si sola es capaz de explicar el comportamiento a pequenas y
grandes distancias, que a la vez se relacionan con altas y bajas energias, respectivamente.
Este comportamiento viene dado por el parametro fundamental de QCD, su constante
de acoplamiento. En la ecuacién 1.24 se introdujo el acoplamiento g pero usualmente
se trabaja con a,. Uno encuentra que esta interaccion es de acoplamiento fuerte, i.e.
as alto, a bajas energias y a medida que uno aumenta la energia del proceso el acopla-
miento «, decrece, dando lugar a una “libertad asintética”. Para energias en el orden de
0,1 — 1 TeV se tiene a; ~ 0,1 mientras que para energias por debajo de 10 GeV el aco-
plamiento aumenta rapidamente, donde surge el fenémeno de “confinamiento de color”.
El comportamiento de a; a distintas escalas se puede ver en la Fig. 1.1 [14]. Gracias a
la libertad asintética se puede desarrollar QCD de forma perturbativa (pQCD) cuando
se encuentra en el limite de energias altas o distancias pequenas. De esta manera, se
obtienen resultados (e.g. secciones eficaces) en potencias de «,. Sin embargo, a energias
bajas reina el confinamiento de color, por lo que se vuelve imposible encontrar quarks
aislados y siempre se hadronizan de a pares (mesones) o de a tres (bariones). A niveles
bajos de energias uno suele trabajar en otros marcos tedricos como lattice QCD [15] pero
en este trabajo no sera necesario.

Uno puede tomar las densidades lagrangianas definidas en 1.16 y 1.22 para obtener
las reglas de Feynman de QED y QCD, respectivamente. La caracteristica importante
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Figura 1.1 Comparacién de resultados experimentales con el calculo realizado por el
Particle Data Group. La evolucion del acoplamiento se realizo centrada alrededor de
as = 0,1180 £ 0,0009. Figura extraida de [14].

de QCD que la distingue de QED es ser no-abeliana. Esto genera nuevos términos en
su densidad lagrangiana sin correlato a QED que dan nuevos vértices en las reglas de
Feynman. Estos son los vértices de 3 y 4 gluones. Las reglas de Feynman de QEDI[13] y
QCD son

. 1 - i(p-+m)
Fermion de espin 3 —
2 — m2
4q, g
Propagador de fotén AAAAAAN —ig—2
q
k
LN o
Propagador de gluon o 2osess v _Z.g_2
q
N
Vértice fotén - fermion >w jeyH
e
]
Vértice gluon - fermion i%V“

oo



K g

—i—= [g“”(p —k)°
Vértice 3 gluones q Tk v2 v
o + 9" (q — p)*
pr v + g”(k — Q)”]

Vértice 4 gluones . R v o
& ig*lg" 9" —5(9" 9" +9" ")

1.3. Interacciones y secciones eficaces

A partir de teorias que nos describen interacciones, sea QED o QCD, podemos calcular
la probabilidad con la que pueden surgir ciertas interacciones. Experimentalmente estas
interacciones se pueden medir del choque entre particulas y de este se calcula la dispersion
(scattering en inglés), la cual es una medida de la probabilidad de la interaccién. A
medida que crece la dispersion la probabilidad de interaccién aumenta. Para describir
estos fenémenos desde la teoria se suele definir la amplitud invariante M, la cual es un
invariante de Lorentz y contiene toda la informacion especifica del proceso. Esta se puede
construir de forma perturbativa sumando todos los diagramas de Feynman que aparecen
a cada orden. Luego, el diferencial de seccion eficaz do se obtiene a partir de

——dq, (1.29)

donde d'q es el diferencial del espacio de fase y F' = 4|v; — 13| E1 Es es el flujo incidente
con v; v E; las velocidades y energias de las particulas incidentes (i = 1,2 como en el
ejemplo de la Fig. 1.2). Este diferencial es un invariante de Lorentz ya que se contruye
a partir de diferenciales de tipo d®p/E. Se interpreta |M|? como la suma sobre todos
los estados finales posibles da la probabilidad de la dispersion a partir de la interaccién
considerada [13]. De modo ilustrativo consideremos una aniquilacién de electrén-positrén
que da origen a un par muédn-antimuén al orden mas bajo, la cual podemos representar en
el diagrama de Feynman expuesto en la Fig. 1.2. El propagador y vértice del foton ya lo
conocemos por las reglas de Feynman vistas en la Sec. 1.2 y sabemos por la Sec. 1.1 como
se expresan los campos cuantizados de Dirac. Para construir M simplemente necesitamos
recorrer en sentido inverso el diagrama de la Fig. 1.2, incluyendo los espinores u (7) de
las (anti)particulas incidentes y los @ (v) de las (anti)particulas salientes. De esta manera

se obtiene
—IM = |U(ka, s2)iey u(ky, s1) —iﬂ u(ksy, s)iey"v(ky, s)) (1.30)
= 2, §2)1€7Y 1,51 7 2 52)1€7% 191/ :
siendo sy, s9, 8, s, los espines correspondientes a las particulas cuyos momentos tienen
la misma notacion. La definicion de M es una forma de simplificar la informacion que



Figura 1.2 Diagrama de Feynman para e”e™ — p~u™ al orden mds bajo. Se explicitan
los momentos de cada particula, siendo la notacion 1 para la particula y 2 para su
antiparticula y el supraindice ’ para los muones. Se sobrentiende que vale ¢ = ki — ko.

uno tiene al calcular do. Realmente faltan incluir distribuciones d por cada vértica para
imponer conservacion de energia durante el proceso pero estos términos se suelen incluir
en d*q ya que inevitablemente terminan restringiendo el rango de integracién.

Para obtener | M|? para el caso no polarizado uno debe sumar sobre todos los espines
de las particulas y luego se normaliza segin todos los estados, de modo que se calcula

D ersy MM
(281 + 1)(282 + 1) ’

IM? = (1.31)
El resto del calculo de do se realiza independiente de si se considera un proceso polarizado
o no, por lo que para el caso polarizado simplemente podemos concentranos en el calculo

de M. En tal caso, uno debe explicitar los espines de las particulas y esto lo realiza a
través de la helicidad. El operador de helicidad h se define

i}:—'p:i<0'p OA) (1.32)
ol I\ 0 o-p

siendo p el operador momento. Se interpreta la helicidad como la proyeccién del espin de
la particula sobre la direccién de su momento. Se sabe que la helicidad es una constante
de movimiento, por lo que las autofunciones del Hamiltoniano H también son autofun-
ciones del operador helicidad. En particular, la helicidad tiene autovalores 41 si el espin
es paralelo al momento y antiparalelo, respectivamente. Sin embargo, no es invariante de
Lorentz. Para el caso de particulas sin masa sabemos que la helicidad es igual a la quira-
lidad, la cual si es invariante de Lorentz y es una propiedad intrinseca de las particulas.
Esta nos permite separar particulas en funcién de sus espinores si son diestras o zurdas
(del inglés right-handed y left-handed). En particular, los proyectores de quiralidad son

R 1 5 R 1 — 5
Pp = aalt] p=—

2 2

(1.33)

con v° = in°y14%y3 y la notacién R por right y L por left. Para continuar con el ejem-
plo ilustrativo vamos a continuar con el caso polarizado del proceso e"et — pu~u™ pero
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considerando que no tienen masa o que estamos en el limite ultrarelativista. Podemos con-
tinuar de la Ec. 1.30 pero necesitamos incorporar los operadores de quiralidad (helicidad
ultrarelativista) para hacer explicito el espin de las particulas. Utilizando un proyector
general para todas las particulas P = (1 + s7°)/2 obtenemos

: _ 1—597°. 14519 g
—IM = [U(kg,SQ) 5 ey 5 u(ky, 51)} ( -4 " )
1—s57° . 1+s9°

[0} sh)——5 e —— (k).

(1.34)

Continuando con el desarrollo uno eventualmente encuentra que si tiene una particula
diestra necesariamente su antiparticula debe ser zurda (o al revés) para que no se anule
M. Este resultado es general para el caso sin masa. Luego, el resto del calculo de do
seria andlogo al caso no polarizado.

Experimentalmente la seccion eficaz polarizada Ao se obtiene midiendo 2 secciones
eficaces distintas. Por un lado se mide la seccion eficaz para el caso de espines con la
misma proyeccion que el objetivo y por otro se mide la misma seccion eficaz para espines
con proyecciones distintas. Finalmente, la seccion eficaz polarizada se constuye como la
diferencia de ambas mediciones, por lo que se tiene algo de la forma

Ao = o' — o™, (1.35)

siendo 1| la proyeccion de un haz de particulas y |} la proyeccion del blanco del haz.

1.4. Renormalizaciéon y esquema MS

Al realizar calculos de secciones eficaces a 6rdenes superiores al mas bajo es comin
encontrar términos divergentes en las integrales. Dentro de la teoria estos problemas se
solucionan mediante renormalizacion. Renormalizar implica redefinir los pardametros de
la teoria, e.g. constantes de acoplamiento en el Lagrangiano, para eliminar estas diver-
gencias que uno puede encontrar. Sin embargo, hay distintos métodos de renormalizacion
de los cuales no hay a priori uno superior al resto. Dependiendo del pardmetro que
uno redefine y, por ende, de la teoria que esté renormalizando puede haber un método
pragmaticamente mejor que otro. La diferencia de los métodos aparece en la forma en la
que redefinen los parametros y todos deben ser iguales al orden méas bajo, i.e. al orden
donde no se requiere renormalizar.

Uno empieza trabajando con un Lagrangiano, e.g. Z%FP definido en la Ec. 1.15,
donde todos los pardmetros de la teoria (masas y constantes de acoplamiento) se les da
el nombre de pardmetro desnudo (del inglés bare parameter) y se los nota segin e, my,
etcétera. Al renormalizar uno introduce un corte A en la integral y los nuevos pardametros
a definir dependeran de A. Ain mas, varios de ellos pueden diverger al dejar A — oo. Este
corte A puede ser literalmente una constante de corte o puede aparecer como términos

11



proporcionales a 1/e que surgen al hacer regularizaciéon dimensional®, i.e. al trabajar en
d = 4 — € dimensiones donde al final uno debe tomar ¢ — 0 [16].

Tomemos un parametro desnudo genérico gy y veamos como actiia la renormalizacion.
La idea principal es expandir este parametro gy en una serie de potencias de un parametro
finito g, de modo que se escriba

go(N) = g[1+gar(A) +...], (1.36)

donde la funcién a;()\) se puede descomponer en a;()\) = a$*(\) + af"*()\) y cada parte
cumple

as®(\) — oo, a™*(\) <al para A — oo, (1.37)
Luego, en una teorfa renormalizable la parte a°()) se cancela con las otras divergencias
de modo que el parametro fisico medible resulta ser g [1 +gal’+ .. } . Cuando los céalculos
se realizan al érden mas bajo basta con reemplazar gy por g. Se puede identificar que una
teorfa sea renormalizable o no en funcién de sus constantes de acoplamiento [7]:

Super-Renormalizable: Constante de acoplamiento tiene dimensiones de masa

positiva.
Renormalizable: Constante de acoplamiento no tiene dimensiones.
No-Renormalizable: Constante de acoplamiento tiene dimensiones de masa
negativa.

A continuacién introducimos un esquema de renormalizacién que se utiliza en el Cap.
2. El esquema de substaccion minima MS (del inglés minimal substraction) [17] plantea
renormalizar eliminando Unicamente los polos de la integral, i.e. los términos divergentes.
Es facil reconocer los polos si se utiliza regularizacion dimensional ya que estos apare-
cen como términos proporcionales a 1/e. Por ejemplo, si uno se propone a calcular el
diagrama de la Fig. 1.3 comtinmente conocido como la autoenergia del electron (electron
self-energy en inglés) uno encontraria términos divergentes. Desarrollando la integral del

p—Fk
P N
e e
k

Figura 1.3 Diagrama de Feynman para la autoenergia del electrén. Se plantea un
electréon de momento p que emite un fotén de momento p — k y luego lo absorbe. El
diagrama presenta divergencias ultravioletas (UV) e infrarojas (IR), de las cuales la pri-
mera se asocia con el término de masa (aunque esto es dificil de ver en este esquema de
renormalizacién) y la segunda aparece para momentos chicos [18].

5En este caso la regularizacién debe realizarse previo a la renormalizacién, sino uno no podria iden-
tificar divergencias.
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loop mediante regularizacién dimensional esta toma la forma

a [1 me i ot
s~ [ oot (=) - 25 )

donde se mantiene la notacién de [18], = 7#p,, p es el factor de escala y v = 0,5772...
es la constante de Euler-Mascheroni. Se entiende que “...” en la Ec. 1.38 son términos
finitos. Para eliminar estos términos divergentes se puede renormalizar la masa mg y el
campo vy del electrén. Primero se plantea la expansion de estos parametros en funcién
de nuevos:

1
V2

Ahora, para enconrar Zny, ¥ Zy es necesario imponer alguna condicion fisica y para eso se
utiliza el observable <@/}¢{¢@/}>. Plantenado <¢0¢0W0¢0> = <¢R¢R}¢R¢R> se obtiene que

Yo. (1.39)

my = Zmm, Y=

3acl a 2
I =1 47T€,22_1 . (1.40)
También se suele utilizar el esquema de substraccion minima modificado MS el cual
plantea eliminar los términos proporcionales a In(47) y + para recuperar el factor de
escala p. Al nivel de un loop las Z; de la renormalizacién MS se pueden obtener a partir
de las encontradas con MS a través de la sustitucién 1/e — 1/e — In(47) + . En [19] se
puede encontrar un analisis mas profundo de estos y otros esquemas.

1.5. Modelo de Partones

Para calcular la densidad de fotones que se generan dentro del protén nos interesa
estudiar la dispersién electrén-protén (ep). Como se mencioné previamente, el protén es
el barion maés liviano por lo que es necesario considerar su estructura interna al estudiar
este tipo de procesos. El modelo de partones surge para explicar los procesos de dispersion
inelastica profunda (DIS) y nos permite realizar este tipo de descripciones. El proceso de
DIS es una dispersién lepton-hadron totalmente inclusiva en el estado hadrénico final X,
i.e. se consideran todos las posibles hadronizaciones luego de la interaccién. En la figura
1.4 se esquematiza un diagrama basico de DIS.

Originalmente propuesto por Feynman [20], se modelan los hadrones a partir de consti-
tuyentes puntuales libres llamados partones. Inicialmente estos partones se identificaban
con los quarks y gluones de QCD pero veremos que estos no son los tnicos partones.
Vimos previamente que a altas energias surge la libertad asintética de QCD y es debi-
do a este fenémeno que podemos describir las interacciones entre hadrones y leptones a
partir de una suma de interacciones entre cada partén con el lepton. Es también en este
limite de altas energias que uno puede despreciar la masa del hadron y sus partones con
respecto a la escala de energia ) del proceso’. Ademds, uno puede despreciar el impulso

"M4s adelante se explicita la relacién entre la escala del proceso y el momento transferido en este.
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transverso de los partones y asumir que todos aquellos que participan del proceso son
colineales al hadron inicial y su momento es una fraccion & de este, i.e. cada partén tiene
un momento &P, siendo P el momento del hadrén original.

Con las consideraciones previas podemos describir a la dispersién completa leptén-
hadrén oy, como una suma de las distintas dispersiones que se pueden dar entre el lepton
y los partones del hadréon, despreciando interacciones entre estos ultimos gracias a la
libertad asintética. Conceptualmente uno puede pensar el proceso de la siguiente manera:
en el sistema centro de masa tenemos un leptén y un hadrén que colisionan con impulsos
grandes. El hadron de impulso P es un sistema de /N partones de impulsos &; P cada uno y
todos estos tienen un tiempo de vida media 7 en el sistema propio al hadréon. Luego, desde
el centro de masa el hadrén se encuentra contraido y su tiempo propio dilatado por efectos
relativistas. Gracias a la dilatacién temporal, los tiempos caracteristicos de interacciones
entre partones resulta mucho mayor al tiempo tipico de interaccién electromagnética
tenm ~ 1/Q para escalas de energia ) grandes. Por lo tanto, el leptén interactiia con
un hadrén “congelado”, donde las distribuciones de partones estan fijas y, entonces, la
seccion eficaz oy, puede escribirse como una suma incoherente de las secciones eficaces
partonicas o hard &; correspondientes a la interaccion de cada partén con el leptén a
través del bosén mediador de la interaccion, i.e.

ou(P) =Y / d€6, (EP) fiyn (). (1.41)

En la ecuacion 1.41 se introducen las funciones de distribucion parténica (PDF) vy, al or-
den més bajo, se corresponden a la distribucién de probabilidad de que el partén i-ésimo
del hadron presente una fraccion de momento £. De esta manera obtenemos una expre-
sion que nos permite factorizar el problema. Las secciones eficaces hard &;; describen las
interacciones a corto alcance con el leptén, mientras que las PDFs contemplan todo el
comportamiento, incluyendo largas distancias, por lo cual no son calculables perturbati-
vamente. Sin embargo, estos objetos son universales y tnicos para cada hadrén, por lo
que es posible extraerlas a partir de resultados experimentales. A continuaciéon se definen
las variables cinematicas que surgen al estudiar los procesos de DIS.

E  la energia del leptén incidente.

k el momento del leptén incidente. Si se desprecia la masa, vale k = (F,0,0, F).
Q2 el dngulo solido en el que se dispersa el leptén saliente.

E’  la energia del leptén saliente.

k' el momento del lepton saliente. Siguiendo la definicién de las variables previas,
k' = (E', E' cos(¢)sin(0), E' sin(¢) sin(f), £’ cos(0)).

P el momento del hadrén. Consideraremos protones tinicamente, por lo que p? = m;.

q =k — k'’ el momento transferido en el proceso, i.e. momento del fotén virtual.
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Figura 1.4 Diagrama bésico de dispersién inelastica profunda (DIS). Se hace incidir un
lepton de energia £ y momento k sobre un hadrén de momento p. El fotén intercambiado
presenta un momento ¢ = k — k’, siendo k&’ el momento del leptén saliente de energia E’.
De la interaccion se pueden generar distintos procesos de hadronizacion. Como el proceso
es inclusivo consideramos todos los posibles resultados, definiendolos a priori como X.

v =FE — E' =p-q/m, la energia perdida del leptén.
Y =v/E =p-q/p-k la energia perdida fraccionaria del leptdn.
Q? = —¢>=2EFE'(1—cosf) =4EE'sin*(0/2).

rh; = Q%/2myy = Q*/2p - q = Q*/2m,Ey.

Se define xp; como la variable de Bjorken [21] y se interpreta como la fraccién de
momento que lleva cada partén, por lo que dejamos de lado la notacion & en favor de esta
nueva®. Por su definicién sabemos que z1,; > 0 y dado que la masa final debe cumplir
Mx = (p+ q)* > m, uno obtiene que z1,; < 1. Por lo tanto, el espacio cinemdtico queda
restringido por

0<x,; <1, 0<y<1. (1.42)

El valor de z; = 1 se corresponde a una dispersién eldstica. Esta es una colisién entre
el leptén y el hadrén como un tnico cuerpo, por lo que se simplifica la descripciéon de
partones.

Los partones con mayor contribucion a la estructura del protén son los gluones g y los
quarks de valencia u y d. Estos vienen seguidos por sus antiquarks respectivos, @ y d, y
por los quarks méas pesados. Si bien estos ultimos no son parte de los quarks de valencia,
estos pueden surgir como pares quark-antiquark del mar de quarks. Las PDFs de todas
estas particulas son conocidas para el caso no polarizado [14] pero no sucede lo mismo

8Esta definicién es imprescindible para DIS pues veremos que el tensor asociado al hadrén de la Sec.
1.6 queda definido en funcién de zp; y Q2.
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para el caso polarizado. Es importante aclarar que lo que llamamos caso polarizado es la
distribucién que surge de restar la distribucién de partones con helicidades definidas y
distintas, e.g. Ag = g, — g_ donde g4 indican la PDF con helicidad positiva y negativa,
respectivamente. Hace mas de 3 décadas se entiende la necesidad de determinar estas
PDF's [22] y en el 2019 se obtuvieron ajustes para las PDFs polarizadas hasta el quark s
[1]. Si consideramos que los partones se mueven rapidamente (lo cual estd en concordancia
con el limite Q? — 0o) estos generan campos electromagnéticos que se pueden asociar a
distribuciones de fotones [23-25]. De este resultado surge la necesidad de considerar una
PDF para el fotén dentro del protén, i.e. f,/, 9. El caso no polarizado ya estd estudiado
en [26] y en mayor detalle en [6]. En este ultimo trabajo se presenta el mecanismo con
el que se obtienen f,/, ¥ fay/p- En la Cap. 2 se presenta un método para obtener estas
PDFs.

Las mediciones experimentales nos dan las secciones eficaces en funciones de la energia
del leptén saliente £’ y del dngulo de dispersién 2. Sin embargo, los resultados se suelen
expresar en términos de una terna de variables (z,y,¢) o (z,Q% ¢). Si uno calcula los
Jacobianos de las transformaciones de variables uno encuentra la siguiente relacion:

d*c (mpl/> d*c <Q2> d*c

_ _ (Y 4o 1.4
dadydd B JaEdQ ~ \y ) dzdQ2ds (1.43)

Si bien acéd solo consideramos protones, la relacion 1.43 vale para cualquier proceso de
DIS. La utilidad de describir la seccién eficaz en (z,y,¢) o (z,Q?% ¢) es que la mayoria
de procesos de interés son independientes de ¢, por lo que uno obtiene un resultado
solamente en términos de x y Q* (o y). Los procesos con los que trabajamos presentan
esta caracteristica.

1.6. Tensores lepténico L,, y hadrénico W,

Al trabajar con un proceso que incluya leptones la contribucién inicial y final de estos
se puede estudiar definiendo un tensor lepténico L, que contenga los momentos iniciales
y finales de los electrones incidentes y salientes, vinculados a partir de la interaccion que
define el proceso. Este tipo de desarrollos es bastante comin y se usa extensamente en la
bibliografia [7, 10, 13, 27]. Si retomamos el ejemplo de e”e* — p~ ™ podemos reescribir
la Ec. 1.31 de la siguiente manera:

* 4
Lo MM ¢y (L1

2 __
‘M| a (281+1)(282+1) q4 (e)“pw

definiendo el tensor lepténico para el electron Lé”) y su analogo para el muén LEL’,‘,). Laidea
detras de estas definiciones es separar la contribucion de cada lepton, lo cual facilita el
calculo y el andlisis del proceso. En particular para este proceso ambos tensores presentan

9Se puede utilizar f, oy como notacién para las PDFs. A la vez, a partir del Cap. 2 se deja de usar
la notacién ;, por ser redundante ya que solamente se trabaja para el protén.
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la misma forma, por lo que basta calcular solamente uno de ellos. Si tomamos el del
electréon obtenemos que

Lél; = Z |:U(k’2, so) v u(k, 31)} [ﬂ(k‘l, 81)/)/#1)(]{?2,82)]. (1.45)

51,52

Si ahora quisieramos ver el caso polarizado tomamos la Ec. 1.34 y, de la misma manera,
identificamos la contribucion del electrén:

v — ]_ - 8 5 ]_ + S 5
L?@)(Sl’SQ) - § : [U(k2752) 227 ol 217 U(khsl)]
(1.46)

. 1—s517° 1+ s97°
[u(k;l,sl) 217 y'u 227 U(kQ,SQ):|.

Si ahora uno continua desarrollando la Ec. 1.46 encontraria que el tensor es no nulo
siempre que s; = —sSs. Este caso es relativamente sencillo pero muestra la sencillez con
la que uno puede resolver analiticamente este tipo de procesos.

Seria conveniente tomar esta idea y definir un analogo para el protén y lo que surge de
este luego de la interaccion pero este desarrollo requiere mayor detalle. Sin embargo, uno
no puede valerse simplemente de las reglas de interaccién de QCD pues la interaccion
fuerte de los gluones tiene contribuciones no perturbativas. Debido a esto, desde la teoria
solamente podemos obtener una expresion general del tensor hadrénico W, que cumpla
las simetrias que describen la fuerza fuerte. El tensor hadrénico W, para una particula
de espin-1/2 (de aca en mas consideraremos solamente protones) se define como [27]

WNV(p’ q, S> = i/dllxeiq'z <p7 S| [j#(x)vjl/«))] |p.8> ) (147)

donde p es el momento del proton incidente, s es el espin de dicho proton, g es el momento
del foton virtual transferido al protén y j es la corriente electromagnética hadronica.
Con esta definicién 1.47 se entiende al W, como una matriz que contiene la informacién
del momento, del espin y de la energia que recibe el protéon durante la interaccién. Es
importante tener presentes las siguientes relaciones cineméticas de la interaccion: p - p =
m2, q-q=—Q* s-s=—m2yp-s=0,siendo m, ~ 0,938 GeV la masa del protén y Q*
la energia a la cual se realiza el proceso.

Las interacciones de QCD se describen mediante una teoria de gauge no-abeliana (co-
mo se introdujo en las ecuaciones 1.21 a 1.28) la cual es invariante ante transformaciones
de paridad, inversion temporal y de traslaciéon. Usando estas propiedades en conjunto
con las propiedades de los conmutadores y de la corriente electromagnética se obtiene la
siguiente expresion para el tensor

Qudv Fy P-qq P a9
Wuu(pa(JaS):Fl(_g,uu—'— N2 >+ <p,u_ B M)(pu_ 2 >+
1 pq 4 4 (1.48)
191 A o 192 A o o
+—2c vxeq S + ———c¢ vioq (]9 gs —s-qp |.
pg” (p-q?"

17



Los factores Iy, F5, g1 v g2 se denominan funciones de estructura y en ellas estard
codificada la informacién interna del protén que debemos extraer de los experimentos.
A priori no estan determinadas sus dependencias pero veremos de los experimentos que
estardn dadas por la energia del proceso @? y la fraccién de momento p,; (o una nueva
variable definida a partir de estas). Ademas, se puede ver que ¢"Wuv = ¢"Wuv = 0, por
lo que decimos que el tensor se conserva. Esta propiedad es ttil cuando se contrae con
términos proporcionales a g, y g, porque nos permite reducir la Ec. 1.48 a la expresion
F2 1

Wuu(pa q75> Flg;w"i_p‘qpupy"i_p

qn Ao Zg? A o o
€Curaq” S T 5 €wraq (pqS —S5qp ) 1.49
g " (p-q)*" (1-49)

En las Ecs. 1.48 y 1.49 podemos ver que la parte simétrica de W, es independiente de la
helicidad del protén, mientras que en la parte asimétrica aparece explicitamente el espin
s, el cual lo podemos vincular a la helicidad H del protén en su sistema de referencia
propio [28]. Esta relacién asimetria-helicidad aparece en particulas de espin-1/2. Cuando
sucede lo mismo para la parte lepténica de la interaccién, i.e. para L,,, uno encuentra
que al hacer la contracciéon L,, W*#” no pueden existir términos cruzados, i.e. donde hay
espin de una particula debe estar el espin de la otra. Por este motivo, las funciones de
estructura F) y F5 se obtienen mediante experimentos que usan particulas no polarizadas
mientras que para obtener g; y go es necesario utilizar un leptén y protén polarizados.

1.7. Fenomenologia de PDF's

Las funciones de distribucién de partones (PDFs) se extraen a partir del anélisis de
datos de procesos DIS lepton-nucleén y de procesos relacionados de dispersion dura ini-
ciados por nucleones [14]. Este tltimo tipo de procesos se realiza a altas energias, de
modo que la interaccién es a corta alcance y, usualmente, la transferencia de momento
es grande. Actualmente hay alrededor de 20 procesos que se utilizan para obtener in-
formacion interna de los hadrones y esta lista se ve actualizada constamente, en gran
parte gracias a los datos disponibles del LHC [29]. A medida que se dispone de datos més
precisos sobre bosones y produccién de pares de quarks se obtienen mejores restricciones
sobre un rango cinematico mas amplio, mejorando la descripcion de las PDFs. Si bien
los datos del LHC imponen varias restricciones, la mayoria provienen de las funciones de
estructura.

A continuacion detallaremos la metodologia de extraccién de PDFs por cinco grupos
distintos: MSHT [30], NNPDF [31], CT [32], ATLAS [33] y ABMP [34]. El grupo CJ
produjo PDFs a un orden siguiente al dominante (NLO del inglés next-to-leading order)
para valores altos de x en un régimen de Q* bajo [35]. Todos los grupos obtienen las
PDFs para valores de Q2 = 1 — 4 GeV? y luego las evolucionan con las ecuaciones que
seran introducidas en la seccion Sec. 1.8. Para empezar a producir las PDFs la mayoria
de estos grupos empiezan con funciones de la forma z f = 2%(. .. )(1 —x)® usando entre 14
y 32 parametros libres que seran optimizados mediante ajustes. En los casos que se usa
este ansatz las incertezas se obtienen mediante la formulacién “Hessiana”: los pardametros
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libres se expanden alrededor de los mejores valores del ajuste y se obtienen variaciones
a partir de combinaciones lineales de los pardmetros, los cuales se derivan de grupos de
autovectores ortogonales a los mejores valores del ajuste. En particular, el grupo NNPDF
combina el uso de la representacién de Monte Carlo de la medida de probabilidad en
el espacio de las PDFs con el uso de redes neuronales. Los ajustes se realizan sobre
un gran numero de “réplicas” obtenidas mediante la fluctuacién de puntos individuales
determinada por la incerteza de los mismos. De esta manera se puede obtener un grupo
de PDF's sin sesgo y la mejor prediccion se calcula a partir de la curva promedio del grupo
de PDFs, asocidandole como incerteza su desviacién estandar. Se muestran resultados de
los grupos MSHT y NNPDF en la Fig. 1.5.

1.2

1.2

MSHT20NNLO \ 2fe. = 10° GeV?)
f(x g = 10GeV?)

0.8 0.8k

0.4 0.4

L L ., 0 . " i
lﬁ)[]l'}l 0.001 0.01 0.1 1 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

0.4 04— T

wf(xp2=10" GeV?) ]

UL L) e e R L e
[ NNPDFpol1.1 (NLO) .
K xf(xpn*=10 GeV=) ]

Figura 1.5 Bandas de zf(x), siendo f(z) la funcién de distribucién de los partones u,,
dy, U, d, s ~35, ¢c=¢ b=>by g. Las figuras de arriba son PDFs obtenidas por el grupo
MSHT a escala p? = 10GeV? (izquierda) y p? = 10* GeV? (derecha). Las figuras de
abajo son PDFs polarizadas obtenidas por el grupo NNPDF. Figuras extraidas de [14].
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1.8. Ecuaciones de evolucion DGLAP

Como se puede ver en la Fig. 1.5 las PDF's solamente se pueden obtener a determinadas
escalas. Sin embargo, existen ecuaciones integro-diferenciales que permiten evolucionar las
PDFs a cualquier escala que se requiera. Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones
de evolucién DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi) y fueron propuestas
por Altarelli-Parisi en 1977 [36] como una versiéon mds simplificada para partones de
derivaciones ya existentes. Lo novedoso de su derivacion fue la interpretacion fisica de la
violacién de escala y el hecho de que solo requiere utilizar los vértices basicos de QCD,
vistos en la Sec. 1.2. Las ecuaciones de evolucién DGLAP para el caso de distribuciones
no polarizadas son

dqi((i:i;,t) a;ff)/z [ 0P, ( >+G(y,) (g)] (1.50)

‘(x,
dG;::,t) _ as /; [Ef; (2,t) qu( )+ Gy, )PGGGH, (1.51)

con ¢ la PDF de los quarks (el indice i corre sobre todos los quarks y antiquarks),
G la PDF de los gluones y la variable ¢ definida segiin ¢ = In(Q?/Q2). Las funciones
P,; se conocen como las funciones de division (splitting functions en inglés) y dan la
probabilidad de que un partén emita otro, con el partén inicial reteniendo una fraccién
z/y del momento inicial. El subindice de cada funcién Pj; nota los partones salientes.
Para el caso polarizado se tiene un conjunto de ecuaciones similar:

dAg'(z,1) _ ault )/ dy

dt 2 Y

[A i(z,1)AP,, (y)+AG(y,t)APqG(§)}, (1.52)

dAC;(t:c,t) _ Ozgr)/z dy[ZAq (x t)APGq< >+Ag(y, )Apag(g)], (1.53)

donde las funciones de distribucién se definen segin

Aqi:qfk_qi_: AG=G. -G, APap=Pa,p, —Pap,. (1.54)
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Capitulo 2

Método LuxQED

En [6] se presentan distintos métodos para obtener f, y fa, a partir de integrales
de las funciones de estructura introducidas en la seccion 1.6. Se plantean dos procesos
beyond standard model (BSM) proponiendo interacciones fisicamente imposibles para un
lepton y se muestra que la PDF resulta independiente del proceso. Ademas, obtienen la
misma PDF a través de cdlculo de operadores, el cual es independiente del proceso y
también permite calcular contribuciones a mayores ordenes. En este trabajo nos interesa
obtener fa, a primer orden, por lo que utilizamos la simplicidad de reglas de Feynman
y un proceso BSM para obtener fa, que es exacto hasta el orden en el que trabajamos.

2.1. Proceso no-fisico propuesto

Se propone un fotén de prueba a partir de un proceso BSM, i.e. no-fisico, que se acopla
a particulas del modelo estandar. Se desprecian contribuciones de interacciones débiles
por lo que basta considerar el formalismo introducido en la seccién 1.2. Se propone una
interaccién para leptones de espin-1/2, con un leptén incidente [ de masa nula y otro
lepton saliente L de masa M > m,. Los momentos respectivos son k y k' = k — ¢,
siendo ¢ el momento del fotén virtual. La interaccion propuesta se plantea con el término

lagrangiano
e(1?) ;

ﬁBSM = CTLO'MVZFW, -+ h.C.7 (21)

donde la constante de QED e depende de la escala de energia . Ademas, se incluye el
término conjugado para considerar el proceso inverso (L incidente, [ saliente). Esta es
una interaccion mediada por el momento magnético, la cual presenta una violaciéon de
sabor. El momento magnético estd representado por el tensor de espin o*” = %[7“, 7]
En la Fig. 2.1 se representa la interaccién junto al proceso | +p — L + X, a partir del
cual se obtiene la PDF f,. Para obtener f, a primer orden uno debe considerar A — oo
formalmente.
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I(k,s) L(kK',s")

Figura 2.1 Proceso | +p — L + X a primer orden en 1/A. Se considera la polarizacién
de vacié en el foton virtual. Este efecto lleva la constante de acoplamiento de QED « a
una funcién del momento g a(q?). Para obtener el caso polarizado es necesario plantear
los espines del los leptones, siendo s el espin del leptén inicial [ y s’ el espin del lepton
final L. Hacemos lo mismo para el proton, el cual tiene momento p y espin .S, definido a
partir de una helicidad H.

El termino de la Ec. 2.1 da un vértice de interaccion

ce(p?) _
siendo € el vector de polarizacién del fotén. A partir de la Ec. 2.2 uno puede definir un
tensor lepténico L, para la transicién I(k) — L(k')

D = ST KA MY )] = 25 e+ M) (23)

Calculando la traza y usando relaciones cinematicas uno obtiene que

2

1 = S [OF £ @)@ a — M) + QKR 200+ @)k + k)] (24)
Se puede hacer un chequeo répido y observar que vale g, L" = ¢, " = 0. Ahora, para
obtener el caso polarizado debemos considerar que los leptones tienen espin definido.
Planteamos que [ tiene un espin s y que L presenta un espin s, como se ve en la Fig. 2.1.
Para el protén planteamos que tiene un espin S, de modo que se cumplen S? = —mf? y
S-p = 0. A partir de estas relaciones podemos calcular las contracciones con los momentos
lepténicos k y k' y obtenemos

M@ m,

S-k=-p-k, S-gq=-p-q > ok

(2.5)

Usando ¢ = k—E&’ se recupera S-k’. Estas relaciones seran utiles para obtener el L*¥ pola-
rizado. Para obtener L*” polarizado planteamos solamente la proyeccién de helicidad del
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leptén incidente [ ya que los procesos que nos interesan requieren unicamente especificar
la helicidad de este leptén y la del protén (aunque para el siguiente desarrollo esta tltima
no aparece). Ahora si incluimos el operador de proyeccién de helicidad Py = %(1 + s79),
siendo s = =+, en la Ec. 2.4 obtenemos

5 c? L—sy>, ,
Ly = QX Tr Fotqo (K + M)o"Pqg|. (2.6)

Desarrollando la traza uno llega a la expresion de ngl que nos interesa contraer con el
tensor hadrénico W,

Ly = 23 [(M2+Q2)(q”q”—MQg“”)+4Q2k“k”—2(M2+Q2)(k:“q”—l—k”q“)—i25M2eWp”kpqg] .
(2.7)
Se ve del ultimo término de la Ec. 2.7 que el tensor lepténico deja de ser simétrico y
no se cancela al contrar con ¢. En particular sera este término el que nos importe para
obtener fa, ya que el resto se cancela al calcular la diferencia enter 0y,,,,, ¥ 01, -

2.2. Calculo de PDF polarizada

Nuestro objetivo ahora es obtener la seccién eficaz oy, y, subsecuentemente, la diferen-
cia 0y,p, — 01,py Para poder extraer de esta ultima diferencia la PDF polarizada fa,. La
seccion eficaz del proceso propuesto, esquematizado en 2.1, se escribe incluyendo todas
las correcciones de QED segun

1 d4q eéh(q2) ” 2 2
:4p.k‘/(27-r)4 7 (47 )WH (g, p) L, (q, k)27 ((k — q)* — M?)

0k —¢")0((p+q)* —m2)0(p° +¢°). (2.8

Oip (p)

Las polarizaciones de vacio estdn consideradas dentro de €2 (¢*) = €*/[1 —II(¢? )] y en
lo que sigue del desarrollo trabajamos con ap(¢?) = egh(qz) /4. Es importante notar que
si bien las polarizaciones dadas por el factor 1/[1 — II(¢?, 11)] dependen de la escala p el
factor egh solamente depede de ¢2. A esta renormalizacién de la constante de acoplamiento
de QED se le da el subindice “ph” para notar que es el valor fisico medible. Luego, el
factor que acompana a la integral es el flujo de energia del proceso, las funciones § estan
para fijar las masas y las 6 aparecen para asegurar energias positivas, asi como garantizar
que m% > mz.

La contraccién entre ambos tensores se puede seguir a partir de sus definiciones en las
Ecs. 1.48 y 2.4 para el caso no polarizado o de 2.7 para el caso polarizado. Sin embargo,
desarollar previamente el espacio de fase facilita la cuenta. Siguiendo de la Ec. 2.8, el
espacio de fase estd dado por

/ %27(5(% —q)* = M*)O(E" = ¢")0((p + q)* = mp)0(p° + ¢°). (2.9)
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Es conveniente definir las siguientes variables
2
M (2.10)
2p - k T
donde xy; = @Q?/(2p - q) es la variable de Bjorken. Se puede ver de la definicién que
x tiene una forma similar a la variable de Bjorken pero donde 1, se interpreta como
la fraccion de momento de un partén la nueva variable x es partiularmente la fraccion
de momento del fotén como partéon del protén. Con estas nuevas variables uno puede
desarrollar la expresion vista en la Ec. 2.9 y, mediante un cambio de coordenadas, llegar
a una expresién del espacio de fase donde las integrales se realizen sobre Q* y ap; (o
z). Este desarrollo se muestra con detalle en el apéndice A. Entonces, las integrales del
espacio de fase se pueden llevar a la forma

1 1-Zne Qhax dep
o | dZ/Q Q[ 3 (2.11)

2
min

donde ¢ es el dangulo de dispersién de la interaccién y los limites de integracién de Q>
estan dados por

2z2m2 4z2m?2
2 :a:me, 2 o’ _M2<1—z>1 oz T 1_W
min 1—2z2 1— 2x2m2 1 4z2m2 7 Tvmax z 2< ’
(1- z)M2 + (- z)2M2

(2.12)
Los limites de integracién para z y Q? se pueden simplificar viendo que sus expresiones
dependen de un cociente entre masas que cumple m,/M < 1. Por lo tanto, se ve que
bajo esta expansién z corre entre x y 1 mientras que los limites de Q? resultan ser

r2m? 1—
12nin — ]._P’ max M2 - (213)
— 2

El resultado de oy, para el caso no polarizado se puede ver en [6] y resulta ser de-
pendiente tinicamente de las funciones de estructura Fy y F»'. Como nos interesa el caso
polarizado continuamos directamente con la diferencia entre las secciones eficaces o0y,
Y 01,py- A partir de la Ec. 2.8 y utilizando el espacio de fase de la Ec. 2.11 junto a la
contraccion de 1.48 con 2.7 la diferencia resulta ser

1 dz [ Qi dQ2
§[UlRPH - UleH] = / /2 QQ)

271'04

min

O g )= Q)
(2.14)

{H<4 P 4mpx2 dm x2Q2 8m12)1‘2 - 220?

Sm2x?  8miz?
~H( "yt g )Jre/= @)

IEn realidad resulta favorable expresar este resultado en términos de una combinacién lineal entre F;
y F5 en reemplazo de F; pero como en este trabajo el objetivo no es esta cuenta decidimos no detallarla
en profundidad.
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Noétese que se suprimen términos que sean del tipo m,/M en los limites de integracién,

no hay dependencia del dngulo ¢ y que las funciones de estructura g; y go dependen de

Tp; y Q% pero por la eleccién de variables es necesario escribir xy,; = /2. La constante

oo se define

drc?e? (u?)
A2 ’

o0 = (2.15)
la cual absorbe las constantes de la interaccion definidas en 2.2. Dado que solamente se
integra en z y Q? el resultado final depende de z pero esta valor queda fijo gracias a M
y a2p-k=s—m,siendo /s la energia del centro de masa.

Para poder extraer la PDF polarizada fa, volvemos a las secciones eficaces partdnicas
0y; definidas en la Ec. 1.41 donde introducimos la seccion eficaz leptén-hadron como una

suma de secciones eficaces leptén-partones. De esta manera, podemos describir oy, ,,,, (con
h =R, L) a través de

Olpn () = Z / dy61,i,(yp) fiu jou (Y, 1°), (2.16)

donde la suma sobre iy se realiza considerando todos los partones y sus helicidades.
Hasta ahora estuvimos utilizando la notacién fa, para la PDF polarizada del fotén
pero la notacién es general para cualquier partén®, siendo que se define como fa; =
fin/puw — Jir/pu- S€ debe que tener en cuenta que si se renormaliza en el esquema MS el
resultado final de las PDF tambien se encuentra en este esquema. Como vamos a trabajar
hasta primer orden en las constantes de acoplamiento vamos a expandir la Ec. 2.8 en estas
constantes, despreciando términos que van como mf, /M?. De esta manera, obtenemos el
siguiente desarrollo

op(p) = / dy " (yp) £ (w, 1?) Z / dye1) (yp) f(x, 12). (2.17)

j€lal}

donde seguimos manteniendo el factor de escala yu libre ya que todavia no la fijamos. Los
diagramas correspondientes a 0'l(0 0) y al(jo Y se esquematizan en la Fig. 2.2. El primero
de ellos es la contribucién a orden mas bajo en esta interaccién, donde el tinico partén
que puede formar parte es el fotén y se tiene directamente la PDF f.. Luego, el segundo
diagrama se corresponde al siguiente orden en «a, que incluye las PDFs de los fermiones
cargados. En el esquema MS el término del tercer y tltimo diagrama se anula ya que
el fotén se considera on-shell y la polarizacion de vacio es directamente nula. Por esta
razon, la suma en la Ec. 2.17 se considera para j € {¢,(}, donde ¢ representa a los quarks

y [ a los leptones?.

20tra notacién usual es simplemente Ay, dejando la f. Andlogo para el resto de partones.
3No confundir esta notacién general de leptones con el leptén I de masa nula considerado en el proceso
BSM propuesto.
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Figura 2.2 Diagramas de Feynman para interaccién lepton-partén hasta primer orden
en ag, segun el conteo fenomenolégico. Se representan los diagramas a orden mas bajo y
la polarizaciéon de vacio que se suprime si se renormaliza segin el esquema MS.

La cuenta que estamos desarrollando se realiza dentro de un conteo de potencias
“democratico”, en el sentido que se consideran o y a4 del mismo orden y que todas las
PDF son del mismo orden. Sin embargo, en el estudio fenomenoldgico se debe considerar
que a es menor que g, siguiendo como guia @ & «2. Con este conteo se tiene que la PDF
del fotén es de orden oL con respecto a las PDF de los quarks, siendo L un logaritmo de ;2
sobre alguna escala hadrénica (e.g. mf)). Se puede asumir que L ~ 1/ay y, en tal caso, los
diagramas de la Figura 2.2 son de orden oL, a? y o®L ~ o?a,, respectivamente. Luego,
si uno quisiera una correcciéon de mayor orden esta serfa de un orden 1/L ~ a, =~ /a
mayor en vez de un orden o como en el conteo anterior.

Volviendo a la Ec. 2.17, necesitamos ahora las secciones eficaces parténicas. Se tiene
que fay es de orden « por lo que solo necesitamos el orden més bajo de la dispersién
dura (hard-scattering)

L - 2 2
é[UlR'YR - UlL'YR] = ooM 5(8 - M )v (2'18)
para la cual se tiene z = x/y y * = M?/s. Luego, la asimetria de polarizacién a orden
«aog resulta ser

%[&IRQR — 61 0n] = a%‘;"“ {z(z ~ ) [ - % +In W] ~32(1— z)}, (2.19)

donde el término 1/e denota divergencias IR. Introduciendo las Ecs. 2.18 y 2.19 en 2.17
podemos obtener la dife_rencia de secciones eficaces desde el modelo de partones y apli-
cando la substraccion MS se obtiene

1 1 d M2 1— 2
Yo~ ol =ttt + 2 [ oy (L)

—3z(1 — z)] X Ze?%fm(g,/f) + O(aas)}. (2.20)

7

El paso siguiente consiste en definir una nueva factorizacion para tratar los problemas
que conlleva realizar este calculo con un proceso BSM. Definimos el esquema de “facto-
rizacion fisica” (physical factorization en inglés) suprimiendo aquellos términos que van

26



como 1/M? (y el factor dimensional o) de la Ec. 2.14

dz [1= dQQ
) = g [ [ 0
8m T

2)gl<x/z @) - (U Jas=. @), @21

4m’x

{ (4 — 2z — b

Q?
donde la escala p elegida debe ser u ~ M o, de manera inversa, proponer una masa
M ~ p si se fija la escala desde un principio. En esta factorizacién se intercambia el
limite de integracién superior de Q* por p?/(1 — z2). La idea detrds de esta factorizacién
es separar la integral de la Ec. 2.14 en términos de la integral dada en la Ec. 2.21 y los
términos restantes. Estos tltimos solo tienen contribuciones de Q? del orden de M? dado
que consideramos j ~ M vy, por ende, no se tienen logaritmos grandes. Ahora, como (?

es grande dentro del rango de integracion [“—2 M*(1-2)

2

=, } se pueden hacer los reemplazos
g1(z/z,Q%) por g1 (x/z, u?) y apn(—Q?) por apn(—p?) = a(p?) hasta correcciones de orden
as(1?) y a(u?). De esta manera se simplifica la integral sobre Q% en el rango restante y
podemos reescribir 2.14 segin

%[JIRPH — Olppn) = UOHIfAPS<x7N )+ UOH/ dZ
+2(2—2)In <%> 2(1— z)}xgl(x/z, 1?).

(2.22)

Con esta factorizacién adecuada podemos extraer fa, de la Ec. 2.20 igualandola a la Ec.
2.22. Sin embargo, necesitamos identificar g; en la Ec. 2.20. Esta funcién de estructura
se define segin

ne @) =53¢ ! [ =00 =) 0) il @)+ Oy 1) Ff. Q] (2:2)

donde la suma se hace sobre todos los quarks ¢ = u,d, c, s,b,t, siendo e, sus respectivas
cargas y fa, sus PDF polarizadas (igual para la PDF del gluén fa,). Al orden que nos
interesa debemos usar como coeficientes Ca, = 6(1 — z). Esta identificacién nos permite
igualar 2.20 y 2.22, a partir de la cual obtenemos

1 dz -z dQ?*
fay(z, %) = W/x {/Q;IDQQ a2, (Q%)

[(4-22- 4”22“” Jona/2, %)~ (

8m2x?

2()?
+a?(p?)4(1 - 2)91(96/2,#2)}-

)oa(a/2 Q)] (2.24)

Notese que el tltimo factor dentro de las llaves no est4 siendo integrado en (Q? y solamente
se integra en z. Finalmente, pudimos extraer la distribucién que nos interesa calcular.
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Capitulo 3

Calculo fenomenolégico

El resultado que obtuvimos de la PDF polarizada del fotén en la Ec. 2.24 contempla
un amplio rango en los pardmetros Q? y o para los cuales se necesita conocer las funciones
de estructura g, y g» como funciones de x y Q2. Para lograr esto hacemos uso de modelos
fenomenolégicos en conjunto con datos experimentales. Nuestro estudio esta dividido en
3 regiones: una regién eldstica, una regién de resonancias con un continuo de bajo Q? y
una ultima regién continua de alto Q2. Definimos la variable W para separar las regiones
seguin

W2 = m? LT (3.1)
Thj
La region eldstica se establece a partir de W? < (m,, + my0)? = 1,15 GeV?. La regién de
resonancias en el rango (m,+myo)? &~ 1,15 GeV? < W2 < W2_= 3,24 GeV? y el continuo
de bajo Q? se rige por W? > W2 y Q* < Q% = 2GeV?. Finalmente la regién de alto Q*
estd dada por Q* > Q2. y W? > W__. Esta iiltima regién es la tinica que puede utilizar
un desarrollo perturbativo como aproximacion para las funciones ¢g; y ¢g». En todas las
regiones es necesario evolucionar la constante de acoplamiento « y para ello utilizamos
el desarrollo de esta al orden més bajo (leading order LO) con la condicién inicial dada
por a(Rb) = (137,035998995)~!, siendo Rb la masa de un dtomo de "Rubidio [37, 38].

En la Fig. 3.1 se puede ver la distribucion de los datos en el espacio de parametros.

El cdlculo de fa, se realiza en Python, utilizando SciPy como librerfa de calculo
integral. Las funciones dadas por esta libreria estan basadas en Quadpack, paquete de
Fortran con subrutinas de cdlculo integral [39)].

3.1. Region elastica

Como fue mencionado previamente, la regién elastica comprende los procesos que
cumplen la restriccion W? < (m, + myo)* = 1,15 GeV?. En particular, esta restriccién
nos permite describir las funciones g; y go a partir de los factores de forma eléctrico y
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Figura 3.1 Espacio de parametros (W2, Q%) en conjunto con los datos utilizados para
el célculo fenomenoldgico de fa,. Para distinguir las regiones analizadas se remarca en
verde claro la regién de resonancias, en verde oscuro la regién de bajo @Q? con modelo
BKZ, en rojo la regién de alto Q? y en azul la regién eldstica. Los puntos rojos repre-
sentan datos medidos de g; en COMPASS [40] (circulos), CLAS [41, 42] (cruces) y SMC
[43, 44] (tridngulos). Los puntos azules representan los datos medidos de g en las cola-
boraciones de SLAC E143 [45] (cruces), SLAC E155 [46, 47] (circulos) y de HERMES

[48] (tridngulos).

magnético de Sachs G y G respectivamente [49]

1 Gp(Q*)Gu(Q) +7G3,(Q
9" =3 — M(1Q+)T+T u(@ )5(1—%), (3.2)
gl :% 5(Q%) Ml(?_j- (@ )5(1 — 2y), . (3.3)

donde se define 7 = Q?/ (4m12,) como una funcién de Q2. Es importante notar que las
funciones ¢ implican que el electrén interactua directamente con el protén, por lo que
se estd despreciando la radiaciéon de este ultimo. Sin embargo, considerar la emision de
fotones del protén implica una correccion de mayor orden y esto va mas alla del nivel de
precisién de nuestro calculo. Ahora solo resta reemplazar las Ecs. 3.2 y 3.3 en 2.24 para
lo cual es necesario utilizar la igualdad 6(1 — x1,;) = 26(z — ), la cual surge directamente
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de propiedades de la ¢ y de la definicién de z. Entonces,

1S do? GG (Q? 2m2a?
fA’y(maMZ):W/QQl q;cgaih<c22) E<Q1>+f(Q )(2_21,_ 77221;27 )+
TG3(Q?) 2mya”
- <2_2 Q? >] 34

A este punto es necesario tomar una definicién de los factores de forma Gg y G y para
eso se propone el siguiente modelo conocido como forma dipolar:

1
(14 @Q*/m,)’

Gp(Q*) = Gu(Q%) = mGe(@Q%), (3.5)

siendo mqip = 0,71 GeV?y tp = 2,793 el momento magnético anémalo del proton. Esta
formula es exacta unicamente para Q* = 0, i.e. Gp(0) = 1y Gu(0) = p, son valores
exactos. Para cualquier otro valor el modelo es una aproximacién. En [6] y en los resulta-
dos que nosotros obtenemos en el Cap. 4 se ve que la region elastica tiene gran influencia
en los resultados finales, por lo que consideramos que es necesario tomar factores de for-
ma méas precisos. Para lograr esto se proponen utilizar los ajustes experimentales a los
factores de forma publicados por la colaboracién Al [50]. Los datos de Al estdn limita-
dos hasta Q% < 1GeV? pero en su publicacién también incluyen un ajuste global hasta
Q? ~ 10 GeV?. Luego, més alld de 10 GeV? fijamos los valores de G v G al valor que
tienen para Q% = 10 GeV?. En la Fig. 3.2 se muestran los ajustes a los factores de forma
normalizados a las expresiones dipolares, introducidas en la Ec. 3.5. Se incluyen los dos
ajustes realizados por la colaboracién A1, uno presenta datos no-polarizados (en rojo) y
el otro presenta datos polarizados (en azul). Para llevar a cabo el estudio fenoenoldgico
decidimos utilizar el ajuste con datos polarizados dado que provee un mejor marco de
trabajo para realizar tal cdlculo'. Ademds, en la Fig. 3.2 también se puede apreciar las
bandas de error para cada ajuste. Estos errores son propagados al realizar el calculo del
error en nuestro resultado de la PDF polarizada del fotén. Para realizar esta propagacion
se considera que los errores en ambos ajustes estan completamente correlacionados, como
se propone en [6]. Luego, la variacién de estos nos dardn la incerteza de esta regién en
nuestro resultado.

3.2. Regién de resonancias y continuo de bajo ()?

2 = 3,24GeV?,
mientras que la regién continua de bajo Q? se corresponde a W? > (m, + mm)?® y
Q? < Qf)er = 2GeV?2 Dado que la aproximacién perturbativa no se puede aplicar en
estos rangos nos vemos obligados a utilizar mediciones y modelos fenomenolégicos.

La regién de resonancias estd caracterizada por (m, + mgo)? < W2

'Este ajuste provee restricciones més fuertes a las contribuciones de intercambio de 2 fotones (Two-
Photon Exchange), aporte que es fuertemente discutido en [50].
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Figura 3.2 Ajustes de Gg(Q?) y G/(Q?) de la colaboracién Al, realizados sobre datos no
polarizados y polarizados [50]. Los ajustes estén normalizados por su expresién dipolar,
Ec. 3.5, para evidenciar la variacién de los experimentos de esta aproximacion.

En el sector de resonancias los modelos de ¢g; v g2 se realizaron como una suma de
términos resonantes. Estos fueron extraidos de ajustes realizados sobre mediciones. Los
autores de [51] publicaron un cédigo para realizar el calculo de las funciones de estructura
dentro de la regién que ya establecimos como la de resonancias, i.e. W < Wi = 1,8 GeV.
Los ajustes utilizan mediciones dadas por la colaboracién CLAS [41, 42], donde solamente
se utilizaron protones longitudinalmente polarizados como blancos. Debido a esto, g; se
infiere a partir de un ajuste global sobre datos mundiales? de go. También utilizan datos
de las siguientes colaboraciones: RSS [52, 53], SANE [54] y Jefferson Lab Hall A g2p [55].
En estos experimentos se determinaron las asimetrias A y A a partir de las cuales se
pueden reconstruir ¢g; y ¢g». Se pueden ver varios de estos datos en la Fig. 3.1. Sin embargo,
este modelo de ajustes solamente es aplicable para valores de Q? < 7,5 GeV?, segiin se
detalla en [51]. Por ende, se utiliza un modelo perturbativo para valores més altos. Este
modelo se detalla en la Sec. 3.3. Aun asi, por la restriccién anterior de W? < Wger
esta nueva condicién resulta en valores altos de z y para estos valores las funciones de
estructura son casi nulas y los efectos de resonancia decaen. Por lo tanto, se espera que
esta eleccion de modelo no altere significativa el resultado. En la Fig. 3.3 se muestra el
modelo de ajustes para 2 subgrupos de datos de CLAS [41], uno para Q = 1,01 GeV* y
otro para Q? = 2,44 GeVZ.

2World data en inglés, se refiere a muchos (si no son todos) datos disponibles ptiblicamente.
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Figura 3.3 Ajustes de resonancias en g; [51] para subgrupos de mediciones de CLAS [41].
Los datos en azul se corresponden a Q? = 1,01 GeV? y los datos en rojo se corresponden
a Q% = 2,44 GeV?.

La regién de bajo Q? no presenta tantas mediciones como la regién de resonancias,
comparaciéon que se aprecia en la Fig. 3.1. Debido a esto no podemos modelar esta
region mediante ajustes y nos vemos obligados a utilizar un modelo fenomenoldgico.
Utilizamos el modelo BKZ [56-58] para describir ¢;. Este se basa en ideas de Vector
Meson Dominance (VMD) [59], que a su vez es un modelo construido para tratar con
interacciones fotén-hadréon. De esta manera, se describe g; segin

A ~ 1 —0) M,
11, @) = €3 (o) + 850 0) + 5 (8 o) + A7)
p
2 M
A=) e
+ C[QAS (l'bj):| Q2 + M£)2 (3.6)

+ gi)er<xbj7 Q2)7

donde Aq®, con ¢ = u,d,s son las PDF polarizadas evaluadas a Q2 = 1GeV?, My y

M, son las masas de los mesones ¢ y p respectivamente y g7 es una extrapolacién de la

funcién de estructura del modelo de QCD mejorado a valores arbitrarios de Q? y . El

pardmetro C' se puede calcular a partir de la regla de sumatoria DHGHY [56, 60] pero

podemos ajustarlo a partir de mediciones. Luego, para la parametrizacion de la parte
per

perturbativa de la Ec. 3.6 (tanto para g~ como para las PDF) se utiliza el conjunto
de PDFs DSSV [1, 22] con las correcciones de QED introducidas en [61]. En [40] se
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utiliza este modelo en la regién de bajo Q? y obtienen resultados en concordancia con
los experimentos. En la Fig. 3.4 se muestran las mediciones disponibles para la regién de
bajo Q?, obtenidas de las colaboraciones COMPASS [40, 62] (circulos azules) y SMC [43,
44] (circulos rojos). También se grafica el modelo BKZ, evidenciando cualitativamente
cuan bien describe los resultados experimentales. A partir de esta concordancia entre el
modelo y los datos podemos evaluar g; en puntos donde todavia no hay datos disponibles.

—— BKZ model
0.020 Datos con W? > 3.28 GeV?y Q% < 2 GeV?
® COMPASS
SMC
0.015 ¢
0.010+
S |
S 0.005
0.000+
—0.005+
—0.010+
10~ 107 1072
Ty

Figura 3.4 Comparacién del modelo BKZ para ¢, a los datos experimentales. Los datos
son de las colaboraciones COMPASS [40, 62] (circulos azules) y SMC [43, 44] (circulos
rojos). El modelo BKZ, explicito en la Ec. 3.6, presenta un pardmetro C' que fue ajustado
a partir de los datos y de la parametrizacion perturbativa usando el conjunto de PDF's
DSSV con correcciones de QED para la evolucién [1, 61].

Para combinar el modelo de resonancias y el de bajo Q? utilizamos dos escalas de
transicién para suavizar el paso entre ambas regiones, como se propone en [6]. Se definen
W2, =3GeV?y W2 = 4,5GeV? y la transicién se describe a partir de

gie W2 < W2,
g1 =19 (1= p(W2)gies + p(W2)gPk% W2, < W2 < W, (3.7)
grre W2 < W2,

siendo ¢i* el modelo fenomenolégico de resonancias [51] y la funcién p(1W?) definida a

partir de
_ W2 — I/VI%W
WE — W2

low

p(W? =20 —wt, w (3.8)
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Con ambos modelos y su transicién ahora somos capaces de calcular g; en ambas regiones
de resonancias y bajo Q?. A la vez, vamos a utilizar el mismo tipo de transicién entre
las regiones continuas de bajo y alto Q?, donde gP®% serd reemplazado por el modelo
perturbativo que describiremos en la siguiente seccion.

Nos falta ver la contribucién de go en estas regiones pero la situacion es mas delicada
pues los datos experimentales disponibles son considerablemente menos que los disponi-
bles para g; y, ademas, no hay modelo fenomenolégico que describa satisfactoriamente

su comportamiento en estas regiones. Sin embargo, podemos estimar el orden de sus con-

2.2

tribuciones en la Ec. 2.24 a partir del coeficiente que la acompana. Definiendo r = 8217”:5
2

se puede ver que r < 2y o 0,75 en la regién continua de bajo Q?. Dado que el

W2 ,—m?2
coeficiente que multiplica a gf es de un orden mayor (~ 4) podemos despreciar la con-
tribucion de go en esta regién. En la region de resonancias no podemos despreciar g
pues r puede tomar valores mas altos y resultar comparable a ¢;. Para determinar la
incerteza de g1 y g9 se realizé lo siguiente: ubicamos 1os Ngaios = D mas cercanos al punto
en el cual se estan evaluando los funciones de estructura y ahi calculamos el promedio
de las incertezas experimentales pertinentes a los datos disponibles. De esta manera le
asignamos una incerteza a cada punto de las funciones de estructura que calculamos. Por

ultimo, este error se propaga al resultado final de fa,.

3.3. Regioén perturbativa

La regién continua de alto Q?, previamente definida a partir de Q@ > Q2. = 2GeV?

y W2 > W2, = 3,24GeV?, presenta la particularidad de que las funciones de estructura
g1 v g2 pueden ser calculadas a partir de un modelo perturbativo®. Esto nos permite
prescindir de mediciones experimentales de g; y g» en esta region para obtener el primer
resultado de fa. A la vez, para obtener la expresién de g; que aparece en la factorizacion
fisica de la Ec. 2.21, i.e. g1 = g1(2;, Q?), utilizamos el calculo de QCD+QED que se
describe en [61] (conjunto de PDFs DSSV, previamente ya mencionadas). Sin embargo,
hay que tomar una pequena precaucién en consideracién: necesitamos la PDF del fotén
polarizada para calcular g;. Sabemos que la contribucién de fa, a g; es chica, al menos
al orden en el que trabajamos, por lo que podemos tomar un modelo de juguete como
una primera aproximacion y esta no deberia afectar significativamente al resultado final
de fay. Tomamos que fR9¢ =z f, [61], utilizando f, del conjunto de PDFs NNPDF [63].

En cuanto a g, tomamos la relacién de Wandzura-Wilczek [64], i.e.,

" ) = —ailo) + [ Loutw) 39)

Thj

Se espera que este modelo funcione bien a valores altos de Q* dado que es una aproxima-
cién hasta contribuciones de twist-2 y no se tienen en cuenta contribuciones de twist-3.

3Si bien no fue explicitado, ya utilizamos un desarrollo perturbativo de g; en la obtencién de fay a
partir de la Ec. 2.23, donde luego utilizamos su aproximacién a LO.
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En la Fig. 3.5 se grafica la forma dada por la Ec. 3.9 junto a datos experimentales
de las contribuciones de SLAC [45-47] y HERMES [48] con la condicién Q? > 2 GeV?
(recordemos f)er = 2GeV?). Se puede apreciar lo bien que ajusta la aproximacién de
Wandzura-Wilczek a los datos en el rango [0,1, 0,6], permitiendonos evaluar g, en rangos

en los cuales todavia no se dispone de resultados experimentales.

1.5
—— Relacion de Wandzura-Wilczek
Lo ¢ Datos con Q* > 2 GeV?

[}
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Figura 3.5 Relacion de Wandura-Wilczek en comparacion a resultados experimentales.
La forma dada por la Ec. 3.9 se contrasta con los datos de SLAC [45-47] y HERMES
[48], con la condicién impuesta por la regién de alto @2, i.e. Q% > 2 GeV?.

Finalmente, hay varias fuentes de error en esta regién que hay que estimar. Primero,
hay una incerteza tedrica en el calculo de f APE al variar independientemente las escalas no-
fisicas de renormalizacién pg y de factorizacion up en el calculo de g;. Para determinar
este error se calcula la PDF polarizada fa, variando las escalas en un factor 2, i.e.
Q/2 < ppr < 2Q. Luego, tomamos la suma en cuadratura de ambas variaciones como la
incerteza en el calculo de fa.. Es importante notar que esta incerteza no se puede calcular
en g1 a LO pues no hay dependencia de una escala no-fisica a este orden. Luego, la segunda
fuente de error proviene de la arbitrariedad con la que uno corta la factorizacion fisica en
la Ec. 2.21 del resto de la expresién de la Ec. 2.24. El resultado final no puede depender
de esta escala, por lo que se introduce una nueva escala variable Mz de modo que el
limite superior en la integral de Q? es M%/(1 — z). Se espera que el resultado final sea
independiente de esta eleccién en el sentido de que los términos faltantes de mayor orden
cancelen esa variacién. De esta manera, la expresion de prg se reescribe para explicitar
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esta fuente de incerteza

55 M) = /dZ/”dQQ @)

min

[(4—22—4”222 )gl(x/z, 2) _ 8;”;22]. (3.10)

A la vez, debemos considerar otra expresion que varia por este corte. Entre las Ecs. 2.21 y
2.22 se comenta que al tener términos restantes integrando con Q? del orden de la escala
elegida era posible tomar ciertas aproximaciones. Como este término resulta dependiente
de la escala no-fisica p nuevamente es necesario considerar que nuestro resultado sea
independiente de p, por lo que se debe reescribir este término. Si definimos f&? seguin

70w, = U [ oy ), 1)

entonces el error al introducir M, es

(4 — 22)gk© (a:/z, ) (3.12)

Para obtener la incerteza asociada a esta escala se varfa /2 < My < 2u. Por tltimo, se
debe considerar una incerteza mas en g; que se origina de las varias réplicas de PDFs que
se generan dentro del conjunto DSSV [1]. Para estimar este error se calcula g; y, a partir
de este resultado, se calcula fa, para cada réplica. Luego, se calcula la curva promedio
de las réplicas y se toma su desviacion estandar como la incerteza. En el grafico superior
de la Fig. 3.6 se muestran las V,., = 999 réplicas de la PDF polarizada del fotén junto
a la curva media. También se muestra la curva de variacion estandar pertinente.
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Figura 3.6 Réplicas (curvas azules) de la PDF polarizada del fotén a pu? = 80 GeV?,
calculadas a partir de cada réplica de g; del conjunto de PDFs DSSV con correcciones
de QED [1, 61]. Se grafica la curva media (curva negra), i.e. el valor medio. Adem4s, en
el grafico inferior se muestra la desviacion estandar o punto a punto.
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Capitulo 4

Resultados

En la Fig. 4.1 se presenta el resultado obtenido para la PDF polarizada del fotén fa.,
calculada a pu? = 80 GeV?. Se grafica cada contribucién por separado (detalladas en el
Cap. 3) y se entiende que fa, es la suma de ellas. Es evidente que la regién eldstica (en
marrén) presenta la mayor contribucién a fa~, seguida por la regién de alto Q? (en azul)
y la regién de resonancias y de bajo Q? (en rojo) presentan el menor aporte al resultado
final. A la vez, se grafica el modelo sencillo utilizado para obtener g; previo al calculo
de fay y podemos ver que, si bien no captura la misma forma funcional, este modelo
predice el orden en el que se encuentra nuestro resultado de la PDF. Recordemos que
este modelo estd dado por fg‘;’d = x f,, para el cual se obtiene la PDF no polarizada f, a
partir del conjunto NNPDF [63]. Ademads, en la Fig. 4.2 se muestran todas las incertezas
relativas que fueron desarrolladas en el Cap. 3. En rojo se presentan las incertezas de la
regién de resonancias y de bajo %, las cuales provienen de incertezas experimentales (ya
detalladas en la Sec. 3.2). Luego, en distintas tonalidades de azul se muestran las tres
fuentes de incertezas presentes en la regién de alto Q?: el azul més oscuro representa la
incerteza que se tiene al variar la escala no-fisica con la cual se calcula gy, el azul mas
claro representa la incerteza que surge al reemplazar p por la escala de masa My en
los limites de integracion, introducida en las Ecs. 3.10 y 3.12 y el azul restante son las
incertezas introducidas por la variacién de las PDF's por sus réplicas del conjunto DSSV
[1, 61]. La regiéon marrén identifica las incertezas que provienen de la regién eldstica,
siendo su origen las variaciones de los mismos ajustes utilizados para el célculo (véase la
Fig. 3.2 en la Sec. 3.1). Finalmente, se suman en cuadratura todos estos errores. Podemos
ver que el error relativo varfa entre el 50 % y el 10 %, siendo que el 50 % se tiene para
x ~ 1072 y alcanza el 10% de error relativo para x ~ 10~!. Es notable que si bien es
coherente el hecho de que fa, tienda a 0 a medida que x se aproxima a 1 el error relativo
aumenta hasta un 30 % en estos valores. Las principales fuentes de incerteza provienen
de la variacién en las réplicas de las PDF's y del error experimental en la region de bajo
(Q)? y resonancias.

A partir del resultado de fa, se evolucioné a distintas escalas p?. En la Fig. 4.3 se
muestran las evoluciones a las escalas 2 = 10, 102,103, 10° GeV? utilizando las ecuaciones
QCD+QED DGLAP [61]. Se puede apreciar en la figura que los cambios a la PDF son
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pequeinios. En la misma figura se expone el cociente fa,/f,, para los cuales se utiliz6 f,
de NNPDF [63]. Como era de esperarse el cociente es menor a 1 y se aproxima a 1 a
medida que z — 1.

0.00200

=== Modelo zf,
B Region continua de alto Q?
Region elastica

0.001751

I Region de resonancias y continuo de bajo Q?

0.00150-
000125
20.001001 p? =80 GeV*
8
0.00075-

0.000501

0.00025

-
-
-
—_———
-

0.00000
1073 1072 107! 10°

Figura 4.1 PDF polarizada del fotén fa,. El resultado se obtiene para p* = 80 GeVZ.
En azul se muestra la contribucién de la regién con desarrollo perturbativo a alto Q?,
en marrén se tiene la contribucion de la region eldstica y en rojo se tiene el aporte de
las resonancias y la regién de bajo Q2. Ademés, también se grafica el modelo utilizado
para obtener g, siendo este fa, = zf,. Se puede ver que si bien no predice la forma del
resultado obtenido se encuentra dentro del mismo orden.

Finalmente se calcula el primer momento de la distribucién fa,, la cual da como
resultado la contribucién del foton al espin del protén. El resultado se presenta truncado
debido a que no se puede determinar completamente debido a las grandes incertezas
presentes para bajo z. A la escala 2 = 10 GeV? se obtiene fol,oo1 faydz = 0,0049£0,0008.
En comparacion a la contribucion de los quarks y gluones este valor es chico, considerando
que estos ya saturan el espin del protén [65].
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Figura 4.2 Incertezas relativas 0 fa,/ fa, para la PDF polarizada del fotén fa, a escala
12 = 80GeV?. En distintas tonalidades de azul se muestran los errores provenientes de
la regién de alto %, los cuales incluye las incertezas en las réplicas del conjunto de
PDFs DSSV, la variacién de la escala de corte M en la integral y la variacién de escalas
no fisicas en el calculo de g;. En rojo se tiene la incerteza de la regiéon de resonancia,
proveniente de los datos experimentales usados en los modelos de ajustes de resonancias
y los que se utilizaron en el modelo BKZ. En marron se tiene la incerteza de la region
elastica que proviene de los ajustes de la colaboracion Al. La curva negra representa la
suma en cuadratura de todas las incertezas.
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Figura 4.3 Distribucién parténica polarizada del foton evolucionada a distintas escalas
1% a partir de correcciones a las ecuaciones de evolucién DGLAP. En la gréfico inferior se
muestra el cociente entre la distribucién polarizada fa, y la no polarizada f,, las cuales
fueron extraidas del grupo de PDFs de NNPDF [63].
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Capitulo 5

Conclusiones

Se logré calcular la PDF polarizada del fotén como parton del protéon mediante resul-
tados experimentales y modelos fenomenolégicos utilizando el método propuesto por el
grupo de LuxQED, como se detalla en su trabajo [6]. Para llevar a cabo esto se requirid
de un conocimiento claro de fisica de particulas de altas energias, desde los modelos mas
basicos a modelos mas complejos. Se decidié por estudiar esta PDF mediante procesos
fisicamente imposibles Beyond Standard Model que nos permitieron una interpretacion
sencilla a través de diagramas de Feynman. También fue de gran importancia replicar las
cuentas necesarias para obtener la PDF polarizada del fotén fa, para entender y poder
continuar con el trabajo de LuxQED.

La PDF polarizada fa, se obtuvo mediante calculo integral. Para la region eldstica,
se pudo describir las funciones de estructura g; y ¢go en términos de los factores de
forma de Sachs, optando por datos experimentales pulicados por la colaboracién Al por
sobre aproximaciones a través de modelado. En las regiones de resonancias y de bajo
Q? se realizé el célculo a través de una combinacién de datos experimentales y modelos
fenomenolégicos. En particular, las resonancias fueron incluidas en la cuenta a través de
suma de ajustes, como son introducidos en [51]. Luego, la zona de bajo Q* fue modelada
a través del modelo BKZ para g; como es propuesto en [56-58] y se comparé con datos
experimentales para verificar su validez. En esta region se estim6 que la contribucién de
g» es despreciable al orden que trabajamos. Por tltimo, la regién de alto Q? admitia una
descripcion perturbativa de las funciones g; v g2, por lo que se implementaron PDF's
del conjunto de DSSV con correcciones de QED para calcular g; y, para go, se utilizo
la relacién de Wandzura-Wilczek. Ademads, pudimos calcular la incerteza relativa, que es
del 50 % en x ~ 1073 y decrece para valores mayores de x. Se calculé el primer momento
de la PDF polarizada de forma truncada y se obtuvo su contribucién al espin del protéon
a escala > = 10 GeV?, obteniendo f017001 fadz =~ 0,0049+0,0008. Teniendo en cuenta las
futuras mediciones del EIC la PDF polarizada serd de suma importancia para mejorar
la precisién de los célculos polarizados. Atin més, en [66] ya se discute la importancia de
la distribucién partonica polarizada del fotén.
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Apéndice

A. Cambio de variables en el espacio de fase

Para hacer el cambio de variables que describen nuestro espacio de fase primero nece-
sitamos tener presente las relaciones que se cumplen a lo largo del proceso [+p — L+ X.
El momento del protén satisfase p? = mg, el momento del leptén [ no es masivo por lo que
se tiene k* = 0 y el lepton saliente L presenta una masa M > m,, por lo que k' = M2
Luego, el fotén intercambiado en la interaccién cumple ¢ = k — k' y el estado hadrénico
X debe presentar una masa m3 = (q + p)? > mf). Ahora, vamos a definir unas pseudo
coordenadas de cono de luz. Usualmente las coordenadas de cono de luz se definen segtin

L2+t 20—t
m p—
, =
V2

donde se dejan invariante las coordenadas z? v 2® y, ademds, se las suele juntar en la
definicién de x; = (22, 23). Se nota rdpidamente que las nuevas coordendas x y ™ son,
respectivamente, las rectas t = x y t = —x, razén por la cual se les da el nombre de
coordendas de cono de luz. Sin embargo, las coordendas que nosotros definimos son las
siguientes:

T

>

0 1
r +x I Al
= rT = : (A.1)
2 Y
Nétese que la tnica diferencia es un factor v/2 pero vamos a aprovechar esta definicién
mas adelante en el desarrollo. La definicién de x; se mantiene igual. Definimos 2 vectores
nulos que definen los ejes de colisién n y 7 de modo que

1, _ 1.1 _ 1., 1 _
k= 51{; nt, pt= §p+n“ +5p n', ¢ = §q+n“ +54 n* 4 ¢\, (A.2)
siendo n || k y se cumple n -7 = 2. Se toma como convencién ¢3 = —¢/ ¢/ g > 0y se

recuerdan definiciones dadas en el texto

_ Q° Q? p-q
Q=-=—¢"—q¢ +q¢, wy= = , y="—. (A3
O g pte +pgt p-k
Adem3s introducimos una nueva variable
q-k q*
-4+ 1 A4



Con todas estas definiciones podemos hacer los cambios de varibles pertinentes. Primero
pasamos a las coordendas definidas en la Ec. A.1 y esto nos da un Jacobiano |J;| = 1/2.
Si usaramos las coordendas de cono de luz usuales nos evitamos este factor 1/2. Luego,
de las 2 variables que quedaron invariantes en el cambio anterior se hace un cambio a
variables polares ¢2 y ¢, el cual nos da un nuevo Jacobiano que nuevamente cumple
|Jz] = 1/2. De esta manera, las variables que nos definen la medida de intregacién d*q
satisfacen dotda- p

— = 5 g, = gd(qudfﬁﬁ, (A.5)
donde se multiplica y divide por 7 para tener normalizado el rango angular definido por
¢. Las variables independientes son ¢*, ¢~ y ¢7 y si tenemos un sistema de referencia con
p* dado podemos usar las variables independientes para determinar Q?, z1,; y x mediante
las Ecs. A.3 y A.4. El sistema de referencia que usamos a lo largo de este trabajo es el
sistema de reposo del proton, pero por ahora basta con decir cual usamos. Entonces

podemos invertir las relaciones entre las variables y despejar ¢*, ¢~ y ¢3 como funciones
de Q% w5 y X

d4q

o _ X
¢ =-p"x, ¢ = +xp~, qi = QQ(l — —) - xX’m;. (A.6)
ZL’bijr LL'bj

Recordemos que por la convencién que tomamos para ¢> se debe cumplir la relacién

Q? (1 — %) > szg. Luego, el Jacobiano del cambio de variables resulta ser |J3| =
J

Q?/ x%j. Continuando del resultado visto en la Ec. A.5 tenemos que
dxy; do

m
d'q = 5dxQ*dQ"—;

A7
T 27 ( )

Ahora que tenemos variables mas adecuadas para integrar tenemos que reescribir
las restricciones impuestas por las 0 y 6 en estas nuevas variables. Se puede verificar
rapidamente que p> = p*p~ y como estamos trabajando en el sistema de reposo del
protén se tiene p* = p~ = m,,. Consideremos que los leptones [ y L tienen energias E y
E’ respectivamente, entonces sus cuadri-momentos se pueden escribir

k*=(E,0,0,FE), k"= (F0,k'sin6,k cos0). (A.8)
Como p% =p° 4+ ¢°* =m, + E — E' > m, tenemos que E > E’. Luego,
Q*=—¢=—(k—FK) =2k-k—k? =2E(E'—K cos0)—M*> > 2E(E'— k') - M?*, (A.9)

donde la desigualdad se da pues — cosf > —1. Usando B — k™ = (E'—k)(E'+ k') = M?>
la desigualdad en la Ec. A.9 se desarrolla a

Q> M2<E/2fk/ -1) > MQ(E,QfIk, -1) > M2<§: :[ Z ~1) =0,  (A10)

donde se us6 E > E' y que E’ > k'. Por lo tanto, tenemos que Q* > 0.
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Nuestro analisis continua con ;. Sabemos que p -k = pTk™/2 = m,k’ = m,E,
entonces p - k > 0. Ahora, el cambio de variables definido en A.1 se puede invertir y
tenemos que ¢° se escribe

Lot @
2 2xpmy,’

(A.11)

donde la tltima igualdad sale de la definicién de zy,; dada en la Ec. A.3 junto a usar el
sistema de reposo del protén. De 0(k° — ¢") tenemos que

2k’°:2(k0—q0):2<p'k & ) Lok @ (A.12)

my,  2Tnimy my,  Tpimy

Luego, de 6(p® + ¢°) se tiene que 2(p° + ¢°) > 2m,, y si juntamos esto con la Ec. A.11 se

obtiene ) )
¢ ) Som, = s (A.13)
LbjMp Lbj

Z(mp +

Como vimos en la Ec. A.10, vale Q* > 0, por lo que se debe cumplir xy; > 0 para que
valga el resultado de la Ec. A.13. De la 6 restante se impone m% = (p + ¢)* > m2.
Aplicandole a la Ec. A.11 esta condicién tenemos

1 — ayp;
2 2 2 2 bj
m,+2p-q+q >m, = Q —xbj >0 = a2, <1 (A.14)

De 6((k — q)* — M?) tenemos la masa de L fija y se obtiene
K —2%k-q+¢@F =M = M +Q*=-2k-q=2(p-q)x. (A.15)

Si en vez de fijar k> = M? se integrara sobre un rango de masas la tnica condicién que
esto nos darfa es M? > 0, por lo que tenemos la desigualdad

2(p- q)x > Q. (A.16)

De las Ecs. A.3 podemos reescribir y en funcién de Q*/ap; y p- q. Luego, las Ecs. A.12
y A.13 nos permiten ver que 0 < y < 1. También podemos reescribir y en funcién de y,
de modo que x = —yq - k/p - q. Desarrollemos ¢ - k:

q-k=k-kK)k=-K -k=FkKcosd — EE" > (kK cosf — E)E'. (A.17)
De la Ec. A.11 tenemos que 2p-q = Q?/xy,; por lo que finalmente podemos reescribir x a

q-k E — K cosf
X =—Yy— > 2yrp,———— >0 A.18
p-q T2 (A-18)
pues y, Inj, @* > 0y E > E' > k. Luego, de la condicién ¢3 > 0y la Ec. A.6 tenemos
que

Q2<1 — %) > sz%j >0 = x> X (A.19)
j

45



La 6((k — q)* — M?) se puede reescribir en términos de x, lo cual nos servird para
eliminar dx de la integral. Se tiene que (k — ¢)* = 2(p - k)x — Q?, por lo tanto

M) (A.20)

1
6((k = ) = M2) = 3(2(p- K)x — (Q* + M%) = —3(x —
((k—q) ) =020 Mx — (@7 + M) = g o (x = 5
Deberiamos reemplazar esta igualdad en todas las relaciones vistas para entender como se
modifican los resultados previos en virtud del resultado de la Ec. A.20 pero, por ejemplo,
la desigualdad dada por la Ec. A.16 es trivial. El reemplazo pertinente que debemos
realizar es en la Ec. A.19, del cual podemos despejar xp; y obtener

o @x 2 K(MP+Y)e”
Thj QQ _ X2m;27 - 4(]) . k;)2Q2 _ mf,(MQ + Qg)g'

(A.21)

Este limite inferior de lo tnico que depende es de Q?, que a la vez nos da la escala de
energia del proceso, por lo que si llevamos Q? — 0 podemos obtener el menor valor
posible de x;:
M2
i — . A.22
b 2(p-k—m,M) ( )

En luz de los resultados vistos es importante recordar que en el texto definimos la fraccion
de momento del fotén y su relacién con zy; a través de
M? x

2p -k’ T

La cuenta se vuelve mas conveniente con estas variables, por lo que haremos un cambio
de variable adicional de x1,; — 2z para el resultado final del espacio de fase. Antes de
tal cambio de variable conviene ver toda la informacion que la Ec. A.21 nos puede dar.
En particular, dado un a1,; podemos obtener los limites de integracién de Q? segun la
relacién vista. Despejando Q% de esta obtenemos una cuadrética cuyas raices son

2y x2m? 4x x2m2
Tphj — T — J == \/ .TbJ — .T b

(1 + mezm )

Q% = , (A.23)

para las cuales es necesario que la diferencia dentro de la raiz sea positiva. Esto no es
un problema porque pedir tal condicién sale directamente de reescribir xy; > xﬁgin. Se ve
directamente de la Ec. A.23 que Q3 > Q2 y se puede verificar que se cumple la siguiente
relacién

xmbjmf,M 4

2= —— A.24
@Q= M? + zapym? ( )

Esta relacion es 1til para reescribir Q? de modo que sea més sencillo ver cémo se comporta
cuando uno considera M > m,,. Haciendo estas expansiones uno encuentra los limites de
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2y Q3. Primero reescribimos Q% (y los renombramos acorde) con la definicién de

max*

la nueva variable z y expandimos:

2 _ T 2 Momp L, (A.25)
min 1— Zl QQOf0 1 4x2m% 1 — 27 '
T —z)M? T (=z)2M2
] 1 2x2m12, + 1 4a2m? ]
— o\~ e — e " -
QIQnaX _ M2< Z) (1—2)M - (1—2)2M M>my, M2 Z‘ (AQG)
& 2(1 + zMQP) &

Haciendo el cambio de variable que adelantamos previamente y continuando de la Ec.
A.7 tenemos que la medida de integracion toma la siguiente forma

zpdp  2(p-k)m 5 o, dO
— L = —d dQ“dz— A2
x%j 2m M2 2 XQ Q" d> (A.27)

s
d'q = 5dxQ*dQ’

o’

donde el factor p- k se vera cancelado con el que surgi6 en la Ec. A.20. Luego, los limites
de z salen directamente de los que tenemos para xy;, siendo estos

2 m
r<z<1-— Ty MEmy, r<z<1. (A.28)

Finalmente escribimos el espacio de fase con todo lo desarrollado en este apéndice

/ T 216 ((k — q)> — M*)O(K® — ¢°)0((p + @) — m2)0(p° + ¢°) =

(2m)*
1 1721;\/?1) Qr2nax 9 ™ d

2
min

Esta expresién final es exacta y no presenta la expansién en m,/M pero en los calculos
realizados si se tiene en cuenta, recuperando los limites vistos en las FEcs. A.25, A.26 y
A.28.
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