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Resumen

En este trabajo se estudia la clasificación por alineamiento nulo del tensor de
Weyl, una generalización a dimensión arbitraria de la clasificación de Petrov, y se la
aplica a una métrica de tipo Kerr-Schild doblemente extendida. Para esto, primero
se presenta la clasificación de Petrov de múltiples formas: como un problema de
autovalores, en términos de direcciones nulas principales y en formalismo espinorial.
Luego, se plantea la clasificación para tensores arbitrarios por alineamiento nulo,
que generaliza a dimensión arbitraria la idea de dirección nula principal, y se la
particulariza al tensor de Weyl. Se dedica un capítulo a la relevancia de soluciones
de tipo D para el estudio de agujeros negros en cualquier dimensión. Se presentan
las soluciones de tipo Kerr-Schild extendidas y en particular el agujero negro de
CCLP en el contexto de supergravedad mínimamente gaugeada en 5 dimensiones,
que motiva el estudio de la métrica que se trata en este trabajo. Finalmente, se
aplica la clasificación presentada a una solución en 5 dimensiones de tipo Kerr-Schild
doblemente extendida.
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Capítulo 1

Introducción

La clasificación de soluciones en relatividad general en base a propiedades co-
munes resulta de gran importancia como herramienta para comprender en mayor
profundidad a los distintos espacio-tiempos que caen en una categoría determinada.
En particular, Petrov propuso en 1954 [1] una clasificación basada en la estructura
algebraica del tensor de Weyl Cabcd en términos de sus autovectores cuando se lo
piensa como una aplicación lineal en el espacio de bivectores. Esta formulación fue
trabajada posteriormente por Penrose [2], quien logró describir esta clasificación en
términos de las direcciones nulas principales del tensor de Weyl, proponiendo el uso
de espinores como forma de trabajar en relatividad general.

De tanta importancia fue la clasificación de Petrov para el desarrollo del area,
que un teorema al que da lugar, el teorema de Goldberg-Sachs, dió lugar al descu-
brimiento de la elusiva métrica de Kerr de agujero negro rotante [3] en 1963.

La clasificación define 5 categorías o tipos distintos, I, II, D, III y N. Llamamos
algebraicamente especiales a las soluciones que no son de tipo I. Resulta que las
soluciones de tipo D son de particular interés para el estudio de agujeros negros en 4
dimensiones, ya que la gran mayoría de las soluciones famosas de tipo agujero negro
son de tipo D, como los agujeros negros de Schwarzschild (1915), Reissner-Nordström
(1916-1918), Kerr (1963), Taub-NUT (1963) y Kerr-Newman (1965).

Esfuerzos por extender la clasificación de Petrov a dimensión arbitraria han
tenido distintos niveles de éxito a lo largo de los años, ya que prácticamente todas las
formas equivalentes de formular la clasificación de Petrov resultan en clasificaciones
distintas cuando son generalizadas a mayores dimensiones. Una extensión que resulta
natural, y que preserva muchas propiedades deseables de la clasificación original, es
la clasificación por alineamiento nulo de tensores propuesta en [4] y [5] por Milson,
Coley, Pravda y Pravdová, que es en la que nos concentraremos en este trabajo.

La motivación para poder clasificar y estudiar soluciones en dimensión n > 4 dejó
de pasar por el lado de una simple curiosidad matemática con la conjetura de Mal-
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Capítulo 1. Introducción

dacena [6], que permite relacionar el estudio de teorías de gravedad en dimensiones
más altas con teorías conformes en los bordes, de una dimensión más baja, de esos
espacios. Es por eso que nos avocaremos al estudio de soluciones en 5 dimensiones.

La importancia de las métricas de tipo D se mantiene al extender la clasificación
a dimensión arbitraria. Sin embargo, la violación del teorema de Goldberg-Sachs en
dimensión superior permite tener soluciones algebraicamente especiales más genera-
les que en el caso n = 4, y al mismo tiempo, hay más soluciones algebraicamente
generales. Notablemente, no se ha encontrado la generalización del agujero negro
rotante y cargado de Kerr-Newmann, a dimensión superior. Aún así, en el con-
texto de supergravedad minimamente gaugeada, tenemos una solución de agujero
negro rotante solución a las ecuaciones de Einstein-Maxwell-Chern-Simons (EMCS),
el agujero negro de Chong, Cvetič, Lü y Pope (CCLP) [7], que es de tipo I. Esta
solución es un ejemplo de métricas de tipo Kerr-Schild extendidas, y motiva al estu-
dio de la solución de tipo Kerr-Schild doblemente extendida propuesta por Ferraro
y Arcodía [8]. El objetivo de esta tesis será clasificar esta métrica en términos de
alineamiento nulo.

La tesis está organizada de la siguiente manera, en el capítulo 2 se introduce el
formalismo de tétradas, necesario para luego presentar la clasificación de Petrov; se
estudia la formulación de espinores de Penrose y el formalismo de Newman-Penrose,
que resulta esencial a la hora de demostrar muchos resultados; finalmente habla-
remos del teorema de Goldberg-Sachs. En el capítulo 3 se presenta la clasificación
por alineamiento nulo para tensores arbitrarios en dimensión general y se considera
la aplicación al tensor de Weyl; se estudia como se compara esta extensión con la
clasificación de Petrov original, y se presentan los criterios equivalentes de clasifica-
ción de Bel-Debever y del tensor de superenergía, que serán esenciales a la hora de
hacer la clasificación computacionalmente. El capítulo 4 habla de la importancia de
las soluciones de tipo D en dimensión arbitraria, mostrando una variedad de resul-
tados útiles; en particular se verá la relevancia que tienen en el estudio de agujeros
negros y se presentan las métricas de tipo Kerr-Schild generalizadas. En el capítulo
5 se estudian brevemente las métricas de tipo Kerr-Schild extendidas, se presenta
el marco de supergravedad mínimamente gaugeada, las ecuaciones de EMCS y el
agujero negro de CCLP. En el capítulo 6 se presenta la métrica tipo Kerr-Schild
doblemente extendida a estudiar, se menciona que esta solución incluye como caso
particular el caso de CCLP, se detallan las cuestiones de la clasificación realizada
computacionalmente y se presentan resultados.
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Capítulo 2

Clasificación de Petrov

Una de las dificultades más grandes en el estudio de la relatividad general es
encontrar nuevas soluciones a las ecuaciones de Einstein. Dada una métrica gab,
resulta muy difícil a priori saber si no se trata de un simple cambio de carta de una
métrica ya conocida. Esta cuestión puede dilucidarse recurriendo a invariantes, como
el escalar de Kretschmann, cuyos valores no dependen de las coordenadas utilizadas.
De esta forma, dos métricas con invariantes distintos necesariamente representan
espacio-tiempos distintos.

Con esta idea en mente, será de nuestro interés estudiar la estructura algebrai-
ca del tensor de Weyl Cabcd para encontrar una clasificación invariante. Esto es lo
que propuso Petrov [1], y lo que estudiaremos en este capítulo. Presentaremos dos
formas conceptualmente distintas pero equivalentes de formular esta clasificación, el
problema de autovalores y las direcciones nulas principales.

La motivación para formular un esquema de clasificación basado en el Tensor
de Weyl es que, ya que este tensor permanece invariante ante transformaciones
conformes de la métrica. Entonces, cualquier clasificación que hagamos usando pro-
piedades del tensor de Weyl nos permitirá dar resultados sobre familias de métricas
conformemente equivalentes en simultáneo.

2.1. Formalismo de tétradas

El formalismo de tétradas [9] es una alternativa al uso de bases coordenadas
e(µ) = ∂xµ en el espacio tangente a la variedad. En este formalismo definimos una
base ortonormal {ê(a)} en cada punto de la variedad. Es decir, una tétrada satisface
que 1

ê(a) · ê(b) = g(ê(a), ê(b)) = ηab, (2.1.1)

1Si bien el nombre correcto para dimensión n > 4 es vielbein, usaré el término tétrada en general.
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2.1. Formalismo de tétradas Capítulo 2. Clasificación de Petrov

por lo tanto
g−1 = ηab ê(a) ⊗ ê(b) . (2.1.2)

Podemos pasar de un campo de tétradas a otro mediante transformaciones locales
de Lorentz.

En dimensión n = 4 toda tétrada {ê(a)} define una tétrada nula compleja [10]
formada por un par de vectores nulos reales n, l y dos vectores nulos complejos, uno
conjugado del otro, m,m, en la siguiente de forma

m =
1√
2
(ê(1) − iê(2)), m =

1√
2
(ê(1) + iê(2)),

l =
1√
2
(ê(4) − ê(3)), n =

1√
2
(ê(4) + ê(3)).

(2.1.3)

tal que la métrica inversa queda escrita como

g−1 = m⊗m+m⊗m− l⊗ n− n⊗ l = η̆ab n(a) ⊗ n(b) , (2.1.4)

donde {n(a)} = {m,m, l,n}, y

η̆ab =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 = η̆ab . (2.1.5)

De acuerdo a la definición (2.1.3), los unicos productos entre elementos de la tétrada
nula que no se anulan son

n · l = −1, m ·m = 1. (2.1.6)

En términos de una base coordenada, los vectores de una tétrada nula {n(a)} y sus
1-formas duales {ω(a)} se escriben en la forma

n(1) = mµ∂xµ , n(2) = mµ∂xµ , n(3) = lµ∂xµ , n(4) = nµ∂xµ ;

ω(1) = mµdx
µ, ω(2) = mµdx

µ, ω(3) = nµdx
µ, ω(4) = lµdx

µ.
(2.1.7)

Podemos ver como transforma una tétrada nula compleja ante transformaciones de
Lorentz [11]:
Rotaciones nulas dejando l fijo,

l′ = l, m′ = m+ αl, n′ = n+ αm+ αm+ ααl, α ∈ C; (2.1.8)

rotaciones nulas dejando n fijo,

n′ = n, m′ = m+ βn, l′ = l + βm+ βm+ ββn, β ∈ C; (2.1.9)

rotaciones en el plano m−m,

m′ = eiθm, θ ∈ R; (2.1.10)
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2.1. Formalismo de tétradas Capítulo 2. Clasificación de Petrov

y boosts:
l′ = λl, n′ = λ−1n, λ > 0. (2.1.11)

Es fácil convencerse de que estas transformaciones generan el grupo de las transfor-
maciones de Lorentz. Usando las transformaciones inversas de 2.1.3 puede verificarse
explícitamente que es un grupo de 6 parámetros reales que dejan invariante la mé-
trica de Minkowski, por lo que necesariamente son las transformaciones de Lorentz.
Las tétradas nulas complejas resultan atractivas, ya que simplifican notablemente
las cuentas, como veremos brevemente con el formalismo de Newman-Penrose en la
sección 2.8. Permiten también fácilmente estudiar la estructura de geodésicas nulas
del espacio-tiempo en cuestión, es decir, su estructura causal.

Introduciremos finalmente las tétradas nulas en dimensión arbitraria tomando
un conjunto de n vectores, con n− 2 vectores ortonormales m(2), ...,m(n−1) y dos
vectores nulos l = m(0),n = m(1), tales que la métrica se construye con el símbolo

η̆ab =


0 1
1 0

1
. . .

1

 = η̆ab. (2.1.12)

El grupo de transformaciones propias de Lorentz puede generarse a partir de
rotaciones nulas, es decir, rotaciones que dejan fija una de las direcciones nulas:

l′ = l + zim(i) −
1

2
zizin, n′ = n, m′

(i) = m(i) − zin, (2.1.13)

n′ = n+ z′im(i) −
1

2
z′iz′il, l′ = l, m′

(i) = m(i) − z′il, (2.1.14)

con 2(n−2) parámetros zi, z′i; spins, o sea, rotaciones solamente de las coordenadas
espaciales dadas por Xj

i ∈ SO(n− 2)

n′ = n, l′ = l, m′
(i) = Xj

im(j); (2.1.15)

y boosts con λ > 0
l′ = λl, n′ = λ−1n, m′

(i) = m(i), (2.1.16)

en analogía con las transformaciones para las tétradas nulas complejas.

Dada cualquier base, podemos escribir sus elementos como combinaciones lineales
de los elementos de una base coordenada (o no coordenada también); por ejemplo,

ê(a) = eµae(µ). (2.1.17)

Los eµa son la matriz de cambio de base, y a veces son referidas como la tétrada
directamente. La transformación inversa, e a

µ , tal que

eµae
a
ν = δµν , e

µ
be

a
µ = δab , (2.1.18)

12



2.2. Bivectores Capítulo 2. Clasificación de Petrov

es también la que nos permite hacer el cambio de base de 1-formas

ω̂(a) = e a
µ ω(µ), (2.1.19)

donde ω(µ) = dxµ. Dado un tensor arbitrario T , la relación entre sus componentes
en la base coordenada y en la tétrada resulta

T a...b
c...d = e a

µ · · · e b
ν e

ρ
c · · · eσdT µ...ν

ρ...σ. (2.1.20)

Notar que estamos usando índices griegos para indicar que estamos hablando de una
base coordenada.

2.2. Bivectores

Llamamos bivectores a las 2-formas, es decir, los objetos de la forma

X = Xabω
a ∧ ωb. (2.2.1)

Estos serán útiles a la hora de formular la clasificación algebraica del tensor de Weyl.
Introduciendo el tensor de Levi-Civita:

ε = 4!
√

| det(g)|ω0 ∧ ω1 ∧ ω2 ∧ ω3, (2.2.2)

podemos definir el dual de un bivector como

X̃ab =
1

2
εabcdX

cd. (2.2.3)

Aplicando 2 veces dualidad es fácil ver que

˜̃Xab = −Xab, (2.2.4)

ya que
˜̃Xab =

1

2
εabcdX̃

cd

=
1

2
εabcd

1

2
εcdefXef ,

(2.2.5)

y usando que
εabcdε

cdef = −2(δeaδ
f
b − δfaδ

e
b), (2.2.6)

obtenemos
˜̃Xab =

1

4
(−2)(δeaδ

f
b − δfaδ

e
b)Xef

= −1

2
(Xab −Xba) = −Xab,

(2.2.7)

dado que X es antisimétrico. Con esto podemos definir la complexificación de un
bivector dada por

X∗
ab = Xab + iX̃ab, (2.2.8)

13



2.2. Bivectores Capítulo 2. Clasificación de Petrov

de forma tal que sea auto-dual, es decir, que cumpla

X̃∗
ab = −iX∗

ab. (2.2.9)

Todo bivector auto-dual está unívocamente determinado por un vector unitario
u tipo tiempo, uaua = −1, y la proyección

Xa = X∗
abu

b, Xau
a = 0, (2.2.10)

esta asignación está dada por

X∗
ab = 2u[aXb] + iεabcdu

cXd = 2(u[aXb])
∗ (2.2.11)

Particularizando a dimensión 4, esto nos recuerda algo que ya sabíamos. Ya que
las 2-formas tienen 6 componentes libres, podemos determinar una 2-forma con 2
vectores de dimensión 3, o un vector complejo de dimensión 3, como con el tensor
electromagnético Fµν , que está determinado por E⃗ y B⃗, que podemos juntar en
E⃗ + iB⃗.

Podemos escribir una base para los bivectores auto-duales Z(α) = {U ,V ,W }
en términos de la base dual de una tétrada nula compleja (2.1.4):

Z(1) = U = 2m ∧ l, Uab = malb − lamb;

Z(2) = V = 2n ∧m, Vab = namb −manb;

Z(3) = W = 2(m ∧m− n ∧ l), Wab = mamb −mamb − nalb + lanb.

(2.2.12)

Es fácil ver que todas las contracciones son nulas, excepto por

UabV
ab = 2, WabW

ab = −4. (2.2.13)

Los conjugados de esta base, {U ,V ,W }, forman la base del espacio de bivectores
anti-auto-duales, es decir, que cumplen X̃ab = iXab. Podemos escribir un bivector
arbitrario usando ambas bases

Xab = cαZ
(α)
ab + dαZ

(α)

ab . (2.2.14)

Será útil ver como transforman estos bivectores ante rotaciones nulas (2.1.8) y
(2.1.9):
Con l fijo,

U ′
ab = Uab, V

′
ab = Vab − αWab + α2Uab, W

′
ab = Wab − 2αUab; (2.2.15)

con n fijo,

V ′
ab = Vab, U

′
ab = Uab − βWab + β

2
Vab, W

′
ab = Wab − 2βVab. (2.2.16)
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2.3. El tensor de Weyl Capítulo 2. Clasificación de Petrov

2.3. El tensor de Weyl

Introduzcamos a quien será el protagonista de esta tesis, el tensor de Weyl. Una
vez definido el tensor de curvatura de Riemann Rabcd, el tensor de Ricci Rab = Rc

acb

y el escalar de curvatura R = Ra
a, definimos en dimensión n al tensor de Weyl como

la parte sin traza del tensor de Riemann [9]:

Cabcd = Rabcd −
2

(n− 2)
(ga[cRd]b − gb[cRd]a) +

2

(n− 1)(n− 2)
ga[cgd]bR, (2.3.1)

de forma tal que se cancelen todas sus contracciones y preserven las simetrías del
tensor de Riemann, es decir

Cabcd = C[ab][cd],

Cabcd = Ccdab,

Ca[bcd] = 0.

(2.3.2)

A partir de la primera propiedad podemos pensar al tensor de Weyl como un pro-
ducto de bivectores. Definimos entonces los conceptos de dual a izquierda y derecha:

∼Cabcd =
1

2
εabefC

ef
cd, C∼

abcd =
1

2
εcdefC

ef
ab , (2.3.3)

dependiendo de si dualizamos el primer par o el segundo par de índices bivectoriales.
Podemos complexificar el tensor de Weyl haciendo

C∗
abcd = Cabcd + iC∼

abcd. (2.3.4)

Es fácil ver por la simetría ante intercambio de par de índices bivectoriales que
∼Cabcd = C∼

abcd, (2.3.5)

y que por lo tanto
∼C∗

abcd = C∗∼
abcd = −iC∗

abcd (2.3.6)

es auto-dual en sus dos índices bivectoriales, por lo que podemos escribirlo como

C∗
abcd = cαβZ

(α)
ab Z

(β)
cd . (2.3.7)

Dado que C∗
abcd tiene traza nula y recordando las ecuaciones (2.2.13), sabemos que

esta escritura en la base de bivectores debe ser
1

2
C∗

abcd =Ψ0UabUcd +Ψ1(UabWcd +WabUcd)

+ Ψ2(UabVcd + VabUcd +WabWcd) + Ψ3(VabWcd +WabVcd) + Ψ4VabVcd,
(2.3.8)

donde

Ψ0 = Cabcdn
ambncmd, Ψ1 = Cabcdn

albncmd, Ψ2 = Cabcdn
ambmcld,

Ψ3 = Cabcdn
albmcld, Ψ4 = Cabcdm

albmcld.
(2.3.9)

Se puede consultar en [12] el significado físico de cada una de estas componentes,
entendiendo que el tensor de Weyl representa las fuerzas de corte que sentirían
observadores siguiendo geodésicas temporales cercanas.
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Resultará útil establecer las reglas de transformación de Ψi ante rotaciones nulas
(2.1.8) y (2.1.9) sabiendo como transforma la base de bivectores (2.2.15), (2.2.16):
Con l fijo,

Ψ′
4 = Ψ4, Ψ

′
3 = Ψ3 + αΨ4,

Ψ′
2 = Ψ2 + 2αΨ3 + α2Ψ4,

Ψ′
1 = Ψ1 + 3αΨ2 + 3α2Ψ3 + α3Ψ4,

Ψ′
0 = Ψ0 + 4αΨ1 + 6α2Ψ2 + 4α3Ψ3 + α4Ψ4.

(2.3.10)

Con n fijo,
Ψ′

0 = Ψ0, Ψ
′
1 = Ψ1 + βΨ0,

Ψ′
2 = Ψ2 + 2βΨ1 + β

2
Ψ0,

Ψ′
3 = Ψ3 + 3βΨ2 + 3β

2
Ψ1 + β

3
Ψ0,

Ψ′
4 = Ψ4 + 4βΨ3 + 6β

2
Ψ2 + 4β

3
Ψ1 + β

4
Ψ0.

(2.3.11)

2.4. Problema de autovalores

Para estudiar la estructura algebraica del tensor de Weyl será útil notar que
podemos pensarlo como un aplicación lineal que actúa sobre el espacio de bivectores
C :

∧2 T ∗
p (M) −→

∧2 T ∗
p (M). Resulta natural entonces considerar la ecuación de

autovalores del tensor de Weyl

1

2
Cab

cdX
cd = λXab, (2.4.1)

que tendrá soluciones (Xab, λ) y soluciones conjugadas asociadas (Xab
, λ). Podemos

entonces sin perder información considerar simplemente el problema de autovalores
del tensor complexificado (2.3.4) actuando en el espacio de bivectores auto-duales:

1

4
C∗ab

cdX
∗cd = λX∗ab. (2.4.2)

Haremos esto de una forma ingeniosa. Analogamente a la biyección dada por (2.2.10)
para bivectores auto-duales, dado un vector unitario tipo tiempo u y la proyección

−Qac = C∗
abcdu

bud (2.4.3)

tenemos la biyección dada por

−1

2
C∗

abcd = 4u[aQb][duc]+ga[cQd]b−gb[cQd]a+iεabefu
eu[cQ

f
d] +iεcdefu

eu[aQ
f

b] . (2.4.4)

Es directo ver de (2.4.3) que el tensor Qab cumple

Qa
a = 0, Qab = Qba, Qabu

b = 0. (2.4.5)

Podemos entonces pensar a Q como una matriz compleja de 3×3 simétrica y de traza
nula, esto nos da 10 componentes reales independientes, que se corresponden con las
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2.5. La clasificación y los tipos de Petrov Capítulo 2. Clasificación de Petrov

10 componentes del tensor de Weyl. En particular, usando (2.3.8), la expresión de la
base bivectorial en términos de la tétrada nula compleja (2.2.12) y la transformación
inversa de (2.1.3) podemos escribir a Q en una base ortonormal, tomando al vector
unitario tipo tiempo de la tétrada como el vector u y siendo que la proyección de
Q sobre él es 0, quedando [11]

Q =

Ψ2 − 1
2
(Ψ0 +Ψ4)

i
2
(Ψ4 −Ψ0) Ψ1 −Ψ3

i
2
(Ψ4 −Ψ0) Ψ2 +

1
2
(Ψ0 +Ψ4) i(Ψ1 +Ψ3)

Ψ1 −Ψ3 i(Ψ1 +Ψ3) −2Ψ2

 . (2.4.6)

Finalmente, hemos reducido el problema a estudiar simplemente el problema de
autovalores de Q:

Qr = λr. (2.4.7)

2.5. La clasificación y los tipos de Petrov

Estamos finalmente en condiciones de enunciar la clasificación de Petrov. Dada
la métrica de un espacio-tiempo gab, construimos la matriz Q a partir del tensor
de Weyl y clasificamos los espacio-tiempos según los divisores elementales de su
ecuación característica det(Q − λ1) = 0 y las multiplicidades de sus autovalores.
Esto no es otra cosa más que la clasificación de Segre [13] de la matriz Q. Para ello,
es habitual usar el símbolo de Segre, que definiremos a partir de la forma de Jordan
de la matriz JQ:



J1(λ1)
. . .

Jk(1)(λ1)
. . .

J1(λi)
. . .

Jj(λi)
. . .

Jk(i)(λi)
. . .

J1(λr)
. . .

Jk(r)(λr)



(2.5.1)

donde cada autovalor λi de la matriz tiene k(i) bloques de Jordan asociados, y
Jj(λi) representa el bloque de Jordan j-ésimo del autovalor i-ésimo, de tamaño mij .
Entonces, definimos el símbolo de Segre como [(m11 , ...,m1k(1)), ..., (mr1 , ...,mrk(r))].
En la tabla 2.1 pueden verse los tipos de Petrov ordenados del menos restrictivo
al más restrictivo, junto al criterio que debe cumplir la matriz Q y su símbolo de
Segre. Los tipos II, D, III, N y O son denominados algebraicamente especiales.

Lo notable de la clasificación de Petrov es que resulta invariante ante cambios
de coordenadas y elecciones de la tétrada en cada punto de la variedad, ya que está
basada en la estructura de la forma de Jordan, y todas las matrices equivalentes a
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Tipo de Petrov Criterio Símbolo de Segre

I (Q− λ11)(Q− λ21)(Q− λ31) = 0 [111]

II (Q+ 1
2
λ1)2(Q− λ1) = 0 [21]

D (Q+ 1
2
λ1)(Q− λ1) = 0 [(11)1]

III Q3 = 0 [3]

N Q2 = 0 [(21)]

O Q = 0 −

Tabla 2.1: Tipos de Petrov y su criterio correspondiente.

menos de un cambio de base tienen la misma forma de Jordan. Más aún, puede mos-
trarse que las transformaciones de Lorentz propias L↑

+ son isomorfas a las rotaciones
en el espacio complejo 3-dimensional correspondiente a Q:

L↑
+ : X∗

a′b′ = Λa
a′Λ

b
b′X

∗
ab,

SO(3,C) : Xa′ = Ωa
a′Xa,

(2.5.2)

donde, dada una transformación de Lorentz Λa
a′ , la rotación inducida viene dada

por
Ωa

a′ = Λa
a′Λ

4
4′ − Λ4

a′Λ
a
4′ + iεabcΛ

b
a′Λ

c
4′ . (2.5.3)

Pueden consultarse los detalles de la demostración del isomorfismo en el libro de
Synge [14]. Podemos aplicar rotaciones sobre Q y llevar a cada matriz de un tipo
de Petrov particular a la forma canónica asociada a ese tipo, como se muestra en
la tabla 2.2. Directamente relacionada con la forma canónica de Q, cada tensor de
Weyl de un tipo de Petrov particular puede ser llevado a su forma canónica corres-
pondiente. Una vez encontrada la transformación que lleva a Q a su forma canónica,
podemos aplicarle la transformación de Lorentz asociada por el isomorfismo a la té-
trada original y así hallar la tétrada en la que Cabcd toma su forma canónica, esta
lleva el nombre de tétrada principal de Weyl.

2.6. Direcciones nulas principales

Veamos un método de clasificación alternativo que resulta equivalente al del
problema de autovalores. Diremos que n es una dirección nula principal (PND) si
cumple [2]:

n[eCa]bc[dnf ]n
bnc = 0. (2.6.1)

No es muy dificil mostrar que

n es una PND ⇐⇒ Ψ0 = Cabcdn
ambncmd = 0. (2.6.2)
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Forma canónica de Q
Autovalores λi

y autovectores ri de Q
Coeficientes Ψ0, ...,Ψ4

de la forma normal de C∗
abcd

Tipo de Petrov

Q =

λ1 λ2
λ3


λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 : r1 = (1, 0, 0)
λ2 : r2 = (0, 1, 0)
λ3 : r3 = (0, 0, 1)

Ψ0 = Ψ4 =
1
2
(λ2 − λ1)

Ψ1 = Ψ3 = 0
Ψ2 = −λ3

2

I
D (si λ1 = λ2)

Q =

1− λ
2

−i 0
−i −1− λ

2
0

0 0 λ

 λ1 = λ2 = −λ
2
:

r1 = (1
2
,− i

2
, 0)

λ3 = λ : r2 = (0, 0, 1)

Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = 0
Ψ2 = −λ

2

Ψ4 = −2

II
N (si λ = 0)

Q =

0 0 i
0 0 1
i 1 0

 λ1 = λ2 = λ3 = 0 :
r = (1

2
,− i

2
, 0)

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ4 = 0
Ψ3 = −i III

Tabla 2.2: Formas canónicas de la matriz Q y sus tipos de
Petrov.

Tomando una tétrada nula compleja arbitraria (m′,m′, l′,n′) podemos aplicar la
inversa a una rotación nula respecto de l′ (2.1.8) hasta encontrar el vector n que
hace que Ψ0 se anule. Tomando la transformación inversa de (2.3.10),

Ψ0 = Ψ′
0 − 4αΨ′

1 + 6α2Ψ′
2 − 4α3Ψ′

3 + α4Ψ′
4, (2.6.3)

es decir, el problema se reduce a encontrar las raíces de un polinomio de grado 4 en
la variable α ∈ C:

Ψ′
0 − 4αΨ′

1 + 6α2Ψ′
2 − 4α3Ψ′

3 + α4Ψ′
4 = 0. (2.6.4)

Podemos tener a lo sumo cuatro raíces distintas, que corresponderán a como mucho
cuatro PNDs distintas. Las rotaciones nulas dejando a l′ fijo (2.1.8) llevan al vector
n′ a cualquier vector nulo real, incluyendo el caso n′ → l′ cuando α → ∞.

Diremos que n es una dirección nula principal múltiple de multiplicidad m, o
m-PND, si la raíz de (2.6.3) asociada a n es de multiplicidad m. Si el polinomio
(2.6.3) no fuese de grado 4, es decir que Ψ′

4 = 0, entonces l′ es una PND, ya que

l[eCa]bc[dlf ]l
blc = 0 ⇐⇒ Ψ4 = Cabcdl

amblcmd = 0, (2.6.5)

por lo que diremos que ∞ es raíz de (2.6.3). Más aún, si el polinomio fuese de grado
4−m, entonces l′ sería una m-PND y diremos que ∞ es una raíz de multiplicidad
m. Un espacio-tiempo será algebraicamente especial si admite una múltiple PND.
Existen 5 formas de asignar posibles multiplicidades a un polinomio de grado 4;
podemos tener cuatro raíces simples (1, 1, 1, 1), una doble y dos simples (2, 1, 1),
dos dobles (2, 2), una triple y una simple (3, 1) o una única raíz cuádruple (4).
Junto con el caso Cabcd = 0, la clasificación por direcciones nulas principales (por
multiplicidad de las raíces de (2.6.3)) tiene 6 tipos posibles, resulta que estos tipos
coinciden con los de la clasificación por autovalores, y un espacio-tiempo es de tipo
I si la multiplicidad máxima de sus PNDs es 1, de tipo II si tiene una única 2-PND,
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de tipo III si admite una 3-PND y tipo N si tiene una sola 4-PND; el caso particular
D tiene dos 2-PND distintas. Por último, diremos que es de tipo O si Cabcd = 0. Es
sencillo convencerse de esto último viendo las formas canónicas de cada tipo en la
tabla 2.2, por ejemplo, para tipo III el polinomio queda

4iα3 = 0, (2.6.6)

por lo que 0 es una raíz triple, y como es de grado 3, ∞ es raíz de multiplicidad 1.
Entonces, los espacios tipo III tienen una 3-PND. En la tabla 2.3 se encuentran las
raíces y las multiplicidades asociadas a cada tipo de Petrov.

Tipo de Petrov Raíces α Multiplicidad de
raíces (y PNDs)

I ±
√

±
√

−(λ1−λ2)2+9λ2
3−3λ3

λ1−λ2
(1, 1, 1, 1)

II 0,±i
√

3
2
λ (2, 1, 1)

D 0,∞ (2, 2)

III 0,∞ (3, 1)

N 0 (4)

Tabla 2.3: Tipos de Petrov asociados a las raíces y multi-
plicidad de las raíces de la ecuación (2.6.3), y por ende, la
multiplicidad de sus PNDs.

En [15] están demostradas las equivalencias que se muestran en la tabla 2.4.
Esto nos da una forma directa de encontrar una dirección nula principal de una

Tipo de Petrov Condición Multiplicidad de m-PND n

I n[eCa]bc[dnf ]n
bnc = 0 ⇐⇒ Ψ0 = 0 m = 1

II Cabc[dnf ]n
bnc = 0 ⇐⇒ Ψ0 = Ψ1 = 0 m = 2

D Cabc[dnf ]n
bnc = 0

Cabc[dlf ]l
blc = 0

⇐⇒ Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0 mn = 2,ml = 2

III Cabc[dnf ]n
c = 0 ⇐⇒ Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = 0 m = 3

N Cabcdn
c = 0 ⇐⇒ Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0 m = 4

Tabla 2.4: Condiciones para hallar m-PNDs.

multiplicidad en particular, es decir, una forma directa de encontrar el tipo de Petrov.
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2.7. Espinores

El formalismo de espinores, introducido por Roger Penrose [2], es una forma
elegante y compacta de encarar la relatividad general. Partimos recordando que el
grupo SL(2,C) de transformaciones complejas en 2 dimensiones con determinante
de módulo 1, es un doble cubrimiento del grupo de Lorentz propio L↑

+. Trabajaremos
entonces en el espacio de espinores φA y usaremos índices en mayúsculas que valen 0
o 1. Dado que el grupo L↑

+ preserva el (pseudo) producto interno dado por la métrica
de Minkowski, y que SL(2,C) preserva determinantes, tendría sentido que el tensor

εAB =

(
0 1
−1 0

)
= εAB, (2.7.1)

con el que formamos determinantes en el espacio de espinores, juegue el rol de la
métrica en este espacio. Entonces, para subir y bajar índices espinoriales haremos

φA = εABφB, φA = εBAφ
B, (2.7.2)

(notar que εABφA = −εBAφA). Podemos definir un producto interno entre espinores
dado por

εABφ
AψB = φBψ

B = −φBψB. (2.7.3)

Si un espinor φB transforma ante SA
B ∈ SL(2,C), entonces el espinor complejo

conjugado φḂ debe transformar con la transformación compleja conjugada SȦ

Ḃ. Los
índices con punto indican que ese índice transforma con la transformación compleja
conjugada.

Queremos ahora encontrar el objeto análogo en el espacio de espinores a los
vectores v. Estos serán espinores de dos índices vAḂ, por una cuestión de dimen-
sionalidad, y porque esperamos que haya una correspondencia entre la norma de
un vector y el determinante en el espacio espinorial. El índice punteado está para
resolver la ambigüedad del doble cubrimiento de SL(2,C) a L↑

+. La relación entre
ambos vendrá dada por los objetos espin-tensores σaAḂ, que cumplen

σaAḂσ
aCḊ = −δCAδḊḂ ⇐⇒ σaAḂσ

bAḂ = −δba. (2.7.4)

La correspondencia viene dada por

va = −σa
AḂ
vAḂ ⇐⇒ vAḂ = σ AḂ

a va. (2.7.5)

Podemos ahora construir el equivalente espinorial a cualquier tensor

Tα...β
µ...ν ↔ TAḂ...CḊ

EḞ ...GḢ
, (2.7.6)

haciendo
TAḂ...CḊ

EḞ ...GḢ
= σ AḂ

α · · ·σ CḊ
β σµ

EḞ
· · ·σν

GḢ
Tα...β

µ...ν (2.7.7)

y
Tα...β

µ...ν = σα
AḂ

· · ·σβ

CḊ
σ EḞ
µ · · ·σ GḢ

ν TAḂ...CḊ
EḞ ...GḢ

. (2.7.8)
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En particular, la métrica resulta

gAḂCḊ = εACεĊḊ, g
AḂCḊ = εACεĊḊ. (2.7.9)

El complejo conjugado de un tensor se corresponde con

T
α...β

µ...ν ↔ T
ȦB...ĊD

ĖF...ĠH , (2.7.10)

donde cambia el rol de los índices punteados y no punteados. En particular, los
tensores reales se corresponden con espinores Hermíticos.

Se deduce de (2.7.4) que los espin-tensores son Hermíticos

σ AḂ
a = σ BȦ

a = σ AḂ
a . (2.7.11)

Dado un vector nulo, esperaríamos que su análogo espinorial vAḂ tenga determinante
0, pero entonces por ser de 2×2 debe ser de rango 1, y toda matriz de rango 1 puede
escribirse como el producto externo ζAηḂ. Dada una tétrada nula compleja (2.1.4),
(m,m, l,n) y una díada de espinores oA, ιA tales que oAι

A = 1, puede armarse
un mapeo σ AḂ

a de forma tal que en la tétrada ortonormal asociada a (m,m, l,n),
(2.1.3), y en la díada oA, ιA, se tiene

σ AḂ
0 =

1√
2

(
1 0
0 1

)
, σ AḂ

1 =
1√
2

(
0 1
1 0

)
,

σ AḂ
2 =

1√
2

(
0 i
−i 0

)
, σ AḂ

3 =
1√
2

(
1 0
0 −1

)
,

(2.7.12)

que no son otra cosa más que las matrices de Pauli. Entonces tenemos

ma ↔ oAιḂ, ma ↔ ιAoḂ, la ↔ ιAιḂ, na ↔ oAoḂ. (2.7.13)

Las rotaciones nulas vendrán dadas por

o′A = oA + αιA, ι′A = ιA + βoA. (2.7.14)

Será de particular importancia ver cómo se escribe el tensor de Weyl en este
formalismo. Resulta que las propiedades (2.3.2) del tensor de Weyl en el formalismo
espinorial se condensan en un espinor completamente simétrico ΨABCD, tal que

Cabcd ↔ ΨABCDεẆ ẊεẎ Ż + εABεCDΨẆ ẊẎ Ż , (2.7.15)

y su complexificación (2.3.4)

C∗
abcd ↔ 2ΨABCDεẆ ẊεẎ Ż . (2.7.16)

Más aún, las componentes Ψ0, ...Ψ4 (2.3.9) tienen una expresión también muy simple
en el formalismo espinorial:

Ψ0 = ΨABCDo
AoBoCoD, Ψ1 = ΨABCDo

AoBoCιD, Ψ2 = ΨABCDo
AoBιCιD,

Ψ3 = ΨABCDo
AιBιCιD, Ψ4 = ΨABCDι

AιBιCιD.
(2.7.17)

22



2.8. Formalismo de Newman-Penrose Capítulo 2. Clasificación de Petrov

Consideremos el polinomio TABCDζ
AζBζCζD = T(ABCD)ζ

AζBζCζD, por el teore-
ma fundamental del álgebra, podemos factorizarlo en C como

TABCDζ
AζBζCζD = (αAζ

A)(βBζ
B)(γCζ

C)(δDζ
D). (2.7.18)

Igualando coeficientes, esto determina unívocamente la parte totalmente simétrica
un tensor espinorial. En particular, como ΨABCD es totalmente simétrico, podemos
escribirlo como el producto simetrizado de espinores de una sola componente, a
menos de un factor:

ΨABCD ∼ α(AβBγCδD). (2.7.19)

De esta forma queda manifiesta de una manera elegante el criterio de las direcciones
nulas principales, donde podemos clasificar los tipos de Petrov usando el criterio

Tipo I : ΨABCD ∼ o(AβBγCιD),

II : ΨABCD ∼ o(AoBγCιD),

D : ΨABCD ∼ o(AoBιCιD),

III : ΨABCD ∼ o(AoBoCιD),

N : ΨABCD ∼ o(AoBoCoD),

O : ΨABCD = 0.

(2.7.20)

Dado que un vector nulo real debe ser Hermítico y a la vez un producto externo de
espinores, concluimos que todo vector nulo real se corresponde a un espinor de un
solo índice mediante

na ↔ ηAηḂ. (2.7.21)

Entonces, cada espinor en la descomposición de ΨABCD (2.7.19) se corresponde con
una dirección nula principal, y su multiplicidad en (2.7.19) con la multiplicidad de
la PND asociada.

De igual manera a como venimos haciendo podemos asociar ∇a ↔ ∇AḂ. Será
útil nombrar las derivadas direccionales en las direcciones de la tétrada [11]

D ≡ na∇a = −oAoḂ∇AḂ, ∆ ≡ la∇a = −ιAιḂ∇AḂ,

δ ≡ ma∇a = −oAιḂ∇AḂ, δ ≡ ma∇a = −ιAoḂ∇AḂ,
(2.7.22)

2.8. Formalismo de Newman-Penrose

En 1962, Newman y Penrose introdujeron lo que ahora llamamos el formalis-
mo de Newman-Penrose [10], o el formalismo de coeficientes de espin. Basado en el
formalismo de espinores presentado en la sección anterior, consiste en dar 12 coefi-
cientes complejos definidos en términos de los símbolos de Christoffel que dan toda
la información necesaria para determinarlos. Explícitamente, estos coeficientes son

−κ ≡ Γ144 = na;bm
anb = maDna = oAoḂoC∇AḂoC ,
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−ρ ≡ Γ142 = na;bm
amb = maδna = ιAoḂoC∇AḂoC ,

−σ ≡ Γ141 = na;bm
amb = maδna = oAιḂoC∇AḂoC ,

−τ ≡ Γ143 = na;bm
alb = ma∆na = ιAιḂoC∇AḂoC ,

ν ≡ Γ233 = la;bm
alb = ma∆la = −ιAιḂιC∇AḂιC ,

µ ≡ Γ231 = la;bm
amb = maδla = −oAιḂιC∇AḂιC ,

λ ≡ Γ232 = la;bm
amb = maδla = −ιAoḂιC∇AḂιC ,

π ≡ Γ234 = la;bm
anb = maDla = −oAoḂιC∇AḂιC , (2.8.1)

−ε ≡ 1

2
(Γ344 − Γ214) =

1

2

(
na;bl

anb −ma;bm
anb

)
=

1

2
(laDna −maDma) = oAoḂιC∇AḂoC ,

−β ≡ 1

2
(Γ341 − Γ211) =

1

2

(
na;bl

amb −ma;bm
amb

)
=

1

2
(laδna −maδma) = oAιḂιC∇AḂoC ,

γ ≡ 1

2
(Γ433 − Γ123) =

1

2

(
la;bn

alb −ma;bm
alb

)
=

1

2
(na∆la −ma∆ma) = −ιAιḂoC∇AḂιC ,

α ≡ 1

2
(Γ432 − Γ122) =

1

2

(
la;bn

amb −ma;bm
amb

)
=

1

2

(
naδla −maδma

)
= −ιAoḂoC∇AḂιC .

A lo largo de este trabajo haremos referencia a este formalismo varias veces, ya
que tiene la particularidad de simplificar notablemente las cuentas en muchos con-
textos, por lo que muchas demostraciones de resultados que mencionaremos hacen
uso de este. Es suficiente con solo mostrarlo, en [11] puede verse una explicación en
detalle del poder de este formalismo.

Para generalizar este formalismo a dimensión arbitraria abandonaremos la tétra-
da nula compleja en favor de una tétrada nula (2.1.12). Definiremos los coeficientes

de rotación de Ricci Lab, Nab y
i

Mab en términos nuevamente de derivadas covariantes
de vectores de la tétrada.

la;b = Lcdm
(c)
a m

(d)
b , na;b = Ncdm

(c)
a m

(d)
b , m

(i)
a;b =

i

M cdm
(c)
a m

(d)
b , (2.8.2)

que cumplen

L0a = 0, L1a = −N0a, Lia = −
i

M0a,

N1a = 0, Nia = −
i

M1a,
i

M ja = −
j

M ia,

(2.8.3)

por lo que las únicas componentes independientes son L10, L11, L1i, Li0, Li1, Lij,Ni0,

Ni1,Nij,
i

M j0,
i

M j1,
i

M jk. Esto nos da n2(n − 1)/2 componentes independientes, en
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dimensión 4, corresponden a los 12 coeficientes de espin complejos del formalismo
NP usual.

Lij lleva el nombre de matriz óptica. Un resultado útil es que, como podemos
escribir

la;bl
b = L10la + Li0m

(i)
a , (2.8.4)

claramente tenemos que l es geodésico si Li0 = 0.

2.9. Teorema de Goldberg-Sachs

Cualquier introducción a la clasificación de Petrov estaría incompleta sin men-
cionar el importante teorema de Goldberg-Sachs [16]. Antes de enunciarlo, demos
algunas definiciones

Definición 2.9.1 (Congruencias) Dado un campo vectorial v, llamaremos la con-
gruencia generada por v al conjunto de curvas integrales de v.

Una congruencia será de tipo tiempo, espacio, o nula si el vector que la genera es de
tipo tiempo, espacio o nulo. Diremos que una congruencia es geodésica si el vector
que la genera es geodésico.

Nos concentraremos en las congruencias geodésicas nulas generadas por un vector
nulo n. Si una geodésica nula puede pensarse como la trayectoria de un rayo de luz,
podemos entender a la congruencia pensando en que le sucede a rayos de luz que
parten cerca unos de otros, de manera análoga a como se movería un trazador en
un campo de velocidades de un fluido. Con esta imagen en mente, definimos los
escalares ópticos [11] en términos de una tétrada nula compleja

ρ = −(Θ + iω) = −na;bm
amb, σ = −na;bm

amb, (2.9.1)

que son 2 de los coeficientes del formalismo NP (2.8.1). Θ lleva el nombre de ex-
pansión, ω se denomina twist o rotación y σ es el shear. El nombre de escalares
ópticos es acorde, ya que describen como se deformaría la luz al propagarse por la
congruencia.

Ahora podemos enunciar el teorema:

Teorema 2.9.1 (Teorema de Goldberg-Sachs [16]) Una métrica de vacío es
algebraicamente especial si y solo si contiene una congruencia nula geodésica sin
shear, es decir:

κ = 0 = σ ⇐⇒ Ψ0 = 0 = Ψ1. (2.9.2)
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κ y σ son dos de los coeficientes de spin del formalismo NP (2.8.1). Puede verse
una demostración usando este formalismo en [11]. Este teorema tiene consecuencias
muy importantes ya que restringe notablemente el tipo de soluciones algebraicamen-
te especiales y su estructura causal. Quizás el logro más asombroso de este teorema
es que fue lo que directamente inspiró el descubrimiento de la métrica de agujero
negro rotante por Kerr [3] en 1963, una solución claramente elusiva, encontrada re-
cién más de medio siglo después del descubrimiento de la métrica de Schwarzschild,
solo gracias a este teorema.
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Capítulo 3

Alineamiento nulo y clasificación
general de tensores

En el capítulo 2 de esta tesis estudiamos la clasificación de Petrov, un esquema
para clasificar espacio-tiempos en dimensión 4 en base a la estructura algebraica
del tensor de Weyl. En este capítulo extenderemos la idea establecida en la sección
2.6 de las direcciones nulas principales a dimensión arbitraria y a cualquier tensor,
para luego particularizar en el tensor de Weyl. Este formalismo lleva el nombre de
alineamiento nulo. Veremos que la extensión de los métodos que en 4 dimensiones
resultaban equivalentes dejan de serlo en dimensión arbitraria, pero que la clasifica-
ción por alineamiento nulo preserva muchas propiedades deseables de la clasificación
de Petrov, y podría decirse que es una extensión natural de esta.

3.1. Definiciones necesarias

Veamos unas cuantas definiciones dadas en [4] y [5] que serán útiles para formular
la clasificación de tensores por alineamiento nulo.

Definición 3.1.1 (Boost weight) Decimos que una cantidad q tiene boost weight
(b.w.) b si transforma ante un boost (2.1.16) como

q̂ = λbq (3.1.1)

Para las componentes de un tensor en una tétrada nula del tipo (2.1.12) tendremos
el siguiente comportamiento:

T̂ab...c = T (ê(a), ê(b), ..., ê(c)) = λb(Tab...c)Tab...c. (3.1.2)

Recordando como transforman los vectores de la tétrada ante boosts (2.1.16), vemos
que b(Tab...c) corresponde a la cantidad de índices de la componente en cuestión que
son 0 menos la cantidad de índices que son 1.
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Definición 3.1.2 (Boost order) Definimos el boost order de un tensor T respecto
tétrada nula l,n,m(i) como el máximo b.w. de sus componentes no nulas:

bo(T ) = máx{b(Tab...c) | Tab...c ̸= 0}. (3.1.3)

Veamos que el valor de bo(T ) solo depende de la elección de l, y lo denotaremos a
partir de ahora como bol(T ).

Proposición 3.1.1 Sean l,n,m(i) y l̂, n̂, m̂(i) dos bases nulas, siendo l y l̂ múlti-
plos uno del otro. Entonces, el valor del boost order es el mismo para ambas bases.

Demostración: Podemos escribir una rotación nula respecto a l (2.1.14) en
forma matricial, m̂(b) = Λa

bm(a), de la siguiente manera:

Λa
b(zj) =

1 −1
2
z′iz′i −z′i

0 1 0
0 z′j δij

 , (3.1.4)

de forma tal que T̂a1...ap = Λb1
a1
· · ·Λbp

apTb1...bp . Supongamos que Tãb̃...c̃ es una com-
ponente de b.w. máximo, es decir que si reemplazamos un índice distinto de 0 por un
0, o un índice 1 por cualquier índice distinto de 1, la componente resultante es nula.
Veamos que luego de aplicar una transformación nula no aparecen componentes de
b.w. más alta. Veamos qué pasa con una componente en la que cambiamos un índice
k̃ por un 0

T̂ã...0...b̃ = Λa
ã · · ·Λk

0 · · ·Λc
c̃Ta...k...c = 0, (3.1.5)

ya que Tã...0...b̃ = 0 y Λk
0 = 0 si k ̸= 0. Análogamente se puede ver que no aparecerán

componentes donde se haya reemplazado un 1 por un índice dístinto de 1. Con una
inspección similar puede verificarse que

T̂ãb̃...c̃ = Tãb̃...c̃, (3.1.6)

es decir, una rotación nula respecto a l deja fijas las componentes de b.w. máximo y
no hace aparecer componentes de b.w. más alto. A su vez, viendo como actúan los
boosts (3.1.2) vemos claramente que no puede anular componentes o hacer aparecer
componentes nuevas. Finalmente, los spins (2.1) simplemente mezclan las compo-
nentes de un b.w. dado entre ellas. Concluimos entonces que el boost order de un
tensor no puede depender de la elección de la tétrada, solo de la elección de l.

Definición 3.1.3 (ANDs y multiplicidad) Sea T un tensor y

bomáx(T ) = máx{bol(T ) | l es nulo} (3.1.7)

el b.o. máximo tomado entre todos posibles vectores nulos l. Decimos que l es una
dirección nula alineada (AND) del tensor T si bol(T ) < bomáx(T ), y diremos que
bomáx(T )− bol(T ) es su multiplicidad.
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En general, Si T es un tensor de rango p, bomáx(T ) = p. Si el tensor tuviera
algún tipo de antisimetría bomáx podría ser menor. Por ejemplo, para una 2-forma
F sabemos que F00 = 0, por ende, bomáx(F ) < 2.

Definición 3.1.4 (PAT y SAT) Sea

bomı́n(T ) = mı́n{bol(T ) | l es nulo}, (3.1.8)

definimos el tipo de alineamiento principal (PAT) como el entero

PAT = bomáx(T )− bomı́n(T ). (3.1.9)

Una vez fijo l de máxima multiplicidad, definimos el tipo de alineamiento secun-
dario (SAT) como

SAT = bomáx(T )− b̃omı́n(T ), (3.1.10)

donde
b̃omı́n(T ) = mı́n{bon(T ) | n es nulo, ⟨n⟩ ≠ ⟨l⟩}. (3.1.11)

Definición 3.1.5 (Tipo de alineamiento) Para un tensor arbitrario, su tipo de
alineamiento viene dado por el par (PAT, SAT).

Será útil escribir los tensores con sus términos ordenados según su b.w.

T =
∑
b

(T )(b), (3.1.12)

donde
(T )(b) =

∑
{ai,...,aj |b(Tai...aj )=b}

Tai...ajm
(ai)...m(aj). (3.1.13)

Para encontrar el tipo de alineamiento se aplican rotaciones nulas respecto a n y l
con (2.1.13) y (2.1.14) hasta anular la mayor cantidad de términos con b.w. mayores
y menores. Genéricamente podemos escribir

T = (T )(bomáx(T )) +(T )(bomáx(T )−1) + ...+(T )(−bomáx(T )+1) +(T )(−bomáx(T )), (3.1.14)

donde algunos de los términos serán 0 dependiendo de la base elegida. Si l̃ es una
AND de multiplicidad k = bomáx(T )− bol̃(T ), entonces los primeros k términos de
la expresión anterior son 0 cuando l̃ es el primer vector de nuestra base, quedando

T = (T )(bol̃(T )) + (T )(bol̃(T )−1) + ...+ (T )(−bomáx(T )+1) + (T )(−bomáx(T )). (3.1.15)

Entonces, encontrar el l de multiplicidad máxima equivale a encontrar el l que hace
0 la mayor cantidad de términos superiores en la expansión por b.w. de T .

Si ahora tenemos ñ ̸= l̃ otra AND de multiplicidad q, al poner a ñ como el primer
vector de la base son 0 las primeras q componentes de b.w. mayor. Al intercambiar
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l ↔ n en la base, (T )(b) ↔ (T )(−b) y entonces al poner a ñ como segundo vector de
la base el tensor queda

T = (T )(bol̃(T )) + (T )(bol̃(T )−1) + ...+ (T )(−boñ(T )+1) + (T )(−boñ(T )). (3.1.16)

Queda claro así que para hallar tipo de alineamiento encontramos el l de máxima
multiplicidad, y por ende el PAT, anulando la mayor cantidad de términos con b.w.
máximo y luego aplicamos rotaciones nulas dejando l fijo hasta anular la mayor
cantidad de términos de b.w. mínimo, encontrando así el SAT.

Por definición tenemos que SAT < PAT. Con lo que acabamos de ver resulta fácil
también observar que PAT + SAT ≤ 2bomáx(T ). Por la proposición 3.1.1 sabemos
que nuestra elección de n no puede anular todos los términos con b.w. = bol(T ) y
solo podremos anular términos de b.w. mínimo hasta llegar a bol(T ), anulando a lo
sumo 2bomáx(T ) términos.

Definición 3.1.6 (Clases algebraicas [4, 5, 17, 18]) Diremos que un tensor T ̸= 0
es de tipo

G si PAT = 0, es decir (T )(bomáx(T )) ̸= 0 para toda elección de base nula.

I si PAT ≥ 1, es decir que existe una base para la cual (T )(bomáx(T )) = 0

II si PAT ≥ bomáx(T ), es decir que existe una base en la que T =
∑

b≤0(T )(b)

D si PAT = bomáx(T ) = SAT, es decir que existe una base en la que T = (T )(0)

III si PAT ≥ bomáx(T )+1, es decir que existe una base en la que T =
∑

b<0(T )(b)

N si PAT = 2bomáx(T ), es decir que existe una base en la que T = (T )(−bomáx(T ))

En los puntos de la variedad donde T = 0 diremos que es de tipo O.

Cabe resaltar que I ⊇ II ⊇ III ⊇ N. Si no queda claro por contexto, diremos que un
tensor es de tipo genuino I/II/III si es de tipo I/II/III y no más especial.

La clasificación puede refinarse aún más considerando las clases correspondientes
a los alineamientos secundarios. Esto da a lugar a, por ejemplo, las subclases Ii,
IIi, IIIi. Será de particular importancia la subclasificación IIii := D, ya que está
relacionada con muchas soluciones de tipo agujero negro importantes.

Veamos algunos ejemplos de la clasificación aplicada a varios tipos de tensores.
Comencemos considerando un vector

v = v0l + vim(i) + v1n. (3.1.17)
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Es claro que bomáx(v) = 1. Los vectores tipo tiempo son de tipo G, con alineamiento
(0, 0), los vectores tipo espacio tienen alineamiento (1, 1), por lo que son de tipo D,
y los vectores nulos son de tipo N con alineamiento (2, 0).

Para tensores de rango 2 simétricos R, tenemos que bomáx(R) = 2, y podemos
escribirlo como

Rab =

+2︷ ︸︸ ︷
R00nanb+

+1︷ ︸︸ ︷
2R0in(am

(i)
b) +

0︷ ︸︸ ︷
2R01n(alb) +Rijm

(i)
(am

(j)
b)

+

−1︷ ︸︸ ︷
2R1il(am

(i)
b) +

−2︷ ︸︸ ︷
R11lalb,

(3.1.18)

Notar que por la forma de la métrica (2.1.12), los índices 0 abajo van acompañados
de la 1-forma n. Los posibles tipos de alineamiento son G - (0, 0), Ii - (1, 1), IIi -
(2, 1), D - (2, 2), III - (3, 0), IIIi - (3, 1) y N - (4, 0). Cabe mencionar que en vacío el
tensor de Ricci es proporcional a la métrica Rab ∝ gab y por lo tanto es de tipo D.

En el caso de bivectores F tenemos

Fab =

+1︷ ︸︸ ︷
2F0in[am

(i)
b] +

0︷ ︸︸ ︷
2F01n[alb] + Fijm

(i)
[am

(j)
b] +

−1︷ ︸︸ ︷
2F1il[am

(i)
b] . (3.1.19)

Como vimos antes, bomáx(F ) = 1. Los posibles tipos en este caso son G, II, D y N.

3.2. Clasificación del tensor de Weyl

Estamos en condiciones de generalizar la clasificación del tensor de Weyl a di-
mensión arbitraria, veamos su descomposición en b.w.:

Cabcd =

+2︷ ︸︸ ︷
4C0i0jn{am

(i)
b ncm

(j)
d} +

+1︷ ︸︸ ︷
8C010in{albncm

(i)
d} + 4C0ijkn{am

(i)
b m

(j)
c m

(k)
d}

+4C0101n{albncld} + 4C01ijn{albm
(i)
c m

(j)
d}

}
0

+8C0i1jn{am
(i)
b lcm

(j)
d} + Cijklm

(i)
{am

(j)
b m(k)

c m
(l)
d}

}
0

+

−1︷ ︸︸ ︷
8C101il{anblcm

(i)
d} + 4C1ijkl{am

(i)
b m

(j)
c m

(k)
d} +

−2︷ ︸︸ ︷
4C1i1jl{am

(i)
b lcm

(j)
d} ,

(3.2.1)

donde C{abcd} ≡ 1
2
(C[ab][cd] + C[cd][ab]). Vemos que bomáx(C) = 2.

Definamos la terminología específica que usaremos en la clasificación del tensor
de Weyl.

Definición 3.2.1 (WAND) Diremos que un vector nulo l es una dirección nula
alineada de Weyl (WAND) si es una dirección alineada del tensor de Weyl. Diremos
que es una WAND múltiple (mWAND) si su multiplicidad es mayor a 1.
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Generalizando el concepto a dimensión arbitraria definimos

Definición 3.2.2 Un tensor de Weyl es algebraicamente especial si admite una
WAND múltiple.

Si el tensor de Weyl es del mismo tipo en todo el espacio, diremos entonces
que ese espacio es de ese correspondiente tipo de Weyl. El concepto de WAND es
la extensión natural a dimensión arbitraria de PND (2.6.1) de la clasificación de
Petrov. Es claro que particularizando esta clasificación a dimensión 4 recuperamos
la clasificación de Petrov. Veamos como se constrastan entre sí ambos esquemas de
clasificación.

3.3. Comparación con la clasificación de Petrov en
4D

Vimos que la clasificación del tensor de Weyl por alineamiento nulo generaliza la
clasificación de Petrov según sus direcciones nulas principales. Sin embargo, existen
importantes diferencias que surgen en dimensión n > 4. Para empezar, la existencia
del tipo G en dimensión arbitraria contrasta fuertemente con el caso en n = 4.
Como vimos previamente, en dimensión 4 siempre existen exactamente 4 PNDs,
que podrían ser repetidas. En dimensión arbitraria es posible que no exista ninguna
WAND, el tipo G, que exista una cantidad finita, o incluso una cantidad infinita
de WANDs, como en el caso de las soluciones tipo D [19]. Notablemente, puede
mostrarse [20] que el conjunto de tensores de Weyl de tipo G es un denso abierto en
el espacio de todos los tensores de Weyl, es decir, que un tensor de Weyl genérico
será casi seguramente de tipo G. La segunda diferencia importante es el tipo de
alineamiento secundario, en dimensión 4, si l es una WAND, siempre puede tomarse
n otra WAND, de forma tal que I=Ii, II=IIi, III=IIIi, esto está ilustrado en la tabla
3.1.
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n > 4 n = 4
Tipo de Weyl Tipo de alineamiento Tipo de Petrov

G (0, 0)

I (1, 0)

Ii (1, 1) I

II (2, 0)

IIi (2, 1) II

D (2, 2) D

III (3, 0)

IIIi (3, 1) III

N (4, 0) N

Tabla 3.1: Tipo de Weyl genuino comparado con el tipo de
Petrov.

Finalmente, y quizás más sorprendente, muchas de las formas de clasificar el
tensor de Weyl que eran equivalentes en dimensión 4 dejan de serlo en dimensión
arbitraria.

Si consideramos al tensor de Weyl como un operador en el espacio de bivectores
y vemos su clasificación de Segre, como hicimos en la sección 2.4 para la clasificación
de Petrov, vemos que hay tipos de Weyl que admiten más de un tipo de Segre [19],
por lo que estos dos esquemas que eran equivalentes en dimensión 4 dejan de serlo
en dimensión arbitraria.

Si consideramos una clasificación basada en el formalismo de espinores, como hi-
cimos en la sección 2.7, denominada clasificación de De Smet en dimensión arbitraria
[21], nuevamente obtenemos una clasificación no equivalente.

Por último, uno de los resultados más llamativos es que el teorema de Goldberg-
Sachs (2.9.2) deja de ser válido en dimensión n > 4. Hay muchos contraejemplos del
teorema [22], es decir, soluciones que admiten una mWAND que no sea geodésica
o sin shear, de hecho, este es el caso más genérico. Solo por mencionar unos ejem-
plos, Schwarzschild admite una mWAND con shear, y en dimensión impar todas
las WANDs geodésicas con twist necesariamente tienen shear [23]. En [24] y [25] se
proponen extensiones al teorema de Goldberg-Sachs a dimensión arbitraria. En [26]
se propone una definición de algebraicamente especial en base a la existencia de una
estructura óptica, en un intento de generalizar el teorema de GS. Esta definición
claramente entra en conflicto con la que surge por alineamiento nulo.
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Una manera optimista de ver que todas estas clasificaciones difieran unas de
otras en dimensión arbitraria es que si usáramos en simultaneo más de una de estas
clasificaciones podemos refinar nuestra clasificación según la intersección de estas
clases.

3.4. Criterio de Bel-Debever y el tensor de Super-
energía

Para finalizar, veamos dos criterios para clasificar el tensor de Weyl que son
importantes por su simpleza al nivel de cuentas.

Comencemos por el criterio de Bel-Debever [27], que generaliza a dimensión
arbitraria las condiciones dadas en la tabla 2.4:

l es una WAND (tipo I) ⇐⇒ l[eCa]bc[dlf ]l
blc = 0,

l es una mWAND con m ≥ 2 (tipo II) ⇐⇒ l[eCa]b[cdlf ]l
b = 0,

l es una mWAND con m ≥ 3 (tipo III) ⇐⇒ l[eCab][cdlf ] = 0 = Cabc[dle]l
c,

l es una mWAND con m = 4 (tipo N) ⇐⇒ Cab[cdle] = 0.

(3.4.1)

Se entiende que las soluciones tipo D tienen que tener dos mWANDs de multiplicidad
2. Tenemos nuevamente una forma directa de saber si la métrica es de un tipo en
particular. En [27] pueden verse condiciones similares para las subclases dadas por
el alineamiento secundario.

El segundo criterio que veremos usa el tensor de superenergía, definido por [28]

Tabcd =CaecfCb
e
d
f + CaedfCb

e
c
f − 1

2
gabCefcgC

ef
d
g

− 1

2
gcdCaefgCb

efg +
1

8
gabgcdCefghC

efgh,
(3.4.2)

que no es más que la generalización del tensor de Bel-Robinson [29]

Tabcd = CaecfCb
e
d
f − 1

8
gabgcdCefghC

efgh, (n = 4). (3.4.3)

Este tensor puede pensarse como el análogo al tensor de energía impulso electro-
magnético, solo que construido a partir del tensor de Weyl en lugar del tensor elec-
tromagnético. Pueden mostrarse las siguientes condiciones a partir del tensor de
superenergía [28]

l es una WAND (tipo I) ⇐⇒ Tabcdl
alblcld = 0,

l es una mWAND con m ≥ 2 (tipo II) ⇐⇒ Tabcdl
blcld = 0,

l es una mWAND con m ≥ 3 (tipo III) ⇐⇒ Tabcdl
cld = 0,

l es una mWAND con m = 4 (tipo N) ⇐⇒ Tabcdl
d = 0.

(3.4.4)

Estas condiciones son equivalentes al criterio de Bel-Debever (3.4.1) [28].
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Capítulo 4

Métricas tipo D

Habiendo ya introducido la clasificación de Petrov en 4 dimensiones en el capítulo
2, y su extensión a dimensión arbitraria mediante la clasificación por alineamiento
nulo en el capítulo 3, toca detenerse momentáneamente en una clase de soluciones
particulares, las soluciones de tipo D.

Los agujeros negros han sido históricamente un objeto de estudio de gran interés.
Resulta que todas las soluciones de agujeros negros aislados simples y bien conocidas
en 4 dimensiones; los agujeros negros de Schwarzschild (1915), Reissner-Nordström
(1916-1918), Kerr (1963), Taub-NUT (1963) y Kerr-Newman (1965), son todas de
tipo D, aunque hay excepciones, como la solución de agujero negro acelerada no
rotante puramente con parametro NUT [30], que es de tipo I. Ocurre además que,
incluso en dimensión arbitraria, las soluciones que presentan ciertas simetrías caen
naturalmente en la clase D.

La familia de soluciones de tipo D en 4 dimensiones es muy amplia. Puede verse
una descripción completa de esta familia en [31]. En particular, intentos de encontrar
una métrica genérica que encapsule todas las soluciones de tipo agujero negro de
tipo D se iniciaron con Plebański y Demiański [32] en 1976. Sin embargo, esta
formulación incluye las métricas conocidas de una manera poco explícita. Pueden
verse reformulaciones más claras por Griffiths y Podolský en [33] o en [34].

En 5 dimensiones las soluciones tipo D siguen jugando un rol importante y
presentando propiedades interesantes. Sin embargo, la violación del teorema de
Goldberg-Sachs, que vimos en la sección 3.3, vuelve menos restrictivas las solu-
ciones algebraicamente especiales, y permite soluciones tipo D más amplias. A su
vez, notablemente, una de las pocas soluciones algebraicamente generales (tipo G)
que se conocen es el anillo negro estático cargado [35], y es de esperar que haya
soluciones de agujero negro relativamente simples que no sean de tipo D o II, como
el agujero CCLP [7], caso particular de las soluciones de tipo Kerr-Schild extendidas
que veremos en el capítulo 5.
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4.1. Métricas estáticas y estacionarias Capítulo 4. Métricas tipo D

El objetivo de este capítulo será estudiar algunas propiedades de las soluciones
de tipo D en dimensión arbitraria, y entender la relevancia que tienen en el estudio
de agujeros negros.

4.1. Métricas estáticas y estacionarias

Recordemos que las soluciones algebraicamente especiales están caracterizadas
por la existencia de una WAND. Un vector l es una WAND si y solo si cumple

lblcl[cCa]bc[dlf ] = 0. (4.1.1)

Supongamos que nuestra solución admite una WAND l = (lt, lA), con A = 1, ..., n−1,
donde necesariamente lt y alguna componente más son no nulas.

Diremos que una solución es estática si no depende del tiempo y es irrotacional.
En particular, las soluciones estáticas no dependen de la dirección del tiempo, por
lo que la ecuación (4.1.1) permanece igual ante el cambio de coordenadas t̃ = −t y
admite una solución ñ = (lt, lA), que en las coordenadas viejas es n = (−lt, lA) y es
necesariamente distinta a la anterior. Entonces, la existencia de una WAND l implica
la existencia de una WAND n distinta, pero con el mismo orden de alineamiento.
Los únicos tipos compatibles con esto son tipo G (podría no existir una WAND),
tipo Ii, tipo D y, trivialmente, tipo O.

Proposición 4.1.1 Todas las soluciones estáticas en dimensión arbitraria son de
tipo G, Ii, D u O.

Casos particulares de soluciones estáticas de cada tipo son conocidas: el anillo
negro cargado estático de tipo G [35], el anillo negro no cargado estático de tipo Ii
[36] y la generalización de la métrica de Schwarzschild, la métrica de Schwarzschild-
Tangherlini [37], de tipo D.

Cabe recordar que en dimensión 4 no existen soluciones de tipo G, y el tipo I es
equivalente a Ii, por lo que en n = 4, los únicos tipos compatibles con las soluciones
estáticas son I, D y O.

Los mismos argumentos utilizados para el caso estático aplican en el caso esta-
cionario, es decir, cuando la métrica permanece invariante ante una reflexión en el
tiempo y alguna otra coordenada. Por ejemplo, en la métrica de Kerr en coordena-
das de Boyer-Lindquist, la métrica es invariante ante el cambio t̃ = −t, ϕ̃ = −ϕ. Sin
embargo, en este caso, es posible que la nueva WAND resulte ser n = −l, lo cual
no sería realmente una nueva dirección nula. Una forma de evitar esto es considerar
la divergencia la;a, que coincide con el escalar de expansión (2.9.1) en el caso de
geodésicas nulas. Ocurre que las divergencias, y otros parámetros ópticos, de vec-
tores relacionados por una reflexión son iguales, es decir, la;a = na

;a, mientras que
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4.2. Productos directos y productos deformados Capítulo 4. Métricas tipo D

la divergencia de −l es −la;a. Entonces, para soluciones con expansión, n ̸= l y
tenemos:

Proposición 4.1.2 En dimensión arbitraria, todas las soluciones estacionarias in-
variantes ante simetría de reflexión con escalar de divergencia no nulo son de tipo
G, Ii o D (o tipo O si fuese conformemente plana).

No parece haber soluciones estacionarias de tipo G identificadas, aunque se espera
que existan. Como ejemplos conocidos de los otros tipos tenemos la solución de anillo
negro rotante no cargado [38], de tipo Ii, y la generalización de agujero negro rotante
a dimensión arbitraria, la solución de Myers-Perry [39], de tipo D.

Más adelante, en la sección 4.5, hablaremos de las soluciones de tipo Kerr-Schild.
Pidiendo que R00 = 0 (la componente de b.w. máximo), puede mostrarse que son de
tipo II o más especiales. Por lo tanto, toda solución estática o estacionaria de tipo
Kerr-Schild que cumpla R00 = 0 debe ser de tipo D.

4.2. Productos directos y productos deformados

Partamos dando una definición:

Definición 4.2.1 (Espacios producto) Diremos que un espacio-tiempo (M, g) de
dimensión n es un "producto doblemente deformado" si

M es un producto directo de variedades M =M (n1)×M (n2), con n = n1+n2 ≥
4, con M (n1) de tipo Lorentziano.

g es conforme una suma directa de métricas g = e2(f1+f2)(g(n1)⊕g(n2)), donde
g(ni) es la métrica sobre M (ni), y f1, f2 son funciones escalares suaves sobre
M (n1) y M (n2) respectivamente.

Si alguna de las funciones f1 o f2 es constante, diremos que el espacio es simple-
mente un producto deformado. Si ambas funciones son constantes, no es más que
un producto directo.

Los espacio-tiempos (doblemente) deformados son conformes a los productos di-
rectos, por lo que presentan las mismas propiedades. Hablaremos ahora de propieda-
des de espacios productos que se extienden naturalmente a los espacios (doblemente)
deformados.
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4.2. Productos directos y productos deformados Capítulo 4. Métricas tipo D

Supongamos ahora que parametrizamos el espacio (M (n1), g(n1)) con coordenadas
xa1 , con a1 = 0, ..., n1 − 1, y el espacio (M (n2), g(n2)) con coordenadas xa2 , con a2 =
n1, ..., n1+n2−1. Parametrizaremos entonces el espacio productoM =M (n1)×M (n2)

usando las coordenadas xa construidas a partir de las coordenadas xa1 y xa2 . El
espacio vendra equipado con la métrica g(xa) = g(n1)(xa1) ⊕ g(n2)(xa2), definida
localmente por ga1b1 = g

(n1)
a1b1

, ga2b2 = g
(n2)
a2b2

y ga1a2 = 0.

En general, cualquier cantidad que pueda ser escrita como suma directa de partes
que dependen únicamente de las coordenadas a1 o a2 y sin componentes cruzadas
es llamado un objeto producto o descomponible. Puede mostrarse que el tensor de
Riemann y el tensor y escalar de Ricci son descomponibles. Puede mostrarse entonces
[40] que un espacio producto es un espacio de Einstein si y solo si sus factores son
espacios de Einstein y sus escalares de Ricci satisfacen R(n1)/n1 = R(n2)/n2. Pueden
consultarse más propiedades geométricas sobre espacios productos en [40].

Veamos que ocurre con el tensor de Weyl. De la definición (2.3.1) podemos ver
que las componentes mixtas vienen dadas por

Ca1b1c1a2 = Ca1b1a2b2 = Ca1a2b2c2 = 0, (4.2.1)

Ca1a2b1b2 = − 1

n− 2
(g

(n1)
a1b1

R
(n2)
a2b2

+ g
(n2)
a2b2

R
(n1)
a1b1

) +
R(n1) +R(n2)

(n− 1)(n− 2)
g
(n1)
a1b1

g
(n2)
a2b2

. (4.2.2)

Para las componentes no mixtas tenemos (ignorando los casos simples donde
ni = 1, 2)

Ca1b1c1d1 = C
(n1)
a1b1c1d1

+
2n2

(n− 2)(n1 − 2)
(g

(n1)
a1[c1

R
(n1)
d1]b1

− g
(n1)
b1[c1

R
(n1)
d1]a1

)

+
2

(n− 1)(n− 2)

(
R(n2) −R(n1)

n2(n2 + 2n1 − 3)

(n1 − 1)(n1 − 2)

)
g
(n1)
a1[c1

g
(n1)
d1]b1

, (n1 ≥ 3).

(4.2.3)
El resto de las componentes no mixtas son:

Ca2b2c2d2 = C
(n2)
a2b2c2d2

+
2n2

(n− 2)(n2 − 2)
(g

(n2)
a2[c2

R
(n2)
d2]b2

− g
(n2)
b2[c2

R
(n2)
d2]a2

)

+
2

(n− 1)(n− 2)

(
R(n1) −R(n2)

n2(n2 + 2n2 − 3)

(n2 − 1)(n2 − 2)

)
g
(n2)
a2[c2

g
(n2)
d2]b2

, (n2 ≥ 3).

(4.2.4)
Resulta evidente que el tensor de Weyl en general no es descomponible. Ocurre que
el tensor es descomponible si y solo si ambos factores son espacios de Einstein y
n2(n2 − 1)R(n1) + n1(n1 − 1)R(n2) = 0. Pero entonces, un espacio producto con un
tensor de Weyl descomponible no puede ser de Einstein.

Veamos ahora que podemos decir sobre la clasificación del tensor de Weyl en
base a la dimensión n1 del factor Lorentziano.

Para n1 = 1, la métrica producto puede escribirse como ds2 = −dt2+g(n2)
a2b2

dxa2dxb2 ,
lo cual la vuelve una métrica estática. Entonces, por la proposición 4.1.1 solo pueden
ser de tipo G, Ii, D u O.
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4.3. Métricas con simetrías Capítulo 4. Métricas tipo D

Proposición 4.2.1 En dimensión arbitraria, un espacio producto (doblemete) de-
formado con un factor Lorentziano de dimensión 1 solo puede ser de tipo G, Ii o D
(o tipo O si fuese conformemente plano).

Para n1 ≥ 2 es conveniente usar una tétrada nula (2.1.12), de forma tal que

gab = 2l(anb) + δâ1b̂1m
(â1)
a m

(â1)
b + δâ2b̂2m

(â2)
a m

(â2)
b , (4.2.5)

con â1 = 2, ..., n1 − 1, â2 = n1, ..., n− 1, y con la2 = na2 = 0. Nos concentraremos en
el caso n1 = 2. Puede verse que las únicas componentes mixtas no nulas (ordenadas
por b.w.) son:

C0â20b̂2
= − 1

n− 2
R

(n1)
00 δâ2b̂2 ,

C0â21b̂2
= − 1

n− 2

(
R

(n2)

â2b̂2
+R

(n1)
01 δâ2b̂2

)
+

R(n1) +R(n2)

(n− 1)(n− 2)
δâ2b̂2 ,

C1â21b̂2
= − 1

n− 2
R

(n1)
11 δâ2b̂2 .

(4.2.6)

Mientras que la única componente no mixta viene dada por

C0101 = − 1

2(n2 + 1)

(
(n2 − 1)R(n1) +

2R(n2)

n2

)
. (4.2.7)

Además, como para todo espacio de dimensión 2 tenemos que 2R
(n1)
a1b1

= R(n1)g
(n1)
a1b1

,
R

(n1)
00 = R

(n1)
11 = 0, por lo que las únicas componentes (4.2.6) y (4.2.7) que sobreviven

del tensor de Weyl son las componentes de b.w. cero C0â21b̂2
y C0101, es decir, debe

ser de tipo D. Tenemos

Proposición 4.2.2 En dimensión arbitraria, un espacio producto (doblemente) de-
formado con un factor Lorentziano de dimensión 2 solo puede ser de tipo D (o tipo
O si fuese conformemente plano).

4.3. Métricas con simetrías

En esta sección buscaremos estudiar que consecuencias sobre el tipo de Weyl
impone la presencia de simetrías en nuestro espacio-tiempo.

En la sección 4.1 vimos que ocurre con los espacios estáticos o estacionarios.
Podemos formular esto en términos de vectores de Killing. Un espacio-tiempo es
estacionario si presenta un vector de Killing tipo tiempo. Si además este campo
vectorial es normal (hipersurface-orthogonal, ver definición 4.4.1 más adelante), en-
tonces el espacio es estático. Entonces, la presencia de un vector de Killing tipo
tiempo normal nos da la proposición 4.1.1, y si no fuese normal, pero sí en expan-
sión, entonces tenemos la proposición 4.1.2.
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4.4. Agujeros negros Capítulo 4. Métricas tipo D

Un caso importante son los vectores de Killing nulos. Puede mostrarse [11] que
necesariamente un vector de Killing nulo k es geodésico, sin shear y sin expansión.
Si además no tiene twist, dado por ω2 = Rabk

akb, entonces necesariamente es una
WAND [41]. Si además se cumple que Rabk

a ∝ kb (que se cumple por ejemplo en
vacío), entonces es de tipo II o más especial [41]. Por lo que tenemos

Proposición 4.3.1 En dimensión arbitraria, un espacio tiempo que admite un vec-
tor de Killing nulo k tal que Rabk

akb = 0 (sin twist) es de tipo I, o más especial. Si
adicionalmente se tiene Rabk

a ∝ kb, entonces es de tipo II, o más especial.

Es importante remarcar que la presencia de un vector de Killing tipo espacio no
impone ninguna restricción sobre la clasificación algebraica [42].

Para terminar, recordemos que en la sección 4.2 vimos la proposición 4.2.2. Toda
métrica producto con un factor Lorentziano de dimensión 2 puede escribirse de
alguna de las siguientes formas (conformemente equivalentes) [42]:

ds2 = 2A(u, v)dudv + f(u, v)ha2b2(x)dx
a2dxb2 , (4.3.1)

o
ds2 = 2f(x)A(u, v)dudv + ga2b2(x)dx

a2dxb2 . (4.3.2)

Esto cubre muchas métricas conocidas, en particular, todas las métricas con simetría
esférica, hiperbólica y plana.

Proposición 4.3.2 En dimensión n ≥ 4, todo espacio-tiempo con simetría esférica,
hiperbólica o plana es de tipo D (o conformemente plano).

En [19] puede consultarse un resumen de resultados para espacios con simetría axial.

4.4. Agujeros negros

Buscar y entender métricas que representen agujeros negros ha sido siempre
una tarea particularmente complicada. Los resultados vistos en este capítulo nos
permiten entender la relevancia que tienen las soluciones de tipo D para este fin.

Gracias a las proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 sobre espacios estáticos y estacionarios,
junto a la proposición 4.3.2 y los resultados mencionados sobre simetría axial [19],
vemos que la mayoría de las soluciones de tipo agujero negro en 4 dimensiones bien
conocidas son de tipo D.

Todos los resultados vistos funcionan en dimensión n ≥ 4. En particular, las
generalizaciones a dimensión arbitraria del agujero negro estático y el agujero negro
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rotante, las soluciones de Schwarzschild-Tangherlini [37] y Myers-Perry [39], son de
tipo D.

Se mencionó al inicio que la falla de extender el teorema de Goldberg-Sachs a
dimensión n ≥ 4 hace que sean posibles métricas de tipo D con propiedades más exó-
ticas, y hace que sean posibles métricas de agujero negro algebraicamente generales.
Sin embargo, veamos que podemos encontrar regiones en las soluciones de agujero
negro donde localmente son tipo D. Recordemos algunas nociones importantes para
entender esto.

Definición 4.4.1 (Normal a una hipersuperficie [9]) Sea f(x) una función ar-
bitraria suave sobre la variedad. Consideremos la familia de hipersuperficies Σf∗

generadas al fijar un valor de f(x) = f∗, el campo vectorial

ζµ = gµν∇µf (4.4.1)

será normal a las superficies.

Diremos que una hipersuperficie es es tipo espacio si su campo vectorial normal
ζµ es tipo tiempo; si ζµ es tipo espacio, la hipersuperficie es de tipo tiempo. En
el caso que ζµ sea nulo, la hipersuperficie también es nula. Todo campo vectorial
proporcional a un gradiente es normal o hypersurface-orthogonal, en el sentido de
que existe una familia de hipersuperficies a las que es normal en todo punto de la
variedad.

Puede mostrarse que las curvas integrales de un campo vectorial nulo normal a
una superficie Σ son geodésicas, y que su unión es la propia Σ. Diremos entonces
que estas geodésicas nulas generan a la hipersuperficie nula.

Consideremos objetos aislados, de forma tal que podemos considerar que el espa-
cio es asintóticamente plano. Recordemos que definimos a I+, el futuro nulo infinito
como la superficie nula donde terminan las geodésicas nulas. Sea J−(U) el pasado
causal de un conjunto U ⊂ M , es decir, el conjunto de todos los puntos a los que
se puede acceder extendiendo geodésicas nulas que apuntan hacia el pasado, y sea
J
−
(U) su clausura. Definimos el horizonte de eventos futuro H+ como [43]

H+ = ∂(J
−
(I+)), (4.4.2)

es decir, el borde de la clausura del pasado causal de I+. Es claro que el horizonte
de eventos es una hipersuperficie nula que separa las geodésicas nulas que llegan a
I+ de las que quedan atrapadas.

Definamos el último concepto que necesitamos

Definición 4.4.2 (Horizonte de Killing) Dada una hipersuperficie Σ y un cam-
po vectorial de Killing χµ, diremos que Σ es un horizonte de Killing si χµ es nulo
sobre Σ.
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Finalmente, podemos enunciar el teorema de rigidez de Hawking [43]:

Definición 4.4.3 (Teorema de rigidez de Hawking) El horizonte de eventos H+

de un espacio tiempo estacionario y asintóticamente plano es un horizonte de Ki-
lling.

Lo relevante para la clasificación algebraica de este teorema es que el resultado
de la proposición 4.3.1 puede particularizarse localmente a horizontes de Killing.
Es decir, cumpliéndose algunas hipótesis, los horizontes de eventos de los agujeros
negros estáticos y asintóticamente planos son localmente de tipo II, o más especial.
Este resultado vale también en dimensión arbitraria [44]. Por ejemplo, la solución de
anillo oscuro, de tipo Ii, es localmente de tipo II en su horizonte [45]. Otras regiones
interesantes relacionadas con agujeros negros son horizontes de Killing también,
como, por ejemplo, la ergósfera de la solución de Kerr.

Queda claro entonces por todo lo dicho que el estudio de las propiedades de las
soluciones algebraicamente especiales, particularmente de tipo D, es muy relevante
a la hora de comprender las soluciones de tipo agujero negro en dimensión arbi-
traria. A su vez, es interesante en sí mismo encontrar agujeros negros que no sean
algebraicamente especiales, como el agujero negro de CCLP [7], al que veremos con
un poco de detalle en el capitulo 5.

4.5. Soluciones de Kerr-Schild generalizadas

Un primer paso esencial para construir la métrica de tipo Kerr-Schild doblemente
extendida, que será el objetivo final de esta tesis en el capítulo 6, es partir por el
ansatz de Kerr-Schild (KS)

gab = ηab − 2Hkakb, (4.5.1)

donde H es una función escalar y k, denominado el vector de Kerr-Schild, es un
vector nulo respecto tanto a la métrica de Minkowski ηab como a la métrica completa
gab. Es natural asociar al vector de Kerr-Schild con el vector l de la base nula
(2.1.12). Una propiedad notable es que la inversa de la métrica viene dada por
gab = ηab + 2Hkakb, por lo que la métrica completa coincide con su expansión a
orden lineal al rededor de la métrica plana.

El ansatz KS fue introducido por Kerr y Schild en 1965 [46], e incluye una va-
riedad de métricas interesantes, como las métricas de Schwarzschild, Kerr, Reissner-
Nordström o las ondas pp. Myers y Perry usaron este ansatz para generalizar la
solución de agujero rotante a dimensión arbitraria [39].

Una generalización natural a la forma KS es introducir la constante cosmológica
Λ a la métrica. Esto puede lograrse proponiendo la forma de Kerr-Schild generalizada
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(GKS) [47]
gab = gab − 2Hkakb (4.5.2)

donde H es una función escalar y el vector de Kerr-Schild k es nulo respecto de la
métrica completa y la métrica de fondo. Esta vez, la métrica de fondo gab representa
una métrica de tipo (Anti-)de Sitter, que podemos escribir de forma conformemente
plana

gab = Ωηab, (4.5.3)

con el factor conforme dado por

ΩAdS =
(n− 2)(n− 1)

2Λt2
,

ΩdS = −(n− 2)(n− 1)

2Λx21
.

(4.5.4)

Puede consultarse un estudio muy detallado de estas métricas en [47]. Resaltemos
simplemente algunas propiedades, sin dar demostración, del vector de Kerr-Schild:

Proposición 4.5.1 El vector nulo k en la métrica GKS (4.5.2) es geodésico si y
solo si es una AND del tensor de Ricci, es decir, Rabk

akb = 0.

Proposición 4.5.2 Una métrica GKS con un vector KS geodésico es algebraica-
mente especial, con k la WAND múltiple. Más aún, k también es una múltiple AND
del tensor de Ricci.

Finalmente, vector k tiene las mismas propiedades ópticas en la métrica completa
que en la métrica de fondo. Estas propiedades son relativamente fáciles de demostrar
usando el formalismo NP y pueden verse en [47], pero va más allá de lo que nos
interesa.

Las proposiciones 4.5.1 y 4.5.2 junto a las proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 nos dicen
que las métricas de tipo GKS con R00 = 0 estáticas, o estacionarias con expansión,
necesariamente son de tipo D. Esto incluye muchas de las métricas interesantes, en
partícular, la métrica Kerr-(A)dS en dimensión arbitraria, es decir, la métrica de
Myers-Perry con constante cosmológica. Puede mostrarse que las soluciones GKS
sin expansión necesariamente son de tipo N.
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Capítulo 5

Soluciones de Kerr-Scihld extendidas
y el agujero negro de CCLP

Como hemos visto, muchas soluciones de tipo agujero negro son de tipo D. Resul-
ta interesante estudiar los casos en los que los agujeros negros dan lugar a métricas
algebraicamente generales.

La motivación de este capitulo será introducir las métricas de Kerr-Schild exten-
didas, una generalización de las métricas GKS vistas en 4.5, que permite soluciones
algebraicamente generales. En particular, la métrica de Kerr-Newman de agujero
negro rotante cargado, que es de tipo D y puede escribirse en la forma de KS, no
tiene aún una generalización a dimensión n > 4, pero las soluciones KS extendidas
podrían resolver este problema. Introduciremos también el agujero negro de CCLP
[7], que es el caso particular que motivó la formulación de las soluciones KS exten-
didas, y es una solución de tipo agujero negro rotante cargado, pero no para las
ecuaciones de Einstein-Maxwell.

5.1. Kerr-Schild extendido

Definimos el ansatz de Kerr-Schild extendido (xKS) como una métrica de la
forma

gab = gab − 2Hkakb − 2Kk(amb), (5.1.1)

donde la métrica de fondo gab puede ser un espacio de Minkowski o (anti-)de Sitter,
H y K son funciones escalares, k es un vector nulo y m es un vector unitario tipo
tiempo respecto de la métrica de fondo y la métrica completa

kaka = gabk
akb = gabk

akb = 0,

kama = gabk
amb = gabk

amb = 0,

mama = gabm
amb = gabm

amb = 1.

(5.1.2)
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La métrica inversa viene dada por

gab = gab + (2H−K2)kakb + 2Kk(amb). (5.1.3)

La forma de la métrica se presta naturalmente a ser escrita en términos de una
tétrada nula (2.1.12), asociando los vectores k y m que aparecen en la métrica con
l y m(2) de la tétrada. Los respectivos coeficientes de rotación de Ricci (2.8.2) serán

Lab y Mab ≡
2

Mab.

Si bien utilizar el formalismo NP puede ayudar a simplificar un poco las cosas,
las cuentas rápidamente se vuelven inmanejables, y las expresiones muy largas, y
solo razonablemente tratables con software de álgebra simbólico, por lo que las
evitaremos lo más posible. Sin embargo, la componente de b.w. 2 del tensor de
Ricci, R00 queda relativamente simple

R00 = 2HLi0L
i
0−

1

2
K2Lĩ0L

ĩ
0+2KLi

(iL2)0+KLĩ
0Mĩ0+2DKL20+KDL20, (5.1.4)

donde los índices ĩ = 3, ..., n−1. Es claro que R00 = 0 si Li0 = 0, por lo que tenemos

Proposición 5.1.1 Si el vector de KS k en una métrica de tipo Kerr-Schild exten-
dida es geodésico, entonces la componente de b.w. 2 del tensor de energía momento
T00 es nula.

Notar que esto ya no es una doble implicación como en el caso de las métricas
GKS, sin embargo, pidiendo las condiciones sobre las derivadas de Lie Lkma ∝
ma,Lmka = 0, puede verse que la componente R00 del Ricci queda

R00 = (2H− 1

2
K2)Lĩ

0Lĩ0, (5.1.5)

y entonces tenemos

Proposición 5.1.2 Si Lkma ∝ ma,Lmka = 0, el vector de KS k en una métrica
de tipo Kerr-Schild extendida es geodésico si y solo si la componente de b.w. 2 del
tensor de energía momento T00 es nula.

Finalmente, puede mostrarse que si k es geodésico, las componentes de b.w. 2
del tensor de Riemann R0i0j son nulas, que junto con la proposición 5.1.1 implican
que C0i0j = 0 y entonces

Proposición 5.1.3 Espacios de tipo xKS con un vector de Kerr-Schild k geodésico
son de tipo I o más especiales, siendo k la WAND.

Esto hace que las métricas xKS admitan casos algebraicamente generales incluso
cuando k es geodésico.
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5.2. Teoría de Einstein–Maxwell–Chern–Simons
y supergravedad mínimamente gaugeada

El estudio de agujeros negros en dimensión n > 4 ha sido de gran interés en sí
mismo durante mucho tiempo. Sin embargo, ha surgido un particular interés por
estudiar soluciones en dimensión superior con constante cosmológica Λ < 0 desde
la famosa conjetura de Maldacena de la correspondencia AdS/CFT [6]. Segun esta
conjetura, hay una correspondencia entre una teoría gravitatoria en un espacio Anti-
de Sitter de dimensión D y una teoría de campos conforme (CFT) en su borde de
dimensión D − 1.

Por otra parte, la falta de una teoría cuántica de la gravedad ha sido la motiva-
ción de incontables mentes brillantes en la física teórica hace décadas. Entre todas
las alternativas propuestas para resolver este problema se encuentran las teorías su-
persimétricas, que proponen una simetría entre partículas bosónicas y fermiónicas.
Las teorías supersimétricas de gravedad llevan el nombre de supergravedad. En estas
teorías la partícula que media la interacción gravitatoria, el gravitón, que necesaria-
mente es un bosón de spin 2, tiene un super-compañero, el gravitino fermiónico. En
el proceso de gaugear, es decir, hacer local alguno de los grupos de simetría globales
del lagrangiano de gravedad supersimétrica, aparece un término en el lagrangiano
bosónico de tipo Chern-Simons (con un coeficiente partícular λ = λSG = 1) [48].

La presencia del término de Chern-Simons motiva incorporarlo también a la
acción de Einstein-Hilbert-Maxwell, de forma tal que esta sea [49]

S = − 1

16πG5

∫
M

d5x

[√
−g(R− 2Λ− FµνF

µν) +
2λ

3
√
3
εµναβγAµFναFβγ

]
, (5.2.1)

con R el escalar de curvatura, G5 la constante de Newton en dimensión 5, Fµν =
∂µAν−∂νAµ el tensor electromagnético, Aµ el potencial de gauge y λ la constante de
acomplamiento CS. Para el valor λ = λSG = 1, la acción (5.2.1) coincide con la par-
te bosónica de supergravedad mínimamente gaugeada en dimensión 5. Tomaremos
unidades tales que G5 = 1.

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell-Chern-Simons (EMCS) consisten de las ecua-
ciones de Einstein

Gµν + Λgµν = 2

(
FµρF

ρ
ν −

1

4
FρσF

ρσ

)
, (5.2.2)

y las ecuaciones de Maxwell-Chern-Simons

∇νF
µν +

λ

2
√
3
εµναβγFναFβγ = 0. (5.2.3)

Esta incorporación no afecta a las soluciones estáticas, pero si a las soluciones esta-
cionarias. Notablemente, las ecuaciones de Einstein no se ven modificadas, pero se
rompe la simetría ante el cambio de carga Q→ −Q.
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5.3. El agujero negro de CCLP

Como ya fue mencionado varias veces a lo largo de esta tesis, no se ha encontrado
una generalización del agujero negro rotante cargado solución a las ecuaciones de
Einstein-Maxwell en dimensión n > 4. En [7] Chong, Cvetič, Lü y Pope (CCLP)
proponen una solución general de agujero negro rotante cargado con momentos
angulares independientes y constante cosmológica negativa solución a las ecuaciones
EMCS, (5.2.2) y (5.2.3), en el contesto de supergravedad mínimamente gaugeada en
5 dimensiones.

Originalmente, la métrica fue dada en coordenadas de tipo Boyer-Lindquist xµ =
(t, r, θ, ϕ, ψ) en la forma

ds2 =−
∆θ[(1 +

Λ
6
r2)ρ2dt+ 2qν]dt

ΞaΞbρ2
+

2qνω

ρ2
+
f

ρ4

(
∆θdt

ΞaΞb

− ω

)2

+
ρ2dr2

∆r

+
ρ2dθ2

∆θ

+
r2 + a2

Ξa

sin2 θdϕ2 +
r2 + b2

Ξb

cos2 θdψ2,

(5.3.1)

donde
ν = b sin2 θdϕ+ a cos2 θdψ,

ω = a sin2 θ
dϕ

Ξa

+ b cos2 θ
dψ

Ξb

,

∆θ = 1− a2
Λ

6
cos2 θ − b2

Λ

6
sin2 θ,

∆r =
(r2 + a2)(r2 + b2)(1 + Λ

6
r2) + q2 + 2abq

r2
− 2m,

ρ2 = r2 + a2cos2θ + b2 sin2 θ,

Ξa = 1− a2
Λ

6
, Ξb = 1− b2

Λ

6
,

f = 2mρ2 − q2 + 2abq
Λ

6
ρ2,

(5.3.2)

m y q son los parámetros de masa y carga eléctrica, y a y b son dos parámetros de
rotación independientes.

En [50] muestran que puede presentarse en la forma

gab = gab − 2Hkakb − 2K̃k(am̃b). (5.3.3)

donde gab es la métrica AdS de fondo, y difiere de la forma xKS ya que m̃ no es
unitario. Definiendo las 1-formas en coordenadas x̃µ = (τ, r, θ, φ, χ)

k = kµdx̃
µ =

{
∆θ

ΞaΞb

dτ, 0, 0,−a sin
2 θ

Ξa

dφ,−b cos
2 θ

Ξb

dχ

}
,

m̃= m̃µdx̃
µ =

{
− ∆θ

ΞaΞb

ab
Λ

6
dτ, 0, 0,−b sin

2 θ

Ξa

dφ,−a cos
2 θ

Ξb

dχ

}
,

(5.3.4)
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la métrica queda

ds2 =

[
−

(
1− r2

Λ

6

)
∆θ

ΞaΞb

dτ 2 − 2dr

(
∆θ

ΞaΞb

dτ − a sin2 θ

Ξa

dφ− b cos2 θ

Ξb

dχ

)
+
ρ2

∆θ

dθ2

+
r2 + a2

Ξa

sin2 θdφ2 +
r2 + b2

Ξb

cos2 θdχ2

]
+H

(
∆θ

ΞaΞb

dτ − a sin2 θ

Ξa

dφ− b cos2 θ

Ξb

dχ

)2

+ 2K̃
(

∆θ

ΞaΞb

dτ − a sin2 θ

Ξa

dφ− b cos2 θ

Ξb

dχ

)(
− ∆θ

ΞaΞb

ab
Λ

6
dτ − b sin2 θ

Ξa

dφ− a cos2 θ

Ξb

dχ

)
,

(5.3.5)
con

H =
2m

ρ2
− q2

ρ2
, K̃ =

q

ρ2
. (5.3.6)

Aplicando el cambio de coordenadas

dτ = dt− (r2 + a2)(r2 + b2) + abq

∆rr2
dr,

dφ = dϕ− a
Λ

6
dt−

a(r2 + b2)(1− Λ
6
r2) + qb

∆rr2
dr,

dχ = dψ − b
Λ

6
dt−

b(r2 + a2)(1− Λ
6
r2) + qa

∆rr2
dr,

(5.3.7)

se recupera la forma (5.3.1). Para llevar la métrica a la forma de tipo xKS simple-
mente tomamos la norma

|m̃| = m̃am̃
a =

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

r2
(5.3.8)

y redefinir m = m̃
|m̃| y K = K̃|m̃|.

La solución de CCLP es una solución estacionaria invariante ante la simetría
de reflexión t → −t, ϕ → −ϕ, ψ → −ψ con expansión no nula, lo que sugiere
por la proposición 4.1.2 que en el caso general podría ser de tipo Ii. En los casos
particulares de q = 0 o el límite no rotante claramente la solución es de tipo D. En
[51] Málek muestra explícitamente que en el caso general la solución CCLP es de
tipo genuino Ii usando el criterio de Bel-Debever (3.4.1). Notablemente, cumple con
la condición para la proposición 5.1.2, y es uno de los casos en los que la métrica no
es algebraicamente especial incluso cuando su vector de KS es geodésico.
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Capítulo 6

Solución tipo Kerr-Schild doblemente
extendida y su clasificación

En esta tesis hemos presentado la clasificación de Petrov para el tensor de Weyl en
dimensión 4 en el caítulo 2, en el capítulo 3 su generalización a dimensión arbitraria
mediante la clasificación por alineamiento nulo, hemos estudiado la relevancia de la
clasificación a la hora de entender las soluciones de agujero negro en el capítulo 4,
hemos motivado el estudio de soluciones en dimensión mayor a 4 y las soluciones a
las ecuaciones EMCS en el contexto de supergravedad mínimamente gaugeada en
el capítulo 5, en particular, hemos construido las piezas necesarias para entender el
agujero negro de CCLP en el marco de las soluciones de tipo Kerr-Schild extendidas.
Es hora de presentar la métrica sobre la que se trabajó en este proyecto.

En [8] Arcodia&Ferraro presentaron una base para un espacio plano de signatura
(2, 3), partiendo de una tétrada {n(a)} donde las 1-formas {n(0),n(1),n(2),n(3)}
constituyen una base nula de un subespacio (2, 2), y la quinta 1-forma m = n(4) es
unitaria. La métrica plana es de la forma

gplana = n(0)⊗n(2)+n(2)⊗n(0)+n(1)⊗n(3)+n(3)⊗n(1)+n(4)⊗n(4) = η̆abn
(a)⊗n(b),

(6.0.1)

η̆ab =


0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

 = η̆ab . (6.0.2)

Para ello introducimos una carta (t, ϕ, ψ, r, p) tal que

n(2) = dr, n(3) = dp, (6.0.3)
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completando el resto de la base con

n(0) = dt− a2 + p2

a
dϕ− b2 + p2

b
dψ,

n(1) = dt− a2 + r2

a
dϕ− b2 + r2

b
dψ,

m = rp

(
− b

a2
dϕ− a

b2
dψ

)
,

(6.0.4)

donde a y b representarán los dos valores independientes de momento angular en la
métrica final.

La métrica en esta carta queda

gplana
µν =


0 0 0 1 1

0 b2p2r2

a4
p2r2

ab
−a2+p2

a
−a2+r2

a

0 p2r2

ab
a2p2r2

b4
− b2+p2

b
− b2+r2

b

1 −a2+p2

a
− b2+p2

b
0 0

1 −a2+r2

a
− b2+r2

b
0 0

 . (6.0.5)

La base de vectores entonces es

n(0) =
1

r2 − p2

(
(a2 + b2 + r2)

∂

∂t
+

a3

a2 − b2
∂

∂ϕ
+

b3

b2 − a2
∂

∂ψ

)
,

n(1) = − 1

r2 − p2

(
(a2 + b2 + p2)

∂

∂t
+

a3

a2 − b2
∂

∂ϕ
+

b3

b2 − a2
∂

∂ψ

)
,

m =
1

rp

(
ab
∂

∂t
+

a2b

a2 − b2
∂

∂ϕ
+

b2a

b2 − a2
∂

∂ψ

)
,

(6.0.6)

k ≡ n(2) =
∂

∂r
, K ≡ n(3) =

∂

∂p
. (6.0.7)

Lo que sigue para proponer la métrica que nos interesa es introducir cuatro
funciones X, Y,X ,Y a determinar por las ecuaciones de campo, para esto hacemos
los cambios

dr → ñ(2) = dr − Y (r)

2(r2 − p2)
k,

dp→ ñ(3) = dp+
X(p)

2(r2 − p2)
K,

m→ ñ(4) = m+
−Y(r)k + X (p)K

r−1p−1(r2 − p2)
.

(6.0.8)

Con esto, la métrica inversa queda

gab = gab − 2H0k
akb − 2H1K

aKb − 2J0k
(amb) − 2J1K

(amb), (6.0.9)

con gab la métrica plana de fondo. Las funciones Hi y Ji son

H0 =
Y (r)

r2 − p2
, H1 = − X(p)

r2 − p2
, J0 =

rpY(r)

r2 − p2
, J1 = −rpX (p)

r2 − p2
. (6.0.10)
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Tiene sentido entonces decir que la métrica (6.0.9) tiene una estructura de tipo
Kerr-Schild doblemente extendida (dxKS) en analogía con el caso Kerr-Schild ex-
tendido (5.1.1). Es importante resaltar que k y K son geodésicos cualquieras sean
las funciones X, Y,X ,Y .

Recordemos que estamos en signatura (2, 3), podemos pasar a signatura Loren-
tziana mediante una rotación de Wick, o con las transformaciones

dt′ = dt− a2 + b2 + p2 + abX (p)

X(p)
dp− a2 + b2 + r2 + abY(r)

Y (r)
dr,

dϕ′ = dϕ− a+ bX (p)

(a2 − b2)X(p)
a2dp− a+ bY(r)

(a2 − b2)Y (r)
a2dr,

dψ′ = dψ +
b+ aX (p)

(a2 − b2)X(p)
b2dp+

b+ aY(r)

(a2 − b2)Y (r)
b2dr.

(6.0.11)

En esta signatura, la métrica queda expresada en una forma de tipo Plebański-
Demiański extendida [52], sin embargo, las expresiones son notablemente más com-
plicadas que en signatura (2, 3).

6.1. CCLP como caso particular de la solución tipo
dxKS

Como fue mencionado, las funciones X, Y,X ,Y serán determinadas por las ecua-
ciones de campo a resolver. En particular, para las ecuaciones de EMCS (pueden
consultarse otros casos en [8]) tenemos

X(p) = 2n+ γ + αp2 − Λ

6
p4 − (β + µXQ)

2p−2, X (p) = δ + εp2 + (β + µXQ)
2p−2,

Y (r) = −2m+ γ + αr2 − Λ

6
r4 − (β + µYQ)

2r−2, Y(r) = δ + εr2 + (β + µYQ)
2r−2,

(6.1.1)
donde Λ es la constante cosmológica, m la masa, n la carga NUT, Q la carga eléctrica
y |µY − µX | = 2√

3
se asegura de que la constante de acoplamiento de CS sea la

adecuada. Las constantes libres α, β, γ, δ, ε representan distintas elecciones de carta
en el caso máximamente simétrico de Q = 0 y m+n = 0. El agujero negro de CCLP
puede recuperarse tomando µX = 0 y µY = 2√

3
.

6.2. El paquete xAct para Mathematica

A pesar de la relativa simplicidad de las métricas presentadas, ya mencionamos
que muchas expresiones resultan extremadamente complicadas. En efecto, siendo que
nuestro objetivo es clasificar esta métrica con el esquema expuesto en este trabajo,

51



6.3. Clasificación
Capítulo 6. Solución tipo Kerr-Schild doblemente

extendida y su clasificación

la cantidad y la complejidad de las cuentas para llegar solo a calcular el tensor de
Weyl resultan totalmente inmanejables sin ayuda de software simbólico.

Una opción popular para tratar con álgebra simbólica computacionalmente es
Mathematica por su eficiencia a la hora de manipular expresiones simbólicas. Sin
embargo, rápidamente las expresiones se vuelven difíciles de tratar, y las cuentas a
realizar pueden tomar mucho tiempo. Es aquí donde entra en juego el paquete xAct
[53] para álgebra tensorial. Este paquete está optimizado para tratar simbólicamente
con objetos tensoriales, y hace uso de sus grupos de simetría para ahorrar cálculos
en cada instancia que puede. A su vez, cuenta con muchas herramientas para el
trabajo en geometría diferencial y relatividad general, como cálculos eficientes de
símbolos de Christoffel; tensores de Riemann, Ricci, Weyl; escalar de curvatura y
más magnitudes útiles. Por ejemplo, mientras que calcular una sola componente del
tensor de Weyl podría tomar desde unos minutos a unas horas sin la ayuda de xAct,
quizás con una mala implementación, usando este paquete es posible calcular todo
el tensor de Weyl en cuestión de segundos.

El paquete xAct es tan poderoso como complejo, y requiere tiempo aprender a
usarlo. Una buena parte del trabajo de esta tesis fue dedicado a aprender a usar
correctamente este paquete. A método de prueba para corroborar el aprendizaje del
uso del programa, se replicó exitosamente el resultado de Málek [51] de la clasifica-
ción del agujero negro CCLP usando el criterio de Bel-Debever (3.4.1).

6.3. Clasificación

Un primer objetivo relativamente sencillo para este trabajo era encontrar elec-
ciones de los parámetros de la métrica dxKS para los que resulte ser de tipo II,
para luego concentrarse en el caso algebraicamente general. Para esto se implemen-
tó tanto el criterio de Bel-Debever (3.4.1) como el del tensor de superenergía (3.4.2).
Lamentablemente, a pesar de muchos intentos, fue inevitable toparse con un gran
problema: las expresiones a las que se llegan con esta métrica resultan ser muy
grandes (del orden de los Mb), y tan solo intentar simplificarlas para hacerlas más
manejables resultaba muy demandante e imposible de hacer en cualquier compu-
tadora a la que tuviéramos acceso. Agradecemos a Álvaro Roy Schachner y Nicolás
Wolovick de la Universidad Nacional de Córdoba por permitirnos acceder al clúster
de su universidad.

Para clasificar una métrica como tipo II con el criterio de Bel-Debever, debemos
encontrar un vector nulo l que cumpla

l[cCa]b[cdlf ]l
b = 0. (6.3.1)

Teniendo en cuenta las simetrías del tensor de Weyl (2.3.2), estas son 1200 ecuacio-
nes simultáneas que deben cumplirse, y nuestras incognitas son las 5 componentes
del vector l. Habría entonces que encontrar ecuaciones independientes que determi-
nen estas componentes y luego verificar que efectivamente todas las ecuaciones se
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cumplen para esa elección de l. Si la única solución posible fuese la trivial l = 0,
sabríamos que la métrica es a lo sumo de tipo I.

La ventaja conceptual del criterio del tensor de superenergía es que condensa la
información del criterio de Bel-Debever en un sistema de solo 5 ecuaciones

Tabcdl
alblcld = 0. (6.3.2)

Sin embargo, estas ecuaciones son de un tamaño inviable, incluso con la ayuda del
clúster. Se optó entonces por usar el criterio de Bel-Debever, tomando la ecuación
más liviana de todas y reemplazando la(s) condición(es) encontradas en la siguiente
ecuación más liviana, hasta encontrar una solución, o que necesariamente el vector
tiene que ser 0. Si bien estas cuentas son más prometedoras, al momento de escribir
esto las cuentas siguen en marcha y lamentablemente no hay resultados disponibles.
Idealmente estos resultados estarán para la fecha de la defensa.
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Conclusiones

En este trabajo se estudió en profundidad la clasificación de Petrov en 4 dimen-
siones y su extensión a 5 dimensiones mediante alineamiento nulo.

Primero, en el capítulo 2, se presentó el formalismo matemático necesario para
plantear la clasificación de Petrov en términos de un problema de autovalores pen-
sado al tensor como una aplicación lineal en el espacio de bivectores, en términos
de las direcciones nulas principales, y con el lenguaje espinorial. Se mencionó a su
vez el formalismo de Newman-Penrose y el importante teorema de Goldberg-Sachs,
que relaciona la extistencia de congruencias de geodésicas nulas sin shear con las
métricas algebraicamente especiales.

Luego, en el capítulo 3 se pasó a la clasificación de tensores arbitrarios en térmi-
nos del alineamiento nulo en dimensión arbitraria, para aplicarse al tensor de Weyl.
Se estudiaron los contrastes con el caso en 4 dimensiones y se mencionan otras ex-
tensiones no equivalentes de la clasificación. Finalmente, se presentaron los criterios
de clasificación de Bel-Debever y del tensor de superenergía, que resultan esenciales
a la hora de clasificar métricas computacionalmente.

El capítulo 4 está dedicado a las métricas de tipo D y su particular relevancia en
el estudio de agujeros negros. Se muestran muchos resultados que fuerzan a muchas
métricas interesantes a caer necesariamente en esta categoría. Se presenta la familia
de soluciones de tipo Kerr-Schild generalizadas, que incluyen una gran variedad de
métricas conocidas, y dan el pie al resto del trabajo.

En el capítulo 5 se estudian brevemente las métricas de tipo Kerr-Schild exten-
didas y en particular el agujero negro de CCLP como solución de agujero negro
cargado rotante a las ecuaciones de Einstein-Maxwell-Chern-Simons en supergrave-
dad mínimamente gaugeada.

Finalmente, se presentó la métrica de tipo Kerr-Schild doblemente extendida [8],
que contiene a CCLP como caso particular, y se planteó el esquema computacional
para clasificarla. Lamentablemente, no se pudieron obtener resultados aún debido a
la complejidad de las cuentas y el tiempo requerido para resolverlas, pero se espera
eventualmente poder clasificar esta métrica.
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