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Resumen

En esta tesis se estudian procesos de carga para baterias cuanticas en
contacto con entornos fuera de equilibrio, estudiando su eficiencia, potencia
y produccion de correlaciones. En particular, se consideran entornos con co-
herencias, y se busca entender su efecto por sobre estas propiedades, a su vez
que generar una caracterizacion con el resto de los parametros.

Se estudia un modelo colisional levemente coherente, que es descripto
por una ecuacién maestra de tipo Linblad, con un hamiltoniano efectivo
que depende de las coherencias. A partir de la misma, se encuentra que la
eficiencia de este caso no supera para ningiun parametro disponible el valor
de su correspondiente proceso sin coherencias. Se opta entonces por tomar
otro modelo que permite evaluar el efecto de coherencias arbitrarias junto con
tiempos de interaccién finitos. Se obtiene la eficiencia para estos procesos y
se encuentra que es posible superar la eficiencia del proceso sin coherencias, a
la vez que se realiza una caracterizacién con los parametros de la misma. Por
otro lado, se determina la cota maxima para esta eficiencia, y los parametros
en los cuales esta es alcanzada, siendo su valor n = % Por 1ltimo, se disena
un proceso para cerrar el ciclo de carga de la bateria, el cual permite repetirlo
indefinidamente sin modificar su eficiencia.

Posteriormente, se analiza la potencia de carga tanto para los procesos
con y sin coherencias. Para el caso incoherente, se logra obtener una expresion
analitica a partir de la cual se toman multiples casos limite y aproximaciones.
En particular, se encuentra la cota méaxima para este. Respecto al proceso
con coherencias, El resultado principal, es que las coherencias empeoran la
potencia del proceso en todos los casos analizados. Ademas, se encuentra que
en algunas regiones del espacio de parametros utilizado hay un compromiso
entre potencia y eficiencia, lo cual es usual para procesos termodinamicos de
tiempo finito. Finalmente, se estudian las correlaciones entre la bateria y el
entorno que se generan en el proceso con coherencias. Se encuentra que la
temperatura desfavorece la produccién de todas las correlaciones, a la vez
que aumenta el porcentaje de correlaciones clésicas por sobre la informacion
mutua, que cuantifica las correlaciones totales. Adicionalmente, se encuentra
que la eficiencia aumenta con las mismas.
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Introduccion

La presente tesis trata sobre baterias cuanticas. Las mismas son sistemas
que se utilizan con el fin de almacenar energia, y son descriptos a su vez
a partir de la mecanica cuantica. Es de particular interés el efecto que tie-
nen las propiedades intrinsecas a esta teoria, como las coherencias, por sobre
el rendimiento de las mismas. Este analisis se realiza en el contexto de la
termodinamica cudntica, teoria que surge a partir del estudio de los flujos
de energia en estos sistemas. Originalmente, la termodinamica surgié como
un medio para entender mejor los fenémenos energéticos que dominaban el
paradigma del momento, considerando la revolucion industrial y el creciente
uso de maquinas térmicas. La misma consiguié dar un fundamento y base
tedrica a los procesos que estas atravesaban, a la vez de dar una nocion de la
eficiencia maxima que una maquina térmica real podia alcanzar, entre otras
cosas. Su contra-parte cuantica no es diferente, en que intenta responder
las mismas preguntas que la termodinamica clédsica, empleando sistemas en
escalas atomicas como base para su desarrollo. En el intento de unir estos
modelos, surgen preguntas que aparecen debido a algunas caracteristicas de
la teoria cuantica, que difieren fundamentalmente de aquellas clésicas; la no-
cion de trayectoria, o la definicién de la temperatura son algunas de ellas.
A partir de esto, la termodinamica cuantica se pregunta ;Coémo definir el
trabajo o calor de un sistema cuantico?, ;Qué correcciones deben hacerse
a las leyes clasicas de termodinamica cuando existe un acople fuerte con el
entorno? o ;Qué rol cumplen las fluctuaciones en la termodinamica del siste-
ma? Adicionalmente, la mecdnica cuantica posee propiedades de las cuales la
teoria clasica carece, entre ellas las coherencias y el entrelazamiento. Resul-
ta natural preguntar entonces, si dichos atributos presentan algiin fenémeno
novedoso, el cual sea explotable. En esta ocasion se buscar responder estas
preguntas estudiando especificamente una bateria de un qubit, en contacto
con entornos que poseen coherencias.

El campo de termodinamica cuantica puede resultar paraddjico, ya que
une dos mundos altamente diferentes de la fisica, que pueden parecer incluso
incompatibles. La termodinamica es fundamentalmente una teoria de siste-



mas macroscopicos, que busca estudiar un problema particular reduciendo
las variables que los describen. La misma usa a su vez la fenomenologia para
construir sus bases, y modela procesos no a partir de entender correctamen-
te el comportamiento microscopico del sistema, si no desde las variables de
estado como la temperatura, presion o volumen, que son por definicién ma-
croscopicas. Por su parte, la cuantica es una teoria fundamental que busca
describir exactamente el comportamiento de la escala atomica a partir de la
ecuacion de Schrodinger, la cual otorga la dindmica y energia de cada una
de las componentes de un sistema fisico - como por ejemplo, las particulas
dentro de un atomo - en términos de distribuciones de probabilidad.

Ambas teorias son de mucho éxito, y describen correctamente una am-
plia gama de los fenémenos fisicos que buscan modelar; tienen la necesidad
también, de modificar sus bases, en busqueda de la descripcion de fenémenos
mas complejos: la termodindmica en los fenémenos fuera de equilibrio y la
mecanica cudntica en su version relativista.

La creciente tendencia de disminuir el tamano de los dispositivos electroni-
cos, hace que la perspectiva de una mecanica cuantica involucrada directa-
mente en la tecnologia sea cada vez menos lejana; y de la misma manera que
para un circuito actual la termodinamica juega un rol en el procesamiento de
informacion y estabilidad de los bits empleados, esta puede hacerlo asi para
su version cuantica. Es por esto que buscar la unién de ambas teorias resulta
fundamental. De la misma manera que en el comienzo de la cudntica se es-
tudio el problema termodindmico de radiacién de cuerpo negro, en el nuevo
paradigma de baterias y maquinas cuanticas se cierra el circulo, entrando
nuevamente en contacto estas dos teorias.

La termodinamica cudntica estudia entonces aquellos sistemas que se en-
cuentran alejados de un régimen macroscépico, y en el que los fenémenos
cuanticos dejan de ser despreciables. Experimentalmente, por ejemplo, se ha
podido recrear un ciclo de Carnot en un sistema de iones atrapados [1}2],
demostrando asi que los ciclos termodinamicos disenados para sistemas ma-
croscopicos, son ademds utilizables en las mas pequenas escalas atomicas.
También, se han hecho grandes avances de manera general en los ultimos
anos, estudiando maquinas térmicas, teoremas de fluctuacién, y termaliza-
cién de sistemas cudnticos, entre otros [3].

En el presente trabajo, los estudios de la bateria estan enfocados en encon-
trar si propiedades puramente cuanticas logran mejorar la tarea despenada
sobre el sistema: Cargar y descargar una bateria. Ya se encontré que la gene-
racion de correlaciones a través de un proceso termodinamico, como el de un
ciclo de una maquina térmica, puede mejorar su despeno en la produccion
de trabajo y aumento de eficiencia [4/5]. Por otro lado, se encontré que el
costo para producir un dado estado de un sistema de N partes se reduce



considerablemente si los estados iniciales estan correlacionados [6]. En esta
linea, se busca encontrar el efecto de la presencia de las correlaciones con la
eficiencia de la bateria.

Por otro lado, también se mostrd que las coherencias cuanticas dan una
ventaja en ciertos procesos. Por ejemplo en [7] se muestra que para un osci-
lador arménico atravesando un ciclo de Carnot, mantener las coherencias a
lo largo de todo el proceso brinda mejoras en la eficiencia para ciclos cortos.
Por otro lado en [§] se muestra que se puede mejorar la eficiencia de un ciclo
Otto de un qubit fuertemente acoplado a un bano de osciladores arménicos,
si nuevamente se mantienen las coherencias a lo largo del proceso. De otra
manera, se muestra en [9] que al terminar parcialmente los procesos isobari-
cos de un ciclo Otto, las coherencias residuales de estas ramas “interfieren”
positivamente para mejorar la eficiencia del mismo.

En cuanto a las baterias cudnticas, en [10] se muestra como usando una
guia de onda como bateria y un qubit con coherencias como entorno, existe
una directa correlacion entre estas ultimas y el trabajo. Por otro lado, en |11]
se utiliza una bateria compuesta por un hamiltoniano de N +1 niveles equies-
paciados, donde se halla que las coherencias presentes en las ancillas mejoran
la potencia de carga. Por ultimo, en [12], se emplea un sistema de dos y
tres celdas de qubits como baterias, en donde las coherencias se muestran
como elemento para mejorar la eficiencia del proceso. Recientemente se ha
presentado un marco general para las llamadas “Baterias cuanticas disipati-
vas” |13], que presentan ventajas por sobre los procesos unitarios atravesados
por un sistema cuantico cerrado. En ese contexto también se encontrd que
los efectos colectivos pueden ayudar a mitigar la disipacion producto de la
evolucién abierta del sistema |14].

En particular, en esta tesis se revisan el trabajo ya mencionado de [13],
y también los trabajos [15,[16]. En el primero se describe como obtener un
estado activo - un estado al que se le puede retirar energia unitariamente -
a partir de un modelo colisional de manera general, lo cual abre las puer-
tas a estudiar sistemas arbitrarios como baterias, empleando este caso como
punto de partida. En los articulos restantes, se emplea un modelo colisional
levemente coherente, el cual esta descripto por una ecuacién maestra del tipo
Linblad. De estos dos trabajos se tomaron los resultados como bases sobre las
cuales extender esta tesis. La misma estara estructurada en tres capitulos, los
cuales tratan de caracterizar una bateria de un qubit desde distintos puntos
de vista.

El capitulo 1| trata sobre las bases tedricas de la termodinamica cuantica,
introduciendo los proceso unitarios y los procesos abiertos. En particular,
se orienta dicho contenido para la seccién de baterias cudnticas. Se introdu-
cen también, una familia de modelos que se incluyen dentro de los procesos



abiertos, son los modelos colisionales. Estos son introducidos y explicados
en detalle. A partir de los mismos se presenta una manera de obtener una
dindamica que resulte en un estado estacionario activo, para luego emplearlo
como bateria. Siguiendo esta linea, se muestran los resultados obtenidos para
baterias con coherencias utilizando un modelo colisional levemente coherente.

En el capitulo[2]se introducen resultados nuevos, que incluyen expresiones
analiticas para el estado estacionario de una bateria de un qubit, empleando
un modelo colisional levemente coherente. Por otro lado, se deja este tltimo
caso para pasar a interacciones de tiempo finito. Nuevamente se encuentra
una expresion analitica para el estado estacionario del sistema, asi como de
su eficiencia. Para ambos casos se estudia el efecto de las coherencias, y se
analizan también el efecto de los otros parametros presentes en el sistema.

En el capitulo |3] se define la potencia de carga del proceso ya estudiado,
a partir de la ergotropia y el tiempo caracteristico mas pequeno asociado
a la convergencia del estado. Para la misma se encuentra, en el caso sin
coherencias, una expresion analitica, la cual es estudiada, comprendiendo asi
el rol de los parametros en este caso. Por otro lado, se estudia la potencia
para el proceso con coherencias numéricamente, variando nuevamente los
parametros. Adicionalmente, se estudia la eficiencia en funcién de la potencia.
Por 1ltimo, se estudia la generacion de correlaciones a lo largo del proceso
para diferentes parametros, entre el sistema y el entorno. Para esto se miden
las correlaciones cuanticas y clasicas y entrelazamiento a lo largo del proceso
de carga de la bateria. Analogo a los capitulos anteriores, se modifican los
parametros del sistema para comprender su rol en la generacion de estas
cantidades. Finalmente, se estudia la relacion entre las correlaciones y la
eficiencia del proceso.



Capitulo 1

Termodinamica y baterias
cuanticas

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos de la termo-
dindmica cuédntica que se utilizan a lo largo de la tesis. Se introduce el
concepto de bateria cuantica y sus propiedades, tales como la ergotropia
y potencia. Ademads, se describen diferentes tipos de procesos de carga que
se caracterizan por el tipo de dinamica a la que se ve sujeta la bateria. Estos
pueden ser unitarios o abiertos, en particular se hace foco en el caso disi-
pativo. También, se describe un tipo de dindmica abierta conocida como de
modelo colisional, el cual sirve para estudiar la carga de baterias en entornos
con coherencias. Se muestra, ademas, que en el limite de interacciones cortas
la dindamica resultante de este modelo puede ser descripta por una ecuacién
maestra con la forma de Linblad.

1.1. Baterias cuanticas y procesos unitarios

Como se mencioné en la introduccion, la tendencia hacia la miniaturi-
zacion de los dispositivos tecnolégicos implica también una reduccién en el
tamano de los dispositivos encargados de almacenar energia, las baterias. Por
este motivo, resulta interesante estudiarlas en el régimen cudntico. Adicio-
nalmente, las propiedades intrinsecas a la teoria cudntica brindan ventajas
en las tareas de procesamiento de informacién, por lo que resulta natural
preguntarse si producen lo mismo en lo que respectan los procesos termo-
dindmicos. Ya se vio en los trabajos [4-14] que esto ocurre para distintas
situaciones fisicas. Para hacer esto, primero deben definirse las cantidades
de importancia en una bateria, como la capacidad de almacenamiento, o la
potencia de carga y descarga.



Las baterias cuanticas son, tal y como sus contra-partes clasicas, siste-
mas en los cuales se busca almacenar energia para luego retirarla. Asi, sus
caracteristicas se definen a partir de su capacidad de almacenamiento, como
de la potencia de carga o descarga. Estas son a su vez determinadas por las
propiedades intrinsecas al sistema (§), como el hamiltoniano (H), el método
de carga o el estado inicial (pg). En la figura se esquematiza un bateria,
compuesta por un hamiltoniano y estado inicial.

fam\

Figura 1.1: Esquema de una bateria cudntica, incluyendo todos los elementos que la ca-
racterizan.

Se considera un sistema cuantico con un hamiltoniano:
H =Y Elii,
i

donde por simplicidad se asume que no es degenerado y tiene dimension fi-
nita. Por otro lado, se ordenan sus energias de manera creciente F; < E;, ;.
Si el sistema se encuentra en un estado inicial p, una manera de extraer
su energia es simplemente efectuar una transformacién sobre el sistema de
forma tal que el estado final tenga energia menor a la del inicial. Esta trans-
formacion podria realizarse en forma unitaria, prendiendo por ejemplo un
campo dependiente del tiempo V'(¢). Este potencial resulta en una evolucién
unitaria, cuya dinamica modifica la energia del sistema. La variaciéon de la
misma en este caso estda dada por la ecuacién:

W (t) = Te[H (U () pU (1) = p)]. (L)
La transformacién U (t) se encuentra representada, en forma general, por:

ot
U(t)=T_exp (—%/ dt'[H + V(t’)]> , (1.2)
to
donde 7. es la operacién de ordenamiento temporal de la exponencial. De
ahora en mas se utiliza que h = 1.



Al fijar el hamiltoniano del sistema, mediante la eleccién de V (t) es posi-
ble aplicar cualquier operaciéon unitaria arbitraria y esto determina el valor
de W (t). La méxima cantidad de energia que se puede extraer del sistema
mediante un proceso unitario surge de maximizar por sobre todas las unita-
rias posibles el valor de la energia final. Esto equivale a preguntarse cual es
aquel operador V (t) que minimiza la energfa del estado U (t) pUT (¢). De esta
manera, se define la ergotropia como la maxima cantidad de energia que se
puede extraer del sistema de manera unitaria. Cantidad que, formalmente,
se puede escribir como [17]:

W = Tr[Hp| — I[Ijl(lr)l{TI“ [H U (t)pUT (t)]} = Tx[Hp| — Tx[Ho,), (1.3)
t
donde se define a 0, como el estado pasivo correspondiente a p.
Los estados pasivos son aquellos a los que no se le puede remover mas
energia con un proceso unitario. Es decir, el estado o, de un sistema con
Hamiltoniano H es pasivo si

Tr[Ho,) < Tr[H Uo,U'] YU (1.4)

Dado que las transformaciones unitarias no transforman los autovalores del
estado, es facil intuir que la configuracion menos energética que pude tomar
un dado estado p - diagonal en la base del hamiltoniano -, es con los auto-
valores ordenados en el orden inverso al de las energias. De hecho, es posible

demostrar que o, es un estado pasivo si y sélo si toma la siguiente forma en
la base de H [18]:

0= > riliil. (L5)

donde los autovalores r; son tales que r; > r;,1, es decir si es diagonal en
la base de auto-energias y sus autovalores se encuentran ordenados de forma
decreciente.

Ademas, es posible hallar una cota ergotropia. Para mostrar esto se de-
fine el estado térmico a temperatura inversa g* = kBlT* (de ahora en mas
se considera que kg = 1) que tiene la misma entropia la entropia de Von

Neumann S|-] que la del estado p. La misma se define como:

Slel = TrlpIn(p)] = 3 Ailn () (1.6)

donde \; son los autovalores de p. Explicitamente, este estado térmico wgs (H)
es:
e P H
-(H) = , 1.7
wpe () = (17)
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con Z ="Tr [e‘ﬁ*H ] la funcion de particion. La relacion entre entropias que
se impone S[p| = S[ws-(H)] es equivalente a pedir que S[o,| = Slwg-(H)],
debido a que la entropia es invariante ante transformaciones unitarias ya que
como dijimos no modifican los autovalores. Dado que el estado térmico es
aquel que minimiza la energfa libre [19]:

Tr[Ho,| — 3*Slo,] > Tr[Hwg- (H)] — B*Slws- (H)]. (1.8)

donde:
F(p) = Tx[Hp] — BS]p], (1.9)

es la energia libre del sistema. Si se usa que las entropias son iguales, la
inecuacién se traduce a:

Tr[Ho,| > Tr[Hwg- (H)], (1.10)
y es inmediato llegar a que:
W < Tr[Hp| — Tr[H ws (H)], (1.11)

usando la definiciéon de W. Esta cota no es trivial debido a que no es equi-
valente que un estado sea pasivo a que sea térmico.

1.1.1. Procesos colectivos

La caracterizacion de la capacidad de este tipo de baterias se vuelve no
trivial al considerar procesos que involucran la presencia de varias baterias.
En efecto, se halla que, si todos los sub-sistemas se encuentran cada uno un
estado pasivo, el estado global no necesariamente representa un estado pasivo
para el sistema compuesto respecto al Hamiltoniano completo Hy = > . H;.
Es decir,

®R" 0, # ognp. (1.12)

Esto quiere decir que a priori un sistema compuesto por N baterias almacena
mas energia que la suma de las energias de cada una de las baterias, debido
a que la extraccion de toda la energia que cada uno posee individualmente
no lleva al sistema a su estado pasivo. A su vez, esto implica que las ope-
raciones locales - aquellas que afectan a cada sub-sistema individualmente -
no son suficientes para explotar esta potencial ventaja. Para esto se precisan
operaciones colectivas, que afecten simultaneamente a las partes del total.
Por otro lado, el producto de estados térmicos lleva finalmente a un estado
térmico del sistema total, que naturalmente es un estado pasivo. A los esta-
dos pasivos locales 0,, que cumplen que ®"0, también es pasivo para todo

11



valor de n se los llama completamente pasivos [20]. Puede mostrarse que un
estado es completamente pasivo, si y sélo si es térmico.

En cuanto a la ventaja potencial en los sistemas colectivos, se ha especula-
do sobre la utilidad del entrelazamiento como una herramienta para mejorar
la ergotropia de estos sistemas. Sin embargo, se ha demostrado que es posi-
ble lograr procesos de extraccién 6ptimos sin recurrir al entrelazamiento [21].
Sin embargo, para lograr esto, se requiere emplear un método que involucra
mas operaciones, y por ende, mas tiempo para completarse. Considerando
eso, y que al cargar colectivamente cada componente se presume que deberia
requerirse menos tiempo en cargar o descargar la bateria, resulta natural
cuestionar si el tiempo necesario para llevar a cabo los procesos colectivos es
menor que el requerido cuando se cargan individualmente cada sub-sistema.
Con el objetivo de cuantificar estas diferencias, se define la potencia como
el cociente entre la energia disponible en el sistema (ergotropia) y el tiempo
que toma terminar el proceso:

W
P=. (1.13)

Al llevar a cabo la comparacion de los procesos, se normaliza la energia del
proceso colectivo a aquella correspondiente al proceso paralelo, y se calcula
la potencia del proceso para comparar estos tiempos. Se define asi la ventaja

cuantica de carga:
b _ T
== ==, (1.14)
BTy
donde el sub-indice || hace referencia a los procesos paralelos y Jf a los colec-
tivos. Respecto a este factor, se encontr6 en [22] que si se emplean limites de

velocidad cuanticos, la ventaja cuantica cumple la cota:
L <y[k*(m—1) + k], (1.15)

donde v es una constante dependiente del modelo empleado, k es el maxi-
mo numero de sub-sistemas que son colectivamente cargados, y m (llamado
numero de participacién) es el maximo numero de operaciones paralelas en
las que solo aparece un tunico sub-sistema. Esto muestra que en procesos
cuanticos existe una ventaja en los procesos colectivos respecto a la potencia
presente en sistemas que no explotan dichas propiedades, y que dicha ventaja
escala con el nimero de sistemas cargados colectivamente.

1.2. Proceso de carga disipativo

El proceso de carga unitario se presenta entonces como un candidato para
modelar baterias cudnticas, ya que permite cuantificar tanto la energia dis-
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ponible en el dispositivo como la potencia de carga y descarga 23], debido
a que el tiempo que toman los sistemas en llegar a los estados deseados es
finito. No obstante, uno podria cuestionar la precisién necesaria para llevar
a cabo estas tareas. Esto es en parte por el grado de control que se precisa
para que la evolucién sea exactamente la deseada, mientras que para cada
estado inicial se precisa una unitaria diferente. Adicionalmente, la dindmica
del sistema puede ser afectada por el contacto con elementos externos que
perturban el sistema de interés y alteran el resultado final deseado. En parti-
cular, se estudiaran baterias que evolucionan como sistemas abiertos, es decir
no-unitarios, debido a su interaccién con un entorno o bano. En particular,
se hace enfoque en procesos disipativos, que tienen la caracteristica de llevar
al sistema a un estado estacionario luego de transcurrido un determinado
tiempo.

El primer ejemplo de evolucién abierta que podemos mencionar es aquel
en el que el sistema de interés es puesto en contacto con una fuente térmica
a temperatura inversa (5. En este caso, la bateria convergeria finalmente al
estado de Gibbs con la misma temperatura, y como se mencioné antes, este
estado es pasivo. El resultado final no tiene utilidad alguna en este caso, y
naturalmente surge la pregunta sobre si es posible disenar un proceso que
lleve al sistema a un estacionario de ergotropia no nula, esto es, un estado
estacionario activo. Si esto fuera posible, una de las ventajas que se pueden
mencionar, se encuentra relacionada con que la convergencia al estado final
deseado resulta ser independiente de los detalles del estado inicial o de otro
tipo de fluctuacion eventual que pueda afectar la dindmica del sistema.

Existen muchos modelos que describen la evolucién abierta de un siste-
ma cuantico dado, y todos involucran hipdtesis especificas que se ajustan a
distintas situaciones fisicas. La ecuacion de Linblad es un caso particular que
describe un sistema inicialmente separable, cuya evolucién es Markoviana,
y que se puede derivar por ejemplo a partir de la interaccién débil con un
entorno suficientemente grande. Su expresién es la siguiente [24]:

donde ~; son las tasas de decaimiento para transiciones descriptas por ope-
radores A; que estan asociados a la interaccién entre sistema y ambiente.
Por otro lado, el Linbladiano es un superoperador que esta definido como
L(p,A;) = AipAl — H{p, ATA;} v H es el hamiltoniano del sistema de in-
terés. Es importante destacar que si el Lindbladiano no estuviera presente,
la dindmica seguiria la forma unitaria tipica de la ecuaciéon de Von-Neumann.
De hecho, la inclusién de este operador en la ecuacién diferencial es la que
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brinda la caracteristica disipativa a la evolucién, y resulta en la convergencia
asintotica mencionada anteriormente.

1.3. Interacciones repetidas

En los tltimos anos se han estado utilizando los llamados modelos coli-
sionales (también conocidos como modelos de interacciones repetidas) para
describir diferentes situaciones de interés relacionadas con la termodinamica
cudntica [25,26]. Un modelo colisional es aquel en el que un sistema de in-
terés es puesto en contacto de manera sucesiva con sistemas cuanticos que
llamaremos ancillas, que después de interactuar son removidas para no vol-
ver a hacerlo. El modelo colisional mas bésico es el que utiliza N ancillas
idénticas, interactiian sucesivamente con el sistema durante un tiempo fini-
to 7. Esta situacion naturalmente describe un proceso Markoviano y puede
verse representada en el esquema de la figura [1.2

r—_

Figura 1.2: Esquema de un modelo colisional de tiempo de interaccién 7, con potencial de
interaccion V.

Se notaran Hg y H 4 al Hamiltoniano del sistema y cada ancilla respecti-
vamente, y V' al potencial de interaccion entre los dos. Si en un determinado
instante el sistema se encuentra en un estado descripto por la siguiente matriz
densidad pfgn_l), entonces se puede garantizar que al comienzo del contacto
con la n-ésima ancilla el estado del sistema es:

—1
o =8 ®pa, (1.17)
donde se entiende por subindice & como “sistema” y el subindice A como
“ancilla”. También se abrevia a p (n7) = p™. La evolucién del sistema total
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durante ese periodo de tiempo es unitaria, y por lo tanto el sistema a tiempo
nT es:

p"M =U (pfs"_l) ® PA) Ut =Up{U", (1.18)

donde U = exp (—iT (Hs + H4 + V)), ya que los Hamiltonianos que la com-
ponen son independientes del tiempo. De esta manera, para obtener el estado
del sistema luego de la n-ésima interaccion se debe trazar sobre los grados
de libertad del bano, por lo que finalmente se obtiene la expresién:

o8 = Tralt (oY @ pa) U], (1.19)

donde Tr 4[] es la traza parcial sobre el espacio de A. Esta accién es adecuada
para la descripcién de una evolucion fisica debido a que preserva la traza y la
positividad de la matriz densidad, las cuales garantizan que la misma resulte
en un estado apropiado segun la mecdnica cuantica (mapas CPTP) [27]. Se
define la accion sobre p de esta evolucion no-unitaria en un tiempo 7 como
(p):

E (ps) = TralU (ps ® pa) U']. (1.20)

La composicion sucesiva de este mapa resulta en la evolucién total del estado
del sistema. Con la nocién de evolucion ya resuelta, se quiere disenar procesos
disipativos que tengan un tnico estado estado estacionario activo. Un estado
estacionario, tiene la caracteristica que es invariante frente a la accién del
mapa & (p) = p. Debido al cardcter contractivo de la entropia relativa ante
la accién del mapa, el estado estacionario es necesariamente atractivo. Con
esto se entiende que la entropia relativa entre el estado y su estacionario
siempre decrece [24]. Entonces mediante la aplicacién sucesiva del mapa es
posible llevar cualquier estado inicial al estacionario:

lim &"(p) =p (1.21)

n—oo

Un estado estacionario es tal que la produccién de entropia es nula, y

puede mostrarse que en el marco del modelo colisional que se utiliza aqui,
debe tener la forma de [28|:

. e_BHO
pp = ws(Ho) = T (7o) (1.22)

donde el operador Hy cumple que [U, Hy + H 4| = 0. Esta ultima condicién
puede traducirse a dos ecuaciones separadas que son:

[Hs, Hy] =0 (1.23)
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y que:
[V, Hy+ H4] = 0. (1.24)

Ahora podemos calcular las cantidades termodinamicas de relevancia para el
modelo en cuestion. En primer lugar, el calor recibido por el sistema puede
ser definido como “menos” el cambio energético del bano en cada paso. Esto
serfa:

Qn == TealHa (P = wp(H))]. (1.25)
donde pEZf) = Trs[p™)] es el estado de la n-ésima ancilla luego de la interac-
cién. Usando que Tr[H qwg(Hy4)] = Tr [HApé")]:

Qn=—Tr [HA (Upg”)UT - ,ogm)} . (1.26)

donde se emplea la definicién (1.18)). Si se suma y resta Hy adentro de la
traza,

Q, =Tt [Ho (Upg")UT - pgm)] - Tr[(HA + Hy) (Upg”)UT - ,ogm)} . (1.27)
Utilizando ademés que [Hy + Hy4, U] = 0, puede verse que:
Tr[(HO +Hy) (Upg”)UT - pgn>)] — 0, (1.28)
y trazando sobre los grados de libertad de A se obtiene finalmente que:

Q, = Trs[H, (pfg") - pfg”‘”)]. (1.29)

Por otro, lado se tiene que la variacién de la energia interna de la bateria en
cada paso del proceso es:

E, = Trs[Hs (p§ = p{ ™). (1.30)

Empleando ahora la primera ley de la termodinamica para el paso este paso,
E, =Q,+ W,, el trabajo que se realiza en cada paso del proceso debe ser
entonces:

W, = Trs[(Hs — Hy) <P§sn> - Pgn_l)>]- (1.31)

El trabajo es una cantidad asociada a un agente externo, que pone en con-
tacto el sistema mediante el potencial de interaccion V. Notar que el caso
particular de Hy = Hgs describe el proceso de termalizacion, ya que el estado
estacionario pg se corresponde con el estado de Gibbs asociado a Hs. En
este caso, es inmediato que el trabajo requerido para llevar al sistema a este
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estado estacionario es nulo. La energia presente en el sistema es inicamente
calor que fluye de los banos hacia la bateria. Bajo esta definicién de las can-
tidades termodinamicas, es también inmediato que si el sistema alcanzo el
estacionario, siendo esto pfgn) — pgn_l) = 0, todas ellas se anulan. Esto significa
que mantener al sistema en un estado de equilibrio no tiene costo energético.

La evolucion del modelo colisional considera el estado final de cada paso
para definir el estado a un dado tiempo. Es posible obtener una ecuaciéon
diferencial para la evolucion del sistema mediante el analisis del limite en el
cual los pasos son infinitesimalmente pequenos. Para esto se busca calcular
la derivada del estado luego de cada paso, y de alli encontrar una ecuacion
maestra para resolver la dindmica a todo tiempo. En la seccion [1.4.2| se hace
un desarrollo general sobre como hacer este procedimiento para un sistema
con entornos con coherencias. Ese calculo incluye al de un sistema con ancillas
térmicas, dando el resultado:

pS = —i[HS, ps] + Z %E (p87 Al) ) (132)

que es la ecuacién maestra de Linblad. Esto quiere decir que el modelo colisio-
nal, en un limite de tiempo interacciéon corto, simula los procesos descriptos
por la ecuacién . La tnica excepcién a tener en cuenta es que para
el primer caso, la hipdtesis de interaccion débil es necesaria para hacer co-
rrectamente la deduccion, mientras que en el modelo colisional esto no es
necesario. Esto quiere decir que los procesos que describe el modelo colisio-
nal estan obligados a corresponderse con la situacion que definen al mismo,
que es que los entornos sean continuamente renovados. Adicionalmente, de-
bido a que el tiempo de interaccion se vuelve infinitesimalmente pequeno,
el potencial que media el contacto entre ancilla y sistema debe aumentar a
medida que la duracién del contacto disminuye, haciendo que la interaccion
sea necesariamente fuerte en este caso [27].

En particular, algunas situaciones fisicas reales en las que el modelo co-
lisional encaja adecuadamente son en la teoria de micromaser y la teoria de
mediciones débiles. En la primera, se plantean atomos que interactian uno a
uno con un modo normal de una cavidad. Asi, las particulas representan las
ancillas, mientras que el sistema de interés es el modo normal [29,30]. Por
otro lado, en la teoria de mediciones débiles, se quiere conocer las propiedades
un sistema dado, continuamente. Para hacer esto se debe perturbar levemen-
te al mismo en cada medicion realizada. Las ancillas del modelo colisional
son perfectas como los “medidores” responsables de producir una medicién
pseudo-continua y perturbativa [31,32].

Una vez conseguido el estado de equilibrio, se quiere ver si el mismo es
util para el ambito de las baterias cuanticas. Esto es, que este estado sea un
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estado activo. Notar que este concepto es particularmente relevante porque
quiere decir que, de existir, es un estado resistente ante perturbaciones y 1til
tanto para cargar como luego extraer su energia. A su vez no requiere un
costo energético para ser mantenido. A continuacion, se ejemplifica un caso
asi, mostrando que efectivamente existen.

1.3.1. Protocolo para un estado activo

Para generar de este modo un estado activo estacionario, se debe disenar
un potencial que lleve al sistema a dicho estado. Se considera entonces auto-
operadores del sistema y bano S, y A,, que satisfagan [Hg, So] = A\aSa ¥
[Ha, As] = AaAq. Luego, la interaccién entre la baterfa y las ancillas como
[13]:

V=> gu5® A, (1.33)

donde g, es la constante de interaccién. Este potencial cumple la siguiente
relacién de conmutacion:

[V,—Hs + Ha] = 0. (1.34)

Si se consideran los elementos de matriz de esta ecuacion y la ecuacién (|1.24)),
se concluye que a menos de un término constante Hy es —Hg. Se toma

entonces que Hy = —Hg, lo que lleva a que el estacionario del mapa &£ (p) es:
R 6/8HS

donde Z = Tr (eﬁHS ), y es igual al caso de temperatura positiva solo si el
espectro es simétrico respecto al cero. Este estado se corresponde con aquel
que invierte completamente las poblaciones del estado térmico inicial del sis-
tema. Se espera en consecuencia, que el estado al que el sistema llega sea uno
activo debido a que ahora se encuentran invertidas las poblaciones respecto al
térmico. Una vez se alcanza este estado estacionario, puede mostrarse que si
el espectro de energia es simétrico respecto a un valor dado (E = EJ”E%)
es posible elegir una unitaria que re-ordena los autovalores de manera tal que
el estado pasivo es térmico [13], y por lo tanto se satura la cota (|1.11)) para
la ergotropia.

Habiendo definido un proceso que lleva al sistema a un estado estacionario
de equilibrio activo, se procede a cuantificar la eficiencia del mismo. Para esto,
resulta natural considerar la ergotropia como recurso ganado, mientras que
el trabajo aplicado el proceso cumple el rol de recurso gastado. Empleando
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la usual definicién de eficiencia se tiene que:

=3 (1.36)

donde W es la ergotropia y W es el trabajo total del proceso. Se muestra
en [13] que la ergotropia cumple el primer principio de la termodindmica,
siendo esto:

W=Q+W (1.37)
lo que permite expresar a la eficiencia, cuando Hy = —Hg, como :
Q1
=1—-—= == 1.38
Ul W= 3 (1.38)

donde se utilizan las expresiones para calor y trabajo de las ecuaciones
y , que a su vez hicieron uso de la expresién ((1.33) para el potencial.
También se hace explicito que el calor en estos procesos es negativo (se disipa
calor). Esto marca que la energia ttil del proceso de carga con un potencial
de la forma siempre es la mitad de la energia invertida en cargar la
bateria, a diferencia de los procesos unitarios, donde toda la energia invertida
contribuye a la carga de la bateria.A modo de ejemplo, a continuacién se
muestra un proceso de carga disipativo de un qubit.

1.3.2. Ejemplo: proceso de carga de un qubit

Como se menciond, se analiza un protocolo el protocolo previamente men-
cionado para un sistema de un qubit. En particular se considera que las
ancillas también son qubits, y que sus hamiltonianos son idénticos al de la
bateria. Esto es:

Hs = =09, (1.39)

Hy= -0 (1.40)

Adicionalmente, los estados iniciales de ambos elementos serdan térmicos a
la misma temperatura. Siguiendo la ecuacién , en este caso los auto-
operadores del sistema son o4, y se tiene asi que la interaccién debe tener la
forma de:

V =g(0f @ ot +0° @ 0?). (1.41)

Este potencial cumple entonces lo requerido por la ec.(|1.33) para el pro-
tocolo activo, y por lo tanto el estado estacionario del sistema es:

. eﬁgaz
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Figura 1.3: En la figura superior se muestran las poblaciones del fundamental y excitado del
sistema en cuestion, en funcién del tiempo. Por otro lado, en la figura inferior se muestra
la ergotropia normalizada por la ergotropia del estado estacionario, también en funcién
del tiempo. Se muestra como al aumentar la poblacién del estado excitado, la ergotropia
aumenta de la misma manera. Pardmetros: § =3, w =g = %, T=1.

donde Z = Tr (eﬁ %UZ). A partir de este estado puede calcularse facilmente la
ergotropia final del sistema. La misma tiene la forma de:

Wy = wtanh (6%) . (1.43)

Para mostrar el proceso de carga para la bateria, se simula numéricamente
cada paso de la aplicacion del mapa, en los que se calculan las poblaciones
y la ergotropia del estado en ese paso. Estos resultados son mostrados en la
ﬁgura Se utilizan w = g = \%, b =3y 1 =1.Seobserva que la ergotropia
aumenta a medida que el sistema se aproxima al estacionario, mostrando asi
que el mismo se encuentra finalmente en un estado activo.

La eficiencia de procesos que sigan este protocolo de carga va a ser siempre
%, y es imposible modificar este hecho cambiando cualquiera de los parame-
tros ya existentes dentro del problema. Sin embargo, si se hace un planteo
diferente en el que las auto-energias de ancilla y sistema son distintas, el re-
sultado puede diferir [33]. En esta tesis se quiere estudiar qué es lo que sucede
con el proceso de carga cuando el entorno se encuentra en un estado fuera
del equilibrio térmico y posee coherencias cuanticas en la base de energias.
De esta manera, a continuacion se introducen algunas herramientas ttiles
para describir estos sistemas, asi como también se revisan algunos trabajos
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que analizan la influencia de este tipo de entornos en el rendimiento de ciclos
termodinamicos.

1.4. Modelos colisionales en entornos levemen-
te coherentes

Hasta ahora se revisaron procesos en los que se asumia que los elemen-
tos externos al sistema comenzaban en un estado estacionario de equilibrio
y pasivo, en particular en uno térmico. Como se vio previamente, estos es-
tados son inertes a la hora de extraer energia mediante procesos unitarios.
Sin embargo, resultan se utiles para la carga de baterias cuando se disenan
interacciones que conducen a estados estacionarios activos. Una pregunta que
surge entonces es como cambia este proceso si el estado del entorno no tiene
estas caracteristicas.

En particular, se analizan estados que se diferencian del térmico por la
presencia de coherencias en la base de energias. Esto significa que se en-
cuentran representados por matrices densidad en dicha base con elementos
no-nulos fuera de la diagonal. Llamar a un estado de estas caracteristicas
como uno fuera de equilibrio viene de la idea que el estado de Gibbs es el
resultado de la termalizacién del sistema. Modificarlo conlleva entonces a una
perturbacion de dicho estado. Como se menciond en la introduccion de esta
tesis, se intenta analizar el impacto de propiedades puramente cudnticas en
los procesos termodinamicos y la presencia de coherencias cuanticas es una
de ellas.

1.4.1. Estados con coherencias

Algunas formas de cuantificar las coherencias presentes en un estado son
utilizar medidas como la norma U; de todos los elementos fuera de la dia-
gonal respecto a una base dada, o la entropia relativa de coherencia [34]. Es
vital notar que esta cantidad no puede tomar un valor arbitrario, ya que la
positividad del estado puede dejar de estar garantizada. Depende entonces
de la definicion que se tome de las coherencias, la restriccién que se toma
para asegurar que se mantenga esa condicion. En este trabajo se emplea la
norma Ui, que es la suma de los médulos de los elementos de la anti-diagonal
del estado p:

U () = 53 Io (1.44)

i#]
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el factor % se incluye para evitar contar dos veces los modulos. En el caso en
que se tenga un estado diagonal, y se desee incluirle coherencias, es necesario
tener cuidado ya que la matriz densidad resultante tiene que respetar positi-
vidad. De esta manera, se considera como ejemplo un sistema de dimension
dos, en el que se muestran las condiciones necesarias que mantienen esto.

Se comienza considerando un estado térmico de temperatura inversa (3 y
hamiltoniano H:

ws(H) = pg [0X0[ + (1 — pg) [1X1] (1.45)

donde pg = Tr (0_o,wg(H)). La pureza de este estado toma la forma de:

_ 1s\?
Pws(H))=1-2 = (1.46)
donde se recuerda que la pureza de un dado estado p esta definida como
P (p) =Tr(p?), y uj = ps(1 — pg). Se quiere ahora agregar un pardmetro al
estado, para producir una transiciéon continua entre uno térmico, y uno que
posea coherencias. Para esto se hace la simple modificacion de agregar en la
anti-diagonal de la matriz densidad, un pardmetro C. El mismo modificaria
al estado:

peon = Pg |0X0] + (1 — pg) [1)X1| + C[0)L] 4 C*[1)X0] (1.47)
y la pureza del mismo resulta en:

2 (1 —|C)?
P (pon) = 1 - WG 1E) (1.4
Se entiende entonces que si C = 0 el estado es térmico. Este parametro, no
puede tomar un valor arbitrario si se mantienen constantes las poblaciones, ya
que es necesario mantener la positividad de la matriz densidad. Para respetar
positividad, entonces se define un parametro ¢, y se lo hace de manera tal que
si 0 < |¢| <1 entonces la positividad este asegurada. Para hacer esto tiene

que valer C = pglc|. De esta manera, la pureza del estado toma la forma de:

2 (1 —|c|*) p2
P (pcoh) =1- % (1'49)
y se cumple trivialmente que si |¢| = 1 el estado es puro. Por definicién, si el
valor de |c| > 1, la matriz densidad deja de ser positiva. Se tiene entonces que
|| s6lo puede tomar valores entre 0 y 1, transitando entre un estado térmico
y uno puro. La medida de coherencia en este caso es U (peon) = 1s|c|, pero
debido a que difieren inicamente en un factor, se considera a las coherencias
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en esta tesis como |c|. Este estado con coherencias puede pensarse como la
suma entre un estado térmico, y un término proporcional a estas mismas:

peon = wp(H) +[clx (1.50)

donde x = pg (cos (0) o, +sin(0) 0y), y 0 = arg (c).

Una vez definido apropiadamente este estado con coherencias, se procede
a ver su efecto como ancillas en un modelo colisional, buscando encontrar
ventajas o desventajas por sobre el caso ya revisado.

1.4.2. Modelos colisionales levemente coherentes

Para estudiar y ejemplificar el efecto de las coherencias en un proceso de
carga de una bateria cuantica, se emplea un sistema que replique al empleado
en la seccién Como consecuencia, los hamiltonianos y potencial de
interacciéon seran los mostrados alli. La tnica diferencia presente entre dicho
proceso y el que se va a estudiar estd en el estado de las ancillas. El mismo es
el estado p.on introducido en la ecuacion . La accién del mapa resulta
entonces:

E(p) =TralU(p @ peon)U'] (1.51)

donde U es la unitaria definida en la seccién [1.3.1] Como ya se vio previa-
mente, la accién sucesiva de este mapa brinda la evolucion temporal que se
quiere estudiar. La situacion es en definitiva la presentada en la figura [1.2
utilizando especificamente p4 = peon

Los primeros trabajos que buscaron extender estas ideas para entornos
fuera del equilibrio, son las referencias [15,/16]. Alli se derivan ecuaciones
maestras para modelos colisiones con ancillas que poseen coherencias en el
limite de interaccion corta. Adicionalmente, en el primer trabajo se encuen-
tra a la coherencia como un recurso mediante un termino unitario en la
energia, ademds de modificaciones para la primera y segunda ley que in-
cluyen relaciones no triviales con este pardmetro. En el segundo encuentran
comportamientos no convencionales de un sistema atravesando un ciclo de
Carnot, como un refrigerador hibrido capaz de refrigeracién y generacién de
trabajo, o regiones en el espacio de parametros en donde el sistema funcio-
na por encima de la eficiencia de Carnot clasica. En este caso, se analizara
dicha situacion para el caso de baterias, con el objetivo de obtener tanto la
evolucion a todo tiempo como el estado estacionario del sistema. Para ello,
se consideran también, las condiciones necesarias para adaptar al sistema a
esta aproximaciéon. En estos trabajos, se define al estado de la ancilla como:

peoh = wp (H 1) +V/T[¢]x (1.52)
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donde el factor /7 se emplea para que las aproximaciones sean consistentes,
lo que implica ahora que |c| = 1/7|¢|. En este estado, la medida de coherencia
es \/7|¢|, pero para este sistema se piensa en |¢| cuando se habla de coheren-
cias. Notar que esto implica que el valor de las coherencias, para el caso de
la ecuacion maestra, debe ser pequeno. Por esta razén, a estos modelos se los
llama modelos colisionales con entornos levemente coherentes. Por otro lado,
el potencial a usar serda V', que a priori comparte la forma propuesta en la
seccion del proceso de carga de un qubit.

A continuacion se muestra la deduccion de dicha ecuacion maestra. Se co-
mienza por usar el desarrollo de Baker-Housdorff-Campbell a segundo orden
en 7 [35], se obtiene que:

72 ~

1Y (TZT) = pPs ® Pcoh — iT[Ha PS 0%y pcoh] - ?[Va [Vu PS ® pcohH (153)

donde se entiende que ps®ps = ps ((n — 1) 7) @ p4. Considerando ahora que
el tiempo de interaccion se vuelve infinitesimalmente pequeno, el potencial
debe ser re-normalizado para compensar por la poca energia intercambia-
da en ese tiempo. Se busca entonces que a medida que la interaccion sea
mas corta la intensidad aumente, y por lo tanto se redefine al mismo como
V= % Esto permite que la intensidad de la interaccion escale inversamente
al tiempo de interaccion, y a medida que los sistemas son puestos en con-
tacto durante menos tiempo interactiien mas fuertemente. Se busca ahora
computar la derivada de pg, por lo que se realiza el calculo:

Yo — lfm TrA[U(IOS X pcoh)UT] —pPs & Pcoh
ps T7—0 T '

(1.54)

Es decir, nos quedaremos con el desarrollo de la ecuacion a orden uno.
Debido a la re-normalizacién de V, el tercer término es de este orden, lo que
brinda una dinamica distinta a la unitaria, en particular sera el responsable
de la dindmica disipativa. Por otro lado, el factor /7 presente en el estado de
la ancilla también hace que el resultado final se vea modificado. La ecuacion
maestra resulta entonces:

s = —ilHs + A T (Vi) ps] = 5V Vs @ ws(HLOL. (159)
El efecto de las coherencias presentes en el entorno se encuentra relaciona-
do con la aparicién de un Hamiltoniano efectivo Hgf = Hs + |¢| Tra (V)
que, dependiendo el proceso, puede resultar andlogo a un campo externo. La
dindmica disipativa sin embargo, no se ve afectada por |¢|, ya que el término
del Linbladiano no se ve modificado. Por otra parte, el caso de |¢] = 0 se
corresponde con la ecuaciéon maestra para el proceso sin coherencias [36].
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A continuacion, se estudia el estado estacionario de este ultimo proce-
so, asi como también la eficiencia de carga, en el caso que sea activo. Se
busca analizar las diferencias respecto al valor % mencionado previamente.
Adicionalmente, se pretende analizar el efecto del tiempo de interaccién en el
modelo colisional con coherencias, fuera del régimen de interacciones cortas.
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Capitulo 2

Baterias en entornos fuera del
equilibrio

En este capitulo se estudia la eficiencia de carga de procesos utilizando
modelos colisionales con coherencias en el entorno. Se analiza un modelo co-
lisional levemente coherente, encontrando que en el mismo no se supera la
eficiencia el proceso sin coherencias. Con tal de vencer este valor, se recu-
rre a procesos con tiempo de interaccion finito. Al establecer una expresion
para la eficiencia de este proceso, se encuentra estudiandola en funcién de
los parametros que el proceso sin coherencias es superado. En particular se
muestra que el maximo valor que esta toma es de % Se encuentra ademas que
el caso de temperaturas bajas es equivalente al de un estado puro asociado
al |0). Por tltimo, se cierra el proceso de carga mediante una termalizacion
del estado pasivo, permitiendo repetir el ciclo sin modificar la eficiencia de
carga y descarga del mismo.

2.1. Carga de baterias en modelos colisiona-
les levemente coherentes

Como se mencioné anteriormente, el modelo colisional es tal que si se
emplean entornos térmicos en el régimen de tiempos cortos, la dindamica
puede ser descripta mediante la ecuacién de Linblad. Utilizando ancillas con
coherencias es posible derivar una ecuaciéon es similar, en la que aparece
un Hamiltoniano efectivo que modifica la evolucion unitaria, pero deja a la
disipativa intacta.

A continuacion se estudia cémo cambia el estado estacionario frente a
esta dindmica, y cudl es la nueva eficiencia del proceso. Mas importante
aun, resulta clave entender si la nueva contribucion al Hamiltoniano permite
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mejorar la eficiencia en relacién a la del proceso sin coherencias.

2.1.1. Estado estacionario

El sistema que se va a estudiar es el de qubits, empleando lo visto en
la seccion Se considera que las coherencias ¢ son reales, y que por lo
tanto:

X = Hp0g. (21)
Como se mostré en la deduccién para llegar a la ecuacién maestra, el po-
tencial requiere de una re-definicion para que la dindmica no sea la unitaria.
Empleando esto junto con la forma de la ecuacion se tiene que:

v _9
NG

La idea es entender si en un mismo proceso donde sin coherencias se obtenia
un estado estacionario activo, ahora se tiene lo mismo, y si por otro lado se
puede vencer la eficiencia del mismo. Empleando este potencial se obtiene
que el término disipativo toma la forma de:

V= (o ® ot + 0% @0?). (2.2)

p = —ilHs + psgl|clos, p] + g (psL (p,o-) + (1 —ps) L(p,0+))  (2.3)

donde se recuerda que £ (p, 4;) = A;pAl — Hp, ATA;}, y se obvia el sub-indice
S para notar el estado del sistema. Notar que a diferencia de la ecuacion
, ahora las tasas de decaimiento no estan representadas por un tnico
coeficiente, si no que por el producto entre g y las poblaciones del estado
térmico. Las coherencias entonces dan un hamiltoniano efectivo H;f F = Hs+
1sd|¢lo., que en este caso puede ser interpretado como un espin bajo el efecto
de un campo en .

Esta ecuacién diferencial puede representarse también en términos de
matrices. Se tiene de esta manera, que la derivada del estado es igual a una
funcién del mismo:

p=K(p)+M, (2.4)
donde K (p) tiene la forma:

K(ps) = —igpgle| (po1 — p10) — G*pur 2igps|clpn — ia”pro (2.5)
—2iguslclpir + iapio igslel (por — p10) + G p11,

donde @ = w + i% y pij son los elementos de la matriz densidad del sistema.

Para la definicién de a, se recuerda que en la expresién (2.2) hay y una
normalizacion por sobre el potencial, que en consecuencia cambia las unidades
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de ¢ de manera tal que g* tiene unidades de energfa. Esta funcién K (p) se
corresponde con la parte homogénea de la ecuacion diferencial, mientras que
M brinda la solucién particular:

M= (.EQPBN _i@ﬁ‘é') | (2.6)
ig°nslel  —g7ps

Algo a notar, es que en el caso sin coherencias la derivada de los elementos
de matriz de la anti-diagonal no estdn acopladas a los elementos de matriz
de la diagonal, y vice-versa. Lo que quiere decir esto, es que si el estado
inicial no posee coherencias, como lo es en el caso de los estados térmicos,
no podran generarse a lo largo de la evolucién. Por otro lado, en el caso de
tener coherencias en los estados de las ancilla, al existir un acoplamiento ente
términos diagonales y anti-diagonales, las coherencias van a ser distintas de
cero en la bateria. Fundamentalmente, lo que se esta observando es que va a
haber un pasaje de coherencias de banos a sistema, y las mismas seguiran la
dindmica dictada por K (p).

Se quiere ahora calcular el estado estacionario del sistema. Para esto se
pide que p = 0. Al imponer esa condicién, la ecuacién (2.3)) se convierte
en un sistema de cuatro ecuaciones para resolver el estado deseado. Notar
que como los estados fisicos tienen de traza uno, hay dos ecuaciones que
no son independientes, y las incognitas a resolver son tres en vez de cuatro.
Resolviéndolas, se obtiene el siguiente resultado:

hyy = (!7/%‘5’)2 + |a’27_ ~ 0= a?]uﬁ‘é’ (27_ — 1) (27)
2 (gpslé))® + laf? 2 (guslé)) + laf®

pij son los elementos de matriz del estado estacionario, y debido a que el
mismo tiene traza unitaria pog = 1 — p11 y por positividad po1 = (p10)”
Adicionalmente se cumple que si |¢| = 0, se recupera el estado con poblacio-
nes invertidas del proceso sin coherencias. A partir de este estado, se busca
encontrar la ergotropia y trabajo del proceso, permitiendo calcular asi la
eficiencia de manera analitica.

2.1.2. Eficiencia

Para calcular la ergotropia, se debe diagonalizar el estado estacionario, y
re-ordenar sus autovalores para finalmente obtener el estado pasivo. El mismo
se consigue a partir de su definicion en la seccién del capitulo anterior,
asignando al de menor valor al estado de mayor energia y vice-versa. De esta
manera el estado pasivo resulta:

75 = do 11| + Ay [0)0) (2.8)
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donde A\g y A; son los autovalores de p y sus expresiones son:

L1, loltanh () y/laf + (2gpsle) 0
1= = ~ ~ .
2 2 (2(guslel)® + |af®)

y vale que \g = 1— g debido a la invarianza de la traza ante transformaciones
unitarias. Finalmente, usando la definicién de W llegamos a la expresion final:

wlal? tanh (%) \/ 25l \ >
) 14+4/1+ (—> (2.10)

(2(Gule)? + |af? lal

que en el caso sin coherencias recupera la expresién para ergotropia de W =
w tanh (B%) Resta ahora calcular el trabajo empleado para cargar la bateria,
porque si bien la ergotropia es una medida de al energia disponible en el
sistema, es importante considerar el gasto energético empleado en cargarla.

Para el calculo de W, se considera la expresién de la derivada del mismo:

W =Tr((Hs + Hs) p) . (2.11)

Notar que en esta expresion, la derivada es la del sistema total, no la de S.
Esto hace que no se pueda usar directamente la ecuacién maestra , y
nuevamente la herramienta a recurrir es a un desarrollo a orden uno en 7
para calcular la derivada. Realizando el mismo se llega finalmente a que:

- . g
W = 2wgpugslel (Z (P10 — po1) — —= (p11 — pﬁ)) - (2.12)
fi¢]
Resta entonces integrar esta expresion en el tiempo que dura el proceso para
calcular el trabajo. Los detalles del cémputo son tratados en el apéndice [A]
y su resultado es:

2w tanh 2«
W= ————2— ((gusle)”* + |al*) (2.13)
2 (guslel)’ + |al?

donde W es la integral de W, y nuevamente se cumple que a coherencias
nulas la expresion del trabajo W = 2w tanh ’%w, donde es inmediato verificar
que vale para el caso sin coherencias si se usa que la eficiencia en ese caso es
% y por lo tanto W = 2IV.

Una vez conseguidas la ergotropia y el trabajo, resta calcular su cociente

para tener la eficiencia del proceso. La misma sigue entonces que:

14+ vV1+e€
n:w:u (2.14)
W 4+ €2
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donde: —
¢
e = 2omslel (2.15)

2 g
w* + a1
que es el inico pardametro del cual depende esta expresion. Gracias a esto, es
facil ver que independientemente de la combinacién de parametros utilizados,
siempre vale que 1 < % Esto quiere decir que la eficiencia del proceso, en
el limite de tiempos cortos de interaccién, no puede superar la eficiencia del
proceso sin coherencias. En la figura [2.1] se muestra la gréafica de la eficiencia

en funcién de e.

05{ mm=——————————————————

0.4 1

= 0.3

0.2 1

-— m

0.1 1

0 2 4 6 8 10

Figura 2.1: Eficiencia del proceso en el régimen de ecuacién maestra, en funcién del parame-
2G1|¢|
2, 32

tro € = . Se observa entonces que con la ecuacién maestra no puede superarse la

1
eficiencia de un Proceso sin coherencias.

Es entonces imposible vencer el valor sin coherencias de la eficiencia em-
pleando un modelo colisional levemente coherente, utilizando el potencial de
interaccién de la ecuacién . Sin embargo, se puede prescindir del for-
malismo de ecuaciones maestras, si se considera que el tiempo de interaccién
deja de ser infinitamente pequeno. Para esto entonces se debe aplicar el mapa
de manera discreta en el tiempo, y considerar al estado como una sucesion
de pasos que eventualmente alcanzaran el estado estacionario.
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2.2. Carga de baterias con coherencias y tiem-
po de interaccion finitos

Una vez estudiado el proceso de carga con coherencias pequenas e in-
teracciones cortas, se procede a estudiar el proceso con el modelo colisional
completo. Esto es, con un tiempo de interaccion y coherencias finitas. Para
hacer esto, se comienza desde cero con la definicién del mapa que caracteriza
el proceso, para luego hallar el estado estacionario.

2.2.1. Estado estacionario

En términos del modelo colisional, se define un mapa el mapa que actia
sobre el sistema sucesivamente hasta alcanzar el estado estacionario. Para
obtener su forma se procede en forma andloga a como se hizo la ecuacion
maestra. A partir del mismo se calcula, la ergotropia y el trabajo. Como ya
se vio, la accién del mapa tiene la forma de:

E(p) =TralU(p ® peon)UT, (2.16)

donde el estado estacionario de este mapa esta definido a partir de € (p) = p.
Para usar esa ecuacion, primero se analiza cémo actia la unitaria U sobre el
estado. En primer lugar, se estudia el Hamiltoniano total del sistema resulta
ser: o

H=5(%®HA+Hs®az)+g(oi®af+af®ai‘). (2.17)

Es facil ver que este hamiltoniano es un hamiltoniano por bloques que actua
en los subespacios D = {|00),|11)} y al C = {|10),]01)} de la base o, para
cada uno de los sistemas. En particular, es facil ver que actia trivialmente
sobre C, mientras que es posible escribirlo como una combinacién lineal de
matrices de Pauli definidas en D. Es decir, produce transiciones inicamente
entre estados |00) y |11). El término de interaccién se puede representar
como un operador proporcional a o, en el espacio D, mientras que el otro
término, correspondiente al Hamiltoniano libre, como otro proporcional a o,
sobre este mismo espacio. Por esta razén, al exponenciar el Hamiltoniano se
obtiene una unitaria de la forma:

U = (cos(Qr)Ip —i(d-n)sin(Q7)) ® I, (2.18)

donde Q = \/w?+¢% n=(§,0,5) y & = (0.,04,0.). La frecuencia natural
de oscilacion del sistema es entonces €2, y dependiendo del valor de 7 utilizado,
el estado final del sistema se modifica segin la ecuaciéon (2.18]).
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La aplicacién del mapa sobre el sistema entonces se construye mediante
la aplicacién de este operador sobre el estado p ® p.on v efectuando la traza
sobre los grados de libertad de la ancilla. Una vez realizado esto, se obtiene
la representacion matricial del superoperador asociado al mapa, de manera
que & (p) = ®p. A partir de ahora, cuando se hable de mapa y superoperador
se utiliza la notacion ®. Para hacerlo debe tomarse un orden particular en
el que formar el vector de la matriz densidad. En este caso se opta por
(ﬁ)T = (poo, P11, Po1, P10), ¥ la expresion del superoperador resulta:

pelXPP+ (1 —ps)  (L—pa) V[P  ppeXY*  pseX*Y

P = pslY[? po+ (1 —pp) | X[° pgeXY  ppcr XY™
,U,BC*Y* MﬁC*Y X 0 ’
ppcY ppcY ™ 0 X

(2.19)

donde los parametros X y Y siguen las expresiones:
X = cos (Qr) + z% sin (27) , (2.20)

y

Y = —i% sin (Q7) . (2.21)

Al plantear la condicion para despejar el estado estacionario:
Op=p (2.22)

se obtienen 4 ecuaciones de la misma manera que para la ecuaciéon maestra.
Nuevamente dos de ellas no son independientes, y al resolver las tres restantes
se obtiene el estado estacionario final:

o = b — (M,B|C|)2 (1 - |G|2) hro = Gugc (2ps — 1)
=2 (pgle)) (1= 1G") 1— 2 (pgle)? (1 — |GP)

donde

, (2.23)

ig sin (Q7)
Q (1 —cos (7)) + i wsin (27)’

y nuevamente vale que poo = 1 — p11 y po1 = (p10)". Lo primero a destacar,
es que ahora el estado estacionario depende explicitamente del valor de 7 to-
mado. No solo eso, si no que el estado es periddico con este tiempo, ya que la
unica dependencia con el mismo esta dentro de los argumentos de la funcion
peridédica G. El periodo de estas funciones estd relacionado con la frecuencia
Q = Jw? + ¢2, la cual es esencial para determinar el comportamiento pe-
riédico de todas las cantidades a calcular. Dicha periodicidad proviene de la

G = (2.24)
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que aparece naturalmente en el proceso unitario que atraviesa el sistema du-
rante cada iteracion. La misma termina trasladandose al proceso entero, con
todos los pasos incluidos. Esto quiere decir también que los estados que estén
separados por una diferencia de tiempo de interaccion que sea multiplo de %’r
seran los mismos, y que por lo tanto analizar valores de 7 que superen 7/ = %’T
carece de sentido. Por otro lado este modelo sin coherencias se corresponde

con los resultados previos [13,33].

2.2.2. Eficiencia

Nuevamente, se busca calcular la eficiencia del proceso. Para esto se utiliza
una propiedad muy 1util de este proceso, y que se demuestra a continuacion,
que asegura que el trabajo realizado es el doble de la energia interna. La
utilidad de este hecho recae en que para el computo analitico del trabajo se
debe conocer el estado del entorno en cada paso. Al encontrar una relacién
entre trabajo y energia, se evita este problema ya que la energia interna sélo
depende del estado del estado de §. Usando que Hy = —Hg, la expresion del

trabajo en el paso n es (2.10)):
Wy = Te[(Hs + Ha) (o7 = o). (2.25)

donde se recuerda que p™ = U pén)U f siendo ,0(()") = pfgn_l) ® Peon- Como el

proceso atravesado por la bateria, exceptuando las ancillas, es el correspon-
diente al de la seccién [1.3.1) se puede garantizar que [U,—Hs + H4] = 0.
Usando estos ultimos hechos, y re-escribiendo:

Hs+ Hy=2Hs + (—Hg—i—HA), (2.26)

es facil ver que:
Wo = 2Te[Hs (0 — p{”)] + Te[(—Hs + Ha) (67 = )] (227)

Usando la definicién de p™ y que la unitaria conmuta con (—Hgs + H.,),
puede verse que el segundo tésrmino se anula. Trazando ahora Unicamente
sobre los grados de libertad de la ancilla se tiene que:

W, = 2 Trs[Hs (pg”) . pg”‘”)] (2.28)

donde pfg") = Try[p™]. A partir de la ecuacién (1.30]), puede verse que la
expresion de trabajo mostrada en ([2.28)) es exactamente dos veces el valor de
la energia. Notar que este es un resultado general, y sélo depende de que el
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sistema cumpla las condiciones presentadas en la Seccion del Capitulo 1.
Como esta relacion vale para un paso arbitrario n, debe valer para el trabajo
y energia totales. Usando la ecuacion (2.28) y la definicién de la ergotropia

(1.3), se tiene que:
Tr[Hs (p — 05)]

 2Tr[Hs (p — ws(Ha))]
Recordando las definiciones del estado estacionario ([2.23)), el estado de Gibbs
(1.45) y del estado pasivo (|1.5]), y calculando las trazas presentes, puede

llegarse a que la expresion de la eficiencia es:
(A1 = poo)

n= m (2.30)

n (2.29)

donde \; es el mayor autovalor de p. Notar que la eficiencia sélo depende de
los elementos de matriz de distintas matrices densidad, por lo que no tiene
unidades. Para calcular Ay, se debe diagonalizar p. El mismo toma la forma
de:

A = 1 1+ \/1 - (2'u/3|c||f|) (2]9,8 ; 1)
’ (1 =2 (usle))” (1 = 1GI%))

mientras que por la invarianza de la traza ante las transformaciones unitarias,
Ao = 1 — Ay, Notar que si |¢| = 0 entonces A\; = pg, de lo cual nuevamente
se recupera el caso correspondiente al proceso sin coherencias. Todos los
elementos de matriz alli presentes son conocidos, y ante su reemplazo y un
poco de dlgebra se llega finalmente a la ecuacion general para la eficiencia:

(2.31)

14 /14 Quslell G2
(1= (ualel)? (1 - [GP))

Como se mencion6 previamente, la periodicidad del estado estacionario es
trasladada a la eficiencia del proceso al depender esta directamente del mis-
mo.

Se comienza por estudiar el comportamiento de la eficiencia en funcién
de la coherencia. Para esto se toma que 2 = 1 y que w = g. Se consideran
ademas regimenes de alta y baja temperatura, con distintos valores de 7 para
entender su efecto parcialmente. El régimen intermedio de la temperatura no
es relevante, debido a que la funcién que expresa a la misma en el sistema
(pp) es mondtonamente creciente con la temperatura. En primer lugar, se ob-
serva en la figura que, en efecto, es posible superar la eficiencia del caso
sin coherencias. Por otro lado, dependiendo del valor de tiempo de interac-
cion utilizado, la eficiencia crece o decrece en funcién de la coherencia. En

n= (2.32)
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Figura 2.2: Figuras de eficiencia en funcién de coherencia, para distintos valores de 7, en
regimenes de temperatura alta y baja. Puede observarse que al cambiar la temperatura el
comportamiento de cada curva no cambia, no asi el orden de magnitud alrededor del cual
se encuentran. Para temperaturas altas se ve que la eficiencia alcanza a superar el 60 %
mientras que para temperaturas bajas la eficiencia apenas sobrepasa el caso sin coherencias.
Por otro lado, se encuentra que a tiempos de interaccion cortos la eficiencia decrece como
lo hacia en la ecuacién maestra. Pardmetros: g = % =w, B = 1073 (Temperatura alta)

y B =10 (Temperatura baja).

particular, para 7 = 107® la eficiencia siempre decrece. Esto es compatible
con lo encontrado a partir de la ecuacion maestra.

En los dos valores empleados de temperatura, es notable el crecimiento de
la eficiencia con la misma, asi como en el cambio que atraviesa al modificar |c|.
Por 1ltimo, es esencial destacar que si bien en distintos érdenes de magnitud,
la eficiencia del proceso sin coherencias es superada en ambos valores de
temperatura para 7 = 37” Esto quiere decir, que a priori ya se puede asegurar
que existen, a partir del modelo colisional con ancillas coherentes, procesos
posibles con mayor eficiencia.

A continuacién se estudia la eficiencia en funciéon de 7. Como ya se men-
ciond, y demostré en la ecuacion , el comportamiento de la misma es
periédica en funcién de este pardmetro. Esto es visible en la figura[2.3] donde
se grafica entre 0 y 2w usando {2 = 1 . Puede entonces verse cual es el efecto
de aumentar y disminuir el valor de g y |c|.

En la figura puede verse la eficiencia en funcién de 7 para distintos
valores de |c|, en regimenes de interaccién fuerte y débil. Se ignora nueva-
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Figura 2.3: Gréficos de eficiencia en funcién de 7 para distintas coherencias, en regimenes
de interaccién fuerte y débil. Adicionalmente se grafica la eficiencia en funcién de este
mismo parametro para un rango mayor, mostrando explicitamente asi la periodicidad ya
mencionada. Parametros: Para los graficos para distintas coherencias se uso =1, g = 0.1
(Interaccién débil), g = 0.9 (Interaccién fuerte), w = /1 — ¢g2. Para el gréfico que muestra
la periodicidad, seuso f=1,g=w = %, le] = 1.

mente un régimen intermedio porque g se expresa Unicamente a partir de
funciones crecientes con el mismo. También, se muestran dos periodos de
la funcién, donde se observa su periodicidad explicitamente. Puede notarse
la diferencia cualitativa entre los distintos regimenes. Al interactuar débil-
mente, el valor de 7 no modifica sustancialmente la eficiencia. Este no es
el caso para la coherencia, que lo hace de manera similar tanto en el régi-
men de interaccion fuerte como en débil. Se observa que al interactuar mas
fuertemente, la eleccién del tiempo de interaccién empleado representa ma-
yor importancia. Al interactuar débilmente, lo opuesto ocurre. Esto puede
ocurrir debido a que en este régimen la presencia prolongada de una ancilla
no significa, enérgicamente hablando, un cambio importante. Para |c| ~ 0
la eficiencia es aproximadamente constante y cercana a %, como puede verse
desde la expresion .

Puede observarse también, que dependiendo del valor de la interaccién y
el tiempo, la coherencia hara crecer, decrecer o tener un comportamiento no
mondtono a la eficiencia. Por ejemplo en el régimen de interaccion fuerte, en
una region de tiempos cercana a los multiplos del periodo, se puede concluir
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que la eficiencia decrece con la coherencia. Por otro lado, en un regién cercana
a la interseccion entre las curvas para distintas coherencias, se encuentra que
hay un comportamiento no mondétono, ya que la curva correspondiente a
lc| = 1 estd entre medio de las otras dos restantes. Mientras que, en el
centro del dominio de los tiempos de interaccion seleccionados, la eficiencia
es mon6tonamente creciente con |c¢|. Finalmente, en el régimen de interaccion
débil la eficiencia siempre es creciente con |c|, independientemente del valor
de 7.

Por 1ltimo, se analiza la dependencia asintética con 5. Se encuentra que
cuando [ diverge, el proceso es equivalente al caso sin coherencias, es decir
n — 1/2. Esto es porque se tiene que pg tiende al limite:

lim g = lim /pg(1 — pg) = 0, (2.33)
B—00 B—00

mondétonamente con la temperatura. Si se revisa la expresién para la
eficiencia, la temperatura solo aparece a partir de este factor, que acompana
a |c| en toda la ecuacién. Esto implica que es lo mismo tomar |c¢| = 0 que
este limite. Ademas, esto puede entenderse a partir de que en esta situacion,
los estados peon ¥ wp(H4) son aproximadamente iguales, volviéndose ambos
estados puros del fundamental. Por lo tanto, las ancillas afectan de la misma
manera a la bateria en ambos procesos. Es asi que si la temperatura se
acerca al cero absoluto, la eficiencia es, independientemente de los pardmetros
tomados, igual a la de la carga sin coherencias.

Cota superior a la eficiencia

Una vez observado que este proceso puede, para ciertos valores del espacio
de parametros, superar la eficiencia del proceso sin coherencias, surge la
pregunta de cudl es el maximo valor que esta puede tomar. Para evaluar esta
cota, en primer lugar se toma el valor de 7 = &, que puede mostrarse anula la
derivada de la eficiencia respecto de 7 y es un maximo de la misma. Debido
que al reemplazar este valor en 7, las dependencias con g y w desaparecen,
s6lo resta maximizar con los pardmetros |c| y 5. La expresién en este tiempo
de interaccién toma la forma de:

n < (2.34)

[GSIN )

Mirando cuidadosamente esta expresion, puede verse que si [¢| =1y =10
(que equivale a pg = %), la eficiencia toma su maximo valor que es n = %
(ver apéndice . Adicionalmente, si se toma un tiempo cercano a este valor
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de 7, puede mostrarse facilmente que la eficiencia supera a la del proceso sin
coherencias independientemente de los parametros seleccionados.

Si bien en este caso se alcanza el maximo de la eficiencia, basta con inspec-
cionar detalladamente la accién de la unitaria por sobre el estado conjunto de
la bateria y la ancilla para encontrar que este caso no es necesariamente algo
factible. Recordando la accion de la unitaria en , esta unitaria actua al
comienzo de cada paso por sobre el estado pé”) en el paso n, y al trazar el
resultado sobre los grados de libertad de la ancilla obtenemos el estado del
a bateria en ese paso. Una vez elegido el valor 7 = & se encuentra que esta
unitaria toma la expresion de:

U=-Ip®I. (2.35)

Esto indica que para este valor del tiempo de interaccion el mapa es la iden-
tidad. El valor para el cual esta definida la formula de la eficiencia representa
un valor asintético al cual la misma tiende, al acercarse a 7= Z.

2.2.3. Cerrado del ciclo de carga

Por completitud, una vez llevada la bateria al estado pasivo, se puede
pensar en un método para reproducir la carga de la bateria indefinidamente.
Para esto se analizan dos procesos distintos que buscan este objetivo. El
primero consiste en hacer el proceso de carga desde el térmico una tnica
vez, y luego descarga hasta el pasivo, utilizando a este tltimo como nuevo
estado inicial para volver a cargar la bateria. El segundo consta de conectar
al estado pasivo con un entorno térmico, permitiendo a partir de un potencial
de interaccién (Vi) que la baterfa se equilibre con las ancillas. Estos procesos
estan esquematizados en la figura 2.4

Empezando por el primer proceso, debe asegurarse que a partir del estado
pasivo, y la accién del mapa de la ecuacion asociado al proceso de
carga coherente, se llegue al mismo estado estacionario p. Notar para esto
la accion del mapa en la seccion [2.2.1] en particular la ecuaciéon que define
el estado estacionario . En la misma no se emplea nunca el estado
inicial de la bateria, si no que se utiliza el estado inicial de las ancillas, asi
como el hamiltoniano total. Por esta razon, el estado estacionario del sistema
sometido al mapa ® no puede depender del estado inicial que toma S. Como
la solucion al sistema de ecuaciones es unica, entonces el estado estacionario
de este mapa no solo no depende del estado inicial que toma el sistema, si
no que tampoco puede tomar otro valor que no sea el de la ecuacion .
Por esta razon, el estado estacionario de este proceso sera el mismo, a pesar
de que el estado inicial sea el estado pasivo ;.
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Figura 2.4: La figura de la izquierda esquematiza el ciclo de carga mediante la conexion
entre el estado pasivo 0, y el estacionario p, utilizando ademds la descarga unitaria U. La
figura de la derecha hace lo mismo para el cerrado mediante el potencial V;;, cuyo objetivo
es termalizar al estado pasivo para devolver a la bateria a su estado inicial.

Una vez asegurado esto, resta entonces calcular la eficiencia empleando la
definicién de la misma. Sin embargo, rapidamente se simplifica la expresion
para la misma. Para ver esto se recuerda que la ergotropia en este proceso
sigue la expresion de:

W =Tr[Hs (p — 0;)]. (2.36)
A su vez la energia interna del proceso entero, dado un estado inicial py, es:
E =Tr[Hs (po — 05)). (2.37)

Como en este caso py = 0, se tiene entonces que £ = V. Usando a su vez
que W = 2F para estos procesos, entonces es inmediato usando la definiciéon
de eficiencia ([1.36]) que n = % Esto quiere decir que cerrar al ciclo de carga
tomando al estado pasivo como inicial no es una opcién, ya que no puede
reproducir la eficiencia del proceso de carga en el cual se adquieren ventajas.

Queda entonces estudiar el proceso que lleva al pasivo hasta el estado
térmico. Para esto, se emplea el potencial:

Vin =9 (0° @ o + 0% ® o) (2.38)

Si se considera que las ancillas estdn en un estado térmico wg(Hg), puede
calcularse a partir del formalismo de la seccién que el operador Hy - el
cual determina el estado estacionario del mapa ® -, es igual al hamiltoniano
del sistema Hg. Siguiendo la expresion , el estado estacionario para este

proceso es:
. e_ﬂHS
b= (2.39)

donde Z = Tr [e_BHS}. Esto es efectivamente una termalizacion del estado
pasivo hacia el estado térmico en el que se encontraba el sistema inicialmente,
cerrando asi el ciclo.
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Una vez asegurado que la termalizacion es posible a partir del pasivo,
utilizando el potencial V};, resta cuantificar el costo de trabajo de este ultimo
proceso, ya que el mismo modificaria la eficiencia del proceso. Sin embargo, ya
se vio a partir de la ecuacion ([2.10) que cualquier proceso de termalizacion
que use este formalismo no cuesta trabajo. Esto quiere decir que la tnica
energia transfiriéndose entre sistemas es de calor, y la eficiencia del proceso
no es afectada debido a que el trabajo total del ciclo no cambia al agregar la
termalizacion.
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Capitulo 3

Potencia de carga y
correlaciones

En este Capitulo se define la potencia de carga del proceso a partir de la
ergotropia y el tiempo caracteristico exponencial. Se analiza la potencia sin
coherencias a partir de su forma analitica, estudiando el limite de la ecuacion
maestra y su maximo valor. Por otro lado se estudia la potencia del proceso
sin coherencias de manera numérica, analizando su comportamiento con los
distintos parametros del sistema. Ademas, se examina el comportamiento de
la eficiencia junto con el de la potencia en funcién de 7, y se grafican la eficien-
cia a potencia maxima en funciéon de la coherencia. Se concluye finalmente
que las coherencias empeoran la potencia respecto al proceso sin coherencia,
cumpliéndose a su vez en ciertas regiones de parametros un intercambio entre
eficiencia y potencia tipico en sistemas termodinamicos de tiempo finito.

En cuanto a las correlaciones, se definen la informacion mutua, discordia
cuantica, correlaciones clasicas a partir del formalismo de matriz densidad,
a la vez que la concurrencia, una medida cerrada de entrelazamiento para
sistemas de dos qubits. Se definen con estas las correlaciones del proceso
entero, analizandolas en funcién de la temperatura, coherencias y tiempo de
interaccion. Por 1ultimo, se grafica la eficiencia en funcién de la informacion
mutua del proceso, encontrando que la misma crece monétonamente con las
correlaciones.
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Tradicionalmente, en termodinamica se considera que los procesos ocu-
rren infinitamente lento, permitiendo un continuo de estados de equilibrio
que dibujan una curva sobre el espacio de variables de estado. Si se cambia
esto, asumiendo que los procesos toman un determinado tiempo, se encuentra
que si bien el modelo es ahora mas realista, la eficiencia resultante es menor
a la de los procesos reversibles. Esto es compatible con lo que se encuentra
en un sistema fisico termodinamico real, y es posible encontrar valores de
eficiencia a potencia maxima o vice-versa [7,37].

En el sistema cuantico estudiado aqui, si bien existe un acercamiento
asintético al estado estacionario, luego de un tiempo finito puede conside-
rarse a la bateria como cargada, habitando completado ya un porcentaje
arbitrariamente cercano al completo. Como la dinamica del proceso de carga
disipativa es exponencial, existe un tiempo caracteristico que estd asociado
a la escala temporal de la evolucién. Por este motivo solo, el sistema ya es
considerado como uno de no equilibrio, debido a que el mismo alcanza un
equilibrio termodindamico en tiempo finito. Existe entonces una manera de
caracterizar la potencia de este sistema. Asi, cada uno de los valores de efi-
ciencia que toma el proceso segun los parametros se corresponde con un dado
tiempo caracteristico, que determina la energia por unidad de tiempo.

Como se menciond en el capitulo anterior, para el valor de 7 = & se espe-
ra que la potencia sea nula, debido a que el mapa de la evolucién es igual a
la identidad. Se tiene entonces que en un régimen donde se alcanza maxima
eficiencia, la potencia se anula. Este intercambio entre potencia y eficiencia es
usual en los procesos termodinamicos a tiempo finito. A continuacién, se es-
tudia como cambia la potencia con la coherencia presente en el entorno, para
distintos valores de temperatura. Se busca también determinar la existencia
de regiones en el espacio de parametros, en la que se encuentren ventajas
tanto en potencia como eficiencia, o si solo es posible lograrla por separado.

3.1. Potencia media

Para definir la potencia del proceso de carga se utiliza la potencia media.
Al hacer esto, se debe encontrar una escala de tiempo que defina aproxi-
madamente la duracién de la carga. Si bien, formalmente, la misma ocurre
en un tiempo infinito debido a que el estacionario es una asintota, puede
considerarse completada la carga una vez alcanzado un alto porcentaje de
la ergotropia correspondiente al estado estacionario. Para esto se analizan
las propiedades espectrales del superoperador ® [38]. Este es un operador
que no es hermitico y por lo tanto sus autovalores no son necesariamente
reales. Dado que ® mapea un conjunto compacto en si mismo, el teorema
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del punto fijo asegura que existe un punto fijo. Es decir, existe al menos un
estado estacionario: ®p = p, siendo esta expresion equivalente a que p sea
un autoestado de autovalor uno. Sean entonces z; los autovalores de ®, or-
denados en médulo |z;| > |z;41| con i =0, 1,2. Como ® es un mapa positivo,
y el estado estacionario tiene autovalor 1, entonces debe valer |z;| < 1. Por
esta razon, la aplicacién sucesiva del mapa sobre cualquier estado converge
exponencialmente a p. Esto es, si ® es diagonalizable, cualquier estado inicial
po puede ser escrito como py = p + zl c;0;. Por lo tanto,

(I)n,O() = ,5 + Z CiZ?O'i, (31)

1

teniendo cada autoestado o; una tasa de decaimiento asociada — In |z;|, donde
la méas lenta correspondiente a |z;|. Notar que como el resultado de aplicar
el mapa es un estado fisico, por la linealidad de la traza necesariamente los
autoestados que no son el estacionario deben tener traza nula. En este caso,
dado que ademas se tiene un tiempo de interaccion con la ancilla 7, es posible
definir un tiempo caracteristico 7 para el decaimiento mas relevante de la
siguiente manera:

" =e i, (3.2)

por lo tanto,

El tiempo caracteristico acota a todas dinamicas restantes del sistema es el
asociado a |z]:

T <T (3.4)

dando una nociéon del tiempo maximo que el proceso puede tardar.

Sin embargo, en el contexto de baterias cuanticas, es relevante entender
el tiempo que caracteriza el mayor porcentaje de la carga del sistema. Para
esto se observa la figura 3.1}, en la que se muestra como predominan distintos
tiempos caracteristicos a lo largo del proceso, asociados cada uno a un au-
tovalor de @ distinto. La notacién de W, hace referencia a la ergotropia del
estacionario. En este caso se obtienen: un autovalor igual a 1, dos autovalo-
res con el mismo médulo y uno con el médulo méas pequeno. En la figura se
observa que el de menor médulo (asociado a una mayor pendiente) es el que
domina la dindmica al principio. A su vez se muestra en rojo oscuro una linea
punteada que marca el 95 % de la carga. Por lo tanto, la instancia en la cual
se realiza el mayor porcentaje de la carga es en donde el tiempo asociado a
|Zmin| esté presente. El otro autovalor, determina la escala temporal de una
carga considerablemente mas lenta. Utilizando el ordenamiento antes visto,
este serfa el autovalor |z3], que de ahora en mas toma la notacién de |z,
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Figura 3.1: Gréficas de poo — poo v W;jv; en funcién del tiempo, donde W, representa la

e

ergotropia del estado estacionario. El grafico inferior se encuentra en escala logaritmica.
Las lineas punteada muestran las distintas escalas celeste y naranja muestran las distin-
tas escalas temporales presentes, mientras que la rojo oscuro marca el 95% de la carga.
Comparando con el gréafico superior, se observa como el mayor porcentaje de la carga se
da cuando domina el tiempo caracteristico mds corto. Pardmetros: g = 0.1, w = /1 — g2,
lel=1,8=1,7=15

Una vez definida la escala de tiempo que se va a utilizar, se precisa definir
cual es la energia asociada. Dado que inicialmente la bateria se encuentra
descargada y la cantidad de energia a extraer es la ergotropia, se considera la
expresion analitica calculada en el capitulo anterior para la escala de energia.
Por lo tanto, si se nota al tiempo asociado a |2z, | directamente como 7, se
tiene que la potencia de carga del proceso P es:

P = 7 (3.5)

3.1.1. Caso sin coherencias

Por fuera del régimen de la ecuacién maestra, aun no hay casos en donde
se haya estudiado la potencia incluso para el caso sin coherencias. En el
mismo, es posible calcular analiticamente la expresién de los autovalores.
Particularmente, aquellos que son distintos a uno poseen el mismo modulo.
Al diagonalizar @, se obtiene entonces que:

2

| 2min| = 1 — % sin?(Qr) (3.6)
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por lo que el tiempo caracteristico es:

76:_

-
In (1 - g—z sin2(Q7')>

donde el sub-indice “0” nota el proceso sin coherencias de ahora en mas. Dado
que la ergotropia para este caso también estd calculada (1.43)), es posible
obtener una expresién analitica para la potencia:

P, :%:——tanh<ﬂ )ln 1—g—251n 2(Qr) (3.8)
°T T 2 02 '
A primera vista parece que en el caso (7 — 0) - que se corresponde con el
modelo colisional levemente coherente tomando coherencias nulas - se anula
la potencia. Sin embargo, esto no es asi. En primer lugar, aproximando el

7 (3.7)

logaritmo en este régimen se obtiene In (1 — Z5sin (QT)> ~ —@ sin? (Q).
Luego, se puede recordar que para obtener la ecuacion maestra se precisé

normalizar la interaccién (g = %) En ese caso, la constante de interaccién

empleada en el régimen de interacciones cortas lleva consigo un factor de \%
De esta manera, la potencia para ese caso estd bien definida, y su valor es

PEM) _ 32 tanh (ﬁ%’) (3.9)

que coincide con el valor reportado en |33|. Por otro lado, en ambas expresio-
nes puede notarse como al aumentar la temperatura, la potencia disminuye.
Esto es porque en el caso sin coherencias el estado inicial de la bateria y su
estacionario son uno térmico, y uno que invierte dichas poblaciones térmi-
cas respectivamente. En el limite de temperatura infinita estos estados son
iguales, y no existe carga, ya que la ergotropia es nula.

Se quiere encontrar ahora una cota superior para la expresion . Para
esto, se considera que la misma es creciente con el valor de tanh (6%) y
sin? (Q7). Los méximos de estas funciones son uno, y los alcanzan en 3 — oo
y Qr, = (2";1)“ conn = 1,2,..., respectivamente. Evaluando en estos puntos
la potencia resulta:

2
Pl _ 2w In (1 — %) (3.10)
o (2n —1)m '

Es inmediato ver que si se elige el menor de los valores de 7,, se obtiene el
mejor resultado. Esto tiene sentido ya que mientras mas se deje evolucionar
cada paso, mas tiempo tarda en llegar al estacionario. Si se considera ademéds
el limite w — oo se obtiene finalmente que (n = 1):

2
p<? (3.11)
T
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Sin embargo, el hecho de que este limite este bien definido puede resultar
un poco anti-intuitivo, ya que en el mismo la energia de S diverge, y por
lo tanto la carga empleando ¢ finito parece imposible. No obstante, en esta
interpretacion falta considerar que el tiempo de interaccion elegido disminuye
a medida que w aumenta, ya que 7,, = % Esto hace que las interacciones
se vuelvan cortas, ademas de optimizar el tiempo caracteristico del sistema.
De otra manera, si la expresion no es evaluada en 7, efectivamente P
tiende a cero al ir w hacia infinito, y no tiene un limite bien definido cuando
g hace lo mismo, debido a que €2 estd dentro del argumento del seno.

Como tltimo detalle a destacar, se puede recordar que la expresion de la
unitaria no depende del valor coherencias, lo que quiere decir que si se
toma 7 = § su valor también deberfa anularse aqui. Adicionalmente, la pe-
riodicidad encontrada en la eficiencia no se encuentra presente en la potencia,
debido al factor % presente en la expresiéon. Como se menciono en el anterior
parrafo, esto se puede interpretar como que al alargar el tiempo de interac-
cion necesariamente aumentamos el tiempo caracteristico de convergencia, y

por lo tanto es completamente razonable ver la potencia disminuida.

3.2. Potencia con coherencias

w0
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10716 — ' ' ' ' i i w
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Figura 3.2: Grafico donde se muestra la carga de la bateria en funcién del tiempo, en
escala logaritmica. Se observa como en el caso sin coherencias, la ergotropia del sistema
alcanza el valor estacionario previo a que lo haga otro caso. Pardmetros: 8 =1, g = 0.1,

w=+41-=¢%|cl=1,7=15
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En la figura [3.2] se muestra la carga para el proceso con y sin coherencias,
en el régimen de interaccién débil. Puede verse que la carga del segundo
proceso es mas rapida que la del primero, indicando a priori que hay una
diferencia en la velocidad en la que se completan ambos. Para cuantificar la
diferencias de potencia faltan analizar sus ergotropias, las cuales también son
diferentes y necesarias para un estudio completo de la potencia.

Con el fin de encontrar los autovalores que dictan el tiempo caracteristico
de la evolucion se recurre a calculos numéricos. Por otro lado, la expresion de
la ergotropia ya fue calculada analiticamente, y es empleada para los analisis
a continuacion.

3.2.1. Calculos numéricos

Temperatura alta

1.0 ®%%0oanns '
o =% "'o...
o ..'..
& o087 = T=T A
o 2 “oe,
e
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0.6 'tg:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
|
Temperatura baja
1.0001 aaouwwww."".
...
2
£ 0.999- "H..
o
A “'.'
0.998 l;‘
| | | | T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

el

Figura 3.3: Gréficos de P% en funcién de |c|, para T = %, 7, %’T. Se observa que la coherencia

empeora la potencia en relacion a la del proceso sin coherencias en todas las instancias
analizadas. También, a medida que la temperatura disminuye, el efecto de las coherencias
se ve disminuido debido a que el estado de las ancillas tiende a uno puro. Pardmetros:
g= % =w, B =1073 (Temperatura alta) y 3 = 10 (Temperatura baja).

Para comenzar se grafica en la figura la potencia normalizada por
la correspondiente al proceso sin coherencias, en funcién de la coherencia.
De manera andloga a la eficiencia, se toman distintos valores de 7 en los
regimenes de temperatura alta y baja, toméndose también g = w = \/Li Se
observa que la coherencia empeora la potencia en relacién al proceso sin las
mismas en todos los casos analizados. Por otro lado, se ve que en el tiempo
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de interaccién hay un comportamiento monoétono en los parametros utiliza-
dos. Por dltimo notar cémo la dependencia con |¢| disminuye al disminuir
la temperatura, fenomeno que ya fue observado y explicado en el capitulo
anterior.

Antes de avanzar con el analisis del tiempo de interaccién, se puede notar
que la potencia disminuye con la coherencia. Se recuerda por otro lado que
para la eficiencia lo opuesto ocurria, ya que la misma aumentaba con el valor
de |c|. Esto es un ejemplo del fenémeno ya mencionado, en el que la potencia
es intercambiada por la eficiencia del proceso, si bien ocurre particularmente
al aumentar la coherencia.

Interaccion débil Interaccion fuerte
1.001 1.0
0.95 1 0.9.
0.90 1
0.8
= 0.851 — ps=05 — ps=05
% — p,=0.88 —— ps=0.705
0.7
=1.0 =0.987
0.80- " o
0.75 0.6
0.70 1 0.5
0.65 - ‘ . ‘ ‘ ‘ . . ‘ ‘
0 1 2 3 4 0 2 3 4
T/ 7/

Figura 3.4: Graficos de potencia, normalizada por la potencia del proceso sin coherencias,

en funcién de 7 en unidades de §. Se realizan los mismos para distintas temperaturas,

y en regimenes de interaccién fuerte y débil. Se encuentra que al estar mayoritariamente
poblado el fundamental (temperaturas bajas) la potencia es mas parecida a la del proceso
sin coherencias. Por otro lado, la interaccién fuerte hace que haya una mayor perdida en la
potencia dada una temperatura. Pardmetros: |c| =1, g = 0.1 (Interaccién débil), g = 0.9

(Interaccién fuerte), w = /1 — g2

Para continuar, se grafica la potencia del proceso en funcién de 7, normali-
zada por la potencia del proceso sin coherencias en la figura[3.4]. Nuevamente,
se realiza un estudio analogo al realizado para la eficiencia, tomando distin-
tos valores de temperatura en regimenes de interaccién fuerte y débil. Debido
a que se toman distintos valores de ¢, la energia del hamiltoniano libre se
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modifica de manera tal que € = 1. Como ademds se toman distintos valores
de 3, las poblaciones para cada grafico seran diferentes. Por esto, los mismos
tienen asociadas distintos valores de pg.

En el régimen de interaccién débil, puede notarse que cuando el fun-
damental estd mayormente poblado (pg = 1), la potencia del proceso sin
coherencias y del proceso con las mismas son iguales. Esto se debe a lo ya
mencionado sobre que el caso de temperaturas bajas equivale al caso sin co-
herencias. Sin embargo, al aumentar la interaccién este no parece ser el caso.
Esto puede deberse a que el acople entre las ancillas y la bateria reduce el
efecto que tiene el descenso de la temperatura sobre las coherencias. Puede
observarse también que en el régimen de interacciéon débil, la dependencia
con 7 es disminuida, lo cual tiene sentido ya que la energia intercambiada
entre sistema y ancilla es menor. Por otro lado, la temperatura produce cam-
bios sustanciales en ambos regimenes, porque la misma esté presente dentro
de los parametros de la bateria, y puede prescindir de la interaccién para
generar un efecto.

Se habfa mencionado en la seccién que el tiempo de interaccion
siempre produce una reduccion en la potencia, debidé a que la misma es pro-
porcional a % Sin embargo, se observa en la figura que esto no parece
ocurrir. Para entender esto se nota que el factor 7 en la expresién , pre-
sente en el numerador, esta alli independiente de las coherencias. Esto quiere
decir que al calcular P%, inevitablemente el factor de % se cancela, y por lo
tanto el efecto mencionado desaparece. Por tltimo, se nota que la menor
perdida se da en 7 = 7. Esto es porque en ese punto, la potencia de ambos
procesos se anula, y por lo tanto su cociente tiende a uno.

Comportamiento de la eficiencia

Todo apunta a que el caso sin coherencias es el mejor en términos de
potencia. Se estudia ahora la dependencia de la eficiencia con la potencia.
En la figura [3.5] se grafica la potencia en funcién de 7 en unidades de ,
usando a la vez que {2 = 1. Se consideran los regimenes de interaccién débil y
fuerte, para el caso con y sin coherencias por separado. Por sobre las curvas
del primer proceso, se grafica con color el valor de la eficiencia asignado a ese
valor de potencia. Como se sabe que para la segunda instancia la eficiencia
no varia, se opta por un tnico color para toda la curva.

En primer lugar se puede ver como para 7 = 7 todas las curvas coinciden
que la potencia es nula. Simultaneamente, se puede observar que la eficiencia
alli es mdxima, como se habia calculado en el capitulo 2} Los valores cercanos
a7 = 7 son a su vez un perfecto ejemplo del intercambio entre potencia y efi-
ciencia que se presencia en los procesos termodinamicos de tiempo finito. Sin
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Figura 3.5: Gréfico de potencia en funcién de T, para regimenes de interaccién fuerte

(g9 > w) y débil (¢ < w), usando tanto el proceso con coherencias como el sin coherencias.

Sobre las curvas del primero, se muestra el valor de la eficiencia en color. En naranja

estan separadas las regiones en donde la eficiencia supera la correspondiente al proceso sin

coherencias. Para interacciones débiles esto no ocurre nunca.Pardmetros: g =1, |c| = 1

(curvas con coherencias), g = 0.1 (interaccién débil), g = 0.9 (interaccién fuerte), w =
1—g2

embargo, puede notarse a la vez que para multiplos del periodo la eficiencia
y la potencia ambas disminuyen.

Para interaccién débil puede notarse que el proceso es equivalente al pro-
ceso sin coherencias, pero unicamente en la potencia. La eficiencia cambia
sustancialmente con 7 por encima de 7, en este caso, mientras que la curva
de potencia asociada al proceso con coherencias es indistinguible de la del
que no las tiene. Esto quiere decir que las perdidas en potencia son bajas,
teniendo a la vez una eficiencia mas alta que 79. La desventaja de este caso
es que la potencia real es baja.

Por tltimo, en naranja estan los limites para los cuales el proceso deja
de superar la eficiencia del caso sin coherencias. Para interacciones fuertes
esto ocurre en dos regiones cercanas a tiempos de interaccién multiplos del
periodo, zonas en las cuales también hay una considerable perdida en la
potencia. Por otro lado, para interaccion débil la eficiencia nunca es menor
a la correspondiente al proceso sin coherencias.

Se quiere ver ahora la eficiencia a potencia maxima. Para esto se calcula
este valor, en procesos de distintas coherencias. En la figura se mues-
tra esto mismo, en los regimenes utilizados en la figura [3.5. Nuevamente, se
muestra en las curvas el valor de P%, para no perder de vista el panorama com-
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Figura 3.6: Gréfico de la eficiencia a potencia maxima normalizada por la correspondiente
al proceso sin coherencias, en funcién de |c|. Por encima de los puntos de la curva se
grafica la P%. Pardmetros: =1, g = 0.1 (interaccién débil), g = 0.9 (interaccién fuerte),

w=+/1-¢?

pleto. Puede verse que las curvas son similares, difiriendo aproximadamente
en un 5% en el valor maximo de eficiencia que alcanzan, y coincidiendo en
la gran parte de la curva. Se observa también que a medida que la eficiencia
aumenta, hay nuevamente una perdida de potencia respecto al proceso sin
coherencias.

Por otro lado, puede verse que la perdida en potencia es menor en el
régimen de interaccion débil, a lo largo de toda la curva. Sin embargo, como
se habfa visto en la figura[3.5] la potencia en interacciones fuertes es mayor.
Se tiene entonces que la eficiencia a potencia maxima en ambos regimenes no
difiere significativamente, mientras que la potencia es mayor para el régimen
de interaccion fuerte, y las perdidas en la misma son menores para el régimen
de interaccién débil.

3.3. Correlaciones

En esta seccién, se analizan el tipo de correlaciones entre la bateria y
las ancillas generadas a lo largo del proceso. Para esto, se considera la in-
formacion mutua, que mide la cantidad de informacién compartida entre los
dos sistemas y por lo tanto su correlacién. Por otro lado, esta la discordia
cuantica. La misma mide las correlaciones cuanticas presentes. La idea para
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definir esta ultima es que, clasicamente, las expresiones:
Z[S,B]H[S|+ H|B] — H[S, B], (3.12)

y
JIS : B = H|[S] — H[S|B], (3.13)

son iguales. Aqui H|[S, B] es la entropia conjunta y H[S|B] la entropia condi-
cional, ambas de dos distribuciones de probabilidad S y B. Como se analiza
a continuacion, en cuantica estas no son iguales en general. Por lo tanto, la
diferencia de estas expresiones sirve para cuantificar que tan “cuanticas” son
las correlaciones. Para generalizar estas expresiones en el formalismo cuanti-
co, hay que definir correctamente cada una de estas expresiones a partir de
la matriz densidad [39]. Para esto se distingue entre S'y B,y S y B, siendo
las segundas la notacion empleada para el caso cuantico.

En primer lugar la adaptacion de la informacién mutua es simple, ya que
basta con reemplazar con la entropia clasica con la de Von Neumann para
estados cuanticos adecuadamente. La misma es:

T[S, A] = S[S] + S[A] — S[S, Al (3.14)

siendo S[S] la entropia de Von Neumann del sistema S.

Por otro lado, la expresién J[S : B] es un poco mas dificil de generalizar.
Esto es por que la entropia condicional requiere el estado de uno de los siste-
mas, una vez realizadas mediciones por sobre el otro. En cuantica esto es un
poco ambiguo, hasta que se define una base especifica por sobre la cual rea-
lizar mediciones. En particular, aqui se emplean mediciones proyectivas Hf,
donde el indice j marca alguno de los resultados posibles, dada esa medicion.
Una vez realizada, el estado de .S conocido el resultado correspondiente a Hf
es:

_ Wps.ally
Psing Tr[II ps.a]”

Naturalmente, la entropia condicional deberia ser el promedio de la entropia
de los estados medidos, usando la distribucion de probabilidad asociada a los
resultados j, p;. Esto serfa:

8|{HA} Zpﬂ P3|HA (3.16)

(3.15)

donde {IT?} denota el conjunto de proyectores que se emplearon para la
medicién. Finalmente, la expresién para J[S : B] en el formalismo cuéntico
es:

TIS : Aliay = S[S] — S[S|{T14}], (3.17)
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donde nuevamente el sub-indice {II*} remarca la base empleada. En particu-
lar, se empleard la base que minimice la discordia cuantica y que por lo tanto
sea la mas “clasica” a utilizar, para dar cuenta del minimo de correlaciones
cuanticas que habra en el sistema. Finalmente entonces, la discordia cuantica
puede expresarse como:

DIS, A = T[S, A) ~ mdx TS : Alnay. (3.18)

donde puede interpretarse que Z[S, A] representa la informacién compartida
total del sistema y J[S : A]gay la informacién cldsica ganada por la me-
dicién del sub-sistema A. En general, en cuantica estas dos expresiones no
son iguales [40], y su diferencia mide la magnitud de correlaciones cudnticas
que hay presentes en el sistema. La idea de que las expresiones de Z y J
difieren viene de que ante una medicién proyectiva, usualmente el sistema es
perturbado. Por lo tanto, el resultado suele no ser el del sistema parcialmente
trazado previo a la medicion, si no de otras caracteristicas. En particular, si
se encuentra que el estado toma la forma de [40]:

psa = ips Tl (3.19)

J

esto implica que la discordia cuantica sea nula. Notar que esto da una nocién
adicional para el significado de la discordia cuantica, y es que mide que
tan perturbado fue el sistema dada una base de mediciones proyectivas. El
sistema entonces tiene correlaciones cuanticas si es perturbado por un dado
conjunto de mediciones.

Para maximizar las correlaciones clasicas en el caso de dos qubits, se
piensa en dos parametrizaciones de un estado que sean perpendiculares entre
si. Esto define la base:

C = {cos (#) |1) + sin 0 |0) , cos () |0) — sin e’ [1)}. (3.20)
Los proyectores asociados a estos estados serdn entonces:
I, = cos® 0 |1)(1|+sin® 0 |0)0| —cos (A) sin (6) (" |0)1] + e** [1X0]) (3.21)

II_ = sin® 0 |[1)(1] + cos® 6 |0)(0] + cos (6) sin () (e'” [0)1| 4+ e~**[1)0]),
(3.22)
Estos operadores definen proyectores sobre un vector arbitrario en la esfera de
Bloch, con direcciéon definida por 6 y ¢. Maximizar las correlaciones clasicas
se corresponde entonces con elegir el estado adecuado que lo haga. El mismo
depende ademaés del estado total del sistema, que en el contexto de baterias
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cuanticas implementadas con modelos colisionales, lo hace a su vez del mapa
empleado para realizar la evolucion, asi como del estado del entorno que es
renovado constantemente.

Notar que la discordia cudntica es una medida de las correlaciones cuanti-
cas totales, entre ellas el entrelazamiento. Usualmente determinar el entre-
lazamiento es altamente complejo e incluso en la mayoria de los casos no
podemos evaluar una medida del mismo. Afortunadamente, para un siste-
ma de dos qubits existe una medida cerrada de entrelazamiento que permite
analizar esta correlacién sin ambigiiedades. La concurrencia cudntica es una
cantidad que nos permite evaluar la cantidad de entrelazamiento existente
para un sistema de dos qubits. Su expresién toma la forma de [41]:

¢ (p) = méx{(), 2/\maa: - TI‘[R (p>]} (323)

donde A4, es el autovalor de mayor valor de R (p), siendo esta tltima matriz:

R(p) =\/VprV/p (3.24)

con p = (o, ® ay) p* (0, ® 0y), y p* es el conjugado de p calculado en la base
de o,. Cumple ademads, que para estados maximamente entrelazados toma
el valor de uno. Cabe recalcar, que esta medida se encuentra definida para
estados que poseen dos autovalores distintos de cero, lo cual representa todo
estado distinto de uno puro. De igual manera, los mismos tienen su propia
medida de entrelazamiento, que es la entropia marginal [42].

3.4. Correlaciones del proceso

En la figura se muestran la informacion mutua y discordia cuantica
en funcién del tiempo. Puede verse que en todas las curvas se alcanza un
maximo para luego decrecer y mantener ese comportamiento a lo largo del
tiempo. Se toma entonces como el valor de la informacién mutua asociada al
proceso, el valor maximo de la misma, mientras que por otro lado la discordia
cuantica que se evalia corresponde al valor que toma en el momento en
el que las correlaciones totales son méximas. Con la concurrencia se usa
el mismo criterio que para la discordia. Las correlaciones clasicas quedan
definidas a partir de Z y D. Desde este punto, cuando se hable de alguna de
las correlaciones ya mencionadas se estard utilizando esta definicion.

Se evaluaron estas cantidades para cada paso del proceso de carga en
diferentes situaciones. En la figura [3.8] se muestran las correlaciones para

%» 1> 5- Los tiempos elegidos son menores o iguales al cuarto del periodo

7—:§717
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Figura 3.7: Graficos de informaciéon mutua y discordia cuantica en funcién del tiempo,
para distintas coherencias. Ambas figuras comparten el eje del tiempo. Pardmetros: 8 = 1,

w:g:%,le.

porque valores mayores repiten el comportamiento debido a la periodicidad
presente en el sistema. Se toman ademés regimenes de temperatura alta y
baja. En este ultimo caso hay una marcada reduccién en la dependencia
de las coherencias, debido al efecto que trae pg sobre las mismas. Por otro
lado, la informacién mutua, junto con las otras correlaciones, aumentan a
medida que la coherencia y el tiempo de interaccion lo hacen. Sin embargo,
ante un aumento de 7 la distribucién de las correlaciones no es modificada
significativamente. Por otro lado, se encuentra que con la temperatura si
cambia esta distribucién, representando las correlaciones cldsicas una mayor
parte de la informacién mutua en el régimen de temperatura alta. En el
régimen de temperatura baja, esto no ocurre. Por ltimo se observa que la
informacion mutua, y por lo tanto las otras dos correlaciones, disminuyen su
valor al aumentar la temperatura.

Por otro lado, en la figura |3.9] se muestra la concurrencia en funcion del
tiempo de interaccién para distintas coherencias, en los mismos regimenes
mencionados previamente. Se observa que la temperatura reduce la concu-
rrencia, lo cual es esperable ya que se considera al entrelazamiento como una
correlacion, y se vio en [3.§ que la temperatura tiene este efecto. En el régimen
de temperatura alta, se encuentra que no hay concurrencia a menos que las
ancillas sean puras. Por otro lado, se repite el comportamiento esperado con
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Figura 3.8: Correlaciones en funcién de [c|, para 7 = %, T, T en los regimenes de tem-
peraturas altas y bajas. Se observa que las correlaciones totales aumentan a medida que
lo hacen |c| y 7, pero que cuando ésta ultima lo hace no se modifica la distribucién de
correlaciones cldsicas y cuanticas significativamente. Pardmetros: w = g = %, B =103

(Temperatura alta), 5 =5 (Temperatura baja).

las coherencias a temperatura baja, ya que su dependencia se ve reducida.
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Figura 3.9: Concurrencia en funcién de 7 para coherencias |c¢| = 0, 0.5 y 1, en los regimenes
de temperaturas altas y bajas. Pardmetros: w = g = %, B = 1073 (Temperatura alta),

B =5 (Temperatura baja).

Una vez observado explicitamente el aumento monétono de las correla-
ciones con las coherencias, se busca estudiar la dependencia de la eficiencia
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con las correlaciones totales. Para hacer esta curva se modifica la coherencia,
calculando simultaneamente la informacién mutua y la eficiencia del proceso.
Al graficar una en funcion de la otra se obtiene como resultado la figura[3.10
donde se utilizaron los 7 empleados en los anteriores graficos. Se observa
fundamentalmente que ante un aumento en las correlaciones también hay un
aumento en la eficiencia. En particular el maximo que las mismas pueden
alcanzar aumenta también con 7, debido a que los valores de informacién
mutua que el proceso toma incrementan con este parametro. Observar que
la eficiencia alcanza un valor similar al mostrado como maximo en el capitu-
lo |2, a pesar de no ser 7 = §. Esto no presenta un problema, ya que los
parametros seleccionados alli fueron utilizados para mostrar como ejemplo
lo méximo que este proceso puede tener en eficiencia. De hecho, este valor
no es técnicamente alcanzado ya que 0.64 < % Se concluye asi que ante un
aumento de las correlaciones hay un aumento en la eficiencia de la bateria.

0.62 1

0.60 1

0.58 1

0.56 1

0.54

0.52 1

eSS

0.501

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Informacion mutua maxima

Figura 3.10: Gréfico de eficiencia en funcién de la informacién mutua maxima, para distin-

tos valores de tiempo de interaccién. Se encuentra que la eficiencia aumenta al aumentar

las correlaciones totales, y que el mayor valor de la misma se alcanza para 7 = 5. Pardme-
- B8=10"3. g=w= L

tros: f=107°, g=w = 75
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Conclusiones

En esta tesis se analiz6 el proceso de carga de una bateria cuantica me-
diante un modelo colisional. El sistema y ancillas estuvieron compuestos por
sistemas idénticos de un qubit de energia w, con la excepcién de que las
ancillas poseian coherencias.

En primer, lugar se estudié la eficiencia de carga del sistema para un mo-
delo colisional levemente coherente. Para esto se empleo la ecuacién maestra
hallada en [15,/16], que dicta la dindmica del sistema. A partir de esta, se
calcul6 analiticamente el estado estacionario del sistema y la eficiencia del
proceso. Se muestra que la dependencia de esta sélo es con el parametro

_ 2#B|C| 1 : d l d 1 :
€ = il y que con el mismo no puede superarse el caso del proceso sin
w2t 92
4
coherencias.

Para extender el analisis fuera estas aproximaciones, se consider6 un tiem-
po de interaccion finito. De esta manera, se definié el mapa ® sobre el estado
del sistema. Se obtuvo la expresién matricial del mismo, con la cual se ex-
trajo el valor del estado estacionario del sistema de manera analitica. Para
calcular el valor de la eficiencia, se demostré que en los procesos que se cum-
ple [U,—Hs + Hg] = 0 el trabajo es el doble de la energia interna. Una vez
obtenida la expresion de 7, se encuentra que existen procesos en los cuales
se supera el valor del caso sin coherencias.

Al estudiar el comportamiento de la eficiencia cambiando los pardmetros
del problema, se encontré que tomando tiempos de interaccién pequenos
se replica cualitativamente el comportamiento de la ecuacién maestra. Por
otro lado se estudi6 el efecto parcial de la temperatura, encontrando que
la eficiencia aumenta al incrementar la temperatura, para los parametros
utilizados. A su vez se encontrd que al disminuir la misma, las ancillas tienden
a un estado puro asociado al |0), en donde las coherencias no importan, y
que por lo tanto el resultado es el mismo al del proceso sin las mismas.

Luego se estudio la dependencia con 7, encontrando que al interactuar
débilmente, el valor del tiempo de interaccién deja de importar. Por otro
lado, se halla que las coherencias modifican fuertemente la eficiencia tan-
to en un régimen de interaccién débil, como en uno de interaccion fuerte.
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Adicionalmente, se encuentra que con |c|, en el segundo régimen, el com-
portamiento de la eficiencia difiere dependiendo el valor de 7 en el que el
sistema se encuentre: puede decrecer para valores cercanos a multiplos del
periodo, aumentar para valores préximos a la mitad del mismo, o tener un
comportamiento variado en otros casos.

Se obtuvo también una cota maxima al valor de eficiencia, encontrando
que en este caso es de % Sin embargo, estudiando con mas detalle el mapa
del problema, se hallé6 también que su accion para este ese valor es igual a
la identidad. Por esta razon, el proceso es virtualmente imposible, ya que la
evolucion del mapa es no existente. Se puede sin embargo, acercarse cuanto
uno quiera a este proceso, obteniendo asi la eficiencia maxima.

Se prosigui6é con el estudio de la potencia, utilizando la definicion P =
%. Se analizé inicialmente el caso sin coherencias de manera analitica. Al
hacerlo, se obtuvo también la potencia de la ecuacién maestra empleando las
normalizaciones adecuadas. Se encontré que la temperatura tiene un efecto
negativo en la potencia, debido a que el estado estacionario y el pasivo son
iguales en el limite 8 — 0, haciendo que no haya energia a descargar. Se
observo que el valor de w disminuye el valor de potencia, debido a que la
energia que se quiere cargar aumenta. Se buscé también el maximo valor de
potencia en este caso, hallando que este depende tinicamente de la intensidad
de la interaccion empleada.

Se continud con el analisis de la potencia para el proceso con coherencias.
Se encontré que al disminuir la temperatura reduce el efecto de la coherencia,
como era esperado debido a lo revisado sobre el estado de las ancillas. Se hallé
también que al modificarse |c|, nunca puede superarse el valor del proceso
sin la misma en los casos analizados.

Se estudié también la dependencia con el tiempo de interaccion. Se en-
cuentra nuevamente que, empleando ancillas puras, la potencia nunca supera
la correspondiente al proceso sin coherencias. Por otro lado se encuentra
también que al interactuar fuertemente, el efecto que tiene la disminucion de
la temperatura sobre las coherencias se ve disminuido. Adicionalmente, en
el régimen de interacciones débiles la dependencia con 7 se ve disminuida,
mientras que la temperatura en si produce cambios del mismo orden en am-
bos regimenes. Esto es debido a que prescinde de la interacciéon para afectar
al sistema, ya que esta presente en el estado inicial del mismo.

Se analiz6 el comportamiento de la eficiencia a la vez que el de la potencia.
Se encuentra que todos procesos estudiados tienen potencia nula en 7 = Z,
hallando al mismo tiempo que en el entorno de este valor es un ejemplo
ideal del intercambio entre potencia y eficiencia. Se encuentra también que
el proceso en el régimen de interaccién débil es equivalente al proceso son
coherencias en cuanto a la potencia, pero que no es asi para la eficiencia. Sin
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embargo, en el mismo la potencia es sustancialmente menor a la del régimen
de interaccion fuerte. Para el mismo valor de g, se observa que n% nunca es
menor a uno, no asi para el régimen opuesto donde se hallan regiones donde
10 < 1 cercanos a multiplos del periodo.

Para estudiar la eficiencia a potencia maxima, se grafica a la misma en
funcién de la coherencia. Se encuentra que las curvas entre los regimenes
de interaccion fuerte y débil son muy similares, difiriendo principalmente
para coherencias cercanas a uno en un 5%. Fundamentalmente, vuelve a
encontrarse un intercambio entre potencia y eficiencia.

Finalmente, se estudi6 el efecto de los pardmetros en la generacion de
correlaciones del proceso. Para medir las mismas se consider6 el mayor valor
de informacion mutua a lo largo del proceso, y la discordia cuantica asociada
al tiempo en el que esto ocurria. Se encuentra que las coherencias aumentan
las correlaciones, sin modificar sus distribuciones al cambiar el tiempo de
interaccién. A su vez, se observa que el porcentaje de correlaciones clasicas
aumenta con la temperatura. La concurrencia disminuye con la temperatura,
siendo distinta de cero inicamente cuando |c| = 1, en el régimen de tempe-
raturas altas. En tultima instancia, se observa que la eficiencia aumenta junto
con las correlaciones totales y con 7 en este caso, alcanzando un valor de
1 ~ 0.64 en el mejor de los casos.

Como trabajo a futuro, se busca estudiar estos sistemas de manera colec-
tiva, con el objetivo de caracterizar de la ventaja cudntica en términos del
grado de coherencias presente en los entornos.
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Apéndice A

Calculo del trabajo para la
ecuacion maestra

Para calcular el trabajo del proceso de carga de la ecuaciéon maestra
se debe integrar la ecuacion . Para hacer esto, debe tenerse previo cui-
dado con el termino constante que aparece en la misma, ya que su integral
divergeria. Esto, sin embargo, no termina siendo un problema. Si se considera
que la solucion de la ecuacién diferencial debe tener un término correspon-
diente a la solucion homogéneo y otro a la solucion estacionaria:

p=pntp. (A1)

Al reemplazar su expresiéon en la ecuacién (2.11)), y considerarse solo los
términos constantes, se tiene que:

. A g9 /.
i (P10 = por) — —= (Pu — ps) (A.2)
pslc]
Reemplazando la expresién del estacionario ([2.7))

9 pslc|
(guslc))® + |al’

o R g n
? (Plo - ,001) - (,011 - Pﬁ) = [(229,8 - 1) + (1 - 2]96)] =0
f1glcl 2

permitiendo asi que la derivada del trabajo dependa tunicamente de la solu-
cion homogénea de la ecuacién maestra.

Se definen entonces las variables:



donde p?j son los elementos de la matriz densidad de la solucion homogénea
de la ecuacion maestra. Al integrar queda entonces:

AW = 2wg|c\ (Z (Llo - LOI) - LLH) . <A4)
pslel

Resta calcular el valor de estas incognitas para completar el computo de la
eficiencia.

Para despejar estos valores, se integra la parte homogénea de la ecuacion
maestra. Debido a que K(p) es lineal en p, la integral de esta misma funcién
sera también Unicamente funcién de las variables {L;; }. La ecuacién maestra
queda entonces como:

Fwstits) = [ k()= F (1) (4.5)

donde se entiende a F (L) como el resultado de integrar I (p), que es funcion
de la matriz L formada por las incégnitas L;;. Una vez resueltos sus valores,
puede reemplazarselos y hacer algebra para llegar finalmente a la expresion

presentada en ([2.10)).
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Apéndice B
Cota para eficiencia

Se tiene que la expresion de la eficiencia es:

L /14 Quslell G2
LU (usle)* (L - [GP))

Podemos pensarla como funcién de |G|, que se redefine como z. Se calcula
ahora la derivada de 7 respecto a z:

n= (B.1)

dy 7 (1 200D’ = 2(uslel) + 2 (uslel) 2 + /ATuole) Z 41

dz (22 + 1 = (uglel))* /4 (uple]) 22

(B.2)
A partir de la misma, quiere verse que 7 es mondtona en z, en particular
decreciente. Esto es equivalente a mostrar que:

12 (uglel)® — 2 (pslel) + 2 (plel) 22 + 4 (uale) 2 +1> 0 (B3)

donde se usé que z > 0 por definicion. Los dos ultimos términos de la inecua-
cién son necesariamente mayores a cero. También puede verse que los prime-
ros tres términos forman un polinomio de grado dos en pg|c| que es mayor a
cero debido a que tiene raices imaginarias y es positivo por ejemplo cuando

¢ = 0. Esto quiere decir que:

dn
— <0 B4

por lo que el valor que maximiza n es el menor valor de z. Al ser z > 0,
entonces la eficiencia se maximiza en z = 0. Por lo tanto:

1
2 (1= (ugle)?)
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(B.5)

Nmaz =



En dltima instancia falta maximizar respecto a pg|c|. Como e, €s mondto-
namente creciente con pug|c|, el maximo valor alcanzable para estos corres-
ponde al maximo de la eficiencia. Este valor es pglc| < %, y evaluando en el

mismo se obtiene que:
2
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