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Resumen

En esta tesis se estudian procesos de carga para bateŕıas cuánticas en
contacto con entornos fuera de equilibrio, estudiando su eficiencia, potencia
y producción de correlaciones. En particular, se consideran entornos con co-
herencias, y se busca entender su efecto por sobre estas propiedades, a su vez
que generar una caracterización con el resto de los parámetros.

Se estudia un modelo colisional levemente coherente, que es descripto
por una ecuación maestra de tipo Linblad, con un hamiltoniano efectivo
que depende de las coherencias. A partir de la misma, se encuentra que la
eficiencia de este caso no supera para ningún parámetro disponible el valor
de su correspondiente proceso sin coherencias. Se opta entonces por tomar
otro modelo que permite evaluar el efecto de coherencias arbitrarias junto con
tiempos de interacción finitos. Se obtiene la eficiencia para estos procesos y
se encuentra que es posible superar la eficiencia del proceso sin coherencias, a
la vez que se realiza una caracterización con los parámetros de la misma. Por
otro lado, se determina la cota máxima para esta eficiencia, y los parámetros
en los cuales esta es alcanzada, siendo su valor η = 2

3
. Por último, se diseña

un proceso para cerrar el ciclo de carga de la bateŕıa, el cual permite repetirlo
indefinidamente sin modificar su eficiencia.

Posteriormente, se analiza la potencia de carga tanto para los procesos
con y sin coherencias. Para el caso incoherente, se logra obtener una expresión
anaĺıtica a partir de la cual se toman múltiples casos ĺımite y aproximaciones.
En particular, se encuentra la cota máxima para este. Respecto al proceso
con coherencias, El resultado principal, es que las coherencias empeoran la
potencia del proceso en todos los casos analizados. Además, se encuentra que
en algunas regiones del espacio de parámetros utilizado hay un compromiso
entre potencia y eficiencia, lo cual es usual para procesos termodinámicos de
tiempo finito. Finalmente, se estudian las correlaciones entre la bateŕıa y el
entorno que se generan en el proceso con coherencias. Se encuentra que la
temperatura desfavorece la producción de todas las correlaciones, a la vez
que aumenta el porcentaje de correlaciones clásicas por sobre la información
mutua, que cuantifica las correlaciones totales. Adicionalmente, se encuentra
que la eficiencia aumenta con las mismas.
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Introducción

La presente tesis trata sobre bateŕıas cuánticas. Las mismas son sistemas
que se utilizan con el fin de almacenar enerǵıa, y son descriptos a su vez
a partir de la mecánica cuántica. Es de particular interés el efecto que tie-
nen las propiedades intŕınsecas a esta teoŕıa, como las coherencias, por sobre
el rendimiento de las mismas. Este análisis se realiza en el contexto de la
termodinámica cuántica, teoŕıa que surge a partir del estudio de los flujos
de enerǵıa en estos sistemas. Originalmente, la termodinámica surgió como
un medio para entender mejor los fenómenos energéticos que dominaban el
paradigma del momento, considerando la revolución industrial y el creciente
uso de maquinas térmicas. La misma consiguió dar un fundamento y base
teórica a los procesos que estas atravesaban, a la vez de dar una noción de la
eficiencia máxima que una maquina térmica real pod́ıa alcanzar, entre otras
cosas. Su contra-parte cuántica no es diferente, en que intenta responder
las mismas preguntas que la termodinámica clásica, empleando sistemas en
escalas atómicas como base para su desarrollo. En el intento de unir estos
modelos, surgen preguntas que aparecen debido a algunas caracteŕısticas de
la teoŕıa cuántica, que difieren fundamentalmente de aquellas clásicas; la no-
ción de trayectoria, o la definición de la temperatura son algunas de ellas.
A partir de esto, la termodinámica cuántica se pregunta ¿Cómo definir el
trabajo o calor de un sistema cuántico?, ¿Qué correcciones deben hacerse
a las leyes clásicas de termodinámica cuando existe un acople fuerte con el
entorno? o ¿Qué rol cumplen las fluctuaciones en la termodinámica del siste-
ma? Adicionalmente, la mecánica cuántica posee propiedades de las cuales la
teoŕıa clásica carece, entre ellas las coherencias y el entrelazamiento. Resul-
ta natural preguntar entonces, si dichos atributos presentan algún fenómeno
novedoso, el cual sea explotable. En esta ocasión se buscar responder estas
preguntas estudiando espećıficamente una bateŕıa de un qubit, en contacto
con entornos que poseen coherencias.

El campo de termodinámica cuántica puede resultar paradójico, ya que
une dos mundos altamente diferentes de la f́ısica, que pueden parecer incluso
incompatibles. La termodinámica es fundamentalmente una teoŕıa de siste-
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mas macroscópicos, que busca estudiar un problema particular reduciendo
las variables que los describen. La misma usa a su vez la fenomenoloǵıa para
construir sus bases, y modela procesos no a partir de entender correctamen-
te el comportamiento microscópico del sistema, si no desde las variables de
estado como la temperatura, presión o volumen, que son por definición ma-
croscópicas. Por su parte, la cuántica es una teoŕıa fundamental que busca
describir exactamente el comportamiento de la escala atómica a partir de la
ecuación de Schrödinger, la cual otorga la dinámica y enerǵıa de cada una
de las componentes de un sistema f́ısico - como por ejemplo, las part́ıculas
dentro de un átomo - en términos de distribuciones de probabilidad.

Ambas teoŕıas son de mucho éxito, y describen correctamente una am-
plia gama de los fenómenos f́ısicos que buscan modelar; tienen la necesidad
también, de modificar sus bases, en búsqueda de la descripción de fenómenos
mas complejos: la termodinámica en los fenómenos fuera de equilibrio y la
mecánica cuántica en su versión relativista.

La creciente tendencia de disminuir el tamaño de los dispositivos electróni-
cos, hace que la perspectiva de una mecánica cuántica involucrada directa-
mente en la tecnoloǵıa sea cada vez menos lejana; y de la misma manera que
para un circuito actual la termodinámica juega un rol en el procesamiento de
información y estabilidad de los bits empleados, esta puede hacerlo asi para
su versión cuántica. Es por esto que buscar la unión de ambas teoŕıas resulta
fundamental. De la misma manera que en el comienzo de la cuántica se es-
tudio el problema termodinámico de radiación de cuerpo negro, en el nuevo
paradigma de bateŕıas y maquinas cuánticas se cierra el circulo, entrando
nuevamente en contacto estas dos teoŕıas.

La termodinámica cuántica estudia entonces aquellos sistemas que se en-
cuentran alejados de un régimen macroscópico, y en el que los fenómenos
cuánticos dejan de ser despreciables. Experimentalmente, por ejemplo, se ha
podido recrear un ciclo de Carnot en un sistema de iones atrapados [1, 2],
demostrando asi que los ciclos termodinámicos diseñados para sistemas ma-
croscópicos, son además utilizables en las más pequeñas escalas atómicas.
También, se han hecho grandes avances de manera general en los últimos
años, estudiando maquinas térmicas, teoremas de fluctuación, y termaliza-
ción de sistemas cuánticos, entre otros [3].

En el presente trabajo, los estudios de la bateŕıa están enfocados en encon-
trar si propiedades puramente cuánticas logran mejorar la tarea despeñada
sobre el sistema: Cargar y descargar una bateŕıa. Ya se encontró que la gene-
ración de correlaciones a través de un proceso termodinámico, como el de un
ciclo de una maquina térmica, puede mejorar su despeño en la producción
de trabajo y aumento de eficiencia [4, 5]. Por otro lado, se encontró que el
costo para producir un dado estado de un sistema de N partes se reduce
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considerablemente si los estados iniciales están correlacionados [6]. En esta
linea, se busca encontrar el efecto de la presencia de las correlaciones con la
eficiencia de la bateŕıa.

Por otro lado, también se mostró que las coherencias cuánticas dan una
ventaja en ciertos procesos. Por ejemplo en [7] se muestra que para un osci-
lador armónico atravesando un ciclo de Carnot, mantener las coherencias a
lo largo de todo el proceso brinda mejoras en la eficiencia para ciclos cortos.
Por otro lado en [8] se muestra que se puede mejorar la eficiencia de un ciclo
Otto de un qubit fuertemente acoplado a un baño de osciladores armónicos,
si nuevamente se mantienen las coherencias a lo largo del proceso. De otra
manera, se muestra en [9] que al terminar parcialmente los procesos isobári-
cos de un ciclo Otto, las coherencias residuales de estas ramas “interfieren”
positivamente para mejorar la eficiencia del mismo.

En cuanto a las bateŕıas cuánticas, en [10] se muestra como usando una
gúıa de onda como bateŕıa y un qubit con coherencias como entorno, existe
una directa correlación entre estas últimas y el trabajo. Por otro lado, en [11]
se utiliza una bateŕıa compuesta por un hamiltoniano de N+1 niveles equies-
paciados, donde se halla que las coherencias presentes en las ancillas mejoran
la potencia de carga. Por último, en [12], se emplea un sistema de dos y
tres celdas de qubits como bateŕıas, en donde las coherencias se muestran
como elemento para mejorar la eficiencia del proceso. Recientemente se ha
presentado un marco general para las llamadas “Bateŕıas cuánticas disipati-
vas” [13], que presentan ventajas por sobre los procesos unitarios atravesados
por un sistema cuántico cerrado. En ese contexto también se encontró que
los efectos colectivos pueden ayudar a mitigar la disipación producto de la
evolución abierta del sistema [14].

En particular, en esta tesis se revisan el trabajo ya mencionado de [13],
y también los trabajos [15, 16]. En el primero se describe como obtener un
estado activo - un estado al que se le puede retirar enerǵıa unitariamente -
a partir de un modelo colisional de manera general, lo cual abre las puer-
tas a estudiar sistemas arbitrarios como bateŕıas, empleando este caso como
punto de partida. En los art́ıculos restantes, se emplea un modelo colisional
levemente coherente, el cual esta descripto por una ecuación maestra del tipo
Linblad. De estos dos trabajos se tomaron los resultados como bases sobre las
cuales extender esta tesis. La misma estará estructurada en tres caṕıtulos, los
cuales tratan de caracterizar una bateŕıa de un qubit desde distintos puntos
de vista.

El caṕıtulo 1 trata sobre las bases teóricas de la termodinámica cuántica,
introduciendo los proceso unitarios y los procesos abiertos. En particular,
se orienta dicho contenido para la sección de bateŕıas cuánticas. Se introdu-
cen también, una familia de modelos que se incluyen dentro de los procesos
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abiertos, son los modelos colisionales. Estos son introducidos y explicados
en detalle. A partir de los mismos se presenta una manera de obtener una
dinámica que resulte en un estado estacionario activo, para luego emplearlo
como bateŕıa. Siguiendo esta linea, se muestran los resultados obtenidos para
bateŕıas con coherencias utilizando un modelo colisional levemente coherente.

En el caṕıtulo 2 se introducen resultados nuevos, que incluyen expresiones
anaĺıticas para el estado estacionario de una bateŕıa de un qubit, empleando
un modelo colisional levemente coherente. Por otro lado, se deja este último
caso para pasar a interacciones de tiempo finito. Nuevamente se encuentra
una expresión anaĺıtica para el estado estacionario del sistema, asi como de
su eficiencia. Para ambos casos se estudia el efecto de las coherencias, y se
analizan también el efecto de los otros parámetros presentes en el sistema.

En el caṕıtulo 3 se define la potencia de carga del proceso ya estudiado,
a partir de la ergotroṕıa y el tiempo caracteŕıstico mas pequeño asociado
a la convergencia del estado. Para la misma se encuentra, en el caso sin
coherencias, una expresión anaĺıtica, la cual es estudiada, comprendiendo asi
el rol de los parámetros en este caso. Por otro lado, se estudia la potencia
para el proceso con coherencias numéricamente, variando nuevamente los
parámetros. Adicionalmente, se estudia la eficiencia en función de la potencia.
Por último, se estudia la generación de correlaciones a lo largo del proceso
para diferentes parámetros, entre el sistema y el entorno. Para esto se miden
las correlaciones cuánticas y clásicas y entrelazamiento a lo largo del proceso
de carga de la bateŕıa. Análogo a los caṕıtulos anteriores, se modifican los
parámetros del sistema para comprender su rol en la generación de estas
cantidades. Finalmente, se estudia la relación entre las correlaciones y la
eficiencia del proceso.
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Caṕıtulo 1

Termodinámica y bateŕıas
cuánticas

En este caṕıtulo se presentan algunos conceptos básicos de la termo-
dinámica cuántica que se utilizan a lo largo de la tesis. Se introduce el
concepto de bateŕıa cuántica y sus propiedades, tales como la ergotroṕıa
y potencia. Además, se describen diferentes tipos de procesos de carga que
se caracterizan por el tipo de dinámica a la que se ve sujeta la bateŕıa. Estos
pueden ser unitarios o abiertos, en particular se hace foco en el caso disi-
pativo. También, se describe un tipo de dinámica abierta conocida como de
modelo colisional, el cual sirve para estudiar la carga de bateŕıas en entornos
con coherencias. Se muestra, además, que en el ĺımite de interacciones cortas
la dinámica resultante de este modelo puede ser descripta por una ecuación
maestra con la forma de Linblad.

1.1. Bateŕıas cuánticas y procesos unitarios

Como se mencionó en la introducción, la tendencia hacia la miniaturi-
zación de los dispositivos tecnológicos implica también una reducción en el
tamaño de los dispositivos encargados de almacenar enerǵıa, las bateŕıas. Por
este motivo, resulta interesante estudiarlas en el régimen cuántico. Adicio-
nalmente, las propiedades intŕınsecas a la teoŕıa cuántica brindan ventajas
en las tareas de procesamiento de información, por lo que resulta natural
preguntarse si producen lo mismo en lo que respectan los procesos termo-
dinámicos. Ya se vio en los trabajos [4–14] que esto ocurre para distintas
situaciones f́ısicas. Para hacer esto, primero deben definirse las cantidades
de importancia en una bateŕıa, como la capacidad de almacenamiento, o la
potencia de carga y descarga.
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Las bateŕıas cuánticas son, tal y como sus contra-partes clásicas, siste-
mas en los cuales se busca almacenar enerǵıa para luego retirarla. Aśı, sus
caracteŕısticas se definen a partir de su capacidad de almacenamiento, como
de la potencia de carga o descarga. Estas son a su vez determinadas por las
propiedades intŕınsecas al sistema (S), como el hamiltoniano (H), el método
de carga o el estado inicial (ρ0). En la figura 1.1 se esquematiza un bateŕıa,
compuesta por un hamiltoniano y estado inicial.

Figura 1.1: Esquema de una bateŕıa cuántica, incluyendo todos los elementos que la ca-
racterizan.

Se considera un sistema cuántico con un hamiltoniano:

H =
∑
i

Ei |i⟩⟨i| ,

donde por simplicidad se asume que no es degenerado y tiene dimensión fi-
nita. Por otro lado, se ordenan sus enerǵıas de manera creciente Ei ≤ Ei+1.
Si el sistema se encuentra en un estado inicial ρ, una manera de extraer
su enerǵıa es simplemente efectuar una transformación sobre el sistema de
forma tal que el estado final tenga enerǵıa menor a la del inicial. Esta trans-
formación podŕıa realizarse en forma unitaria, prendiendo por ejemplo un
campo dependiente del tiempo V (t). Este potencial resulta en una evolución
unitaria, cuya dinámica modifica la enerǵıa del sistema. La variación de la
misma en este caso está dada por la ecuación:

W (t) = Tr
[
H

(
U (t) ρU † (t) − ρ

)]
. (1.1)

La transformación U (t) se encuentra representada, en forma general, por:

U (t) = T← exp

(
− i

ℏ

∫ t

t0

dt′[H + V (t′)]

)
, (1.2)

donde T← es la operación de ordenamiento temporal de la exponencial. De
ahora en mas se utiliza que ℏ = 1.
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Al fijar el hamiltoniano del sistema, mediante la elección de V (t) es posi-
ble aplicar cualquier operación unitaria arbitraria y esto determina el valor
de W (t). La máxima cantidad de enerǵıa que se puede extraer del sistema
mediante un proceso unitario surge de maximizar por sobre todas las unita-
rias posibles el valor de la enerǵıa final. Esto equivale a preguntarse cuál es
aquel operador V (t) que minimiza la enerǵıa del estado U (t) ρU † (t). De esta
manera, se define la ergotroṕıa como la máxima cantidad de enerǵıa que se
puede extraer del sistema de manera unitaria. Cantidad que, formalmente,
se puede escribir como [17]:

W = Tr[Hρ] − mı́n
U(t)

{Tr
[
H U (t) ρU † (t)

]
} = Tr[Hρ] − Tr[Hσρ], (1.3)

donde se define a σρ como el estado pasivo correspondiente a ρ.
Los estados pasivos son aquellos a los que no se le puede remover mas

enerǵıa con un proceso unitario. Es decir, el estado σρ de un sistema con
Hamiltoniano H es pasivo si

Tr[Hσρ] ≤ Tr
[
H UσρU

†] ∀U (1.4)

Dado que las transformaciones unitarias no transforman los autovalores del
estado, es fácil intuir que la configuración menos energética que pude tomar
un dado estado ρ - diagonal en la base del hamiltoniano -, es con los auto-
valores ordenados en el orden inverso al de las enerǵıas. De hecho, es posible
demostrar que σρ es un estado pasivo si y sólo si toma la siguiente forma en
la base de H [18]:

σρ =
∑
i

ri |i⟩⟨i| , (1.5)

donde los autovalores ri son tales que ri ≥ ri+1, es decir si es diagonal en
la base de auto-enerǵıas y sus autovalores se encuentran ordenados de forma
decreciente.

Además, es posible hallar una cota ergotroṕıa. Para mostrar esto se de-
fine el estado térmico a temperatura inversa β∗ = 1

kBT ∗ (de ahora en mas
se considera que kB = 1) que tiene la misma entroṕıa la entroṕıa de Von
Neumann S[·] que la del estado ρ. La misma se define como:

S[ρ] = Tr[ρ ln(ρ)] =
∑
i

λi ln (λi) (1.6)

donde λi son los autovalores de ρ. Expĺıcitamente, este estado térmico ωβ∗ (H)
es:

ωβ∗(H) =
e−β

∗H

Z
, (1.7)
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con Z = Tr
[
e−β

∗H
]

la función de partición. La relación entre entroṕıas que
se impone S[ρ] = S[ωβ∗(H)] es equivalente a pedir que S[σρ] = S[ωβ∗(H)],
debido a que la entroṕıa es invariante ante transformaciones unitarias ya que
como dijimos no modifican los autovalores. Dado que el estado térmico es
aquel que minimiza la enerǵıa libre [19]:

Tr[Hσρ] − β∗S[σρ] ≥ Tr[Hωβ∗ (H)] − β∗S[ωβ∗ (H)]. (1.8)

donde:
F (ρ) = Tr[Hρ] − βS[ρ], (1.9)

es la enerǵıa libre del sistema. Si se usa que las entroṕıas son iguales, la
inecuación se traduce a:

Tr[Hσρ] ≥ Tr[Hωβ∗ (H)], (1.10)

y es inmediato llegar a que:

W ≤ Tr[Hρ] − Tr[H ωβ∗ (H)], (1.11)

usando la definición de W . Esta cota no es trivial debido a que no es equi-
valente que un estado sea pasivo a que sea térmico.

1.1.1. Procesos colectivos

La caracterización de la capacidad de este tipo de bateŕıas se vuelve no
trivial al considerar procesos que involucran la presencia de varias bateŕıas.
En efecto, se halla que, si todos los sub-sistemas se encuentran cada uno un
estado pasivo, el estado global no necesariamente representa un estado pasivo
para el sistema compuesto respecto al Hamiltoniano completo HT =

∑
iHi.

Es decir,
⊗nσρ ̸= σ⊗nρ. (1.12)

Esto quiere decir que a priori un sistema compuesto por N bateŕıas almacena
más enerǵıa que la suma de las enerǵıas de cada una de las bateŕıas, debido
a que la extracción de toda la enerǵıa que cada uno posee individualmente
no lleva al sistema a su estado pasivo. A su vez, esto implica que las ope-
raciones locales - aquellas que afectan a cada sub-sistema individualmente -
no son suficientes para explotar esta potencial ventaja. Para esto se precisan
operaciones colectivas, que afecten simultáneamente a las partes del total.
Por otro lado, el producto de estados térmicos lleva finalmente a un estado
térmico del sistema total, que naturalmente es un estado pasivo. A los esta-
dos pasivos locales σρ, que cumplen que ⊗nσρ también es pasivo para todo
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valor de n se los llama completamente pasivos [20]. Puede mostrarse que un
estado es completamente pasivo, si y sólo si es térmico.

En cuanto a la ventaja potencial en los sistemas colectivos, se ha especula-
do sobre la utilidad del entrelazamiento como una herramienta para mejorar
la ergotroṕıa de estos sistemas. Sin embargo, se ha demostrado que es posi-
ble lograr procesos de extracción óptimos sin recurrir al entrelazamiento [21].
Sin embargo, para lograr esto, se requiere emplear un método que involucra
más operaciones, y por ende, más tiempo para completarse. Considerando
eso, y que al cargar colectivamente cada componente se presume que debeŕıa
requerirse menos tiempo en cargar o descargar la bateŕıa, resulta natural
cuestionar si el tiempo necesario para llevar a cabo los procesos colectivos es
menor que el requerido cuando se cargan individualmente cada sub-sistema.
Con el objetivo de cuantificar estas diferencias, se define la potencia como
el cociente entre la enerǵıa disponible en el sistema (ergotroṕıa) y el tiempo
que toma terminar el proceso:

P =
W
T
. (1.13)

Al llevar a cabo la comparación de los procesos, se normaliza la enerǵıa del
proceso colectivo a aquella correspondiente al proceso paralelo, y se calcula
la potencia del proceso para comparar estos tiempos. Se define aśı la ventaja
cuántica de carga:

Γ =
P∦

P∥
=

T∥
T∦

, (1.14)

donde el sub-́ındice ∥ hace referencia a los procesos paralelos y ∦ a los colec-
tivos. Respecto a este factor, se encontró en [22] que si se emplean ĺımites de
velocidad cuánticos, la ventaja cuántica cumple la cota:

Γ < γ[k2 (m− 1) + k], (1.15)

donde γ es una constante dependiente del modelo empleado, k es el máxi-
mo numero de sub-sistemas que son colectivamente cargados, y m (llamado
número de participación) es el máximo numero de operaciones paralelas en
las que solo aparece un único sub-sistema. Esto muestra que en procesos
cuánticos existe una ventaja en los procesos colectivos respecto a la potencia
presente en sistemas que no explotan dichas propiedades, y que dicha ventaja
escala con el número de sistemas cargados colectivamente.

1.2. Proceso de carga disipativo

El proceso de carga unitario se presenta entonces como un candidato para
modelar bateŕıas cuánticas, ya que permite cuantificar tanto la enerǵıa dis-
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ponible en el dispositivo como la potencia de carga y descarga [23], debido
a que el tiempo que toman los sistemas en llegar a los estados deseados es
finito. No obstante, uno podŕıa cuestionar la precisión necesaria para llevar
a cabo estas tareas. Esto es en parte por el grado de control que se precisa
para que la evolución sea exactamente la deseada, mientras que para cada
estado inicial se precisa una unitaria diferente. Adicionalmente, la dinámica
del sistema puede ser afectada por el contacto con elementos externos que
perturban el sistema de interés y alteran el resultado final deseado. En parti-
cular, se estudiaran bateŕıas que evolucionan como sistemas abiertos, es decir
no-unitarios, debido a su interacción con un entorno o baño. En particular,
se hace enfoque en procesos disipativos, que tienen la caracteŕıstica de llevar
al sistema a un estado estacionario luego de transcurrido un determinado
tiempo.

El primer ejemplo de evolución abierta que podemos mencionar es aquel
en el que el sistema de interés es puesto en contacto con una fuente térmica
a temperatura inversa β. En este caso, la bateŕıa convergeŕıa finalmente al
estado de Gibbs con la misma temperatura, y como se mencionó antes, este
estado es pasivo. El resultado final no tiene utilidad alguna en este caso, y
naturalmente surge la pregunta sobre si es posible diseñar un proceso que
lleve al sistema a un estacionario de ergotroṕıa no nula, esto es, un estado
estacionario activo. Si esto fuera posible, una de las ventajas que se pueden
mencionar, se encuentra relacionada con que la convergencia al estado final
deseado resulta ser independiente de los detalles del estado inicial o de otro
tipo de fluctuación eventual que pueda afectar la dinámica del sistema.

Existen muchos modelos que describen la evolución abierta de un siste-
ma cuántico dado, y todos involucran hipótesis espećıficas que se ajustan a
distintas situaciones f́ısicas. La ecuación de Linblad es un caso particular que
describe un sistema inicialmente separable, cuya evolución es Markoviana,
y que se puede derivar por ejemplo a partir de la interacción débil con un
entorno suficientemente grande. Su expresión es la siguiente [24]:

ρ̇ = −i[H, ρ] +
∑
i

γi L (ρ,Ai) , (1.16)

donde γi son las tasas de decaimiento para transiciones descriptas por ope-
radores Ai que están asociados a la interacción entre sistema y ambiente.
Por otro lado, el Linbladiano es un superoperador que está definido como
L (ρ,Ai) = AiρA

†
i − 1

2
{ρ,A†iAi} y H es el hamiltoniano del sistema de in-

terés. Es importante destacar que si el Lindbladiano no estuviera presente,
la dinámica seguiŕıa la forma unitaria t́ıpica de la ecuación de Von-Neumann.
De hecho, la inclusión de este operador en la ecuación diferencial es la que
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brinda la caracteŕıstica disipativa a la evolución, y resulta en la convergencia
asintótica mencionada anteriormente.

1.3. Interacciones repetidas

En los últimos años se han estado utilizando los llamados modelos coli-
sionales (también conocidos como modelos de interacciones repetidas) para
describir diferentes situaciones de interés relacionadas con la termodinámica
cuántica [25, 26]. Un modelo colisional es aquel en el que un sistema de in-
terés es puesto en contacto de manera sucesiva con sistemas cuánticos que
llamaremos ancillas, que después de interactuar son removidas para no vol-
ver a hacerlo. El modelo colisional mas básico es el que utiliza N ancillas
idénticas, interactúan sucesivamente con el sistema durante un tiempo fini-
to τ . Esta situación naturalmente describe un proceso Markoviano y puede
verse representada en el esquema de la figura 1.2.

Figura 1.2: Esquema de un modelo colisional de tiempo de interacción τ , con potencial de
interacción V .

Se notaran HS y HA al Hamiltoniano del sistema y cada ancilla respecti-
vamente, y V al potencial de interacción entre los dos. Si en un determinado
instante el sistema se encuentra en un estado descripto por la siguiente matriz
densidad ρ

(n−1)
S , entonces se puede garantizar que al comienzo del contacto

con la n-ésima ancilla el estado del sistema es:

ρ
(n)
0 = ρ

(n−1)
S ⊗ ρA, (1.17)

donde se entiende por sub́ındice S como “sistema” y el sub́ındice A como
“ancilla”. También se abrevia a ρ (nτ) = ρ(n). La evolución del sistema total
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durante ese peŕıodo de tiempo es unitaria, y por lo tanto el sistema a tiempo
nτ es:

ρ(n) = U
(
ρ
(n−1)
S ⊗ ρA

)
U † = Uρ

(n)
0 U †, (1.18)

donde U = exp (−iτ (HS + HA + V )), ya que los Hamiltonianos que la com-
ponen son independientes del tiempo. De esta manera, para obtener el estado
del sistema luego de la n-ésima interacción se debe trazar sobre los grados
de libertad del baño, por lo que finalmente se obtiene la expresión:

ρ
(n)
S = TrA[U

(
ρ
(n−1)
S ⊗ ρA

)
U †], (1.19)

donde TrA[·] es la traza parcial sobre el espacio de A. Esta acción es adecuada
para la descripción de una evolución f́ısica debido a que preserva la traza y la
positividad de la matriz densidad, las cuales garantizan que la misma resulte
en un estado apropiado según la mecánica cuántica (mapas CPTP) [27]. Se
define la acción sobre ρ de esta evolución no-unitaria en un tiempo τ como
E (ρ):

E (ρS) = TrA[U (ρS ⊗ ρA)U †]. (1.20)

La composición sucesiva de este mapa resulta en la evolución total del estado
del sistema. Con la noción de evolución ya resuelta, se quiere diseñar procesos
disipativos que tengan un único estado estado estacionario activo. Un estado
estacionario, tiene la caracteŕıstica que es invariante frente a la acción del
mapa E (ρ̂) = ρ̂. Debido al carácter contractivo de la entroṕıa relativa ante
la acción del mapa, el estado estacionario es necesariamente atractivo. Con
esto se entiende que la entroṕıa relativa entre el estado y su estacionario
siempre decrece [24]. Entonces mediante la aplicación sucesiva del mapa es
posible llevar cualquier estado inicial al estacionario:

ĺım
n→∞

En(ρ) = ρ̂ (1.21)

Un estado estacionario es tal que la producción de entroṕıa es nula, y
puede mostrarse que en el marco del modelo colisional que se utiliza aqúı,
debe tener la forma de [28]:

ρ̂β = ωβ(H0) =
e−βH0

Tr (e−βH0)
(1.22)

donde el operador H0 cumple que [U,H0 + HA] = 0. Esta última condición
puede traducirse a dos ecuaciones separadas que son:

[HS , H0] = 0 (1.23)
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y que:
[V,H0 + HA] = 0. (1.24)

Ahora podemos calcular las cantidades termodinámicas de relevancia para el
modelo en cuestión. En primer lugar, el calor recibido por el sistema puede
ser definido como “menos” el cambio energético del baño en cada paso. Esto
seŕıa:

Qn = −TrA[HA

(
ρ
(n)
A − ωβ(HA)

)
], (1.25)

donde ρ
(n)
A = TrS [ρ(n)] es el estado de la n-ésima ancilla luego de la interac-

ción. Usando que Tr[HAωβ(HA)] = Tr
[
HAρ

(n)
0

]
:

Qn = −Tr
[
HA

(
Uρ

(n)
0 U † − ρ

(n)
0

)]
. (1.26)

donde se emplea la definición (1.18). Si se suma y resta H0 adentro de la
traza,

Qn = Tr
[
H0

(
Uρ

(n)
0 U † − ρ

(n)
0

)]
− Tr

[
(HA + H0)

(
Uρ

(n)
0 U † − ρ

(n)
0

)]
. (1.27)

Utilizando además que [H0 + HA, U ] = 0, puede verse que:

Tr
[
(H0 + HA)

(
Uρ

(n)
0 U † − ρ

(n)
0

)]
= 0, (1.28)

y trazando sobre los grados de libertad de A se obtiene finalmente que:

Qn = TrS [H0

(
ρ
(n)
S − ρ

(n−1)
S

)
]. (1.29)

Por otro, lado se tiene que la variación de la enerǵıa interna de la bateŕıa en
cada paso del proceso es:

En = TrS [HS

(
ρ
(n)
S − ρ

(n−1)
S

)
]. (1.30)

Empleando ahora la primera ley de la termodinámica para el paso este paso,
En = Qn + Wn, el trabajo que se realiza en cada paso del proceso debe ser
entonces:

Wn = TrS [(HS −H0)
(
ρ
(n)
S − ρ

(n−1)
S

)
]. (1.31)

El trabajo es una cantidad asociada a un agente externo, que pone en con-
tacto el sistema mediante el potencial de interacción V . Notar que el caso
particular de H0 = HS describe el proceso de termalización, ya que el estado
estacionario ρ̂β se corresponde con el estado de Gibbs asociado a HS . En
este caso, es inmediato que el trabajo requerido para llevar al sistema a este
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estado estacionario es nulo. La enerǵıa presente en el sistema es únicamente
calor que fluye de los baños hacia la bateŕıa. Bajo esta definición de las can-
tidades termodinámicas, es también inmediato que si el sistema alcanzó el
estacionario, siendo esto ρ

(n)
S −ρ

(n−1)
S = 0, todas ellas se anulan. Esto significa

que mantener al sistema en un estado de equilibrio no tiene costo energético.
La evolución del modelo colisional considera el estado final de cada paso

para definir el estado a un dado tiempo. Es posible obtener una ecuación
diferencial para la evolución del sistema mediante el análisis del ĺımite en el
cual los pasos son infinitesimalmente pequeños. Para esto se busca calcular
la derivada del estado luego de cada paso, y de alĺı encontrar una ecuación
maestra para resolver la dinámica a todo tiempo. En la sección 1.4.2 se hace
un desarrollo general sobre como hacer este procedimiento para un sistema
con entornos con coherencias. Ese calculo incluye al de un sistema con ancillas
térmicas, dando el resultado:

ρ̇S = −i[HS , ρS ] +
∑
i

γiL (ρS , Ai) , (1.32)

que es la ecuación maestra de Linblad. Esto quiere decir que el modelo colisio-
nal, en un ĺımite de tiempo interacción corto, simula los procesos descriptos
por la ecuación (1.32). La única excepción a tener en cuenta es que para
el primer caso, la hipótesis de interacción débil es necesaria para hacer co-
rrectamente la deducción, mientras que en el modelo colisional esto no es
necesario. Esto quiere decir que los procesos que describe el modelo colisio-
nal están obligados a corresponderse con la situación que definen al mismo,
que es que los entornos sean continuamente renovados. Adicionalmente, de-
bido a que el tiempo de interacción se vuelve infinitesimalmente pequeño,
el potencial que media el contacto entre ancilla y sistema debe aumentar a
medida que la duración del contacto disminuye, haciendo que la interacción
sea necesariamente fuerte en este caso [27].

En particular, algunas situaciones f́ısicas reales en las que el modelo co-
lisional encaja adecuadamente son en la teoŕıa de micromaser y la teoŕıa de
mediciones débiles. En la primera, se plantean átomos que interactúan uno a
uno con un modo normal de una cavidad. Aśı, las part́ıculas representan las
ancillas, mientras que el sistema de interés es el modo normal [29, 30]. Por
otro lado, en la teoŕıa de mediciones débiles, se quiere conocer las propiedades
un sistema dado, continuamente. Para hacer esto se debe perturbar levemen-
te al mismo en cada medición realizada. Las ancillas del modelo colisional
son perfectas como los “medidores” responsables de producir una medición
pseudo-continua y perturbativa [31,32].

Una vez conseguido el estado de equilibrio, se quiere ver si el mismo es
útil para el ámbito de las bateŕıas cuánticas. Esto es, que este estado sea un

17



estado activo. Notar que este concepto es particularmente relevante porque
quiere decir que, de existir, es un estado resistente ante perturbaciones y útil
tanto para cargar como luego extraer su enerǵıa. A su vez no requiere un
costo energético para ser mantenido. A continuación, se ejemplifica un caso
aśı, mostrando que efectivamente existen.

1.3.1. Protocolo para un estado activo

Para generar de este modo un estado activo estacionario, se debe diseñar
un potencial que lleve al sistema a dicho estado. Se considera entonces auto-
operadores del sistema y baño Sα y Aα, que satisfagan [HS , Sα] = λαSα y
[HA, Aα] = λαAα. Luego, la interacción entre la bateŕıa y las ancillas como
[13]:

V =
∑
α

gαSα ⊗ Aα, (1.33)

donde gα es la constante de interacción. Este potencial cumple la siguiente
relación de conmutación:

[V,−HS + HA] = 0. (1.34)

Si se consideran los elementos de matriz de esta ecuación y la ecuación (1.24),
se concluye que a menos de un término constante H0 es −HS . Se toma
entonces que H0 = −HS , lo que lleva a que el estacionario del mapa E (ρ) es:

ρ̂β =
eβHS

Z
. (1.35)

donde Z = Tr
(
eβHS

)
, y es igual al caso de temperatura positiva solo si el

espectro es simétrico respecto al cero. Este estado se corresponde con aquel
que invierte completamente las poblaciones del estado térmico inicial del sis-
tema. Se espera en consecuencia, que el estado al que el sistema llega sea uno
activo debido a que ahora se encuentran invertidas las poblaciones respecto al
térmico. Una vez se alcanza este estado estacionario, puede mostrarse que si
el espectro de enerǵıa es simétrico respecto a un valor dado (E = Ei+EN+1−i

2
)

es posible elegir una unitaria que re-ordena los autovalores de manera tal que
el estado pasivo es térmico [13], y por lo tanto se satura la cota (1.11) para
la ergotroṕıa.

Habiendo definido un proceso que lleva al sistema a un estado estacionario
de equilibrio activo, se procede a cuantificar la eficiencia del mismo. Para esto,
resulta natural considerar la ergotroṕıa como recurso ganado, mientras que
el trabajo aplicado el proceso cumple el rol de recurso gastado. Empleando
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la usual definición de eficiencia se tiene que:

η =
W
W

(1.36)

donde W es la ergotroṕıa y W es el trabajo total del proceso. Se muestra
en [13] que la ergotroṕıa cumple el primer principio de la termodinámica,
siendo esto:

W = Q + W (1.37)

lo que permite expresar a la eficiencia, cuando H0 = −HS , como :

η = 1 − |Q|
W

=
1

2
(1.38)

donde se utilizan las expresiones para calor y trabajo de las ecuaciones (1.29)
y (2.10), que a su vez hicieron uso de la expresión (1.33) para el potencial.
También se hace expĺıcito que el calor en estos procesos es negativo (se disipa
calor). Esto marca que la enerǵıa útil del proceso de carga con un potencial
de la forma (1.33) siempre es la mitad de la enerǵıa invertida en cargar la
bateŕıa, a diferencia de los procesos unitarios, donde toda la enerǵıa invertida
contribuye a la carga de la bateŕıa.A modo de ejemplo, a continuación se
muestra un proceso de carga disipativo de un qubit.

1.3.2. Ejemplo: proceso de carga de un qubit

Como se mencionó, se analiza un protocolo el protocolo previamente men-
cionado para un sistema de un qubit. En particular se considera que las
ancillas también son qubits, y que sus hamiltonianos son idénticos al de la
bateŕıa. Esto es:

HS =
ω

2
σSz , (1.39)

y

HA =
ω

2
σAz . (1.40)

Adicionalmente, los estados iniciales de ambos elementos serán térmicos a
la misma temperatura. Siguiendo la ecuación (1.33), en este caso los auto-
operadores del sistema son σ±, y se tiene asi que la interacción debe tener la
forma de:

V = g(σS+ ⊗ σA+ + σS− ⊗ σA−). (1.41)

Este potencial cumple entonces lo requerido por la ec.(1.33) para el pro-
tocolo activo, y por lo tanto el estado estacionario del sistema es:

ρ̂β =
eβ

ω
2
σz

Z
(1.42)

19



Figura 1.3: En la figura superior se muestran las poblaciones del fundamental y excitado del
sistema en cuestión, en función del tiempo. Por otro lado, en la figura inferior se muestra
la ergotroṕıa normalizada por la ergotroṕıa del estado estacionario, también en función
del tiempo. Se muestra como al aumentar la población del estado excitado, la ergotroṕıa
aumenta de la misma manera. Parámetros: β = 3, ω = g = 1√

2
, τ = 1.

donde Z = Tr
(
eβ

ω
2
σz
)
. A partir de este estado puede calcularse fácilmente la

ergotroṕıa final del sistema. La misma tiene la forma de:

W0 = ω tanh
(
β
ω

2

)
. (1.43)

Para mostrar el proceso de carga para la bateŕıa, se simula numéricamente
cada paso de la aplicación del mapa, en los que se calculan las poblaciones
y la ergotroṕıa del estado en ese paso. Estos resultados son mostrados en la
figura 1.3. Se utilizan ω = g = 1√

2
, β = 3 y τ = 1. Se observa que la ergotroṕıa

aumenta a medida que el sistema se aproxima al estacionario, mostrando asi
que el mismo se encuentra finalmente en un estado activo.

La eficiencia de procesos que sigan este protocolo de carga va a ser siempre
1
2
, y es imposible modificar este hecho cambiando cualquiera de los paráme-

tros ya existentes dentro del problema. Sin embargo, si se hace un planteo
diferente en el que las auto-enerǵıas de ancilla y sistema son distintas, el re-
sultado puede diferir [33]. En esta tesis se quiere estudiar qué es lo que sucede
con el proceso de carga cuando el entorno se encuentra en un estado fuera
del equilibrio térmico y posee coherencias cuánticas en la base de enerǵıas.
De esta manera, a continuación se introducen algunas herramientas útiles
para describir estos sistemas, aśı como también se revisan algunos trabajos
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que analizan la influencia de este tipo de entornos en el rendimiento de ciclos
termodinámicos.

1.4. Modelos colisionales en entornos levemen-

te coherentes

Hasta ahora se revisaron procesos en los que se asumı́a que los elemen-
tos externos al sistema comenzaban en un estado estacionario de equilibrio
y pasivo, en particular en uno térmico. Como se vio previamente, estos es-
tados son inertes a la hora de extraer enerǵıa mediante procesos unitarios.
Sin embargo, resultan se útiles para la carga de bateŕıas cuando se diseñan
interacciones que conducen a estados estacionarios activos. Una pregunta que
surge entonces es cómo cambia este proceso si el estado del entorno no tiene
estas caracteŕısticas.

En particular, se analizan estados que se diferencian del térmico por la
presencia de coherencias en la base de enerǵıas. Esto significa que se en-
cuentran representados por matrices densidad en dicha base con elementos
no-nulos fuera de la diagonal. Llamar a un estado de estas caracteŕısticas
como uno fuera de equilibrio viene de la idea que el estado de Gibbs es el
resultado de la termalización del sistema. Modificarlo conlleva entonces a una
perturbación de dicho estado. Como se mencionó en la introducción de esta
tesis, se intenta analizar el impacto de propiedades puramente cuánticas en
los procesos termodinámicos y la presencia de coherencias cuánticas es una
de ellas.

1.4.1. Estados con coherencias

Algunas formas de cuantificar las coherencias presentes en un estado son
utilizar medidas como la norma U1 de todos los elementos fuera de la dia-
gonal respecto a una base dada, o la entroṕıa relativa de coherencia [34]. Es
vital notar que esta cantidad no puede tomar un valor arbitrario, ya que la
positividad del estado puede dejar de estar garantizada. Depende entonces
de la definición que se tome de las coherencias, la restricción que se toma
para asegurar que se mantenga esa condición. En este trabajo se emplea la
norma U1, que es la suma de los módulos de los elementos de la anti-diagonal
del estado ρ:

U1 (ρ) =
1

2

∑
i ̸=j

|ρij| (1.44)
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el factor 1
2

se incluye para evitar contar dos veces los módulos. En el caso en
que se tenga un estado diagonal, y se desee incluirle coherencias, es necesario
tener cuidado ya que la matriz densidad resultante tiene que respetar positi-
vidad. De esta manera, se considera como ejemplo un sistema de dimensión
dos, en el que se muestran las condiciones necesarias que mantienen esto.

Se comienza considerando un estado térmico de temperatura inversa β y
hamiltoniano H:

ωβ(H) = pβ |0⟩⟨0| + (1 − pβ) |1⟩⟨1| (1.45)

donde pβ = Tr (σ−σ+ωβ(H)). La pureza de este estado toma la forma de:

P(ωβ(H)) = 1 − 2
(µβ

Z

)2

(1.46)

donde se recuerda que la pureza de un dado estado ρ está definida como
P (ρ) = Tr (ρ2), y µ2

β = pβ(1 − pβ). Se quiere ahora agregar un parámetro al
estado, para producir una transición continua entre uno térmico, y uno que
posea coherencias. Para esto se hace la simple modificación de agregar en la
anti-diagonal de la matriz densidad, un parámetro C. El mismo modificaŕıa
al estado:

ρcoh = pβ |0⟩⟨0| + (1 − pβ) |1⟩⟨1| + C |0⟩⟨1| + C∗ |1⟩⟨0| (1.47)

y la pureza del mismo resulta en:

P (ρcoh) = 1 −
2
(
µ2
β − |C|2

)
Z2

. (1.48)

Se entiende entonces que si C = 0 el estado es térmico. Este parámetro, no
puede tomar un valor arbitrario si se mantienen constantes las poblaciones, ya
que es necesario mantener la positividad de la matriz densidad. Para respetar
positividad, entonces se define un parámetro c, y se lo hace de manera tal que
si 0 ≤ |c| ≤ 1 entonces la positividad este asegurada. Para hacer esto tiene
que valer C = µβ|c|. De esta manera, la pureza del estado toma la forma de:

P (ρcoh) = 1 −
2
(
1 − |c|2

)
µ2
β

Z2
(1.49)

y se cumple trivialmente que si |c| = 1 el estado es puro. Por definición, si el
valor de |c| > 1, la matriz densidad deja de ser positiva. Se tiene entonces que
|c| sólo puede tomar valores entre 0 y 1, transitando entre un estado térmico
y uno puro. La medida de coherencia en este caso es U1 (ρcoh) = µβ|c|, pero
debido a que difieren únicamente en un factor, se considera a las coherencias
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en esta tesis como |c|. Este estado con coherencias puede pensarse como la
suma entre un estado térmico, y un término proporcional a estas mismas:

ρcoh = ωβ(H) + |c|χ (1.50)

donde χ = µβ (cos (θ)σx + sin (θ)σy), y θ = arg (c).
Una vez definido apropiadamente este estado con coherencias, se procede

a ver su efecto como ancillas en un modelo colisional, buscando encontrar
ventajas o desventajas por sobre el caso ya revisado.

1.4.2. Modelos colisionales levemente coherentes

Para estudiar y ejemplificar el efecto de las coherencias en un proceso de
carga de una bateŕıa cuántica, se emplea un sistema que replique al empleado
en la sección 1.3.2. Como consecuencia, los hamiltonianos y potencial de
interacción serán los mostrados alĺı. La única diferencia presente entre dicho
proceso y el que se va a estudiar está en el estado de las ancillas. El mismo es
el estado ρcoh introducido en la ecuación (1.50). La acción del mapa resulta
entonces:

E (ρ) = TrA[U(ρ⊗ ρcoh)U †] (1.51)

donde U es la unitaria definida en la sección 1.3.1. Como ya se vio previa-
mente, la acción sucesiva de este mapa brinda la evolución temporal que se
quiere estudiar. La situación es en definitiva la presentada en la figura 1.2,
utilizando espećıficamente ρA = ρcoh

Los primeros trabajos que buscaron extender estas ideas para entornos
fuera del equilibrio, son las referencias [15, 16]. Alĺı se derivan ecuaciones
maestras para modelos colisiones con ancillas que poseen coherencias en el
ĺımite de interacción corta. Adicionalmente, en el primer trabajo se encuen-
tra a la coherencia como un recurso mediante un termino unitario en la
enerǵıa, además de modificaciones para la primera y segunda ley que in-
cluyen relaciones no triviales con este parámetro. En el segundo encuentran
comportamientos no convencionales de un sistema atravesando un ciclo de
Carnot, como un refrigerador h́ıbrido capaz de refrigeración y generación de
trabajo, o regiones en el espacio de parámetros en donde el sistema funcio-
na por encima de la eficiencia de Carnot clásica. En este caso, se analizara
dicha situación para el caso de bateŕıas, con el objetivo de obtener tanto la
evolución a todo tiempo como el estado estacionario del sistema. Para ello,
se consideran también, las condiciones necesarias para adaptar al sistema a
esta aproximación. En estos trabajos, se define al estado de la ancilla como:

ρcoh = ωβ (HA) +
√
τ |c̃|χ (1.52)
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donde el factor
√
τ se emplea para que las aproximaciones sean consistentes,

lo que implica ahora que |c| =
√
τ |c̃|. En este estado, la medida de coherencia

es
√
τ |c̃|, pero para este sistema se piensa en |c̃| cuando se habla de coheren-

cias. Notar que esto implica que el valor de las coherencias, para el caso de
la ecuación maestra, debe ser pequeño. Por esta razón, a estos modelos se los
llama modelos colisionales con entornos levemente coherentes. Por otro lado,
el potencial a usar será V , que a priori comparte la forma propuesta en la
sección del proceso de carga de un qubit.

A continuación se muestra la deducción de dicha ecuación maestra. Se co-
mienza por usar el desarrollo de Baker-Housdorff-Campbell a segundo orden
en τ [35], se obtiene que:

ρ (nτ) = ρS ⊗ ρcoh − iτ [H, ρS ⊗ ρcoh] − τ 2

2
[V̂ , [V̂ , ρS ⊗ ρcoh]] (1.53)

donde se entiende que ρS⊗ρA = ρS ((n− 1) τ)⊗ρA. Considerando ahora que
el tiempo de interacción se vuelve infinitesimalmente pequeño, el potencial
debe ser re-normalizado para compensar por la poca enerǵıa intercambia-
da en ese tiempo. Se busca entonces que a medida que la interacción sea
mas corta la intensidad aumente, y por lo tanto se redefine al mismo como
V̂ = V√

τ
. Esto permite que la intensidad de la interacción escale inversamente

al tiempo de interacción, y a medida que los sistemas son puestos en con-
tacto durante menos tiempo interactúen mas fuertemente. Se busca ahora
computar la derivada de ρS , por lo que se realiza el cálculo:

ρ̇S = ĺım
τ→0

TrA[U(ρS ⊗ ρcoh)U †] − ρS ⊗ ρcoh
τ

. (1.54)

Es decir, nos quedaremos con el desarrollo de la ecuación (1.53) a orden uno.
Debido a la re-normalización de V̂ , el tercer término es de este orden, lo que
brinda una dinámica distinta a la unitaria, en particular será el responsable
de la dinámica disipativa. Por otro lado, el factor

√
τ presente en el estado de

la ancilla también hace que el resultado final se vea modificado. La ecuación
maestra resulta entonces:

ρ̇S = −i[HS + |c̃|TrA (V χ) , ρS ] − 1

2
[V, [V, ρS ⊗ ωβ(HA)]]. (1.55)

El efecto de las coherencias presentes en el entorno se encuentra relaciona-
do con la aparición de un Hamiltoniano efectivo Hef

S = HS + |c̃|TrA (V χ)
que, dependiendo el proceso, puede resultar análogo a un campo externo. La
dinámica disipativa sin embargo, no se ve afectada por |c̃|, ya que el término
del Linbladiano no se ve modificado. Por otra parte, el caso de |c̃| = 0 se
corresponde con la ecuación maestra para el proceso sin coherencias [36].
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A continuación, se estudia el estado estacionario de este último proce-
so, aśı como también la eficiencia de carga, en el caso que sea activo. Se
busca analizar las diferencias respecto al valor 1

2
mencionado previamente.

Adicionalmente, se pretende analizar el efecto del tiempo de interacción en el
modelo colisional con coherencias, fuera del régimen de interacciones cortas.
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Caṕıtulo 2

Bateŕıas en entornos fuera del
equilibrio

En este caṕıtulo se estudia la eficiencia de carga de procesos utilizando
modelos colisionales con coherencias en el entorno. Se analiza un modelo co-
lisional levemente coherente, encontrando que en el mismo no se supera la
eficiencia el proceso sin coherencias. Con tal de vencer este valor, se recu-
rre a procesos con tiempo de interacción finito. Al establecer una expresión
para la eficiencia de este proceso, se encuentra estudiándola en función de
los parámetros que el proceso sin coherencias es superado. En particular se
muestra que el máximo valor que esta toma es de 2

3
. Se encuentra además que

el caso de temperaturas bajas es equivalente al de un estado puro asociado
al |0⟩. Por último, se cierra el proceso de carga mediante una termalización
del estado pasivo, permitiendo repetir el ciclo sin modificar la eficiencia de
carga y descarga del mismo.

2.1. Carga de bateŕıas en modelos colisiona-

les levemente coherentes

Como se mencionó anteriormente, el modelo colisional es tal que si se
emplean entornos térmicos en el régimen de tiempos cortos, la dinámica
puede ser descripta mediante la ecuación de Linblad. Utilizando ancillas con
coherencias es posible derivar una ecuación es similar, en la que aparece
un Hamiltoniano efectivo que modifica la evolución unitaria, pero deja a la
disipativa intacta.

A continuación se estudia cómo cambia el estado estacionario frente a
esta dinámica, y cuál es la nueva eficiencia del proceso. Más importante
aún, resulta clave entender si la nueva contribución al Hamiltoniano permite
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mejorar la eficiencia en relación a la del proceso sin coherencias.

2.1.1. Estado estacionario

El sistema que se va a estudiar es el de qubits, empleando lo visto en
la sección 1.4.2. Se considera que las coherencias c̃ son reales, y que por lo
tanto:

χ = µβσx. (2.1)

Como se mostró en la deducción para llegar a la ecuación maestra, el po-
tencial requiere de una re-definición para que la dinámica no sea la unitaria.
Empleando esto junto con la forma de la ecuación (1.33) se tiene que:

V̂ =
V√
τ

=
g̃√
τ

(
σS+ ⊗ σA+ + σS− ⊗ σA−

)
. (2.2)

La idea es entender si en un mismo proceso donde sin coherencias se obteńıa
un estado estacionario activo, ahora se tiene lo mismo, y si por otro lado se
puede vencer la eficiencia del mismo. Empleando este potencial se obtiene
que el término disipativo toma la forma de:

ρ̇ = −i[HS + µβ g̃|c̃|σx, ρ] + g̃ (pβL (ρ, σ−) + (1 − pβ)L (ρ, σ+)) (2.3)

donde se recuerda que L (ρ,Ai) = AiρA
†
i− 1

2
{ρ,A†iAi}, y se obvia el sub-́ındice

S para notar el estado del sistema. Notar que a diferencia de la ecuación
(1.32), ahora las tasas de decaimiento no están representadas por un único
coeficiente, si no que por el producto entre g̃ y las poblaciones del estado
térmico. Las coherencias entonces dan un hamiltoniano efectivo Heff

S = HS+
µβ g̃|c̃|σx, que en este caso puede ser interpretado como un esṕın bajo el efecto
de un campo en x̂.

Esta ecuación diferencial puede representarse también en términos de
matrices. Se tiene de esta manera, que la derivada del estado es igual a una
función del mismo:

ρ̇ = K (ρ) + M, (2.4)

donde K (ρ) tiene la forma:

K(ρS) =

(
−ig̃µβ|c̃| (ρ01 − ρ10) − g̃2ρ11 2ig̃µβ|c̃|ρ11 − ia∗ρ10

−2ig̃µβ|c̃|ρ11 + iaρ10 ig̃µβ|c̃| (ρ01 − ρ10) + g̃2ρ11,

)
(2.5)

donde a = ω + i g̃
2

2
y ρij son los elementos de la matriz densidad del sistema.

Para la definición de a, se recuerda que en la expresión (2.2) hay y una
normalización por sobre el potencial, que en consecuencia cambia las unidades
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de g̃ de manera tal que g̃2 tiene unidades de enerǵıa. Esta función K (ρ) se
corresponde con la parte homogénea de la ecuación diferencial, mientras que
M brinda la solución particular:

M =

(
g̃2pβ −ig̃2µβ|c̃|

ig̃2µβ|c̃| −g̃2pβ

)
. (2.6)

Algo a notar, es que en el caso sin coherencias la derivada de los elementos
de matriz de la anti-diagonal no están acopladas a los elementos de matriz
de la diagonal, y vice-versa. Lo que quiere decir esto, es que si el estado
inicial no posee coherencias, como lo es en el caso de los estados térmicos,
no podrán generarse a lo largo de la evolución. Por otro lado, en el caso de
tener coherencias en los estados de las ancilla, al existir un acoplamiento ente
términos diagonales y anti-diagonales, las coherencias van a ser distintas de
cero en la bateŕıa. Fundamentalmente, lo que se está observando es que va a
haber un pasaje de coherencias de baños a sistema, y las mismas seguirán la
dinámica dictada por K (ρ).

Se quiere ahora calcular el estado estacionario del sistema. Para esto se
pide que ρ̇ = 0. Al imponer esa condición, la ecuación (2.3) se convierte
en un sistema de cuatro ecuaciones para resolver el estado deseado. Notar
que como los estados f́ısicos tienen de traza uno, hay dos ecuaciones que
no son independientes, y las incógnitas a resolver son tres en vez de cuatro.
Resolviéndolas, se obtiene el siguiente resultado:

ρ̂11 =
(g̃µβ|c̃|)2 + |a|2γ−

2 (g̃µβ|c̃|)2 + |a|2
, ρ̂10 =

ag̃µβ|c̃| (2γ− − 1)

2 (g̃µβ|c̃|)2 + |a|2
(2.7)

ρ̂ij son los elementos de matriz del estado estacionario, y debido a que el
mismo tiene traza unitaria ρ̂00 = 1 − ρ̂11 y por positividad ρ̂01 = (ρ̂10)

∗.
Adicionalmente se cumple que si |c̃| = 0, se recupera el estado con poblacio-
nes invertidas del proceso sin coherencias. A partir de este estado, se busca
encontrar la ergotroṕıa y trabajo del proceso, permitiendo calcular aśı la
eficiencia de manera anaĺıtica.

2.1.2. Eficiencia

Para calcular la ergotroṕıa, se debe diagonalizar el estado estacionario, y
re-ordenar sus autovalores para finalmente obtener el estado pasivo. El mismo
se consigue a partir de su definición en la sección 1.1 del caṕıtulo anterior,
asignando al de menor valor al estado de mayor enerǵıa y vice-versa. De esta
manera el estado pasivo resulta:

σρ̂ = λ0 |1⟩⟨1| + λ1 |0⟩⟨0| (2.8)
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donde λ0 y λ1 son los autovalores de ρ̂ y sus expresiones son:

λ1 =
1

2
+

|a| tanh
(
βω
2

)√
|a|2 + (2g̃µβ|c̃|)2

2
(
2 (g̃µβ|c̃|)2 + |a|2

) (2.9)

y vale que λ0 = 1−λ0 debido a la invarianza de la traza ante transformaciones
unitarias. Finalmente, usando la definición de W llegamos a la expresión final:

W =
ω|a|2 tanh

(
ωβ
2

)(
2 (g̃µβ|c̃|)2 + |a|2

)
1 +

√
1 +

(
2g̃µβ|c̃|
|a|

)2
 (2.10)

que en el caso sin coherencias recupera la expresión para ergotroṕıa de W =
ω tanh

(
β ω

2

)
. Resta ahora calcular el trabajo empleado para cargar la bateŕıa,

porque si bien la ergotroṕıa es una medida de al enerǵıa disponible en el
sistema, es importante considerar el gasto energético empleado en cargarla.

Para el calculo de W , se considera la expresión de la derivada del mismo:

Ẇ = Tr ((HS + HS) ρ̇) . (2.11)

Notar que en esta expresión, la derivada es la del sistema total, no la de S.
Esto hace que no se pueda usar directamente la ecuación maestra (2.3), y
nuevamente la herramienta a recurrir es a un desarrollo a orden uno en τ
para calcular la derivada. Realizando el mismo se llega finalmente a que:

Ẇ = 2ωg̃µβ|c̃|
(
i (ρ10 − ρ01) −

g̃

µβ|c̃|
(ρ11 − pβ)

)
. (2.12)

Resta entonces integrar esta expresión en el tiempo que dura el proceso para
calcular el trabajo. Los detalles del cómputo son tratados en el apéndice A,
y su resultado es:

W =
2ω tanh βω

2

2 (g̃µβ|c̃|)2 + |a|2
(
(g̃µβ|c̃|)2 + |a|2

)
(2.13)

donde W es la integral de Ẇ , y nuevamente se cumple que a coherencias
nulas la expresión del trabajo W = 2ω tanh βω

2
, donde es inmediato verificar

que vale para el caso sin coherencias si se usa que la eficiencia en ese caso es
1
2

y por lo tanto W = 2W .
Una vez conseguidas la ergotroṕıa y el trabajo, resta calcular su cociente

para tener la eficiencia del proceso. La misma sigue entonces que:

η =
W
W

=
1 +

√
1 + ϵ2

4 + ϵ2
(2.14)
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donde:

ϵ =
2g̃µβ|c̃|
ω2 + g̃2

4

, (2.15)

que es el único parámetro del cual depende esta expresión. Gracias a esto, es
fácil ver que independientemente de la combinación de parámetros utilizados,
siempre vale que η ≤ 1

2
. Esto quiere decir que la eficiencia del proceso, en

el ĺımite de tiempos cortos de interacción, no puede superar la eficiencia del
proceso sin coherencias. En la figura 2.1 se muestra la gráfica de la eficiencia
en función de ϵ.

Figura 2.1: Eficiencia del proceso en el régimen de ecuación maestra, en función del paráme-

tro ϵ =
2g̃µβ |c̃|
ω2+ g̃2

4

. Se observa entonces que con la ecuación maestra no puede superarse la

eficiencia de un proceso sin coherencias.

Es entonces imposible vencer el valor sin coherencias de la eficiencia em-
pleando un modelo colisional levemente coherente, utilizando el potencial de
interacción de la ecuación (2.2). Sin embargo, se puede prescindir del for-
malismo de ecuaciones maestras, si se considera que el tiempo de interacción
deja de ser infinitamente pequeño. Para esto entonces se debe aplicar el mapa
de manera discreta en el tiempo, y considerar al estado como una sucesión
de pasos que eventualmente alcanzaran el estado estacionario.
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2.2. Carga de bateŕıas con coherencias y tiem-

po de interacción finitos

Una vez estudiado el proceso de carga con coherencias pequeñas e in-
teracciones cortas, se procede a estudiar el proceso con el modelo colisional
completo. Esto es, con un tiempo de interacción y coherencias finitas. Para
hacer esto, se comienza desde cero con la definición del mapa que caracteriza
el proceso, para luego hallar el estado estacionario.

2.2.1. Estado estacionario

En términos del modelo colisional, se define un mapa el mapa que actúa
sobre el sistema sucesivamente hasta alcanzar el estado estacionario. Para
obtener su forma se procede en forma análoga a como se hizo la ecuación
maestra. A partir del mismo se calcula, la ergotroṕıa y el trabajo. Como ya
se vio, la acción del mapa tiene la forma de:

E (ρ) = TrA[U(ρ⊗ ρcoh)U †], (2.16)

donde el estado estacionario de este mapa está definido a partir de E (ρ̂) = ρ̂.
Para usar esa ecuación, primero se analiza cómo actúa la unitaria U sobre el
estado. En primer lugar, se estudia el Hamiltoniano total del sistema resulta
ser:

H =
ω

2
(σz ⊗ IA + IS ⊗ σz) + g

(
σS+ ⊗ σA+ + σS− ⊗ σA−

)
. (2.17)

Es fácil ver que este hamiltoniano es un hamiltoniano por bloques que actúa
en los subespacios D = {|00⟩ , |11⟩} y al C = {|10⟩ , |01⟩} de la base σz para
cada uno de los sistemas. En particular, es fácil ver que actúa trivialmente
sobre C, mientras que es posible escribirlo como una combinación lineal de
matrices de Pauli definidas en D. Es decir, produce transiciones únicamente
entre estados |00⟩ y |11⟩. El término de interacción se puede representar
como un operador proporcional a σx en el espacio D, mientras que el otro
término, correspondiente al Hamiltoniano libre, como otro proporcional a σz

sobre este mismo espacio. Por esta razón, al exponenciar el Hamiltoniano se
obtiene una unitaria de la forma:

U = (cos (Ωτ) ID − i (σ⃗ · n̂) sin (Ωτ)) ⊗ IC, (2.18)

donde Ω =
√

ω2 + g2, n̂ = ( g
Ω
, 0, ω

Ω
) y σ⃗ = (σx, σy, σz). La frecuencia natural

de oscilación del sistema es entonces Ω, y dependiendo del valor de τ utilizado,
el estado final del sistema se modifica según la ecuación (2.18).
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La aplicación del mapa sobre el sistema entonces se construye mediante
la aplicación de este operador sobre el estado ρ⊗ ρcoh y efectuando la traza
sobre los grados de libertad de la ancilla. Una vez realizado esto, se obtiene
la representación matricial del superoperador asociado al mapa, de manera
que E (ρ) ≡ Φρ⃗. A partir de ahora, cuando se hable de mapa y superoperador
se utiliza la notación Φ. Para hacerlo debe tomarse un orden particular en
el que formar el vector de la matriz densidad. En este caso se opta por
(ρ⃗)T = (ρ00, ρ11, ρ01, ρ10), y la expresión del superoperador resulta:

Φ =


pβ|X|2 + (1 − pβ) (1 − pβ) |Y |2 µβcXY ∗ µβc

∗X∗Y

pβ|Y |2 pβ + (1 − pβ) |X|2 µβcXY µβc
∗X∗Y ∗

µβc
∗Y ∗ µβc

∗Y X 0
µβcY µβcY

∗ 0 X∗

 ,

(2.19)
donde los parámetros X y Y siguen las expresiones:

X = cos (Ωτ) + i
ω

Ω
sin (Ωτ) , (2.20)

y

Y = −i
g

Ω
sin (Ωτ) . (2.21)

Al plantear la condición para despejar el estado estacionario:

Φρ̂ = ρ̂ (2.22)

se obtienen 4 ecuaciones de la misma manera que para la ecuación maestra.
Nuevamente dos de ellas no son independientes, y al resolver las tres restantes
se obtiene el estado estacionario final:

ρ̂11 =
pβ − (µβ|c|)2

(
1 − |G|2

)
1 − 2 (µβ|c|)2

(
1 − |G|2

) , ρ̂10 =
Gµβc (2pβ − 1)

1 − 2 (µβ|c|)2
(
1 − |G|2

) , (2.23)

donde

G =
ig sin (Ωτ)

Ω (1 − cos (Ωτ)) + i ω sin (Ωτ)
, (2.24)

y nuevamente vale que ρ̂00 = 1 − ρ̂11 y ρ̂01 = (ρ̂10)
∗. Lo primero a destacar,

es que ahora el estado estacionario depende expĺıcitamente del valor de τ to-
mado. No sólo eso, si no que el estado es periódico con este tiempo, ya que la
única dependencia con el mismo está dentro de los argumentos de la función
periódica G. El peŕıodo de estas funciones está relacionado con la frecuencia
Ω =

√
ω2 + g2, la cual es esencial para determinar el comportamiento pe-

riódico de todas las cantidades a calcular. Dicha periodicidad proviene de la
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que aparece naturalmente en el proceso unitario que atraviesa el sistema du-
rante cada iteración. La misma termina trasladándose al proceso entero, con
todos los pasos incluidos. Esto quiere decir también que los estados que estén
separados por una diferencia de tiempo de interacción que sea múltiplo de 2π

Ω

serán los mismos, y que por lo tanto analizar valores de τ que superen τ ′ = 2π
Ω

carece de sentido. Por otro lado este modelo sin coherencias se corresponde
con los resultados previos [13,33].

2.2.2. Eficiencia

Nuevamente, se busca calcular la eficiencia del proceso. Para esto se utiliza
una propiedad muy útil de este proceso, y que se demuestra a continuación,
que asegura que el trabajo realizado es el doble de la enerǵıa interna. La
utilidad de este hecho recae en que para el computo anaĺıtico del trabajo se
debe conocer el estado del entorno en cada paso. Al encontrar una relación
entre trabajo y enerǵıa, se evita este problema ya que la enerǵıa interna sólo
depende del estado del estado de S. Usando que H0 = −HS , la expresión del
trabajo en el paso n es (2.10):

Wn = Tr
[
(HS + HA)

(
ρ(n) − ρ

(n)
0

)]
, (2.25)

donde se recuerda que ρ(n) = Uρ
(n)
0 U †, siendo ρ

(n)
0 = ρ

(n−1)
S ⊗ ρcoh. Como el

proceso atravesado por la bateŕıa, exceptuando las ancillas, es el correspon-
diente al de la sección 1.3.1, se puede garantizar que [U,−HS + HA] = 0.
Usando estos últimos hechos, y re-escribiendo:

HS + HA = 2HS + (−HS + HA) , (2.26)

es fácil ver que:

Wn = 2 Tr
[
HS

(
ρ(n) − ρ

(n)
0

)]
+ Tr

[
(−HS + HA)

(
ρ(n) − ρ

(n)
0

)]
. (2.27)

Usando la definición de ρ(n) y que la unitaria conmuta con (−HS + HA),
puede verse que el segundo tésrmino se anula. Trazando ahora únicamente
sobre los grados de libertad de la ancilla se tiene que:

Wn = 2 TrS[HS

(
ρ
(n)
S − ρ

(n−1)
S

)
] (2.28)

donde ρ
(n)
S = TrA[ρ(n)]. A partir de la ecuación (1.30), puede verse que la

expresión de trabajo mostrada en (2.28) es exactamente dos veces el valor de
la enerǵıa. Notar que este es un resultado general, y sólo depende de que el
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sistema cumpla las condiciones presentadas en la Sección 1.3.1 del Caṕıtulo 1.
Como esta relación vale para un paso arbitrario n, debe valer para el trabajo
y enerǵıa totales. Usando la ecuación (2.28) y la definición de la ergotroṕıa
(1.3), se tiene que:

η =
Tr[HS (ρ̂ − σρ̂)]

2 Tr[HS (ρ̂ − ωβ(HA))]
(2.29)

Recordando las definiciones del estado estacionario (2.23), el estado de Gibbs
(1.45) y del estado pasivo (1.5), y calculando las trazas presentes, puede
llegarse a que la expresión de la eficiencia es:

η =
(λ1 − ρ̂00)

2 (pβ − ρ̂00)
(2.30)

donde λ1 es el mayor autovalor de ρ̂. Notar que la eficiencia sólo depende de
los elementos de matriz de distintas matrices densidad, por lo que no tiene
unidades. Para calcular λ1, se debe diagonalizar ρ̂. El mismo toma la forma
de:

λ1 =
1

2

1 +

√
1 + (2µβ|c||G|)2 (2pβ − 1)(
1 − 2 (µβ|c|)2

(
1 − |G|2

))
 (2.31)

mientras que por la invarianza de la traza ante las transformaciones unitarias,
λ0 = 1 − λ1. Notar que si |c| = 0 entonces λ1 = pβ, de lo cual nuevamente
se recupera el caso correspondiente al proceso sin coherencias. Todos los
elementos de matriz alĺı presentes son conocidos, y ante su reemplazo y un
poco de álgebra se llega finalmente a la ecuación general para la eficiencia:

η =
1 +

√
1 + (2µβ|c||G|)2

4
(
1 − (µβ|c|)2

(
1 − |G|2

)) . (2.32)

Como se mencionó previamente, la periodicidad del estado estacionario es
trasladada a la eficiencia del proceso al depender esta directamente del mis-
mo.

Se comienza por estudiar el comportamiento de la eficiencia en función
de la coherencia. Para esto se toma que Ω = 1 y que ω = g. Se consideran
además reǵımenes de alta y baja temperatura, con distintos valores de τ para
entender su efecto parcialmente. El régimen intermedio de la temperatura no
es relevante, debido a que la función que expresa a la misma en el sistema
(µβ) es monótonamente creciente con la temperatura. En primer lugar, se ob-
serva en la figura 2.2 que, en efecto, es posible superar la eficiencia del caso
sin coherencias. Por otro lado, dependiendo del valor de tiempo de interac-
ción utilizado, la eficiencia crece o decrece en función de la coherencia. En
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Figura 2.2: Figuras de eficiencia en función de coherencia, para distintos valores de τ , en
reǵımenes de temperatura alta y baja. Puede observarse que al cambiar la temperatura el
comportamiento de cada curva no cambia, no asi el orden de magnitud alrededor del cual
se encuentran. Para temperaturas altas se ve que la eficiencia alcanza a superar el 60%
mientras que para temperaturas bajas la eficiencia apenas sobrepasa el caso sin coherencias.
Por otro lado, se encuentra que a tiempos de interacción cortos la eficiencia decrece como
lo haćıa en la ecuación maestra. Parámetros: g = 1√

2
= ω, β = 10−3 (Temperatura alta)

y β = 10 (Temperatura baja).

particular, para τ = 10−8 la eficiencia siempre decrece. Esto es compatible
con lo encontrado a partir de la ecuación maestra.

En los dos valores empleados de temperatura, es notable el crecimiento de
la eficiencia con la misma, aśı como en el cambio que atraviesa al modificar |c|.
Por último, es esencial destacar que si bien en distintos órdenes de magnitud,
la eficiencia del proceso sin coherencias es superada en ambos valores de
temperatura para τ = 3π

2
. Esto quiere decir, que a priori ya se puede asegurar

que existen, a partir del modelo colisional con ancillas coherentes, procesos
posibles con mayor eficiencia.

A continuación se estudia la eficiencia en función de τ . Como ya se men-
cionó, y demostró en la ecuación (2.32), el comportamiento de la misma es
periódica en función de este parámetro. Esto es visible en la figura 2.3, donde
se grafica entre 0 y 2π usando Ω = 1 . Puede entonces verse cual es el efecto
de aumentar y disminuir el valor de g y |c|.

En la figura 2.3 puede verse la eficiencia en función de τ para distintos
valores de |c|, en reǵımenes de interacción fuerte y débil. Se ignora nueva-
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Figura 2.3: Gráficos de eficiencia en función de τ para distintas coherencias, en reǵımenes
de interacción fuerte y débil. Adicionalmente se grafica la eficiencia en función de este
mismo parámetro para un rango mayor, mostrando expĺıcitamente asi la periodicidad ya
mencionada. Parámetros: Para los gráficos para distintas coherencias se uso β = 1, g = 0.1
(Interacción débil), g = 0.9 (Interacción fuerte), ω =

√
1− g2. Para el gráfico que muestra

la periodicidad, se uso β = 1 , g = ω = 1√
2
, |c| = 1.

mente un régimen intermedio porque g se expresa únicamente a partir de
funciones crecientes con el mismo. También, se muestran dos peŕıodos de
la función, donde se observa su periodicidad expĺıcitamente. Puede notarse
la diferencia cualitativa entre los distintos reǵımenes. Al interactuar débil-
mente, el valor de τ no modifica sustancialmente la eficiencia. Este no es
el caso para la coherencia, que lo hace de manera similar tanto en el régi-
men de interacción fuerte como en débil. Se observa que al interactuar más
fuertemente, la elección del tiempo de interacción empleado representa ma-
yor importancia. Al interactuar débilmente, lo opuesto ocurre. Esto puede
ocurrir debido a que en este régimen la presencia prolongada de una ancilla
no significa, enérgicamente hablando, un cambio importante. Para |c| ≈ 0
la eficiencia es aproximadamente constante y cercana a 1

2
, como puede verse

desde la expresión (2.32).
Puede observarse también, que dependiendo del valor de la interacción y

el tiempo, la coherencia hará crecer, decrecer o tener un comportamiento no
monótono a la eficiencia. Por ejemplo en el régimen de interacción fuerte, en
una región de tiempos cercana a los múltiplos del peŕıodo, se puede concluir
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que la eficiencia decrece con la coherencia. Por otro lado, en un región cercana
a la intersección entre las curvas para distintas coherencias, se encuentra que
hay un comportamiento no monótono, ya que la curva correspondiente a
|c| = 1 está entre medio de las otras dos restantes. Mientras que, en el
centro del dominio de los tiempos de interacción seleccionados, la eficiencia
es monótonamente creciente con |c|. Finalmente, en el régimen de interacción
débil la eficiencia siempre es creciente con |c|, independientemente del valor
de τ .

Por último, se analiza la dependencia asintótica con β. Se encuentra que
cuando β diverge, el proceso es equivalente al caso sin coherencias, es decir
η → 1/2. Esto es porque se tiene que µβ tiende al ĺımite:

ĺım
β→∞

µβ = ĺım
β→∞

√
pβ(1 − pβ) = 0, (2.33)

monótonamente con la temperatura. Si se revisa la expresión (2.32) para la
eficiencia, la temperatura solo aparece a partir de este factor, que acompaña
a |c| en toda la ecuación. Esto implica que es lo mismo tomar |c| = 0 que
este ĺımite. Además, esto puede entenderse a partir de que en esta situación,
los estados ρcoh y ωβ(HA) son aproximadamente iguales, volviéndose ambos
estados puros del fundamental. Por lo tanto, las ancillas afectan de la misma
manera a la bateŕıa en ambos procesos. Es aśı que si la temperatura se
acerca al cero absoluto, la eficiencia es, independientemente de los parámetros
tomados, igual a la de la carga sin coherencias.

Cota superior a la eficiencia

Una vez observado que este proceso puede, para ciertos valores del espacio
de parámetros, superar la eficiencia del proceso sin coherencias, surge la
pregunta de cuál es el máximo valor que esta puede tomar. Para evaluar esta
cota, en primer lugar se toma el valor de τ = π

Ω
, que puede mostrarse anula la

derivada de la eficiencia respecto de τ y es un máximo de la misma. Debido
que al reemplazar este valor en η, las dependencias con g y ω desaparecen,
sólo resta maximizar con los parámetros |c| y β. La expresión en este tiempo
de interacción toma la forma de:

η ≤ 2

3
(2.34)

Mirando cuidadosamente esta expresión, puede verse que si |c| = 1 y β = 0
(que equivale a µβ = 1

2
), la eficiencia toma su máximo valor que es η = 2

3

(ver apéndice B). Adicionalmente, si se toma un tiempo cercano a este valor
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de τ , puede mostrarse fácilmente que la eficiencia supera a la del proceso sin
coherencias independientemente de los parámetros seleccionados.

Si bien en este caso se alcanza el máximo de la eficiencia, basta con inspec-
cionar detalladamente la acción de la unitaria por sobre el estado conjunto de
la bateŕıa y la ancilla para encontrar que este caso no es necesariamente algo
factible. Recordando la acción de la unitaria en (2.18), esta unitaria actúa al

comienzo de cada paso por sobre el estado ρ
(n)
0 en el paso n, y al trazar el

resultado sobre los grados de libertad de la ancilla obtenemos el estado del
a bateŕıa en ese paso. Una vez elegido el valor τ = π

Ω
se encuentra que esta

unitaria toma la expresión de:

U = −ID ⊗ IC. (2.35)

Esto indica que para este valor del tiempo de interacción el mapa es la iden-
tidad. El valor para el cual está definida la fórmula de la eficiencia representa
un valor asintótico al cual la misma tiende, al acercarse a τ = π

Ω
.

2.2.3. Cerrado del ciclo de carga

Por completitud, una vez llevada la bateŕıa al estado pasivo, se puede
pensar en un método para reproducir la carga de la bateŕıa indefinidamente.
Para esto se analizan dos procesos distintos que buscan este objetivo. El
primero consiste en hacer el proceso de carga desde el térmico una única
vez, y luego descarga hasta el pasivo, utilizando a este último como nuevo
estado inicial para volver a cargar la bateŕıa. El segundo consta de conectar
al estado pasivo con un entorno térmico, permitiendo a partir de un potencial
de interacción (Vth) que la bateŕıa se equilibre con las ancillas. Estos procesos
están esquematizados en la figura 2.4.

Empezando por el primer proceso, debe asegurarse que a partir del estado
pasivo, y la acción del mapa de la ecuación (2.19) asociado al proceso de
carga coherente, se llegue al mismo estado estacionario ρ̂. Notar para esto
la acción del mapa en la sección 2.2.1, en particular la ecuación que define
el estado estacionario (2.22). En la misma no se emplea nunca el estado
inicial de la bateŕıa, si no que se utiliza el estado inicial de las ancillas, asi
como el hamiltoniano total. Por esta razón, el estado estacionario del sistema
sometido al mapa Φ no puede depender del estado inicial que toma S. Como
la solución al sistema de ecuaciones es única, entonces el estado estacionario
de este mapa no solo no depende del estado inicial que toma el sistema, si
no que tampoco puede tomar otro valor que no sea el de la ecuación (2.23).
Por esta razón, el estado estacionario de este proceso será el mismo, a pesar
de que el estado inicial sea el estado pasivo σρ̂ .
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Figura 2.4: La figura de la izquierda esquematiza el ciclo de carga mediante la conexión
entre el estado pasivo σρ̂ y el estacionario ρ̂, utilizando además la descarga unitaria U . La
figura de la derecha hace lo mismo para el cerrado mediante el potencial Vth, cuyo objetivo
es termalizar al estado pasivo para devolver a la bateŕıa a su estado inicial.

Una vez asegurado esto, resta entonces calcular la eficiencia empleando la
definición de la misma. Sin embargo, rápidamente se simplifica la expresión
para la misma. Para ver esto se recuerda que la ergotroṕıa en este proceso
sigue la expresión de:

W = Tr[HS (ρ̂ − σρ̂)]. (2.36)

A su vez la enerǵıa interna del proceso entero, dado un estado inicial ρ0, es:

E = Tr[HS (ρ0 − σρ̂)]. (2.37)

Como en este caso ρ0 = σρ̂ , se tiene entonces que E = W . Usando a su vez
que W = 2E para estos procesos, entonces es inmediato usando la definición
de eficiencia (1.36) que η = 1

2
. Esto quiere decir que cerrar al ciclo de carga

tomando al estado pasivo como inicial no es una opción, ya que no puede
reproducir la eficiencia del proceso de carga en el cual se adquieren ventajas.

Queda entonces estudiar el proceso que lleva al pasivo hasta el estado
térmico. Para esto, se emplea el potencial:

Vth = g
(
σS− ⊗ σA+ + σS+ ⊗ σA−

)
(2.38)

Si se considera que las ancillas están en un estado térmico ωβ(HB), puede
calcularse a partir del formalismo de la sección 1.3 que el operador H0 - el
cual determina el estado estacionario del mapa Φ -, es igual al hamiltoniano
del sistema HS . Siguiendo la expresión (1.22), el estado estacionario para este
proceso es:

ρ̂β =
e−βHS

Z
, (2.39)

donde Z = Tr
[
e−βHS

]
. Esto es efectivamente una termalizacion del estado

pasivo hacia el estado térmico en el que se encontraba el sistema inicialmente,
cerrando asi el ciclo.
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Una vez asegurado que la termalizacion es posible a partir del pasivo,
utilizando el potencial Vth, resta cuantificar el costo de trabajo de este ultimo
proceso, ya que el mismo modificaŕıa la eficiencia del proceso. Sin embargo, ya
se vio a partir de la ecuación (2.10) que cualquier proceso de termalizacion
que use este formalismo no cuesta trabajo. Esto quiere decir que la única
enerǵıa transfiriéndose entre sistemas es de calor, y la eficiencia del proceso
no es afectada debido a que el trabajo total del ciclo no cambia al agregar la
termalizacion.
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Caṕıtulo 3

Potencia de carga y
correlaciones

En este Caṕıtulo se define la potencia de carga del proceso a partir de la
ergotroṕıa y el tiempo caracteŕıstico exponencial. Se analiza la potencia sin
coherencias a partir de su forma anaĺıtica, estudiando el limite de la ecuación
maestra y su máximo valor. Por otro lado se estudia la potencia del proceso
sin coherencias de manera numérica, analizando su comportamiento con los
distintos parámetros del sistema. Además, se examina el comportamiento de
la eficiencia junto con el de la potencia en función de τ , y se grafican la eficien-
cia a potencia máxima en función de la coherencia. Se concluye finalmente
que las coherencias empeoran la potencia respecto al proceso sin coherencia,
cumpliéndose a su vez en ciertas regiones de parámetros un intercambio entre
eficiencia y potencia t́ıpico en sistemas termodinámicos de tiempo finito.

En cuanto a las correlaciones, se definen la información mutua, discordia
cuántica, correlaciones clásicas a partir del formalismo de matriz densidad,
a la vez que la concurrencia, una medida cerrada de entrelazamiento para
sistemas de dos qubits. Se definen con estas las correlaciones del proceso
entero, analizándolas en función de la temperatura, coherencias y tiempo de
interacción. Por último, se grafica la eficiencia en función de la información
mutua del proceso, encontrando que la misma crece monótonamente con las
correlaciones.
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Tradicionalmente, en termodinámica se considera que los procesos ocu-
rren infinitamente lento, permitiendo un continuo de estados de equilibrio
que dibujan una curva sobre el espacio de variables de estado. Si se cambia
esto, asumiendo que los procesos toman un determinado tiempo, se encuentra
que si bien el modelo es ahora más realista, la eficiencia resultante es menor
a la de los procesos reversibles. Esto es compatible con lo que se encuentra
en un sistema f́ısico termodinámico real, y es posible encontrar valores de
eficiencia a potencia máxima o vice-versa [7, 37].

En el sistema cuántico estudiado aqúı, si bien existe un acercamiento
asintótico al estado estacionario, luego de un tiempo finito puede conside-
rarse a la bateŕıa como cargada, habitando completado ya un porcentaje
arbitrariamente cercano al completo. Como la dinámica del proceso de carga
disipativa es exponencial, existe un tiempo caracteŕıstico que está asociado
a la escala temporal de la evolución. Por este motivo solo, el sistema ya es
considerado como uno de no equilibrio, debido a que el mismo alcanza un
equilibrio termodinámico en tiempo finito. Existe entonces una manera de
caracterizar la potencia de este sistema. Aśı, cada uno de los valores de efi-
ciencia que toma el proceso según los parámetros se corresponde con un dado
tiempo caracteŕıstico, que determina la enerǵıa por unidad de tiempo.

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, para el valor de τ = π
Ω

se espe-
ra que la potencia sea nula, debido a que el mapa de la evolución es igual a
la identidad. Se tiene entonces que en un régimen donde se alcanza máxima
eficiencia, la potencia se anula. Este intercambio entre potencia y eficiencia es
usual en los procesos termodinámicos a tiempo finito. A continuación, se es-
tudia como cambia la potencia con la coherencia presente en el entorno, para
distintos valores de temperatura. Se busca también determinar la existencia
de regiones en el espacio de parámetros, en la que se encuentren ventajas
tanto en potencia como eficiencia, o si solo es posible lograrla por separado.

3.1. Potencia media

Para definir la potencia del proceso de carga se utiliza la potencia media.
Al hacer esto, se debe encontrar una escala de tiempo que defina aproxi-
madamente la duración de la carga. Si bien, formalmente, la misma ocurre
en un tiempo infinito debido a que el estacionario es una aśıntota, puede
considerarse completada la carga una vez alcanzado un alto porcentaje de
la ergotroṕıa correspondiente al estado estacionario. Para esto se analizan
las propiedades espectrales del superoperador Φ [38]. Este es un operador
que no es hermı́tico y por lo tanto sus autovalores no son necesariamente
reales. Dado que Φ mapea un conjunto compacto en si mismo, el teorema
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del punto fijo asegura que existe un punto fijo. Es decir, existe al menos un
estado estacionario: Φρ̂ = ρ̂, siendo esta expresión equivalente a que ρ̂ sea
un autoestado de autovalor uno. Sean entonces zi los autovalores de Φ, or-
denados en módulo |zi| > |zi+1| con i = 0, 1, 2. Como Φ es un mapa positivo,
y el estado estacionario tiene autovalor 1, entonces debe valer |zi| ≤ 1. Por
esta razón, la aplicación sucesiva del mapa sobre cualquier estado converge
exponencialmente a ρ̂. Esto es, si Φ es diagonalizable, cualquier estado inicial
ρ0 puede ser escrito como ρ0 = ρ̂ +

∑
i ciσi. Por lo tanto,

Φnρ0 = ρ̂ +
∑
i

ciz
n
i σi, (3.1)

teniendo cada autoestado σi una tasa de decaimiento asociada − ln |zi|, donde
la más lenta correspondiente a |z1|. Notar que como el resultado de aplicar
el mapa es un estado f́ısico, por la linealidad de la traza necesariamente los
autoestados que no son el estacionario deben tener traza nula. En este caso,
dado que además se tiene un tiempo de interacción con la ancilla τ , es posible
definir un tiempo caracteŕıstico T para el decaimiento más relevante de la
siguiente manera:

|zi|n = e
−nτ

Ti , (3.2)

por lo tanto,

Ti = − τ

ln |zi|
. (3.3)

El tiempo caracteŕıstico acota a todas dinámicas restantes del sistema es el
asociado a |z1|:

Ti ≤ T1 (3.4)

dando una noción del tiempo máximo que el proceso puede tardar.
Sin embargo, en el contexto de bateŕıas cuánticas, es relevante entender

el tiempo que caracteriza el mayor porcentaje de la carga del sistema. Para
esto se observa la figura 3.1, en la que se muestra como predominan distintos
tiempos caracteŕısticos a lo largo del proceso, asociados cada uno a un au-
tovalor de Φ distinto. La notación de We hace referencia a la ergotroṕıa del
estacionario. En este caso se obtienen: un autovalor igual a 1, dos autovalo-
res con el mismo módulo y uno con el módulo más pequeño. En la figura se
observa que el de menor módulo (asociado a una mayor pendiente) es el que
domina la dinámica al principio. A su vez se muestra en rojo oscuro una linea
punteada que marca el 95 % de la carga. Por lo tanto, la instancia en la cual
se realiza el mayor porcentaje de la carga es en donde el tiempo asociado a
|zmin| está presente. El otro autovalor, determina la escala temporal de una
carga considerablemente más lenta. Utilizando el ordenamiento antes visto,
este seŕıa el autovalor |z3|, que de ahora en mas toma la notación de |zmin|.
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Figura 3.1: Gráficas de ρ̂00 − ρ00 y We−W
We

en función del tiempo, donde We representa la
ergotroṕıa del estado estacionario. El gráfico inferior se encuentra en escala logaŕıtmica.
Las ĺıneas punteada muestran las distintas escalas celeste y naranja muestran las distin-
tas escalas temporales presentes, mientras que la rojo oscuro marca el 95% de la carga.
Comparando con el gráfico superior, se observa cómo el mayor porcentaje de la carga se
da cuando domina el tiempo caracteŕıstico más corto. Parámetros: g = 0.1, ω =

√
1− g2,

|c| = 1, β = 1, τ = 1.5

Una vez definida la escala de tiempo que se va a utilizar, se precisa definir
cuál es la enerǵıa asociada. Dado que inicialmente la bateŕıa se encuentra
descargada y la cantidad de enerǵıa a extraer es la ergotroṕıa, se considera la
expresión anaĺıtica calculada en el caṕıtulo anterior para la escala de enerǵıa.
Por lo tanto, si se nota al tiempo asociado a |zmin| directamente como T , se
tiene que la potencia de carga del proceso P es:

P =
W
T

. (3.5)

3.1.1. Caso sin coherencias

Por fuera del régimen de la ecuación maestra, aun no hay casos en donde
se haya estudiado la potencia incluso para el caso sin coherencias. En el
mismo, es posible calcular anaĺıticamente la expresión de los autovalores.
Particularmente, aquellos que son distintos a uno poseen el mismo modulo.
Al diagonalizar Φ, se obtiene entonces que:

|zmin| = 1 − g2

Ω2
sin2(Ωτ) (3.6)
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por lo que el tiempo caracteŕıstico es:

T0 = − τ

ln
(

1 − g2

Ω2 sin2(Ωτ)
) , (3.7)

donde el sub-́ındice “0” nota el proceso sin coherencias de ahora en mas. Dado
que la ergotroṕıa para este caso también está calculada (1.43), es posible
obtener una expresión anaĺıtica para la potencia:

P0 =
W0

T0

= −ω

τ
tanh

(
β
ω

2

)
ln

(
1 − g2

Ω2
sin2(Ωτ)

)
(3.8)

A primera vista parece que en el caso (τ → 0) - que se corresponde con el
modelo colisional levemente coherente tomando coherencias nulas - se anula
la potencia. Sin embargo, esto no es aśı. En primer lugar, aproximando el

logaritmo en este régimen se obtiene ln
(

1 − g2

Ω2 sin2(Ωτ)
)
≈ − g2

Ω2 sin2 (Ωτ).

Luego, se puede recordar que para obtener la ecuación maestra se precisó
normalizar la interacción (g = g̃√

τ
). En ese caso, la constante de interacción

empleada en el régimen de interacciones cortas lleva consigo un factor de 1√
τ
.

De esta manera, la potencia para ese caso está bien definida, y su valor es

P
(EM)
0 = ωg̃2 tanh

(
β
ω

2

)
, (3.9)

que coincide con el valor reportado en [33]. Por otro lado, en ambas expresio-
nes puede notarse como al aumentar la temperatura, la potencia disminuye.
Esto es porque en el caso sin coherencias el estado inicial de la bateŕıa y su
estacionario son uno térmico, y uno que invierte dichas poblaciones térmi-
cas respectivamente. En el ĺımite de temperatura infinita estos estados son
iguales, y no existe carga, ya que la ergotroṕıa es nula.

Se quiere encontrar ahora una cota superior para la expresión (3.8). Para
esto, se considera que la misma es creciente con el valor de tanh

(
β ω

2

)
y

sin2 (Ωτ). Los máximos de estas funciones son uno, y los alcanzan en β → ∞
y Ωτn = (2n−1)π

2
con n = 1, 2, ..., respectivamente. Evaluando en estos puntos

la potencia resulta:

P
(τn)
0 = −

2ωΩ ln
(

1 − g2

Ω2

)
(2n− 1)π

(3.10)

Es inmediato ver que si se elige el menor de los valores de τn, se obtiene el
mejor resultado. Esto tiene sentido ya que mientras más se deje evolucionar
cada paso, más tiempo tarda en llegar al estacionario. Si se considera además
el limite ω → ∞ se obtiene finalmente que (n = 1):

P0 ≤
2g2

π
. (3.11)
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Sin embargo, el hecho de que este ĺımite este bien definido puede resultar
un poco anti-intuitivo, ya que en el mismo la enerǵıa de S diverge, y por
lo tanto la carga empleando g finito parece imposible. No obstante, en esta
interpretación falta considerar que el tiempo de interacción elegido disminuye
a medida que ω aumenta, ya que τn = (2n−1)π

2Ω
. Esto hace que las interacciones

se vuelvan cortas, además de optimizar el tiempo caracteŕıstico del sistema.
De otra manera, si la expresión (3.8) no es evaluada en τn, efectivamente P
tiende a cero al ir ω hacia infinito, y no tiene un ĺımite bien definido cuando
g hace lo mismo, debido a que Ω está dentro del argumento del seno.

Como último detalle a destacar, se puede recordar que la expresión de la
unitaria (2.18) no depende del valor coherencias, lo que quiere decir que si se
toma τ = π

Ω
su valor también debeŕıa anularse aqúı. Adicionalmente, la pe-

riodicidad encontrada en la eficiencia no se encuentra presente en la potencia,
debido al factor 1

τ
presente en la expresión. Como se menciono en el anterior

párrafo, esto se puede interpretar como que al alargar el tiempo de interac-
ción necesariamente aumentamos el tiempo caracteŕıstico de convergencia, y
por lo tanto es completamente razonable ver la potencia disminuida.

3.2. Potencia con coherencias

Figura 3.2: Gráfico donde se muestra la carga de la bateŕıa en función del tiempo, en
escala logaŕıtmica. Se observa como en el caso sin coherencias, la ergotroṕıa del sistema
alcanza el valor estacionario previo a que lo haga otro caso. Parámetros: β = 1, g = 0.1,
ω =

√
1− g2, |c| = 1, τ = 1.5
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En la figura 3.2 se muestra la carga para el proceso con y sin coherencias,
en el régimen de interacción débil. Puede verse que la carga del segundo
proceso es mas rápida que la del primero, indicando a priori que hay una
diferencia en la velocidad en la que se completan ambos. Para cuantificar la
diferencias de potencia faltan analizar sus ergotroṕıas, las cuales también son
diferentes y necesarias para un estudio completo de la potencia.

Con el fin de encontrar los autovalores que dictan el tiempo caracteŕıstico
de la evolución se recurre a cálculos numéricos. Por otro lado, la expresión de
la ergotroṕıa ya fue calculada anaĺıticamente, y es empleada para los análisis
a continuación.

3.2.1. Cálculos numéricos

Figura 3.3: Gráficos de P
P0

en función de |c|, para τ = π
4 ,

π
2 ,

3π
4 . Se observa que la coherencia

empeora la potencia en relación a la del proceso sin coherencias en todas las instancias
analizadas. También, a medida que la temperatura disminuye, el efecto de las coherencias
se ve disminuido debido a que el estado de las ancillas tiende a uno puro. Parámetros:
g = 1√

2
= ω, β = 10−3 (Temperatura alta) y β = 10 (Temperatura baja).

Para comenzar se grafica en la figura 3.3 la potencia normalizada por
la correspondiente al proceso sin coherencias, en función de la coherencia.
De manera análoga a la eficiencia, se toman distintos valores de τ en los
reǵımenes de temperatura alta y baja, tomándose también g = ω = 1√

2
. Se

observa que la coherencia empeora la potencia en relación al proceso sin las
mismas en todos los casos analizados. Por otro lado, se ve que en el tiempo
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de interacción hay un comportamiento monótono en los parámetros utiliza-
dos. Por último notar cómo la dependencia con |c| disminuye al disminuir
la temperatura, fenómeno que ya fue observado y explicado en el caṕıtulo
anterior.

Antes de avanzar con el análisis del tiempo de interacción, se puede notar
que la potencia disminuye con la coherencia. Se recuerda por otro lado que
para la eficiencia lo opuesto ocurŕıa, ya que la misma aumentaba con el valor
de |c|. Esto es un ejemplo del fenómeno ya mencionado, en el que la potencia
es intercambiada por la eficiencia del proceso, si bien ocurre particularmente
al aumentar la coherencia.

Figura 3.4: Gráficos de potencia, normalizada por la potencia del proceso sin coherencias,
en función de τ en unidades de π

Ω . Se realizan los mismos para distintas temperaturas,
y en reǵımenes de interacción fuerte y débil. Se encuentra que al estar mayoritariamente
poblado el fundamental (temperaturas bajas) la potencia es mas parecida a la del proceso
sin coherencias. Por otro lado, la interacción fuerte hace que haya una mayor perdida en la
potencia dada una temperatura. Parámetros: |c| = 1 , g = 0.1 (Interacción débil), g = 0.9

(Interacción fuerte), ω =
√
1− g2

Para continuar, se grafica la potencia del proceso en función de τ , normali-
zada por la potencia del proceso sin coherencias en la figura 3.4. Nuevamente,
se realiza un estudio análogo al realizado para la eficiencia, tomando distin-
tos valores de temperatura en reǵımenes de interacción fuerte y débil. Debido
a que se toman distintos valores de g, la enerǵıa del hamiltoniano libre se
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modifica de manera tal que Ω = 1. Como además se toman distintos valores
de β, las poblaciones para cada gráfico serán diferentes. Por esto, los mismos
tienen asociadas distintos valores de pβ.

En el régimen de interacción débil, puede notarse que cuando el fun-
damental está mayormente poblado (pβ = 1), la potencia del proceso sin
coherencias y del proceso con las mismas son iguales. Esto se debe a lo ya
mencionado sobre que el caso de temperaturas bajas equivale al caso sin co-
herencias. Sin embargo, al aumentar la interacción este no parece ser el caso.
Esto puede deberse a que el acople entre las ancillas y la bateŕıa reduce el
efecto que tiene el descenso de la temperatura sobre las coherencias. Puede
observarse también que en el régimen de interacción débil, la dependencia
con τ es disminuida, lo cual tiene sentido ya que la enerǵıa intercambiada
entre sistema y ancilla es menor. Por otro lado, la temperatura produce cam-
bios sustanciales en ambos reǵımenes, porque la misma está presente dentro
de los parámetros de la bateŕıa, y puede prescindir de la interacción para
generar un efecto.

Se hab́ıa mencionado en la sección 3.1.1 que el tiempo de interacción
siempre produce una reducción en la potencia, debió a que la misma es pro-
porcional a 1

τ
. Sin embargo, se observa en la figura 3.4 que esto no parece

ocurrir. Para entender esto se nota que el factor τ en la expresión (3.3), pre-
sente en el numerador, está alĺı independiente de las coherencias. Esto quiere
decir que al calcular P

P0
, inevitablemente el factor de 1

τ
se cancela, y por lo

tanto el efecto mencionado desaparece. Por último, se nota que la menor
perdida se da en τ = π. Esto es porque en ese punto, la potencia de ambos
procesos se anula, y por lo tanto su cociente tiende a uno.

Comportamiento de la eficiencia

Todo apunta a que el caso sin coherencias es el mejor en términos de
potencia. Se estudia ahora la dependencia de la eficiencia con la potencia.
En la figura 3.5 se grafica la potencia en función de τ en unidades de π,
usando a la vez que Ω = 1. Se consideran los reǵımenes de interacción débil y
fuerte, para el caso con y sin coherencias por separado. Por sobre las curvas
del primer proceso, se grafica con color el valor de la eficiencia asignado a ese
valor de potencia. Como se sabe que para la segunda instancia la eficiencia
no vaŕıa, se opta por un único color para toda la curva.

En primer lugar se puede ver como para τ = π todas las curvas coinciden
que la potencia es nula. Simultáneamente, se puede observar que la eficiencia
alĺı es máxima, como se hab́ıa calculado en el caṕıtulo 2. Los valores cercanos
a τ = π son a su vez un perfecto ejemplo del intercambio entre potencia y efi-
ciencia que se presencia en los procesos termodinámicos de tiempo finito. Sin
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Figura 3.5: Gráfico de potencia en función de τ
π , para reǵımenes de interacción fuerte

(g ≫ ω) y débil (g ≪ ω), usando tanto el proceso con coherencias como el sin coherencias.
Sobre las curvas del primero, se muestra el valor de la eficiencia en color. En naranja
están separadas las regiones en donde la eficiencia supera la correspondiente al proceso sin
coherencias. Para interacciones débiles esto no ocurre nunca.Parámetros: β = 1, |c| = 1
(curvas con coherencias), g = 0.1 (interacción débil), g = 0.9 (interacción fuerte), ω =√
1− g2

embargo, puede notarse a la vez que para múltiplos del periodo la eficiencia
y la potencia ambas disminuyen.

Para interacción débil puede notarse que el proceso es equivalente al pro-
ceso sin coherencias, pero únicamente en la potencia. La eficiencia cambia
sustancialmente con τ por encima de η0 en este caso, mientras que la curva
de potencia asociada al proceso con coherencias es indistinguible de la del
que no las tiene. Esto quiere decir que las perdidas en potencia son bajas,
teniendo a la vez una eficiencia mas alta que η0. La desventaja de este caso
es que la potencia real es baja.

Por último, en naranja están los ĺımites para los cuales el proceso deja
de superar la eficiencia del caso sin coherencias. Para interacciones fuertes
esto ocurre en dos regiones cercanas a tiempos de interacción múltiplos del
periodo, zonas en las cuales también hay una considerable perdida en la
potencia. Por otro lado, para interacción débil la eficiencia nunca es menor
a la correspondiente al proceso sin coherencias.

Se quiere ver ahora la eficiencia a potencia máxima. Para esto se calcula
este valor, en procesos de distintas coherencias. En la figura 3.6 se mues-
tra esto mismo, en los reǵımenes utilizados en la figura 3.5. Nuevamente, se
muestra en las curvas el valor de P

P0
, para no perder de vista el panorama com-
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Figura 3.6: Gráfico de la eficiencia a potencia máxima normalizada por la correspondiente
al proceso sin coherencias, en función de |c|. Por encima de los puntos de la curva se
grafica la P

P0
. Parámetros: β = 1, g = 0.1 (interacción débil), g = 0.9 (interacción fuerte),

ω =
√
1− g2

pleto. Puede verse que las curvas son similares, difiriendo aproximadamente
en un 5 % en el valor máximo de eficiencia que alcanzan, y coincidiendo en
la gran parte de la curva. Se observa también que a medida que la eficiencia
aumenta, hay nuevamente una perdida de potencia respecto al proceso sin
coherencias.

Por otro lado, puede verse que la perdida en potencia es menor en el
régimen de interacción débil, a lo largo de toda la curva. Sin embargo, como
se hab́ıa visto en la figura 3.5, la potencia en interacciones fuertes es mayor.
Se tiene entonces que la eficiencia a potencia máxima en ambos reǵımenes no
difiere significativamente, mientras que la potencia es mayor para el régimen
de interacción fuerte, y las perdidas en la misma son menores para el régimen
de interacción débil.

3.3. Correlaciones

En esta sección, se analizan el tipo de correlaciones entre la bateŕıa y
las ancillas generadas a lo largo del proceso. Para esto, se considera la in-
formación mutua, que mide la cantidad de información compartida entre los
dos sistemas y por lo tanto su correlación. Por otro lado, esta la discordia
cuántica. La misma mide las correlaciones cuánticas presentes. La idea para
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definir esta última es que, clásicamente, las expresiones:

I[S,B]H[S] + H[B] −H[S,B], (3.12)

y
J [S : B] = H[S] −H[S|B], (3.13)

son iguales. Aqúı H[S,B] es la entroṕıa conjunta y H[S|B] la entroṕıa condi-
cional, ambas de dos distribuciones de probabilidad S y B. Como se analiza
a continuación, en cuántica estas no son iguales en general. Por lo tanto, la
diferencia de estas expresiones sirve para cuantificar que tan “cuánticas” son
las correlaciones. Para generalizar estas expresiones en el formalismo cuánti-
co, hay que definir correctamente cada una de estas expresiones a partir de
la matriz densidad [39]. Para esto se distingue entre S y B, y S y B, siendo
las segundas la notación empleada para el caso cuántico.

En primer lugar la adaptación de la información mutua es simple, ya que
basta con reemplazar con la entroṕıa clásica con la de Von Neumann para
estados cuánticos adecuadamente. La misma es:

I[S,A] = S[S] + S[A] − S[S,A], (3.14)

siendo S[S] la entroṕıa de Von Neumann del sistema S.

Por otro lado, la expresión J [S : B] es un poco mas dif́ıcil de generalizar.
Esto es por que la entroṕıa condicional requiere el estado de uno de los siste-
mas, una vez realizadas mediciones por sobre el otro. En cuántica esto es un
poco ambiguo, hasta que se define una base espećıfica por sobre la cual rea-
lizar mediciones. En particular, aqúı se emplean mediciones proyectivas ΠB

j ,
donde el ı́ndice j marca alguno de los resultados posibles, dada esa medición.
Una vez realizada, el estado de S conocido el resultado correspondiente a ΠB

j

es:

ρS|ΠA
j

=
ΠAj ρS,AΠAj
Tr[ΠAj ρS,A]

. (3.15)

Naturalmente, la entroṕıa condicional debeŕıa ser el promedio de la entroṕıa
de los estados medidos, usando la distribución de probabilidad asociada a los
resultados j, pj. Esto seŕıa:

S[S|{ΠA}] =
∑
j

pjS[ρS|ΠA
j

] (3.16)

donde {ΠB} denota el conjunto de proyectores que se emplearon para la
medición. Finalmente, la expresión para J [S : B] en el formalismo cuántico
es:

J [S : A]{ΠA} = S[S] − S[S|{ΠA}], (3.17)
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donde nuevamente el sub-́ındice {ΠA} remarca la base empleada. En particu-
lar, se empleará la base que minimice la discordia cuántica y que por lo tanto
sea la más “clásica” a utilizar, para dar cuenta del mı́nimo de correlaciones
cuánticas que habrá en el sistema. Finalmente entonces, la discordia cuántica
puede expresarse como:

D[S,A] = I[S,A] − máx
{ΠA}

J [S : A]{ΠA}, (3.18)

donde puede interpretarse que I[S,A] representa la información compartida
total del sistema y J [S : A]{ΠA} la información clásica ganada por la me-
dición del sub-sistema A. En general, en cuántica estas dos expresiones no
son iguales [40], y su diferencia mide la magnitud de correlaciones cuánticas
que hay presentes en el sistema. La idea de que las expresiones de I y J
difieren viene de que ante una medición proyectiva, usualmente el sistema es
perturbado. Por lo tanto, el resultado suele no ser el del sistema parcialmente
trazado previo a la medición, si no de otras caracteŕısticas. En particular, si
se encuentra que el estado toma la forma de [40]:

ρS,A =
∑
j

ΠAj ρS,AΠAj (3.19)

esto implica que la discordia cuántica sea nula. Notar que esto da una noción
adicional para el significado de la discordia cuántica, y es que mide que
tan perturbado fue el sistema dada una base de mediciones proyectivas. El
sistema entonces tiene correlaciones cuánticas si es perturbado por un dado
conjunto de mediciones.

Para maximizar las correlaciones clásicas en el caso de dos qubits, se
piensa en dos parametrizaciones de un estado que sean perpendiculares entre
si. Esto define la base:

C = {cos (θ) |1⟩ + sin θeiϕ |0⟩ , cos (θ) |0⟩ − sin θeiϕ |1⟩}. (3.20)

Los proyectores asociados a estos estados serán entonces:

Π+ = cos2 θ |1⟩⟨1|+sin2 θ |0⟩⟨0|−cos (θ) sin (θ)
(
eiϕ |0⟩⟨1| + e−iϕ |1⟩⟨0|

)
(3.21)

Π− = sin2 θ |1⟩⟨1| + cos2 θ |0⟩⟨0| + cos (θ) sin (θ)
(
eiϕ |0⟩⟨1| + e−iϕ |1⟩⟨0|

)
,

(3.22)
Estos operadores definen proyectores sobre un vector arbitrario en la esfera de
Bloch, con dirección definida por θ y ϕ. Maximizar las correlaciones clásicas
se corresponde entonces con elegir el estado adecuado que lo haga. El mismo
depende además del estado total del sistema, que en el contexto de bateŕıas
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cuánticas implementadas con modelos colisionales, lo hace a su vez del mapa
empleado para realizar la evolución, asi como del estado del entorno que es
renovado constantemente.

Notar que la discordia cuántica es una medida de las correlaciones cuánti-
cas totales, entre ellas el entrelazamiento. Usualmente determinar el entre-
lazamiento es altamente complejo e incluso en la mayoŕıa de los casos no
podemos evaluar una medida del mismo. Afortunadamente, para un siste-
ma de dos qubits existe una medida cerrada de entrelazamiento que permite
analizar esta correlación sin ambigüedades. La concurrencia cuántica es una
cantidad que nos permite evaluar la cantidad de entrelazamiento existente
para un sistema de dos qubits. Su expresión toma la forma de [41]:

C (ρ) = máx{0, 2λmax − Tr[R (ρ)]} (3.23)

donde λmax es el autovalor de mayor valor de R (ρ), siendo esta última matriz:

R (ρ) =
√√

ρρ̂
√
ρ (3.24)

con ρ̂ = (σy ⊗ σy) ρ
∗ (σy ⊗ σy), y ρ∗ es el conjugado de ρ calculado en la base

de σz. Cumple además, que para estados máximamente entrelazados toma
el valor de uno. Cabe recalcar, que esta medida se encuentra definida para
estados que poseen dos autovalores distintos de cero, lo cual representa todo
estado distinto de uno puro. De igual manera, los mismos tienen su propia
medida de entrelazamiento, que es la entroṕıa marginal [42].

3.4. Correlaciones del proceso

En la figura 3.7 se muestran la información mutua y discordia cuántica
en función del tiempo. Puede verse que en todas las curvas se alcanza un
máximo para luego decrecer y mantener ese comportamiento a lo largo del
tiempo. Se toma entonces como el valor de la información mutua asociada al
proceso, el valor máximo de la misma, mientras que por otro lado la discordia
cuántica que se evalúa corresponde al valor que toma en el momento en
el que las correlaciones totales son máximas. Con la concurrencia se usa
el mismo criterio que para la discordia. Las correlaciones clásicas quedan
definidas a partir de I y D. Desde este punto, cuando se hable de alguna de
las correlaciones ya mencionadas se estará utilizando esta definición.

Se evaluaron estas cantidades para cada paso del proceso de carga en
diferentes situaciones. En la figura 3.8 se muestran las correlaciones para
τ = π

8
, π

4
, π

2
. Los tiempos elegidos son menores o iguales al cuarto del peŕıodo
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Figura 3.7: Gráficos de información mutua y discordia cuántica en función del tiempo,
para distintas coherencias. Ambas figuras comparten el eje del tiempo.Parámetros: β = 1,
ω = g = 1√

2
, τ = 1.

porque valores mayores repiten el comportamiento debido a la periodicidad
presente en el sistema. Se toman además reǵımenes de temperatura alta y
baja. En este último caso hay una marcada reducción en la dependencia
de las coherencias, debido al efecto que trae µβ sobre las mismas. Por otro
lado, la información mutua, junto con las otras correlaciones, aumentan a
medida que la coherencia y el tiempo de interacción lo hacen. Sin embargo,
ante un aumento de τ la distribución de las correlaciones no es modificada
significativamente. Por otro lado, se encuentra que con la temperatura si
cambia esta distribución, representando las correlaciones clásicas una mayor
parte de la información mutua en el régimen de temperatura alta. En el
régimen de temperatura baja, esto no ocurre. Por último se observa que la
información mutua, y por lo tanto las otras dos correlaciones, disminuyen su
valor al aumentar la temperatura.

Por otro lado, en la figura 3.9 se muestra la concurrencia en función del
tiempo de interacción para distintas coherencias, en los mismos reǵımenes
mencionados previamente. Se observa que la temperatura reduce la concu-
rrencia, lo cual es esperable ya que se considera al entrelazamiento como una
correlación, y se vio en 3.8 que la temperatura tiene este efecto. En el régimen
de temperatura alta, se encuentra que no hay concurrencia a menos que las
ancillas sean puras. Por otro lado, se repite el comportamiento esperado con
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Figura 3.8: Correlaciones en función de |c|, para τ = π
8 ,

π
4 ,

π
2 en los reǵımenes de tem-

peraturas altas y bajas. Se observa que las correlaciones totales aumentan a medida que
lo hacen |c| y τ , pero que cuando ésta última lo hace no se modifica la distribución de
correlaciones clásicas y cuánticas significativamente. Parámetros: ω = g = 1√

2
, β = 10−3

(Temperatura alta), β = 5 (Temperatura baja).

las coherencias a temperatura baja, ya que su dependencia se ve reducida.

Figura 3.9: Concurrencia en función de τ para coherencias |c| = 0, 0.5 y 1, en los reǵımenes
de temperaturas altas y bajas. Parámetros: ω = g = 1√

2
, β = 10−3 (Temperatura alta),

β = 5 (Temperatura baja).

Una vez observado expĺıcitamente el aumento monótono de las correla-
ciones con las coherencias, se busca estudiar la dependencia de la eficiencia
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con las correlaciones totales. Para hacer esta curva se modifica la coherencia,
calculando simultáneamente la información mutua y la eficiencia del proceso.
Al graficar una en función de la otra se obtiene como resultado la figura 3.10,
donde se utilizaron los τ empleados en los anteriores gráficos. Se observa
fundamentalmente que ante un aumento en las correlaciones también hay un
aumento en la eficiencia. En particular el máximo que las mismas pueden
alcanzar aumenta también con τ , debido a que los valores de información
mutua que el proceso toma incrementan con este parámetro. Observar que
la eficiencia alcanza un valor similar al mostrado como máximo en el caṕıtu-
lo 2, a pesar de no ser τ = π

Ω
. Esto no presenta un problema, ya que los

parámetros seleccionados alĺı fueron utilizados para mostrar como ejemplo
lo máximo que este proceso puede tener en eficiencia. De hecho, este valor
no es técnicamente alcanzado ya que 0.64 < 2

3
. Se concluye asi que ante un

aumento de las correlaciones hay un aumento en la eficiencia de la bateŕıa.

Figura 3.10: Gráfico de eficiencia en función de la información mutua máxima, para distin-
tos valores de tiempo de interacción. Se encuentra que la eficiencia aumenta al aumentar
las correlaciones totales, y que el mayor valor de la misma se alcanza para τ = π

2 . Paráme-
tros: β = 10−3, g = ω = 1√

2
.
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Conclusiones

En esta tesis se analizó el proceso de carga de una bateŕıa cuántica me-
diante un modelo colisional. El sistema y ancillas estuvieron compuestos por
sistemas idénticos de un qubit de enerǵıa ω, con la excepción de que las
ancillas poséıan coherencias.

En primer, lugar se estudió la eficiencia de carga del sistema para un mo-
delo colisional levemente coherente. Para esto se empleó la ecuación maestra
hallada en [15, 16], que dicta la dinámica del sistema. A partir de esta, se
calculó anaĺıticamente el estado estacionario del sistema y la eficiencia del
proceso. Se muestra que la dependencia de esta sólo es con el parámetro

ϵ =
2µβ |c|
ω2+ g2

4

, y que con el mismo no puede superarse el caso del proceso sin

coherencias.
Para extender el análisis fuera estas aproximaciones, se consideró un tiem-

po de interacción finito. De esta manera, se definió el mapa Φ sobre el estado
del sistema. Se obtuvo la expresión matricial del mismo, con la cual se ex-
trajo el valor del estado estacionario del sistema de manera anaĺıtica. Para
calcular el valor de la eficiencia, se demostró que en los procesos que se cum-
ple [U,−HS + HB] = 0 el trabajo es el doble de la enerǵıa interna. Una vez
obtenida la expresión de η, se encuentra que existen procesos en los cuales
se supera el valor del caso sin coherencias.

Al estudiar el comportamiento de la eficiencia cambiando los parámetros
del problema, se encontró que tomando tiempos de interacción pequeños
se replica cualitativamente el comportamiento de la ecuación maestra. Por
otro lado se estudió el efecto parcial de la temperatura, encontrando que
la eficiencia aumenta al incrementar la temperatura, para los parámetros
utilizados. A su vez se encontró que al disminuir la misma, las ancillas tienden
a un estado puro asociado al |0⟩, en donde las coherencias no importan, y
que por lo tanto el resultado es el mismo al del proceso sin las mismas.

Luego se estudió la dependencia con τ , encontrando que al interactuar
débilmente, el valor del tiempo de interacción deja de importar. Por otro
lado, se halla que las coherencias modifican fuertemente la eficiencia tan-
to en un régimen de interacción débil, como en uno de interacción fuerte.
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Adicionalmente, se encuentra que con |c|, en el segundo régimen, el com-
portamiento de la eficiencia difiere dependiendo el valor de τ en el que el
sistema se encuentre: puede decrecer para valores cercanos a múltiplos del
peŕıodo, aumentar para valores próximos a la mitad del mismo, o tener un
comportamiento variado en otros casos.

Se obtuvo también una cota máxima al valor de eficiencia, encontrando
que en este caso es de 2

3
. Sin embargo, estudiando con más detalle el mapa

del problema, se halló también que su acción para este ese valor es igual a
la identidad. Por esta razón, el proceso es virtualmente imposible, ya que la
evolución del mapa es no existente. Se puede sin embargo, acercarse cuanto
uno quiera a este proceso, obteniendo asi la eficiencia máxima.

Se prosiguió con el estudio de la potencia, utilizando la definición P =
W
T . Se analizó inicialmente el caso sin coherencias de manera anaĺıtica. Al
hacerlo, se obtuvo también la potencia de la ecuación maestra empleando las
normalizaciones adecuadas. Se encontró que la temperatura tiene un efecto
negativo en la potencia, debido a que el estado estacionario y el pasivo son
iguales en el limite β → 0, haciendo que no haya enerǵıa a descargar. Se
observó que el valor de ω disminuye el valor de potencia, debido a que la
enerǵıa que se quiere cargar aumenta. Se buscó también el máximo valor de
potencia en este caso, hallando que este depende únicamente de la intensidad
de la interacción empleada.

Se continuó con el análisis de la potencia para el proceso con coherencias.
Se encontró que al disminuir la temperatura reduce el efecto de la coherencia,
como era esperado debido a lo revisado sobre el estado de las ancillas. Se halló
también que al modificarse |c|, nunca puede superarse el valor del proceso
sin la misma en los casos analizados.

Se estudió también la dependencia con el tiempo de interacción. Se en-
cuentra nuevamente que, empleando ancillas puras, la potencia nunca supera
la correspondiente al proceso sin coherencias. Por otro lado se encuentra
también que al interactuar fuertemente, el efecto que tiene la disminución de
la temperatura sobre las coherencias se ve disminuido. Adicionalmente, en
el régimen de interacciones débiles la dependencia con τ se ve disminuida,
mientras que la temperatura en si produce cambios del mismo orden en am-
bos reǵımenes. Esto es debido a que prescinde de la interacción para afectar
al sistema, ya que esta presente en el estado inicial del mismo.

Se analizó el comportamiento de la eficiencia a la vez que el de la potencia.
Se encuentra que todos procesos estudiados tienen potencia nula en τ = π

Ω
,

hallando al mismo tiempo que en el entorno de este valor es un ejemplo
ideal del intercambio entre potencia y eficiencia. Se encuentra también que
el proceso en el régimen de interacción débil es equivalente al proceso son
coherencias en cuanto a la potencia, pero que no es asi para la eficiencia. Sin
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embargo, en el mismo la potencia es sustancialmente menor a la del régimen
de interacción fuerte. Para el mismo valor de g, se observa que η

η0
nunca es

menor a uno, no asi para el régimen opuesto donde se hallan regiones donde
η
η0

≤ 1 cercanos a múltiplos del peŕıodo.
Para estudiar la eficiencia a potencia máxima, se grafica a la misma en

función de la coherencia. Se encuentra que las curvas entre los reǵımenes
de interacción fuerte y débil son muy similares, difiriendo principalmente
para coherencias cercanas a uno en un 5 %. Fundamentalmente, vuelve a
encontrarse un intercambio entre potencia y eficiencia.

Finalmente, se estudió el efecto de los parámetros en la generación de
correlaciones del proceso. Para medir las mismas se consideró el mayor valor
de información mutua a lo largo del proceso, y la discordia cuántica asociada
al tiempo en el que esto ocurŕıa. Se encuentra que las coherencias aumentan
las correlaciones, sin modificar sus distribuciones al cambiar el tiempo de
interacción. A su vez, se observa que el porcentaje de correlaciones clásicas
aumenta con la temperatura. La concurrencia disminuye con la temperatura,
siendo distinta de cero únicamente cuando |c| = 1, en el régimen de tempe-
raturas altas. En última instancia, se observa que la eficiencia aumenta junto
con las correlaciones totales y con τ en este caso, alcanzando un valor de
η ≈ 0.64 en el mejor de los casos.

Como trabajo a futuro, se busca estudiar estos sistemas de manera colec-
tiva, con el objetivo de caracterizar de la ventaja cuántica en términos del
grado de coherencias presente en los entornos.
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Apéndice A

Cálculo del trabajo para la
ecuación maestra

Para calcular el trabajo del proceso de carga de la ecuación maestra (2.4)
se debe integrar la ecuación (2.12). Para hacer esto, debe tenerse previo cui-
dado con el termino constante que aparece en la misma, ya que su integral
divergeŕıa. Esto, sin embargo, no termina siendo un problema. Si se considera
que la solución de la ecuación diferencial debe tener un término correspon-
diente a la solución homogéneo y otro a la solución estacionaria:

ρ = ρh + ρ̂. (A.1)

Al reemplazar su expresión en la ecuación (2.11), y considerarse solo los
términos constantes, se tiene que:

i (ρ̂10 − ρ̂01) −
g

µβ|c|
(ρ̂11 − pβ) (A.2)

Reemplazando la expresión del estacionario (2.7)

i (ρ̂10 − ρ̂01)−
g

µβ|c|
(ρ̂11 − pβ) =

g3µβ|c|
2 (gµβ|c|)2 + |a|2

[(2pβ − 1) + (1 − 2pβ)] = 0

permitiendo asi que la derivada del trabajo dependa únicamente de la solu-
ción homogénea de la ecuación maestra.

Se definen entonces las variables:

Lij =

∫ +∞

0

ρhijdt. (A.3)
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donde ρhij son los elementos de la matriz densidad de la solución homogénea
de la ecuación maestra. Al integrar 2.12 queda entonces:

∆W = 2ωg|c|
(
i (L10 − L01) −

g

µβ|c|
L11

)
. (A.4)

Resta calcular el valor de estas incógnitas para completar el cómputo de la
eficiencia.

Para despejar estos valores, se integra la parte homogénea de la ecuación
maestra. Debido a que K(ρ) es lineal en ρ, la integral de esta misma función
sera también únicamente función de las variables {Lij}. La ecuación maestra
queda entonces como:

⃗̂ρ− ωβ(HS) =

∫ +∞

0

K (ρ) dt = F (L) (A.5)

donde se entiende a F (L) como el resultado de integrar K (ρ), que es función
de la matriz L formada por las incógnitas Lij. Una vez resueltos sus valores,
puede reemplazárselos y hacer álgebra para llegar finalmente a la expresión
presentada en (2.10).
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Apéndice B

Cota para eficiencia

Se tiene que la expresión de la eficiencia es:

η =
1 +

√
1 + (2µβ|c||G|)2

4
(
1 − (µβ|c|)2

(
1 − |G|2

)) . (B.1)

Podemos pensarla como función de |G|, que se redefine como z. Se calcula
ahora la derivada de η respecto a z:

dη

dz
= −

z
(

1 + 2 (µβ|c|)2 − 2 (µβ|c|) + 2 (µβ|c|) z2 +
√

4 (µβ|c|) z2 + 1
)

(z2 + 1 − (µβ|c|))2
√

4 (µβ|c|) z2
(B.2)

A partir de la misma, quiere verse que η es monótona en z, en particular
decreciente. Esto es equivalente a mostrar que:

1 + 2 (µβ|c|)2 − 2 (µβ|c|) + 2 (µβ|c|) z2 +
√

4 (µβ|c|) z2 + 1 > 0 (B.3)

donde se usó que z ≥ 0 por definición. Los dos últimos términos de la inecua-
ción son necesariamente mayores a cero. También puede verse que los prime-
ros tres términos forman un polinomio de grado dos en µβ|c| que es mayor a
cero debido a que tiene ráıces imaginarias y es positivo por ejemplo cuando
c = 0. Esto quiere decir que:

dη

dz
< 0, (B.4)

por lo que el valor que maximiza η es el menor valor de z. Al ser z ≥ 0,
entonces la eficiencia se maximiza en z = 0. Por lo tanto:

ηmax =
1

2
(
1 − (µβ|c|)2

) . (B.5)
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En última instancia falta maximizar respecto a µβ|c|. Como ηmax es monóto-
namente creciente con µβ|c|, el máximo valor alcanzable para estos corres-
ponde al máximo de la eficiencia. Este valor es µβ|c| ≤ 1

2
, y evaluando en el

mismo se obtiene que:

η <
2

3
. (B.6)
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