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Resumen

Mediante simulaciones numéricas directas (DNSs) en 3D, en la presente Tesis de Licen-
ciatura se estudia la cascada de energia ¢ en turbulencia bajo la aproximaciéon magneto-
hidrodinamica (MHD) compresible (CMHD). Este analisis emple6 DNSs con una resolucion
espacial fija de 5122 puntos de grilla para CMHD utilizando una relacién de clausura isotér-
mica. Basado en relaciones exactas derivadas a partir de la ecuacién de Karman-Howarth,
se computaron los términos de flujo para la cascada de energia compresible e incompresible.
Variando tanto el niimero de Mach sénico como el niimero de Mach Alfvénico, observamos
tanto distintos niveles de compresibilidad (regimenes subsonicos y supersonicos) como de
campo magnético guia (debil, moderado y fuerte). Para el anélisis numérico, se desarrolla-
ron codigos que permiten computar la cascada de energia CMHD en direcciones arbitrarias
mediante una interpolacién por fuera de puntos de grilla de la caja ctubica. Esto permite
el calculo de funciones de correlaciéon en funcién de las distintas escalas para, finalmente,
promediar dichas funciones y obtener la cascada en funcién para distintos valores de la

compresibilidad y del campo magnético guia.






Abstract

Using 3D direct numerical simulations (DNSs), the present Thesis studies the turbulent
energy cascade rate € under the compressible magnetohydrodynamic (CMHD) approach.
The analysis utilises simulations with a fixed spatial resolution of 5123 grid points for
CMHD with an isothermal closure relation.The flux terms for the energy cascade rate were
computed based on the exact laws derived from the Karman-Howarth equation. A para-
metric study was carried out, varying both the sonic and Alfvénic Mach number, to observe
different levels of compressibility (subsonic and supersonic regimes) and guiding magnetic
field. A code was developed for the numerical analysis, which enabled the computation of
the CMHD energy cascade rate in arbitrary directions by interpolating outside the grid
points to obtain a scale-dependent statistic and averaging them to obtain the cascade as a

function of compressibility and guiding magnetic field.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La turbulencia es un fenémeno omnipresente en la naturaleza. Usualmente, la turbulen-
cia aparece como un estado de movimiento muy complejo e irregular en el espacio y en el
tiempo. Sin embargo, un flujo turbulento muestra la presencia de estructuras organizadas
de diferentes tamanos y distintos tiempos de vida (i.e., vortices), las cuales interactian de
manera no-lineal entre ellas, dando lugar a la llamada cascada no-lineal de energia [ver,
Richardson, 1922]. En el caso paradigméatico de turbulencia hidrodinamica incompresible,
von Karman and Howarth [1938| obtuvieron una expresion exacta para la cascada de ener-
gia (¢) bajo la hipotesis de turbulencia isotropa y homogénea. Esta es la llamada ecuacion
de von Karmén-Howarth y es uno de los pilares fundamentales de las teorias de la turbu-
lencia incompresible. Este resultado no trivial tiene como consecuencia directa, entre otras
cosas, al espectro de Kolmogorov para la energia cinética. Ademas, resulta independiente
de los mecanismos de disipaciéon presentes en el fluido y conecta la informaciéon disponible
a gran escala, como los incrementos de velocidad, con cantidades a pequena escala, como
la tasa de disipacion.

Varios trabajos han contribuido a la extension de la ecuacion de von Karman-Howarth
en el caso de plasmas magnetizados. Bajo las hipotesis de incompresibilidad, isotropia y ho-
mogeneidad, Politano and Pouquet [1998a| investigaron la relaciéon exacta para turbulencia
magnetohidrodinamica (MHD) totalmente desarrollada. A la vez, Politano and Pouquet
[1998b| investigaron su potencial aplicacion a mediciones in situ en el viento solar haciendo
uso de las variables de Elssédser. Esta relacion exacta para MHD incompresible ha sido
validada numéricamente haciendo uso de distintas estrategias numéricas y parametros del
sistema [Sorriso-Valvo et al., 2002, Mininni et al., 2003], asi como también utilizada para
estimar la cascada de energia en el viento solar y en distintas magnetosferas planetarias.
En particular, la Figura 1.1 muestra el flujo de energia total incompresible en funcién de

la escala, para distintas dimensiones y distintos forzados numéricos. En ambos casos, se
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Figura 1.1: Validacion de la relacion exacta para turbulencia MHD incompresible. Figuras
extraidas de Sorriso-Valvo et al. [2002] y Mininni et al. [2008], respectivamente.

observa que existe un rango inercial, en el cual los llamados términos de flujos escalan como
la longitud /¢, lo que implica una cascada de energia ¢ constante.

La expansion de la corona solar hacia el sistema solar se conoce con el nombre de viento
solar [e.g., Parker, 2019] y es un ejemplo de un plasma supersonico el cual es caracterizado
por ser un plasma turbulento y anisétropo (Tu and Marsch [1995], Dasso et al. [2005],
Fraternale et al. [2019]). A modo de ejemplo, la Figura 1.2 muestra un ejemplo de la cas-
cada de energia estimada utilizando observaciones de la misiéon ACE en el viento solar. Es
importante remarcar que gran parte de los avances por entender el fenémeno no-lineal de
la turbulencia en plasmas espaciales han sido realizados bajo la aproximacion de incom-
presibilidad, es decir, sin tener en cuenta la existencia de fluctuaciones de la densidad. Al
incluir estas fluctuaciones en un plasma, es de esperar que tanto la dinamica general del
plasma, como la cascada de energia se vean fuertemente afectadas [ver, Dmitruk et al.,
2005, Banerjee and Galtier, 2013, Andrés and Sahraoui, 2017, Brodiano et al., 2021|. En
particular, Andrés and Sahraoui [2017]| han derivado una expresion para la relacion exacta
para turbulencia compresible isotérmica en términos de la velocidad del plasma, la velo-
cidad de Alfvén compresible y la densidad del plasma. Los autores han mostrado que la
expresion para € no solo tiene en cuenta los tipicos términos de flujo, sino que involucra
nuevos términos en el rango inercial. Més atin, estos resultados han sido confirmados y ex-
tendidos por Simon and Sahraoui [2021] al considerar un plasma compresible politrépico.
Ademés, dentro de los regimenes compresibles, la turbulencia se presenta en rangos super-
sonicos en diversos fenémenos astrofisicos tales como el viento solar, la evolucion del medio
interestelar y la formacién de estrellas donde existen regiones con grandes fluctuaciones de
densidad [Ferrand et al., 2020].

Gracias a la gran cantidad de observaciones in situ disponibles, es sabido que la tempe-
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Figura 1.2: Estimaciéon de la cascada de energia para turbulencia MHD incompresible.
Figuras adaptada de MacBride et al. [2005].

ratura de los protones del viento solar disminuye més lentamente en funciéon de la distancia
radial desde el Sol en comparaciéon con la prediccion del modelo de expansion adiabatica
[Matthaeus, 2021]. Una pregunta necesaria es, jqué calienta el viento solar a medida que
se expande desde el Sol hacia el medio interplanetario? Esta pregunta engloba lo que se
conoce como el problema del calentamiento del viento solar y es un problema abierto al
dia de hoy en la comunidad de Fisica del Espacio. Una potencial respuesta a este problema
es la cascada de energia turbulenta, la cual podria proporcionar una soluciéon precisa al
problema. En lineas generales, en turbulencia de plasmas, cuando el tamano de las estruc-
turas formadas alcanza la escala de disipacion, la energia electromagnética turbulenta se
convierte en energia térmica (calentamiento) y/o energia cinética (aceleracion) de las par-
ticulas del plasma. Més atn, la turbulencia de gran escala magneto-hidrodinamica (MHD)
sirve como reservorio de energia la cual cascadea hasta las escalas més pequenas, donde
es disipada mediante efectos cinéticos mientras calienta el plasma [Bruno and Carbone,

2013].

La motivacion de la presente Tesis es estudiar la tasa de disipaciéon de energia turbu-
lenta (o simplemente, la cascada de energia) mediante el uso de simulaciones numeéricas
directas (DNSs) tridimensionales (3D) dentro del modelo MHD compresible (CMHD) para
un plasma isotérmico, es decir, un plasma donde la densidad es proporcional a la presion
(escalar). Esta relacion de clausura es cominmente utilizada en simulaciones astrofisicas
turbulentas, como nubes moleculares o el viento solar. Es importante remarcar que existen
otras clausuras del tipo gas ideal o politropicas. Sin embargo, en la presente Tesis nos
concentramos en la clausura isotérmica debido a la posible comparaciéon de los resultados

numéricos con las observaciones previas en el entorno cercano a la Tierra. Mediante un
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estudio paramétrico variando tanto el nimero de Mach sénico como el ntmero de Mach
Alfvénico estudiaremos simulaciones en rangos subsénicos y supersonicos para distintos
valores del campo magnético medio. Este estudio nos permitira dar un paso mas para el
entendimiento de la cascada de energia compresible en el marco del problema del calenta-

miento del viento solar.



CAPITULO 2

DESCRIPCION MAGNETOHIDRODINAMICA

Cuando un fluido conductor se encuentra dentro de un campo electromagnético, las
particulas que lo componen son aceleradas y, por tanto, generan nuevos campos que mo-
dificaran al campo inicial. Esto resulta en un proceso de retroalimentacion donde el mo-
vimiento del fluido es afectado por el propio campo que sus cargas generan por medio de
la fuerza de Lorentz. En la descripcién magneto-hidrodinamica (MHD) desarrollada por
Hannes Alfvén (1942) se trata al fluido como un medio continuo utilizando cantidades ma-
croscopicas para su descripcion y combinando las ecuaciones dinamicas de fluidos con las
ecuaciones del electromagnetismo. La teoria MHD aplica para describir una gran cantidad
de plasmas astrofisicos (como el viento solar), plasmas de laboratorio y metales liquidos,
entre otros fendémenos. A continuacién describiremos el conjunto de ecuaciones 3D que
definen por completo la descripcion MHD |Fitzpatrick, 2014| utilizadas para las DNSs en

su version compresible (CMHD) considerando fluctuaciones en la densidad.

2.1. Ecuaciones de fluidos

Para describir la dindmica del movimiento del fluido partimos de la ecuacion de Navier-
Stokes basada en la segunda ley de Newton (balance de momento) que vincula la aceleracion

de los elementos de fluido con las fuerzas externas y términos superficiales:

0 VP 1

Mo w-Vu=-—"" 4+ - (VxB)x B+F, +Dy, (2.1)

ot pp
donde u son las fluctuaciones del campo de velocidad (restamos el valor medio), p es
la densidad de masa (no constante para el caso compresible), P es la presion térmica y
(J X B)/p es la fuerza de Lorentz por unidad de masa (siendo J = V X B la corriente

eléctrica y B el campo magnético. En esta formulacion, estamos trabajando con unidades
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de B de forma que B?/2 es la energia magnética. Por otro lado, el término F}, es algin
forzado mecanico (de larga escala) y Dy, es el término de disipacion cinética (corta escala).
En general, el mecanismo de disipacion para fluidos newtonianos compresibles viene dado

por la expresion
9 1
Dy =v |Vu+ gV(V -u) (2.2)

proveniente del tensor de esfuerzos superficiales. Ademas, considerando las fluctuaciones

de densidad, incluimos la ecuacién de continuidad que expresa la conservacion de la masa

del fluido:
dp

5 = —V - (pu). (2.3)

2.2. Ecuaciones electromagnéticas

Al trabajar con un fluido conductor en presencia de campos electromagnéticos, debemos
incluir las ecuaciones del electromagnetismo dadas por las ecuaciones de Maxwell. En
primer lugar, consideremos primero la ley de Ohm que relaciona el campo eléctrico con la
corriente eléctrica que atraviesa a un medio conductor. La constante de proporcionalidad
estd dada por la conductividad eléctrica o de forma que J = oE, vélido para sistemas
lineales. Ademaés, esta relacion es valida en el sistema de referencia del medio conductor;
al considerar el movimiento del mismo, las propias cargas modifican el valor del campo
obteniendo un término extra (al orden mas bajo, considerando u < ¢) de forma que

obtenemos un campo eléctrico efectivo dado por
J=0(E+uxB). (2.4)

Ahora, si tomamos la ecuacién de Faraday:

0B
VXE=—— 2.5
T (2.5)
y sustituimos la relacion entre los campos hallada previamente, resulta en la expresion
dinamica para el campo magnético:
0B

o = VX (u x B) + nV*B. (2.6)

O bien, considerando algtn forzado y mecanismo de disipacion de forma genérica, tenemos

0B



CAPITULO 2. DESCRIPCION MAGNETOHIDRODINAMICA 2.3. RELACION DE CLAUSURA

que similarmente al caso hidrodinamico, F,, es el rotor de la fuerza electromotriz, mientras
que D,, = nV?B es el término de corta escala de disipaciéon magnética. Por otro lado,
hemos definido la constante n = 1/pgo de difusividad magnética (con p la permeabilidad
magnética del vacio) que controla el nivel de difusion del campo magnético, analogamente
a la viscosidad en el caso hidrodinamico. Esta constante de difusiéon nos permite definir el

numero de Reynolds magnético definido como

Rew — 2U (2.8)

7
donde U y L son una velocidad y tamano caracteristico del sistema. De esta forma, si
Ren, > 1 implica que la inercia del fluido es dominante y por lo tanto puede despreciarse
la difusion (como es el caso del viento solar, donde se estima un orden de Re,, = 7 x 10'6).
En la aproximacion de MHD ideal se considera n = 0. Esto simplifica la ecuaciéon para el

campo magnético vista en (2.6) a la expresion

0B
— = B 2.9
o V X (ux B) (2.9)
que implica el resultado
4B as=0 (2.10)
dt Jg o ’

Es decir, el flujo magnético es nulo y, por lo tanto, las lineas del campo magnético estan
congeladas en el fluido. Por otro lado, cuando Re,, es bajo, el campo magnético es alta-
mente disipativo: las fuerzas de Lorentz inducidas se oponen al movimiento y, por lo tanto,

convierten energia cinética en calor via la disipaciéon Ohmica.

Finalmente, nos falta considerar la ecuacion de Gauss para el campo magnético que

nos habla de su naturaleza solenoidal:

V-B=0. (2.11)

2.3. Relacion de clausura

Uno de los casos de estudio mas sencillos es asumir que el plasma sigue una ecuaciéon de
estado isotérmica donde la presion y densidad son directamente proporcionales mediante

la velocidad del sonido ¢, (constante):

P =cp. (2.12)
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Aunque esta relacion de clausura no es del todo valida para plasmas sin colisiones (como
sucede en los plasmas cercanos a la Tierra), ha sido utilizada para modelar el viento solar
[Parker, 1958| reflejando comportamientos del flujo compresible en la corona solar basado
en observaciones. A partir de esta relacion de clausura, podemos obtener la energia interna

del plasma que viene dada por

e =cs>In(p/po) (2.13)

donde pg es un valor constante de referencia de la densidad de masa y cg la velocidad del
sonido en el medio. En caso de considerar otras relaciones de clausura, como es el caso de la
relacion politropica, la tnica diferencia que habra con lo presentado en este trabajo vendra
dada por la expresion resultante de la energia interna. A continuacion reescribiremos las
ecuaciones vistas en términos de las variables comtinmente usadas para obtener el conjunto

de ecuaciones que describen la teoria MHD compresible o CMHD.

2.4. Ecuaciones MHD compresibles

En lugar de trabajar con el campo magnético B, es usual y conveniente escribir estas

ecuaciones definiendo la velocidad de Alfvén compresible:

us = B/ /5. (2.14)

De esta manera, ambos campos u y ua quedan expresados en unidades de velocidad y en
pie de igualdad. Sumado a esto, podemos reescribir la Ecuacion (2.3) en términos de la
energia interna y, desarrollando términos, obtener el siguiente conjunto de ecuaciones que

definen la teoria en términos de los campos u, up, py e:

Oe

5 =W Ve — ¢’V -u (2.15)
ou 1

i —u-Vu+uy- -Vuy — ;(P + Py) —ua(V-ug) + Fp+ Dy (2.16)
a@%:—u-VuA+uA'VU—uz—A(V‘u)‘i‘Fm‘FDm (2.17)
uy - Vp=—-2p(V-uy) (2.18)

donde también se definié Py, = pu,?/2 la presion magnética que aparece como una con-

tribucién de la presion total.



CAPITULO 3

FENOMENOLOGIA DE LA TURBULENCIA

En este Capitulo se introduce el concepto de turbulencia y las aproximaciones que se
utilizan usualmente para estudiarla. Particularmente, veremos las ideas fundamentales y
aproximaciones que se precisaran para obtener las leyes exactas presentadas en el Capitulo
siguiente para estudiar la cascada de energia. Por ultimo describiremos brevemente el marco

de la turbulencia de plasmas y en donde entra la aproximacion MHD.

3.1. Turbulencia

La turbulencia es un fenémeno que generalmente se asocia con la formacion de vortices
en un fluido. Esta presente en la naturaleza y en nuestra vida cotidiana: desde el movi-
miento de un rio que atraviesa obstaculos, hasta el humo que escapa por una chimenea o
las zonas turbulentas tipicas que atraviesan los aviones. Aunque es un fenémeno ubicuo
y relativamente facil de identificar y visualizar, no es facil de entender. A pesar de los
grandes avances en su comprension, siguen existiendo muchas preguntas sin respuesta, y
la turbulencia sigue siendo uno de los principales temas de investigacion en fisica.

Si bien hay diversos fendémenos en los que podemos identificar la turbulencia, es dificil
proporcionar una definiciéon cuantitativa. Ademas, existe una amplia variedad de flujos
turbulentos: flujos geofisicos (como los vientos atmosféricos y las corrientes acuaticas),
flujos astrofisicos (como la corona y el viento solar, las nubes moleculares en el medio
interestelar), plasmas, sistemas biologicos (como el flujo sanguineo) e incluso en sistemas
cuénticos (como los superfluidos). A pesar de esta diversidad, todos estos flujos comparten

una serie de caracteristicas similares que nos permiten identificar la turbulencia:

e Comportamiento erratico y de dificil prediccion, lo cual conlleva a concluir que los

flujos turbulentos son caodticos. Es decir, pequenos cambios en las condiciones ini-
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ciales del sistema evoluciona a estados completamente distintos. A pesar de que las
ecuaciones que rigen la evolucion son deterministas, esto hace que experimentalmente
sea inviable la prediccion debido al crecimiento exponencial de las incertezas en los

campos.

e Formacion de estructuras de un rango amplio de escalas: desde las escalas méas grandes
donde se fuerzan mecanicamente los sistemas, hasta las escalas mas pequenas de
disipacion. Esto hace que cualquier sistema turbulento tenga una cantidad enorme
de grados de libertad.

e Interacciones no-lineales entre estructuras, lo cual conlleva a una transferencia de

energia entre distintas escalas que se conoce como la cascada de energia.

Una forma de cuantificar el nivel de turbulencia en un fluido es mediante el niimero
de Reynolds, un parametro adimensional que se define como la relaciéon entre las fuerzas

inerciales y las fuerzas viscosas en la ecuacion de Navier-Stokes:

u-Vu UL

(v V2| v
donde U y L son una velocidad y una longitud caracteristicas del sistema, respectivamente.
Seguin esta definicién, un fluido con un bajo nimero de Reynolds se considera un flujo
laminar, dominado por las fuerzas viscosas y caracterizado por un movimiento suave y

constante. Por otro lado, para valores altos de Reynolds (Re > 1), el flujo se vuelve

turbulento, dominado por las fuerzas inerciales que generan remolinos cadticos y vortices.

3.2. La cascada de energia

La idea principal de la cascada de energia introducida por Richardson [1922] es que
la energia cinética, inyectada por algtin mecanismo de produccion, entra a la turbulencia
en las escalas grandes de movimiento. Luego, esa energia es transferida por procesos no
viscosos a escalas cada vez més chicas, hasta alcanzar la escala més pequena del sistema
en donde la energia se disipa en calor por accién de la viscosidad. Mas tarde, Kolmogorov
[1941] profundizo6 en este concepto, identificando las escalas mas chicas de la turbulencia,
que ahora llevan su nombre. En la siguiente seccion se presenta en més detalle el concepto
de la cascada de energia de Richardson y las llamadas hipotesis de Kolmogorov para su
estudio.

Para el estudio de la cascada de energia, vamos a considerar un flujo completamente
turbulento, en valores del nimero de Reynolds altos (Re>> 1). El primer concepto a intro-

ducir es considerar que la turbulencia estd compuesta por remolinos de distintos tamanos.

10
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De esta forma, cada remolino de una escala ¢ tiene una cierta velocidad u(¢) y por tanto,
una escala de tiempo 7(¢) = ¢/u(f). Ademas, cada remolino puede contener otros remoli-
nos de menor escala en su interior. Esto quiere decir que los remolinos en las escalas mas
grandes del sistema tendran un tamano comparable con el del sistema y, por lo tanto, un
Re grande, por lo que los efectos de la viscosidad son despreciables. La idea de Richardson
es que estos grandes remolinos son inestables y se rompen, transfiriendo su energia a remo-
linos mas chicos. Luego, esos remolinos se rompen de la misma forma, y asi hasta alcanzar
una escala tal que Re(¢) = u(¢)¢/v es lo suficientemente chico como para que el remolino
sea estable y finalmente la viscosidad molecular disipe la energia cinética. Este proceso es

representado en la Figura 3.1.

Transferencia de energia

Remolinos @ @ ®
&
© ®©

| o

E—]

Q0000 |

2¢ = OO0

Rango inercial

log(k)

Figura 3.1: Representacion esquematica de la cascada directa de energia propuesta por
Richardson. En el rango inercial, existe una transferencia de energia a tasa constante que
continua hasta las escalas de disipacion (escala de Kolmogorov 1) donde la energia es
disipada en forma de calor.

3.2.1. Tasa de disipacién

Una razon que hace importante esta forma de pensar la turbulencia es que posiciona a la
disipacion como el final de una serie de procesos. Asi, la tasa de disipacion ¢ es determinada
por el primero de los procesos, que es la transferencia de energia desde los remolinos en
las escalas grandes. Es decir, si los remolinos en las escalas grandes tienen una energia del

orden up? y un tiempo caracteristico 7o = £y/ug, luego la tasa de disipacion debe escalar
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como

e~ Eo/10 = up?/ (b /o) ~ ug®/lo. (3.2)

Esto es consistente con las observaciones experimentales e indica que la tasa de disipacion

es independiente de la viscosidad del fluido (habiendo considerado Re>> 1).

3.3. Las hipo6tesis de Kolmogorov

Para intentar resolver algunas de las preguntas fundamentales que quedaban por res-
ponder, Kolmogorov desarroll6 una teoria fenomenologica sustentada en tres hipotesis. La
primera de las hipotesis es considerar isotropia de las escalas pequenas. En general, los
remolinos grandes son naturalmente anisétropos al ser afectados por las condiciones de
contorno del sistema. Kolmogorov consider6 que esos sesgos direccionales se pierden en el

proceso caotico de reduccién de escala:

Hipotesis de isotropia local: Para un suficientemente alto niimero de Reynolds, los
movimientos turbulentos de escalas chicas son estadisticamente isétropos. Es decir, existe

invariancia ante cualquier rotaciéon arbitraria al no haber direcciones privilegiadas.

De esta forma, se pierde toda informaciéon direccional y de la geometria de remolinos en
las escalas grandes y la estadistica de pequena escala se vuelve universal, similarmente a
lo que pasa en flujos con Re altos. Podemos preguntarnos entonces, ;jde qué pardmetros
depende esta estadistica universal? En la cascada de energia, los dos procesos dominantes
son, por un lado, la transferencia de energia a escalas sucesivamente maés chicas, y por otro,
la disipacion viscosa al final de este proceso. Por esta razon, los parametros que definen
esta universalidad son la viscosidad cinemética v y la tasa de disipacion € que sera igual a

la transferencia de energia. Esta hipotesis puede expresarse como:

Primera hipétesis de similaridad: En todo flujo turbulento a suficiente nimero de
Reynolds, la estadistica de la pequena escala tiene una forma universal determinada por

los parametros v y €.

Dados estos dos parametros, mediante analisis dimensional podemos obtener una longitud,

velocidad y escala temporal tnicas llamadas las escalas de Kolmogorov:

n=*/e)'/", (3:3)
u, = (ve)'/4, (3.4)
Ty = (v/e)'/2. (3.5)
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Estas escalas corresponden a las mas pequenas y por lo tanto a remolinos disipativos.
Podemos ver que el Re de estos remolinos es nu, /v = 1, consistente con la idea de que la
energia se transfiere a escalas cada vez mas chicas hasta la disipaciéon. Conociendo estas

escalas, podemos obtener el valor de la tasa de disipacion

€= u(un/n)2 = V/Tn2 (3.6)

que caracteriza los remolinos disipativos.

3.3.1. Rango inercial

Inevitablemente, existe una region de escalas ¢ intermedia que es pequena comparada
con el tamano de las grandes escalas f; pero, a su vez, grande en comparacién con la
escala de disipacion, es decir, £, > ¢ > 7. Los remolinos en escalas mas grandes que los
de disipacién son poco afectados por la viscosidad y, por lo tanto, se llega a otra de las

hipotesis:

Segunda hipétesis de similaridad: En todo flujo turbulento a suficiente nimero de
Reynolds, la estadistica de la escala ¢ en el rango ¢y, > ¢ > 7 tiene una forma universal

determinada tinicamente por el parametro € independiente de v.

Podemos, entonces, definir un rango de escalas pig ~ 60n en las que la disipacion
comienza a ser apreciable hasta alcanzar la escala disipativa 7. Por otro lado, tenemos
también alguna escala caracteristica figo ~ %EO en la que desaparece la anisotropia de los
remolinos mas grandes del sistema de escalas ¢y. Por lo tanto, tendremos dos rangos de
escalas relevantes: el rango inercial (f1s0 > ¢ > {pig) v el rango de disipacion (¢ < fpig).
En el rango inercial los efectos de la viscosidad son despreciables y el fluido estda dominado
justamente por los efectos de inercia. En el rango de disipaciéon, se producen todos los

efectos viscosos responsables de la disipaciéon del sistema.

3.4. Turbulencia en plasmas

La turbulencia en MHD se estudi6 histéricamente dentro de dos comunidades muy dis-
tintas. Por un lado, en el mundo de la ingenieria se ha estudiado la turbulencia para bajos
Re,, motivado por el entendimiento del flujo de metales liquidos aplicado a dispositivos
electronicos. Por el otro lado, dentro de la fisica del plasma y la astrofisica, en general, se
tiende a estudiar turbulencia a muy altos Re,, > 1 dominado por la inercia. Muchos de
estos trabajos se concentran en la turbulencia homogénea motivada por fené6menos como
discos de acrecion, la evolucion de la atmosfera solar o del medio interestelar. Existen nu-

merosos ejemplos de fenémenos turbulentos donde las fluctuaciones por compresion tienen
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un gran impacto en la dindamica, es por esto que es fundamental el entendimiento de la
transferencia de energia en CMHD.

Similarmente a la turbulencia HD, en turbulencia MHD las interacciones no lineales produ-
cen una cascada de energia desde las escalas grandes a las escalas mas pequenas del sistema.
Una forma de estudiar este problema es mediante el espectro de potencia magnética que
muestra como la energia se distribuye a lo largo de distintos nimeros de onda (es decir, en
el espacio de Fourier). En HD vimos tres principales rangos espaciales: las grandes escalas
donde se inyecta la energfa, el rango inercial y el rango disipativo. Para MHD, como es en

el caso del viento solar, pueden identificarse cuatro regiones (Figura 3.2):

» El rango f~!: en las frecuencias bajas (correspondientes a escalas temporales del
orden de dias) se observa una variabilidad de las fuentes: como es el caso del sol y la

atmosfera solar.

= El rango inercial: similar al discutido en el rango hidrodinamico. Aqui sucede la
cascada de energia desde las escalas grandes a chicas. En este rango, el espectro
de energia es una ley de potencia con exponente —5/3. Ademés, este proceso es
independiente de las condiciones iniciales en la gran escala y de los mecanismos de

disipacion en las escalas més chicas.

= Rango de transicién y de sub-iones: es lo que llamamos el “rango de disipacion”.
En esta escala se rompe la idea de fluido en MHD y es necesario tener en cuenta los

efectos cinéticos de las particulas cargadas que componen el plasma.

A~ 106 km p.~10%km p.~1km
T~ T Oa| T T 0 T 0
109 |- T~=1.00£0.04 E E a:
—~ o, ' E
T 104F ™ o :
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Figura 3.2: Espectro de energia magnético en el viento solar a lo largo de distintas escalas
espaciales y temporales. Extraido de Kiyani et al. [2015].
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Mas allé de las escalas MHD, debemos tener en cuenta los efectos de pequena escala y
referirnos a la ley de Ohm generalizada para describir escalas espacio-temporales compara-
bles al giro-periodo del i6n y la distancia de penetracion d; = ¢/w,; (siendo ¢ la velocidad
de la luz y wy; la frecuencia del ién-plasma). La primera correccion para la descripcion de
fluido en esas escalas viene dada por la llamada corriente de Hall, que da origen al modelo
llamado Hall-MHD (HMHD), donde presumiblemente la cascada de energia, y la dindmica
en general, se vuelven dependientes de la compresibilidad del sistema [ver, Andrés et al.,

2018, 2019).
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CAPITULO 4

CASCADA DE ENERGIA TURBULENTA

En base a los trabajos de von Karméan and Howarth [1938|, Kolmogorov [1941] y Mo-
nin and Yaglom [1975] sobre turbulencia HD is6tropa y anisotropa, bajo las hipotesis
mencionadas, en este Capitulo estudiaremos la expresion de la cascada de energia median-
te funciones de estructura de tercer orden en el campo de velocidad. Luego, mostraremos
las relaciones exacta que surgen a partir de las ecuaciones MHD compresibles (ver, Capi-
tulo 2.4) para turbulencia totalmente desarrollada y los distintos términos que aparecen.

Finalmente, estudiaremos el limite incompresible de dicha relacion.

4.1. Cascada de energia en HD

Para un caso de estudio més sencillo, veamos como se obtiene la cascada de energia
en turbulencia HD para entender la metodologia con la que se obtienen las ecuaciones en
el caso de MHD compresible. En este caso, partimos de las ecuaciones de Navier-Stokes

incompresibles:

V-u=0 (4.1)
ou

e +u-Vu=-Vp+f+vViu, (4.2)

donde f son las fuerzas externas en las grandes escalas y para simplificar la notacion
tomamos py = 1. Por otro lado, la ecuacion de balance de energia (realizando un ensamble
estadistico) viene dada por la potencia disipada por la fuerza externa y por la tasa de

disipacion de energia que definimos como ¢:

——=(f-u) —-¢ (4.3)
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A continuacion, veremos como para turbulencia homogénea en el rango inercial, esta cas-

cada de energia es independiente de la escala y caracteriza una universalidad.

4.1.1. Ecuacion de von KaArman—Howarth

En teoria de turbulencia incompresible estadisticamente is6tropa y homogénea, para el
caso de niimero de Reynolds Re tendiendo a infinito, uno de los resultados més importantes
es la llamada "ley de los 4/5". Esta primera relacion exacta en turbulencia HD fue obtenida
por Kolmogorov [1941] y permite estimar la tasa de disipacion, o en otras palabras, la
cascada de energia ¢ como funciones de estructura (o incrementos) de tercer orden en el
campo de velocidad. Una forma de obtener esta relacion es mediante el uso de la ecuacion
de von Karméan and Howarth [1938|, es decir, a partir de la evolucién temporal del tensor

de segundo orden de la energia total del sistema.

Considerando la ecuaciéon de Navier-Stokes para las componentes ¢ y j evaluada en

puntos del espacio x y X/, respectivamente tenemos que,

Oyu; + O (ugu;) = —0; P + V@ikui + fi (4.4)
—0\P + vy *u + f, (4.5)

A + O (upu)

donde la condicion de incompresibilidad se escribe como Oyu;, = 0. Para simplificar la
notacion, estamos escribiendo los campos de forma que u(x) = uyu(x’) = u’,9/02' = 9y,
ademés, las fluctuaciones del campo de velocidad son en promedio cero: (u) = 0. Entonces,
podemos multiplicar la primera ecuaciéon por u} y la segunda ecuacién por u;, sumarlas
y tomar un ensamble estadistico, obteniendo una ecuaciéon dinamica para el tensor de

segundo orden,

Or (ustt) + (Op(urusuy) + O (upufu;)) =
— (0(Puf) + O5(P'us)) + v(0F, (uiuf) + O gy (uyus)) + (fius + flus)

J

(4.6)

Asumiendo turbulencia estadisticamente homogénea (ver Batchelor 1953), es decir, que
la correlacién a dos puntos depende unicamente de la distancia relativa ¢, con x' = x + /¢,
obtenemos la ecuacion de von Karman—Howarth, una ecuacién dinamica para turbulencia
homogénea:

wu, 1 2 Uiy
donde F(¢) = (fu} + flu;) /2. Asumiendo un estado estacionario con un balance estadistico

entre el forzado y la disipaciéon y considerando que el forzado actiia en las grandes escalas
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y la disipacion en las pequenas escalas, obtenemos,
1
0= Zve ~((0u - du)du) +e. (4.8)

De esta manera, observamos que es posible expresar la cascada de energia como la diver-
gencia de un término de flujo Fyp que no es otra cosa que la funciéon de correlacion de

tercer orden del campo de velocidad,
—4e =V, - (|6u)*6u) = V, - Fyp. (4.9)

Es importante notar que esta expresion es valida en turbulencia anisétropa. En caso de asu-
mir turbulencia estadisticamente isoétropa, podemos integrar esta expresion en una esfera

de radio ¢ y obtener la relacién exacta valida en el rango inercial,
4 2
—gsﬁ = (|ou|"duy), (4.10)

donde duy es el incremento de velocidad en la direcciéon ‘.

Finalmente, la relacion exacta (4.10), a veces llamada la ley de los 4/3 [Galtier, 2018],
es similar a la conocida ley de los 4/5 de Kolmogorov. En particular, esta ultima es un
resultado teérico mas beneficioso experimentalmente ya que solo requiere la informacion

de una direccién espacial para obtener la tasa de disipacion
4 3
—gsé = (|oue|”). (4.11)

Es decir, el estudio de incrementos del campo de velocidad a distintas escalas (incluso a nivel
macro) nos habla de la tasa de disipacién que sucede a nivel micro. Mediante esta misma
metodologia se puede realizar una derivacion similar de la ecuacién von Karman—Howarth

utilizando las ecuaciones CMHD.

4.2. Relaciones exactas en MHD compresible

4.2.1. Expresiéon completa

De manera anéloga a la seccion anterior, haciendo uso de las ecuaciones CMHD, asu-
miendo un plasma homogéneo, un estado estacionario y un balance entre forzado y disi-
pacion, se puede obtener una expresion completa para la relaciéon exacta en turbulencia

CMHD isotérmica [Andrés and Sahraoui, 2017] valida en el rango inercial,

1
—2€C:§V5~Fc+SC+SH+M5 (4.12)
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donde ¢ es la tasa total de cascada de energia compresible, F¢ es el término de flujo total
compresible y S¢, Sy y Mg son los llamados términos de fuente, hibrido y S-dependiente,
respectivamente. La derivacion detallada de la expresion total de la cascada de energia
compresible puede verse en Andrés et al. [2017] para el caso isotérmico y Simon and
Sahraoui [2021] para el caso politropico. Una cosa destacable de este tipo de relaciones
exactas es que no se requieren, a priori, una suposiciéon de isotropia y las mismas son
independientes del tipo de mecanismo de disipaciéon que acttia sobre el plasma (solo se
asume que este acttia en las escalas mas pequenas del sistema). A pesar de incluir los taltimos
términos en la expresion completa (S¢, Sy vy Mp), durante la presente Tesis estimaremos
la cascada de energia compresible iinicamente mediante los términos de flujo. Por un lado,
observacionalmente existe una dificultad en la medicion de los términos S debido a que
este tipo de términos requieren calculos de divergencia de los distintos campos, que solo
son posibles mediante observaciones utilizando técnicas de multi-spacecraft, las cuales en el
mejor de los escenarios conllevan grandes incertezas. Por otro lado, y 1o que es relevante para
nuestro caso de estudio, resultados numéricos previos indican que tanto para turbulencia
HD y MHD subsénica y supersénica, los términos de fuente, hibrido y S-dependiente son
despreciables con respecto a los de flujo en el rango inercial y solo serian relevantes en
regiones muy particulares del plasma |[Kritsuk et al., 2013, Andrés et al., 2019, Ferrand
et al., 2020].

4.2.2. Términos de flujo

Podemos estimar la cascada de energia compresible mediante los términos de flujo,
segin lo mencionado anteriormente. De esta forma, la tasa total se computa como diver-
gencias globales de términos de flujo, que dependen de variaciones de las variables del
sistema. Para el caso compresible, podemos separar este flujo en dos términos de naturale-
za distinta que involucran funciones de estructura (correlaciones de los campos) de tercer
orden, de forma que F¢ = Fic + Fy¢. Por un lado, tenemos un término del estilo de
Yaglom [Monin and Yaglom, 1975, una generalizacion del término que se tiene en MHD

incompresible [Politano and Pouquet, 1998a),
Fic = ([0(pu) - du+ d(pua) - dua]du — [0(pu) - dua + du - §(pua)-| dua), (4.13)
y por otro lado, un término puramente compresible
Fyc = 2(6edpdu), (4.14)

que es una nueva contribucién a la cascada de energia debido a la presencia de fluctuacio-

nes de densidad en el plasma. Ademés, en ésta formulacion la tunica diferencia entre los
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CAPITULO 4. CASCADA DE ENERGIA TURBULENTA  4.2. RELACIONES EXACTAS EN MHD COMPRESIBLE

modelos con relacion de clausura isotérmica (Ecuacion 2.12) y politropica viene dada por
la forma de la energia interna del plasma. En nuestro caso, trabajamos con la expresion de
energfa interna vista en (2.13). Por ultimo, si asumimos la hipotesis de isotropia estadis-
tica, podemos integrar los términos de flujo a lo largo de una esfera de radio ¢ y obtener

una relacion escalar para la turbulencia isétropa. De forma compacta tenemos que,
4
—géfcg = FlC + FQC (415)

donde Fic + Fye es la proyeccion a lo largo de la direccion del corrimiento de los campos.

Escribiendo la expresion explicitamente obtenemos

3
([6(pu) - du+ 6(pua) - dualdue — [6(pu) - dua + ou - 6(pua)-| dua, + 26edpduy),

Ec = —4—£
(4.16)

donde nuevamente notamos que esta expresion es valida solo en el rango inercial MHD.

4.2.3. El limite incompresible

En el limite MHD incompresible, es decir p — py = 1, el termino Fy¢ se anula mientras

que Fi¢ tiende a la expresion del flujo incompresible:
F; = ([(6u)® + (6ua)’] 6u — 2(du - duy )duy) (4.17)

Ademas, en el limite incompresible se anulan los términos de fuente, por lo que podemos

expresar la cascada de energia incompresible total como |Galtier, 2018]

—4e; =V, -F; (4.18)

1 — —iV : <[(5u)2 + ((SUA)z} ou — 2((511 . 511A)5UA>. (419)

Aqui identificamos un primer término que se relaciona con la energia total del plasma
(cinética més magnética) mientras que el segundo es un término relacionado a la helicidad
cruzada. Al integrar asumiendo isotropia de igual manera que en el caso compresible, queda

expresado en términos de los incrementos:

- —4%< [(6w)? + (5un)?] Sur — 2(Su - Sun)ua). (4.20)

21






CAPITULO b

SIMULACIONES Y ANALISIS NUMERICO

En este Capitulo describiremos brevemente el codigo numérico ENZO |[ver, L., 2014|
utilizado para computar los términos de flujo de las relaciones exactas para turbulencia
CMHD. Luego, se hara una breve descripciéon de las simulaciones con las que se trabajo y

por tltimo, la metodologia del analisis numérico llevado a cabo durante la Tesis.

5.1. El cédigo numérico ENZO

El proyecto ENZO! es un codigo numeérico desarrollado de forma abierta por una co-
munidad de distintas instituciones, disenado particularmente para calculos hidrodinamicos
astrofisicos. Utiliza un método parabolico a trozos (piecewise parabolic method) [Woodward
and Colella, 1984]: una extension de orden superior al método de Godunov. Dicho método
realiza una interpolacion espacial permitiendo una representacion mas pronunciada de las
discontinuidades. De esta manera, se capturan los shocks de la simulacién que ocurren
naturalmente en un medio turbulento supersénico, por lo que es ideal para este tipo de

fendémenos fisicos.

5.1.1. Métodos conservativos

El método de Godunov en el que se basaron las simulaciones es un esquema numeérico
conservativo para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Consiste en divi-
dir el volumen en valores discretos (volimenes finitos) en el que en cada celda se resuelve
un problema de Riemann (un problema de valores iniciales) que permite discontinuidades,
satisfaciendo leyes de conservacion. Esto nos permite imponer al sistema la conservacion de

masa, momento y energia obteniendo correctamente las posiciones y velocidades en shocks.

!Pagina Web
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5.2. RESUMEN DE SIMULACIONES CAPITULO 5. SIMULACIONES Y ANALISIS NUMERICO

Como usualmente las divergencias discretas de rotores discretos no es exactamente cero
(como es el caso de V - B), los errores en simulaciones numeéricas pueden incrementar con
los pasos temporales. En estas situaciones, el sistema tiene comportamientos no fisicos:
campos magnéticos con topologias incorrectas que, por ejemplo, conllevan a transporte de

plasma ortogonal al campo.

Estas simulaciones en particular se llevaron a cabo mediante la formulacién de Dedner
de las ecuaciones MHD. Esta es una formulacién conservativa en que se utiliza una limpieza
de divergencia hiperbolica: en cada paso del método se resuelven las ecuaciones de evolucion
numéricamente y se introduce un multiplicador de Lagrange para acoplar los vinculos de

divergencias nulas en el sistema, penalizando su incumplimiento.

5.2. Resumen de simulaciones

La base de datos consiste en 21 simulaciones numéricas 3D (resolucion de 5123) en las
que se vari6 tanto el nimero de Mach sénico como el namero de Mach Alfvénico. El namero

de Mach so6nico se define como
Ms = ([ul)/cs (5.1)

donde (|u|) son las fluctuaciones de velocidad promediadas en la simulacién que calculamos

mediante el valor de RMS. Similarmente, el nimero de Mach Alfvénico es definido como

Ma = (Ju])/(|ual) (5:2)

promediando de la misma forma para la velocidad de Alfvén. El espacio de parametros
a estudiar se obtiene con un barrido de ambos parametros: Mg = (0.5,1,2,3,4,5,6) y
M4 = (0.5,1,2), permitiendo estudiar regimenes tanto subsonicos como supersonicos. En
estas simulaciones, la velocidad se mide en unidades de Mg por lo que en todas tenemos
que cg = 1 (a menos de variaciones estadisticas). Por otro lado, la densidad media en toda
la caja viene dada por pg = M/V = 1 que también es un vinculo de la simulacion. Una vez
determinados ambos niimeros de Mach como entrada en la simulacion, el campo magnético
guia By obtiene un valor medio definido, con valor no nulo, en la direccién Z y con valores

despreciables en las otras componentes:

Ms  (ul/es)  (lual)  (Bol)

N L RA@
M Tl Qual ™ e esyp () (5:3)
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CAPITULO 5. SIMULACIONES Y ANALISIS NUMERICO 5.2. RESUMEN DE SIMULACIONES

Run Mg My (B())(x) UrRMS  Op

1 0.5 0.5 1.00 0.57 0.11
2 05 1 0.50 0.43 0.09
3 05 2 0.25 0.36  0.08
4 1 05 200 1.01  0.27
5 1 1 1.00 0.85 0.30
6 1 2 0.50 0.71  0.25
7 2 05 401 2.00 0.58
8 2 1 2.00 1.60  0.62
9 2 1.00 1.41  0.62
10 3 05 6.01 251 087
11 3 1 2.99 226 0.93
12 3 2 1.50 1.93 0.94
13 4 0.5 8.00 456 1.46
14 4 1 4.00 4.47 1.49
15 4 2 2.00 3.97 1.71
16 5 0.5 999 5.73  1.80
17 D 1 5.00 5.17 1.83
18 D 2.50 4.88 197
19 6 05 12.00 694 203
20 6 1 6.00 6.81 2.27
21 6 2 3.00 5.76  2.17

Tabla 5.1: Parametros de la simulacion. Los valores de Mg y M4 son los valores objetivos
determinados como entrada en la simulacion. Presentamos los valores medios (promediado
en toda la caja) del campo magnético, RMS del campo de velocidad y la compresibilidad
del sistema.

5.2.1. Compresibilidad

Si bien el nivel de compresibilidad es proporcional al nimero de Mach sonico (a mayor
velocidad respecto a la del sonido, hay una mayor compresion en el fluido), buscamos definir
un estimador a partir de los datos que nos permita caracterizar todas las simulaciones.
Existen distintos estimadores que se pueden usar, uno posible es la desviacion estandar del

campo de densidad (a lo largo de toda la caja) definida como:

(5.4)

Asi, a mayor desviacion se tiene una mayor compresion, es decir, diferencias significativas

con respecto a una densidad constante p = py en cuyo caso se tiene o, = 0. Por otro

turb

lado, se define el ntimero de Mach turbulento como Mg u/cg definido punto a punto.
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5.3. COMPUTO DE LA CASCADA DE ENERGIA CAPITULO 5. SIMULACIONES Y ANALISIS NUMERICO

En nuestro caso, como todas las simulaciones numéricas corresponden a cg = 1, luego, el

numero de Mach soénico es directamente el valor RMS de la velocidad del plasma.

5.2.2. Forzado del sistema y condiciones iniciales

El forzado externo utilizado acelera estocasticamente al fluido de forma estadisticamen-
te isotropa. La excitacion se da de forma suave en las escalas grandes en el intervalo de
niumeros de onda k = [1,2]. De este modo, el forzado emula la interaccion turbulenta con
vortices de mayor escala. Ademas, esta fuerza volumétrica excita de igual manera tanto
modos de compresion como solenoidales en los campos. Este procedimiento produce flu-
jos supersoénicos que, en combinaciéon con la componente solenoidal del forzado, desarrolla
turbulencia en la que la tasa de inyecciéon de energia alcanza un balance con la disipa-
cion numérica. A este estado impuesto del sistema lo llamamos turbulencia impulsada por
COMPTesion.

La condicion inicial consiste en un fluido isotérmico en reposo con densidad uniforme
po=1, permitiendo el desarrollo natural de la turbulencia por medio del forzado. La co-
rrelacion espacio-temporal de la fuerza estocéstica garantiza que las estructuras de larga
escala se desarrollen en una escala temporal en concordancia con las velocidades y tamanos
caracteristicos del sistema. Por otro lado, como el estado final del sistema es estadistica-

mente isétropo, es independiente de las condiciones iniciales.

En la la Tabla 5.1 mostramos los parametros de entrada de la simulacion (Mg y My)
y los valores medios obtenidos a partir de los datos numéricos que describen la dinamica
del sistema. Los datos a analizar corresponden a un frame temporal posterior a 10 tiem-
pos dindmicos (turn over times) en los que se considera que la turbulencia se encuentra
completamente desarrollada y se alcanza un estado estacionario (equilibrio entre forzado

externo y tasa de disipacion).

5.3. Coémputo de la cascada de energia

El principal objetivo de la presente Tesis consistié en el desarrollo de un c6digo nu-
mérico que permite computar los términos de la cascada de energia compresible. A partir
de los binarios provenientes de las simulaciones en ENZQO, se obtienen los campos de ve-
locidad, campo magnético y de densidad. Este cdédigo permite generalizar el computo de
las funciones de estructura para cualquier conjunto de direcciones de forma consistente
realizando una interpolaciéon en los puntos de grilla. Esta interpolacion pretende reducir el
coste computacional que el que conllevaria una interpolaciéon 3D. Por otro lado, parte del

trabajo consistié en optimizar el computo de las funciones de estructura para reducir la
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cantidad de términos espurios (por ejemplo, reduciendo adecuadamente el tamafio de los
campos para realizar operaciones tinicamente con los términos relevantes). A continuacion,

se explica brevemente la metodologia llevada a cabo para el analisis numérico.

5.3.1. Descomposicién SO(3)

Para calcular los valores medios de las funciones de estructura, es crucial considerar
diferentes direcciones de incremento y asi garantizar una estadistica espacial adecuada. Un
desafio importante fue encontrar un método sistematico para realizar estos promedios de
manera homogénea en todas las direcciones posibles. Es importante tener en cuenta que si
se realizaran translaciones en direcciones donde no hay puntos de la grilla, seria necesario
realizar una interpolacién 3D para poder evaluar en esos puntos intermedios y realizar los
promedios posteriormente. Para evitar este tipo de interpolaciones, y reducir asi el alto
costo computacional, se llevd a cabo una técnica de promedio [similar a lo presentado en
Taylor et al., 2003] tomando una descomposicién de direcciones basada en el grupo de
rotaciones SO(3) para turbulencia isétropa [Biferale and Toschi, 2001|. Para esta descom-
posicién, se computan las funciones de estructura a lo largo de las direcciones generadas
por los vectores (en unidades de los puntos de grilla) (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (2,1,0), (2,1,1),
(2,2,1), (3,1,0), (3,1,1) y los generados mediante todas las permutaciones tanto de indice
como de signo de las tres coordenadas espaciales y sin contar los vectores que son paralelos
entre si. Este proceso nos proporciona un total de 73 direcciones radiales tinicas que pueden
visualizarse en la Figura 5.1. Cabe destacar que existe una descomposicion SO(2) analoga
para promedios anisétropos con simetria cilindrica, como es el caso cuando tenemos una
direccion privilegiada (por ejemplo, determinada por un campo magnético fuerte). Para
este trabajo, se realizd6 una descomposicion isdétropa que nos permite obtener informacion
espacial en todas las direcciones sin ninguna suposiciéon. Seria interesante hacer una com-
paracion entre ambas para los casos de fuertes anisotropias dadas por el campo magnético

guia.

5.3.2. Interpolacién

Dado este conjunto de generadores, los incrementos se obtienen multiplicando cada
direcciéon por un multiplo entero de manera que siempre caigamos dentro de los puntos de
la grilla. Este procedimiento debe realizarse hasta alcanzar un méximo incremento posible
en la mitad de la caja debido a la periodicidad (sino, se estarian contando incrementos de
més). Asi, para cada direccion, obtenemos una tira de incrementos y sus correspondientes
cascadas de energia dadas por la Ecuacion (4.16) (términos de la cascadas compresibles)
y la Ecuacion (4.20) (cascada incompresible).

Para este procedimiento, es necesario tener en cuenta que, como estos incrementos en
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Figura 5.1: Esquema de las 73 direcciones de la descomposicion SO(3).

la escala dependen del modulo de cada generador de la descomposicion, tendremos valores

de la cascada de energia evaluados en distintos puntos. Tomemos un ejemplo:
Para la direccion:  j; = (1,0,0) — ¢, =7 x (1,0,0) con 7r=1,2,...,256

como el modulo es |j;| = 1, para cada paso de incremento nos estamos moviendo de un
punto a otro de la grilla en pasos de tamano d¢ = 27/512 y deberemos dar 256 pasos para
llegar a la mitad de la caja de forma que: 256 x 1 x 27/512 = 7. Ahora, veamos otro

ejemplo donde esto es distinto:
Para la direccion:  jo = (1,1,0) — 5, =7 x (1,1,0) con i=1,2,..., mas

En este caso, deberemos ver cuél es el r,,,, tal que no sobrepasemos la mitad de la caja. Es
decir, como ahora |js| = V2, tendremos que ver el entero r maximo tal que e X v2 < 256.
En este caso nos da 7,,,, = 181, de forma que 181 X V2 x 27 /512 < 7. Como no siempre
es posible la igualdad hasta la mitad exacta, consideramos un entorno (m — d¢, 7) anterior
en el cuél considerar el incremento maximo.

En resumen, tendremos para cada generador del conjunto {j; };=1 273 una tira de valores
de tamano r,,,, con un espaciado entre puntos dado por el modulo del generador |j;|. Es
debido a esto, que se llevo a cabo una interpolacion del tipo spline cubico (interpolador de

Hermite) para poder evaluar el valor de todas las cascadas de energia en puntos distanciados
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en el incremento minimo d¢ = 27/512 de la caja. Esto quiere decir que inicamente debemos
interpolar una cantidad maxima de puntos de 73 x 256 (cantidad de curvas por la cantidad
de puntos hasta la mitad de la caja) en lugar de una interpolacion 3D, en principio de 2563

puntos.
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CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS

En este Capitulo se presentan los resultados numéricos obtenidos al computar y ana-
lizar la cascada de energia incompresible y compresible segtin la metodologia explicada
en el Capitulo anterior. En primer lugar, se muestra la relacion del Mg con el nivel de
fluctuaciones de densidad del sistema. Luego, se analiza la consecuencia de fuertes campos
magnéticos en la anisotropia del sistema y se mostraran algunos ejemplos de las DNSs. Se
dara un ejemplo particular del computo de la cascada de energia y las que se derivan de los
términos de flujo de cada una de las 21 simulaciones analizadas. Por ultimo, se estudiaran
los distintos términos en las escalas MHD y su relevancia relativa entre si. Finalmente,
se investigan las dependencias de los términos segiin el nivel de compresibilidad y campo

magnético medio.

6.1. Fluctuaciones de densidad

b (haciendo uso

En una primera parte, calculamos las distribuciones de valores de Mg
de la distribucion RMS del campo de velocidad) y de la densidad p en funcion del Mg
(parametro de entrada) de cada simulacion. La Figura 6.1 muestra como las distribuciones

de valores de Mg"™P

y p se des-localizan, en otras palabras, se distribuyen en un rango
mas amplio de valores al aumentar el Mg. Los valores que se muestran son tales que
el campo magnético medio es <B)($) = By = 1 de forma que la tnica variacion fisica
entre las simulaciones viene dada por la compresibilidad del sistema. Por definicion, las

distribuciones de Mg'"®

se centran en el valor medio indicado, es decir, que <M Sturb> = Ms.
En particular, observamos que al aumentar el numero de Mach aumenta la compresibilidad

del plasma, poblando mayores valores de densidad.
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Figura 6.1: Funcion de distribucion (o PDF, por sus siglas en inglés) para el ntimero de
Mach turbulento y para la densidad del plasma, variando el valor de Mg a campo magnético
medio constante By = 1.

6.2. Anisotropias por el campo magnético

La presencia de un campo magnético medio fuerte introduce una anisotropia en el siste-
ma, la cual se ve reflejada en las fluctuaciones de los campos. Para ilustrar esta anisotropia,
en las Figuras 6.2 y 6.3 mostramos dos simulaciones particulares: una con campo medio
By = 0.5 (campo débil) y otra con valor medio By = 12 (campo fuerte). Para ambos
casos, se muestra el modulo del campo de velocidad en dos planos distintos, uno paralelo
y otro perpendicular al campo guia. Como es de esperar, en los casos de un campo guia
fuerte, vemos estructuras alargadas a lo largo del eje z, con una bi-dimensionalizacion de
la turbulencia en la direcciéon perpendicular al campo medio. Por otro lado, en el caso de
campo débil, se observa un flujo turbulento isétropo, o sin direccién privilegiada.

Al trabajar con un amplio rango de valores de campos magnéticos que recorren el
espectro de By € [0.25,12] (puede verse en la Tabla 5.1), decidimos no asumir ninguna
hipotesis frente a la simetria de los campos. Debido a esto, llevamos a cabo la descomposi-
cion isdétropa que nos asegura un adecuado promedio espacial en todas las direcciones. Es
importante remarcar que esta descomposiciéon no sera la méas adecuada en aquellos casos
donde exista un campo magnético fuerte. Por ello, la interpretacion de los resultados en

estos casos deberia ser puesta a prueba haciendo uso de otro tipo de descomposicion.

6.3. Cascadas de energia turbulenta

Segtin la metodologia explicada en el Capitulo 5, la Figura 6.4 muestra un ejemplo de
célculo de |e¢| para una simulacion particular. En la Figura, se muestran las curvas que
corresponden a la interpolacion de los valores calculados para obtener puntos sobre los mis-

mos incrementos. Cada una de estas curvas proviene de las direcciones de la descomposicion
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Figura 6.2: Modulo de la velocidad para el caso de Mg = 0.5 y M4 = 2, en los planos
paralelo y perpendicular al campo magnético medio con By = 0.5. Para este caso de
campo medio débil no existe una anisotropia pronunciada entre la direccion paralela y
perpendicular.
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Figura 6.3: Modulo de la velocidad del plasma para el caso de Mg =6y M4 = 0.5, en los
planos paralelo y perpendicular al campo magnético medio con By = 12. En este caso, e.g.,
campo magnético fuerte, se observa claramente la anisotropia que se genera al estirarse en
la direccién del mismo.
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Figura 6.4: Ejemplo del computo de la cascada de energia a lo largo de las 73 direcciones
SO(3). Cada curva gris es una interpolacion (para una direcciéon particular) que permite el
promedio entre ellas sobre las mismas escalas.

SO(3) y se muestra el promedio en cada punto evaluado.

En la presente Tesis, decidimos estudiar el valor absoluto de las cascadas de energia
por su potencial comparaciéon con las observaciones y su mayor convergencia estadistica.
Debido a las fluctuaciones, al estudiar cascadas con su correspondiente signo, es necesario
tener mayor estadistica para tener resultados confiables. Como esperamos una cascada
directa (transferencia de escalas grandes a chicas) nos concentramos en el valor absoluto.
Sin embargo, el signo de la cascada de energia es un tema de discusion abierto actualmente

en el contexto de turbulencia del viento solar.

Como vimos en el Capitulo 3, en el rango inercial, se espera una cascada de energia
constante. Siguiendo la relaciéon obtenida en la Ecuacion (4.16), al normalizar cada uno
de los flujos (Fic, Foc v Fr) por la escala, se espera un comportamiento constante en el
rango inercial MHD. La Figura 6.5 presenta los distintos términos de la cascada de energia
compresible para todos los valores de Mg y M. A partir de estas curvas, obtuvimos el
valor medio del valor absoluto de la cascada (|¢|) al promediar entre las escalas ¢ = 0.1
y £ = 1 donde se encuentra el rango inercial y se observa una tendencia constante. En
todos los casos el término compresible |e1¢| supera en un orden de magnitud al término
puramente compresible |ea¢|. Por otro lado, observamos que la cascada incompresible |e;|
se diferencia de la cascada total compresible |ec| = |e10| + |e2¢| al aumentar el valor de
Ms.
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Figura 6.5: Cascadas de energia provenientes de los términos de flujo incompresible (g;) y
compresibles (¢1¢, €2¢ v la total, ¢) en funcion de la escala para todos los valores barridos
de Mgy M4 de las simulaciones.
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6.4. Dependencias de la cascada de energia

6.4.1. Compresibilidad

La Figura 6.6 muestra las dos componentes de la cascadas de energia compresible y la
cascada de energia incompresible en funcién de la escala. El color corresponde a la com-
presibilidad del sistema. Notamos que al aumentar la compresibilidad, todas las cascadas
de energia tienden a aumentar. Esto es esperable debido a que la compresibilidad viene
dada por el aumento de Mg que define el valor RMS de la velocidad en la simulacion. Por
lo visto en la ecuacion (4.13), como los flujos Fic y F presentan términos proporcionales
a los incrementos du,, cada una de las cascadas de energia aumenta (atn en el calculo
incompresible).

La Figura 6.7 muestra los términos compresibles normalizados por el término incom-
presible. Observamos dos comportamientos, por un lado, |e1¢| > |e;| en todo el rango de
escalas estudiadas. Por otro lado, || > |eac|.

Como mencionamos previamente, para cada una de las simulaciones hicimos un pro-
medio a lo largo de las escalas espaciales donde se encuentra el rango inercial MHD. La
Figura 6.8 (a) muestra la cascada de energia compresible total en funcion de la cascada
incompresible. La Figura 6.8 (b) muestra los valores promediados, en el rango inercial,
de la componente compresible (Jeoc|) en funcion de la componente compresible (|eic]).
Observamos que ambas cascadas aumentan al aumentar la compresibilidad en el sistema.
También observamos que la cascada compresible aumenta mucho mas al aumentar la com-
presibilidad. Es interesante notar que para o, — 0, es decir, en el limite incompresible,
ambas cascadas convergen al mismo valor ya que dp — 0 y, tal como vimos en la ecuaciéon
(4.17), se tiene que F — F. Sumado a esto, podemos notar un comportamiento en el que
el término (|ea¢|) se asemeja en valor al (|e1¢|) para valores de compresibilidad intermedios

y se diferencia en los extremos.

6.4.2. Campo magnético medio

Para estudiar la dependencia de la cascada con el campo magnético medio, la Figura 6.9
muestra un anélogo a la Figura 6.8 (a) donde reemplazamos la barra de color con el valor
del campo magnético medio. En este caso, observamos que el campo magnético provoca
un aumento significativo de la cascada de energia compresible respecto a la incompresible.
En particular, si tomamos los valores de mayor compresibilidad en (|e¢|) podemos ver un
escalonamiento segun el rango de campos magnéticos (débil-medio-fuerte) que proviene de
los tres valores de M4 = {0.5,1,2} que se tienen para cada valor de Mg (ver Tabla 5.1).

La Figura 6.10 muestra las componentes de la cascada compresible y la cascada in-

compresible en funciéon del campo magnético medio. La barra de color corresponde a la
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Figura 6.6: Componentes de las cascadas de energia compresible y la cascada incompresible
en funcién de la escala. La barra de color viene dada por la compresibilidad.
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Figura 6.10: Cascadas de energia compresible e incompresible en funciéon del campo mag-
nético medio del sistema. La barra de color viene dada por el valor de compresibilidad para
cada simulacion. El marcador viene dado por el valor de My.

compresibilidad. Para cada nivel de compresibilidad, podemos distinguir tres curvas co-
rrespondientes a los valores de M4 que recorren distintos rangos del campo magnético. Si
bien las cascadas aumentan con el magnético medio, para cada M, se alcanzan valores
dentro del mismo orden de magnitud: (|e1c]) ~ 103, (|eac|) ~ 10! y (|e1¢]) ~ 10% y puede
hacerse el mismo razonamiento para los tres valores de M4 en todos los niveles de compre-
sibilidad (dados por Mg). En otras palabras, el valor asintotico de la cascada de cada rama
depende fundamentalmente de la compresibilidad del sistema, y tiene variaciones dentro
de ese orden de magnitud que se explican por el aumento del campo magnético medio.
Las Figuras 6.11 y 6.12 muestran el comportamiento entre el valor relativo de los
términos de la cascada compresible con respecto a la incompresible en funcién de la com-
presibilidad y del campo magnético medio respectivamente. En cada caso, la barra de
color corresponde al valor de campo magnético medio y compresibilidad. Al ver la relacion
(lercl) / (|er]) el campo magnético aumenta considerablemente la cascada de energia en
adiciéon al incremento visto previamente debido a la compresibilidad. Por otro lado, ob-
servamos que (|eac|) / (|er]) tiende a anularse tanto para baja como alta compresibilidad,
sin importar el valor del campo magnético. La independencia de (|ea¢|) con el campo es
esperable debido a que no se presenta explicitamente en la expresion vista en (4.14) a di-
ferencia de (|e;|) que tiene un término proporcional (proveniente de la energia magnética).
Este resultado es interesante porque no es esperable a priori que la relaciéon entre ambas
cascadas disminuya para valores altos de compresibilidad. En consecuencia, observamos un
comportamiento concavo donde en niveles de compresibilidad intermedias, en el rango de

valores o, € [0.5, 1], esta relacién es maxima.
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CAPITULO [

CONCLUSIONES

En el marco de la presente Tesis de Licenciatura, se estudi6 la cascada de energia en
turbulencia compresible e isotérmica. A través del uso de una serie de simulaciones numé-
ricas directas dentro del modelo MHD compresible y con una resolucion espacial de 5123
puntos de grilla, se realizd6 un estudio de pardmetros variando el nimero de Mach sénico
Mg v el nimero de Mach Alfvénico M,. Las simulaciones analizadas cubrieron distintas
regiones de compresibilidad dentro de rangos subsénicos y supersonicos, incluyendo valores
del campo magnético guia débiles, moderados y fuertes.

En cada una de las simulaciones, se utilizo6 un forzado estocéastico que excita tanto
modos incompresibles como compresibles y se alcanzo6 un estado estacionario de turbulencia
completamente desarrollada. Nuestros resultados numéricos mostraron que al aumentar
Mg, para campo magnético medio constante, aumentan las fluctuaciones de densidad. A
partir de esta observacién, definimos un estimador para la compresibilidad del sistema. De
esta forma, a partir de las variables de entrada de la simulaciéon, pudimos obtener valores
medios fisicamente relevantes para nuestro caso de estudio: la compresibilidad y el campo
magnético medio.

Con el fin de entender la importancia de las fluctuaciones de densidad en la cascada de
energia turbulenta, el objetivo principal del trabajo consistié en el desarrollo de un cédigo
para computar las cascadas de energia turbulenta y su posterior anélisis. En particular,
nos concentramos en los términos de flujo de las leyes exactas que nos permiten estimar la
cascada de energia total y que permiten ser comparados con datos experimentales. Para
tener una estadistica representativa de todas las direcciones espaciales, utilizamos una
descomposicion isétropa y observamos como la cascada de energia media incrementa al
aumentar la compresibilidad. Ademas, la cascada de energia compresible aumenta respecto
a la incompresible segtun el valor del campo magnético guia. Por otro lado, comparamos

tanto la expresion para la relacion compresible e incompresible y estudiamos la importancia
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relativa entre cada uno de los términos compresibles. Observamos que los valores de las
cascadas de energia dependen fundamentalmente de la compresibilidad, con incrementos
en ese orden de magnitud que proviene del campo magnético medio. A su vez, vimos que la
relacion entre el término puramente compresible y la cascada incompresible tiene un valor
maximo para compresibilidades intermedias.

Notamos que para una siguiente etapa del trabajo, se deberé incluir los términos restan-
tes de la expresion total de las relaciones exactas y su comparacion con el caso politropico.
A la vez, apuntamos a realizar un estudio comparativo entre estos trabajos numéricos y
los resultados observacionales obtenidos con datos in situ provistos por misiones espacia-
les, como la multi-sonda Magnetospheric MultiScale (MMS), la sonda Parker Solar Probe
(PSP) y la sonda Solar Orbiter (SolO). Estos trabajos seréan parte de la Tesis de Doctorado
a llevarse a cabo entre 2024 y 2028.
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