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Resumen

De entre los problemas actuales mas importantes presentes en la fisica tedrica
de altas energias, el entendimiento de la gravedad como un fenémeno de
naturaleza cuantica es catalogado como uno de los mas resilientes frente a
nuestros esfuerzos de desvelar sus misterios. En este trabajo, indagamos en la
entropia de entrelazamiento en presencia de gravedad, siendo este uno de los
nexos mas prometedores que permite investigar la interaccién entre ambas

teorias.

Se exploré el rol de la integral de caminos gravitatoria como propuesta para
cuantizar la gravedad y su capacidad de derivar la férmula de islas para la
entropia generalizada. Con este objetivo, introducimos el truco de réplicas en
espacios con gravedad y su simplificaciéon al considerar superficies dos
dimensionales. Particularmente, se presenté la teoria de gravedad JT
acoplada a espacios de Minkowski y se desarrollaron las entropias de
entrelazamiento de una CFT para 1 y 2 intervalos. Por tultimo, se discutieron
los resultados de 2 intervalos en el contexto de la Paradoja de la Pérdida de
la Informacién y pudo verificarse la coincidencia con la curva de Page de
sistemas cuanticos razonables, utilizando como materia un campo de

fermiones libres y un campo de escalares quirales.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante el siglo 20 se desarrollaron los dos pilares mas importantes de la fisica moderna.
Por un lado, la Relatividad General describe la gravedad como un fenémeno de naturaleza
geométrica, y por otro, la Teoria Cuantica de Campos describe el comportamiento del mun-
do microscépico, culminando en la confeccion de una teoria de las fuerzas fundamentales
llamada el Modelo Estandar. Hasta el momento, no se ha logrado describir las cuatro fuer-
zas fundamentales en un mismo marco tedrico de forma consistente. La gravedad no parece
seguir las mismas reglas de cuantizacién que siguen las demas fuerzas, fundamentalmente
debido a la no renormalizabilidad de la misma, al tratarse de un campo de spin 2.

Este trabajo se encuentra enmarcado en el area de estudio de una teoria cuantica de la
gravedad. Esta teoria pretende describir la relacion entre la gravedad y la mecanica cuantica
entendiendo a la gravedad como un fenémeno emergente, de la misma forma en la que un gas
presenta propiedades macroscépicas descriptas estadisticamente a partir del comportamiento
de particulas individuales. Una teoria de este tipo es necesaria no solo por la naturalidad
que se logra al entender que las 4 fuerzas son de la misma indole, sino que en la Teoria de
la Relatividad General existen problematicas que dejan en claro su incompletitud actual,
de la misma forma que encontrabamos problemas que no se lograban resolver en el marco
de una teoria de gravedad Newtoniana, o en las cercanias de las cargas eléctricas de un
campo electromagnético clasico. Particularmente, estas probleméticas aparecen en el ambito
de soluciones a las ecuaciones de Einstein que presentan singularidades y cantidades infinitas.

Existen varios campos de estudio, siendo algunos méas prometedores que otros, que marcan
las distintas formas de encarar este problema. En [1] Hawking menciona tres de ellos. La
Teoria de Operadores propone reemplazar la métrica en las ecuaciones de Einstein por

una distribucion de operadores que actian en un espacio de Hilbert dado. El problema de este
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enfoque es que las ecuaciones de movimiento no son polinémicas y por lo tanto es una utopia
lograr resolverlas ain en situaciones sencillas. La Cuantizacion Candnica cominmente
considera una foliacién del espacio-tiempo compuesta de superficies espaciales para definir
un Hamiltoniano que genere la evolucién temporal del sistema y reglas de conmutacién
para los campos a tiempo fijo. A pesar de que este enfoque, en cierto sentido, asegura la
unitariedad de la teoria, dispone del tiempo y espacio como objetos de distinta naturaleza
(en contra del espiritu de la relatividad especial). A su vez, restringe la topologia que pueda
adoptar el espacio-tiempo, pues impone que sea el producto de la recta real y una variedad
tridimensional, en contra de lo que se espera de una teoria de gravedad cuéntica comprensiva
de configuraciones topolégicamente mas exoticas. Por ultimo, Hawking menciona la que
estudiaremos en este trabajo, la Integral de caminos Gravitatoria, la cual no es mas que
la versién gravitatoria de la Integral de Caminos de Feynman para cuantizar los campos de
forma alternativa al procedimiento canénico. La misma consta de una integral que considera
todas las posibles historias que puedan contarse dada una configuracion inicial y final para
la métrica y los campos de materia. En el caso de la gravedad, deben considerarse todas las
configuraciones geométricas y topoldgicas que puedan conectar las variedades de contorno.
Existen algunos métodos para tratar el calculo en circunstancias especificas, pero la gran
problematica de este enfoque es que actualmente no se entiende bien como computar esta
integral.

En las ultimas décadas, la formulacion del entrelazamiento cudntico en el contexto gravi-
tatorio [2, 3] permitié desvelar en mayor profundidad algunos de los aspectos que una teoria
de gravedad cuantica debe cumplir. La entropia de entrelazamiento es un nodo que conec-
ta distintas areas de estudio como la Informacién Cuantica, Teoria Cuéntica de Campos
y gravedad. El estudio de ésta cantidad permite obtener herramientas aplicables en temas
diversos como transiciones de fase topoldgicas en ciertas teorfas de materia condensada [4,
5] y resultados en el estudio del flujo del grupo de renormalizacién en teoria de campos [6,
7]. En particular, uno de los problemas maés relevantes en este drea es la conocida Paradoja
de la Pérdida de la Informacién en agujeros negros. Esta paradoja representa un objeto de
estudio claro en el entendimiento cuantico de la gravedad, pues interpela una solucién clésica
a las ecuaciones de Einstein y aspectos propios de la cudntica, como lo es el entrelazamiento.
Dicho problema ha sido atacado y parcialmente resuelto en un contexto holografico, pero
en recientes avances, se mostré que la Integral de caminos Gravitatoria en cierto sentido
codifica estos métodos que tienen sus origenes en la Teoria de Cuerdas [8, 9]. Como veremos

en los siguientes Capitulos, se puede rederivar la entropia termodinamica de agujeros negros
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por medio de la integral de caminos, como lo hicieron Gibbons y Hawking en [10], asi como
también tiene el poder de rederivar la entropia generalizada [9)].

En este trabajo, buscamos entender el papel que juega esta propuesta para cuantizar la
gravedad en el contexto de la Paradoja de la Pérdida de la Informacién, enfocandonos y
siguiendo detenidamente la publicacion de Ahmed Almbheiri, Thomas Hartman, Juan Mal-
dacena, Edgar Shaghoulian y Amirhossein Tajdini titulada Replica Wormholes and the
entropy of Hawking Radiation [9]. En dicha publicacién, los autores muestran cémo
es posible derivar la denominada entropia generalizada a partir del truco de réplicas en un
espacio con gravedad.

La entropia generalizada es una prescripcion para el cdlculo de la entropia en un contexto
gravitatorio, hallada en el marco de la correspondencia AdS/CFT descubierta por Maldace-
na a finales del ano 1997 [11]. Esta prescripcién generaliza la conjetura (luego demostrada
[8]) de Ryu-Takayanagi [2] para la entropia de una regién de entrelazamiento definida en
el borde de un espacio asintoticamente AdS. En los tultimos anos, se utilizaron estas he-
rramientas hologréaficas en el contexto de la Paradoja de la Pérdida de la informacion en
agujeros negros. Un buen resumen de esto tltimo puede encontrarse en [12]. Se considerard
un modelo de juguete, lo suficientemente complejo para capturar los aspectos relevantes del
comportamiento termodindmico de agujeros negros, conocido como el modelo de gravedad
JT (Jackiw—Teitelboim)[13, 14] acoplado a una CFT. El mismo describe un sistema de gra-
vedad dinamica dos dimensional en el espacio AdS,, en el que la accién de Einstein-Hilbert
es acoplada a un campo dilaténico y una teoria de campos conforme que vive sobre la geo-
metria. Existen varios argumentos del por qué este modelo simplificado es relevante para el
estudio cuantico de agujeros negros, algunos de los cuales son que el mismo puede ser obte-
nido en el limite de near horizon para agujeros negros casi extremales y que la resolubilidad
de la teoria permite responder preguntas de forma concreta. Una de las propiedades mas
interesantes de los espacios de tipo AdS es que para un observador situado en el interior
de la regiéon gravitatoria, las particulas no masivas tardan un tiempo finito en ir y volver
del infinito distante. Esto tiene como consecuencia que agujeros negros lo suficientemente
masivos podrian llegar a termalizar, sin llegar nunca a la completa evaporacion. Si bien la
tension entre la teoria gravitatoria y cuantica se produce mucho antes de la completa evapo-
racion, es posible modificar el modelo de gravedad JT para asemejar el esquema a aquel en
el que originalmente la paradoja fue formulada. Para lograr esto, en [15] propusieron drenar

la radiacién de Hawking acoplando espacios de Minkowski a los bordes de AdS,.
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Figura 1.1: Los primeros dos saddles ( Wormholes) relevantes en la aproximacién de puntos estacio-
narios de la integral de caminos gravitatoria. Tenemos una regién con gravedad (coloreada) y una
region plana. La region de entrelazamiento se haya en la regién no gravitatoria, aparece recortada
y es sobre ellas que se realiza la identificacién (unién entre copias) del truco de réplicas (n = 2). A
izquierda aquella solucion que rellena la regién gravitatoria con espacios disjuntos y a derecha la

solucién que une las regiones gravitatorias exhibiendo una topologia distinta.

Al estudiar el entrelazamiento de las configuraciones de los campos cuanticos en distintas
regiones del espacio-tiempo plano, suele utilizarse el conocido truco de réplicas para computar
primero la entropia de Rényi, luego realizar una continuacién analitica en el parametro de
réplica y finalmente tomar el limite que recupere la entropia de von Neumann. Este truco
se basa en la formulacién de la matriz densidad de la region de entrelazamiento de interés
en términos de una integral de caminos, y la consideracion de n copias del sistema que
son identificadas de forma ciclica a lo largo de la regién de entrelazamiento. Esto resulta
ser equivalente a computar la funcién de particion en una variedad no trivial, un Replica
(covering) Manifold, en situaciones donde la gravedad no es dindmica. Sin embargo el modelo
de gravedad JT acoplado a espacios de Minkowski, presenta tanto regiones gravitatorias como
planas, y el procedimiento del truco de réplicas deviene en la consideracion de una funcion
de particion definida en términos de la integral de caminos gravitatoria. Esto se debe a que
luego de identificar las regiones de entrelazamiento de las distintas copias, la geometria de
la regién gravitatoria no queda determinada, y por lo tanto, debe considerarse una gravedad
dindmica por medio dicha integral. Esto permite dar cuenta de todas aquellas geometrias y
topologias que logren completar el procedimiento de réplica, utilizando el borde de la region
no gravitatoria replicada, como condiciéon de contorno para la integral. Luego, se realiza
la aproximacién sobre saddle points (soluciones a las ecuaciones de movimiento), como es
usual al estudiar tanto la integral de caminos gravitatoria y la integral de caminos en teoria
cudntica de campos. En la Figura [1.1] se muestran los dos primeros saddles relevantes al

considerar una region de entrelazamiento consistente de 2 intervalos en el modelo estudiado.
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En los siguientes Capitulos computaremos de manera explicita dichos Wormholes al estudiar
la entropia asociada a la region de entrelazamiento compuesta por 1 intervalo.

En el Capitulo 2, presentaremos de forma introductoria el estudio de la entropia de en-
trelazamiento en teoria cudntica de campos, asi como también, el truco de réplicas y su
formulacién en términos de Twist Fields. Realizaremos una breve introduccion a la integral
de caminos gravitatoria y a partir de ella obtendremos la entropia de Bekenstein Hawking.
Por tultimo, presentamos una breve descripcion de la entropia generalizada en el contexto
holografico. En el Capitulo 3, desarrollaremos en detalle la deduccién de la entropia gene-
ralizada a partir del truco de réplicas, siguiendo de cerca, aquella presentada en [9]. En el
Capitulo 4, presentamos en detalle el modelo de gravedad JT y caracterizaremos la solu-
cién de agujero negro eterno acoplando las regiones de Minkowski en los bordes de AdSs.
A su vez, verificaremos el resultado obtenido en el Capitulo anterior para este modelo de
juguete en particular, computando de forma explicita el saddle point cuando la region de
entrelazamiento consta de 1 intervalo, y compararemos el resultado con el calculo holografico
tradicional. Comentaremos brevemente algunos resultados en la consideracion de 2 intervalos
de entrelazamiento y como se interpretan en el contexto de la Paradoja de la Pérdida de la

Informacién.
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Entropias y funciéon de particion en
QFT y gravedad

La funcién de particion en QFT y gravedad toma el mismo rol en los cédlculos que la
funcién de particion en termodindmica estadistica, con la distincién de que en teoria cuantica
de campos, la misma se obtiene al considerar la amplitud de transicion entre estados de
vacio por medio de la integral de caminos. En este trabajo, es de utilidad especialmente en el
calculo de la entropia de entrelazamiento en teorias cuanticas con gravedad involucrada. En
este Capitulo, realizaremos una breve descripcién de los conceptos fisicos que seran utilizados
posteriormente en el analisis de los Wormholes, asi como también, mostraremos la relevancia
de la integral de caminos gravitatoria como propuesta para desvelar aspectos termodinamicos
de agujeros negros. Presentaremos la entropia de entrelazamiento (fine grained entropy) y la

entropia térmica (coarsed grained entropy) y su relacién con la integral de caminos.

2.1. Medidas de entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento es una cantidad que permite medir el entrelazamiento
presente en un sistema compuesto por estados cuanticos. En teorias cuanticas con una canti-
dad discreta de grados de libertad, una matriz densidad describe sus propiedades entrépicas.

Si el mismo se encuentra en un estado puro |¢), entonces la definimos como

o= en 2.)

con Z la funcién de particiéon del sistema. Las propiedades de p dependeran de las caracteristi-

cas de los estados |1)) del espacio de Hilbert H que la compongan. Es de interés considerar
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sistemas reducidos y analizar la entropia de entrelazamiento entre los distintos subsistemas
que componen al espacio de Hilbert del sistema total. Se consideran los subsistemas {.A, B}
tales que la unién es el sistema descripto por H, y se define la matriz densidad reducida del

sistema A como
pa = Trplp] = Z (tlgpli)g (2.2)

i
es decir, se realiza un trazado sobre los estados propios |i), del sistema complementario. La

entropia de entrelazamiento (EE) del subsistema A se define como

S(A) = —Tralpalogpa] - (2.3)

A su vez, existe la llamada Entropia de Rényi definida como

Su(A) = = log (Tr[p]) (2.4)

—n

donde n € Ryy y n # 1 y coincide con la EE definida anteriormente en el limite
S(A) = lim S,(A) . (2.5)
n—1

En teoria cuantica de campos hay infinitos grados de libertad, uno por cada punto del
espacio. Dado que, al especificar la configuracion de los campos en una superficie de Cauchy
Y. del espacio-tiempo M, se determina el estado del sistema de forma local, es razonable
asociar regiones A C Y con subespacios del espacio de Hilbert H de la teoria. De esta forma,
en QFT, se estudia la EE de los campos restringidos a regiones del espacio-tiempo. Para
una descripcién més detallada de la EE en QFT referimos a los articulos [16, 17] y a [18, 19]
cuando la QFT es invariante conforme.

En la siguiente seccion, introduciremos el truco de réplicas para el computo de la entropia
de entrelazamiento a partir de matrices densidad definidas en regiones espaciales. Para esto,

resulta 1util la formulacién de teorias de campos en términos de integrales de caminos.

2.2. Replica Trick & Twist Fields

Siempre que se pueda realizar la continuacién analitica de n en los reales para una dada
entropia de Rényi, es posible calcular la entropia de entrelazamiento tomando el limite en
que n — 1. Sin embargo, en teorias cuanticas de campos, resulta para nada trivial obtener
Tr[p%]. La formulacién de QFT en términos de integrales de caminos permite desarrollar un

procedimiento geométrico, conocido como el truco de réplicas, capaz de calcular esta traza.
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Una integral de camino define amplitudes de transicién entre estados |¢;(Z)) en un espacio
de Hilbert H bajo la accién de un operador Hamiltoniano H, donde definimos los estados

como aquellos autovectores de un conjunto completo de observables que conmutan {q@(t, )}

O(t,7) |61()) = 6() |61(T)) - (2.6)

Una integral de camino define amplitudes de transicién entre estados |¢:(Z)) en un espacio
de Hilbert ‘H bajo la acciéon de un operador Hamiltoniano H, donde definimos los estados

como aquellos autovectores de un conjunto completo de observables que conmutan {q@(t, 7)}

O(t,7) |6()) = 6() |61(T)) (2.7)

donde ademads tenemos que (tomando t, = 0)

|6 (7)) = e |6,(2)) - (2.8)

La amplitud de transicién queda entonces escrita como

, o(T,3)=¢,, (%) ,
(D1 (D)|¢0(7)) = (¢ (D)™ [d0(T)) = / [Do(t, @)] (2.9)
$(0,7)=60(7)
que luego de cambiar ¢ = —it, queda como
_ B(—iT,3)=¢},(Z) R ,
(@) e T jouta = [ [Do(—if, )] 19, (2.10)
¢(Oaf):¢o(f)

Definiendo g = T—0, ®(t, ) = ¢(—it, ¥) y notando que —il[¢] = —Ig[P], podemos reescribir

lo anterior como

O(T,7)=¢,, (%)
@] o@) = [ (DB (1, )] el (211)
(I)(Orf):(bo(f)
Siendo confusos y adoptando una notacién menos clara para ganar claridad, escribimos
#(T,%)=¢'(Z)
@@ @) = [ Do, )] e~ 1#19. (212)
$(0,7)=¢(Z)

donde Ig[¢] = [ L[¢] es la accién Euclidea, con £ la densidad Lagrangiana Euclidea de la
materia, y las condiciones de borde para el campo {¢'(Z), ¢(Z)} dependen de los estados
involucrados. Actuar con el ket sobre el bra, o con el bra sobre el ket, repercute tinicamente

en estas condiciones de contorno para la integral de caminos. No especificar las condiciones
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de contorno en uno de los bordes es equivalente a considerar solo un bra, o solo un ket,

respectivamente. Formalmente, y simplificando la notacién, tenemos que

o(T)=. O(T)=¢2
1) = / D™ (| = / [Dg] e, (2.13)
¢(r)=¢1 o(r)=
De forma similar, puede considerarse la funcién de onda del estado de vacio W[¢p,| como
»(0)=¢o
@alty = [ Dol e, (2.14)
t=—0o0

donde hemos identificado las condiciones de contorno asociadas al estado de vacio |¥) con
configuraciones que viven a tiempo Lorentziano ¢ = —oo (lo cual corresponde a tomar
B — 00), debido a que el estado de minima energia es el unico relevante en esa regién
del espacio de Hilbert'. Una derivacién detallada de estos argumentos pueden hallarse en
[19, 20]. A su vez, la amplitud de transicién entre estados de vacio en ¢ = £o0 es la funcién
de particién de la teorfa a temperatura T = + con tiempo Euclideo 7 ~ 7+ 3, escribiendose

B
como

7 = (W) = /[Dqs]efﬂ@ : (2.15)

Cada una de estas integrales de caminos pueden representarse pictéricamente (ver Figura
[2.1]) y deben entenderse como una prescripcién que muestra solo caracteristicas topolégicas
de la variedad M sobre la cual se computa la integral. Notemos que la ecuacion (2.15) es

equivalente a haber sumado sobre una base de estados {¢,}, esquematicamente

(U[W) ~ > (Wg)) (651W) (2.16)

J
y por como se relacionan los respectivos dibujos, equivale a haber pegado las regiones sobre
las que viven las condiciones de contorno ¢;. Esto es importante para entender cémo se

construye la matriz densidad en este formalismo.

'En el desarrollo en modos energéticos, aquellos de energias mayores al del vacio se ven suprimidos a tiempos

grandes (para el ket o el bra en —co y oo respectivamente)
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AKOE

SRIBey = | o Z-
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Figura 2.1: Prescripcién pictérica de las integrales de camino. Aquellas pintadas son integrales de
caminos sobre M = R14~1 (signatura Lorentziana). La funcién de particién es integrar con t de —
a + infinito. Para las funciones de ondas mostradas, la condicién de contorno ¢y (&) para el campo
¢ vive en el corte espacial t = 0. Arriba a la derecha, representamos la idea de preparar estados

cuénticos como una integral de caminos sobre una variedad exdtica M.

Supongamos que una QFT se encuentra en el estado de vacio |¥) (por lo tanto p =
|W) (¥]) y que consideramos en una superficie de Cauchy temporal ¥; una superficie de
entrelazamiento A y su complemento asociado A¢ = B. Para calcular p 4, es necesario realizar
un trazado sobre los estados de B, que no significa mas que integrar sobre las configuraciones
de campos con soporte en B. Notamos con {¢**#} a las configuraciones del campo con soporte
en cada region. Luego, la matriz densidad reducida se escribe como la integral sobre todas

las configuraciones posibles de ¢® a tiempo fijo ¢t = 0

pa= [P € B (¥[w) (¥]F) (2.17)

Dentro del formalismo que describimos, esta matriz densidad es un operador pues no
estdn especificadas las condiciones de contorno para ¢ en la regién A?. Consideremos los

elementos de matriz de p4 notando como {}¢A>} al conjunto de estados asociados a la

2Esto es asf pues [D(;SB (t=0,7 € B)} debe entenderse como una integral sobre la configuraciéon del campo sobre

toda ¥; con una productoria de deltas que localizan la integral sobre condiciones de contorno en B.

10
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region de entrelazamiento

(2 pal) = oo = 5 [ [P0 = 0.5 € B((62 (6#]) 100 (0] (Jo) o)) (219

¢ $ oo
- %/[Dﬁbs(t:()afe BleTaE v (2.19)
T A s
:% :¢:| . (2.20)
————
-7 / Do(t, ))e 59 [ 8(6(07. 2) — ¢(@)8(6(07. %) — $2(2) . (2:21)

reA
donde en la tltima igualdad, reescribimos la integral de camino sobre todas las configura-

ciones del campo posibles, pero salvando aquellos términos con las condiciones de contorno

adecuadas por medio de Deltas de Dirac. Notemos que

Z

Trlpa] = 7= 1, (2.22)

pues trazar es realizar una integral sobre todas las configuraciones posibles (tomando ¢! =
##') del campo con soporte en A, y esto implica pegar los bordes en t = 0%, lo cual vuelve a
computar la funcién de particién Z*. La generalizacion para Tr[p"]| mediante este formalismo
es directa

n=3

Te[pl) = L (2.23)

es decir, el truco de réplicas propone que para calcular Tr[p"] se deben considerar n copias

del sistema, unirlas a lo largo la superficie de entrelazamiento A, e imponer condiciones de

3Siendo estrictos, el dibujo que representa la funcién de particién Z es un cilindro al trabajar en signatura Euclidea,
tomando 0~ =0y 0" = 3 (con 8 el didmetro del cilindro).

11
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contorno para el campo en cada copia etiquetada con 1 < j < n, teniéndose que Vxr € A

¢;(07,2) = ¢;11(07, 7) (2.24)
$u(07,2) = ¢ (07, 2) (2.25)

donde (2.24) son las que imponemos al considerar p%, y (2.25) la que imponemos al tomar
la traza. De esta forma, conformamos una variedad replicada denominada Replica (covering)
Manifold M,, (obteniéndose la variedad original para n = 1, siendo M; = M) y
Zy,

Tr[p] = W )

(2.26)

con Z, la funcién de particién de la QFT en .//\Xn A partir de esta tltima igualdad, puede

derivarse una férmula equivalente para S(.A) en términos de las funciones de particién
S(A) = — h'_>rq O, (log(Z,) —nlog(Z2)) . (2.27)

La variedad replicada Mn no tiene la misma geometria que M debido a que la curvatura
se vuelve no nula alrededor de los bordes de la region A que utilizamos para identificar las n
copias, es decir, no alcanza con dar una vuelta en 27 alrededor de 0.A para llegar al mismo
lugar, pues hemos transicionado a la siguiente copia en dicha rotacién. Debido a la localidad
de la densidad Langrangiana, cuando trabajamos en dos dimensiones podemos reescribir
el problema como un modelo que vive en el plano complejo C, imponiendo condiciones
de contorno adecuadas en un numero finito de puntos (los bordes de la/las regiones de
entrelazamiento) en n campos ¢;. Esto se conoce como la consideracién del problema en el
orbifold asociado M,, = Mvn /Z,,, donde Z, se denomina como el grupo de réplica y actia
sobre la variedad replicada permutando ciclicamente las n copias que la componen (lo cual
representa una simetria del problema).

Supongamos que A = [u, v;] y la identificacién de las n copias la hacemos para x € [uy, v]
y 7 = 0. En la funcién de particién definida en el plano complejo z = x + 47, implementamos
la no trivialidad de Mn por medio de unos campos que viven en {z = uy,z = v} y que

imponen condiciones de contorno para n campos ¢;. Escribimos la funcién de particién como

Zy = /c [doy...do,] exp {—/CdxdT (L[o] + .. + L[da)) | (2.28)

u1,v1

donde fc restringe la integral de caminos sobre todas las configuraciones de los campos
u1,v1

sujetos a que
¢i($,0+) :¢i+1(l',0_) x € [ul,vl] 1= 1,...,7’L n+i~1. (229)

12
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Notemos que L™ [¢y, ..., ¢,](x, 7) = 3., L[#4](z, T) es una densidad Lagrangiana en la que
tenemos la simetria L™ [0¢] = L™[¢], donde o : i — i+ 1 permuta ciclicamente los campos.
Luego, (2.28) define unos llamados Twist Fields asociados a las dos permutaciones ciclicas

opuestas ¢ — i+ 1y i+ 1 — 1, los cuales denotamos como

T =T, ori—i+1 mod n (2.30)
T, =Tor o ':ii+1l—i modn, (2.31)
y entonces, entendiendo que estos Twist Fields son los responsables de imponer las condi-
ciones de contorno en la integral de caminos, tenemos que la funcién de particién en M,, es

una funcién de dos puntos en C

zﬁ:ZM@px<nmhmﬁMmo»U>c. (2.32)
Si buscamos el valor de expectacién de campos O en la variedad replicada, podemos

asociarlos al valor de expectacion en el orbifold por medio de la siguiente ecuaciéon
(T, 0)To(01, 0)Os(x, 7)...)

Oz, 7,1)..) o = _ £C 2.33
(O( )-) e i, <7;(u1,0)7;(u1,0)> (2.33)

£ C
donde O(z, ,1) actiia sobre ¢ en la copia i, y O;(x, T) actia sobre ¢;.

Si el campo de materia es una CFT en dos dimensiones y consideramos una regién de
entrelazamiento dada por 1 intervalo, puede mostrarse que estos Twist Fields son campos

primarios y de dimensién de escala [19, 21]

c 1

donde ¢ es la carga central de la CFT. El procedimiento consiste en utilizar la identidad
de Ward en la ecuacién (2.33) junto con las reglas de transformacion del tensor de energia
momento al actuar con la transformacién conforme

w:(z_m)mz (2.35)

Z— U

la cual primero traslada los bordes de A teniendo que u; — 0 e v; — oo (los cuales son
puntos fijos de la transformacién elevar a la 1/n) y luego modifica el dngulo que describe a
cada punto en el plano complejo § — 0/n, desenvolviendo de esta forma el exceso angular en
uy vy v1. Esta es la transformacion explicita que nos lleva de la variedad replicada al orbifold

(cuando estudiamos una regién de entrelazamiento compuesta por 1 intervalo).

13
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Notemos que siempre es posible considerar el problema del truco de réplicas en el orbifold
asociado, pero solo en dos dimensiones sucede trivialmente que M,, = C. Esto es asegurado
por el Teorema de Uniformizacion, el cual afirma la equivalencia entre una superficie de
Riemann simplemente conexa arbitraria y alguna de las tres Superficies de Riemann: el
disco unitario abierto, el plano complejo o la esfera de Riemann.

Si tenemos NN intervalos para la region de entrelazamiento (cambiando la notacién M, —
./\A/l/n, ~), la ecuacién (2.32) se generaliza naturalmente agregando los Twist Fields correspon-

dientes evaluados en los demés bordes de dicha regién

Te[p"] = Z[Myn] o <n(u1, 0)73(@1,o>...7;l<uN,())7”;L(UN,o>>m)’(C L (236)
Sin embargo, al aumentar el numero de Twist Fields, la simetria conforme no es suficiente
para determinar completamente la forma de la funcién de correlacién. Como consecuencia, al
considerar méas de 1 intervalo, la entropia de entrelazamiento se vuelve modelo dependiente
(ver por ejemplo [22, 23, 24, 25]). Por otro lado, el genus de la variedad replicada depende
del nimero N y de n de la forma (n — 1)(IN — 1), y por lo tanto para N # 1, el genus de
Mn y C son distintos. La transformaciéon que permite uniformizar la variedad replicada no
se conoce de forma general. A pesar de esto, todos los Twist Fields que aparecen en (2.36)
los asumimos campos primarios.
Comentamos también que si consideramos problemas en los que no tenemos regiones del
plano complejo, sino regiones en espacios conformes a éste (lo cual es siempre verdadero en
2 dimensiones), siendo

ds? = Q7 %dst. (2.37)

entonces el valor de expectacién de los Twist Fields se modifica por medio de los factores

conformes (2 de la siguiente manera

Doy = (Quy Qe Ry 2oy (T, 00T (01, 0) T (1, 0 Taow,0)) - (2:38)

donde Q,, = Q(w,w) es el factor conforme asociado a la regién de espacio en la que se

encuentra w.

2.2.1 Resultados para un intervalo

Si consideramos una CFT en dos dimensiones, pedir invariancia conforme determina

completamente la funcién de dos puntos (2.32) y se obtiene que

<Tn(u1, 0)7(v1, 0)> =, (“1 - Ul)_zdn , (2.39)

e a

14
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con a un parametro de regularizacién sobre los bordes {u;,v1} y ¢, una constante que es
modelo dependiente. De esta forma, a partir de (2.4), puede computarse la entropia de Rényi

y posteriormente la entropia de entrelazamiento, quedando que

(2.40)

l
S(A) = gloga—i-c’l

siendo | = |u; — vy| la longitud del intervalo y ¢} una constante no universal definida como

, loge,

c (2.41)

C1l-n
Podemos generalizar este tltimo resultado utilizando la ecuacién (2.38), el cual permite
plantear el problema en espacios conformes al plano complejo, obteniendose que

S(A) = < log (%) . (2.42)

2.2.2 Resultados para dos intervalos

Como lo utilizaremos méas adelante, definimos resultados para el caso en que la regién de
entrelazamiento esta compuesta por 2 intervalos disjuntos, siendo A = [uy, v1] U [ug, v5]. En

este caso, la funcién de particién sobre la variedad replicada queda (a menos de un factor de

normalizacion)
~ ~ lur — us||vr — vy 2dn
n Y O n 9 O n 9 0 n bl 0 > - 2 Fn
(Talon, 0T, 00T )T, 0)) | = (m e o e e B
(2.43)
=cA(2%) " Fu(x), (2.44)

con F, una funciéon que contiene detalles de la teoria particular bajo estudio, x es la razén

de 4 puntos
_ (ur — v1)(ug — v3)
(u1 — ug)(v1 — v2) ’
y Z la definimos para simplificar la notaciéon como

(2.45)

z_ [ur — v1|[ug — vo||ur — val|ug — vy ‘ (2.46)

[ur — ug||vy — vy

Nuevamente, generalizando este resultado por medio de (2.38), se obtiene que

Telply] = 2 (u) o)) Qw2)) (22) Fo (2) (2.47)
2 z? —
= (mul)a(vl)ﬂ(uz)ﬂ(w)) Fale) (248)
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Luego, la entropia de Rényi queda

) = s (Q(Ul)Q(va(W)Q(vz)) b () (2.49)
C 1 ZQ 1 )
12 (1 ! ﬁ) 8 (ﬂ<u1>9<v1>9<u2>9<v2>) iy lee(anl@) o 250)

Detallamos en particular la entropia de entrelazamiento de 2 intervalos para un campo

de fermiones libres no masivos y para un campo de escalares quirales’[23, 24]

_ %, z
SiiAUA) =l g(@(uomvl)ﬂ(wm(va)) (2:51)

Sq(.Al U .Az) = %log

Z2
(Q(ul)Q(vl)Q(uQ)Q(vg)) —U(z), (2.52)

siendo ¢y = 1y ¢, = 1/2 las carga centrales de las teorias en cuestién y U(z) definida a
partir de la Funciéon Hipergeométrica F; de la forma

o0

s o F1(1 —i—is,—is,l;x)) (2.53)

Ulx) = —— ds lo T

(@) 2 Jo sinh® s 0 ( o F1(1 —is,is,1;x)
Como comentario final al respecto, mencionamos que en C (£2; = 1) pueden reescribirse

estas entropias de 2 intervalos utilizando la entropia de 1 intervalo y un término extra

dependiente de x, siendo

S10g (2) = S(A) + S(A:) + Slog (1 - 2) . (2.54)

2.3. Integral de camino gravitatoria

De entre los distintos marcos tedricos para cuantizar la gravedad mencionados en la intro-
duccién, podemos encontrar las integrales de caminos gravitatorias. Remitimos al Capitulo
15 de [1] como referencia, pero realizamos una breve descripcién de este formalismo a conti-
nuacion.

De la misma forma que en QFT, las integrales de camino representan amplitudes de
transicién entre los distintos estados cuanticos de la teoria. En el caso de las gravitatorias,

también se integra sobre todas las métricas sujetas a condiciones de contorno dadas por el

4El Hamiltoniano de la teoria es
H= %/dmﬁ(x) ,

con J(x) la derivada quiral de un campos escalar sin masa en dos dimensiones, es decir, J(z) = 9+ ¢(z™).
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problema en particular. Los campos cudnticos ¢ viven sobre superficies de Cauchy ¥ (no
necesariamente de tiempo constante), sobre las cuales existe una métrica g cuya dindmica

viene comprendida en el computo de la integral

(92,¢2,E2|g1,¢1,21> = /D[Qa ¢]@H[g’¢} ) (2-55)

donde Dlg, ¢] es la medida en el espacio de todas las configuraciones de los campos g y ¢
compatibles con las condiciones de borde requeridas, e I la accién de los campos. La integral
es realizada sobre todas las historias que comiencen y terminen con las configuraciones de
los campos especificadas con 1 y 2.

Si pedimos que las amplitudes de transicién estén “encadenadas” como sucedia en QFT
((1]2) = >°5(1]3)(3]2)), es necesario modificar la accién de la teorfa con el término de borde
de Gibbons-Hawking y restar la contribucion a la accién de dicho término para el caso en que
la geometria es asintéticamente plana y embebida en un espacio plano, tomando el sentido

de una regularizacion. La accion que aparece en la integral de caminos entonces es

1

1
—2A materia

87TGN OM

Ig, 9] = VhE +C (2.56)

C—__1 VhK®, (2.57)

_87TGN OM

con Lpateria €l Lagrangiano de la materia con el acople minimo a la gravedad, {g,h} las
métrica sobre M y la inducida en OM respectivamente y siendo { R, K'} las segundas formas
fundamentales correspondientes. Aqui, el término denominado como C' es aquel que sustrae
la contribucién del espacio plano al resultado, siendo equivalente al término de Gibbons-
Hawking en el caso en que M es plano. De igual forma que en QFT, se trabaja con la
integral utilizando signatura Euclidea y no Lorentziana, lo cual cominmente se logra por
medio de una rotacion de Wick de 90°. Esto asegura que todas las métricas involucradas sean
definidas positivas. Consideramos la funcion de particién utilizando la integral de caminos
con diferentes condiciones de contorno, pero utilizando la accién Euclidea I debido a la

complexificacién del tiempo

Z(B) = /D[g, gle~Tlodl (2.58)

donde ahora ya no es necesario indicar condiciones de contorno para g y ¢, pero la coorde-

nada temporal imaginaria debe ser periédica y cumplir 7 ~ 7+ (3, en analogia con la funcién
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de particién para una QFT a temperatura 7' = 1/3. Actualmente, no se entiende completa-
mente como realizar la integral gravitatoria, pero existen métodos que permiten computarla
de forma aproximada. Uno de ellos, es la aproximacion de fase estacionaria, WKB o apro-
ximacién de 1-loop. El mismo consiste en expandir la accion Euclidea alrededor de puntos

estacionarios

119, ¢ = 190, 6] + 113, 4] , (2.59)

donde {g, ¢} son perturbaciones alrededor de las soluciones a las ecuaciones de movimiento
{90, ®o}, y entonces, la funcién de particién queda corregida por un término cudntico que

suele despreciarse en el limite semiclasico

Z(ﬁ) = e_f[gm(%]unantum . (260)

2.4. Entropia de Bekenstein-Hawking

En esta seccion revisaremos el calculo de la entropia térmica de un agujero negro a partir
de la funcion de particion gravitatoria, despreciando las correcciones cuanticas al realizar la
aproximacién semiclédsica. La solucion de Schwarzschild es la mas simple y no trivial para
las ecuaciones de Einstein en vacio, en la que luego de cambiar ¢t — —i7T en la métrica

Lorentziana, obtenemos

T r

oM oM\ !
ds® = (1 - —> dr? + <1 — —) dr® + r*dQ* . (2.61)

Para asegurar la regularidad de esta métrica en el origen, debe pedirse que la coordenada
temporal imaginaria sea peridédica y 7 ~ 7+ 87 M. La justificacion es que si expandimos esta
métrica alrededor de r = 2M, e ignoramos la parte esférica r2dQ?, se obtiene la métrica de un
cono, y si 7 no es periédico en 8 M, aparece un defecto conico en el origen. Luego tenemos
que 7 € [0,87M] y r € [2M,+0o0), donde notamos que la regién original con r < 2M no
existe en este nuevo espacio. Esta solucién a las ecuaciones de movimiento cumple con la
condicién de contorno necesaria para la integral de caminos, tomando § = 87w M.

Debido a que la métrica de Schwarzschild es una solucién de vacio (T},,) = 0 con constante
cosmolégica A = 0, tenemos automaticamente que R = 0, por lo que el primer término en
la accién (2.56) es nulo. Para el término de borde, calculamos la curvatura extrinseca del

borde OM realizando un corte de la variedad a r fijo r,, como se muestra en la Figura [2.2],
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y restablecemos la variedad tomando el limite r, — co. Notamos que
1 y 1
h = g’@M Kij = Eﬁ(znj) = V(lnj) K = hUKij = VMTLM = ﬁau(\/ﬁn“) s (262)
con n el vector unitario normal a OM y L la derivada de Lie.

A

T+

Figura 2.2: Diagrama de la solucion de agujero negro Euclideo. En rojo la curva recorte r = r,. En

naranja el vector normal a la curva.

De la Figura [2.2] notamos que n = ad,, y teniendo que cumplirse n? = 1, obtenemos

quen =4/1— %@. Utilizando la iltima igualdad para K en (2.62), obtenemos

1 2M 1 2M M
o (g1 2

= 2oL — | (2.63)

r=ro To

. '
r2sin @ r

El factor de volumen queda

2M
drdfdoV'h = drdfdpy |1 — ; r2sing (2.64)

y como K no depende de ninguna de las variables de integracion, la fea pero simple integral

resulta

Bom o 2 oM oM M
/ VhIK :/ / / drdfdpsin 02, 1 — Wor/1 — — + (2.65)
oM o Jo Jo ro To To 1—2M

To

= B(8nr, — 127 M) . (2.66)
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Este resultado diverge para r, — oo, pero el contratérmino C° modifica esto, al corresponder
al término de borde equivalente para el caso en que tomamos dM como borde de un espacio

plano dM, (el cilindro al considerar 7 periédico en f3), por lo que

—8&r(C = VhoK, = (87% —&TM + O (i)) , (2.67)

oM, To
y con lo cual
gl — . B
[g] = 4rM* = Tor = —log Z(5) . (2.68)
Para calcular la entropia utilizamos entonces la funcién de particién como es usual en
calculos termodinamicos, y recordando que el drea del horizonte de eventos es Areaporizonte =

477 isonte = 16TM?, se obtiene que
Sthermal = (]- - Baﬁ) log Z = 47TM2 ) (269)

reobteniendose asi la entropia de Bekenstein-Hawking

Area
4

Spi = (2.70)

2.5. Entropia generalizada

A partir de la correspondencia AdS/CFT descubierta por Maldacena en 1997, es posible
estudiar geométricamente la entropia de entrelazamiento en aquellas teorias de campos con-
formes que tienen un dual holografico. El método que permite calcular dicha entropia fue
propuesto inicialmente por Ryu y Takayanagi [2], inspirdndose en la férmula de Bekenstein-
Hawking para la entropia de agujeros negros, la cual va como el area de la superficie del
horizonte de eventos.

Supongamos una teoria de campos conformes viviendo en una geometria de fondo d-
dimensional By. Dada una superficie de Cauchy ¥ C By, la hipersuperficie de entrelazamiento
0A serd de codimension 2 y AU A° = X.

SNotar que luego de hacer el célculo con la definicién (2.56) debemos multiplicar por —1 al analizar la accién
Buclidea T
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M

€A

— )

>
=
2
>
®

= AUX

Figura 2.3: A la izquierda el diagrama del espacio By y la superficie de entrelazamiento A. En este
dibujo, A es una curva O-dimensional. A la derecha, se muestra By como borde del espacio Mg

v la curva de codimensién 2, que en este dibujo es unidimensional.

La correspondencia relaciona los grados de libertad que habitan en B, con aquellos que
determinan la dindmica gravitatoria en un espacio (d + 1)-dimensional, proponiendo que la
CFT vive en el borde de dicho espacio My, local y asintéticamente AdS. Cuando el sistema

es independiente del tiempo, o simétrico ante reflexiones temporales, se propone que
86A56A|3M =0A

X =cy: , (2.71)
TR4EM:0R4=c4UA

Sa= m)%'n —A:Z?d(ff ),
N

donde €4 es una superficie extremal espacio-temporal de codimension 2 perteneciente a
Mgi1, ¥ R4 es el volumen que tiene como borde € 4 U.A. Adicionalmente, € 4 debe pertenecer
al grupo de homotopia de A, es decir, no deben haber singularidades en el volumen R 4. Del
conjunto de superficies que cumplan estas condiciones, debe escogerse aquella que tenga area
minima.

Esta férmula para la entropia de entrelazamiento fue inspiracion de numerosos trabajos [3,
26, 27], v a lo largo de los anos, la misma fue modificada generando propuestas alternativas.
Las mismas involucran correcciones a orden 1/Gy, que tienen origen en la consideracién de
aspectos cuanticos de la teoria, y por otro lado, contribuciones a la entropia debido a la
aparicién de islas en la region gravitatoria. Estas islas son superficies Z que forman parte
de la superficie de codimensién 1 notada con R4 (y tiene como borde a X), resultando en
una superficie total que no necesariamente es conexa. La superficie total lleva el nombre de

Quantum Surface (o Superficie Cuantica) y es tal que extrema la entropia de Ryu-Takayanagi
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Capitulo 2 — Entropias y funcién de particién en QFT y gravedad

pero corregida por la entropia de entrelazamiento de los campos en R 4, en el interior de
M.1. Es posible que existan varias superficies cuanticas, y debido a esto, al final del calculo,

debe escogerse aquella que minimiza la entropia total. La férmula es

Area(e4)

4G§l\f+1 + Smatter(I ) RA):| } (272)

Sy = m)gn {extx {
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Entropia generalizada a partir de la

accion replicada

Los autores de [9] muestran que la férmula para la entropia generalizada puede derivarse
por medio de la integral de caminos gravitatoria y el truco de réplicas, siguiendo de cerca
aquel procedimiento que demuestra dicha féormula en el contexto holografico.

De forma general, puede considerarse una CF'T definida sobre una variedad que conste de
dos regiones distinguidas, una regién plana y una region con gravedad. Luego, consideramos
la entropia de entrelazamiento para una superficie R que habite en la regiéon no gravitatoria
(ver figura [3.1]), y como es habitual en QFT, asumimos que se le puede asociar una matriz

densidad pr y que la misma puede expresarse en términos de una integral de caminos.

R%ﬂ-\ S\ é(&"doa

Figura 3.1: Diagrama de la variedad M a ser replicada, con regiones gravitatorias y no gravitatorias.

La regién de entrelazamiento es R.

Al resolver esta entropia utilizando el truco de réplicas debemos buscar la funcién de

particién Z,, sobre una variedad replicada M,,, la cual consiste de una integral de caminos
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Capitulo 3 — Entropia generalizada a partir de la accién replicada

gravitatoria, para asi poder computar

S(R) = Slpx] = ~ lin 0, g (2,) = nlog (2)) = -0, (22 ) | . (3

Consideramos n copias de la configuracién mencionada e identificamos los bordes de
R en cada una de ellas de forma ciclica. En la regién sin gravedad la geometria queda
completamente determinada, pues el procedimiento de réplicas no modifica esta tltima. Sin
embargo, el procedimiento no prescribe una geometria particular que pueda conectar el bulk
de cada una de las copias, pues existen distintas configuraciones geométricas compatibles con
el procedimiento de réplica asociado a la regién sin gravedad. Luego, definimos la funcion
de particién como la integral de camino gravitatoria, en la cual debemos considerar todas
aquellas soluciones (variedades) que cumplan que en el borde, coincidan con el borde de
la region sin gravedad replicada. De esta forma, sumamos sobre todas aquellas geometrias
(y topologias) Mvn que logren completar el procedimiento de réplica. Si consideramos la

presencia de un campo dilaténico’ ¢ y campos de materia X, la funcién de particién en M,,

es
Zy = / DygDFDX ¢~ lrorsiMnio.6.X] (3.2)
- /D9D¢DX€_(I@”&V[Mvn;gﬂ]"‘fmat[ﬂn;gaX]) (33)
= / DgDge e Mnisdl 7 [M,: g] (3.4)
— Z e—(Igrav[Mn§gi,¢i]—logztllat[Mn?gi]) ) (35)
i,saddles

donde en la ultima igualdad hemos utilizamos la aproximacion de puntos estacionarios o
saddle points indexados, es decir, sumamos sobre todas aquellas geometrias que solucionan
las ecuaciones de movimiento con las condiciones de contorno requeridas. Las distintas va-
riedades /\A/l/n que resultan del replicado, pueden presentar o no una denominada simetria de
réplica, es decir, la invariancia de la variedad frente a la accion de un grupo de réplica Z,,
el cual actia permutando ciclicamente cada una de las copias involucradas. Las geometrias
on-shell (aquellas que son soluciones a las ecuaciones de movimiento) presentan dicha si-
metria debido a que las ecuaciones de Einstein extienden aquella presente en la condicién
de contorno geométrica (la regién no gravitatoria replicada), y son estas mismas, las utili-

zadas en la aproximacién de puntos estacionarios. Cuando M,, posee simetria de réplica, es

'En esta instancia introducimos un campo dilaténico sin mucho detalle pues utilizaremos estos resultados en

Capitulos posteriores, en los cuales dicho campo sera relevante.
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conveniente trabajar en el orbifold M, = Mvn /Z,,. Luego de cocientar por la relacién de
equivalencia definida por la accién de Z,, aparecen singularidades cénicas® con angulo de
apertura %’T en los puntos fijos de la accion de grupo. Destacamos la importancia de que la
posicién de estos puntos fijos depende de cudl sea la configuracion geométrica que estemos
considerando, y son determinadas (en el caso de las geometrias on-shell) por las ecuaciones
de movimiento (y de esta forma no se rompe la invariancia ante difeomorfismos de la teoria).
Para inducir estas singularidades conicas que no estaban presentes en Mn, debemos agregar

(sobre la posicién de las singularidades) unas denominadas “branas césmicas” de tensién (o

1 1

de forma tal que la relacién entre las acciones en cada espacio es

energia)

1
glgrav[Mn] - ]grav[Mn] + Tn ﬁa (37)

DIF )

donde 7 es el determinante de la métrica inducida sobre la brana césmica ¥4_o (superficies de
codimension 2). De esta forma, los términos singulares del lado derecho de (3.7) se cancelan
como era requerido, pues Mn es suave en los puntos fijos. La materia presente en la variedad
replicada posefa una libre dindmica entre las distintas copias a través de la regién R (la
conexién directa entre las copias). Esta dindmica puede ser descripta equivalentemente al
considerar n campos de materia en M, y la insercién de Twist Operators, tanto en los
bordes de R como en los puntos fijos de la accién del grupo de réplica (donde tenemos las
singularidades conicas y las branas).

Para computar la entropia, consideramos la extension analitica de la accién en Mvn a
través de la accién en M, expandiendo ]total[ﬂn] alrededor de n ~ 1 y utilizando la
ecuacién (3.1). Para paran =1, M; = Jql = M, y por lo tanto

—~ —~ —~

Itotal[Ml] = [grav[Ml] - log Zmat[Ml] = [total[M] . (38)

2Son puntos para el caso 2D, pero superficies de codimensién 2 (singulares) en la situacién més general
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Para n ~ 1 tenemos que

Itotal [Mvn] - Igrav [-;\—/lvn] - 10% Zrnat [Mn] (39)
“n (Igravwn] ey ﬁ) = (1= n) —log ?ﬂz mﬁ —110g Zpat [M]
\ o S J
(3.10)
= n (Igay[My] — log Zimat[M]) + 0T, : V7 — (1= n)Smat[R, M| (3.11)
= 1 (Ligtal[M] + Igpar[M] = Ipay[M]) + (0 — 1)‘&Z—T2Nﬁ + (n— 1)Smm[R, M]
(3.12)
= nliota[M] + (n — 1) Z Ar%(;”i“) + Smat[R, M]| + O(n — 1) (3.13)
= (n = 1)Sgen(w") + nliora M] + O(n — 1) . (3.14)

En (3.11) utilizamos la férmula para la entropia de entrelazamiento para una region en R.
En (3.13), primero usamos que 0lgray = Igray[Mp] = Igray[M] = 0, pues pequenas desviaciones
de la geometria on-shell se anulan (teniendo en cuenta que las singularidades cénicas tienen
defecto casi nulo para n ~ 1y que M; = M). Luego, usamos que tanto el término integral
sobre ¥4 5 ¥ Smat ya son de orden (n — 1), y por lo tanto, pueden computarse sobre la
geometria base M. En la misma ecuacién, notamos con w, a la posicién de las singularidades,
donde i etiqueta el punto estacionario (geometria saddle) que estamos considerando, y «
corre sobre el numero total de singularidades conicas en dicho saddle. Luego, recordando la

integral de caminos gravitatoria expandida alrededor de saddle points, tenemos que

1 1 il
_ log Zn — — log Z eltotal[Mnygh(]si]) (315)
n n i,saddles
— l log Z e(nl)sgen(wi)nltotal[M]> (316)
n i,saddles
1 i
— ~log Z e~ (n=1)Sgen (w )) — Lot [M] (3.17)
n i,saddles
1—n
= —n Sgen(w) - Itotal[M] (318)
= (1 - n)Sgen(w) - Itotal[M] 5 (319)
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donde
Sgen(w) = min Sgen(w') , (3.20)

i,saddles

(lo cual nos permite aproximar el logaritmo) y entonces, obtenemos que la entropia es

log Zn>

= Syen(w) . (3.21)

n n=1

am:—m(

Luego, la relevancia de las distintas clases de homologia en la minimizacion de la entropia
generalizada, son ahora interpretadas como el relevamiento de minimalidad entre puntos
estacionarios en la integral de camino gravitatoria del truco de réplicas, pues las posiciones
de las singularidades cénicas presentes en el orbifold asociado a cada punto estacionario, son

los bordes de las distintas Superficies Cuanticas Extremales.
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Capitulo 4

Replica Wormholes

Al derivar la entropia generalizada a partir del truco de réplicas fue necesario considerar
los saddle points (los Replica Wormholes) de la integral de caminos gravitatoria en una
variedad replicada para una teoria arbitraria. En este Capitulo analizaremos en detalle la
entropia de entrelazamiento para 1 y 2 intervalos en una teoria de campos conforme sobre

el modelo de gravedad JT.

4.1. Resumen de gravedad JT

La gravedad Jackiw—Teitelboim (JT) [13, 14] es un modelo de gravedad cuéntica resoluble
en dos dimensiones. A pesar de su simplicidad, este modelo de juguete es lo suficientemente
complejo como para analizar relaciones entre fisica de agujeros negros y holografia. Otro de
sus aspectos interesantes, es que describe la fisica en el limite de near horizon de agujeros
negros casi extremales en més dimensiones (como el caso de agujeros negros cargados en 4
dimensiones en la teoria de Einstein-Maxwell). Para una revision detallada de esta teoria
referimos a [28, 29, 30].

Si una variedad diferenciable M tiene bordes, para que se satisfaga el principio variacio-
nal de la accién de Einstein-Hilbert, es necesario agregar un término conocido como el de

Gibbons-Hawking-York. De modo que la accién (tomando 4Gy = 1) es

1 1
I=— [ d°z/—gR+ — / dP e/ VK (4.1)
oM

T An M 2m

donde K y 7,, son la traza de la curvatura extrinseca y la métrica inducida sobre OM
respectivamente. Una teoria gravitatoria de tipo Einstein en 2 dimensiones no tiene dindmica

(pues R, = 0 trivialmente) y la accién viene caracterizada por la topologia del espacio. Por
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el teorema de Gauss-Bonnet, en 2 dimensiones la accion es

1
Itop:_(/ R+/ QK):XZQ—Qg—b, (4.2)
4m Mo IMo

con Y la caracteristica de Euler, g el genus de la superficie y b el nimero de bordes que
tenga. El modelo de gravedad JT consiste de prender un campo dilaténico ®(z) = ¢, + ¢(x)

y acoplarlo a la gravedad de forma particular

=t | [ otrez v | - ). (13)

4 OMo

donde ¢, es un valor constante tal que ¢ < ¢, y ¢, = ¢|om,- En 2 dimensiones, las superficies
a las que nos interesa calculares el area son puntos, y el area de un punto x de la variedad

viene determinado por el valor del campo dilaténico

Area(x)

en = dox + () . (4.4)

En el Apéndice A, deducimos las ecuaciones de movimiento en detalle. Notamos que My

es localmente AdS, debido a la ecuacion de movimiento asociada a ¢
R=-2. (4.5)
Por otro lado, la ecuacién de movimiento para el dilatén es
VINYg — gV Vo0 + g =0, (4.6)

y las condiciones de contorno para las ecuaciones son

1 Or
guu|8/\/l = 6_27 ¢|8M = ¢b = ? ) (47)

pues queremos soluciones que sean asintoticamente AdSs. Denotamos por u al tiempo propio
en el borde, € un regulador en las cercanias de OM y ¢, el valor renormalizado del campo
dilaténico en OM.

Por 1ltimo, al considerar materia sobre la geometria y notando con X los campos con-

formes asociados, sumamos la accion correspondiente

IJT—}—CFT[QMV? ¢7 X] = IJT[glth ¢] + -[CFT[gMV7 X] = ]total ) (48)

y del lado derecho de (4.6), se agrega el tensor de energia impulso asociado T".
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Puede escribirse la métrica en este espacio utilizando el gauge conforme
ds* = e*dwdw , (4.9)
y en (4.5), encontramos la ecuacién de Liouville
—40,0pp + €% = (4.10)

cuyas soluciones se escriben de la forma

P <>w_

= )+ W) ), (4.11)

(w
w))°

siendo W y W funciones “quirales” que dependen de w y @ respectivamente. Las soluciones
que podamos encontrar utilizando diferentes coordenadas para la métrica corresponden a
las expresiones de los distintos “parches” del espacio globalmente Anti de Sitter (ver Figura

[4.1]), a los cuales llegamos realizando difeomorfismos que preserven el gauge conforme, pues

W ()0 W ()

ds® = e*dwdw = 4 — 5 dwdw (4.12)
(W (w) + W (w))
AW dW
=4—. (4.13)
(W+w)

Por ejemplo, se puede llegar al parche de Poincaré por medio del difeomorfismo W(w) =
w = o + 17, el cual parametriza con coordenadas {—ir,o} tUnicamente las regiones de la

variedad que se encuentren causalmente conectadas con el origen de coordenadas.
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Global

Figura 4.1: Diagrama de algunos de los parches locales que existen sobre el espacio globalmente
AdSs,. Figura adaptada de [30]

Otro aspecto relevante de la gravedad JT, es que la dindmica de los grados de libertad
gravitatorios de la teoria son equivalentes a la dinamica de un grado de libertad en el borde.
Esto se ve reflejado en que la accion puede llevarse a una de tipo Schwarziana, definiendo una
curva en regiones cercanas al borde del disco hiperbdlico y calculando la curvatura extrinseca
sobre dicha curva, a la vez que realizar un desarrollo en potencias de ¢, el parametro que da
cuenta de la cercania al borde. Si a la coordenada del gauge conforme la reescribimos como

w = e 7e”, entonces la curva puede escribirse como (ver Figura [4.2])

I'=(6(r),et (7)) 7€]0,0]. (4.14)
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dsz. &V duwds
-1 e

w=¢€ ¢

[ (e, ¥10)

Figura 4.2: Diagrama del disco hiperbdlico con gravedad JT y la curva I' a la cual se le asocia el

grado de libertad en el borde de la teoria.

La relacion entre el v de la curva con 0 se deduce de imponer las condiciones de contorno
que debe cumplir la métrica inducida sobre I, si es que la curva se encuentra cerca del borde
del disco hiperbdlico. De esta forma, calculando la curvatura extrinseca y reemplazando todo

en la accién de JT, se obtiene

_[total ~ /dT{eia(T)? T} + lOg ZCFT ) (415)

siendo la derivada Schwarziana definida como

NCREYSUON
e =28 S5 (4.16)

Este resultado muestra que existen dos descripciones equivalentes de la dindmica de la gra-

vedad JT. Una descripcién efectiva dos dimensional que involucra aspectos gravitatorios y
una descripcién equivalente dependiente de un solo grado de libertad (o unidimensional) en
el borde.

Una modificacion usual, y particularmente util para este trabajo, es introducir singulari-
dades coénicas en el interior del disco hiperbdlico. Esto se conoce comuinmente como teorias
de JT deformadas [31, 32, 33|. Resulta que si consideramos singularidades cénicas en el
problema, la ecuacién Schwarziana se modifica de la siguiente forma
by

—liotal = OX + %/dT [{eiH(T)’ 7.} + U(9)9/2] +log Zepr

(4.17)
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donde U(f) es una funcién dependiente de las posiciones de las singularidades cénicas y
tiende a cero cuando el déficit de las singularidades tiende a cero. Finalmente la ecuacién de

movimiento es

;5_7: - ({7 T+ UO)°] =i (Tyy — Tyg) (4.18)

donde el tensor de energia momento 7}, se encuentra evaluado sobre el borde del disco
hiperbdlico. En el Apéndice B deducimos estas ecuaciones en detalle. Es importante remarcar
que (4.18) es un resultado independiente de los demds ingredientes que iremos introduciendo

mas adelante.

4.1.1 Solucién en vacio: Agujero Negro Eterno

Primero consideremos como solucion la métrica Anti de Sitter en coordenadas de Poincaré

2 2
2 _ dt* + do _ 4 dudv (4.19)

o? (u—wv)2’

ds

con o € [0, +00), t el tiempo Lorentziano y {u, v} las coordenadas nulas asociadas. A su vez,
si realizamos la rotacién de Wick cambiando ¢ = —i7 y tomando Y = o + i1, 0 € [0, 4+00)
T € [0, 5], obtenemos el espacio hiperbdlico 2-dimensional Hy

2 dr? + do? aydy

d =4 = . 4.20
°H: o2 (Y +Y) (420

Como ya mencionamos, las soluciones a las ecuaciones de movimiento para gravedad JT
corresponden a los distintos difeomorfismos con los que se pueda actuar sobre la variedad. Al
nivel de la métrica, esto se ve reflejado inicamente como un cambio de coordenadas, pero no
debemos olvidar que el campo dilaténico también cambia. La métrica para el agujero negro
corresponde a realizar el difeomorfismo

Y(y) = gtanh <%y) Y(j) = étanh (%g) , (4.21)

obteniéndose la siguiente métrica y campo dilaténico

Aqr? dydj
B sinh?® £ (y + 9)

_27T¢T 1
A tanh (%(y + @)) ‘

ds? = ¢ = (4.22)
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Black Hdle

Parcn

=&

Figura 4.3: A izquierda, el diagrama de Penrose de la solucién de agujero negro en AdS,. A derecha,

la continuacién analitica volviendo periédico en 8 al tiempo euclideo.

En la Figura [4.3] se muestra dicho espacio. Este parche puede ser extendido en el mismo
sentido que las coordenadas de Kruskal-Szekeres extienden las coordenadas clasicas de un
agujero negro de Schwarzschild, y como resultado, se obtiene un agujero negro extendido
(o también llamado el parche de Rindler). En lineas punteadas tenemos el horizonte de
eventos y a t = 0 las curvas o = cte, que corresponden a una foliacion vertical contenida
en la region anaranjada, tienen la normal en direcciéon al horizonte de eventos en el punto
0 = +o0o. En dicha figura, también se muestra la continuacién analitica yendo al tiempo
euclideo periddico en [ necesario para evitar defectos cénicos. Notamos que esta continuacion
analitica es el disco hiperbdlico y la regién interior al horizonte de eventos (pintada de color
claro) desaparece.

Utilizamos este modelo de juguete para estudiar la entropia del agujero negro y su relacion
con la Paradoja de la Pérdida de la Informacién. Sin embargo la termodinamica, aunque lo
suficientemente similar en los aspectos cruciales para estudiarla en esta teoria, difiere de
aquella propia de un agujero negro de Schwarzschild en espacio asintéticamente plano. La
diferencia fundamental yace en el tiempo que tarda la luz en recorrer todo el espacio. Un
observador situado en el interior de AdS mide un tiempo finito desde que prende una linterna
hasta que ve su reflejo llegar desde el borde de AdS. Es por esto que al emitir radiacion de
Hawking, si el agujero negro es lo suficientemente grande, el mismo podria termalizar con
su propia radiacién. Si se pudiese impedir que el agujero negro llegue a estos estados de
equilibrio, la variedad de procesos dinamicos permitidos seria mucho mas rica. Es por esto,
que se decide acoplar espacios planos sobre el denominado borde fisico situadoen 0 = € < 1,

e identificando el tiempo que recorre dicha curva con el tiempo propio de la regién plana, como
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se muestra en la Figura [4.4]. Luego, si se imponen “condiciones de contorno transparentes”
para la CFT en la juntura, la radiacién del agujero negro es drenada hacia la region plana.
De esta forma, el sistema total esta compuesto por una regién gravitatoria interior “in” (el
disco hiperbdlico en el que vive la teoria de gravedad JT), y una regién exterior plana o no

gravitatoria “out”
o _Am?  dydy » _ dydy

_— S =
B2 sinh? %(y + ) out

Yy=0+1iT Yy=0—1T T~TH B,

ds (4.23)

in —

€2

las cuales pueden ser reescritas en términos de una coordenada holomorfa que cubre todo el
27
plano complejo w = e 7Y, siendo
4dwdw ) 5% dwdw

ds? = ——— ds? = ———" 4.24
SlIl (1 _ |U}|2)2 Sout 47'('262 |U}|2 ( )

Flac
+
CFT

Tmfﬁwm A
Powe lon CFT

Figura 4.4: Pegado de regiones planas por fuera de la regién gravitatoria. En todo el espacio existe
la teoria de campos conforme y sobre el borde de la regién gravitatoria condiciones de contorno

transparentes para la CFT.

Notemos que hemos utilizado la misma coordenada holomorfa w, w para ambas regiones.
Esto es un caso particular en el que un problema conocido como el Welding Problem es
trivial. La coordenada w en el borde del disco hiperbdlico se identifica con la coordenada

2n 2n, 2n
que parametriza el disco exterior del plano complejo. Podemos utilizar w = e #?Y = e 7 %" 57
tanto en la region interior como exterior, aun si la curvatura R es discontinua en la juntura
(pasa de ser -2 a 0).
i0

En un problema general, podemos definir w = e~ 7¢" como la coordenada que parametriza

la regién interior con |w| < 1y v = €Y = €%¢™ como la coordenada que parametriza la
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regién exterior con |v| > 1'. Entonces, dada una identificacién no trivial 6(7), el Welding
Problem consiste en encontrar dos mapas holomorfos {G(w), F'(v)} que logren definirnos una
coordenada holomorfa z sobre todo el plano complejo, como se muestra en la Figura [4.5].

Es decir, la solucion al problema son G y F' tal que

z=G(w) para |w| <1 (4.25)
z = F(v) para |v| > 1 (4.26)
G(e?)) = F(e) para |w| = |v|=1. (4.27)

G( w)

- -

E > F(v)

Figura 4.5: El Welding Problem involucra dos regiones, una interior parametrizada por |w| < 1y
una exterior parametrizada por |v| > 1 que se pegan en el borde de cada una |w| =1, [v] = 1. El
problema consiste en encontrar G(w), F'(v) holomorfas que definan una coordenada z sobre todo el

plano complejo. Figura adaptada de [34].

Las funciones GG y F' no son necesariamente holomorfas fuera de las regiones que parame-
trizan w y v respectivamente. En el ejemplo trivial que analizamos, 6(7) = 7 y los circulos
unitarios son el mismo, teniendo que z = G(w) = w = F(v) = v. Intuitivamente, podemos
entender que si el pegado de los bordes no es trivial, es necesario transformar las regiones

para juntar suavemente dichas curvas, formando un nuevo espacio parametrizado por z. Por

!Siendo precisos, dado que 0 y 7 van de [0, 8], en la definicién de w y v, en las exponenciales imaginarias tenemos
un factor extra %’r que son obviados a cambio de claridad en la notacién, y puede reobtenerse la generalidad al

reescalar ¢, — %"¢>T pues ésta es la tnica escala dimensional del problema
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ejemplo, podemos pensar en querer juntar dos reglas de distintas longitudes y pedir que
ambas empiecen y terminen en el mismo lugar, necesariamente una de las reglas debera ser
estirada o comprimida. Para una revision mas detallada del Welding Problem remitimos a
[35].

En esta instancia, algo natural es preguntarse la relacion entre la no trivialidad del Wel-
ding Problem y la ecuacién de movimiento Schwarziana de la teoria JT. Recordemos que en la
derivacion de la accién Schwarziana se asume tunicamente la existencia del disco hiperbdlico,
y del lado derecho de la ecuacién de movimiento (4.18) tenemos el tensor de energia momento

evaluado en el borde del disco et

. En principio, cuando no tenemos singularidades internas
(es decir cuando w es holomorfa), pegar un espacio plano por fuera del disco hiperbélico no
repercute en la ecuacion de movimiento (que ademés estarfa escrita en términos de una coor-
denada holomorfa sobre todo el plano complejo). Pero, al introducir singularidades cénicas
en el interior del disco hiperbdlico, el problema del Welding Problem se vuelve no trivial y la
funcién F(v) = F(v(y)) se ve involucrada al evaluar el tensor de energia momento sobre la
juntura. Finalmente, para obtener la ecuacién de movimiento debemos encontrar 7, — Ty;

en términos de F'(v), lo cual es directo al estar tratando con una CFT.

4.1.2 Estado semiclasico de la CFT

Hemos mencionado que al disco hiperbdlico debemos pegarle en el borde un espacio plano
y tomar condiciones de contorno transparentes para la CF'T que vive en todo el espacio unién,
de modo que podamos controlar la dinamica del agujero negro cambiando el estado en el
que se encuentre el campo. En particular, estudiaremos las entropias asociadas a distintas

regiones cuando el agujero negro se encuentra en equilibrio térmico a una temperatura 7' =
1
8
del agujero negro seria drenada hacia la region plana y por lo tanto su temperatura seria

. Si la CFT en la region sin gravedad se encontrase en el estado de vacio, la radiacion

dependiente del tiempo. Es por esto que la CFT debe estar en el estado cuantico que sostenga
la solucion de agujero negro en el interior del disco hiperbdlico a temperatura constante. El
procedimiento para encontrar dicho estado depende fundamentalmente de que el campo en
cuestién es invariante conforme, y por lo tanto, las reglas de transformacion del tensor de
energfa momentos 7}, son conocidos y féciles de manejar.

En fisica, una transformacion conforme en el contexto de teorias CF'T, representan una
combinacién de cambio de coordenadas y una transformacién de Weyl (un difeomorfismo
entre variedades que cambia la métrica del espacio en un factor global) al mismo tiempo.

En teorfas de campos conformes en dos dimensiones (1 dimensién compleja), el tensor de
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energfa momentos se factoriza en sus partes holomorfa 7}, y antiholomorfa Ty, y al realizar

una transformacion de Weyl con factor conforme (2

g—n
dsz = Q_st% , (4.28)
el valor de expectacién en el vacio de estas componentes cambian de la siguiente forma
c 0%Q
<Ty >g = <Tyy>n - Ey? ) (4.29)
con c¢ la carga central de la CFT. Si se realiza un cambio de coordenadas
y = w(y), (4.30)

el valor de expectacién de las componentes cambian de la siguiente forma

() = (%) Ty (431)

En conjunto, al realizar una transformacion conforme tenemos que

y — w(y)
Oow Ow
dwdw = — —dydy
waw dy 7 yay
ow Ow
N 2= —— 4.32
oo (4.32)
y por lo tanto
ow\ ? c
(a_y) <Tww>dwdw = <Tyy>dyd17 + ﬁ{wv y} . (433)

El caso de las coordenadas conjugadas se trata de forma analoga.
Al considerar la métrica de agujero negro, tenemos que el factor conforme que relaciona

este espacio con aquel plano asociado es

9 47 dydy

ds?, = — s = QO 2dydy
f? sinh? Zy+79)
BT _
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Recordemos que la solucién de agujero negro es de vacio, y por lo tanto (7),)ads, = 0.
Utilizando (4.29), obtenemos que

c T
<Tyy>dydz7 = EE . (4-35)

Imponer condiciones de contorno transparentes para la CFT a lo largo de la juntura, es
imponer que el estado que obtuvimos para la CF'T en la region con gravedad dindmica “in”,
sea el mismo que el estado de la CFT en la region plana “out”. De modo que para que el
agujero negro no cambie su temperatura, la CFT debe encontrarse en un estado térmico en
el exterior del disco. De esta forma, ingresa y egresa radiacién en la regién gravitatoria.

En esta instancia, remarcamos algunas de las ventajas de utilizar el frame dado por
w = e7Y. Recordemos que y = o+ it con 7 € [0,8] y 0 € (—o0,+00) por lo que las
coordenadas w cubren todo el plano complejo. Por otro lado, en el w-frame, la CFT en la

region plana se encuentra en un estado de vacio |0),, v (Twa)dwds = 0.

4.2. Unico Intervalo a temperatura finita

En esta seccién veremos realizado en un ejemplo concreto la equivalencia entre los métodos
para calcular la entropia generalizada discutidos en el Capitulo 3.

Consideramos un intervalo B = [0,b] que contiene el borde de AdS, y un punto del
espacio plano como se muestra en la Figura [4.6]. Primero veremos como es el resultado
utilizando el método de las Superficies Cudnticas Extremales (Ryu-Takayanagi modificado)
y luego compararemos con el resultado del método que involucra los Replica Wormholes

explicitamente en la configuracion de agujero negro eterno.
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Flox

Figura 4.6: A la izquierda el intervalo B = [0,b] en coordenadas y, pero mostrado sobre el plano
complejo usando coordenadas w. Marcado en azul, hacemos referencia al grado de libertad cudntico
al cual es dual la teoria de gravedad JT. A la derecha, el intervalo extendido al interior del disco
hiperbdlico hasta —a debido al procedimiento que debe seguirse al utilizar la férmula de la entropia

generalizada.

Debido a que gravedad JT es una teoria que puede ser descripta a partir de un grado
de libertad cuéntico en el borde del disco hiperbdlico (marcado esqueméticamente en azul
en la Figura [4.6]), un intervalo que contenga un punto de dicho borde seria suficiente para
dar cuenta de la dindmica del agujero negro en el calculo de la entropia de entrelazamiento.
Si por otro lado, decidimos utilizar la descripcion efectiva del sistema teniendo en cuenta
la existencia de una region gravitatoria, entonces la férmula que debe ser utilizada es la
entropia generalizada. Computar esta dltima precisa de la extension del intervalo [0, b] a uno

del tipo [—a, b], con —a un punto perteneciente a la regién gravitatoria.

4.2.1 Superficies Cuanticas Extremales

Como denotamos A = B = [0,b] al intervalo de interés, debemos extremar sobre todas

las posiciones —a interiores al disco hiperbdlico de forma tal que la entropia generalizada sea

minima en el intervalo R4 = [—a, b], quedando la ecuacién (2.72) de la forma
Area(—a
Sgen = # + SCFT<[—CL, b]) (436)
4Gy
aaSgen =0. (437)
Notemos que Arzg(;a) = ¢, + ¢(—a), habiendo considerado que la caracteristica de Euler

para el disco es 1. Para el segundo término, utilizaremos la entropia de entrelazamiento de

40



Capitulo 4 — Replica Wormholes

la CF'T siguiendo los resultados de Cardy y Calabrese [19], los cuales hemos desarrollado en
(2.42). Si tenemos un intervalo [wy,ws] dado por una coordenada holomorfa w que cubre el
plano complejo (y estando la CFT en el estado de vacio), tenemos que

2
SCFT—flog( or —enl® ) (4.38)

6 e1,uver,uv(wr, 01)Q(we, w2)

con c la carga central de la CFT y ¢; yy los parametros del cutoff usados en los bordes del
intervalo, como es comun en esta clase de céalculos.

Si tenemos regiones del plano complejo que son conformes a otros espacios (en los cuales
el problema fue planteado originalmente), entonces en el cdlculo de la entropia, necesitamos
los factores conformes €2 que relaciona las métricas luego de la transformacion.

Tenemos que w; = e U y wy = e % con y1 = —a'y ys = b. Ademas, los factores

conformes que nos llevan de los espacios (4.24) al plano complejo son

1-— 2 x -
Q(wl, 12)1) = # = —eﬁ(leryl) sinh %(?ﬂ + gl) (439)
2 2 7
s, 2) = = | = e (4.40)
lw; — wy|? = de’F W11¥2) gin 2 %(yl —12), (4.41)

y entonces, la entropia queda

48eF W) giny? <%(?/1 - yz))

C
SCFT = 6 log - — (442)
_27T6§(y1+y1+ yz)esinh (%(yl + gl)) €LUVELUV
c 23 sinh? (%(a + b))
=3 log (4.43)

me sinh (%”a) €ELUVELUV

Luego de ignorar los términos asociados a los cutoff de los puntos —a y b y evaluando el

campo dilaténico en —a, obtenemos que

2/3 sinh® (E(a + b))
. 1
gen (bo 27T¢ 27ra + E log ’ (444)
f tanh =t 6 me sinh (%’ra)
Por ultimo, extremando Sge, respecto de a, se obtiene que
2 12 TSiIlh (E(CL—‘—b))
OaSgen = 0 sinh <%“> _ 127¢ ’ (4.45)

B¢ sinh (%(a - b)) .
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En el limite b 2 4= y % 2 1 se tiene

c Y

B 247, _2ma fc _zm
~b | R~ 6, 4.46
amOtoloel T °© ¢ 2, (4.46)

Notamos que el borde —a del intervalo se acerca al horizonte de eventos a medida que

la temperatura del agujero negro disminuye. Una observacion es que al haber considerado
un intervalo situado a solo uno de los lados, el calculo involucra medio espacio, donde las
traslaciones temporales en ¢ son una simetria. Esto permite relacionar la superficie extremal
en el caso en que el intervalo considerado no se encuentre a t = 0. Por lo tanto, si el borde
del intervalo considerado fuese t;, y 0, = b, entonces t, = t;, y 0, = —a con la a hallada en la

ecuacion (4.45).

4.2.2 Replica Wormbholes

Analicemos el truco de réplicas aplicado a la teoria de gravedad JT. El procedimiento es
aquel presentado en el Capitulo 3. Comenzamos con un intervalo B = [0, b], como se muestra
en la Figura [4.7], consideramos n copias de M y las identificamos ciclicamente a lo largo del
intervalo B, permitiendo que la gravedad rellene la region gravitatoria de forma dinamica

(consideramos la integral de caminos gravitatoria en la variedad replicada Mvn)
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Mo - M. /2. Mo

Figura 4.7: Se consideran n copias de M identificindolas a lo largo del intervalo B = [0, b] para
formar la variedad replicada Mvn, el cual es equivalente a la copia original pero con borde de largo
nf. Luego se considera como saddle dominante la configuracién geométrica que rellena el interior
de la regién gravitatoria con el disco hiperbdlico (pintado en amarillo). La misma posee simetria
de réplica y un punto fijo en —a ante el grupo de réplica Z,. La teoria en el orbifold M, presenta

una singularidad cénica en —a a determinar dinamicamente.

Dado que estamos considerando un intervalo que contiene un punto del borde de la regién
gravitatoria, el replicado tiene como consecuencia que la longitud del circulo se estira n veces,
de forma tal que en la integral de camino gravitatoria la condiciéon de contorno para /Wn
es que el borde tenga longitud nf. Nuevamente, remarcamos que los saddle points en la
integral de camino tienen simetria de réplica por extension de aquella presente en la regién
no gravitatoria, y consideramos continuar el calculo en el orbifold M, = Mvn/Zn, pues
aqui, la continuaciéon analitica de n a los reales para la entropia es directa. En este tltimo
espacio, la longitud del borde es nuevamente 5. Dado que el saddle dominante /Wn es aquella

solucion que rellena la region gravitatoria con el disco hiperbdlico, existe un punto fijo para
2
n

en la posicién —a (ver Figura [4.7]). Tanto en —a como en b tenemos la insercién de Twist

el grupo de réplica Z,, y en el orbifold M,,, aparece una singularidad cénica de apertura

Operators que actiian como condicién de contorno para los n campos de materia. Por otro
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lado, la posicién —a parametriza cada geometria off-shell Mvn con simetria de réplica, y por
lo tanto, al realizar la aproximacion sobre saddle points en la integral gravitatoria, —a se
determina a partir de las ecuaciones de movimiento. Utilizamos la ecuacién (3.7) para la

teoria JT y vemos que

_%]grav[-//\_\/l/n] = _]JT+singularidad[M ] (1 - _) (Qbo + Qb( )) (447)
~ s (%) Lo (2 (1) s0) - (1-2) o sy

(4.48)

+ f—;/z(f( —1) (4.49)

= doX ¢T / dr{e® ™ 1} + U(6)07 (4.50)

donde el ultimo término en (4.47) es la adicién del drea de una brana césmica (un punto) en
la posicién —a para cancelar el término que proviene de la singularidad conica en la curvatura
de la accién de JT modificada.

Nuestro objetivo es determinar —a, y para esto, debemos hallar la ecuacion de movimiento
de esta teoria. En el Apéndice B mostramos que la ecuacién de movimiento para una teoria
de gravedad JT con singularidades cénicas sobre la cual vive una CFT es

O o, [, 7+ V(O] = (T i) — Tygl—i7)) (@51
con U(#) una funcién que depende de la posicién de las singularidades, y que tiende a 0
cuando el déficit de las singularidades « tiende a 0. Para conectar este resultado con el truco
de réplicas solo debemos tener en cuenta que el déficit depende explicitamente del parametro
de réplica n. Una opcién equivalente pero méas simple, es aprovechar la existencia de una
transformaciéon que uniformice el disco hiperbdlico singular y usar la regla de composicion
para la derivada Schwarziana. Escribimos la posicion de la singularidad en —a como w =

A = e * y la transformacién que uniformiza es

. w— A 1/n
W= (1 — Aw) (4.52)

U(6) = —% (1 _ %) % _ —% (1 _ %) R(9) . (4.53)

Luego U(6) es
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Vemos entonces que realizar el truco de réplicas y cocientar, viene condensado en la
definicién de una nueva teoria de JT con singularidades conicas de déficit a = 27 (1 — %)
(ver Apéndice B).

Por otro lado, recordamos que cuando tenemos singularidades conicas en el disco hi-
perbdlico extendido con regiones planas, el problema del Welding Problem es no trivial, y
entran en juego unas funciones G(w) y F'(v) (con w parametrizando el disco hiperbdlico y v
la regién plana) para definir una coordenada holomorfa z que cubra todo el plano complejo.
Dado que la ecuacién de movimiento (4.51) involucra al tensor de energia momento evaluado
en U|U:0 = ey‘gzo = ¢, debemos realizar una transformacién conforme F(v(y)) = z, y el

tensor de energia momento queda

1, = () 1 s re) (4.54)
— W [F’(v)szz — 5 AP0} + 1 (4.55)

donde recordamos que z cubre el plano complejo de forma holomorfa, lo cual no implica
que T,, = 0 pero si a menos de una transformacién conforme. Dicha transformacion es
2z — % = 2Y™ pues la misma remueve el Twist Operator en b. Luego tenemos que

T,.(3) = —ﬁ{zl/”,z} - (1 - 1) . (4.56)

487 nj z

y juntando todo (e introduciendo nuevamente la arbitrariedad en la temperatura reescalando

o — %’r@), obtenemos la ecuacién de movimiento de la teoria en el orbifold M,,

2inr,, [ (o0~ (1 L ) R(g)ea} o H (1 i} i) r ((:))j P77y

+c.c|.

cf n?
(4.57)
Remarcamos nuevamente que n solo determina el déficit de la singularidad cénica y por
lo tanto la extensién de n a los reales es directa. Esta ecuacion diferencial para 6 es dificil

de resolver pues F' depende de 6.

4.2.3 Solucioén de réplica para n — 1

Consideramos el limite n — 1, en el cual la prescripcion para el Welding Problem difiere
de 7 en una pequena perturbacién 6(7) = 7+ 66(0). En el Apéndice C analizamos en detalle

este limite expandiendo en modos de Fourier {6(7), G(w), F(v)}, y obtuvimos que

EHT{F(e7), e} = —6{e?) 7} = —% (1+ H) (60" +60") = — (60" +00')_ ,  (4.58)
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en donde definimos 6{e”, 7} := {799 71 — {7 7} | v denotamos con subindice negativo
al resultado de haber proyectado una funcién sobre las frecuencias negativas utilizando una
transformada de Hilbert (1 + H). Expandiendo (4.57) alrededor de n ~ 1 obtenemos

1
12¢,

C

0, (80" + 50') + o

F+0.(RO?)| , (4.59)

H (50" + 80" = (n— 1)

con

621'7—(3 _ A)2
(eiT _ A)2(6i7' _ B)

habiendo usado que (n — 1)(%)2 es de orden 1 en la perturbacién y por lo tanto se puede

considerar F' =10 = %, el cual corresponde a la solucién trivial del Welding Problem para

n = 1 (elegimos mover B al infinito por medio de una transformacién SL(2, R),). Resulta

F=—i

5 tec, (4.60)

que los coeficientes de la expansién en serie de Fourier de 40”4+ 90" son nulos para los modos
m = 0,1,—1 (ver Apéndice C para més detalles), y al imponer esto del lado derecho de

(4.59), se obtiene que

2m
—iT c 2 o
/0 dre (12¢r]-"+87 (RO )) =0, (4.61)

teniendo como resultado ,

inh (&2 1
¢ S?n ( 21)) == . 9 (462)
64, sinh (%52)  sinh (a)

y coincidiendo con aquel obtenido en el calculo de la entropia generalizada para 1 intervalo

(reescalando ¢, — %ﬂgbr).
Finalmente, para verificar la coincidencia de las entropias, vemos que (4.50) reproduce el
término de area de la entropia generalizada

grav 2T 27 '
—0n (%) = - (—@ _& / dTiR(G)QQ) 4O / dro, {1}
n=1 0 0

n3

2T n=1
(4.63)
¢T’ ¢r /27T 10
_ hatd d 0(7) 4.64
%o+ sinh a * 27 J, 707 n=1’ (4.64)
donde usamos que ¢,x = ¢, para el disco hiperbdlico, y que
o, / 0 O
— drR(0)0”* = —— . 4.65
2m Jo TR(6) sinh a ( )

Por otro lado, el término dominante en la accién de la materia es la entropia de entrela-
zamiento de la CFT, més una contribucién de orden (n — 1) de una perturbacién respecto

de la métrica (que cancela el dltimo término en (4.64))

log Z"* — nlog Z™ = —(n — 1)Spux([—a, b]) + &, log Zyr , (4.66)
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y finalmente, tenemos que

log Z°t
n

= g+ =

n=1 sinh a

s(0.t) = -0, ( S0, b) = S| (467)

4.3. Dos Intervalos a temperatura finita

Por 1ltimo, analizaremos brevemente algunos resultados y argumentos al considerar en-
tropias de entrelazamiento sobre dos intervalos. Planteamos una regiéon R sobre la cual
recolectamos la radiacién, como se muestra en la Figura [4.8], teniendo como bordes los pun-
tos P, y P». Dichos puntos evolucionan temporalmente hacia el futuro, y dado que esto no
viene dado por un vector de Killing de la geometria, tendremos una dependencia temporal
en la entropia.

El célculo de Hawking (en otro contexto) muestra que la entropia de entrelazamiento
sobre la region R crece linealmente con el tiempo. Esto puede entenderse, al menos con-
ceptualmente, debido a que R atrapa la mitad de los modos entrelazados, puesto que la
otra mitad cae dentro del agujero negro (ver Figura [4.9]). La contradiccién en este punto
es que si la entropia crece indefinidamente, en algin momento supera dos veces la entropia
de Bekenstein-Hawking (dos veces debido a que tenemos dos bordes en AdSy). Denomi-
namos como curva de Page a la curva que describe el comportamiento que la entropia de
entrelazamiento deberia seguir al tomar como hipétesis la unitariedad de la teoria cuantica
subyacente. Por otro lado, se espera que la entropia de entrelazamiento respete esta curva
alrededor de un agujero negro debido al denominado Dogma Central, el cual cataloga esta
geometria como un sistema cudntico razonable. En la Figura [4.10] mostramos la curva de

Page esperada para este modelo y la discrepancia con el resultado predicho por Hawking.
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Py M s Py
R N o R
Flat Flat
OAdS e R R

Flat

Figura 4.8: Gravedad JT con espacios planos acoplados a ambos lados. Se muestra en rojo la regién
de entrelazamiento inicial R y en azul isla considerada al utilizar la entropia generalizada. Figura

adaptada de [9].

sland .~

Figura 4.9: A izquierda se muestra esqueméticamente la dindmica de los modos de radiacién. Vemos
que la mitad de ellos son capturados por la regiéon R mientras que la otra mitad se pierden en el
interior del agujero negro. Del lado derecho contemplamos la apariciéon de una isla en la regién
gravitatoria y la regiéon de entrelazamiento se vuelve ZUR, y por lo tanto se recuperan modos que

anteriormente estaban perdidos, generando que la entropia disminuya. Figura adaptada de [9]
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-

Sk Hawking .+

2SpH Page

Figura 4.10: Grafico esquematico de las curvas de entropia. En linea punteada la curva de entropia
de entrelazamiento que crece indefinidamente, resultado predicho por Hawking. En rojo la curva
de Page esperada para la entropia de entrelazamiento, la cual para tiempos grandes es igual a dos

veces la entropia de Bekenstein-Hawking. Figura adaptada de [9].

4.3.1 Superficies Cuanticas Extremales

Al utilizar la féormula para la entropia generalizada asumimos la existencia de los puntos
Py y Py (que permiten dar cuenta de la isla en la regién gravitatoria) y luego se intenta de
determinarlos por medio del procedimiento de extremizacion, el cual nos dira si efectivamente
existen o no [23, 36].

Tomando 5 = 2, los puntos {P», Py, Py, P3} tienen coordenadas (o,t) dados por
P2 = (b, tb) P4 = (b, —tb + Z7T) P1 = (—CL, ta) P1 = (—CL, —ta + Z7T) (468)

(recordar que T = —it y los puntos pares e impares son antipodales entre si). Luego tenemos
2
que

R = [P4, OOL] U [P2,00R] s (469)

siendo ooy, i el infinito radial en los dngulos de los puntos que se encuentren del lado izquierdo

2En toda esta subseccién existe un abuso de notacién al momento de especificar las regiones en términos de sus

bordes, debido a que los mismos son puntos del plano complejo y no de la recta real.
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(L) o derecho (R) respectivamente. A su vez la isla es el intervalo

Notemos que (Z U R) U ([Py, P3| U [P, P»]) = ¥, es una superficie de Cauchy. Luego

asumiendo que el estado de la CFT es puro en >, tenemos que
Scrr(ZUR) = Scrr([Py, Ps] U [P1, P2)) . (4.71)

Esta es la entropia de dos intervalos y como comentamos en la seccién 2.2, la misma es modelo
dependiente. Primero realizamos el analisis para una teoria de fermiones libres, recordando

de la ecuacién (2.51) que

2
Sferm([PzL, Pg} U [PI, PQ]) _ %lOg ( |$13$24$143323| ) |

4.72
|$12»’U34|2919293Q4 ( )

(hemos cambiado la notacién del Capitulo 2 usando A = [x1, x2]U[z3, 24]) donde z;; = z; —x;
, Q; = Q(x;, ;) son los factores conformes que nos llevan al espacio plano C, a su vez hemos

tirado los términos que provienen de los cutoffs y
l’j = epj . (473)

Reemplazando esto tltimo, y teniendo en cuenta los factores conformes (4.39) (4.40), se

obtiene que

c 2 cosh t, cosh t,| cosh(t, — t;) cosh(a + b)|

Sterm (| Py, P3| U [Py, P2]) = = 1o 4.74
term ([P, P3] U [P1, Pa]) 3 ) <inh a cosh (a+b—2ta—tb) cosh (a+b+2ta+tb) ( )
Luego, la entropia generalizada contemplando una isla es
isla z(br
Sgen(IU R) = 2¢OX + — + Sferm([P47 Pg] U [Pl, PQ]) . (475)
sinh a
Buscamos extremos para esta entropia computando aasgg =0,y al tomar t, =t, =0 se
obtiene 6
b¢. sinh(a + b) = 2sinh® a — sinh a cosh asinh(a + b) (4.76)
c

y la existencia de una solucion real para a depende de los valores de b y ¢—(j Sin embargo,
para tiempos largos, siempre existe una solucién real que extrema la entropia generalizada.
Sucede que el limite de tiempos grandes (|Py — P3| < |Ps — Pi| y |P — Pi| < |Ps — P
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) corresponde al limite de OPE de la funcién de cuatro puntos que describe la entropia de

entrelazamiento de la materia, teniéndose que

Sferm([P47 P3] ) [Pla P2]) ~ 2Sferm([Pla PQ]) (477)
_c 2| cosh(a + b) — cosh(t, — tp)|
=3 log ( iha . (4.78)

Debido a esto, la extremizacién de la entropia generalizada también factoriza y deviene en
la extremizacién de la entropia generalizada de 1 intervalo (ambos por separado), teniéndose

(por lo visto en la seccién 4.2.1) que t, =t, y a — o0

; 2¢, c 2| cosh(a + b) — 1| a—00
1
oo =2 Pox + +-lo 2 . 4.7
Sgen ( oX sinha 3 & ( sinha Spit ( 9)

Dado a que la solucién con isla no existe siempre (pero siempre considerandola para la

extremizacién), consideramos también la entropia generalizada de un intervalo, teniéndose

que
SggliSIa(R) = Sfermiones([P4a PQ]) (480)
— glog(Z coshty) 2225 ¢, . (4.81)

Por lo tanto, la verdadera entropia segin el método de la Superficie Cuantica Extremal, es

S(R) = min{gsin sla gislay (4.82)

gen gen

De esta forma recuperamos la curva de Page, pues la entropia que contempla una isla es
menor a tiempos largos (donde ademds siempre tenemos solucién para la isla al extremar) y
el cambio en la entropia que minimiza sucede alrededor del tiempo de Page tp.

Presentamos resultados similares al considerar una materia compuesta por escalares qui-
rales [24], investigando la afirmacién hecha por los autores de que el comportamiento para
tiempos largos es comun a todas las teorias conformes. Recordamos la féormula para la en-

tropfa dada por la ecuacién (2.52)

& |$1356‘24$14$23|2
Squiral([P4> PS] U [Pb PZ]) = 6 IOg (|x12x34|291§2293§24> - U(m) ) (483)

donde U(x) es una integral de funciones hipergeométricas. El anélisis consiste en estudiar
el comportamiento de U(x) y corroborar que no influye en la existencia (e inexistencia) de
soluciones en la extremizacién de la entropia generalizada. En la Figura [4.11] se muestra

el célculo numérico de la funcién dependiente del tiempo. Por iltimo, en la Figura [4.12] se
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muestra el analisis numérico de las curvas de entrelazamiento, verificando el comportamiento

esperado para las mismas.

T T T T T

0.00F

-0.02

-0.04

—-0.06

—-0.08F

-0.10f

-0.14

la

Figura 4.11: Analisis numérico de la funcién U(x) dependiente del tiempo. Notamos principalmente
que la misma tiende a cero para tiempos grandes, teniendo ninguna implicancia en la determinacién

de soluciones de la extremizacién de la entropia generalizada.
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2.5

2.0r

Sk

0.5¢
_ S isla
_ S sin isla

0.0r

Figura 4.12: Anélisis numérico de las entropias de entrelazamiento utilizando las contribuciones de
islas para distintos valores iniciales de by ¢,. Notamos que la adicién del término U (z) en la entropia
de dos intervalos no interfiere con la minimizacién de la entropia generalizada dada por S5t isla y

gen

Sigsgﬁ para tiempos cortos y largos (en comparacién con el tiempo de Page tp) respectivamente.

4.3.2 Replica Wormholes

En este apartado comentamos brevemente las ideas alrededor del truco de réplicas para
justificar la consideracion de islas en la formula para la entropia generalizada. El procedi-
miento general es el mencionado con anterioridad. Se considera la regién R para el truco
de réplicas y las n copias de la variedad original son pegadas ciclicamente a lo largo de la
misma. La diferencia principal, en relacién a lo que sucede para 1 intervalo, recae en las
condiciones de contorno para la integral de caminos gravitatoria. Las mismas son tales que
al aproximar la integral por la suma sobre saddle points, aparecen dos Replica Wormholes
relevantes, como se muestra en la Figura [4.13]. Por un lado, tenemos el saddle ordinario
(o de Hawking), el cual rellena la regién gravitatoria de cada copia por medio del disco hi-
perbdlico. Alternativamente, existe una solucién a las ecuaciones de movimiento que conecta
las copias por medio de una superficie gravitatoria, los llamados Wormholes. La topologia
de esta variedad replicada es la de una esfera con n puntos, y existen 2 puntos fijos ante el
grupo de réplica Z,,. Luego, como hemos hecho anteriormente, traducimos al problema sobre

los orbifolds asociados a cada saddle.
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= >

Figura 4.13: A izquierda la variedad replicada Mn tomando la regién de entrelazamiento R. A

derecha los dos saddles relevantes, el de Hawking y el de tipo Wormhole.

Utilizamos la ecuacién (3.17)

10 Zn ]— —(n— wt
£4n _ ﬁlog< Z e~ (1) Sgen )> — Tiotar[ M] (4.84)

n
i,saddles

donde, en este caso, i = 1,2 y etiqueta el saddle de Hawking y el Wormhole. Notemos que
el saddle de Hawking no tiene puntos fijos ante el grupo de réplica y por lo tanto el orbifold

asociado no tiene singularidades cénicas (M, = M). Esto produce que
Seen(w") = Scrr(R) = Scrr ([P, P)) (4.85)

cuya solucién vimos que era lineal en el tiempo, por lo que vemos que este saddle reproduce el
resultado de Hawking. Por otro lado, en el orbifold asociado a la solucion Wormhole tenemos

dos singularidades cénicas en las posiciones P; y Ps (ver Figura [4.14]), y por lo tanto

Sgen(w') = SEHTUR) (4.86)

gen
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HW.W

My

Figura 4.14: A izquierda se muestra el saddle tipo Wormhole para n = 3 y sus puntos fijos ante
el grupo de réplica Z, (los cuales siguen siendo sélo 2 para n > 2 natural arbitrario, para n = 1
tenemos toda la variedad como punto fijo y para n = 2 una circunferencia). A derecha se muestra
el orbifold asociado con las singularidades conicas en w; y we, los cuales recuerdan a los bordes de
la isla 7.

Si tenemos en cuenta que % = ¢,x + ¢(—a), entendemos que el término de la entropia
generalizada con isla en (4.84) es suprimido en mayor medida debido al término topolégico
d,X. De esta forma, el término de Hawking es el relevante dentro del logaritmo y aquel
que representa la entropia de R a tiempos cortos, pero debido a que crece linealmente
termina siendo suprimido atin mas que el término del Wormhole, recuperandose asi el anélisis
realizado en la subsecciéon anterior.

Para determinar que la posicion de las singularidades cénicas en el orbifold coincide
con aquella que extremiza la entropia generalizada en la formula de Superficies Cuanticas
Extremales, seria necesario resolver la ecuacién de movimiento para la teoria en dicho espacio
y tener en cuenta el efecto del Welding Problem en este contexto. Los autores remarcan que

ain no se tiene un entendimiento acabado al respecto debido a la dificultad del problema.
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Conclusiones

En este trabajo logramos introducirnos en un area de estudio actual y relevante en el
contexto de una teoria de gravedad cuantica.

La propuesta para cuantizar la gravedad a partir de la integral de caminos gravitatoria
resulta prometedora debido a la capacidad que tiene la misma de recuperar resultados cono-
cidos, derivados en distintos contextos y de forma general. A partir de ella, puede obtenerse
la entropia térmica de un agujero negro utilizando inicamente dicha solucion en el desarrollo
de puntos estacionarios. Esto da la pauta, en analogia a lo que sucede con la entropia de
sistemas termodinamicos estadisticos, de que las soluciones gravitatorias a las ecuaciones de
Einstein son de alguna manera estados macroscépicos, cuyos estados microscépicos compati-
bles asociados corresponden a distintas configuraciones geométricas mas exdticas. A su vez,
la integral de caminos gravitatoria permitié derivar la formula para la entropia generalizada
con islas, la cual nos permite computar entropias de entrelazamiento en un contexto gravi-
tatorio holografico. En palabras de Ahmed Almbheiri : “Gravity knew about holography before
Juan”, entendiendo de alguna forma que la integral tiene codificada los aspectos holograficos,
descubiertos inicialmente en el contexto cuerdista.

Si bien el entendimiento general de la Paradoja de la Pérdida de la informaciéon en agujeros
negros esta lejos de estar acabado, aquellos resultados analizados en el modelo de juguete de
gravedad JT y una CFT permiten derogar la clasificacién de Paradoja a Problema. El error
de Hawking fue utilizar una férmula incorrecta para la entropia de entrelazamiento, siendo
las islas que aparecen en la entropia generalizada, aquello que logra difuminar (al menos
parcialmente) la tensién que existia entre la evolucién unitaria de una teoria cudntica y la
gravedad.

Por ultimo mencionamos algunos de los innumerables temas para entender a futuro, como
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por ejemplo la reconstruccion del interior de agujeros negros y el acceso a la informacién en
ellos por medio del entrelazamiento, como también entender en mayor medida el truco de

réplicas para n arbitrario al calcular la entropia para dos intervalos.
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Apéndice A
Ecuaciones de Movimiento JT

Variando la accién del bulk de (4.3), obtenemos

Oy = /\/g(R +2)0¢ + / VIPS (R +2) + /¢(R+ 2)6(\/9) - (A.1)
Luego la ecuacion de movimiento asociada a ¢ es
R+2=0, (A.2)

y por lo tanto el término que varia la raiz del determinante de la métrica se anula en soluciones
a las ecuaciones de movimiento.

Al variar el escalar de curvatura se tiene que
dR =10 (9" Ru) = Ruog"” + g""éR,, , (A.3)
y utilizando la identidad de Palatini y el hecho de que la conexion es métrica se obtiene que
OR = R,,09"" + V" (V09 — 9"’V 100,,) (A.4)

y tenemos que

/ N / VIORWbg" + / VIOV (V0. — 679 100p) (A5)

El segundo término tiene que manipularse de forma tal de obtener derivadas para el campo

dilatonico

OV* (VY09 = 9"V u0up) =V (6 (V769 — 97V 1169up)) — (V*0) (V091 — 9"V 10Gus)
(A.6)
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y ademas

VHOV g = V* (VF8g,) — VEVY 369, (A7)
YV bGPV 5 = V0 (VP96 0,,) — VNV b5 54, (A.8)

Entonces llegamos a que (A.6) es una derivada total, mds un término proporcional a la

variacién de la métrica
OVH (VY09 — 9"V u0gyp) = VH (%) + (VIVYO = V;V709") b9 (A.9)
y por el teorema de la Divergencia vemos que (A.5) queda

/ VI (—R" o+ VN — V,Vhg") 6g,, + términos de borde . (A.10)

Usando que en dos dimensiones RF = %g““ = —g", y el hecho de que en la accion
original tenemos el contratérmino de Gibbons-Hawking, llegamos a que la ecuaciéon de mo-

vimiento para el dilatén es

VAV ) — g™V oV + g™ d =0 . (A.11)
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Apéndice B

Derivacion de la accion Schwarziana

Cuando en el disco hiperbdlico no tenemos singularidades cénicas, la acciéon de gravedad
JT puede llevarse a una de tipo Schwarziana definiendo una curva I' = (6(7),v(7)) en
regiones cercanas al borde del disco hiperbdlico y calculando la curvatura extrinseca sobre
dicha curva, a la vez que realizar un desarrollo en potencias de ¢, el parametro que da cuenta

de la cercania al borde. En el gauge conforme

ds* = e*dwdw , (B.1)
tenemos que la ecuacién R = —2 se reduce a
—40,0pp +€* =0, (B.2)
con solucion A
e =—" (B.3)
(1= w]?)
En este caso la accion queda
, 1
I~ /dT{ew(T), T} 4+ logZcpr = /dT{@(T),T} + 50’ + logZcpr . (B.4)

Sin embargo, al introducir singularidades cénicas el problema se complica. Para estudiar este
caso seguiremos de cerca el procedimiento presentado en [9].
Consideremos singularidades cénicas de déficit o en el interior del disco hiperbdlico. La

ecuacion para la curvatura en el gauge conforme queda

—40,0p + €% = « Z 6 (w — w;) , (B.5)
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con w; la posicién de las singularidades. Esta ecuacion tiene como solucion

2P = 2Pop?0r = —4 2625” , (B.6)
(1 —|w]?)

es decir, la solucién del caso sin singularidades perturbada, teniendo que
U(o) para |w|—1, (B.7)

con U(f) una funcién que depende de las posiciones de las singularidades. Luego, tenemos

que la métrica es

p _ _ddwdw [0 2
e T (1 Z(1—ul) U(6)+...> . (B.8)

Definimos ahora variables v y 6 tal que w = e™7e y expandimos la métrica cerca del borde,

es decir para v — 0

dw = —e e (dy — idh) diw = —e e (dy +id) (B.9)
Adwdo  4e~21(dy? + d6?) 1\, .
(1 —|w|?)? - (1 —e27)2 - (sinhv) (dv” +db7) . (B.10)

Teniendo en cuenta la serie de Taylor del seno hiperbédlico y luego aproximando v — 0

llegamos a que

1 2 1 1 ’ 1 1
2 2y _ 2440 = | = — = 2 4 d6? B.11
(Sinhv) (7" + d°) ? (1 ’ ) ay"+db") [VZ 3} & a )

v + 5+
y entonces
4dwdw 2 1 1 2
ds* = ——— (1 - Z(1 — O +...) = |—= —=| (dy*+db*) (1 - ZH2U + ...
@ = S (10 o)+ ) = 55— 5| @ ea) (1= 30+

(B.12)

1 1 9 9 B
= ¥—§(1+2U) (dy* + d6?) (B.13)

, do*+dy? 1 9

Recordemos que la condiciéon de contorno para la métrica es que en el borde tengamos

ds® = de—f (en coordenadas y = o + it y 0 = 0). Igualando ambas métricas, teniendo en
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cuenta que 6 = 0(7), que v = ~(7) y primando las derivadas obtenemos

9/2 +'Y/2 1 d7_2
ds* = { o S+ 2U)6’2} dr* = — (B.15)
2
(xv?e?) — AP=¢ {9’2 + 72— %(1 + 2U)9’2} (B.16)
2
72 (1 +50 2U)0’2) = (07 + ) (B.17)
Loise) o 72 =07 ++7) 1—5(1+2U)9’2 (B.18)
1+e 3
€2 ’Y/ 2 €2

V=207 |1 — §(1 +20)0” + (9—) (1 - 5(1 + 2U)9’2>

(B.19)

Asumimos que v = €6 + O(e®) (como aquello que sucede para el caso sin singularidades

conicas)

1/

2 2
7? = 202 [1 — %(1 +20)0"7 + € (%) + O(e")

14 (% (%)2 _ éa + 2U)9’2> 4 0(64)] | (B.21)

Ahora que hemos podido relacionar las componentes de la curva I' = (6(7), (7)) cuando

(B.20)

v =€l

la misma se encuentra cerca del borde, podemos calcular la curvatura extrinseca
K =t""V,n, , (B.22)

siendo t el vector tangente a I' y n el vector normal a la misma en cada punto. Para esta
parte del célculo es suficiente con que v = €’ y despreciar las correcciones en €. Buscamos

t y n teniendo en cuenta que

I'=(0,¢0") (B.23)

I
L= m (B.24)
107 = /(0 7) = /gl (B.25)
= \/900<F0)2 + g'y'y(fw)Q . (B.26)
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Sabemos por (B.13) que ggo = ¢y = v% — 3(1+2U) y g9y = goo = 0 sobre los puntos de la

curva. Luego

. 9/2 0 9/2 0 1
T[] = 2t O(e) =\ 5gn +O(") =~ (B.27)
/ /!
o ’fa ) _ (0, 207 (B.28)
n = (0", €t , (B.29)

siendo la condicién de ortogonalidad 6'n’ + €§"n” = 0 y ademés n? = 1 usando la métrica

(B.13). La curvatura extrinseca de I" es

p 636)/3
K= t“t”V“ny = —(t )2F799n7 = — 87g99 s <B30)
donde hemos usado que la conexion es
1 1
Lyp9 = B} (39997 + 399% - ygﬁﬁ) = ) ~v966 - (B'?’l)

Ahora utilizamos las siguientes identidades

o8, 90 o

= — = — = — B.32
do Ot 0o or 7 (B-32)
1
900 = or2 +,Y/2977’ (B.33)
y obtenemos que
S o 32 ) 3

K= —59 0 a'yggg = _Eﬁ (1 + O(E )) aggﬂ— = —580—97—7— . <B34)

La derivada de la métrica queda

20y 2dU 06 1 1 1 o0’ o'

OpGrr = | ——=ot — =———| (0% +~7 — —(1+2 20— + 2y —- B.35
g [7300 3d980]< +7)+{y2 51+ )_( aa+780)’( )

y utilizando nuevamente las identidades obtenemos que

[ 200 2dU 1 1
8UgTT = —? —f—%ﬁ} (8/2 + ’7/2) + |:¥ - M (29%-7”) + 2’)//8) <B36)
T2 1 _
— _? (0/2 4 7/2) + ,}7 (_20/7// + 2&”7/)} (B37)
- 29/3 29/629”2 29//?
ol 1 > ] , (B.38)
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donde hemos tachado términos que al final de la cuenta van como €* debido a que no tienen

ningin 7 dividiendo que los ayude a reducir el orden en este pardmetro. Utilizando (B.21)

notemos que

20" 20" L1 /0m\* 1 )
— 73 = —630/3 (1 —36 [5 (y) — 6(1 +2U)9/

20/ 20/ 2 /0" 2
E - (y) (1+0(e%)

)

20 (14 0() 20

€202 e

20"y 2070 (1+O(e2)) 2 [(0"\*
~2 - 2072 —\y ) ¢

y juntando todo, tenemos que K queda

1%

€3

63 2 2 0// 20/// 2 9//
k=g a1 HT) ) ]

9///
_ 2
(\/)+6—9/

170" 2 1 9"
1 _92|= . 2 2
=1-3¢ [2(9/) 6(1+2U)0 +€_9/

=1+¢é

9" 370" 2 1 .
7‘5(@) * (5”)9

K=1+¢€ [{G,T}Jr (%JFU) 9’2} .

Reemplazamos esta curvatura extrinseca en la accién de gravedad JT y obtenemos

20, [dr 9 1
Iyp = — 20K — 1) = — |1 -
- A7 /E)M ( ) 47T€/ € { te {{Q’T}jL (2 +U

JJTzf—;/dT [{9,7’}+ (%+U) 9’2] :

/

)7

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)
(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.AT)

(B.48)

(B.49)

Este es un resultado general de una teoria de gravedad JT modificada sin trucos ni

soldaduras de por medio. Veamos que este resultado es equivalente al mostrado en (4.53).

Si tenemos 1 singularidad cénica de déficit 27 (1 — %) ubicada en A = e~ en el interior del
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disco hiperbdlico, la transformacion (4.52) uniformiza el disco hiperbdlico de forma que la

singularidad cénica desaparece. En coordenadas w = e 7e? la accién Schwarziana queda,

I = f—;/dT{é(T), T} + %é'g : (B.50)

Utilizando la regla de la composicién para la derivada Schwarziana, notamos que
Or / 1 1 1 (1 — A2)2 /2
Iyp=— [ dr [{0 ———(1l—-=)=—0 B.51
=g [ A0 {573 n? ) 11— Aci|s ’ (B-51)

y al igualar (B.49) con (B.51) obtenemos que

1 1 1 — A?)?
) =—; (1 - E) W . (B.52)

Para buscar la ecuaciéon de movimiento de la teoria extremamos respecto de 6

1 27!
—8Iyr = —;b—;/dT {07} + (92‘, +U) 07 50 . (B.53)

A priori la accién de la CFT no depende de #, sin embargo, al realizar perturbaciones
de la forma 6 — 0 = 6 + 60 se inducen cambios en T,,. Para ver esto primero definimos
coordenadas locales complejas logw = v + i cerca del borde. En la regién plana, por fuera
del disco hiperbélico, tenemos coordenadas y = o +47. Sobre la identificacién tenemos o = 0

y por lo tanto
logw = i0(1) = i0(—iy) . (B.54)

Si realizamos una perturbacién en 6 tenemos que

i0(—iy) — i0(—iy) = i0(—iy) + i06(—iy) # i0(—iy) (B.55)
y como hemos cambiado la identificacién que teniamos, cambia soluciéon a la ecuaciéon de
movimiento y por lo tanto la fisica. Para solucionar este problema, debemos compensar con

una transformacién de y — § =y + & (con £ < 1) (ver figura [B.1]) de forma tal que

0(—i) = 0(—iy) (B.56)

0(—1y) + 60(—ig) = 0(—iy) (B.57)

O(—ily +€)) + 00(—i(y + €)) = O(—iy) (B.58)
g +i€0'(—iy) + 60(—iy) = Ol—g] (B.59)
00(—iy) = —i0(—iy) (B.60)
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00(—iy)

7 (=iy) (B.61)

& =i

O(v /é(f) |

-

— — —

\

6—>6-0+5¢0 M

Figura B.1: A izquierda la identificacién 6 en funcién del tiempo euclideo. Luego de realizar una
variacion en 6 se induce una variacion en y, que se extiende al interior de la regién plana hasta una

distancia tipica o,. Esto produce una dependencia indirecta en el tensor de energia impulso en 6.

La idea es que esta deformacién de 6 es local, y por ende la repuesta de y también esta
localizada en las cercanias del borde. El hecho de que ante una variacién de 6 se induzca una
variacién en las coordenadas y, genera que el tensor de energia impulso dependa indirecta-
mente de esta variaciéon. Para escribir la perturbacion extendiéndose al interior del espacio
plano, suavizamos con una funcién h(o) que muera réapido yendo al interior

=S o=ty

con h(0) = 1y que decrece rapidamente a mayores valores de o, como por ejemplo el escalén

h(o) (B.62)

de Heaviside h(o) = ©(0, — o) para g, < 1. Este cambio en y a su vez induce una variacién

en la métrica

_ ogvy\ . _ 087\ =
dy=dy—d& ~ (1 ———)d dy=|1——=—)d B.63
yy§<ay)y y(ay)y (B.63)
ds* = dydy = dydy — 20, dj"dg, —  0guw = =20, - (B.64)

Usando la definicién del tensor de energia momento 7}, = :/_g(sg% log Z vemos que
1 -

dlogZ = —§/dgpda (T,,09% + T5509"Y) (B.65)
— -2 [ dpdo (1,0,6" + Ty0,87) (B.66)
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Capitulo B — Derivaciéon de la accién Schwarziana

donde se considera que la métrica de fondo es plana para y que la traza del tensor de energia

momento es cero (y que 0¥ = 0;). Las derivadas de las perturbaciones son

_id0(=iy) , (y+y g 100(=i),, (y+7
aﬂfy_éef(—iy)h( 2 ) %’ = 29’(—iy)h( 2 ) (B.67)

donde usamos que las derivadas son holomorfas o antiholomorfas, y por lo tanto aporta la

derivada de h, que es /(o) = —6(0 —0,). Integrando (B.67) en o y tomando el limite o, — 0

de forma tal que ¢ — 7y —iy — 7 obtenemos

: 00
dlogZ =i / dr (T, — Tyy) 7 (B.68)
Con lo cual igualando a (B.53) finalmente obtenemos
;b—; - [{€77), 7+ U0)07] =i (Tyy — Tyy) |- (B.69)
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Apéndice C

Solucién linealizada del Welding

Problem

La solucién al Welding Problem consiste de dos funciones F' y G que mapean dos coronas
distintas del plano complejo a un nuevo espacio parametrizado por z, dada una prescripcién
de pegado () de los bordes de cada corona. Existen transformaciones intermedias y finales
que pueden alterar o no la prescripcion y las soluciones. Sobre el plano complejo puede
actuarse con el grupo SL(2,C) (isomorfo al grupo de Mobius) moviendo los puntos del
plano incluyendo al infinito. Por ejemplo la transformacién p = ﬁ trae el infinito a z,.
Esto arroja cierta ambigiiedad en cuanto a la posicién del polo que pueda tener F' o G.
Por esto se pide que F(o0) = 00, que equivale a restringir SL(2,C) a aquel conjunto de
transformaciones que dejen quieto el punto en infinito. Estas son las traslaciones, rotaciones
y dilataciones, y ninguna de ellas modifica la prescripcién 6(7). Por otro lado antes de
resolver el problema, tenemos al grupo SL(2, R),, actuando por separado en cada corona.
Pero aunque cada grupo preserva el circulo |w| = 1y |v| = 1, la prescripcién es modificada al

transformarse e’

o €' respectivamente. Estas transformaciones no estédn en pie de igualdad.
Si actuamos con SL(2, R),, sobre el disco hiperbdlico y las posiciones de las singularidades
cénicas w;, el integrando de la accion Schwarziana resulta invariante. Esto se interpreta como
una redundancia de gauge sobre el disco hiperbdlico. Sin embargo al actuar con SL(2, R),
sobre la corona exterior del plano complejo (la regién plana) transformamos 7 y la accién
queda modificada, y por lo tanto éstas no representan una simetria.

En esta seccion estudiamos las soluciones G y F', holomorfas en la corona interior y
exterior del plano complejo respectivamente, en el limite en que la prescripcion difiere de la

identidad por una pequena perturbacién 6(7) = 7 + d0(7), con §6(7) fijo.
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Capitulo C — Solucién linealizada del Welding Problem

Expandimos en modos de fourier

l=00 =2
Or)=7+ ) cne™ . Gw)=w+) gu' , Fl)=v+) fo'. (C)
=0 l—o0

La condicién de pegado es que

G (ww(T)) = F(e) con O(1) =7+ 06 (C.2)

ei@ + Zgleilﬁ _ 62’7— + Z fleilT (C3)
(X +80)e™ + 3" g (1+30)e™) =&+ fiel” (C.4)
Z-Zcmei(mﬂ)r 4 Z (91 +igl Zcm€¢m7> il — Z feilm (C.5)

donde usamos que €™ = ¢ ~ (1+66)e'™, que (1+60) ~ (1+il60) y que 60 = > ¢,e™.

A primer orden en los coeficientes ¢,,, g;, f; obtenemos

00 00 2
Z iCmei(m+1)T + Z gleilﬂ- _ Z fleilﬂ- (C6)
—o0 0 —00
=400
Z [Z‘CI,1 + g, — fl] el =90. (C7)
l=—00

habiendo redefinidom =1—1y f; =0Vl > 2y g, =0 V] < 0. Luego obtenemos que

icj_1 = — [ >2
1—1 gi (C.8)
Z'lelzfl lg—l

Existe una ambigiiedad al poder actuar con SL(2,C) que es removida al pedir que G(0) =0

y F(v) = v + cte para v — co. Esto equivale a tres condiciones para los modos

lim w + > gw' =0 s{g, =0 (C.9)
, 1
}Lralov—i-fgf—l—flv—i-fo—l—Zf,lﬁ = v+ cte <:>, (C.10)

>0

y entonces

ic_1 = —3q [ >0

i1 = fi <0

(C.11)
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Capitulo C — Solucién linealizada del Welding Problem

. 1" "
Ahora analizamos como queda v*{F,v} = v* <1;, -3(&

miento en (4.57). Primero notamos que si nos quedamos a primer orden en fj, el Schwarziano

2 - .
) ) para la ecuacion de movi-

se reduce a {F,v} = F" pues el segundo término es como minimo cuadrético, y en el primer

término - ~ 1+ fi(cosas). Luego

{F v} =F"= li 11— 1)1 —2) f'3 (C.12)

l=—o0
m=—1
m=1—1 = Z m(m? — 1)ic,v™ 2 (C.13)
m=—1
v {F v} = Z m(m? — 1)ic,v™|. (C.14)

Por otro lado, notemos que

5{ei0(7),7} - {ei(7+(59),7_} _ {61'7'7 7_} — 50" + 50 — — Zicmmiieinw + ZicmmeimT

: (C.15)
= — ( _Z m(m? — 1)2’cmeim7) : (C.16)

Podemos relacionar (C.14) con (C.15) a través de una transformada de Hilbert. Definiendo la
accién H-e™" = —sgn(m)e™ notamos que 3(1+ H) proyecta sobre los modos de frecuencia

negativa de una funcién escrita en modos de Fourier. De modo que

v {F v} = —6{T 1} = —% (1+ H) ((66)" + (60)") . (C.17)
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