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Resumen

Al dia de hoy, mientras que la interaccion gravitatoria es bien entendida cldsicamente en
el contexto de la relatividad general; su descripcion en el marco de la mecdnica cuantica
permanece desconocido, posiciondndose como uno de los grandes problemas abiertos en la
fisica tedrica contemporanea. En este contexto, la Teoria de Cuerdas emerge naturalmente
como el unico candidato para una teoria cudntica consistente de la gravedad. Si bien esta
ultima es aun una teoria en desarrollo, una de las obstrucciones que rdpidamente se eviden-
cian es la necesidad de alcanzar escalas energéticas inaccesibles a las capacidades técnicas
y tecnoldgicas actuales para comprobar algunas de sus predicciones en experimentos de
particulas. Esto motiva, sin embargo, la busqueda de efectos de cuerdas observables a bajas
energias. En esta linea es que se desarrolla el estudio de acciones de campos efectivas de
bajas energias, las cuales son construidas como una expansion perturbativa en el pardmetro
de la cuerda fundamental &’. De esta forma, a orden cero en &’ la accion efectiva correspon-
diente reproduce las ecuaciones de la relatividad general en sus ecuaciones de movimiento,
mientras que a ordenes siguientes lo que encontraremos son correcciones a las ecuaciones

de la relatividad general.

Esto ultimo, habilita a su vez la posibilidad de estudiar los efectos de cuerdas como
correcciones a las soluciones de la relatividad general, las cuales podrian ser observables
a escalas cosmoldgicas. Sin embargo, una limitacion en el estudio tradicional de las
acciones efectivas es la necesidad de calcular amplitudes de dispersion de cuerdas para la
determinacién de las mismas. Mas precisamente, cada orden en &’ requiere incrementar
en -el equivalente a- un loop el calculo de las amplitudes. Esto hace que el célculo de las
acciones de bajas energias se vuelva rdpidamente imposible de realizar analiticamente. De
forma computacional lo maximo que fue posible calcular son las correcciones de orden
ctibico en &’. Sin embargo, recientemente han sido publicados una serie de trabajos [3]],[4]
que presentan un acercamiento alternativo para el calculo de estas acciones; fundados en la
utilizacion de las simetrias de la teoria de cuerdas como requisito de consistencia para la
construccion de acciones de bajas energias. En particular, una de las simetrias que hacen
posible este enfoque es la denominada B-symmetry; la cual emerge de la propiedad de

T-dualidad que presentan las teorias de cuerdas al ser compactificadas en toros T?,

En este trabajo, se presenta como contribucién original la verificacion analitica de la

invariancia frente a transformaciones § en la accién efectiva de bajas energias a orden a';



asi como el andlisis del comportamiento de la accion frente a estas transformaciones. A fin
de brindar el contexto necesario para comprender completamente los resultados obtenidos,
se presentard en las seccion 1 y 2 una introduccioén a la teoria de cuerdas y su formulacién
elemental. En la seccion 3 se describira con mayor detalle el calculo de acciones efectivas
de bajas energfas hasta primer orden en &', pasando por los distintos esquemas de campos
en los cuales tipicamente se escriben. En la seccion 4 se describira el origen de la simetria
de T-dualidad ante compactificaciones toroidales, y el efecto de la compactificacién sobre
las teorias de campos de bajas energias. En la seccidn 5 se buscard describir el origen de
la novedosa simetria B, mostrar la invariancia de la accién a orden cero en &’ y calcular
las correcciones de las transformaciones a orden a’; de forma de presentar los recursos
necesarios para verificar en la seccién 6 de forma analitica la invariancia de la accién
a primer orden en &’ en el esquema de Bergshoeff De Roo. Finalmente, en la seccién
7 se realizard una repaso breve de lo estudiado a lo largo de este trabajo resaltando las
principales conclusiones extraidas y planteando estudios futuros que se desprenden del
mismo. En el apéndice A se encontrard ademads el calculo explicito de las correcciones a
la relatividad general obtenidas a partir de la accion de cuerdas de bajas energias a primer

orden en a’.
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Simetria de T-dualidad en las correcciones de cuerdas a la Relatividad General

1 Introduccion

1.1 La historia de la unificacion

La historia de la fisica moderna ha estado marcada por la unificacién de teorias; fendmenos
inicialmente estudiados de forma independiente son reconocidos como partes de un mismo

mecanismo subyacente y las teorias originales son ajustadas para reflejar esta identificacion.

Como caso paradigmatico, podemos tomar a la teoria electromagnética. En sus ini-
cios, la electricidad y el magnetismo fueron analizados como fenémenos independientes;
siendo la electricidad descubierta primero en las investigaciones de Henry Cavendish y
Charles Augustin de Coulomb entre los afos 1771 y 1785. El fenémeno del magnetismo
comienza poco después a ser estudiado, pero siempre considerdndolo como un fenémeno
independiente del anterior. Es recién entre los afios 1819 y 1825 que los estudios de Hans
Christian Oersted, Jean-Baptiste Biot, Felix Savart y Andre-Marie Amperé determinan que
las corrientes eléctricas generan campos magnéticos. En el afio 1831, Michael Faraday
muestra que la variaciéon de campos magnéticos genera a su vez campos eléctricos. Si
bien estas relaciones entre fendmenos inicialmente independientes se vuelven conocidas,
las ecuaciones que las describen resultan ser inconsistentes en su conjunto. Fue James
Clerk Maxwell quien en el afio 1865 logra construir un conjunto de ecuaciones -conocidas
en la literatura como Las ecuaciones de Maxwell- las cuales son capaces de recuperar
los resultados conocidos de una forma matemédticamente consistente. Como puede verse,
este fue un caso en el cual la unificacion de las teorias eléctricas y magnéticas en la teoria
electromagnética no fue opcional, sino que fue necesario para describir de forma consistente

a la naturaleza.

El siguiente cambio de paradigma, fue introducido por Albert Einstein a principios del
siglo XX con la Teoria de la Relatividad Especial; en este contexto no son fuerzas las que
se unifican sino los conceptos de tiempo y espacio. Esta ultima fue generalizada para el
afio 1915 a la llamada Teoria de la Relatividad General; en la cual la gravedad emerge
como una consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo, proveyendo una descripcion
geométrica para esta fuerza. Paralelamente, durante la primera mitad del siglo XX fue
generado un cambio de paradigma quizds mas profundo que el anterior; el desarrollo de
la Mecénica Cudntica. Al dia de hoy, la mecanica cudntica muestra ser el marco correcto

para el desarrollo de toda tedrica valida a escala microscOpica. A fin de obtener una teoria
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1 Introduccién

consistente en los términos mencionado anteriormente, uno quisiera poder construirla de
forma tal que se encuentre basada tanto en los principios de las mecdnica cudntica como
en los principios de la Teorfa de la Relatividad; pudiendo describir ademads las cuatro
fuerzas observadas en la naturaleza: Fuerza Electromagnética, Fuerza Fuerte, Fuerza Débil
y Fuerza Gravitatoria.

Las primeras tres fuerzas fue posible incorporarlas dentro de una llamada Teorfa Cldsica
de Campos. A partir de esta ultima, aplicando los métodos candnicos de cuantizacion
que logran llevar una teoria cldsica a una teoria formulada en el marco de la Mecénica
Cuantica, se llega a la Teorfa Cudntica de Campos (TCC); en donde las particulas portadoras
de las distintas fuerzas son excitaciones de campos cudnticos. En TCC, fue posible
incorporar un modelo unificado para la Fuerza Débil y la Fuerza Electromagnética llamado
Electrodindmica Cudntica (o QED por sus siglas en inglés); mientras que la Fuerza Fuerte
conforma la denominada Cromodindmica Cudantica (QCD). La combinacién del sector
electrodébil y el sector de color, conforman el Modelo Estandar de Fisica de Particulas. El
Modelo Estandar logra describir procesos que ocurren a escalas microscopias y energias
muy elevadas con una precision inmensa. De hecho, el momento magnético del electron
predicho en este modelo ha sido contrastado experimentalmente con una precision relativa

de 1.3 - 10713, convirtiéndose asi en la prediccién mas precisa de la historia de la ciencia.

1.2 Limitaciones de los Modelos Actuales

A pesar de los logros notables del Modelo Estandar, actualmente el mismo presenta una
serie de limitaciones. Quizds el mas importante de ellos es el hecho de que no describe a la
interaccion gravitatoria.

A fin de incorporar la interaccion gravitatoria de forma satisfactoria en el marco de una
teoria cudntica de campos, siguiendo el mismo procedimiento realizado con la fuerza fuerte

y la fuerza electrodébil, seria necesario:

1. Construir una Accién tal que las Ecuaciones de Eintein de la Relatividad General

emerjan a partir del Principio de Minima Accidn.

2. Aplicar el proceso de cuantizacion a la accidn anterior, pasando de una Teoria Clésica
de Campos a una Teoria Cuantica de Campos. En este punto, las excitaciones del
campo cudntico asociados a la gravedad serian las particulas portadoras de esta

fuerza; los gravitones.
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El primero de los puntos anteriores es posible obtenerlo, dando origen a la accion

conocida como Accion de Hilbert-Einstein

ct A
5_16 G/R\/—gd X, (1)

T

De esta forma, vemos que en el marco de una teoria cldsica de campos la gravedad
es posible describirla adecuadamente de manera unificada con las otras interacciones
fundamentales de la naturaleza [16]].

Sin embargo, se puede mostrar que al intentar aplicar el método de cuantizacion
descripto en el segundo item, se llega a una teoria no-renormalizable [22]. Si bien este tipo
de teorias tienen capacidad predictiva dentro de ciertos rangos de energia (ver trabajos [10],
[9]), no poseen la completitud ultravioleta, por lo que a energia suficientemente alta dejan
de valer. Es en este contexto que la teoria resultante suele ser utilizada para un tratamiento
efectivo de gravedad cudntica

Llegado a este punto, vale la pena introducir el siguiente esquema; en el cual se
visualizan las limitaciones del panorama actual al intentar describir procesos que requieran
de Gravedad en Interaccidn con las otras fuerzas de la naturaleza

1/l

p

Classical
Physics

M/Mp

Figure 1: El esquema representa de forma cualitativa el rango de validez de las teorias con-
tempordneas. Se puede ver que no es posible describir procesos que requieran una
descripcion a escala microscopica de la gravedad a escalas de energia elevadas. Figura
extraida de [23)].



1 Introduccién

Como puede verse en la figura (I]), al no contar con una teoria que logre describir la
gravedad en el marco de la Mecédnica Cudntica de forma bien comportada a altas energias,
no es posible describir procesos microscopios que ocurran en regiones del espacio-tiempo
con curvatura suficientemente elevada.

En particular, este es el caso de:

* El universo temprano. Al dia de hoy es ampliamente aceptado en el drea de la
cosmologia que en los momentos proximos al Big Bang el universo debi6 sufrir una
etapa inflacionaria, descripta por una expansion exponencial del factor de escala.
Esta etapa involucra procesos realizados en una regiéon de enorme curvatura, la
cual requiere de una descripcion en términos de gravedad cudntica para poder ser

estudiado.

* El interior de Agujeros Negros. Las Ecuaciones de Einstein formuladas en el
marco de la Relatividad General predicen la existencia de Agujeros Negros como
una estructura geométrica del espacio-tiempo. Los trabajos de Stephen Hawking
realizados en el rango de la validez de la Teoria Cudntica de Campos demuestran
que la existencia de Agujeros Negros trae aparejada que estos objetos cuenten con
un comportamiento termodindmico; el cual no es posible derivar de la Relatividad
General por si sola. Una descripcion consistente de Agujeros Negros y los procesos
que se desarrollan en su interior deberian ser realizada desde una teoria cuantica de

la gravedad.

De forma adicional a los limitaciones de los modelos contempordneos descriptos
anteriormente, existen argumentos “estéticos” que indican que debe existir una teoria
superadora al Modelo Estdndar; como la enorme cantidad de particulas que son necesarios
incorporar en el modelo y los mas de 20 parametros adimensionales que es necesario
incorporar “a mano” para tener una descripcién completa.

En cualquier caso, se ve que la necesidad de contar con una teoria consistente de
gravedad cudntica no es opcional. A fin de poder explicar los misterios de nuestro universo

-0 al menos pretenderlo- serd necesario el desarrollo de una teoria unificada de la naturaleza.

1.3 La Teoria de Cuerdas como candidato a una teoria unificada

Si bien la teoria de cuerdas surge inicialmente a fines de la década de 1960 en el estudio de

Non-Linear Sigma Models; actualmente es considerada como la candidata por excelencia a
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una teoria unificada de la fisica.

En la Teoria de Cuerdas la unificacion es profunda; los constituyentes elementales de la
materia no son particulas puntuales sino filamentos unidimensionales. En efecto, en este
contexto las distintas particulas del modelo estdndar surgen como los distintos modos de
vibracion de la cuerda fundamental. Los gravitones (bosones de espin 2), en particular,
surgen del modo cero.

Es importante notar que la teoria de cuerdas surge de la cuantizacion de la cuerda
fundamental y predice la existencia de gravedad; por lo tanto es per se una teoria cuantica
consistente de la gravedad.

De forma adicional, es posible construir acciones efectivas de bajas energias en donde
es usual incorporar en el background las tres particulas no masivas predichas por esta
teorfa: el dilaton ¢, el graviton Gy, y los campos de Kalb-Ramond B,,,. Haciendo esto a
orden cero en &', lo cual es equivalente a solo considerar procesos a nivel arbol en TCC, y
calculando las ecuaciones de movimiento son recuperadas las Ecuaciones de Einstein de la

relatividad general

1
R;u/ - Eg;u/R = T;u/ . (2)
Mas aun, repitiendo el procedimiento ahora a orden 1 en &’ es posible obtener correc-

ciones a la relatividad general

Ryy — %gva + asz vav/\RavyA + égvaaApﬁRgApﬁ - %RyApﬁRv/\p’B =Ty, (3)
donde los parametros a y b que aparecen en la ecuacion (3)) estan bien definidos y toman
valores concretos dependiendo de que tipo de teoria de cuerdas se este considerando. Este
tipo de resultados obtenidos a partir de acciones efectivas de bajas energias serdn analizados
con mayor detalle en la seccién [3]

Por otro lado, un resultado peculiar de la Teoria de Cuerdas es que para que la misma
no tenga anomalias, la dimension del espacio-tiempo debe ser 10 en el caso de la cuerda
super-simétrica. Esto es distinto a lo que sucede en el Modelo Estdndar, en donde la
dimension del espacio tiempo se fija para que coincida con las 4 dimensiones observadas.

Pero entonces, ;que sucede con las 6 dimensiones adicionales que predice la teoria?
Dado que el espacio-tiempo es curvo nada impide, por ejemplo, que una dimension se curve

sobre si misma de forma que la misma sea inaccesible en experimentos realizados a baja
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energia. Este tipo de estructuras son los denominados espacios compactos 'y se cree que las
6 dimensiones adicionales predichas por Teoria de Cuerdas son compactificadas, de forma
que existen en la naturaleza pero no fueron observadas hasta el momento.

Si bien este concepto puede resultar anti-intuitivo, lo cierto es que hay otro tipo de
teorfas fisicas que hacen uso de la compactificacion de dimensiones superiores para explicar
la presencia de interacciones efectivas a bajas energias: Las teorias de Kaluza-Klein. Este
tipo de Teorias fueron primero estudiadas por Theodor Kaluza en 1919 [14] cuando mostré
que aplicar las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo de 5 dimensiones, con una de
ellas compactificada en un circulo, daba origen a gravedad en 4 dimensiones acoplado con
electromagnetismo. La compactificacion de Kaluza-Klein seré discutida en profundidad
durante la seccion @.1] Este tipo de comportamiento junto a la prediccién de 6 dimensiones
adicionales a las observadas, llevo a la comunidad cientifica a conjeturar sobre la posibilidad
de recuperar el Modelo Estandar con la eleccion adecuada del espacio interno. Si bien
muchos fisicos actualmente trabajan en esta busqueda, se aproxima que existen alrededor
de 10°% espacios en los cuales serfa posible compactificar. Esta es el denominado problema
del Landscape, uno de los principales desafios que tiene la Teoria de Cuerdas por delante.

Otras de las limitaciones es que muchos de los resultados en este contexto han sido
obtenidos a partir de desarrollos perturbativos, los cuales presentan dos inconvenientes

principales:

* El calculo de las correcciones a cada orden no son simples de obtener. En el caso
de acciones de bajas energias, la correccion a cada orden requiere del calculo de
amplitudes de scattering en donde para incrementar un orden en &’ es necesario
calcular las amplitudes a un loop adicional. De esta forma, lo madximo que fue

posible calcular fueron las correcciones a orden cubico.

» Las expansiones perturbativas tienen un rango de validez determinado. En general la
estructura del resultado obtenido en la ecuacidn (3)) se repite a ordenes siguientes;
teniendo términos de la forma &’" (Rieyman)”. Es claro que para poder despreciar
términos de orden superior es necesario asumir que las potencias del tensor de
curvatura no compensan las de a’. En el interior de agujeros negros, por ejemplo, es
probable que estas hipdtesis dejen de ser ciertas y por lo tanto se requiera considerar

la serie perturbativa en su totalidad para obtener predicciones confiables.

Por este motivo, vemos que obtener resultados no perturbativos en Teoria de Cuerdas

resulta de mucho interés. Los avances que se han dado en este camino han sido utilizando
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fuertemente simetrias de la Teoria. En esta linea es que se enmarcan los resultados obtenidos
en este trabajo, en donde se exploran algunos aspectos de la simetria efectiva conocida
como B-symmetry. La descripcion de esta simetria serdn presentados en las secciones [S|y @

En particular, en este trabajo se buscard mostrar de forma puramente analitica la
invariancia de la accién de bajas energfas hasta orden &’ frente a las transformaciones
B; mostrando asi como puede ser utilizada esta simetria en conjunto con otras simetrias
tipicas de teoria de cuerdas para determinar completamente la accion de bajas energias,
posiciondndola como un mecanismo viable de construccion a mayores ordenes. El calculo
explicito de esto ultimo, el cual es en particular un resultado original, serd presentado en la

seccién

2 Formulacion de la teoria de cuerdas

2.1 Formulacion clasica

A lo largo de esta seccidn, se buscardn sentar las bases en la formulacion cldsica y cudntica
de la teoria de cuerdas; asi como los principales éxitos obtenidos hacia la busqueda de una
teoria cudntica de la gravedad. Para ello, se utilizara fuertemente los resultados presentes
en la literatura [[12] [21].

En la formulacion clésica de la teoria de cuerdas, lo que se busca es el estudio de una
accion que describa la dindmica de cuerdas relativistas.

Siguiendo esta linea, en analogia a lo hecho para el caso de una particula puntual

relativista, es posible escribir la Accion de Nambu-Goto

Sne = —T/dA - —ir/alzor\/—(XX/)2 _x2x? @)

d A corresponde al diferencial de area de la Hoja de Mundo, la cual puede ser parametrizada
en funcidn de los parametros (T, o) de la cuerda; y T es la tension de la cuerda. Por razones
histéricas, esta ultima se escribe como T = (27ta’) 1.

Por otro lado, es necesario destacar que se ha utilizado la notacién X# = %% X/(* =

aX#
do *

Si bien la accion de Nambu-Goto es una accion valida para la descripcion de este objeto

desde el punto de vista relativista, el hecho de tener una raiz cuadrada en la definicién de la
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2 Formulacidn de la teoria de cuerdas

accion traerd inconvenientes al abordar su cuantizacion. Es por este motivo, que se busca
construir una accién que evada este inconveniente.
De esta forma, surge la acciéon de Polyakov, la cual introduce un campo auxiliar

(Denominada Métrica Intrinseca)

T
Sp=— | EoV=RA9,X19,X, . 5)
Si bien la accién de Polyakov se ve distinta a la accion de Nambu-Goto; al calcular
las ecuaciones de movimiento para el campo auxiliar 1% y reemplazarlas en la accién se
recupera esta ultima.
A partir de la accién anterior, es posible calcular las ecuaciones de movimiento,

6S _ V—h —
Shab T 4Am Tab - 0

(6)
S _ 1 / b _
W - —,_—hau( —hha abXV) — O
La primera de las dos ecuaciones anteriores, serd entendida como una restriccion de la
teoria, pues proviene de las ecuaciones de un campo no dindmico.

Explicitamente, el constraint impuesto es que T, = 0.

Por otro lado, podemos analizar las simetrias que debe respetar la accién de polyakov:
« Invariancia ante transformaciones globales de Poincaré: X* — Al XV + bH.

* Invariancia ante reparametrizaciones

« Invariancia ante reescaleos de Weyl: h1,;, — €*?h,y,.

Pidiendo estas restricciones adicionales, podemos ver que la eleccion de una métrica
intrinseca es equivalente a realizar un fijado de un gauge. Por este motivo, de ahora en
adelante se trabajard en el gauge conformalmente plano (f,, = 77,p).

De esta forma, las ecuaciones de movimiento se reducen en este gauge a:
T, =0. (7a)

0,0"X" =0. (7b)

Vemos que la ecuacion corresponde a una ecuacion de onda, mientras que la

ecuacion (/al) es un constraint para el tensor de Energia-Impulso, como vimos anteriormente.
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Explicitamente, esta ultima podemos expandirla como

1
Top = 0a X"y X, — Eqachdacx%‘adxy =0, (8)

lo que implica que X - X’ = 0 (la cuerda solo admite oscilaciones transversales) y que
X2+X?%=0 (los extremos de la cuerda se mueven a la velocidad de la luz c).
En este punto, es conveniente introducir las llamadas Coordenadas del cono de luz.

Estas coordenadas se definen como

ct=T+0. 9)

En estas coordenadas, las ecuaciones de movimiento se escribe

d:0_X"=0, (10)

lo que nos permite concluir que la forma mas general para X* es:

Xt = X))+ X} (). (11)

Por otro lado, consideremos en particular el caso de la cuerda cerrada. En este caso,
debemos imponer ademads la condicion de periodicidad X* (o, T) = X*(0 + 277, T). En esta
situacion, se puede ver que la solucién mas general de la ecuaciéon de movimiento estd dada

por

Xb :—XV+—;9VU +1w/ 21 Ho=Hine™ (12a)

n#O
1 / / 1 T,
Xi‘ = EX?‘+7TT“pP‘U++i\/%§E&z€_Z’W . (12b)
n#0

A su vez, las condiciones de anulacion del tensor energia-impulso toman la forma
(8+XV » = (0_Xh ) = 0 en las coordenadas del cono de luz. Lo cual es equivalente a

L, = L,; donde definimos a los generadores de Virasoro
Ly w
= > Z“m“y,nfm (13a)
m
- 1w . u.
Ln=3 ) &l (13b)
m
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2 Formulacion de la teoria de cuerdas

y se adopto la definicion ocg = Ecg = \/% pt.
Dado ademds que en esta signatura p2 = —M?2, esto nos permite definir la masa de la

cuerda como

M? = % Y w gt = % Y &l - (14)
m=#0 m=0
Esta ultima condicién (Zm#o Kyl = Zm#O &_u&y,) se conoce como la Level-
Matching Condition.
Para el caso de la cuerda abierta, el calculo es andlogo. La diferencia, sin embargo, esta
en que al no contar con la condicion de periodicidad es necesario imponer condiciones de
contorno.

Las condiciones de contorno posibles son:
1. Condiciones de Neumann: o, X" |y ;= 0.
2. Condiciones de Dirichlet: §X*| ;= 0.

En el caso de que tengamos un espacio D-dimensional, podemos elegir condiciones de
Neumann en ciertas direcciones 4,4 = 0, ..., p y condiciones de Dirichlet en otras ciertas
coordenadas X!, T = p+1,..,D—1

Se puede ver que estas condiciones definen una superficie p + 1 dimensional sobre
la cual los extremos de las cuerdas abiertas pueden moverse. Estas hipersuperficies son

conocidas como Dp—branas.

2.2 Cuantizacion de la cuerda bosonica

Se conocen distintos mecanismos, todos equivalentes, para realizar la cuantizacion de la
cuerda clésica.

A continuacion, se presentard la llamada Cuantizacion en el cono de luz.En la misma, la
principal ventaja es que quedan en evidencia los verdaderos grados de libertad del sistema
y es posible encontrar de forma simple el espectro de la cuerda.

Definimos las coordenadas sobre el cono de luz como

X* = \% (XO + Xl) ) (15)
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de forma que tomaremos como base de coordenadas espacio-temporales al conjunto
{X*,X~,X?,..., XP}. En esta base, el intervalo se escribe

D . .
dS* = —2dX*dX™ +)_dX'dX'. (16)
i=2

Utilizando la invariancia frente a reparametrizaciones, podemos parametrizar X" =
a'p*T, con pt #0.
Con estas definiciones, la ecuacién de movimiento para la coordenada X* se escribe

I+
9,0_X* =09,0_ <%(0+ + a)) - 0; (17)

mientras que las condiciones de nulidad del tensor energia-momento se escriben

d_Xj =

1 .
/p+ a+Xla+Xl‘ . (18&)

04Xy = - X9_X;. (18b)

Pero por otro lado, vimos que la coordenada X~ puede ser expandida en modos como

0(’
X7 (cr+)——x +—p ot +i Z—“ —inct (192)
2
n#O
[)C/
X)) = x +—p o +i 2 L (19b)
n#O
Juntando todo, vemos que las condiciones sobre las coordenadas se transforman en

relaciones para los modos ocZ ,

_ 1 ;
Wy =\ 57 ;a;,maim : (20)
En particular, el modo cero verifica

/pf 1

1 i i i i =
2 = 2p+ [“/(P )2 +;“n0‘i,—n] = ﬁ [DC/(P )2 + ;D‘n‘xi,—n] . (21

Definiendo la masa como M? = —p? = 2p*p~ — pip;, entonces la expresion anterior

o

se reescribe
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a/Mz = Z“fqai,fn = Z&;&i/,n . (22)
n n

Como conclusién, vemos que en estas coordenadas fue simple utilizar la invariancia
ante reparametrizaciones, las ecuaciones de movimiento y las condiciones sobre el tensor

energia-momento para:
1. Mostrar que el sistema cuenta con D(D — 2) grados de libertad.

2. Obtener una expresion para la masa de la cuerda en funcién de D-2 modos de

oscilacion.

A partir de aqui, la cuantizacion se realizard promoviendo las cantidades de interés a

operadores e imponiendo las reglas de conmutacion obtenidas cldsicamente;
. [21,p'] =io".
o [27,pF] = —i.
o || = 167850m0.

2i &j

[0(:1, “m] = 16" 6p4m,0-

Luego, el espacio de Fock se construird definiendo un estado de vacio |0, p) tal que sea
aniquilado por los operadores de destruccién &fq y 5(;.

Explicitamente, esto es

p*10,p) = p" 10, p) (23a)
&, |0, p) = &,10,p) =0 (23b)

para todo n > 0. Los estados excitados se construirdn a partir de la aplicacion sucesiva de
los operadores de creacién &', y &' ,,.

Por ejemplo, el primer estado excitado serd

&, 10,p) ; &, 10,p) . (24)

Por otra parte, podemos mostrar utilizando el dlgebra de Virasoro que el operador de

masa €Ss
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D

(X/ o0 .
“M2=2Y "l o,
4 Z n**n,

n=1

_2°°
5 ;?. (25)

Como vemos, serd necesario regularizar el ultimo termino de la suma. Para ello,

apelaremos a la continuacién analitica de la funcién { de Riemann,

{(s)=) n°, (26)

de forma que {(—1) = —%.

De esta manera, el operador de masa pasa a escribirse como
a%ﬂ_N D-2 o D=2
4 24 24 7

en donde se definieron de la forma usual los operadores de numero N y N.

27)

Ademds podemos recordar el level-matching condition, segtin el cual N = N en el caso
de la cuerda cerrada.

Habiendo construido los distintos estados de la cuerda, estamos en condiciones de
analizar su espectro. A continuacidn, haremos el andlisis para el caso de la cuerda cerrada.

estado fundamental:

Para el estado fundamental |0, p), tenemos que

N=N=0. (28a)
o' M? D-2
S 2
4 24 (28b)

Vemos que la masa del estado dependera de la dimensionalidad del espacio-tiempo;
para D > 3 estamos en presencia de un taquion, entendida como una inestabilidad de la
teoria.

primer excitado:

Por la condicion de Level Matching sabemos que este caso corresponde a tomar N =

N =1, de forma tal que el estado es

&l 0, p) . (29)

Supongamos que este estado es masivo. Luego, si pasdramos al sistema en reposo

tenemos que el cuadrivector p# podemos escribirlo como p# = (m, 0...,0), cuyo grupo de
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simetrfa asociado es SO(D — 1). Sin embargo, si este fuera el caso, tendriamos (D — 1)?
estados en el estado fundamental. Esto entra en contradiccion con la expresién (29)), en
donde se ve que hay (D — 2)? estados. Concluimos que no es posible interpretar al primer
excitado como estados masivos.

En cambio, si el estado fuera no masivo siempre podemos escribir su cuadrimomento
en el sistema en reposo como p# = (m, m,0, ..., 0). En cuyo caso vemos que el grupo de
simetrfa asociado es SO(D — 2), con (D — 2)? estados posibles en su interior.

Concluimos pues que la masa de estos estados deberd ser nula. Esto, de hecho, nos
impone que la dimensiones del espacio tiempo debera ser D=26, lo que volviendo al caso
del estado fundamental nos dice ademds que "‘Z/M%aq =—1.

Por otro lado, vemos que el estado (29) se encuentra en una representacién 24 & 24 del
grupo SO(24), 1a cual no es una representacion irreducible.

La misma, podemos descomponerla como suma directa de su parte simétrica, su parte

antisimétrica y su traza S © A @ Tr = S;; + Ajj + ¢;

~ i ~j i

. & oo — & L« .

~1 ] _ —1"%-1 —1%-1 ~1 i

06710(71 ’0’ p> - ) + 2 + D‘*l“*l |0’ p) .
i#

i ~f i ~
106_1 +06_10671 14

(30)
De esta descomposicion, es posible realizar la identificacion

* Sjj — guv campo de spin 2, el graviton.
* Ajj — Byy campo de gauge.

* ¢ campo escalar, el dilaton.

Para el caso de la cuerda abierta, el analisis es similar. Por lo visto anteriormente,
podemos tomar D = 26 y consecuentemente, si utilizamos condiciones de Neumann en
ambos extremos:

El estado fundamental es un taquion, mientras que el primer excitado corresponde a
un vector de gauge A¥ no masivo.

En el caso de las cuerdas abiertas, ademas, existe la posibilidad de considerar condi-
ciones de Dirichlet en determinados extremos (dando origen a las Dy — branas). El analisis

de estos casos excede el objetivo de esta seccion.
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Finalmente, es necesario destacar que hasta ahora hemos analizados los primeros dos
estados del espectro de la cuerda; ;Que sucede con los siguientes?

Los estados con N > 2, N > 2 corresponden a estados masivos en representaciones de
SO(25). Notar que el primer estado no masivo tiene una masa de la escala de la masa de
planck M, y por lo tanto se desacopla en el limite de bajas energias. Es por este motivo,
que en la siguiente seccion se buscaran construir acciones de bajas energias considerando
un fondo formado dnicamente por los estados no-masivos By, guv, ¢-

Si bien el andlisis anterior fue realizado para la cuerda bosénica -llamada asi pues todas
sus excitaciones son bosones- una construccién similar puede realizarse para la cuerda
fermidnica, en la cual los fermiones emergen al introducir la supersimetria. La consecuencia
sobre el espectro de la introduccion de los fermiones es que dimension critica pasa a ser
D = 10, mientras que el estado taquidnico es eliminado. Sin embargo, los campos no
masivos analizados anteriormente siguen estando presentes y es por eso que sobreviviran

en las acciones de bajas energias, conformando el denominado Sector Universal.

3 Acciones efectivas de bajas energias

3.1 Accion de la cuerda bosonica

En la seccién [2.2] vimos que fue posible construir el espectro de la cuerda bosénica, en
donde encontramos que el graviton emerge naturalmente del proceso de cuantizacion de la
cuerda cldsica como un estado no masivo del espectro.

También encontramos que existen otros dos campos no masivos; el campo de Kalb-
Ramond By, y el dilatén ¢. Los estados siguientes del espectro tienen masas del orden de
la masa de Planck M, ~ 10°GeV. A bajas energias, estos tltimos seran desacoplados
siendo Unicamente posible interactuar con los modos no masivos del espectro.

Por lo tanto, lo primero que nos interesard sera si es posible construir una accién que
describa a una cuerda acoplada con un fondo, en donde elegiremos por que campos estard
compuesto el mismo.

En lo que sigue, se mostrard cual es la accidén que describe a una cuerda moviéndose
en un fondo compuesto por distintos modos. Esta subseccion, se basa fuertemente en los
trabajos [12], [7], [17] y [8].

Recordemos que la accidn de Polyakov se define como
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3 Acciones efectivas de bajas energias

1
Sp= 1 / 20\ /—gg"Pa, XM X,,, 31)

en donde se esta asumiendo que el espacio tiempo es plano.
Si quisiéramos extender la acciéon de Polyakov a espacios curvos, la generalizacion

obvia seria considerar la accién

1
4o /dzav —gg"‘ﬁaaX”aﬁX"GW(X), (32)

donde G, ahora corresponde a la métrica del espacio-tiempo.

S =

Sin embargo, de la cuantizacién de la accion de Polyakov habiamos visto que emergia
el graviton; particula portadora de la fuerza gravitatoria. Por lo tanto, esperariamos que, de
alguna forma, la accion (32)) sea posible construirla usando un fondo de gravitones.

Para mostrar que esto efectivamente es asi, consideremos una perturbacién a la métrica

plana dada por

G = v+ hy (33)

Reemplazando esta expresion en la ecuacion (32), obtenemos que

S=S,+V, (34)

con S la accién de Polyakov original y

]' 4 14
= [ o8P0 X X Iy (). (35)

Luego, la funcién de particiéon podemos escribirla como

1
Z = /DXDgeSPV - /DXDgeSv {1 — VoV (36)

Ahora, notemos que en particular si iy, = Cweipx, con {yy un tensor simétrico;
entonces la expresion de V' coincide idénticamente con la del operador de vértice de un
gravitén con polarizacioén {,, € impulso p*.

Ademas, ( yveipx corresponde a una base para expandir el tensor /1, debido a que
ambos son simétricos. Un /i, arbitrario puede ser siempre escrito como una combinacién
lineal de ondas planas.

Luego, como la insercion de un unico operador de vértice corresponde a incorporar un

%

tnico graviton; el termino e” corresponderd a una superposicion coherente de gravitones.
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Como conclusién de lo anterior, vemos que efectivamente la accién describe a una
cuerda moviéndose en un fondo de gravitones, tal como esperdbamos.

Lo siguiente que nos interesard es, de la misma forma que hicimos para el graviton,
construir acciones que describan la dindmica de la cuerda fundamental acoplada a un fondo
compuesto por todos los campos nos masivos: Gy, By y P.

Para el caso del campo de Kalb-Ramond, el operador de vértice asociado es idéntico al
del graviton, con la diferencia de que el tensor de polarizacion {y, es ahora antisimétrico.

Siguiendo los mismos pasos que antes, se puede mostrar que la accion que describe a

una cuerda acoplada con los campos B, y Gy es

S =

471“, / @20/~ (8" X9 X" Gyu(X) + €0, X0 X Bu(X)) , (D)

con €*P un tensor antisimétrico.

Finalmente, la accién que contiene los 3 campos no masivos (incluyendo el dilatén) es

1

S =
47ta’

/ P/~ (9 X195X" Gy (X) + €0, X 9p X By (X) + &/ D(W)RP) ) ;
(38)
donde R corresponde al escalar de Ricci sobre la hoja de mundo 2-dimensional.

Hasta el momento, nos convencimos de que la accion (38) es una accion vilida desde el
punto de vista de la teorfa de cuerdas. Sin embargo, en la seccién[2.2]a su vez vimos que la
invariancia ante transformaciones de Weyl es una simetria fundamental de la teoria.

Si bien el termino del dilaton rompe explicitamente esta simetria en el caso clasico, bus-
caremos las condiciones para los cuales la invariancia de Weyl se recupera cuanticamente.

Para ello, la estrategia serd calcular las funciones beta del grupo de renormalizacién y

pedir que las mismas se anulen.

Buv(G) = Buv(B) = B(P) = 0. (39)

Las funciones beta miden la variacion de la constante de acoplamiento con respecto a
la escala de energia, y para obtenerlas es necesario calcular procesos de scattering.

El procedimiento tipicamente es complejo y para obtener las funciones p a distintos
ordenes en &’ es necesario tener en cuenta procesos con una cantidad creciente de loops.

A continuacion, se dejan las expresiones para estas funciones a orden &’ [6]

22



3 Acciones efectivas de bajas energias

/

Bu(G) = &Ry +20/V, V@ — (XZH# WHYE 1+ 0. (40a)
/
Buv(B) = —%V)‘HM,U + o/ VAOH,,, + O@). (40b)
/ !/
B(®) = _%qu’ + 'V, OVID — §—4HW,\HV” +OW?Y). (40c)

Como dijimos anteriormente, pedir que se recupere la invariancia de Weyl es equivalente
a pedir la nulidad de las funciones beta. Esto ultimo abre una nueva pregunta: ;Es posible
construir una accién sobre un espacio D-dimensional cuyas ecuaciones de movimiento sean
las condiciones anteriores?

En efecto, la respuesta a esta pregunta es afirmativa. Para la cuerda bosénica (con

dimension critica D = 26), esta accion es

1
Sip = /dew [—ge *® (R — 4(V$)? +40¢ — EHZ) : (41)
Esta accidn, se conoce en la literatura como Accion de Bajas Energias y nos permite
entender los efectos de cuerdas sobre el espacio-tiempo.
Antes de pasar al estudio de acciones efectivas a orden 1 en potencias de &', es impor-

tante notar que:

1. La accién @ 1) la calculamos para el caso de la cuerda bosénica y constituye lo que
se conoce como el sector universal. Para cuerdas Tipo IIA, Tipo 1IB y Heterotica;
este sector se mantiene sin modificaciones a orden cero en a’. A ordenes siguientes,

sin embargo, las acciones sufrirdn distintas correcciones.

2. En general, dado que la teoria de cuerdas supersimétrica incluye fermiones, es posible
incorporar en la accién modos fermionicds de la cuerda. A la larga, sin embargo, los

mismos no seran tenidos en cuenta.

3.2 Acciones a orden «’

La equivalencia entre la expansién a primer orden en &’ en la accién de cuerdas de bajas
energias y la cancelacion de la anomalia de Weyl en el modelo ¢ a dos loops fue primero

verificada por R. Metsaev y A. Tseytlin [19]. Los autores mostraron que las correcciones
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a orden &’ para un fondo compuesto por el graviton Gy, la dos forma By, y el dilatén ¢
queda completamente determinada por ocho coeficientes, los cuales deben ser determinados
por amplitudes de dispersion a tres y cuatro puntos de estados no masivos. Realizando este
procedimiento, encontraron también las correcciones para la teoria de cuerdas Bosonica,
Heteroética, Tipo I, Tipo IIA y Tipo IIB.

A continuacion se muestra una expresion compacta para la accion de bajas energias a

orden o’

Sur = / dxy/=ge ¥ (LO+1) @2)

donde el supra-indice en los términos L indica el orden en &’ al que corresponde. Explicita-

mente, estos términos son

1
LO = R — 4V, ¢ Vi +4V, V' — —H. (43)
n a—>b a+b 1 "

(43b)
1 1
+ ﬂHVVPHW)‘HV A Hys” — gHW,(;HP‘P A\Hy*HA

La eleccion de los parametros a y b, corresponde a fijar el tipo de teoria que estamos

considerando.
— }sz’ Cuerda Bosoénica 0 Cuerda Bosoénica
a—+ b 1.7 Lo a— b 1./ L.
I L Cuerda Heterética T B Cuerda Heterdtica  (44)
0 Tipo II 0 Tipo II

Esta forma de escribir la accion de bajas energias, es lo que se conoce como Esquema
de Metzaev - Tseytlin. Como una redefinicion de campos no cambia la fisica subyacente, es
posible reescribir esta misma accion de formas distintas. Esto es lo que se conoce como
realizar una cambio de esquema [[18]].

En ocasiones un determinado esquema es util para realizar ciertos calculos pero, a fin
de analizar de forma préctica las simetrias de la accion, es necesario realizar una cambio de

esquema.
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Un esquema alternativo en el cual sera de utilidad escribir esta accion, es el conocido
como Esquema de Bergshoeff De Rool3l].
En este esquema, la accidn se escribe de forma mas compacta al introducir términos

con torsion. La accion en este esquema se escribe

5= / dPx/—ge (1O + L + LYy ; (45)

donde L© representa el Lagrangiano de orden mas bajo en potencias de ', mientras que
Lg,l) y Lél) representan las correcciones de primer orden.

Cada uno de los términos anteriores se escribe en este esquema como

1

LO =R —4(V¢)? +40¢p — ﬁH2 : (46a)
1 N
L = ZHabCQz(zbc) - gREzbc)dR(_)ade' (46b)
1 1
Lél) _ _ZHacht(;l;)c B gR{(;Z;)CdR(+)abcd . (46¢)

Por otro lado, un punto a remarcar es el hecho de que todos los indices corresponden a
indices planos (asociados al formalismo de vielbein).
La accién escrita en este esquema, serd utilizada en la seccién [6] para mostrar que la

misma es posible recuperarla pidiendo que se respeten ciertas simetrias de la teoria.

3.3 EOMs de las acciones efectivas

A fin de entender las implicancias de las acciones efectivas, serd de interés calcular las
ecuaciones de movimiento a orden cero y a primer orden en &'

Los campos de los que depende la accién son el dilaton ¢, el tensor antisimétrico By,
y la métrica gy,,. A orden cero en «’, una variacién genérica de la accién respecto de los

campos se escribe a menos de derivadas totales como

5 = / d"X\/—ge 2 (ApSp + AgH'6g,y + ABMSBy,) (47)
donde

Ap = —2Ly=—2R+8V,¢pVF¢p -8V, Vi¢p + %Hz . (48a)
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1 1

1

El punto extremal de la accién corresponderd a pedir que Ap = ABy,, = Agyy = 0.
A partir de las ecuaciones de movimiento anteriores, podemos ver que reemplazando
A¢ = 0 en (48b) y multiplicando la expresion resultante por &’ llegamos a que la ecuacién

de movimiento para la métrica resulta ser

/

0

mientras que multiplicando (48c) por —a’ llegamos a que la ecuacién de movimiento para

la dos forma es

“I
— = VP Hpu + &' VPPHppuy = Buv(B) = 0. (50)

Analogamente, si multiplicamos por g" y usamos que A¢ = 0 llegamos a una

expresion que relaciona el escalar de curvatura con los demds campos presentes en la accion

1
R = J Hyor H'” — 2V%¢p. (51)

Usando 1| dentro de (48a) y multiplicando el resultado por % llegamos a que la

ecuacion de movimiento para ¢ puede reescribirse como

DC/

/
_%VZ(P 0 ViV — = Hypo HIPT = (@) = 0. (52)

Concluimos entonces que, en efecto, de las ecuaciones de movimiento de la accién
a orden cero se recupera la condicion de nulidad de las funciones beta del grupo de
normalizacién a orden a’; tal como buscdbamos.

Alternativamente, de la ecuacién (48b), reemplazando explicitamente el valor de A¢

(48a), vemos que obtenemos una expresién de la forma

Gyv = KT],H/ ’ (53)

Vemos entonces que de las ecuaciones de movimiento de la accion efectiva a orden
cero en & recuperamos también las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General.

Interpretamos ademds, a T),, como el tensor de energia-momento en este fondo.
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Vemos adicionalmente, que si consideramos el sector puramente gravitatorio, tomando

¢ = B,y = 0, entonces recuperamos las ecuaciones de Einstein de vacio

Glﬂ/ = O . (54)

Por otro lado, vale la pena destacar dos observaciones:

1. Las ecuaciones de movimiento reproducen ecuaciones de Einstein pero no en 4 di-
mensiones, como se las suele estudiar en Relatividad General, sino en # dimensiones

arbitrarias. Para el caso de la cuerda supersimétrica n = 10.

2. Dado que las ecuaciones de Einstein se obtuvieron de considerar acciones efectivas a
orden mas bajo en potencias de a’, esperamos que al incorporar términos de orden

superior obtengamos correcciones a las ecuaciones de Einstein..

Respecto al primer punto, si bien es cierto que en principio estamos considerando una
cantidad de dimensiones que no se corresponden a las observadas experimentalmente;
al considerar procesos de compactificacion es posible hacer contacto con las tipicas 4
dimensiones del espacio-tiempo. En este proceso, es posible demostrar que las ecuaciones
de Einstein seguiran siendo recuperadas. El detalle de esta observacion serd tratada en la
seccidn siguiente.

Respecto al segundo punto, efectivamente podemos ahora considerar la accion efectiva
a orden &’ escrita en el esquema de Metzaev - Tseytlin (231b)). De nuevo, para calcular
las ecuaciones de movimiento deberemos variar la accidn respecto a los campos y pedir la
anulacién de cada término de forma independiente a la variacién considerada. Sin embargo,
dado que la correccion a orden &’ contiene términos de Chern-Simon -los cuales solo
admiten una descripcion en formalismo de Frame- las ecuaciones de movimiento completas
no admitirdn su escritura en el formalismo métrico.

De esta forma, en este cdlculo debemos considerar las variaciones respecto a los campos
¢, Bap y eq!*. Donde los indices latinos hacen referencia a indices planos.

Este hecho, hace que calcular las ecuaciones de movimiento sea un proceso mas com-
plejo. Para simplificar, siendo ademds que nuestro interés esta en calcular las correcciones
a las ecuaciones de movimiento para el sector puramente gravitatorio, podemos hacer la
cuenta en el formalismo métrico teniendo en cuenta que luego de obtener las ecuaciones

tomaremos el limite ¢, B, — 0.

27



Simetria de T-dualidad en las correcciones de cuerdas a la Relatividad General

De esta forma, se puede llegar a que, a orden &’ las ecuaciones de movimiento para el

sector gravitatorio son

1 a—>b a+b
R;ﬂ/ N EgVVR +ao TVOV/\RUV]/[A + ngng)\plgRg)\p’B = Tyv} (55)

Donde nuevamente T, dependera de los campos restantes y puede ser interpretada como
un tensor de energia-momento; siendo que al anular los campos ¢ y By, Ty, también se
anulara.

El calculo detallado de este resultado puede encontrarse en el apéndice [A]

De esta forma, vemos que efectivamente fue posible encontrar correcciones a las

ecuaciones de la Relatividad General.

4 Compactificacion de Kaluza-Klein

Hasta ahora, hemos hecho un repaso de la teoria de cuerdas que va desde su formulacién
fundamental, hasta el desarrollo de acciones efectivas de bajas energias. Sin embargo, ha
habido un punto en el cual no se ha hecho énfasis hasta ahora: la dimensionalidad del
espacio.

A diferencia de lo que sucede en la teoria de la relatividad general (RG) o en la teoria
cuantica de campos (TCC), en donde las dimensiones del espacio-tiempo son "fijadas"
a 4 debido a las observaciones fenomenoldgicas; en la teoria de cuerdas el numero de
dimensiones del espacio-tiempo quedan determinadas al pedir la nulidad de la carga central
(i.e. la restauracion de la simetria de Weyl en el proceso de cuantizacién).

De esta forma, para el caso de la cuerda bosénica mostramos en la seccion 2.2 que
las dimensiones del espacio-tiempo debian ser D = 26. Al incorporar supersimetria, la
condicién pasa a ser D = 10 [24][12].

Una pregunta que surge de forma inmediata al obtener estos resultados, es si existe
algin mecanismo en la naturaleza que permita compatibilizar la dimensionalidad predicha
con la observada; La respuesta es que si.

Efectivamente, con el desarrollo de la teoria de la relatividad general, la hipdtesis de
que el espacio fuera plano dejo de ser cierta; de hecho es justamente la posibilidad del

espacio-tiempo de curvarse la que explica la interaccién gravitatoria en este marco.
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Luego, debido a que el espacio puede ser -y de hecho es- curvo; nada impide que ciertas
dimensiones espaciales se curven sobre si mismas a tal punto que se vuelvan inaccesibles a
bajas energias. En ese sentido, para un observador que se encuentra a una escala energética
mucho menor que la escala tipica de longitud de la dimension compacta, su dinamica sera
descripta de forma efectiva tinicamente por las dimensiones no compactas. Asi mismo,
como veremos mds adelante, la estructura de las dimensiones compactas determinardn una
gran parte de la dindmica sobre las dimensiones no compactas.

Histéricamente, la primera de estas propuestas fue la realizada por Theodor Kaluza
[14] y Oskar Klein [15] en el contexto de la relatividad general; en donde consideraron un
espacio-tiempo de 5 dimensiones en la cual una de ellas era compactificada en un circulo.

En esta seccion, repasaremos el cdlculo de Kaluza-Klein, generalizdndolo a las llamadas
Compactificaciones Toroidales; para luego compatibilizar los resultados cldsicos (desde
la perspectiva del espacio-tiempo) con los resultados cudnticos (desde la perspectiva de la
cuerda).

Finalmente, haremos uso de esta compatibilizacién para deducir condiciones de consis-

tencia en la teoria.

4.1 Desde la perspectiva del espacio-tiempo

A lo largo de este apartado, se buscara la descripcion de los efectos de tener dimensiones
compactas dentro del espacio-tiempo, para una teoria de campos. La discusidon que se
presenta, fue extraida principalmente de [21], [13], [L], [20], [14] y [15].

Comenzaremos repasando el argumento clasico de Kaluza-Klein. Consideremos un
espacio-tiempo de 5 dimensiones {x"} y asumimos que la coordenada x° = Y es com-
pacta. De esta forma, separamos a las coordenadas en coordenadas internas y externas,

identificdndolas a las dimensiones compactas y no compactas respectivamente.

Xt = (', y). (56)

Si el espacio compacto es un circulo de radio R, entonces podemos imponer la condicién
de periodicidad y ~ y + 27tR.
Para fijar ideas consideremos un campos escalar no masivo ¥ en 5 dimensiones. Este

campo obedecera una ecuacion de Klein-Gordon de la forma

"9, = 9'9;¥ + 0¥ = 0. (57)
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Como la coordenada y es periddica, puedo expandir a ¥ en modos de Fourier de la

forma

¥ =Y F (e (58)
k=0
Vemos que se respeta la condicién de periodicidad ¥(y + 2tR) = ¥(y), como es-
perabamos.
Reemplazando ademads la expansion en modos dentro de la ecuacion de Klein-Gordon

encontramos que

[ele] ) k2 iky
LY = I;) |:alai‘Fk — ﬁ‘f’k} erR, (59)
de forma que para cada modo se satisface una ecuacioén de Klein-Gordon en 5 dimensiones
de la forma
(99 — m?) ¥, (60)
con my = %

De esta forma, vemos que un tGnico campo escalar no masivo en 5 dimensiones, se ve
como una torre infinita de modos de masa my = % al compactificar en un circulo.
Ademads, notamos que si R es pequefio y consideramos un observados a bajas energias

EK %, entonces el unico modo significativo sera el modo cero

Y(xH) ~ Po(x). (61)

A bajas energias, podemos tomar como aproximacion que los campos no dependes de
las coordenadas compactas.

Observacion: Llegado este punto, nuestro objetivo serd escribir una accion efectiva
compactificada S® — S®_ Sin embargo, para que la truncacién sea consistente, las
ecuaciones de movimiento calculadas desde S® y luego compactificadas deben coincidir
con las ecuaciones calculadas desde S®. Este requerimiento se conoce como Truncacion
Consistente y serd un punto a verificar al finalizar con el procedimiento descripto a contin-
uacion.

Consideramos la accién de Einstein-Hilbert S® = J d>x \/WR5 [g(x™)].

Usando el ansatz [61] proponemos que la accién compactificada serd de la forma
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s = o / d*xy/g0(xi)Rs [0 (x)]; 62)

donde v es el factor de volumen del espacio compacto

v:/dy:27tR, (63)

y usamos fuertemente que inicamente el modo no masivo de Kaluza-Klein contribuye a

bajas energias y por lo tanto la métrica se trunca

2
) = )+ g+ () 2+ ). (64

Luego, vemos que ya ningun campo depende de la coordenada compacta.
Para que nuestra truncacion preserve la simetria ante difeomorfismos, sabemos que la

métrica truncada 821/ debera transformar como

5 = € 9o +9uG oy + 9 S - (65)

En particular, la componente g24 transforma como un escalar

6% = Eorgl; (66)

donde se uso de nuevo que dy(- - -) = 0.
De la misma manera, podemos preguntarnos si existe alguna parametrizacion de las
demds componentes que transformen de otra forma identificable.

Esquemdticamente, vemos que podemos descomponer el tensor métrico como
0 40
& = (gg gg”) - (67)
8ia 844
Proponemos la siguiente parametrizacion: g, = e?; g9, = A;e?; ¢t = A.
Luego,
06g% = 0Ae? + Ajoe? = 9L Aje? + FF A 9e? + 9;EF Are? +iMe? . (68)

Por otro lado, tenfamos que 3¢9, = de? = ¢k e?.

Juntando todo, llegamos a que
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= %A + 0:CF A + 9iA (69)

y por lo tanto, concluimos que A; transforma como un campo de Gauge.

Finalmente, para gg- podemos elegir la parametizacion

gg = G1] + AiA]-e‘P . (70)

De esta forma, tenemos que

581 = 6Gij + 8(A;Aje?)
= §k8kGi]- + aingkj + ajngik + é’kakAiAje‘P + @kakAine‘P (71)
+ CkA,'A]'ak€4> + aiéj’kAkAje"’ + 8i)LAje4’ + a]')LAie(’b + ajCkAiAke‘P;

de donde concluimos que

5Gi]' = (:kakGi]’ + al’(:ka]' + ajCkGik (72)

y por lo tanto, G;; transforma como una métrica en 4 dimensiones.
Finalmente, vemos que la métrica truncada en 5 dimensiones podemos descomponerla

como

0 _ Gl’]’+AZ'A]'6¢ AJB(P . (73)
S Aje? e |’

donde A; es un campo de gauge, e es un campo escalar, y Gjj es la métricaen D — 1
dimensiones.
Introduciendo este ansatz -conocido en la literatura como ansatz de Kaluza-Klein-

dentro de la accion de Hilbert-Einstein compactificada tenemos que

sS4 = / d*x\/g0(x")R5[g°(x)]
PSP )
167 G o

167TG —5 / d*x\/G e2? <R4(G)+ ~VupVi — —e‘PPWFW) ;

5
en donde se defini6 Fyy de la forma usual, Fyy = 29[, Ay, y Gﬁ) = v
Observaciones:
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. . . 1 34_7
* ¢ es un escalar no masivo que determina el acoplamiento de Gauge rol e2?.

* La intensidad de la gravedad queda determinada por el volumen de la dimension

compacta.

Este mismo resultado lo podemos generalizar a mas dimensiones si partimos de una
teorfa en D dimensiones y compactificamos d de ellas en un toro T% = S1 x - .. x §2,

En esta situacion, de nuevo nos preguntaremos como podemos descomponer los distin-
tos campos que aparecen en la accion, teniendo en cuenta que ninguno de ellos dependera
de las dimensiones compactas a bajas energias.

En este caso, a diferencia del caso anterior, consideraremos la compactificacion de
la accién dada por (@I)). Por lo tanto, como el contenido de campos de esta accién es
{ Suvs buy, ¢}; tendremos que elegir una parametrizacién consistente para cada uno de
ellos.

Comenzamos con el tensor métrico. Al igual que antes, parametrizamos

Gij+ AfGa Al AfGy

; (75)
Gad A;i Gab

0 _
Suv =

donde los indices 4, b, ¢, d recorren las coordenadas internas, y los indices i, j recorren las
coordenadas externas.

Ademds, parametrizaremos

&= (gAY, (76)

Luego, nuevamente podemos preguntarnos como transforma cada una de las compo-

nentes frente a difeomorfismos

8Gap = G 9pGap +9aG 8y, + 0457 S0 = 670pGap, (77)

de donde concluimos que G, aporta @ escalares. Notemos que nuevamente, usamos la

condicion de que los campos no dependen de las coordenadas internas.

Andlogamente se puede ver que

085 = 0A;Gey + Af0Gyp = CF AT Gop + AST Gy + 9i*ALGey + 9iA°Gyy, - (78)
de donde despejamos que
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SAS = FEILAS + 9,FF AL + 9;A° (79)

y finalmente concluimos, que A{ aporta d campos de Gauge.
Por ultimo, escribiendo explicitamente la expresién para ¢ g% y usando las reglas de

transformacion para los campos G, y Af , llegamos a que el termino G,-]- transforma como
0Gij = 0k Gij + ;8" Gy + 0,55 G (80)

Es decir, que G;; transforma como un tensor métrico en D — d dimensiones

Para la dos forma by, escribimos de nuevo una expansion perturbativa de la forma

b(x") = b0(x') + Ebl(x”) + (E>2 Aty + - - (81)
R R '

A bajas energias nos quedamos con la aproximacion

b(x) ~ bO(x'). (82)

De esta manera, proponemos una parametrizacion para bgv de la forma

1 d
0, - (Bl-j — 3(AfVie = ASVi)) + A{ABy Vi — BbcA§> | 3

_Vﬂ] + BacA]C' Bﬂb
De nuevo, miramos como transforman los campos By, Vip y Bjj ante difeomorfismos,
usando ahora que &* = (&, A7), Ay = (A, Aa).

En general, sabemos que como bw, es una dos-forma, entonces

8y, = §POpby, + 08P, + 0uEP LY, + 20,4y . (84)

Luego, repitiendo cdlculos andlogos para los de J go, llegamos a que

OBy = 50 By - (852)

Vi = &0 Vip + i Vigy + 03\ (85b)

OBjj = £*0yBjj + 0, By + 0;8" By + 20;A ) + Va9 A? + AfidAg - (85¢)

Vemos luego, que B, transforma como @ campos escalares; Vj;, transforma como

d campos de Gauge abelianos; y Bj; transforma como una 2-forma en D — d dimensiones

mas términos de Green-Schwarz.
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Por otro lado, también tenemos al dilatén ¢. Buscaremos definir un ® compactificado,

tal que al compactificar se mantenga la estructura de la medida de integracién

Vge 2 = VGe 2. (86)

Notemos que, usando la parametrizacion elegida para el tensor métrico, podemos

descomponer al mismo como

o (G+AG.At AG, 1 A\ (G 0o\ (1 0
g0 = . - p oL 87)
G.A Ge 0 1)\0 G ) \A" 1

Como el determinante del producto es el producto de los determinantes, llegamos a que

det(g) = det(G) - det(Ge) . (88)

De la condicién (86), podemos despejar usando esto ultimo que

1
D=¢— 1 log (Ge) . (89)

Luego, vale la pena preguntarnos sobre si con esta definicion ® sigue transformando

como un escalar. Efectivamente

194G,
6D = o — - ¢
4 G,
17%9,G
_ =k ke
=G0 — G, (90)

= gkak <<p — %log(GQ)
= k9@

Habiendo llegado a este punto, es conveniente hacer un repaso de lo que hemos mostrado.
Al compactificar en T%, y partiendo de un contenido de campos { Suvs buy, ¢} en D dimen-

siones, se llega al siguiente contenido de campos en n = D — d dimensiones:

* Una métrica G;;.
* Una 2-forma abeliana B;;.
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* 2d 1-formas abelianas { A?, Vi }, las cuales puedo agrupar convenientemente en un

Al
vector 2d-dimensional Aly = (Vl )
i

. d(dz_l) + @ = dz escalares {Gab/ Bﬂb}

e Un escalar .

Ademds, encontramos que existe un conjunto de simetrias locales parametrizadas por

{&', A, A%, Az}, Alos tltimos dos los agruparemos de manera conveniente en un vector

)\IZ
2d-dimensional A¥ =
a

Por otro lado, también habiamos visto como transforman los campos ante difeomorfis-

mos

0Gij = LGij (91a)

oD = L (91b)

SAl = LAl + 9,0 (91c)

0Bij = LBij +20iA)) + Afidj1Aa + Viia0j) A (91d)

A fin de construirnos términos que transformen realmente de forma covariante, notemos

que podemos definir las cantidades
M M M M
Hz’jk = 38[1-Bjk] — 3Aﬁ48jA,§]’17MN == (SHijk = ﬁCHijk , (92b)
0 o

o 0
b
A continuacién, buscaremos agrupar todos los campos dentro de multipletes de O(d, d).

donde introducimos ademads la métrica invariante O(d, d), 1pyn =

Primero que nada, los campos G;j, B;;, @ son singletes frente a transformaciones

ijs

O, d).
Los d? escalares, podemos agruparlos dentro de una matriz escalar M de la forma
Gap — BacG™Byp  BacG®
M = ab ac db ac . . (93)
B, .G** G
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Notemos a continuacién que, por definicién, una matriz O € O(d,d) si y solo si
ORIPQOR = M-
Pero con nuestra definicién de M,

MUM _ BacGCE Gae - BacGCdBde % Gef — BegGnglf BegGgf
Gae Becha Bngge Gef

(01 ©4)
“\1 0
=7.

Luego, concluimos que M € O(d, d).

Ademads, M transforma ante difeomorfismos como

SMun = ['CMMN- 95)

Finalmente, consideremos la accion efectiva en D dimensiones de la forma

sD) = / dP xe=2¢ (R(D) — 4V, VI +4V,VFp — %HWPH””P> . (96)

Introduciendo el ansatz de Kaluza-Klein y usando las definiciones anteriores se llega a

que, la accién compactificada S™ se escribe

1 .
S =y, / d"x\/Ge 2® (R(”) — 4VD)* + 400 — EHﬁkH”k
1

) 97)
;L]:I'ZJMMMN]:’]N> :

+ %ViMMNViMMN -

Una vez obtenida la accion compactificada, podemos preguntarnos sobre cuales son
las simetrias de la misma y, en particular, si existe una nueva simetria que emerja al
compactificar.

Como mostramos anteriormente, se ve directamente que la accién compactificada es
invariante ante difeomorfismos en (D — d) — dim (&) y posee una simetria de Gauge para
el campo B (A)).

Sin embargo, adicionalmente vemos que todos los campos quedan agrupados en multi-
pletes de O(d, d).

Ante una transformacion O del grupo O(d, d), sabemos que los campos AZM y MuyN

transforman como
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M
« A7 = ANOY.
o M= OPOS Mpo.

Los campos Gi]-, Bij, &® transforman como escalares.
Luego, frente a una transformacion O(d, d) global, la accién transforma como

s’ _y, / d"x\/Ge 2® (R(”) AV + 40D — %H’ijkﬂ’”"
(98)

1 i oMN 1 M iiN
+ gviM/MNVZMI - Zlf/ij M/MN.F/U .
Expandiendo cada uno de los términos anteriores, por un lado tenemos que

VM yun VMM = O OMORONY Mpo V! MRS
= 0R6SV Mpo VI MRS
= ViMMNViMMN;

(99)

es decir, este termino resulta invariante ante transformaciones globales O(d, d)

Por otro lado, sabemos que por definicién
M M
Flij =203A"7 = 2a[iA]1.](9§4 . (100)
Luego,

FEM unF ™ = OYONOR O3, FE MpsFiIR
= 63 SR T Mps F1IQ
= FEMpsFS.

(101)

De nuevo, esto nos dice que este termino permanece invariante ante transformaciones

de este grupo de simetria.
Finalmente, analicemos como transforma la cantidad Hijk§

M N
H'iji = 30iBjr) — 3A[; 9jA MmN

= 39;Bjyy — 3A[DAJO OF nmn (102)
= M-
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Vemos que H,;j es invariante frente a este tipo de transformaciones, por lo que cualquier
termino que construido a partir de estas cantidades también lo ser4.

Finalmente, juntando todo, vemos que la accién compactificada en su totalidad es
invariante frente a transformaciones O(d, d).

Como conclusion, vemos que de la compactificacion en T emerge una simetria O(d, d)

global.

4.2 Desde la perspectiva de la cuerda

En la seccién anterior, discutimos el efecto que tendria la compactificacion de d dimensiones
en un toro T sobre la accién de campos a bajas energias. De alli, mostramos dos hitos

fundamentales:

1. El contenido de campos de la teoria en D dimensiones, se ve incrementado al pasar
a la teoria en d dimensiones. En particular, vimos que la estructura de este nuevo
conjunto de campos, dependera fuertemente de la estructura del espacio compacto.
Asi, para el caso de una compactificacion toroidal, el conjunto de campos se ve

incrementado por campos escalares y campos de Gauge abelianos.

2. El hecho de asumir que el espacio compacto es un toro hace que las simetrias de
la teoria en d dimensiones también se vean incrementadas respecto a la teoria en
D dimensiones. En particular, mostramos que emerge una simetria global ante

transformaciones del grupo O(d, d).

En esta seccidon nos propondremos estudiar los efectos -cudnticos- sobre la cuerda
fundamental que tiene el hecho de asumir que las dimensiones de la hoja de mundo son
compactificadas en toros. Con este fin, seguiremos principalmente el articulo [11], y en
forma complementaria los trabajos [[18] y [2].

Al igual que en el caso de la seccién anterior, partiremos de analizar los efectos de
asumir una tnica dimensién compactificada en un circulo para la cuerda libre; para luego
estudiar el caso de d dimensiones compactificadas para una cuerda propagandose en un
background. Veremos que, de nuevo, emergen nuevas simetrias en la teoria y buscaremos
compatibilizar estos resultados con los obtenidos en la seccion anterior.

Consideremos a continuacioén la accién de una de una tnica cuerda bosoénica libre, la

accion de Polyakov
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S / dTdod, X" X . (103)

drta!
Si compactificamos en un circulo, podemos hacer la identificaciéon X ~ X + 27tRm,
conm € Z.
Por otro lado, en la seccién 2.2] se mostré que siempre podemos escribir

X(o,T)=Xgr(c— 1)+ X (0 + 7). (104)

Expandiendo en modos, tenemos que

o’ =T o)
Xp(o —T) = xg — EPR(O’—T)+Z EZT“W , (105a)

1740
o’ - 1. —il(c+7)
Xi(o+7)=x1 + EpL(aJrr)H EZTW , (105b)
170

donde x = xg + x corresponde a la posicion del centro de masa.
Ahora bien, por un lado sabemos que en la funcién de onda de la cuerda incluye un

factor e'P*. Para que esta funcion sea univaluada necesitamos que

eipx — eipx+ip27'(R , (106)

de donde concluimos que el momento debera estar cuantizado; p = %, con 71 entero.
Por otro lado, también sabemos que se debera satisfacerse la condicién X(o + 277) =

X(0) + 2rtmR. Esto implica ademas que

1 ! R
PR = —F= ({?—n — \/zm> (107a)

L (ﬂn + im) (107b)

Siguiendo con el procedimiento de cuantizacidn candnica, podemos escribir el momento

canénicamente conjugado de X (o),

P(o) = pL+ PR+ szleil(afr) + Eﬁcleil(‘”T)I . (108)

1
27TV 2u! [ 170 170
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Adicionalmente, las relaciones de conmutacion candnicas para Xg,PRr, X, PL, &n» Ky

se escriben

/

. X - -
[xr, pr] = [xr, pr]| =1 5 (@, 0n) = [Bm, Bn) = MOppin 0 (109)

y el Hamiltoniano con ordenamiento normal se escribe

H= LOL + LOR , (110)
con
1 (o]
Lor = 5 PR+ )01 (111a)
I=1
1, &
Lor = EpL+Zoc_loq. (111b)

=1

Vemos luego de las ecuaciones (107)), (I09) que ante la transformacién

R, Vo
Vi R

las cantidades que intervienen en la expresion del Hamiltoniano transforman como

m<n (112)

;

PR — —PR
PL — PL

“n % _an

(113)

By — &y ;

de forma que
/ 1 E !/ /

1, &~ -
Lo = §P/L +Y o’y = Lot . (114b)
=1

Concluimos entonces, que ante la transformacién (112}, el Hamiltoniano de la cuerda
bosonica libre es invariante. Esta simetria es conocida en la literatura como Target Space

Duality Symmetry, o simplemente T-duality.
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Notemos que esta simetria podemos entenderla como asociada a la posibilidad de un
objeto extendido -una cuerda- de enrollarse en un espacio compacto. Por lo tanto, esta
dualidad es exclusiva de teoria de cuerdas y no cuenta con un andlogo en teoria de campos.

Consideremos a continuacion, una interaccion a 1-loop. La funcién de particion para la

cuerda bosénica se escribe

Z = / Pr2(r,0) Y Tr [ei”TLOR—i”fLOL}, (115)
I PL/PR

donde T es el pardmetro modular y I" es la region fundamental del plano T.
Pero ahora, notemos que podemos usar la expansién en modos (TT1)) para reescribir la

funcién de particién como

Z = / dzrz(rl 7) Z Tr einréﬂ'rn ity a,lal—infé—inf Yo, &y ) (116)
T pL,PR

A su vez, de vemos que pr y pr quedan completamente determinados por los
enteros 11, 1. Esto nos permite cambiar la sumatoria } . ., — Y -

Vemos entonces que m y 1 pasan a ser indices mudos para la funcién de particion, y
luego el intercambio entre ellos es trivialmente equivalente fisicamente.

Usando ademds las reglas de transformacion (I13)), vemos que la funcién de particién
Z es invariante ante T dualidad a un loop.

Hasta ahora vimos que al compactificar en un circulo la teoria es invariante ante las

transformaciones de T-dualidad (I12) para
* La teoria libre.
* La teoria con interacciones a un loop.

Si la simetria se extendiera a funciones de particion de genero mayor, entonces la
teoria en su totalidad seria invariante ante T dualidad De esta observacion se desprende

ademads que compactificar en un circulo de radio \% < 1 es fisicamente equivalente a
[44

compactificar en un circulo de radio \/TE < 1.
Para lo que sigue serd de utilidad hacer el reescaleo X — RX, forma que la condicion
de periodicidad caracteristica del espacio compacto toma la forma X ~ X +27mm y la

accion queda escrita como
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1
4’
donde definimos Gy1 = R2.
Gin. R

Si redefinimos ademds Gy1 — =74 N/ — R, entonces la accién queda
14

27 R
/ do / d7C19,X9° X, (117)
0

1 27 R
S= — / do / A7C19, X" X | (118)
47T Jo

Con estas nuevas definiciones, las transformaciones de T dualidad (T12) se reescriben
simplemente como R — %, G — GLH
Trabajando con estas redefiniciones, consideremos ahora la funcién de particién de

genero ¢ dada por

R2 ¢ .
o —5 [y, drd 9, X0sX— [, drdoL
2, = [ dgupdXdRe i ms TTVEE P OXOX [y drdolL (119)
g ap
Donde:
* M, es la superficie de Riemann asociada al genero g.
» La coordenada compacta es representada por X.
« Las coordenadas no compactas son representadas por X, con Lagrangiano L.

* gup corresponde a todas las métricas compatibles con la topologia de M.

Fue realizada la continuacion analitica T — —iT.
La compactificacion sobre X se define de forma generalizada a una superficie de genero
g con la identificacion
/ dX =2mm;, / dX =2mn;; (120)
a; b,’

donde a;, b; son los denominados Ciclos Homdlogos Candnicos de M g yel indice i toma
los valoresi=1,---,g.

Introduciendo la base estdndar de 1-formas cerradas w;, tal que se verifica

/ w; = & (121a)
a;
/ wj = Tj = (T)ij + i(T2); (121b)

b;
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se puede demostrar que la funcion de particién Z, la podemos escribir como

Z =/ AdmD(mR Y e~ TR m+0) T, (m+nt)
2=, (mR Y

e - (122)
:/M dmD(m)RR™8det() ) e (PRTPR—PLTPL)
8

(m,n)€ZX

En la ecucacion anterior, hemos definido ademas las cantidades

1 /1=
R=—=|=k—Rim| . 123
= s (- R (125
= (Lisrim (123b)
Haciendo el cambio R — %, k < y notando que k. son fndices mudos se puede
ver que
Zy(2y = RE2Z,(R 124
o) = RE2Zy(R). (124)
Dado que la expansion perturbativa completa para la funcion de particién de la cuerda
se escribe
Z(@,R) =Y 1P Z(R); (125)
g=0

juntando las expresiones (125)), (124) llegamos a que

Z(®+2log(R), %) = Z(d,R). (126)

Finalmente, de (I26)) concluimos que la T-dualidad es una simetria de la teorfa completa,
i.e. a todo orden en la expansion perturbativa, si consideramos ademds que el dilatén
transforma como ® — ¥ +21og(R).

De aqui se desprende ademads que la simetria de T-dualidad es parte fundamental de la
teoria de cuerdas, y por tanto una teoria de bajas energias consistente debe respetarla.

Al igual que hicimos en la seccién anterior, a continuacién intentaremos extender
la compactificacion de una tnica dimensién en un circulo a la compactificacion de d
dimensiones en un toro T%.

En esta situacién, las i = 1, - - -, d dimensiones compactas verifican una condicién de

periodicidad de la forma
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4 Compactificacién de Kaluza-Klein

X~ X+ 2mmt (127)

Consideramos ademads ya no a la cuerda bosonica libre, sino a la cuerda en un back-

ground toroidal de la forma

1 f2m , , : 1
S = E/O dO'/dT |:\/§gm‘BGijatxXla‘BX] +€“5Bi]'a,xX18/3X] - E\/gq)R(z) ; (128)

en donde G;; corresponde al tensor métrico, y B;; es un tensor antisimétrico
Por simplicidad, podemos definir la matriz E, conocida el la literatura como Background
Matrix
E=G+B. (129)

Partiendo ahora de la accién (128)), podemos repetir el procedimiento de cuantizacién
canodnica sobre la hoja de mundo. Dado que estamos considerando teorias en la dimensién

critica (donde se cancela la anomalia de Weyl), podemos fijar sin perdida de generalidad

ga/%(ar T) = Map-

El momento canénicamente conjugado estd dado por

21P; = Gy X + Bl-]-X’j = p; + oscilaciones . (130)

Como X' tiene periodicidad 27t, entonces pi =n;,conn; € Z.

Por otro lado, el Hamiltoniano toma la forma

H= LOR + LOR
1 21 N . . ) .
= /0 do [(Zn)z(PiG”Pj) +X"(G — BG™'B); X" +4nX"'ByGY P, (131)
= i /Mﬂla(P2 + PZ)'
- 477 0 L R/

donde se defini6 ademas

P, = [271131- +(G— B)Z-J-X’j] et (132a)

Pro = [27P = (G + B X" | e*}. (132b)

Adicionalmente, se tiene el constraint
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2
dO'PX/=LQL—L()R =0. (133)
0

De las ecuaciones anteriores, se deduce que P; y Pr siguen estando desacoplado,
describiendo left/right-movers respectivamente.

Luego, podemos descomponer al Hamiltoniano como

H=HO 4+ g (134)

De ahora en adelante, analizaremos tinicamente el comportamiento de H®; por lo que
serd de utilidad redefinir simplemente H® = H.

Luego,

H= LOL+LOR

1
= (i +pR) (135)
1

=2 [ni(cfl)ifnj +m(G — BG™'B)m/ +2m'By(G1)in;| ;

donde n; corresponde al autovalor del momento, y m1; a los winding modes. De la expresion
(I35) se desprende que

p = [n' +m'(B+G)le*. (136a)
pr =[n' +m'(B—G)le*. (136b)

Vemos entonces, que el espectro queda descripto inicamente en termino de los modos

cero (pr, PR) -
Notamos ademds, es es posible definir una matriz

G—-BG 'B BG™!
M(E) = , 137
5 ( ~G-1B G—1> (37
de modo de escribir el Hamiltoniano (135) de una forma mas compacta
PN BN NI ey
H = 2(;9L+;9R)— 2Z MZ; (138)

en donde Z se define como el vector Z = (m,, np).
Notemos que en particular, M € 2d x 2d. Por lo tanto, ante una transformacién g del
grupo O(d, d), M transforma como M — M’ = M, = gMg'.
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4 Compactificacién de Kaluza-Klein

Esto ultimo, nos lleva a preguntarnos como transforma E ante una transformacién

g € O(d, d). Para ver esto, consideramos en particular el elemento

e B(eh)™!
N (139)

y definimos la accién de g sobre una matriz F € d X d como

g(F) = @F +b)(cF+d)~!. (140)

De esta forma, se ve que para el caso F = 1, entonces gg(l) = E = G + B y ademds se
puede ver que M = gpg-.
Luego,

M' = M(E') = Mg = gMg" = ggr8r8' = 8p8k (141)

lo que implica que g/ = ¢¢g y finalmente

E' = gp(1) = gge(1) = g(E) = @E +b)(cE+d) L. (142)

En esta instancia, vemos que naturalmente los campos comienzan a ser posible agru-
parlos en forma de matrices 2d X 2d, y 1o que nos lleva a estudiar su comportamiento ante
transformaciones del grupo O(d, d). En particular, vamos a tener particular interés en como
se ve afectado el espectro de la teoria frente a este tipo de transformaciones.

Para este fin, vale la pena repasar la estructura del grupo O(d, d). Este grupo, puede ser

descompuesto en:

1. B-shifts: Consiste en agregar a la matriz B;; una matriz antisimétrica entera ©;;(Z).

1 ©
0 = (0 ]1) , @1] €z, @1] = _®ji' (143)

2. Cambio de base A € GL(d, Z):

A 0
8=\ o 1) (144)
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3. Dualidad factorizada D;: Corresponde a una generalizacién de la dualidad R — %

Explicitamente, D; lleva R; — Rl si el background es un producto directo de circulos
1

de radio {R;}
_(tre e 145
gD,' - ( )
€; 1-— e,

en donde e; posee todas sus componentes nulas, excepto la componente ii, la cual

vale 1

Luego, la teorfa serd invariante ante transformaciones del grupo O(d, d) si es invariante
frente a todas las transformaciones anteriores por separado. A fin de identificar si la teoria es
invariante ante estas transformaciones, buscaremos el espectro de la misma y verificaremos
que el mismo sea invariante.

Expandiendo en modos, encontramos que

Xi(o,T) = x' + mio + TGij(pj _ B]-km Z [“;(E)e—in(r—a) " &;(E)e—l’n(l’+0’):| .
n-T/O
(146a)
27tP(o, T) = Z [Et tX] pin(T—0) | Eij&L(E)efin(no)} . (146b)
n7-‘0

Las relaciones de conmutacion se obtienen a raiz de expandir en modos el conmutador

[xi(a, 0), P, 0)] = i6i6(c — o) (147)

el resultado es
[xi’ Pj] _ l'&]l: , (148a)
(6B, ah(B)] = [&(E), &h(B)] = mGT8,1100, (148b)

y todos los demds conmutadores se anulan.
Reemplazando en la expresion para el Hamiltoniano H, integrando y aplicando orde-

namiento normal se llega a que

1 .
H = EszZ+N+N, (149)

con
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4 Compactificacién de Kaluza-Klein

N = i a',(E)Gja(E). (150a)
n=0

N = i &', (E)Gij)(E). (150b)
n=0

Frente a una transformacion del grupo O(d, d), habiamos encontrado como transforma

E, de donde es posible extraer a su vez las siguientes relaciones para G

(d+cE)!'G'(d+cE)=G (151a)

(d—cEYG'(d—cEh =G (151b)

y a su vez, frente a estas transformaciones tenemos que
an(E) = (d — cENYa,(E"), &n(E) — (d+cE) 'a,(E). (152)

Reemplazando las reglas de transformacion (I52)) dentro de la expresion para los
operadores nimero (I50), y usando a su vez las relaciones (I5T)); concluimos que los
operadores N, N son invariantes frente a estas transformaciones.

De esta observacion, se desprende que el espectro de la teoria es invariante frente a
transformaciones O(d, d, Z).

Finalmente, del andlisis realizado en esta seccién vemos que O(d, d) es una simetria
fundamental que emerge al compactificar en toros T%. En caso de compactificar en T7,
estas transformaciones incluyen la T-dualidad.

Observaciones:

1. Si bien en este caso el estudio lo hicimos para el caso de la cuerda bosénica, un
tratamiento andlogo puede realizarse para la cuerda heterdtica obteniendo resultados

equivalentes.

2. Desde el punto de vista del espacio-tiempo, analizando los efectos de compactificar
en toros sobre acciones efectivas de bajas energias, también encontramos que esta

simetria emerge.
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Concluimos luego que cualquier accion de bajas energias que sea posible escribir,
deberd poseer invariancia O(d, d) al compactificar en este tipo de espacios para ser considera
consistente. En la proxima seccidn, partiremos de esta afirmacion para buscar un mecanismo
para determinar si las acciones poseen esta simetria sin necesidad de llevar adelante el

proceso de compactificacion.

S p-symmetry

A lo largo de este apartado, se buscara brindar un mecanismo alternativo a los discutidos
previamente para el cdlculo de acciones efectivas de bajas energias; justificado en base a las
simetrias fundamentales subyacentes de la teoria de cuerdas. Los argumentos que se siguen
a continuacidn, son replicados del articulo original [3]] en donde se presenta la simetria
denominada como B-symmetry.

En las secciones anteriores, vimos como si partimos de teoria de cuerdas y asumimos
que d de las D dimensiones son compactificadas en un toro; entonces llegamos a una teoria
con una simetria emergente. Esta simetria, conocida en la literatura como 7arget Space

Duality, demostramos ademas que:

1. Es una simetria fundamental de la teoria perturbativa, ya que se extiende a todo

orden.

2. Se generaliza a la invariancia frente al grupo de simetria O(d, d).

Paralelamente, mostramos como desde la perspectiva de las acciones de bajas energias
convencionales, al compactificar en un toro T% también es posible -mediante redefiniciones
de campos- llevar a la accién compactificada a un esquema en el cual todos los campos se
pueden agrupar en multipletes de O(d, d); haciendo esta simetria manifiesta.

Presentado de esta forma, vemos claramente como la posibilidad de reescribir a la
accion compactificada en términos de multipletes (O(d, d) no era opcional; sino que era un
requisito de consistencia de la teoria.

Esta observacion, lleva a preguntarnos si existe un forma de identificar en una dada
accion de bajas energias si la misma respectard T-dualidad sin la necesidad de realizar
explicitamente el proceso de compactificacion y las redefiniciones de campos pertinentes

para llevar a la teoria en un esquema en el cual la simetria sea manifiesta.
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5 pB-symmetry

Para intentar responder esta pregunta, recordemos que en la seccién (4.2)) mostramos
como al grupo O(d, d) podemos factorizarlo en su parte geométrica (B-shifts y difeomor-
fismos) y su parte no geométrica (caracterizada por las dualidades factorizadas D).

La parte geométrica puede ser parametrizada infinitesimalmente por a*, y By, de

forma que ante las transformaciones de este subgrupo

SEuy = Buy — 0 Epy — 0 E ;5 (153a)
60y = —ahd,; (153b)

1
69 = — 0 (153c)

en donde hemos definido Eyy = gy + bw,, al igual que en secciones anteriores.
Frente a estas transformaciones, podemos preguntarnos como transforma la accién (41)).

Usando las reglas de transformacién (I53), vemos que

6 (V=8¢ ) = 6(y/=g)e ™ —2/=ge g

= %\/—_ge_z"’gwégw —2\/—ge 5¢ (154)
= /=8¢ [af — 8" aligpn]
=0.

Repitiendo una cuenta similar para los otros términos de la accion, se demuestra que la
misma es invariante ante estas transformaciones.

La parte no-geométrica, en cambio, no es posible parametrizarla infinitesimalmente de
forma tan directa, debido a que las transformaciones D; son no conexas con la identidad.

En cambio, definiremos la matriz 8p = TgeT, en donde
d
T=]]D; (155)
=1

1

y go corresponde a la matriz definida en la ecuacién (143).

Se puede ver que la forma mas general de la matriz gg es

= orr 0 156
8p = B gmv / (156)

en donde el bi-vector BV se define como B = ¢Hf¢"7® s, con O, el shift del campo B
(143).
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Notemos que gg € O(d, d), al ser un producto de matrices de este grupo. Al mismo
tiempo, corresponde a una matriz conexa con la identidad y contiene en su interior la accién
de las dualidades factorizadas. En efecto, utilizaremos el bi-vector f,,,, para parametrizar la
accion infinitesimal de la parte no-geométrica del grupo de simetria.

La accion de elementos de la forma sobre la matriz E puede leerse de (142). En

este caso, tenemos que

E' = (aE + b)(cE +d)~!
= E(BE+1)" (157)
= E(1 - BE) + O(B);

De forma que, a primer orden en el pardmetro S, tenemos que

De forma similar, se puede mostrar que

5¢p = %ﬁﬂ“Ew. (159)

Las transformaciones (158) y (I59), si bien dejan invariante a la accion compactificada;
se puede ver que no son una simetria de la accién sin compactificar. Luego, concluimos
que es la parte no geométrica del grupo O(d, d) la se vuelve una simetria al compactificar.

Tal como se discutié en la seccién (@.1)), un punto esencial en el proceso de compact-
ificacién es asumir que los campos no dependen de las coordenadas del espacio interno.
Asi mismo, si bien el tensor B, esta tipicamente definido para las coordenadas internas
unicamente; podemos extenderla a todo el espacio asumiendo el embebido trivial en donde
Buv = 0 si los indices recorren coordenadas externas.

Luego, utilizando esta definicidn, la hipétesis de independencia de coordenadas internas

podemos imponerla con el siguiente vinculo

B, (---)=0. (160)

A fines practicos, es posible determinar si O(d, d) emergerd como una simetria global a
compactificar en un toro, verificando si las transformaciones beta (158] [159), junto con la
restriccién (160), dejan invariante a la accion en D dimensiones.
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5.1 Invariancia del sector universal

A continuacion, usaremos las denominadas transformaciones B para verificar que el sector
universal NS-NS es invariante frente a ellas.

Para esto, serd de gran utilidad trabar en el formalismo de Frame, en el cual los indices
latinos corresponden a indices planos, los cuales suben y bajan con la métrica de Minkowski;

y se define ademds el viebein e,” de forma que

Suv = €,"e, 1. (161)

Luego, partimos de escribir las transformaciones en término de los campos fundamen-
tales de este formalismo ¢, e;", by
Usando que g,y = %(EW + Eyy) y las reglas de transformacion 1} vemos que

1 (o (o
08uv = —75 (EupB’ Egy — Eve B Epp) (162)
Usando ademds que ¥ es un tensor constante antisimétrico, tenemos que

0guv = SupP bov + bup B gov - (163)

Al mismo tiempo, podemos definir las variaciones de,, y db,, como

Seqp = el'adeyp ; Obay = elae’yobyy ; (164)
con lo cual,
olgw] = 5ewevb17”b + eW(Sevbiy”b. (165)
Luego,
§"olguw] = 20e,,1™" (166)
= 2Dy .

Definiendo b, = e epbyy, vemos que

Sea™ = Bybeas (167)
de donde leemos finalmente
§eab = _bacﬁcb . (168)
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Mediante cuentas analogas, se puede mostrar que

ey = —DacpC, (169a)
Obap = —PBap — bacBdbyy; (169b)
op = %e“a. (169c)

Con las reglas de transformacién (169) y el constraint (I60), se puede mostrar que las

conexiones y tensores que aparecen en la accion transforman como

[6,D,] =0. (170a)
Sy = Bro Hyreg — ~BAH 170b
Weap = Pla” Hpled 5 Bc" Hapg - (170b)
SHape = 660" [4cBpja - (170c)

1
O(Vat) = 5B Haca - (170d)

1

(VaVie) = 5BV o Hiya — B @e(a" Hpyea — B oHyyea V7. (170¢)

Ahora, a partir de las reglas (170), de nuevo podemos ver que los términos que aparecen

de forma explicita en la accion de interés transforman de la siguiente manera

6(/—ge ) =0. (171a)

OR = —2BNV  Hyey + 5B wegy Hy™ . (171b)
5(V¢)? = B Hypeq V¢ . (171¢)

5(0¢) = % BN  Hyey — B oy Hy™® + B Hyey Vi . (171d)
S(H?) = 128w eap Hy™ . (171e)

Usando estas ultimas, es ahora trivial ver que se satisface 6L = 0; es decir que no solo
las transformaciones 3 son una simetria de la accién de bajas energfas (41)), sino que deja

explicitamente invariante al Lagrangiano.
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Mas aun, podemos ver que si partimos de un Lagrangiano genérico compuesto por una

combinacion lineal arbitraria de estos términos

L = R+m(Ve$)* +n0¢ + pH?, (172)

aplicando las transformaciones (1'/1))

gL = =2 Hyeq + 5% weap Hy" + mp™ Hyeg V'p + gﬁCdvabcd
— nﬁdewbHd”b + nﬁCdechbgb + 12p[56dwmbHd“b (173)
n
= (5 = DBV Hyeq + (5 +12p — m“ ey Hy" + (m + ) Hye V' ;

de donde observamos que 5/3[', =0 siy solo si

n=4, m=—4, :—% = L=L. (174)

Vemos que no solo se verifica que la accién 41| es invariante ante transformaciones 3
aplicando el contraint (I60), sino que es el la tGnica cantidad compuesta de estos términos
que resulta invariante a orden cero en a’.

De este resultado, concluimos que seria posible determinar enteramente las acciones
de bajas energias a partir de pedir que se respeten las simetrias de la teoria; incluyendo la
simetria de T-dualidad ante compactificaciones toroidales.

Notemos ademds que si bien pedimos que al compactificar emerja O(d, d) como grupo
de simetria -lo que ya vimos que es una condicién de consistencia-, finalmente logramos
construir una accién en D dimensiones que es independiente de la estructura del espacio
compacto. Esto nos permite, en particular, el calculo de las ecuaciones de movimiento del
sector gravitatorio; las cuales constituyen correcciones a las ecuaciones de la relatividad

general.

5.2 Transformaciones a orden «’

De la misma forma que hicimos para la accién de bajas energias a orden mas bajo en a/,
quisiéramos extender las transformaciones 3 para que nos permitan determinar la accién a
ordenes superiores en a’.

Comencemos notando que, dado que buscamos transformaciones que dejen invariante a

la medida de integracion /— ge_z‘P, entonces
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5ly/—ge 2 = 61\ /—=gle 2 — 2, /—ge 25
= /e [0y — 209) (175)
= ./ _ge—Z(P [5eaa - 254)}
=0;

lo que ata la variacion de ¢ a la variacion del vielbein como

5 = %Mu. (176)

Este resultado es valido para todo orden en &',

Por otro lado, a orden &’ podemos escribir esqueméticamente

op =09 +5%) + 0wW'?); (177)

p
en donde 5(51) corresponde a la correccion de la transformacion a orden 'y (5;30) nota las

transformaciones a orden cero (169).
Luego, si partimos de la acciéon de bajas energias en el esquema bi-paramétrico de
Bergshoeff De Roo (192)), vemos que la variacion a orden &’ la podremos descomponer

como

_ 50 £(0), s ) 50 f(1) g 50) (D)
OpL = b L >+5ﬁ L )+a(5ﬁ Lo +bég Ly (178)

El primer termino en la ecuacién anterior, vimos en la seccién[5.1]que se anula.

Al segundo termino, integrando por partes podemos llevarlo a la forma

5;%(0) = 5g>eﬂbAeab + 5}3%%% ; (179)
En donde definimos
1
Aeab =2 (Rab + ZV(avb)(P — ZHacdeCd) . (180a)
1
Aby, = EVCHcab — VpH . (180b)

Por otro lado, debido que L;l) = Egl)[H — —H], podemos de momento tomar el

parametro b = 0 sin perdida de generalidad.
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Juntando todo, tenemos que

SpL = 5}}’5@ + a(séo)c,(}) . (181)

A partir de este punto, el objetivo serd determinar las transformaciones a primer orden
(5;31)eab, 5;51)%%, (Sél)gb pidiendo que gL = 0.

Para determinar la forma explicita de las transformaciones (5}51)6,1;, y 5;31)17“;,; buscaremos
utilizar que conocemos las transformaciones a orden cero para llevar el termino aég))ﬁ,(zl) a
la forma de la ecuacion (179).

Sin embargo, no serd necesario que calculemos la variaciéon completa a orden cero de
este ultimo término. En cambio, utilizaremos una expansion en potencias de los flujos w, .,
Hape y Dadp.

De esta forma, buscaremos que las variaciones de orden cero se cancelen con las
variaciones a primer orden termino a termino en esta expansion.

Debido a que los flujos son campos compuestos, sin embargo, los mismos obedecen
a su vez Identidades de Bianchi que relacionan los distintos ordenes de la expansion. A
fin de evitar ambigiiedades, se considerard primero el orden mas bajo en la expansion y se
buscara llevar este a su forma minimal mediante la utilizacion de Identidades de Bianchi, a
expensas de incorporar términos de orden superior. Una vez fijado el orden cero, se pasara
al orden siguiente en donde el procedimiento serd repetido.

Siguiendo este procedimiento, podemos expandir en flujos las ecuaciones de movimiento

(180) como

Aeab = —4Dan(P — ZDQwaC + ZDcwabC + - (1823)

1
Abab = EDCHCab +- (182b)

En donde los puntos suspensivos indican términos de orden superior en potencias de
flujos.
De esta forma, si partimos de
0 _ pabeo) 1) pyaved 183
a Ty abc g~ abed ’ (183)

En donde definimos
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) () () (e () 2 (e (f ()
Qe = Wi wag]e + Wiag Wy w@]f+§w[ﬂd Whe " Weif (184a)
-) _ (-) (-) () ()
Ry = ZD[awb]cd +2w[ab]€wecd +2w[ﬂc Whed (184b)
_ 1
W) = Wape — 5 Have (184c)

Vemos que para (51(30)&(11), el orden mas bajo en la expansion en flujos sera cubico

3
sOLM =y [5@,&5}) (185)

p = ] (h3—h)
En la ultima ecuacién, notamos con (1,3 — h) a los términos con h flujos Hy 3 — h
flujos w.

Escrito de la forma anterior, cada termino puede ser llevado a

0,M]  _ ppb |1 d
[5< ) }(0,3) = A" {Zﬁacwbdewc e} + [DaT 5 - (186a)
1
[5(0)£21)] — A {_ﬁecweadwbcd " ﬁecwaedwbcd i _,Bacwbdewcde
(1,2) 2
, (186b)
+ Aeab [_gﬁaeHbcdweCd] + [DaTa] (1/2) 7
[5(0)5(1)} _Abab llgecw dH _lﬁecw dH _lﬁ o Hde
a @1) = > ea Tlhed ) ae Ilped 4P bde1c (1860)
1 1
- leBaCHdeCUCde] +Aeab |:E,BaeHbcdH€Cd:| + [DaTa] 1)’
0,M]  _ Apab |1 d
[(5< )¢ }(3/0) = AV [gﬁachdeHc f} +[DaT 5 - (186d)

en donde en Ae™ y Ab? solo nos quedamos con los términos de primer orden en flujos.

Por otro lado, definimos D,T? como

D,T" = D, T* — 2D,¢pT" — ¥ T, (187)

de forma que al introducirlo en la accion aporta a una derivada total
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5 pB-symmetry

Vv —ge D, T" = 9, (N/—ge_zq’eVaT“) (188)

y por lo tanto, no serd necesario tenerlo en consideracion para el anélisis que estamos
realizando.

Finalmente, a partir de reemplazar (182)) y (186)) en (181)), llegamos a que para que la

variacién total se cancele a orden &’ requerimos que

a 1 1 1
6We,y, = ~21 <;B(acwb)dewcde - Eﬁ(aewb)cdHECd - Eﬁ(aeHb)cdweCd + Z,B(aeHb)cdHeCd> :
(189a)

1 1
6Wb,y, = —a (—ﬁecwe[adwb]cd + B Wi Whiea + E,B[ucwb]dewcde + Eﬁecwe[ude]cd

1 1 1 1
- EﬁecwfigeHQ]cd - Zﬁ[ucwb]deHcde — Zﬁ[ueHb]dewcde + gﬁ[ach]deHcde) -
(189b)

Este resultado lo obtuvimos para la eleccion particular de parametros (a, b) = (a, 0).
Si queremos pasar al resultado genérico para este esquema bi-paramétrico, simplemente

debemos notar que

L = LP[-H]. (190)

Con esta consideracién, vemos que la transformacién genérica a orden &’ en el esquema
de Bergshoeff De Roo es

b—a
4

a+b
t 5 Bu’ (,3(aewb)cdHeCd + ,B(aeHb)cdweCd> -

1
6Weyy = B* (wb)dewcde + ZLHb)deHcde)

(191a)

1 1
6Wbyy, = (a+b) (,Becwe[adwb]cd — B W Wyed — Eﬁ[acwb]dewcde — gﬁ[aCHb]deHcde)

b—a 1 1
t— (,Becwe[ade]cd_,Becw[daeHb]cd_E,B[ucwb]deHcde_E,B[aeHb]dewcde> :
(191b)
5D = 150, a
Do =0e. (191¢)
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Vemos que fue posible encontrar las reglas de transformacién a orden &’ que respetan
los campos ¢, e, Y byp. Si bien este resultado lo obtuvimos a primer orden en la expansién
de flujos; en la siguiente seccién mostraremos como partiendo de estas transformaciones y
utilizando fuertemente el contraint /Y9, se puede mostrar de forma puramente analitica
que la accién (192)) es invariante frente a las mismas.

En otras palabras, mostraremos como nuevamente (O(d, d) sera una simetria global de
la acci6n efectiva a orden &’ al compactificar en un toro T¢ sin la necesidad de construir los

multipletes de forma explicita.

6 Variacion del Lagrangiano a orden «’

En la seccién anterior, vimos como para encontrar las transformaciones B a orden o’
fue necesario realizar una expansion en potencias de los flujos y luego aplicar una serie
de métodos computacionales. Sin embargo, el calculo analitico de la invariancia de la
accién a orden &' frente a estas transformaciones nunca habfa sido verificado y presenta un
aporte significativo en el entendimiento de las estructuras tensoriales que constituyen estas
acciones, asi como sus transformaciones frente a la parte no geométrica del grupo O(d, d).
En particular, es posible identificar transformaciones pseudo-covariantes en ciertos tensores
fundamentales, lo que incentiva estudios posteriores en esta linea.

La siguiente seccion, presenta el resultado original en donde se muestra como las
transformaciones 3 resultan ser una simetria de todas las acciones de bajas energias,
dejando invariante los respectivos Lagrangianos hasta orden &'

Debido a que la métrica plana es invariante frente a todo tipo de transformaciones, re-
sultard util trabajar en un esquema en el cual todos los campos fundamentales se encuentren
expresados en el formalismo de Frame. Es por esto, que el esquema seleccionado en este
caso serd el esquema bi-paramétrico generalizado de Bergshoeff-de Roo, donde todas las
acciones efectivas de cuerdas son recuperadas a partir de las distintas elecciones de los

parametros (a,b). En este esquema, la accidn se escribe como

S= / dPx/—ge 2(LO +aLd +bLY); (192)

donde L© representa el Lagrangiano de orden mas bajo en potencias de ', mientras que
Lgl) y Lgl) representan las correcciones de primer orden.

Cada uno de los términos anteriores se escribe en este esquema como
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1
LO = R — 4(V¢)? +40¢ — ﬁHz; (193a)
1 o 1
L) = gH™0) - éR;bc)dR(_)ade? (193b)
1 1
1 < Ll - g o, 195
(4)

Donde ¢ denota al dilatén, ¢ al determinante de la métrica, R al escalar de curvatura, R vhed
al tensor de curvatura con torsién y Q;fc) al término de Chern-Simon con torsion.

Por otro lado, cabe destacar que a lo largo de esta seccion en los calculos se utilizara
principalmente la formulacién de Frame de la relatividad general, en la cual la métrica del

espacio-tiempo se escribe en funcién de los llamados vielbein como

8w = Naveley - (194)

En ese sentido, los campos con indices planos -representados por indices latinos- estaran
relacionados con los campos con indices curvos mediante contracciones con el vielbein.
De esta forma, por ejemplo, serd frecuentemente utilizada la definicién de derivada plana
como D, = egay.

Luego, la variacion hasta orden &’ del Lagrangiano, podra ser escrita como

p[L] = dg [\/—_ge_zﬂ (L(O) +al® + bLél))

v/ —ge [(51(30) LO 4 5;1) LO 4, (5;50) Lf}) b 5;30) Lg)] '

(195)

Debido a que las transformaciones § dejan invariante la medida de integracién (i.e.
dpl/— ge’2¢ ] = 0) y considerando que 5;30)L(0) = 0, el Lagrangiano serd invariante ante

estas transformaciones si y solo si se verifica

S9LO +as LD + b LY = 0. (196)

Sin pérdida de generalidad, podemos tomar el caso particular de la cuerda heterética
que resulta de la eleccion de pardmetros (a, b) = (a/, 0).

Con esta eleccion particular de pardmetros, la ecuacion anterior queda escrita como

5;})L(0> + zx’ég)) LW -o. (197)
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Mostrar que efectivamente se verifica la ecuacién (I197), serd el principal objetivo de
los célculos siguientes. Dado que todos los términos que intervienen en la misma son
proporcionales a &', por simplicidad y sin perdida de generalidad tomaremos &’ = 1 de
ahora en adelante.

Para calcular el valor de é(ﬁl)L(O) partimos de la expresidn para una variacion genérica

del vielbein y la dos-forma

1
51O = 2 (Rab +2V,Vyp — ZHacdeCd> Seqp

, / (198)
+ EDCHabC(Sbab +D, [ZDb(Seab — zHﬂbC(SbbC] ;

donde se define la accién de la derivada caligrafica D, actuando sobre un campo genérico

X como

DyX = V, X — 2V, X, (199)

y la derivada covariante plana V, se define de forma andloga a la derivada covariante con
indices curvos, cambiando los Simbolos de Christoffel I';, por la Conexién de Spin w,;°.

Las transformaciones 3 actdan sobre los distintos campos a orden cero como

6Oe,y, = —bacf, (200a)
(5(0)bab = —Bap — bacﬁCdbdb (200b)
60¢p = éfs(%/ (200c)

Mientras que a orden &’ toman la forma

1 _ _ycd
Weg = — B Wiy - (201a)

_ _ 1 -y (—)8e
5Wp,, = gef (we[agw}]] ), — o)) f)g) — 5B’ Wit (201b)

Dado que estas transformaciones no inducen términos con dilatones en la expresion de
SOLM en caso de buscar que se verifique l) serd necesario que sean cancelados todos

los términos asociados al dilat6n en la expresién (198).
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De la expresion anterior, podemos aislar entonces los términos que dependen del dilatén

SLY = —8V, V6™ — 4V 1V, (6e™) — 4V, pV o(6e™)

¢ (202)
+ 8V, pVyd + VapH by — YV pH™6b,y, .

Esta expresion puede reducirse al considerar que de,, es un tensor simétrico y éb,, un

tensor antisimétrico a

5L = 8V, Vypde™ — 8V 9V, (0e™) + 8V, Vg (203)

Hasta aqui, el calculo se ha hecho de manera general para cualquier variacion o.

Consideremos ahora el caso de interés, 6 = 5/(51). Para este caso, sabemos que la
variacion de los campos toma la forma (20T]).

A continuacién, reemplazamos estos valores en la ecuacion (203)) y usamos las sigu-

ientes identidades

VoV = DaDp + wap°Dep . (204a)
VB = 2w 2447 . (204b)

Usando ademds la condicién de f—symmetry, expresada como

B™Dy(..) =0, (205)
llegamos a
Yy (—yed _ _yed
SLY = 20"V Dyl )t — [Da, Dy 9B w0 gl (206)

Finalmente, usando la identidad

[Dg, Db]X = —2w[ab]foX (207)
para X un tensor arbitrario, llegamos a que 5;31) Lg)) = 0; lo que nos permite eliminar

las contribuciones del dilaton de la expresion (198]). Eliminando estos términos, vemos que

esta ecuacion se puede reescribir de forma genérica como
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1 1
(sg)L@ -2 (Rab - ZHacdeCd) 5;;)e“b + 2vavb5(ﬁl)eﬂb - Evudg)bbc. (208)

Dado que los términos que saldrdn de la contribucién (5;30)L(1) involucran productos de
Tensores de Riemann con 3-formas H,j,. y Wy, intentaremos llevar los términos en
a esta forma para que los distintos términos sean sencillos de comparar.

Comenzamos mirando los términos que involucran a (52)bbc. Reemplazando la expresion

dada por (201)) vemos que obtenemos

1 1 1 _ _ 1 Yy (g€
_EHavaa5/(3 )bbc = _EHavaa {,Bef (webgw((:fg)v - wbegw((:fg)v) - Eﬁbfﬁ)gge)w](c )
(209)
Usando que la derivada plana del bi-vector ,Bef se escribe
Dap*f = 4p™ wigey’! 210)

y expandiendo todos los términos, llegamos a que es posible reescribir los términos de

(209)) como

1 1 1 gd -4 (-
—5H"Vadg by = —5 H™ [ﬁef (zweabwﬁg}w} " 2wty wly)
( (-)8 1 -8
+w[ebgRacfg+wcf Raebg—iwcf Rabeg)
(8 o) 1 W )8€ (=) (=8 (=) (=)
——ﬁ < Rofge ¥ 5@Ws " Racge + Wy ™ g wade”'
(211)

Por otro lado, analicemos la contribucion del termino ZVaVbég)e”b a la variacion de

orden 1 del L(©,

Partimos de escribir

Vavbég)e”b = D,ZDb(SI(;)e”b + Dawb”fd(ﬁl)efb + wb”fDaég)eﬂ’ + Dawbbfd(ﬁl)e”f 212)

+ Zwbbeaég)e“f + w“agwbgfé(ﬁl)efb + w“agwbbfég)egf i
Luego, usamos que podemos escribir
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1 _yed _yed
D, Dyoett - - |:13geDb (wag“w(‘)"c e ) + 458 gy Peogg P ol
. _yed _ _yed
B Dy <w( b o) ) oy By et
(213)
y
1 1 _ _yed 1 _ _yed
Doy e = —§ﬁg[iw[ga]€]w( P~ Eﬁg[@w[ga]ﬂw gl o1
Ly, ()
Juntando todo, llegamos a que es posible escribir al término V,V}4 ﬁl) e’ en forma
compacta como
Wb _ 1 pf (edpaen(=) .1 f o (Yped pae p(-)
vavb(sﬁ e _8w” we B becd+4wﬂb w B Rfecd 15

1

B - —)ed
— Zwﬂbfw( )deﬁﬂew}C)gw ﬁ(few( )b) ( )C Rgbaf;

egd

Donde para llegar a esta expresion se ha usado fuertemente la condicién (205)).
A partir de haber obtenido las expresiones anteriores, estamos en condiciones de escribir

de forma explicita el término (208)

+ %wabf w(_)deﬁ”eR};)d - %wabf w(bed aewj(t:)gwgd) 216)
- %H“bc {ﬁef (%weabw((;;;w}(f_)gd + 2wl wl) + R
SNy

En este punto, vale la pena recordar que nuestro objetivo es mostrar que se satisface la
ecuacion (197)

Vemos que logramos calcular explicitamente el primer termino de la expresion anterior.

A continuacion, veremos el resultado explicito para el segundo termino. Explicitamente,

lo que buscaremos calcular es
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O7 1) _ 1) [ryabey()] 150 [p-) bed
o LV = 4% [H“ CQabC] o [Ra ) R(abed | (217)
Usando ademas la identidad
- _ 1 (e 1 () (=)
O, = 59 eRbc]ed — gw[ad w wys (218)

podemos ver que

150 [Huch( >] 150 [Habc] ) 4 L ppabes0) [wl(;)de] RO,

4P abc| ~ 4°P abe ¥ g B
Lo abe, (e s(0) [(-) ] _ L rrabe 5(0) ) (-
+§Ha ‘W 5ﬁ [Rbced} 4Ha C(Sﬁ [ ad }wbe cf :
(219a)
1 1 B
. 5%0) [ Elbng( )abcd} ; 520) [Rgbc)d] R(—abed (219b)

Luego, vemos que sera util calcular las variaciones beta a orden cero de los distintos
tensores que aparecen en las expresiones anteriores.

Partiendo de (200) vemos que es posible escribir

1
5;30)wcab = Bra" Hyjea — E,BcdHabd : (220a)
5;30)Habc = 60" [1cBp1a - (220b)

A partir de estas expresiones, llegamos a su vez a que

00w E) = HBeatecy £ 2Pugct Py, @21)
donde wflfd) = Wyeg = %Hacd.
Por otro lado, podemos a su vez utilizar estas expresiones para calcular el término
SORM)
B “abcd’
Partimos de escribir

0 + +
05 Ripoq = 2D1atyop + 21w — 20wy, (222)

usando las ecuaciones anteriores para las variaciones de los distintos tensores, llegamos a

0
08 R0y = +2Befa R bjea + 4R )1 Bur® + 2Hapew o/

(223)
— 4w, HypeBar’ +2B @iy, .
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Finalmente, la utilizacion de las siguientes identidades de Bianchi

() _ pE

Rabcd Rcdab ’ (224a)
RO _alyog. v lipgoen (224b)
[abcld — — 3 dtlabc B [ab Hclde -

lleva a una escritura compacta para la variacion del Tensor de Riemann con torsion

0) p(=) (+) () (£ (£ )
(S Rubcd lBﬂRebcd + leRaecd IBCRubed thRabce + 2ﬁefwecd fab (225)

Volviendo al calculo de los términos (219)), podemos reemplazar las expresiones 220}

(221) y (225) para obtener
d
15}50) [Hach( )] ﬁefwml Wy RO ;w(+)gacﬁb W o w o+
1 1 _ ed _ Y
! o [Zﬁfew Of (EREJC) ~ o )efw£f>)
226a)
B8O | (
a fed™ gbc
1 b Oep) L (Dep(-)?
ngﬂclg g( Ry +w R
L 50) [p(-) p(-)abed o) R(abed
5% RO ROed| = 25”%@(1 wl, RO (226b)

Asf mismo, es posible reescribir los términos (216)) de forma conveniente como

1
5g)L«» ﬁqfa) W) Rabed 5 sofa; Yoed gae R ()

ecd fab fecd
1. ( 1 (+)f —)bed ()8, (- )
. EI_Ia Cﬁefw[ ]gRacfg —5 W, o (T)bed gae f eg (227)
Lo ab (—)de (=) (+) b )7, =)
— ZI_Iﬂ C[Bfgwa wadwgbC Hﬂ Cﬁefw[eb waf a]cgd .
Por otro lado, es sencillo mostrar que (226a) se puede reescribir como
L 0 [pyab bed L prab ed
4(5;%) [Ha CQEzbc)} 4156fwecd ;;)bR( Jabed Ha C,Bf wude( )
1 _yde 1 e (. ()
+ ECU(+)guc’Bbgw‘(1 ) Réce)d 260(+ guc’Bb ( ) wée) w((:f) n
1 — 1 \d _
g S+ Ll Ve ).
(228)
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Escritos los términos (228)), (227) y (226b) de esta forma, y usando las siguientes
identidades

_ 1
Habcﬁefweb wgf) W) = S HOB o f 4o (—)eg wM, (229a)

cgd 2

1 _ ed

EHabCﬁfew[ﬂf]dR(bc ) HabCﬁefw Racfg (229b)
1 _yde fo
L R = LR,

podemos ver que trivialmente se satisface (197)).

7 Conclusiones y reflexiones finales

En la seccion comenzamos analizando la accién que describe a un objeto unidimen-
sional -una cuerda- relativista de forma clasica. Partiendo de estos resultados, en la seccion
[2.2]vimos como es posible realizar un proceso de cuantizacion para esta teorfa antes cldsica.

Del proceso de cuantizacién, aprendemos dos hechos remarcables:

1. Las distintas excitaciones de la cuerda fundamental son vistas como campos desde la

perspectiva del espacio-tiempo.

2. La dimensionalidad del espacio no es arbitraria, sino que queda determinada al buscar
la cancelacion de anomalias. Para el caso de la cuerda bosénica la dimensién del

espacio-tiempo serd D = 26, mientras que para la super-cuerda serd D = 10.

Encontramos ademads el primer acierto de la teoria; dentro de su espectro emerge
naturalmente un campo compatible con lo que esperamos que sea un graviton: Una particula
bosdnica no masiva de spin 2.

Junto con el gravit6n, emergen también una dos forma by, un campo escalar ¢ -el
dilatén- y una torre infinita de campos adicionales con masas que comienzan en el orden de
la masa de Planck M.

(Como es posible reconciliar la prediccion de un numero infinito de particulas con
el modelo estdndar? Naturalmente, como ha pasado a lo largo de la historia de la fisica,
lo que observamos depende de como y a que escala de energia lo hacemos. Siendo que
experimentalmente ha sido posible explorar hasta el momento escalas energéticas mucho

menores a la escala de Planck, lo primero que buscamos es un mecanismo para construir
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acciones efectivas de bajas energias; las cuales permitan en ultima instancia hacer contacto
con el modelo estdndar.

Impulsados por este enfoque, en la seccién [3] partimos de la accién de una cuerda
acoplada con un fondo integrado por el graviton, el campo de Kalb-Ramond y el dilatén;
descartando la contribucion de campos de mayor masa. A partir de alli, vemos que
explicitamente que se rompe la invariancia ante transformaciones de Weyl; lo que nos lleva
a buscar condiciones para restaurar esta simetria en el caso cudntico.

En este punto, es que aparece una gran limitacién para este enfoque, siendo que para
determinar las condiciones mencionadas anteriormente es necesario calcular amplitudes
de dispersion a distintos ordenes en &'; o equivalentemente calcular las funciones Beta del
Grupo de Renormalizaciéon. Ambas alternativas suponen un esfuerzo tal que hace imposible
su determinacion de forma analitica. En particular, lo mdximo que se ha logrado calcular
estas condiciones es a orden a’°.

Estas condiciones, que aseguran la preservacion de la invariancia de Weyl, pueden ser
pensadas luego como las ecuaciones de movimiento de una accién en D dimensiones. Esta
es la accién conocida como Accién de Bajas Energias. A orden cero en &/, llegamos a la
accion , la cual en sus ecuaciones de movimiento emergen las Ecuaciones de Einstein
de la Relatividad General. Este hecho, constituye otro acierto fundamental para la teorfa.

Mas aun, dado que las condiciones de restauracion de la simetria de Weyl para el caso
cudntico se calculan de forma perturbativa en el parametro de la cuerda a’; la accion de
bajas energias sufrird correcciones orden a orden. A orden &', las ecuaciones de
movimiento calculadas a partir de la accion dard origen a Ecuaciones de Einstein

con correcciones de orden &’. Este hecho no es menor siendo que:

1. Esperamos que una teoria consistente de gravedad cudntica prediga correcciones a la
Teoria de la Relatividad General, en escalas hoy en dia no estudiadas experimental-

mente.

2. Habilita el estudio de correcciones a las soluciones conocidas de Relatividad General,
las cuales podrian tener consecuencias contrastables experimentalmente compatibles

con las capacidades técnicas y tecnoldgicas actuales.

Vemos entonces, que se hace visible una disyuntiva; para poder hacer contacto con
la fisica de energias en el rango explorado -modelo estdndar- es esencial el calculo de

acciones de bajas energias. Sin embargo, los métodos de calculo conocidos presentan serias
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limitaciones que han causado que hasta la actualidad solo se conozcan acciones a orden
cubico en &’. Esto nos lleva a preguntarnos si no existe un tercer método para el calculo de

estas acciones.

En forma paralela, podemos volver a la prediccion de la Teoria de Cuerdas en cuanto
a la dimensionalidad del espacio-tiempo, y su discrepancia con lo observado experimen-
talmente. Al igual que sucedia en el caso del espectro es posible que, a escalas bajas de
energias, ciertas dimensiones nos sean inaccesibles en caso de que las mismas sean de
hecho compactas. El numero de geometrias del espacio compacto que son compatibles

con la teoria se estiman ser del orden de 10°%°

y constituyen el Landscape de la Teoria de
Cuerdas. Sin embargo, podemos estudiar el proceso de compactificacion de d dimensiones
para la geometria mds simple; un toro T%. Tal como mostramos en la seccién , en este
caso emerge una simetria conocida como Target Space Duality -o simplemente T-duality-
la cual en una dimension establece la equivalencia fisica entre la compactificacién en un
circulo de radio R y un circulo de radio inverso % Para d dimensiones, esta simetria se

identifica con la invariancia ante el grupo de transformaciones O(Z, d, d).

En esta misma seccién, mostramos ademads que esta es una simetria a todo orden
en teoria de perturbaciones, por lo que se constituye como una simetria fundamental
de la Teoria de Cuerdas. Luego, esperamos que desde la acciéon de bajas energias al
compactificacién también emerja una simetria ante este grupo para ser considera una accion
consistente. En la seccion mostramos de forma explicita que esto se verifica para el

caso de la accion , en donde emerge una simetria global ante el grupo O(R, d, ).

De esta manera, vemos que seria posible utilizar esta simetria ante compactificaciones
toroidales, en conjunto con las simetrias convencionales ante difeomorfismos y transfor-
maciones de Lorentz, para fijar la forma de la accién a distintos ordenes. En el apartado
5.1} por otra parte, mostramos como el grupo O(d, d) se descompone en una parte ge-
ométrica, integrada por difeomorfismos y traslaciones rigidas de la dos forma; y una parte

no geométrica, parametrizada infinitesimalmente por un bi-vector V.

De esta forma, debido a que en la parte geométrica de O(d, d) es per se una simetria
de la accidn antes de compactificar, concluimos que es la parte no-geométrica la que emerge
como simetria al compactificar en estos espacios. Como es de esperar, si uno utiliza las
reglas de transformacion bajo este subgrupo de los campos by, gv y ¢; uno encuentra que

antes de compactificar la accién no es invariante frente a estas transformaciones.

En este punto, recordamos el procedimiento de compactificacion llevado adelante en
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4.1] La parte esencial del Ansatz de Kaluza klein es asumir que los campos no dependen de
las coordenadas compactas. Luego, es esta condicidn el que logra promover la totalidad del
grupo O(d, d) al estatus de simetria.

Concluimos que la condicién de invariancia ante O(d, d) puede ser verificada desde
la accién en D dimensiones pidiendo la invariancia ante las transformaciones en
conjunto con el vinculo B#¥0,[- - -] = 0. Esta es la simetrfa que se conoce como J-symmetry.
Notemos que este mecanismo, ademads, permite verificar que el grupo O(d, d) emergera
como simetria global tras compactificar sin la necesidad de aplicar las redefiniciones de
campos pertinentes para hacer esta simetria manifiesta.

Profundizando en el estudio de esta simetria "efectiva", es que en la seccién @ verifi-
camos no solo que el sector universal NS-NS es invariante frente a estas transformaciones,
sino que ademds mostramos que partiendo de términos invariantes ante transformaciones
de Lorentz y Diffeoformismos; estas transformaciones terminan de fijar completamente la
accion. Adicionalmente, es ese mismo apartado es que se encuentran las transformaciones
beta a orden &’ mediante métodos computacionales.

Con estas transformaciones halladas de forma explicita, en la subseccion [6] partimos
de la accién de bajas energias a orden &’ en el esquema de Bergshoeff De Roo y
mostramos de forma analitica como se verifica la invariancia B-symmetry.

De esto ultimo, aprendemos ademads que:

1. Es posible construir objetos tensoriales -como es el caso del Tensor de Riemann con

torsion- que definen una nocién de convariancia ante transformaciones p.

2. A diferencia de lo que ocurre tipicamente, en este caso la invariancia no ocurre orden
a orden en &’ de forma independiente; sino que las transformaciones de orden &'
de los términos a orden cero, se cancelan las transformaciones a orden cero de los

términos de orden «'.

3. No es posible la descripcion de estas transformaciones en un formalismo métrico,

por lo que la utilizacién del formalismo de Frame en este caso no es opcional.

Como conclusion general, notamos como es posible utilizar las simetrias de la teoria
para la construccién de acciones efectivas. Este método, a diferencia de los métodos
convencionales, permite un tratamiento analitico y de menor complejidad que motiva la

biisqueda de acciones a mayor orden en a’.
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En adicion, la reciente publicacion de un articulo [4]], en donde se encuentra un proced-
imiento sistemdtico para hallar las transformaciones p a todo orden en «, impulsa aun mas
la busqueda de acciones efectivas a mayores ordenes.

Finalmente, este estudio abre nuevas potenciales lineas de investigacién, como:

* Identificacion de estructuras tensoriales subyacentes, invariantes antes las transfor-

maciones f.

* Andlisis no perturbativos basados en esta simetria, la cual sabemos corresponde a

una simetria fundamental de la teoria frente a este tipo de compactificaciones.

* Extension de este mecanismo hacia el sector fermionico y definicion de transforma-

ciones generalizadas que engloben ambos sectores.

* Estudio de la simetria 3, en teorias tipo IIA / IIB; en las cuales, debido a que las
correcciones en las acciones de bajas energias comienzan a orden cubico en &/, el

comportamiento frente al grupo O(d, d) permanece poco explorado.

« Utilizacion de las correcciones obtenidas para las ecuaciones de la relatividad general,

para el cdlculo de correcciones en las soluciones.

A EOMs a orden o’

En este apéndice, se buscara calcular las acciones de movimiento a orden &', partiendo de
la accién de bajas energias en el esquema de Metsav-Tseytlin (231b)).

En este esquema, la accion se escribe

Suir = / dx/=ge 2 (LO+1D) ; (230)

donde
1
LO =R —4V,pVFp+4V, Vi — EH2 . (231a)
a—2>b a+b 1
L(l) = 4 HVVPQVVP - T {RyvpaRprU - EHVVpHya/\RVpW\

(231b)
1 uvp A ) o 1 up O LvoA
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Debido a que el termino de Chern-Simon (), se escribe en funcién de la conexién de
spin y por tanto no puede ser descripto en un formalismo métrico, los campos fundamentes
de esta accién son ¢, blﬂ/’ et,.

La variacion de estos campos fundamentales, induce luego una variacién genérica sobre

la accién que podemos escribir como

dSmr = /de(S [\/—_ge*2¢} (L',(O) + £(1)>
+/de\/—_ge_24’§£(O) +/de\/—_ge_2¢(5£(1).

En general, por el principio de minima accidn, pedir que la varicion de la accion sea

(232)

nula da origen a las ecuaciones de movimiento para los distintos campos.

Sin embargo, en este caso nos interesard tnicamente las ecuaciones de movimiento
para el sector puramente gravitatorio; las cuales se obtienen a partir de tomar by, = ¢ = 0
sobre las ecuaciones de movimiento generales.

Esto, en particular, simplificard el calculo de estas ecuaciones; siendo que solo nece-
sitaremos calcular explicitamente los términos que no se anulardn tras tomar esta ultima
condicidn.

El primer termino en podemos reescribirlo como
/ aPxs [/ =ge 2] (£0+LO) = / 4Px5(y/=g)e 2 (£© + £O)
-2 / dPx\/—ge ¢ (L’(O) + /L(l)) 5¢

= /de\/—_ge_z‘P (E(O) + [,(1)) Bgﬂvégw

- 209,
(233)
mientras que el segundo termino en (232)) se expande como
D 25 (0) D 2 | OR | S——
/d x/—ge 6L = /d x\/—ge o 0w — EH” P6Hyup
Suv (234)

Integrando por partes, se puede mostrar que los términos que contienen a la variacién

del dilatén contribuyen a una derivada total; mientras que [H ) H#VP} =0.

byv:O
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Usando en forma adicional que

OR
—_— = RW , 235
(Sg;u/ Suv Suv ( )

llegamos a que

{/ dPx./ —ge_zq’éﬁ(o)} = /de\/—ge_z‘f’RVV(SgW . (236)

byv:(,bzo

Notemos que en este caso, la variacion la dejamos expresado en en el formalismo

métrico por simplicidad. La relaci6n entre gy, y dey,” es

1
O0guy = ea(véey) . (237)

Por ultimo, vemos que al tercer término en (232)) lo podemos escribir como

{/ de\/—geZ‘Péﬁ(l)} /de\/ ge { uvp

byuy=¢=0
a+b a+b
_ TR UVV(SRPW _ TR UWR’YUW 63| ;
(238)
de forma inmediata, vemos que
J=ge 2 b0 shme = —ge 23 mey (51,0
g e 1 ACLLTY (239)

=—/ —ge‘z‘f’Z(a — bV, Q"P6by, +D.T.+ O().

Por otro lado, para calcular cuando vale /— ge_z‘P RP‘TW(SRPUW en termino de las

variaciones de los campos elementales, notemos primero que por definicion

R gy = 201, T, + 2T, T s (240)
de forma que
SR gy = 2V, 01T, . (241)

Luego, integrando por partes tenemos que
v/ —ge‘z"’Rp”W(SRPUW =2,/ —gvyRPf’W&rﬁa +D.T.+ O(¢). (242)
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Por otro lado, se puede ver que

1
0Ty = 887 8ar Ty + 58" (3r08ur + 3ud80r — 02080v) 5 (243)

integrando por partes, llegamos luego a que

V=8 R TMSR gy = \/—ge ! |2V, (VR TM) gp)‘égz),\

+ erig (VuRo™) gpA(sgy)A + ZVVRPUWB(QgP/\(SgZ)A

= VR T348" 08ev — VyRo™M" 018 08y

-V (TR™) 800 = VRT3

+ VR, T, 874880y + V Ry T, 871680y

+D.T. + O(¢) .
(244)

Se puede demostrar que los términos (___) se cancelan entre si, al igual que los términos

(). Luego,

V=8¢ PR MORP gy = /—ge ! [2V(g (VuR,™) P2 8811

(245)
— VA (V,R,7) gPMSgW} +D.T. + O(9)

y usando que Vy g‘5 Q = 0, entonces se puede reescribir la ultima expresién como

\/—_ge_ztl)RchW(SRpa#y = —\/—_ge_2<PVyVA (RWM + RFVT 4 RWM) 08av
+D.T. + O(¢) -
=2y/=8e” 'V VAR 585 + DT+ O(9),

en donde en la ultima igualdad se ha utilizado la Identidad de Bianchi

RulvAGl _ (247)

Juntando todo, nos queda que
[6SMT]_j=g=0 = / dPx\/—ge 2 [ApSp + ADF by + AgMSguw] ,  (248)
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en donde se ha definido
b
Ap = —2 (.do) + UU) 2 {R - ; Ryupo RFP7| . (249a)

ADM = —§(a — D)V, 0 (249b)

a+b

ar bv VAR 4 R g RMP L (249¢)

1
WV _ PUV . — UV 0) (1)
Ag = R" + g (ﬁ + L )

Las ecuaciones de movimiento, se obtlenen pidiendo que A = Aby, = Agyy = 0;

a+b

R - TR#VPU'R]/{V‘DU— = 0 . (2503)
—Z(a — BV, 0P =0, (250b)
RM 4 %gWR . # { 3" Roppo R¥P7 — W,V RV — lRP‘ ﬁRWﬂ - 0.

(250c)
Sin perdida de generalidad podemos pasar al caso general en el cual todos los términos
anulados bajo la condicién by, = ¢ = 0 son absorbidos en un objeto Ty,. Bajo estas

consideraciones, la ecuacioén (250c)) puede ser reescrita como

1 a+b
R],n/ 2g;41/R + — {VUV/\RUyy + SgVVRUAPﬁR AP _ _RyApﬁRv pﬁ:|
a+b (251)
= G;w +— > |:VUV/\RUU]1A + ggvaa)\pﬁRm\pﬁ - ERyApﬁRvAP’B}
= Tyv ’

en donde Gy corresponde al Tensor de Einstein'y T, serd interpretado como el tensor
de energia-momento compuesto por campos by, y ¢. Por lo tanto vemos que la ecuacién

anterior corresponde a la Ecuacién de Einstein con correcciones de orden &,
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