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Resumen

La cosmologia moderna ha logrado una descripcién precisa del Universo a través del modelo
estandar ACDM. El éxito de dicho modelo consiste en poder explicar la mayoria de los datos
observacionales actuales. Sin embargo, presenta también algunos problemas tanto del punto de
vista tedrico como con la contrastacién de los datos. Por este motivo, se estudian modelos
cosmoldgicos alternativos. En este contexto, la inferencia de parametros juega un rol central en
la cosmologia moderna, debido a que la determinacion de estos permite realizar testeos de
distintos modelos cosmoldgicos, algunos de los cuales introducen soluciones a las mencionadas
fallas del modelo estandar.

En los ultimos tiempos, las técnicas de machine learning han sido aplicadadas con éxito al
campo de la astrofisica y cosmologia. Entre los métodos que se han desarrollado, existe uno que
permite resolver ecuaciones diferenciales sin requerir de los métodos numéricos tradicionales.
En esta tesis se entrenaron redes neuronales artificiales con el objetivo de resolver la ecuacion
diferencial que describe la evolucién de las perturbaciones de materia en el Universo. Se
estudiaron dos modelos cosmoldgicos diferentes: el modelo estdndar de la cosmologia (ACDM)
y un modelo fenomenolégico de gravedad modificada. En ambos casos se obtuvieron redes
neuronales que presentaron errores menores al 1% para todo el espacio de pardmetros
estudiado, comparando sus soluciones con las obtenidas a través de métodos numéricos
tradicionales. Para poder emplear las soluciones de las redes en un analisis estadistico se utilizé
el método bundle en el entrenamiento. Este método consiste en que las redes aprendan a
resolver la ecuacion, no solo en términos de la variable independiente, sino también en funcién
de los parametros que se desean inferir. Las soluciones obtenidas se emplearon para realizar la
inferencia de parametros cosmoldgicos a través del método de integracion de montecarlo

mediante cadenas de Markov (MCMC) donde se obtuvieron estimaciones para la densidad de
energia en forma de materia €),,0 y del pardmetro og que son compatibles con estimaciones

actuales.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del Universo posee un rol importante en la sociedad desde los comienzos de esta
misma. Preguntas referidas a nuestro porvenir o hacia nuestro rol en el escenario cosmico ocupan
a cientificos y pensadores desde hace mucho tiempo, dado que comprender el Universo en que
se nos es dado ser no solo es fascinante, sino que constituye un tipo de conocimiento que puede
cambiar nuestra forma de percibir el mundo.

A principios del siglo XX, cuando los astronomos comenzaron a observar la distribucién de
las galaxias en el Universo se dieron cuenta de que, a grandes escalas, parecian estar distribuidas
de manera uniforme en el cielo. Esta observacion fue un punto de partida importante para la
cosmologia y senté las bases para postular una de las hipdtesis mas cruciales en el estudio del
cosmos: el principio cosmolégico. Este principio establece que a gran escala espacial el Universo es
isotropo y homogéneo, donde la isotropia refiere a que el espacio es igual en todas las direcciones
y homogeneidad significa equivalencia entre todos los puntos.

En 1920 con el desarrollo de la teoria de la relatividad general el estudio del Universo se
colocé dentro de un marco tedrico robusto que permite hacer predicciones sobre la evolucion del
mismo. Uno de los primeros hitos importantes en la evolucién de la cosmologia moderna fue la
solucién cosmoldgica de la ecuacién de campo de Einstein presentada por Alexander Friedmann
en 1922 y Georges Lemaitre en 1927, la cual se apoya fuertemente en el principio cosmoldgico.
Estos modelos propusieron un universo en expansién, una idea radical en ese momento, que
contradecia la concepcion estatica del mismo. El descubrimiento fortuito de la expansion del
universo por Edwin Hubble en la década de 1920 [4] proporcioné un apoyo observacional cru-
cial para esta teoria. Hubble observo que todas las galaxias se alejan de nosotros, y a su vez
que, las galaxias mas distantes se alejan mas réapido, llegando algunas a moverse a velocidades
superluminicas. Esto contradice a la relatividad especial en el contexto de un Universo estético,
motivo que puede llevar a postular que el Universo se encuentra en expansion. Esto explica por-
que todas las galaxias se alejan de nosotros y también las velocidades superluminicas [5]. Einstein
no concordaba con la hipdtesis de un universo en expansion, y en busqueda de la descripcion de
un Universo estatico, introdujo una constante a sus ecuaciones: la constante cosmoldgica (A).
Al incluir esta constante se obtiene un universo estatico, pero inestable, motivo por el cual el
mismo Einstein decidié descartarla.

En la década de 1930, Lemaitre quien era fisico y sacerdote, propuso una idea revolucionaria



que cambiaria para siempre nuestra comprension del Universo: la teoria del Big Bang. Esta
teoria sugiere que el universo no es estatico ni eterno, sino que tuvo un comienzo definido en
un evento que Lemaitre describié como una ”singularidad césmica”. En otras palabras, toda la
materia, energia y espacio-tiempo del universo estaban concentrados en un punto infinitesimal
de densidad y temperatura infinitas. La teoria del Big Bang proporcioné un marco tedrico
unificado para comprender varios fenémenos observados en el universo. En particular, sirve
como condicion inicial para la solucion cosmoldgica mencionada previamente y ademas ayudo
a explicar la expansion césmica observada por Hubble y otros astronomos. También, predijo la
existencia de la radiacién césmica de fondo de microondas (FCR), un remanente de las altas
energias del Big Bang que fue descubierto décadas mas tarde y reforzé la validez de esta teoria.

Con el devenir de nuevas tecnologias que permitiron el desarrollo de nuevos y mejores
instrumentos, la cantidad y la calidad de los datos observacionales experiment6 un aumento sig-
nificativo. Estas nuevas observaciones permiten contrastar las diversas predicciones de la teoria
y determinar el valor de los parametros cosmolégicos. De esta manera, la cosmologia se convirtio
en una rama cientifica de precisiéon. Por ejemplo, la década de 1960 fue testigo del descubrimiento
de la mencionada radiacién césmica de fondo de microondas [6], lo que sustenté de manera con-
tundente la teoria del Big Bang. Luego de su descubrimiento mediciones mas precisas realizadas
a finales del siglo XX acerca de la intensidad de la luz proveniente del FCR en funcién de su
longitud de onda [7] muestran una gran coincidencia con un espectro de cuerpo negro, lo cual
da un soporte ain mas sélido al modelo propuesto por Lemaitre. [§].

La medicion del FCR sustenta ademas la prediccién de Hubble de un Universo en expansion.
En el contexto de la teoria de la relatividad general y asumiendo un Universo con materia y
radiacién, el Universo se expande de forma desacelerada. En contraposicion a estas predicciones,
a finales de siglo XX se observd, mediante el estudio de supernovas tipo la (SNIa), que el
Universo se expande de manera acelerada [9]. En el contexto del modelo cosmoldgico de ese
momento la forma mas simple de explicar este tipo de expansion era incluir nuevamente la
constante cosmolégica (A) en las ecuaciones, no para describir un Unierso estatico, sino para
explicar la aceleracion de la expansion. No obstante esta constante no posee un valor medido
precisamente, como por ejemplo la velocidad de la luz en vacio. Si se adjudica la existencia
de la constante cosmoldgica a la energia del vacio y se realiza la estimacién de valor de la
misma usando la teoria cuantica de campos, se obtiene un resultado que difiere entre 60 y
120 o6rdenes de magnitud con el valor medido de esta constante. Estas discrepancias entre el
valor tedrico de A y su correspondiente observacién experimental dependen de la escala de corte
que se emplee al realizar los calculos mediante una teoria cuantica de campos, resultando en
60 ordenes de magnitud si se emplea como corte la escala de Planck, mientras que los 120
ordenes de discrepancia se obtienen empleando como escala de corte a aquella que corresponde
a supersimetria [10-13]. Este resultado pone en tensién la propia definicién de A y se lo llama el
problema de la constante cosmoldgica [10]. A pesar de esta cuestion, la constante cosmoldgica
sigue siendo a dia de hoy la manera estandar de comprender el Universo, dado que el modelo
estandar de la cosmologia actual se apoya fuertemente en su existencia.

Por otro lado, observaciones pertinentes a las galaxias mostraron que estas parecen tener
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méas materia que la se puede observar. Un ejemplo de estas observaciones corresponde a las
curvas de rotacién de las galaxias, donde se estudia la velocidad de rotacién segin la distancia
al centro galdctico [14]. En dichas curvas se observa que estas velocidades no se corresponden
con la materia luminosa (también llamada materia bariénica) que se detecta con los telescopios.
Esto motivo a incluir en la descripcién del Universo un tipo particular de materia que no tiene
interacciéon electromagnética con otras particulas, y, por lo tanto, no absorbe ni emite radiacion
electromagnética: la materia oscura fria (CDM) [15]. Se la llama materia oscura porque unica-
mente interactua con el resto de los componentes del Universo a través de la gravedad, y, por
lo tanto, como no absorbe ni emite radiacion electromagnética, no se la puede detectar con los
telescopios de la misma forma que la materia luminosa. El hecho de considerar materia oscura
fria se debe a cuestiones de consistencia que refieren a la masa de los constituyentes y a sus
tasas de interaccién con el resto de los componentes de la sopa césmica, significando ”fria” que
las particulas de la materia oscura son no relativistas al momento de desacoplarse del FCR. Sin
embargo, este tipo de materia atn no fue detectado mediante experimentos, lo cual implica que
no se dispone de una descripcién microscopica precisa de su constitucion. De manera adicional
a la mencionada evidencia proveniente de las curvas de rotacién de las galaxias, existe una gran
cantidad de evidencia empirica acerca de la existencia de la materia oscura. Por ejemplo, no es
posible explicar las mediciones correspondientes al FCR si no se postula materia oscura como
un ingrediente méas de la sopa césmica [3},16,(17]. Tampoco pueden explicarse las observaciones
a través de SNIa sin postular la existencia de este tipo de materia [9,/18,/19]. Otra forma de
justificar la existencia de este tipo de materia es a través de las lentes gravitacionales ya que
la distribucién de la materia oscura puede ser inferida a partir de los efectos gravitacionales
observados en las imdgenes distorsionadas de galaxias de fondo [20,21]. Como ejemplo final, el
choque del cimulo Bala, que corresponde a dos galaxias que colisionaron hace aproximadamente
150 millones de anos. A partir de comparar observaciones del choque del cimulo obtenidas con
lentes gravitaciones con las respectivas obtenidas con rayos X, se puede observar que la materia
bariénica se dispersa, pero los halos de materia oscura se atraviesan sin interactuar [22]. Esta es
una prueba fuerte de la existencia de la materia oscura, debido a que se observa especificamente
como, a diferencia de la materia barionica que se dispersa por colisiones, hay una cantidad de
materia que no se puede ver, pero se atraviesa sin otra interaccién que la gravitatoria.

La inclusion de la constante cosmoldgica para explicar la expansion acelerada del Universo,
y de la materia oscura fria para explicar, entre otras cosas, las curvas de rotacién de galaxias
da lugar al modelo estandar de la cosmologia: el modelo ACDM, donde A refiere a la constante
cosmolégica y CDM a la materia oscura fria. Este modelo es estandar en la comunidad cientifica
debido a la gran cantidad de evidencia experimental que lo respalda [3,2324]. Como un ejemplo
se encuentra la ya mencionada medicion del FCR, donde el hecho de obtener un espectro de
cuerpo negro con una temperatura bien definida respalda al modelo ACDM. Sin embargo, como
el FCR consta de luz que se propaga desde el Universo temprano, las pequenas anisotropias e
inomogeneidades que esta luz posee tienen mucha informacion del Universo en ese momento.
Utilizando esas pequenas fluctuaciones como condicién inicial, y evolucionando los componentes

del cosmos con las ecuaciones del modelo ACDM se puede simular la formacién de estructuras
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galacticas a gran escala. Dichas simulaciones estan en un acuerdo muy fuerte con las estructuras
que se miden a dia de hoy, lo cual también es una validacién fuerte del modelo estandar [25,26].
Otro sustento del modelo que no puede ser ignorado refiere a la nucleosintesis primordial (BBN),
la cual consiste en la formacién de nicleos atémicos durante la evolucion del Universo. En el
contexto de BBN hay predicciones como la abundancia relativa de *He primordial, y de otros
elementos livianos, las cuales también estdn en fuerte acuerdo con las observaciones, lo cual
otorga ain maés respaldo al modelo ACDM [27]. El acuerdo en el valor de los de pardmetros
cosmolégicos obtenidos con observaciones independientes confirma la consistencia del modelo [3].
Las mencionadas pruebas observacionales del modelo estandar, junto a otras que no han sido
mencionadas, le otorgan a ACDM una posicion privilegiada dentro de los modelos cosmolégicos
que describen el Universo, aunque dicho modelo presenta problemas (algunos de los cuales son
discutidos en esta tesis) que introducen la posibilidad de que haya fisica ain no entendida en
nuestra descripcion del cosmos.

Como se menciono en el parrafo anterior, existen problemas que, a pesar de la gran cantidad
de evidencia que respalda a ACDM, ponen en tensién al modelo y motivan a buscar alternativas
para describir al Universo. El ya mencionado problema de la constante cosmologica es un ejemplo,
pero no es el unico. La naturaleza desconocida de la materia oscura también constituye un
problema en si mismo, dado que a pesar de necesitarla en el modelo no hay atin un experimento
que pueda detectarla directamente. Otro problema del modelo cosmolégico estandar es la llamada
tensién de Hubble [2§]. El valor del actual parametro de Hubble Hy que se ha obtenido mediante
el FCR asumiendo un modelo cosmoldgico estdndar [29] no concuerda con el inferido de forma
independiente del modelo, con datos de supernovas de tipo Ia y Cefeidas [29,]30]. Esta tension
es relevante porque para realizar la medicién a través de SNIa no se asume una dependencia
fuerte en ningtin modelo cosmolégico, motivo por el cual la discrepancia puede deberse a fallas en
ACDM. Este problema es fuertemente discutido en la literatura pero no hay acuerdo acerca de
la discrepancia en las estimaciones, aunque la mayoria de las discusiones se inclinan por errores
sistematicos en la estimacién de las supernovas [31-33|. Otro problema tedrico que acecha al
modelo estandar es el llamado ”problema de la coincidencia”, el cual consiste en que en la
actualidad la densidad volumétrica de energia correspondiente a la constante cosmolégica es
igual a la densidad volumétrica de energia referida a la materia oscura, siendo que para que esto
sea asf se requieren condiciones iniciales muy especificas [34]. Entre los problemas mencionados
vale la pena realizar una distinciéon entre problemas tedricos, tales como el de la constante
cosmoldgica o la coincidencia cosmica; y las tensiones, dentro de las cuales se puede ubicar
la tensién de Hy. Esta distincion es importante debido a que las tensiones son problemas que
aparecen al comparar datos con observaciones. En esta tesis se discuten tensiones obtenidas en
la estimacién de la densidad de energia en forma de materia del Universo (£2,,,0)-

Posibles alternativas para resolver los problemas mencionados consisten en considerar mo-
delos de energia oscura en los cuales se agrega un nuevo componenete al tensor energia momento
en vez de agregar la constante cosmolégica. Este nuevo componente deberia tener una presion
negativa para explicar la expansion acelerada del cosmos. Dichos modelos se pueden estudiar

considerando a la energia oscura como un fluido o como un campo [18]. Nuevamente, estos mo-
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delos tienen como problema que aun no se han realizado mediciones directas referentes a dicha
energia oscura, ni en forma de fluido ni tampoco como un campo cuantico. Un enfoque alter-
nativo al de la energia oscura que permite explicar la expansion acelerada del Universo sin la
necesidad de introducir contenidos exdticos en el modelo consiste en modificar las ecuaciones
de Einstein, a través de modificaciones en la accién de Einstein-Hilbert [3536]. Estas modi-
ficaciones traen como consecuencia que al realizar las variaciones de la accién respecto de la
métrica las ecuaciones dindmicas que se obtienen son distintas a las de Einstein. Las ecuaciones
modificadas pueden introducir cambios en la dindmica de las componentes del tensor métrico,
logrando asi predicciones alternativas al modelo estandar enmarcado en la relatividad general.
En este contexto, puede ser posible, por ejemplo, describir la expansion acelerada del Universo
sin necesidad de introducir cantidades exoticas tales como la constante cosmoldgica o la energia
oscura. De esta manera se explica dicha expansion acelerada en términos de que las ecuaciones
de la relatividad general no modelan correctamente el Universo, y no en términos de cantidades
desconocidas cuyas propiedades pueden inferirse a través de las observaciones. Un ejemplo de las
mencionadas modificaciones a la accién de Einstein-Hilbert son las llamadas f(7'), en las cuales
se introduce en la accién una funcién del escalar de torsion (7) [37-39]. Ademads se han propues-
to otras teorias de gravedad alternativas que proponen soluciones a los problemas mencionados
previamente, como por ejemplo la teoria de gravedad unimodular en la que se considera que
la densidad total de volumen del espacio-tiempo es una constante [40] o la teoria de gravedad
masiva en la que se considera un gravitén con masa no nula [41]. Otra teorfa de gravedad mo-
dificada es la llamada teoria de Gauss-Bonnet, a veces notada f(G), la cual se enmarca dentro
de la geometria diferencial y también incluye modificaciones en la accién de Einstein-Hilbert,
logrando modelos cosmolégicos alternativos [42].

En este trabajo nos focalizamos en las llamadas teorias f(R), en las cuales se reemplaza al
escalar de Ricci (R) en la accién de Einstein-Hilbert por una funcién arbitraria (f(R)) de esta
cantidad [43-46]. Estas teorfas son capaces de explicar la expansién acelerada del Universo sin
considerar mas que materia y radiaciéon dentro del mismo. Resulta relevante remarcar que, al
fijar la funcién arbitraria f(R) se obtiene un modelo, habiendo distintos tipos de modelos que se
corresponden a distintas formas de la funcién f(R). En particular, en este trabajo se presenta
una discusién sobre el modelo de Hu-Sawicki, el cual consiste en una forma particular para la
f(R) y es ampliamente estudiado en la literatura [44]. En particular, no se trabajé con dicho
modelo debido a dificultades que exceden los objetivos de esta tesis, pero en su lugar, se estudié
un modelo fenomenoldgico de gravedad modificada [2], el cual sirve como paso previo al estudio
de teorias de gravedad modificadas desde primeros principios, tales como las f(R).

Los modelos descriptos hasta ahora permiten escribir ecuaciones diferenciales que describen
la dindmica del Universo, la cual se estudia a través de una cantidad fisica llamada factor de
escala (a(t)). En términos de esta cantidad, se interpreta que si a crece el Universo se expande
y si a disminuye se contrae. No fue trabajo de esta tesis estudiar el comportamiento del fondo
cosmoldgico, ya que esto se estudié en trabajos anteriores [47]. En esta tesis se puso el foco en
las perturbaciones de materia, que rompen la hipotesis del principio cosmolégico y dan lugar a la

formacién de estructuras en el Universo. Una motivacion para estudiar perturbaciones yace en el
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hecho de que no existe una gran diferencia entre el comportamiento del fondo cé6smico en ACDM
y en teorias f(R), mientras que, estas dos teorias predicen una evolucién significativamente
diferente de las perturbaciones de materia.

En la teoria de perturbaciones de materia se estudia la densidad fraccional de materia
(0(a,Z)), que tiene informacién sobre la diferencia entre la densidad de materia en algin punto
y algin tiempo respecto a la densidad promedio en todo el Universo, para dicho valor de tiempo.
En este trabajo se asume que las perturbaciones no afectan a la dinamica del fondo cosmoldgico
y por lo tanto evolucionan dentro de un escenario césmico descripto por el modelo en cuestion.
Légicamente, la evolucién de las perturbaciones depende de parametros cosmoldgicos que afec-
tan a la dindmica a gran escala, y, aunque la cantidad d(a,Z) no puede medirse directamente,
si se pueden medir observables que contienen informacién sobre ella y su derivada. En este tra-
bajo se empled como observable fog(a,), el cual contiene informacién sobre el crecimiento de
perturbaciones dentro de esferas de radio de 8 Mpc, y tiene una relacién directa con §(a, ), su
derivada y con el pardmetro cosmologico og. Mediciones recientes de esta cantidad permitieron
emplear métodos estadisticos para inferir parametros y de esta forma testear modelos cosmolégi-
cos. Los métodos estadisticos empleados en el trabajo corresponden al de maxima verosimilitud
y al de integracién de Monte Carlo con cadenas de Markov (MCMC). Sin embargo, para po-
der realizar la inferencia de parametros es necesario resolver la ecuacién dinamica que describe
la evolucién de d(a,Z) en el tiempo. Los métodos tradicionales para integrar estas ecuaciones
consisten en métodos numéricos. Estos métodos requieren fijar todos los parametros antes de
realizar la integracién, motivo por el cual al explorar el espacio de parametros con el MCMC
se debe realizar una integracion numérica para cada valor de los mismos. Esto representa una
dificultad computacional en términos de tiempos de resolucién al considerar modelos con varios
pardmetros libres [48]. Parte de este trabajo consiste en atacar las mencionadas dificultades, a
través del empleo de herramientas que surgen desde el campo de la inteligencia artificial.

El Machine Learning, o aprendizaje automatico, representa un campo multidisciplinario
que se enfoca en el desarrollo de algoritmos y modelos capaces de aprender patrones y realizar
tareas especificas sin una programacion explicita. En este sentido, el Deep Learning y las Redes
Neuronales Artificiales emergen como subdisciplinas poderosas dentro del Machine Learning,
permitiendo el aprendizaje de representaciones de datos de manera jerarquica y abstracta. Al
emplear redes neuronales (NN) con multiples capas, el Deep Learning puede capturar y aprender
caracteristicas complejas de los datos, lo que lo hace especialmente efectivo en problemas de
vision por computadora, procesamiento de lenguaje natural, reconocimiento de voz y otras areas.
Estas técnicas han revolucionado numerosos campos, ofreciendo soluciones innovadoras y de
vanguardia para una variedad de problemas en investigacién y aplicaciones industriales. Por
ejemplo, el empleo de redes neuronales en el campo de la astrofisica y la cosmologia es vasto y
variado, cobrando un gran impulso con el desarrollo de los métodos de Machine Learning, siendo
algunos ejemplos la prediccién de corrimientos al rojo [49], la clasificacién de objetos celestes [50],
el analisis de datos del telescopio Hubble [51] y simulaciones cosmoldgicas [52], entre otras.

En este trabajo se emplearon métodos que utilizan redes neuronales (NN) para resolver

las ecuaciones diferenciales de los modelos cosmolégicos. A diferencia de los métodos numéricos
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tradicionales, las redes aprenden a resolver las ecuaciones diferenciales luego de un periodo de
entrenamiento. Durante dicho entrenamiento, se emplean técnicas para implementar el reco-
nocimiento de patrones de las redes neuronales sobre las ecuaciones diferenciales [53]. Una vez
entrenadas, las redes conforman una funcion, a la cual se le da como entrada, o input, un valor de
la variable independiente y estas entregan la solucion de la ecuacién diferencial en dicho punto.

La implementacion de las redes trae como una de las principales ventajas el método bundle,
el cual consiste en que las redes aprendan a resolver la ecuacién no solo en funcion de la variable
independiente, sino que ademaés la resuelvan en funcién de parametros que se ven involucrados
en las ecuaciones [54]. De esta forma, si se quiere realizar una exploracién sobre el espacio
de parametros no es necesario re-entrenar a las redes en cada uno de los valores, sino que
al implementar el método bundle se puede evaluar a las redes neuronales en cualquiera de los
valores de los parametros que se hayan incluido durante el entrenamiento. Esto, en algunos casos,
permite acelerar el proceso de inferencia de pardametros a través del MCMC [47]. Cabe mencionar
también, que dicho entrenamiento no requiere emplear las soluciones numéricas, motivo por el
cual representa un método alternativo a los tradicionales. De manera adicional se incluyen en
este trabajo resultados correspondientes a un tipo nuevo de arquitectura de redes neuronales
cuyo desarrollo sigue en marcha por parte del grupo de trabajo del co-director de esta tesis: la
arquitectura customizada.

No obstante, el método de las redes neuronales no tiene, a dia de hoy, una manera de
estimar el error cometido en las soluciones. Para poder realizar estas estimaciones y garantizar
soluciones confiables, si se emplearon los métodos numéricos tradicionales para calcular errores
porcentuales utilizando a estos ultimos como referencia.

Respecto a la estructura de esta tesis, en el capitulo 2 se describen en detalle los modelos
teodricos estudiados durante el trabajo, junto con discusiones refereidas a las condiciones iniciales
de las ecuaciones y el rango de validez de las aproximaciones realizadas. El método de las redes
neuronales es detallado en el capitulo 3, mientras que en el capitulo 4 se discute la implementaciéon
especifica de los métodos de las redes sobre los modelos teéricos. En el capitulo 5 se introducen los
datos observacionales empleados correspondientes al observable fog, mientras que los resultados

se comentan en el capitulo 6, quedando las conclusiones en el capitulo 7.
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Capitulo 2
Modelo tedrico

En este capitulo se describen los modelos tedricos utilizados en esta tesis. Cabe destacar
que se han estudiado dos modelos distintos: el modelo estandar de la cosmologia (ACDM) y un
modelo fenomenolégico basado en teorias de gravedad modificada. En cada uno de los modelos
ha sido necesario entender tanto el comportamiento del fondo cosmolégico, como la evolucién de
las perturbaciones de materia, donde la expresion ”fondo cosmoldgico” refiere a la dinamica del
Universo en si mismo. Como se detalla en esta primera seccion, esta dindmica puede entenderse
a través de la evolucion de una cantidad fisica positiva llamada factor de escala, la cual describe

como se modifican las distancias fisicas.

2.1. Ecuaciones de fondo cosmolégico en ACDM

Como se describié en la introduccién el modelo cosmolégico estandar incluye una constante
cosmoldgica (A) |9] para explicar la expansion acelerada del Universo y materia oscura fria
(CDM) [15] para explicar una gran cantidad de datos astrofisicos y cosmoldgicos. Dicho modelo
se enmarca en el contexto de la teoria de la relatividad general, motivo por el cual es necesario
un tensor métrico para realizar una descripcion del espacio-tiempo. Para construir este objeto en
el escenario cosmoldgico, es necesario considerar el principio cosmolégico [55], el cual establece
que el espacio es isétropo y homogéneo. Esta hipétesis estd bien justificada a gran escala (del
orden de 100 Mpc [56]), v teniendo esto en consideracién se puede escribir el elemento de linea

correspondiente a la métrica de Friedman-Robertson-Walker (FRW) en coordenadas esféricas [57]

dr?
2 _ 2 2
ds® = —dt* + CL(t) m

+r2(d92+sen20d¢2)], (2.1)

donde a(t) es el factor de escala descripto anteriormente, mientras que K corresponde
a la curvatura del espacio-tiempo, siendo K > 0 un universo esférico y cerrado, K < 0 un
universo hiperbdlico y abierto, y K = 0 un universo plano. En la ecuacién se puede ver
que el factor de escala multiplica al diferencial de longitud, por lo cual se entiende que la
evolucion del factor de escala afecta a las distancias en el Universo. De esta forma, la dindmica
de esta cantidad representa la evolucién del espacio, ya sea su contracciéon o su expansion.

Es importante mencionar que al estar trabajando en el contexto de la relatividad general, las
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componentes del tensor métrico pueden cambiar de forma segin el sistema de referencia. El tensor
métrico descripto en la ecuacion [2.1] corresponde al llamado sistema de referencia comovil, el
cual corresponde a observadores que estan en reposo respecto de la grilla césmica que conforma
al espacio-tiempo. Esta mencion es importante, dado que las coordenadas espaciales en el frame

comévil (7) se relacionan con las coordenadas fisicas (Z) como

#(t) = a(t)7, (2.2)

donde se ve explicitamente que las distancias comdviles son constantes mientras que las
fisicas cambian a medida que evoluciona el Universo. Es importante enfatizar que el tensor
métrico de la ecuacion |2.1]es la propuesta mas general posible que captura las posibles geometrias
cosmoldgicas, contemplando la hipétesis del principio cosmoldgico [58], es decir, no existen otros
tensores métricos que puedan capturar la isotropia y homogeneidad del espacio-tiempo.
Ademas, mediante el factor de escala se puede definir una cantidad importante en la cos-
mologia: el corrimiento al rojo, también llamado redshift. Este se define como
2=l (2.3)
a
donde se ve que si a = 1, entonces z = 0. Para describir la evoluciéon del factor de escala
son necesarias ecuaciones dindmicas. En el contexto de la relatividad general, estas ecuaciones

se obtienen variando la accién de Einstein-Hilbert

_ 1 4
S—mfdx V=g(R=2A) + Sy, (2.4)

donde R representa al escalar de Ricci, A es la constante cosmoldgica, G es la constante
de gravitacién de Newton y g es el determinante de la métrica. Ademas S, es una acciéon que
corresponde a la materia. Al realizar la variacién de la ecuacion [2.4] respecto de la métrica, se

obtienen las ecuaciones de campo de Einstein

1
R, - §Rg”” +Ag = 81GT,, (2.5)

las cuales son diez ecuaciones diferenciales de segundo orden para las componentes del
tensor métrico. En ACDM la evolucién del espacio-tiempo esta descripta por la evolucién del
factor de escala, y por lo tanto estas ecuaciones describen la evolucién de a(t). Sin embargo,
para poder escribir las ecuaciones es necesario dar una prescripcién para el contenido energético
del Universo, es decir, es necesario dar una expresion para el tensor de energia-momento (7}, ).

El modelo més sencillo consiste en asumir que el contenido energético del Universo se
comporta como un fluido ideal. De esta forma, la expresion para el tensor de energia-momento

es sencilla y resulta

T/u/ = diag(papapvp)7 (26)

donde p representa la densidad volumétrica de energia y p la presion del fluido. Resulta

importante notar que este tensor es isétropo en la parte espacial, lo cual es necesario para que
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sea consistente con el principio cosmologico.
En el modelo ACDM se asume que el Universo consta de dos tipos de energia: materia no
relativista y radiaciéon. En ambos casos es posible escribir una ecuacion de estado que relaciona

la densidad volumétrica de energia con la presion del fluido
P=wp (2.7)

donde w vale % para la radiacién y 0 para la materia. Ademas, se definen py y Py = —pa,

la densidad de energia y la presion asociadas a la constante cosmoldgica, respectivamente. Estas
cantidades sirven para tratar a la constante cosmoldgica como un contenido energético mas del
Universo.

De esta manera, se pueden introducir las expresiones de la métrica y la expresion del
tensor de energia-momento en las ecuaciones de campo de Einstein (2.5 para obtener las

ecuaciones de Friedman. Asumiendo un universo con parte espacial plana (K = 0), se obtiene

a\? 8rG
ay”_ 4, 2.8
(a) 3 (P + pr + 1) (2.82)
i 4rG
g:_”T(pm+pT+pA+3(Pm+Pr+PA)). (2.8b)

La ecuacién corresponde a p = v = 0, mientras que la ecuacion [2.8b| corresponde a
pw=v=1,23. El hecho de asumir un Universo plano (K = 0) se justifica fuertemente a través de
mediciones [3},59].

Estas ecuaciones son suficientes para describir la evolucion del Universo, pero puede ser
util considerar una ecuacion adicional, la cual resulta linealmente dependiente de estas, derivada
a través de la conservacién del tensor de energia-momento (es decir, planteando 7%" = 0) que

resulta ser

p+3H(p+P)=0. (2.9)

Aqui se defini6 el pardmetro de Hubble

a
H=-. 2.10
! (2.10)

La ecuacion [2.9] es 1til junto con la ecuacion de estado para hallar como dependen las
distintas densidades de energia con el factor de escala. En efecto, usando las ecuaciones de

estado resulta

Pmo Pro
pm(a) = pt pr(a) = e pa(a) = pao, (2.11)

donde pmo, pro ¥ pao son las densidades volumétricas de energia de materia, radiacion y
constante cosmoldgica actuales, respectivamente, es decir p;o = p;(a(thoy = 1)). Cabe mencionar

que se define que el valor actual del factor de escala se define como (a(tpey) =1). En este punto
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resulta de utilidad definir las densidades de energia adimensionales. Estas se definen a través de

calcular el cociente entre las densidades volumétricas y la densidad volumétrica critica actual

3H?
0 = —, 2.12
Pco R ( )
donde Hj es el parametro de Hubble evaluado hoy, es decir
Hy=H(a=1). (2.13)
Luego, se definen las densidades adimensionales de energia como
Qi(a) = 240 (2.14)

pe(a) ’
donde 7 etiqueta al contenido energético en cuestion. Resulta importante mencionar que, si
la suma de todas las densidades de energia que se consideran es igual a la densidad critica, esto
quiere decir que el universo posee una geometria plana. Las observaciones estan de acuerdo con
que esto ocurre, y por eso es que en el modelo estandar de la cosmologia se asume K =0 [3,/59].
De esta definicion es directo ver que se puede expresar a las densidades volumétricas de

energia en términos de las densidades adimensionales evaluadas hoy. De esta forma resulta que

Qmopco Qropco
a3 PR pa(a) = Qopeo. (2.15)

Usando la ecuacién [2.15, junto con la definicién de la densidad critica (2.12)), se puede

reescribir la ecuacién 2.8a] como

pm(a) = ) pr(a) =

a Qo
H(a) =~ = Hy a_30 + af + Qo (2.16)

Por otro lado, usando las ecuaciones de estado (2.7), también resulta util reescribir la

ecuacion [2.8b como

a H? [Qmo 200 ]
—=——|—+ - 2Qn0| - 2.17
a 2 | a® a* A0 (2.17)
Las ecuaciones y describen la evolucién del fondo césmico en el modelo ACDM y
fueron de vital importancia para el trabajo. No obstante, como se mencioné en la introduccién,

el objetivo de esta tesis fue estudiar la dindmica de las perturbaciones de materia.

2.2. Ecuacién de perturbaciones de materia en ACDM

Hasta aqui se ha detallado la dindmica del Universo a gran escala, y se han detallado
ecuaciones que describen un universo isotropo y homogéneo, las cuales estan en concordancia
con el principio cosmolégico. Sin embargo, al observar galaxias y/o cimulos de galaxias, se ve que
éstas forman estructuras que no respetan el principio ya mencionado [60]. Esto no representa un

problema, ya que, como se ha mencionado previamente, las hipétesis de isotropia y homogeneidad
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son validas a escalas mayores que las galacticas.

Este hecho obliga a romper las hipotesis de isotropia y homogeneidad si se quiere estudiar la
formacion de estructuras. Con esta motivacion, se ha desarrollado una teoria de perturbaciones
que permite estudiar la evolucién de la materia en el cosmos, y de esta forma poder comprender
c6mo se forman las ya mencionadas estructuras galdcticas [61].

La derivacién que sigue puede encontrarse, sin considerar la energia oscura, en [62]. Se
considera que la materia en el Universo se comporta como un fluido. Luego, se consideran

volimenes fisicos del Universo que son menores que la distancia de Hubble

7] < H!, (2.18)

y, de esta forma, se asume que las velocidades son pequenas comparadas con la velocidad
de la luz. Es necesario aclarar que la aproximacién [2.18| restringe el estudio a perturbaciones con
longitudes caracteristicas que estén dentro del radio de Hubble, lo cual se discute en profundidad
mas adelante. Gracias a estas consideraciones, se pueden utilizar las ecuaciones de fluidos no
relativistas para estudiar la evolucién de la materia. De esta forma, una de las ecuaciones a
utilizar es la de Euler
%+(5-@)6:—%—%, (2.19)

donde v(Z,t) es la velocidad en la posicién Z al tiempo t, p(Z,t) es la presion, p,,(Z,t)
es la densidad de masa, ®(Z,t) es el potencial gravitatorio y V = %. Es importante remarcar
que se esta asumiendo la hipotesis de que la materia evoluciona como un fluido de manera
independiente al resto de las especies que conforman el Universo. El potencial gravitatorio se

determina a través de la ecuacién de Poisson

V2® = 471Gy, (2.20)

y ademas también es importante incluir la ecuacién de continuidad

‘Z;:J,v(pmg) _ 0. (2.21)

Se toma como solucién de orden cero a esta ecuacion el flujo de Hubble: p,,(Z,t) = pmn(t)

y v, = HZ, donde el subindice h representa la solucion de orden cero. Es importante notar que
estas cantidades son is6tropas y homogéneas, por lo cual, para estudiar el problema de interés,

se definen las cantidades perturbadas a primer orden como

U = ), + 0v Pm = Pmh + 0Pm p=pp+0p O =0, +00, (2.22)

donde puede mostrarse que ®;, = (20G/3)pmn|Z?, v se asume que las densidades son pe-
quenas comparadas con los valores a orden cero. Escribiendo estas definiciones en la ecuacion
2.19, y usando que las cantidades a orden cero la satisfacen, se obtiene la ecuacion de Euler a

primer orden en las perturbaciones
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dov  a . Vop -
DU A5 - YOl G50 2.2
dt +a Y Pmh Voe, (2.23)

donde se utilizo la siguiente relacion

(00 - V)¥y, = Hov, (2.24)
y % refiere a
da o0 . .
A (2.25)

la derivada total respecto del tiempo para un observador que no se mueve respecto de la
solucién de orden cero del fluido. Asi mismo, la ecuacién de continuidad (2.21)) a primer orden

resulta

dépr, 3
d—f; + P ¥ 00 + 3HSpry = 0, (2.26)

mientras que la ecuacién de Poisson a primer orden se puede expresar
V20D = A1G6 pon. (2.27)

A este punto resulta 1til definir la perturbacién fraccional de densidad de materia

Sn(7,1) = %, (2.28)

definicién que permite reescribir las ecuaciones de continuidad (2.21]) y de Poisson ([2.20))

de la siguiente manera

O = —V - 00 (2.29a)
V2P = 47 G ppmnOm, (2.29b)

donde el punto representa %. Por otro lado, si se define ademas la velocidad del sonido en

el fluido cosmoldgico como

6P = C2%6p, (2.30)
con C la velocidad del sonido en el fluido cosmolégico, junto con las ecuaciones en la
ecuacion de Euler a primer orden ([2.23)), se puede obtener una tunica ecuacion diferencial para
Om (t, %)
S (6, 2) + 2260, (, ) = (47 G pyup + C2V2)o (L, 7). (2.31)
a

Debe notarse que el laplaciano de la ecuacién deriva respecto de las coordenadas fisicas,

no las coméviles. Resulta que Z(t) = a(t)7, donde 7 es una coordenada comévil. Es importante
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tener estas cuestiones en consideracién a la hora de obtener la ecuacién 2.31]
A continuacién consideramos que la velocidad del sonido es nula, dado que la materia tiene

presion nula. De esta manera es posible reescribir la ec. [2.31] en el espacio de Fourier como:

o, k) + 2251, k) = A7 G pundm (. k) = 0, (2.32)
a

donde k corresponde al valor del niimero de onda medido en el sistema de referencia comévil,
lo cual no se aclara por cuestiones de notaciéon debido a que todos los k£ que aparecen involu-
crados son coméviles. Puede resultar confuso el hecho de que, en el espacio de coordenadas la
dependencia de 9,, es en coordenadas fisicas y aqui el nimero de onda corresponde a las coor-
denadas comdviles. El hecho es que, para escribirlo de esta forma se realiza la transformacién
k = a(t)kgs(t), la cual no es evidente en la ecuacién debido a que este término desaparece

al considerar Cs = 0. Por otro lado, al estar en el espacio de Fourier se ha definido

S (1, ) = ff 4236, (a, 7)e . (2.33)

Resulta importante notar que la aproximacién de fluido empleada (ec. [2.18]) es vélida,
unicamente, para modos cuya longitud de onda es menor que el radio de Hubble, donde la

longitud de onda del modo en cuestién corresponde a

27
k?

donde Ao hace énfasis en que la longitud de onda estd medida en el sistema de referencia

Acom = (2.34)

como6vil. Luego, Ags(t) = a(t)Aeom v la condicién anédloga a la hipdtesis impuesta al principio de
la derivacién (ec. [2.18]) corresponde a

s < H™L. (2.35)

Los modos de Fourier que cumplen con esta condiciéon se llaman ”"modos sub-horizon”,
porque son los modos que se encuentran dentro del radio de Hubble. También es importante
remarcar que, en esta aproximacion, la ecuacion diferencial no depende del modo de Fourier (l%)
a considerar, dado que en este caso, la inica derivada espacial desaparece al considerar un fluido
sin presion. De esta manera resulta importante remarcar que, a pesar de no tener dependencia
explicita en los modos de Fourier, las aproximaciones realizadas restringen los modos que pueden
describirse con la ecuacién 2.32]

Por otro lado, resulta conveniente reemplazar las derivadas temporales en la ecuacion [2.32

por derivadas respecto del factor de escala. Para ello se emplea la transformacion

d .d
E = a%, (236)
que a su vez implica
d? d d?
— =i—+at—. (2.37)



Con esto en consideracion, la ecuacion [2.32| resulta

A~ — .2 A — ~ —
G283 (a, k) + (a + 2“—) 5 (0, k) = 47 Cpmndon (@, ) = 0, (2.38)
a

donde la prima denota la derivada respecto del factor de escala. Sin embargo, esta ecuacién
involucra tanto al parametro de Hubble H = %, como a la derivada segunda del factor de escala
respecto del tiempo. Para eliminar estas dependencias, se pueden usar las ecuaciones del fondo
cosmoldgico. Resulta importante mencionar que se esta asumiendo que las perturbaciones de
materia no afectan a la evolucion del fondo, ya que en caso de no ser cierto, se deberian derivar
nuevas ecuaciones para el fondo utilizando la métrica de FRW perturbada. En este trabajo
se asume que la evolucién dindmica del Universo no se ve afectada por las perturbaciones de
materia, y, por lo tanto, las ecuaciones de Friedmann son validas. Ademds, resulta importante
aclarar que se esta asumiendo que la evolucién de las perturbaciones de materia es independiente
del resto de los componentes de la sopa cdsmica, lo cual se evidencia en el hecho de tener la
ecuacion para Sm(a, l;’) desacoplada de las ecuaciones de otros contenidos. Esto vale inicamente
para modos sub-horizon. Luego, utilizando las ecuaciones del fondo se puede mostrar

que

H2Q !
a2=°—’"°l1+i+a(i) ] (2.392)

a? Qe (eq
s 020, 4
(d+2a—): 02710 19 3% 4 ga| -2 ) |, (2.39h)
a 2a3 Qeq Qeq
donde se han definido
QTO 4 QAO
Qeq = Q_mo o = aeq QTO . (240)

Si se usa que ppn = Qmopea (ec. [2.11]) se obtiene la ecuacién que describe la dindmica de

las perturbaciones de materia

3aeq
% (1 +Lia (a—q)4)

Esta es una ecuacién de segundo orden que gobierna la evolucion de la densidad fraccional

Om(a, k) =0. (2.41)

de perturbaciones de materia, a medida que evoluciona el factor de escala. Otra cosa importante
que debe tenerse en cuenta, es que, dado que se asumio que Cy = 0, la ecuacion no depende del

modo de Fourier (k). Por este motivo puede realizarse la descomposicién

om(a, k) = 6,,(a)F (), (2.42)

y reemplazando esta en la ecuacion [2.41] se obtiene una ecuacién para la parte que no
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depende de los modos de Fourier

2+3ﬁ+6a( a )4

Geq ~
2a(1+é+a(a‘:q)4) " 2a(1+ﬁ+a(ﬁ)4)

La descomposicién se discute en mas detalle en la siguiente seccion, donde ademas se

Sm(a) =0.  (2.43)

O (@) + eq

discuten las condiciones iniciales, las cuales surgen de resolver las ecuaciones para las perturba-
ciones de todas las especies que conforman el contenido energético del Universo en el momento
en consideracion. Se puede ver que al realizar esto para el universo dominado por la materia, d,,

es proporcional al factor de escala. Las condiciones iniciales empleadas en el trabajo son [2]

om(a;) = a; (2.44a)
Oy (ai) =1, (2.44D)

con a; = 1073, Es importante remarcar que este valor del factor de escala corresponde a
tiempos donde el Universo estda dominado por la materia, y, como §,, es proporcional al factor
de escala, las condiciones iniciales se justifican. No obstante, en la siguiente seccion se incluye

una discusion mas detallada de este asunto.

2.3. Las condiciones iniciales en ACDM

Al finalizar la seccién anterior se describieron las condiciones iniciales empleadas en el
trabajo, las cuales corresponden a una situacién en la cual la cantidad d,,(a) = a (ec. 2.61)).
Obtener estas condiciones iniciales no es trivial, pero es sustancialmente mas sencillo en ACDM
que en modelos mas complicados. En esta seccién se discute como obtener estas condiciones y

que aproximaciones son necesarias para ello.

2.3.1. Etapas de evolucién del Universo

En primer lugar, es necesario detallar la evolucion del Universo segin distintos regimenes

en los cuales dominan los distintos tipos de contenido energético considerados. Juntando las

ecuaciones y [2.15] se puede observar que
Q Q0
a3

at

Qn(a) = =5 Qu(a) =

QA(CL) = QAO' (245)

Ademds, en un Universo plano (K =0), vale también que

Q(a) +Q.(a) + Qx(a) = 1. (2.46)

De esta forma, se puede ver que, en funcion de los valores de las densidades de energia
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hoy, a medida que evoluciona el Universo puede modificarse cual es el contenido energético que

dispone de una densidad de energia mayor. Por ejemplo, cuando a — 0, se puede ver que

0,(a) > Qn(a) > Qu(a), (2.47)

mientras que, dependiendo de los valores de las densidades hoy, puede ocurrir que cuando
a crece, alguna de las densidades de energia supere a alguna de las otras. En efecto, si se asume
que 2, (aeq) = Qim(aeq), entonces el valor del factor de escala que cumple con esta condicion es
QT’O
Oeg = , 2.48
€q Qm() ( )

donde asumiendo valores cosmoldgicos usuales (£2,9 = 3,58 * 1075 [63] v Q0 = 0,315 [3], por

ejemplo) se obtiene aeq = 1,13 * 1074

Esto, junto con el orden evidenciado en [2.47] significa que para tiempos césmicos en los
cuales a < aqq vale que €2,.(a) > ,,(a), mientras que si a > aeq ocurre que €2,(a) < Q,,(a). Esto
se interpreta como que, en el caso a < aeq €l Universo es dominado por la radiacién, mientras
que si a > aeq domina la materia.

Lo discutido en los parrafos anteriores permite, en una primera aproximacion, estudiar la
evolucion temporal del cosmos partiendo dicha evolucién en tramos dominados por distintos

tipos de energia, y asi simplificar las ecuaciones para poder obtener soluciones analiticas.

2.3.2. Dinamica cosmolégica de un Universo dominado por materia

Al considerar un Universo dominado por materia la ecuacion de Friedmann resulta

& - Ho Qa3 (2.49)
a

donde se han despreciado las contribuciones de la radiacién y la constante cosmoldgica. Al
resolver esta ecuacion utilizando como condiciéon inicial la usual en el modelo de Big Bang, la

cual dice que a(t =0) =0, se obtiene

a™ (1) = Cppt3, (2.50)
donde C), =/ Ho\/$ 2,0 €s constante.

Un comentario relevante, es que este régimen vale si a > aeq, pero ademas debe tenerse en
cuenta que en el Universo tardio comienza a dominar la constante cosmoldgica. El valor del factor

de escala a partir del cual domina A se puede calcular con el mismo razonamiento empleado para

Qeq (ec. [2.48) y corresponde a

Qo \ 3
A mO0
=1 ==1 . 2.51
fleg ( o ) (2:51)

De esta forma, el régimen en el cual domina la materia corresponde a

Goq < @ < @, (2.52)
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donde asumiendo valores cosmoldgicos estandar (por ejemplo €,,0 = 0,315 [3] y Q40 = 0,686
[3]) se obtiene af, =0,77.

2.3.3. Evoluciéon de las perturbaciones de materia en un Universo

dominado por materia

Previamente en este capitulo se mostrd que la ecuacion diferencial que gobierna la dindmica
de 9,, puede ser escrita, tanto en funcién de derivadas temporales, como de derivadas respecto del
factor de escala. Como al estudiar la evolucién por regimenes se obtienen expresiones explicitas
para a(t), se considera la ecuacién para 4, que contiene derivadas respecto del tiempo .

En rigor y considerando la dependencia en los modos de Fourier, la ecuacién se escribe como

S (£, ) + 225, (8, F) = 47 G pmndom (. F) = 0. (2.53)
a

Es importante remarcar que aqui se ha utilizado, al igual que en la seccién anterior, que la
materia evoluciona como un fluido de forma independiente a los otros componentes del Universo.
Ademads, es importante notar que la ecuacién [2.53] es invariante de escala. Esto quiere decir
que en la ecuacién no aparece explicitamente k. Este hecho permite concluir que los modos de
Fourier estudiados en esta aproximacion evolucionan de manera independiente, lo cual implica
que la evolucién no mezcla modos y, de esta manera se puede condensar la dependencia en k en

una funcion independiente del tiempo. Con esto en mente puede realizarse la factorizacion

Om(t, k) = 60 (1) F (). (2.54)

Asf es que se puede estudiar el comportamiento de d,,(t) en funcién de los distintos regime-
nes comentados anteriormente. En particular, se estudiard inicamente el régimen dominado por
materia, debido a que en este trabajo se impusieron condiciones iniciales en a; = 1073. Esto se
justifica notando que como 2,5 < 2,9, entonces aeq << a;.

Al imponer la descomposicion en la ecuaciéon , y utilizar las expresiones para a(t)
correspondientes al periodo dominado por materia obtenidas anteriormente (ec. , la ecuacién

a resolver corresponde a

2

51+ %Sm(t) - () =0, (2.55)

donde la dependencia en k ha desaparecido al cancelarse F (7@) Esta ecuacion tiene como

solucion general

S(t) = 1t ™! + oot (2.56)

Como t~! decae en el tiempo, se dice que este término corresponde al modo decreciente.
Entonces, la soluciéon que se considera, teniendo en cuenta que en el régimen dominado por

materia vale que a(t) = t5, es
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dm(a) = ca. (2.57)

Es de vital importancia entender que la constante ¢y si tiene dependencia en los modos
de Fourier. Esto ocurre, dado que la dinamica de los modos varia al entrar o salir del radio de
Hubble. De esta forma, cada modo puede tener una constante distinta, motivo por el cual a partir
de este momento se la nota como 02(/::). Si se deseara obtener el valor de esta constante, seria
necesario estudiar la evolucién de los modos desde el periodo dominado por radiacién, utilizando
como condicién inicial aquella que se obtiene al final del periodo de inflacién. Sin embargo, debido
a que en los modelos estudiados en este trabajo la ecuacion es independiente del modo £ no fue
necesario estudiar en detalle esta constante, ya que se puede utilizar la descomposicién [2.54] para

absorber ¢, (k) dentro de F(k), y de esta manera definir

1
62(7{;)

F(k) = F(k), (2.58)

de forma tal que

5(a, k) = 6, (a)F(K), (2.59)

donde con la redefinicién, en el periodo dominado por materia, se puede considerar como

una buena aproximacién

om(a) = a. (2.60)

En este punto es que se realiza otra aproximacion: se asume que en el tiempo inicial para
el cual se integra la ecuacion diferencial el Universo estd dominado por materia, de forma tal
que la radiacién ya es despreciable, y que la constante cosmoldgica (A) atin no es relevante. De
este modo, al comenzar a integrar la ecuacion y utilizar que esta ltima es invariante de escala,
se puede emplear la definicion [2.59] y bajo la aproximaciéon mencionada, ocurre que en el valor

inicial del factor de escala (a; = 1073), se puede imponer que

om(a;) = a; (2.61a)
o (a;) =1, (2.61b)

siendo estas las condiciones iniciales presentadas al final de la seccién anterior.

Resulta relevante enfatizar que en la obtencion de estas condiciones iniciales ha sido crucial
el hecho de que la ecuacién diferencial sea invariante de escala (es decir, no dependa explicita-
mente de /;:) Si esto no fuera asi, obtener las condiciones iniciales representaria una tarea mas
compleja dado que no seria posible realizar la factorizacién (ec. , siendo ademas la ecuacion
analoga a explicitamente dependiente de k. En las teorfas f (R) mencionadas en la intro-
duccién esta dificultad se suma a la propia dificultad de las ecuaciones de fondo cosmolégico y

perturbaciones, y como resultado de estas complejidades, no hay, a dia de hoy, una expresion
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analitica para las condiciones iniciales de las perturbaciones de materia en dichas teorias. Esto
se discutira al final de este capitulo.

Por otro lado, el observable empleado en este trabajo para inferir parametros cosmoldgicos
tiene la propiedad de que, en caso de que sea posible realizar la factorizacién [2.54] la propia
naturaleza de dicho observable elimina la dependencia en los modos de Fourier. Por lo tanto,
en los modelos en los cuales la ecuacién resulta invariante de escala, no es necesario estudiar la
dindmica de F(k), y més atn, no es necesario obtener explicitamente el valor de ¢,(k), dificultad

que se evité durante este trabajo. Esto se discute en la siguiente seccion.

2.4. El observable fog

No es posible medir directamente la funcién 6,,(a, Z). En cambio, en este trabajo, se empled
como observable cosmolégico una cantidad que se relaciona directamente, tanto con 0,,(a, )

como con su derivada. Dicho observable se define como [2]

fos(a, @) = f(a,z)o(a,z), (2.62)

donde en este caso

_dIn(6,m(a, 7))

f(a,2) = JIn(a) (2.63)

es la tasa de crecimiento, y

Om(a, )

Om (1, )

representa las fluctuaciones rms dependientes del corrimiento al rojo del campo de densidad

(2.64)

o(a,@) =og

lineal dentro de esferas de radio R = 8h~! Mpc, mientras que oy representa su valor hoy. Utilizando

la regla de la cadena, puede escribirse el observable como

SN\ 0s ad’ (a.7 .
fUS(CL,I)_(Sm(l,ZZ') 5m( ’ )7 (2 65)

donde 0,,(a,Z) representa la anti-transformada de Fourier de &n(a, /%), y lo propio ocurre
con la derivada.

Si se incluye la dependencia de Sm(a, k) en los modos de Fourier de manera factorizada
(como en , puede observarse que el observable elimina por completo la dependencia en
k. Para ver esto, debe notarse que, para el calculo del observable, es necesario primero anti-
transformar Fourier la solucién de la ecuacién diferencial. Es decir, las funciones que entran en

el calculo del observable son

1 A S T 1 5 g
O, ) = — /f Brb,(a, )8 (a,7) = — ff B! (a, F)e *7, (2.66)
2T 27
En este punto resulta de vital importancia la factorizacién propuesta en debido a que,
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en este caso la derivada cumple

o' (a,k) = F(k)d! (a), (2.67)

ya que el modo de Fourier k no depende del factor de escala. Con esto en mente, se pueden

reescribir las ecuaciones de [2.66 como

Om(a,

BRE(R)e o (a,5) = 0 (a) f[ BEF(F)e 7, (2.68)

donde debe notarse que la parte que depende del factor de escala puede salir de la integral

en k. Definiendo una funcién de ¥ como

G(F)z% [J] #wriyete, (2.69)

es directo ver que el observable definido en [2.70 elimina la informacién de dicha funcién,

ya que, en general

fos(a,7) = ———ad" (a,F) = ad). (a) ggg 5 U(l)ad’ (a) = fos(a). (2.70)

m(1 7) Om (1)

Es importante remarcar que para que esto sea asi debe cumplirse que la ecuacion diferencial
no dependa explicitamente de los modos de Fourier, lo cual vale en el caso de ACDM. Por otro
lado, el régimen estudiado por la ecuacién [2.43 como se discutié previamente, corresponde a
los modos sub-horizon. Esta condicién restringe el valor de las longitudes de onda que pueden
estudiarse en este contexto, ya que solo aquellos modos que hayan ingresado al horizonte en
valores de a < a; cumplen esta restriccion. El analisis vale para todos los modos con longitud de
onda menor a Acom;, y por lo tanto vale para modos tales que

2
k= —— <k (2.71)

)\COmi

En la siguiente seccion se discute el resultado, pero el valor que se obtiene corresponde a

k; ~ 10 hMpc ™. (2.72)

Por otro lado, se sabe que valores de k cercanos a kyz, =0.2 h Mpc! hoy tienen un compor-
tamiento no lineal [8]. De esta forma, los modos de Fourier que son sub-horizon durante todo
el periodo de integracion y, por lo tanto, pueden enmarcarse en el contexto de estudio de este

trabajo son aquellos que cumplen que

k’i <k< kNL) (273)

y para estos modos vale la ecuacién de las perturbaciones de la materia|2.43] Ademads, como

esta ecuacién no depende explicitamente de k, también es posible factorizar la dependencia en
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k de 0,,(t, k) v, asi, las condiciones iniciales corresponden a las mencionadas previamente. En la
siguiente seccién se describe en detalle el calculo de los modos de Fourier que son descriptos por

la ecuacién diferencial 2.43]

2.5. Los modos de Fourier dentro de la aproximacion sub-

horizon

En la seccién anterior se mencioné que, a pesar de que la ecuacion no depende explicita-
mente de k, las aproximaciones realizadas restringen los modos de Fourier que pueden estudiarse
mediante dicha ecuacién. Esto se impone al considerar a la materia como un fluido no relativis-
ta mediante la aproximacién [2.18] donde se asume que los volimenes fisicos considerados son

menores que el radio de Hubble

|7| «< H™, (2.74)

donde es importante mencionar que H~! corresponde al radio de Hubble fisico. Imponer
esta restriccién permite estudiar la evolucion de la materia como un fluido mediante la ecuacion
de Euler no relativista, pero légicamente restringe los modos de Fourier que pueden estudiarse.

Esto es asi debido a que los modos descriptos en este régimen corresponden a aquellos tales que

s << H7, (2.75)

donde Agg refiere a la longitud de onda fisica. Esta longitud de onda se relaciona con la

longitud de onda comévil como

)\ﬁs = a)\com- (276)

Es importante notar que el valor de A\, es constante en el sistema de referencia comévil.

Por otro lado, a través de esta longitud de onda puede definirse el nimero de onda comévil

21

Y
Acom

donde no se utiliza el sub-indice .., en k& debido a que, como se menciond previamente,

k:

(2.77)

todos los k involucrados en las ecuaciones corresponden al niimero de onda en el sistema de

referencia comoévil. Por completitud, puede definirse también un ntimero de onda fisico como

ks = —. (2.78)

Para comprender qué modos estan bien descriptos por las aproximaciones realizadas es
necesario comprender qué modos estan dentro del horizonte desde el momento en que se comienza
a integrar la ecuacion diferencial. Para realizar este calculo, es 1til definir al radio de Hubble

comovil
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B 1
- aH’

Ademas, al igual que para las condiciones iniciales, se estudia la evolucion del Universo a

(2.79)

rH

través de los distintos regimenes. De esta forma, el radio como6vil de Hubble cuando el Universo

estd dominado por radiacion es

H,aq o< a? - log(THrad) < lOg(CL), (280)

en el momento dominado por materia es

1
g o 072 > log(rm,,,,) o< 5 log(a). (2381)

y finalmente cuando domina la constante cosmoldgica

Hy oca™ = log(rp,) o —log(a). (2.82)

Ademas, es importante mencionar que en el modelo ACDM se introduce un mecanismo

previo al dominio de radiacién llamado ”inflacién” [64]. Durante dicho periodo se asume que

Hiny = e (283)

y de ese modo resulta que, al igual que para el caso de la constante cosmoldgica

Hing o @™ > log (1) o< ~log(a). (2.80)

En la figura [2.1| se puede ver un grafico esquematico del comportamiento del radio comévil

de Hubble durante la evolucién del Universo, en escala logaritmica.
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—— Inflacién /\
Radiacién : :

—— Materia
—— (Cte cosmologica

log ((aH)™1)

T
—40 =30 =20 -10 0
logla)

Figura 2.1: Evolucién del radio de Hubble comovil en funcién de a. Las lineas verticales repre-
sentan, en azul el final de inflacién (a. = 1072%), en naranja aeq y en verde afy,. El valor de (aH)~!
representa una escala importante durante la evolucién del Universo.

Este grafico permite comprender como se modifica el radio comévil de Hubble a través de
la evolucién del cosmos. En dicho grafico, el valor de Ao de los modos de Fourier son rectas
con valor constante, ya que, como se menciond, la longitud de onda comovil es constante en el
sistema de referencia correspondiente. Por ejemplo, en la figura [2.2| se puede ver un modo con
algiun valor de A.om tal que sale del horizonte durante inflacién y vuelve a entrar durante el

periodo dominado por la radiacién.
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—— Radio de Hubble comowil
Modo de ejemplo

log ((aH)™ 1), Acom

T
—40 =30 =20 -10 0
logla)

Figura 2.2: Evolucién del radio de Hubble comévil en funcién de a, junto con un modo de Fourier
de ejemplo. En esta escala los modos se represetan a través de cada Acom como lineas horizontales.
Las lineas verticales representan el valor de a en el cual el modo sale del horizonte (izquierda) y
el valor en que entra (derecha).

En este punto es necesario calcular el valor de k; que corresponde al modo que ingresa al
horizonte cuando a = a;, que es el momento en el cual se imponen las condiciones iniciales. Para

ello simplemente debe calcularse Acop,; tal que

1

Aeopn i = ———— 2.85
) CLiH(aZ‘) ( )
Emplando la ecuacién es directo notar que
H(a; _ _
ki = GZ—(‘”) ~ 103 h Mpe?, (2.86)
m

donde para calcular H(a;) se utilizé la ecuacién con Qo = 0,315 [3], Qa0 = 0,628 [3] v
0,0 = 5,37 107 [63]. Este valor corresponde al modo de Fourier que ingresa al horizonte justo
en el momento en que se comienza la integracion de la ecuacion. Luego, todos los modos con
longitud de onda comovil menor, i.e., £ mayor ya estan dentro del horizonte cuando comienza
la integracién y, por ende, son correctamente descriptos bajo las aproximaciones realizadas.

Por otro lado, al considerar longitudes de onda cada vez méas pequenas la aproximaciéon
lineal empleada en la ecuacion de Euler deja de valer. Para calcular el valor de k en el cual las

no linealidades cobran importancia se plantea el momento en que comienza a valer que

Om ~ 1, (2.87)



y se obtiene que este valor corresponde a [8]

kNL R O,QhMpcil. (288)

De esta forma, los modos de Fourier que se describen mediante las aproximaciones emplea-

das durante este trabajo corresponden a

k; =103hMpc™ <k <0,2hMpc? = kyy, (2.89)

los cuales se pueden ver esquematicamente en la figura [2.3]

/7

log ((aH)™1), Acom

—— Radio de Hubble comovil
Modo con k=k;
— Modo con k = kpy

ki< k< ky

T T
—40 —-30 —20 -10 0
log(a)

Figura 2.3: Representacion pictérica de la region de valores de k que se pueden estudiar con la
ecuacion [2.43] El modo en naranja corresponde a aquel que entra al horizonte cuando se imponen
las condiciones iniciales, mientras que el que esté en verde corresponde al primer modo no lineal.
En gris todos los valores que se pueden estudiar mediante el modelo tedrico empleado.

Toda la discusion realizada hasta aqui corresponde al modelo estandar de la cosmologia
ACDM, pero el objetivo de este trabajo fue estudiar modelos alternativos que pudieran explicar
las observaciones cosmologicas sin recurrir a la constante cosmologica. En lo que sigue del capitulo

se discuten las teorfas f(R), que dan lugar a modelos de gravedad modificada.

2.6. Ecuaciones de fondo en f(R)

Una posible explicacion de la expansién acelerada del Universo, diferente al modelo de la
constante cosmoldgica, consiste en asumir una teoria alternativa a la relatividad general para

describir la interaccién gravitacional [36]. En esta tesis nos focalizamos en un conjunto de modelos
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cosmolégicos alternativos basados en las teorias f(R), donde se reemplaza el escalar de Ricci
en la accién de Einstein-Hilbert (2.4]) por una funcién arbitraria de esta cantidad [65]. De esta

forma, la accion de la teoria resulta

S- ﬁ [ i (R) + 5,0 (2.90)

Del mismo modo que en Relatividad General, variando la accion respecto de la métrica se

obtienen las ecuaciones de campo de la teoria

1
R, F(R)- §ng(R) + (9,0 O-V,V,)F(R) =87GT,,, (2.91)
donde O es el d’alembertiano, V,, es la derivada covariante y se emplea la notacién

df dF  df B
ﬁa E - d_.RQ’ ERR(R) - ng (292)

Con las mismas hipotesis cosmoldgicas discutidas al principio de este capitulo, y procediendo

F(R) = Fr(R) =

de una manera analoga al caso de Relatividad General, se pueden obtener ecuaciones dindmicas

para el factor de escala de la métrica de FRW dentro de la teoria f(R)

1 P .
H?>= — 87rGZp,~+R f—3HRFR (2.93a)
3F ,L, 2 7
Q0 + 3H? = _% [_RFz_ L P+ (it + 2HR) ER] , (2.93b)

donde por notacién se han obviado las dependencias explicitas en R de f y sus derivadas.

En primera instancia, puede verse que es necesario fijar la funcién arbitarira f(R) para
obtener un modelo particular y poder resolver estas ecuaciones. Ademads, aparecen involucra-
das derivadas temporales del escalar de Ricci, lo cual indica que deben introducirse ecuaciones
adicionales para poder resolver el sistema [66]. No fue trabajo de esta tesis resolver el fondo
cosmoldgico para una teoria f(R), sino que la intencién fue emplear las ecuaciones para
estudiar la evolucion de las pertubraciones de materia, asumiendo ya resulta la dinamica del
factor de escala (i.e, la dindmica de H(a)). En una tesis anterior [47], se empled el método de las
redes neuronales utilizado en esta tesis y descripto en el capitulo 3 para resolver las ecuaciones
correspondientes al fondo cosmoldgico en teorias f(R). El avance en esta tesis es emplear el

mismo método para resolver las ecuaciones de perturbaciones de materia en dichas teorias.

2.7. Ecuacion de perturbaciones en f(R)

Considerar perturbaciones de materia en una teoria de gravedad modificada del tipo f(R) no
es tan sencillo como en el modelo de fluido no relativista de ACDM. No obstante, puede escribirse
una ecuacién similar a[2.32, donde toda la informacién sobre la teoria queda condensada dentro
de una funcién efectiva Geg(k, a) que cumple el rol de la constante de gravitacién de Newton [67).

En la literatura referenciada los autores consideraron un campo escalar adicional acoplado
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al fondo cosmoldgico [67]. Como en este trabajo no se incluyé ningin campo escalar en la
dindmica cosmologica, no se tendra en consideracién dicho campo para discutir las ecuaciones
de perturbaciones de materia.

Se considera una métrica perturbada con perturbaciones escalares ®, ¥ en un gauge longi-

tudinal

ds® = —(1+2®)dt? + a(t)?(1 - 20)8;;da’ da? (2.94)

Ademas, se considera un tensor de energia momento perturbado

TY = ~(pm + 6pm) (2.95a)
T = ~pmVm,a: (2.95b)

donde v,, es un potencial de velocidad. Las ecuaciones perturbadas, obtenidas a partir de

las ecuaciones de Einstein y en el espacio de Fourier son [68,69]

2

. L 1 . L2 .. .
3H(V + HD) +—\IJ+—[—3H5F+ (3H2+3H——2)5F+3F(\II+H<I>) +3HF(I>+5pm] =0,
a

a? 2F
(2.96)
F
U=+ % (2.97a)
.2
0pm +3Hpy, = pm (3\11 - —vm) , (2.97b)
a
1
O + Hop = =, (2.97¢)
a

donde k es el ntimero de onda. En este contexto se define la densidad fraccional de materia

invariante de gauge en el espacio de Fourier como

Om(t, k) = 2 + 3Hw, (2.98)
Pm

donde v = av,,, y ademas es interesante notar que el nuevo término 3Hv aparece por no

estar trabajando en el gauge comovil, sino en un gauge longitudinal. Entonces las ecuaciones

2.97h), se reescriben como

R R 2
bt B) =~ 4 3(0 + ), (2.99)
a
b=, (2.99b)

De las cuales se obtiene
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: - X - k2 .. .
Ot ) + 2H6, (1K) + —® =3B + 6GHB, (2.100)

donde se defini6 B = ¥ + Hv. En este punto es util, al igual que en ACDM, considerar
la aproximacién sub-horizon. En dicha aproximacién se asume que todos los modos de Fourier
estan dentro del radio de Hubble, y de esa forma vale que k? > a?H?.
En la ecuacién [2.100] los términos del lado derecho aportan contribuciones de orden H?W
. , . k2 . .,
[67], por lo que son despreciables frente a los términos de orden ¢z ® en la aproximacién sub-

horizon. De esta forma resulta

N - A - k2
Om(t, )+ 2H (1, F) + 250 =0 (2.101)

Lo que falta es encontrar una relacién entre ® y 9,,. Para ello, se considera la ecuacion [2.96

bajo la aproximacion sub-horizon, la cual resulta
k2 1 (k?
—VU=—\|—=0F-dpn]. 2.102
a? 2F (a2 P ) ( )

Usando la ecuaciéon [2.97al en esta tltima resulta

k2 k2 0F 1
L S P 2.103
a? 2¢2 F 2F p (2.103)

Por otro lado, como F = F(R) resulta que
§F = FpoR, (2.104)

mientras que 0 R puede calcularse como la perturbacién a primer orden del escalar de Ricci

explicitamente a partir de la métrica y vale [67]

" . . . 2 . 2
6R =2 [—3 (V+4HV + HO + HD + AH?®) + (k"—2 - SH) ® - zk—Z\If] : (2.105)
a a

Nuevamente, al usar la aproximacién sub-horizon en esta expresion, junto con la expresion
se obtiene que
k2 oF
OR=-2— (<I>+2—). 2.106
o 7 (2.106)
Introduciendo en esta tltima expresién las ecuaciones [2.103] y

k2

1
2 kQFR
a R Z 0
1+45—+

SR = (2.107)

Operando a partir de la ecuacion [2.103] usando las expresiones obtenidas, se llega a la

relacion deseada

k2 Jo +4%F’—FR
o S L R 2.108
a? 2F 1+ 3&_1;‘1% ( )

>

Ipm

donde se utiliz6 que en la aproximacion sub-horizon 0, ~ =2,
m

y a partir de esta se puede
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escribir la ecuacién 2.101] como

Gegr (t, k)

oot B) +226,, — 4 - P (£, ) =0, (2.109)
a
donde se ha definido la expresiéon
1 1+4%
Gt _ ki (2.110)
G 87F1+35m
con
Fr
=—. 2.111
m="= (2111)
El modelo ACDM se recupera al considerar
87f(R) = R - 2A, (2.112)

donde vale que F' = f'(R) = %, asi resulta m =0y Geg = G.
Con la misma transformacion para las derivadas temporales empleada en el modelo anterior

(2.36} , se puede escribir la ecuacién [2.109 como

Gegr (t, k)
G

Para continuar el procedimiento realizado en ACDM, deberian emplearse las ecuaciones de

a2o" (a, k) + (mz%?)é;n(a,l%) — AT Py O (a, k) = 0. (2.113)
Friedmann modificadas para eliminar @ y a. Sin embargo, resulta importante notar cierto
detalle sobre las condiciones iniciales.

Previamente en este capitulo se discutio la obtencién de las condiciones iniciales en ACDM.
En dicha discusion se utilizé que la ecuacion diferencial es invariante de escala para poder
factorizar la dependencia en k y en a de d,,. Sin embargo, esta ecuacién depende explicitamente
de &, y esto no permite realizar la factorizacion, debido a que, durante la evolucion, los distintos
modos se acoplan. Esto, sumado a la complejidad de las ecuaciones en f(R), representa una
dificultad tedrica en la obtencion de las condiciones iniciales que escapé a las dificultades de esta
tesis, debido a que no hay a dia de hoy una expresion analitica para dichas condiciones iniciales
en este contexto de gravedad modificada.

No obstante, para realizar esta discusién es necesario introducir el modelo de Hu-Sawicki
[44], que se enmarca dentro de las teorfas f(R), y estudiar la dependencia en & de la ecuacién

2.113| con las expresiones de este modelo en particular.

2.8. Modelo de Hu-Sawicki

Como se mencioné previamente, al fijar el valor de la f(R) se describe un modelo particular
dentro de las teorias f(R). El modelo de Hu-Sawicki [70] consiste en reemplazar el escalar de

Ricci en la accién de Einstein-Hilbert por la funcién [71]
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2A

1+ ()"

87f(R) =R~ (2.114)

donde b es un parametro del modelo que mide la desviacién de ACDM y n es una constante
que se suele elegir n = 1. Ademds, A es tal que si se elige b = 0 se recupera el modelo ACDM.

Esto implica una relacién entre los pardmetros cosmoldgicos [47]

A =3H2(1- Qo). (2.115)

Cabe aclarar que la forma de la funcién descripta en la ecuacién [2.114] no corresponde al
modelo original, sino que es una parametrizaciéon que permite realizar desarrollos perturbativos
para b << 1 y asi obtener soluciones analiticas para realizar comparaciones.

Esta funcion, junto con sus derivadas se usa para calcular Ggf (a, k) mediante la ecuacién

2.110, En la literatura [2,/72] se asume que dicha funcién no tiene dependencia en los modos
de Fourier y se procede mediante la misma factorizacién empleada en ACDM, tanto para la
ecuacién diferencial como para las condiciones iniciales. En esta tesis se decidié revisar dicho
argumento.

Para estudiar dicha dependencia, la ecuacion [2.110|se puede reescribir como

Geﬂ“_i
G F

ka
2
+——, 2.116
1+3’;—§m] ( )

donde simplemente se ha utilizado que 1+3 =4 en el numerador. Luego se puede simplificar

un poco mas la expresion para obtener

Gorr _ 1 [1+ ! ] (2.117)

G F 3+

a2
mk?

En la figura se puede ver un gréfico de % en funciéon del factor de escala para varios
valores de k, todos dentro del rango [1073,0.2] h Mpc~!. Para realizar dicha figura se utilizaron

como valores de los parametros b = 0,1, Hy = 701%“‘1\/[p(:‘1 v Q0 =0,272.
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Figura 2.4: Gog/G en funcién del factor de escala para varios valores de k dentro del régimen
de estudio. Se observa que para valores pequenos de a Geg = G, lo cual se espera en las teorias

0.2 0.4 0.6

1.0

f(R), mientras que en el Universo tardio hay diferencias apreciables.

En la figura se observa que efectivamente =gt tiene una dependencia no trivial en &k dentro
del rango estudiado. Para confirmar esto en la figura [2.5|se muestran las diferencias porcentuales

empleando como referencia el valor k.o = 1072 h Mpc™, donde dichas diferencias se calculan como

Geff

|Geff(kj ) - Geff(kref)|

diff %.. = 100
°kJ |Grott (Kot )|
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Figura 2.5: Diferencias porcentuales entre el valor de Geg/G para varios valores de k dentro del
rango de estudio, los cuales no se incluyen por ser irrelevantes. Se observan diferencias de hasta
el 30 %, lo cual permite concluir que en esta teorfa la dependencia en los modos de Fourier de la
ecuacion diferencial es no trivial.

En la figura se puede ver que el valor de Ggf varfa hasta un 30 % comparando a los modos

que se estudian durante el trabajo. Esta dependencia en k no permite realizar la factorizacién
empleada en ACDM dado a que la ecuacion diferencial mezcla los modos durante la evolucién.
Por este motivo, para imponer condiciones iniciales en este contexto es necesario evolucionar
las ecuaciones de cada especie desde el espectro primordial obtenido desde inflacién hasta el
momento en que se desea comenzar la integracion. Esto implica que dichas condiciones iniciales
tendran una dependencia no trivial en los modos de Fourier, lo cual representa una dificultad
que escapa a los limites de esta tesis.

Por este motivo, se decidié realizar un paso intermedio, el cual corresponde a estudiar un
modelo fenomenolégico que permite capturar la escencia de las teorias de gravedad modificadas,
pero sin las dificultades discutidas hasta ahora. Esto se puede ver como un paso previo para
calibrar el método de las redes antes de aplicarlo a un modelo de gravedad modificada proveniente

de primeros principios.

2.9. Modelo fenomenolégico de perturbaciones de mate-

ria con gravedad modificada

Debido a las dificultades discutidas previamente, nos proponemos estudiar la evolucién de

las perturbaciones de la materia de un modelo fenomenolégico que en algin limite coincide con
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un modelo basado en teorias f(R).

En primer lugar, se asume que la dindmica del fondo cosmoldgico estd descripta por la
teoria ACDM. Luego, se introduce una expresion para la constante de gravitacion de Newton
sugerida en [2]

Gt —1+g,(1-a)" - g (1-a)™, (2.119)

donde g, y n son pardmetros libres del modelo. En este trabajo se asumié n = 2 [2|. Esta
parametrizacién cumple con algunas condiciones necesarias para cualquier modelo de gravedad

modificada:

s Gog > 0 para que la energia gravitatoria sea definida positiva.

n Gog/G = 1,09 £ 0,20 para estar en acuerdo con los limites impuestos por la nucelosintesis
primordial (BBN).

» Gog(a=1)/G =1, el valor medido para Geg hoy tiene que ser igual a G.

Para estudiar la evolucion de las perturbaciones de materia se toma la ecuacién [2.113
teniendo en cuenta el valor de Geg de este modelo, pero en lugar de usar las ecuaciones de
Friedmann correspondientes al modelo particular de f(R), se utilizan las ecuaciones de Fried-
mann de ACDM . De esta forma, el procedimiento es analogo a lo que ya se ha discutido
previamente, y la ecuaciéon obtenida es la misma, con la diferencia de que ahora las constantes
G no se cancelan: la que viene de la ecuacion de Euler corresponde a G, mientras que la que
viene de las ecuaciones de Friedmann corresponde a G.

Asi, se obtiene la ecuacién que describe la dinamica de 9,, en este modelo fenomenolégico

2+3aieq+604(a‘:q)4

Baeq G off

2a(1+ﬁ+a(£q)4) ¢ 10
2.120

la cual, al igual que en ACDM es invariante de escala. De esta forma, empleando la facto-

8" (a,k) + teq & (a,k) - (@) (a, k) =0,

aeq

2a(1+ﬁ+a( a )4)

rizacion se puede escribir la ecuacion diferencial para la parte de 5{,’1((1, l;:) que solo depende

de a

4
2+32 + 602
+ aeq+ Q(aeq>4) 5;n(a)_

5" (a) + teq Géff (a)0(a) = 0. (2.121)

2a(1+aieq+a(ajq)

Ademas, asumiendo que la dinamica del Universo hasta el momento de comenzar a integrar

las ecuaciones es igual a ACDM, las condiciones iniciales son
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om(a;) = a; (2.122a)
or (a;) =1, (2.122D)

con a; = 1073, donde vale la misma discusién realizada para el modelo estandar de la
cosmologia. Resulta importante remarcar que en este modelo, el fondo cosmoldgico corresponde
a ACDM, mientras que la modificacién de la gravedad se codifica en la parametrizacion empleada
de Geg(a). Este es el motivo por el cual el modelo es fenomenolégico, y ademés resulta un modelo
de juguete intermedio entre ACDM y una teoria f(R).
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Capitulo 3

Método de las redes neuronales

artificiales

El aprendizaje automatico ("machine learning”) es una rama de la inteligencia artificial que
se enfoca en desarrollar algoritmos y modelos capaces de aprender patrones a partir de datos,
permitiendo a las méquinas realizar tareas sin ser programadas de manera explicita [73]. Dentro
del machine learning, el aprendizaje profundo (”deep learning”) emerge como una disciplina espe-
cializada que utiliza arquitecturas de redes neuronales profundas para aprender representaciones
jerarquicas complejas de los datos, permitiendo la extraccién de caracteristicas sofisticadas [74].
Las redes neuronales, inspiradas en el funcionamiento del cerebro humano, son la piedra an-
gular de estas disciplinas, y consisten en estructuras interconectadas de nodos (neuronas) que
procesan y transforman la informacién [75]. Este paradigma ha revolucionado la capacidad de
las maquinas para abordar tareas complejas, como reconocimiento de imagenes, procesamiento
del lenguaje natural y toma de decisiones, propulsando asi el avance continuo de la inteligencia
artificial y sus aplicaciones practicas en diversas areas.

En este capitulo se detallaran aspectos acerca del método de las redes neuronales (NN’s), el
cual fue utilizado para resolver las ecuaciones diferenciales detalladas en el capitulo 2. El topico
de las redes neuronales es extenso de por si, motivo por el cual en esta tesis se presentan los
aspectos que fueron relevantes durante el trabajo. Para trabajar con las NN’s se emplearon las

librerfas de python neurodiffeq [76] y pytorch [77].

3.1. Neuronas artificiales

Como su nombre lo indica, las redes neuronales constan de neuronas individuales que se
conectan formando una red. Las neuronas toman valores, realizan calculos y devuelven un nuevo
valor. Un ejemplo de neurona artificial puede verse en la figura [3.1]

Se puede observar que, en este ejemplo, la neurona artificial toma cuatro valores, multiplica
a cada valor por un peso, y luego los suma. Luego de sumar los valores iniciales afectandolos
con cada peso, la neurona le suma al resultado un sesgo (también llamado bias), para luego,

finalmente, aplicar al resultado final una funcién de activacién. Mateméaticamente, el resultado
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Figura 3.1: Estructura de una neurona artificial. Esta recibe entradas, o inputs, los cuales se
afectan a través de un factor multiplicativo llamado peso. Luego de sumar todos los inputs con
su correspondiente peso al bias, o sesgo, se aplica una funciéon de activacién para obtener el
resultado final de esta neurona.

(h) de esta neurona puede expresarse como

h:fact(ilz’*wi"’b); (31)
i=1

donde f,.; representa la funcién de activacion, I; representa las entradas, o inputs de la
red, w; los pesos y b el bias de la neurona. Es importante mencionar que cada neurona tiene
su propio bias y funcién de activacion, mientras que por cada conexién entre neuronas hay
asociado un peso. Estos valores son los que se ajustan durante el entrenamiento de la red, y son
los responsables de que la red arroje un resultado u otro.

Una red neuronal consta de varias neuronas conectadas entre si. Al considerar esto, resulta
de gran importancia la funcién de activacién, la cual en general es la misma para todas las
neuronas de la red, y cumple la funcién de evitar que la red colapse a una tinica neurona. Esto
es importante porque una red con una sola neurona tiene una limitada capacidad de aprendizaje
[1,/78].

3.2. Estructura de la red neuronal

La red neuronal es un conjunto de neuronas artificiales conectadas entre si de forma tal
que los resultados de cada neurona constituyen los valores que toman las otras. En este trabajo
se utilizaron redes en las cuales la informacién siempre avanza (”feed-forward networks”) [79],
es decir, las primeras neuronas toman los inputs, realizan sus calculos, pasan sus valores a las
neuronas siguientes y asi hasta obtener el resultado final.

Un esquema de la estructura empleada para estas redes se puede ver en la figura (3.2

En el ejemplo de la figura, se ve una red que toma tres valores iniciales, o inputs, luego
tiene dos capas internas con cuatro neuronas en cada una, y finalmente tiene una capa externa

con una neurona que entrega el resultado final. De manera adicional, se puede ver que todas las

46



(=)

Capa Capa
de Capas internas de
entrada salida

Figura 3.2: Estructura de ejemplo de una red neuronal con tres entradas, dos capas ocultas con
cuatro neuronas cada una y una capa externa con una Unica neurona. Se observa que todas las
neuronas estan conectadas con todas de la siguiente capa, lo cual significa que este esquema
corresponde a una red de conexién completa.

neuronas de una capa se conectan con todas las neuronas de la capa siguiente. Este tipo de red
se empled en el trabajo, y se llama de conexién completa (”fully conected”) [74].
Para expresar como trabaja la red se puede escribir la ecuacion para cada neurona de las

capas internas. Por ejemplo, para la primer capa interna resulta que

3
aj = fact(z iWa,, + ba; ), (3.2)
k=1

donde se esta asumiendo que todas las neuronas de la primer capa interna tienen la misma
funcién de activacion. Ademas, se ve que, al recibir tres inputs, cada neurona tiene tres pesos
asociados y su bias. Es importante remarcar que cada una de las cuatro neuronas de la capa a
tiene cuatro pesos distintos, es decir, en la primer capa interna hay doce pesos w,, diferentes.

Por otro lado, para la segunda capa interna se puede escribir que

4
bj = fact (D) axwep;, + by, ), (3.3)
k=1

donde nuevamente se asumié la misma funcién de activacién para todas las neuronas.
Ademas, es explicito notar que los inputs de la segunda capa son los resultados de la primera, y
que en este caso, al haber cuatro neuronas que reciben cuatro inputs, hay un total de dieciséis
pesos en la segunda capa interna.

Finalmente, el resultado de la red se puede calcular como
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4
R= fact(z bkak +bR), (34)
k=1

donde debe notarse que los valores by son los calculados en [3.3] y estos a su vez se calculan
a partir de De esta manera, se evidencia el trabajo explicito que realiza la red para operar
sobre los inputs y obtener el resultado. También se muestra explicitamente que el resultado
depende de los pesos internos asociados a las conexiones neuronales y los bias de cada neurona,
a los que se los llama parametros internos de la red y son los valores que se modifican durante el
entrenamiento para lograr el resultado deseado. En esta red que se utilizé de ejemplo, puede verse
que hay un total de 32 pesos internos y 9 bias (uno por cada neurona). En la siguiente seccién
se discutird como el entrenamiento modifica estos valores para asi lograr una red eficiente.

Como se menciond en la seccion anterior, si se utiliza una funcién de activaciéon lineal
siempre es posible reemplazar todas las neuronas de las capas internas por una unica neurona
con pesos a determinar. Esto se debe a que todos los calculos realizados son lineales, y es algo
a evitar, ya que una unica neurona tiene una capacidad de aprendizaje menor que una red de
varias neuronas. Ademas, la funcién de activacién debe ser inyectiva para no dar un mismo
resultado para dos valores diferentes del célculo de las neuronas. En este trabajo se emplearon
como funciones de activacién la tangente hiperbdlica y la funcion SiLU, las cuales se comentan
en la siguiente seccion.

Como comentario final en esta seccion referida a la estructura de las redes, se suele llamar
arquitectura de la red a la cantidad de capas internas, y a la cantidad de neuronas que contiene
cada capa interna. En el ejemplo, la arquitectura de la red corresponde a dos capas internas con

cuatro neuronas. Esto se puede denotar como (4,4).

3.3. Las funciones de activacion

Al discutir acerca de la estructura de las redes neuronales se mencioné la importancia de
la funcién de activacion, la cual, al ser no lineal, evita que una red con una gran cantidad de
neuronas colapse a una red con una tnica neurona [1]. En este trabajo se emplearon dos tipos
diferentes de funcién de activacion: la tangente hiperbdlica y la funcién SiLLU [80], a la cual a

veces se la suele llamar ”swish”E] [81], cuyos gréficos se muestran en la figura .

!Existen pequefias diferencias entre la funcién SiLU y la swish, pero a efectos practicos son iguales.
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Tanh SiLU

Figura 3.3: A la izquierda la tangente hiperbdlica, a la derecha la funcién SiLU. En ambos casos
las funciones son no lineales lo cual evita el colapso de la red a una tnica neurona. Figura
extraida del libro [1].

Como se mencioné previamente, la funciéon de activacion se aplica luego de que las neuronas
realicen los cédlculos sobre los inputs empleando los pesos. Entonces, el valor que llega a la funcién
de activacion es una combinacion lineal de las entradas de cada neurona. Se puede ver en la figura
que la tangente hiperbdlica se satura rapidamente para valores con moédulo mayor a uno.
Este fue uno de los motivos por el cual se reescaled la variable independiente en la ecuacién
diferencial del modelo a un intervalo cuyo médulo sea menor o igual que uno, para de esta forma
garantizar que las funciones de activacién no se saturen.

En el caso de la funcién SiLLU, esta se define como

SiLU = zoge (), (3.5)

donde og4(z) corresponde a la funcién sigmoide. La mencionada diferencia con la funcién

Swish consiste en que esta funcién se define como

swish = zoge (), (3.6)

donde [ es un parametro que se ajusta durante el entrenamiento. Como se mencioné pre-
viamente, en este trabajo se emplearon Tanh y SiLU, cuyas comparaciones se pueden ver en el

capitulo de Resultados.

3.4. Aprendizaje de la red neuronal

Hasta ahora se ha mencionado como opera una neurona artificial, y luego como se conectan
estas para obtener un resultado que depende de multiples parametros. En esta seccion se detalla
la forma en que estos pardmetros internos de la red (los pesos y los bias) se ajustan para optimizar
el resultado.

Se puede pensar que una red neuronal es una funcién que toma n inputs y devuelve un
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nimero. Como se menciond en la secciéon anterior, esta funcion depende explicitamente de los
parametros internos y de los inputs. Sea O un vector que contiene a todos los pardmetros internos
(es decir, a todos los pesos y los bias), y Z un vector que contiene todos los inputs de la red, se
puede pensar a la red neuronal como una funcién F(z,0): R" - R.

El objetivo de entrenar una red neuronal es, para una dada arquitectura, hallar el vector 6
que mejor resuelve un dado problema. Para lograr esto, se puede definir una funcién de pérdida,
también llamada "loss”, que cuantifique que tan diferente es el resultado que obtiene la red

respecto de un valor de referencia.

3.4.1. La funcién de pérdida

Antes de continuar, es necesario aclarar que en el campo del aprendizaje automatico exis-
ten distintos tipos de entrenamiento para las redes neuronales. Por ejemplo, se pueden dividir
estos en dos grandes grupos: entrenamientos supervisados y no supervisados. En el aprendizaje
supervisado, la red se entrena con pares de entrada-salida, mientras que en el aprendizaje no
supervisado, la red debe descubrir patrones en los datos sin recibir informacién sobre las salidas
deseadas.

En el presente trabajo se emplearon las redes para resolver ecuaciones diferenciales mediante
un método no supervisado, lo cual implica que no se requieren datos externos para entrenarlas.
Esto quiere decir que no se utilizan las soluciones numéricas de las ecuaciones en el entrenamiento
de las redes, aunque luego si se utilizaran esas soluciones para chequear los resultados obtenidos.

Es posible definir la funcién de pérdida, también llamada loss, de forma directa utilizando
la misma ecuacion que se quiere resolver. Por ejemplo, sea que se quiere resolver una ecuacion

para z(t) del tipo

' (t) = x(1). (3.7)

Lo primero a notar, es que esta ecuacién puede reescribirse como

(1) - x(t) = 0. (3.8)

Luego, supongamos que la red neuronal entrega un valor xy y puede calcular su derivada
x’y. En este caso, el valor de entrada de la red (el input) correspondera al tiempo ¢. De esta

manera puede calcularse una cantidad L de la forma

L= (2y-xn)?, (3.9)

donde a la cantidad x/y — xy se la suele llamar el residuo. Es directo notar que si la red
obtiene la solucién exacta a la ecuacion, el residuo es cero y L = 0. Luego, cuanto mas difiera la
solucién de la red de la solucion exacta de la ecuacién, se obtendran valores mas altos de L.

Esta definicién de L constituye un posible ejemplo de funciéon de pérdida. No obstante, es
posible notar que esta L evalua a la solucién de la red en un tnico valor del tiempo, lo cual no

es ideal al considerar un intervalo temporal.
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Yendo a un caso general, si se desea resolver una ecuacién diferencial de primer orden?| del

tipo

' = f(x,t) =0, (3.10)

puede pensarse a la red como una funcién que toma un valor de tiempo ¢ y entrega un valor
de la funcién x. Es decir, en este caso la red neuronal constituye una funcién F(¢,0): R - R.
Para construir una funcién de pérdida que permita que la red aprenda a resolver la ecuacién

en todo el intervalo, puede proponerse una del tipo

Nbatch

L= 3 (o, 1) (3.11)

donde el subindice i etiqueta distintos valores de la variable independiente ¢t. Ademas, se
puede observar que se han considerado Ny, valores distintos de la variable independiente para
constuir esta funcién de pérdida. De esta forma, al aumentar el valor de Np,n, sSe aumenta la
cantidad de puntos en donde se evalua la red para calcular la funcion de pérdida. A esta cantidad
de puntos Nyuen se la llama ”Batch Size”, y es un parametro importante del entrenamiento. Es
importante tener en consideracién que estos puntos se toman de manera aleatoria con un sampleo
lineal en cada interacion del entrenamiento, y, de esta forma, no suelen ser los mismos puntos
en cada instancia del mismo.

De manera adicional, puede introducirse un nuevo factor en la funcién de pérdida que
favorezca el aprendizaje de la red cerca de la condicién inicial. Si en el problema planteado se

tiene que

x(t;) = i, (3.12)
entonces puede considerarse
Nbatch
L= 5 (ay, ~ flan, 1)) e, (3.13)
j=1

donde para valores mayores de w se obtiene una red que ve su aprendizaje favorecido para
valores de la variable independiente cercanos al valor en que esta impuesta la condicién inicial.

Hasta aqui se ha comentado la definicién de la funcién de pérdida empleada en el trabajo.
Sin embargo, esta definicién no dice nada sobre el mecanismo por el cual la red modifica los
parametros para lograr el menor valor posible de L, ni tampoco se ha garantizado que la solucion
cumpla con la condicién inicial. Con respecto a la minmizaciéon de la funcién de pérdida, el
método usual consiste en emplear el descenso de gradiente estocastico, lo cual se explica en la
siguiente subseccién. Por otro lado, para lograr que la soluciéon cumpla las condiciones iniciales
se emplea una reparametrizacion de la salida de las redes neuronales en la cual se impone

explicitamente dicha condicién. Esta reparametrizacién, consiste basicamente en transformar la

23olamente se especifican ecuaciones de primer orden, ya que al considerar ecuaciones de 6rdenes més altos
siempre pueden reescribirse como un sistema de ecuaciones, todas de orden uno.
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salida Z de las redes de la forma

Toxi+(1-e)ay, (3.14)

donde z; es la condiciéon inicial impuesta en el valor t = ¢; y zny es la salida de las redes
neuronales. Esto se explica en detalle mas adelante, y en el siguiente capitulo se discute la

implementacion precisa al problema en cuestién.

3.4.2. El problema de optimizacion

En la seccién anterior se ha presentado una definicion de la funcién de pérdida que garantiza
que, si la soluciéon provista por la red neuronal se acerca a la solucién exacta, entonces esta funcién
de pérdida se acerca a cero.

El objetivo ahora es describir un mecanismo por el cual se pueda lograr que la solucién
provista por las redes se acerque lo mas posible a la solucién exacta. Para ello, se emplea el método
del descenso de gradiente estocéstico [82]. Para dar una idea de como funciona este algoritmo, lo
primero que debe notarse es que la funcién de pérdida definida en [3.13] es, explicitamente, una
funcion L((:)), donde debe recordarse que © representa a los pardmetros internos de la red. De

esta forma, en cada iteracion del proceso de entrenamiento puede calcularse el gradiente

§=VeL(0), (3.15)

y de esta forma puede realizarse la transformacién del vector de parametros internos de

forma tal que

©-¢cj— 0O, (3.16)

donde € es un nuevo parametro importante en el entrenamiento, llamado tasa de aprendi-
zaje, o "learning rate”. Mediante este proceso se espera lograr que, en cada interacién, la red
encuentre un nuevo vector © de manera tal que la funcién de pérdida sea menor que la anterior.

Es interesante notar que la tasa de aprendizaje representa que tan brusca es la transforma-
cién de los parametros internos de la red en cada interacion. Se puede pensar que, un learning rate
mas grande logra un aprendizaje més rapido, mientras que un learning rate mas pequeno genera
un aprendizaje més lento, pero que puede ser més preciso que el anterior [83]. Este descenso de
gradiente se logra en la practica a través de los algoritmos que son llamados optimizadores. Los
optimizadores implementan la minimizacion de la funcién de pérdida y pueden ser més complejos
que unicamente el algortimo de descenso de gradiente. En el trabajo se empled el optimizador
?ADAM?” [84]. Resulta importante mencionar que a los parametros que corresponden al proceso
de entrenamiento, tales como el batch size o el learning rate se los suele llamar hiperparametros,

y son aquellos que se fijan antes de comenzar y no se modifican durante el mismo.
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3.5. Resolucion de ecuaciones diferenciales

Hasta ahora se han comentado aspectos sobre el funcionamiento de las neuronas, la arqui-
tectura de las redes neuronales, el proceso de entrenamiento y los hiperparametros que controlan
este ultimo. Se ha logrado escribir una funcién de pérdida que logra cuantificar cuanto difiere la
solucion de la red neuronal respecto de la solucién exacta. No obstante, a pesar de que en toda la
discusion se ha enfocado el eje en que las redes que se emplearon en el trabajo estan destinadas
a resolver ecuaciones diferenciales, ain no se ha discutido en detalle como se han utilizado para
lograr dicho objetivo.

En el presente trabajo se han estudiado ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.
Sin embargo, para aplicar el método de las redes se ha convertido, cada ecuacién de segundo
orden, en un sistema de dos ecuaciones de primer orden.

Para comprender esto, se puede considerar la ecuacién lineal mas general de segundo orden

para x(t)

"+ h(t)x" + k(t)z =0, (3.17)

con condiciones iniciales z(t;) = x; y 2/(¢;) = !, donde es importante notar que los coefi-
cientes de la ecuacion solamente dependen de la variable independiente t. Luego se realiza el

cambio de variables

y=2a', (3.18)

logrando asi reescribir la ecuacién [3.17] como

Yy +h(t)y +Ek(t)x = 0. (3.19)

Se puede ver que ahora la ecuacién es de primer orden. El precio a pagar por reducir el
orden de la ecuacion es que, ahora, esta ecuacion involucra dos funciones desconocidas: x e .

Entonces, es andlogo resolver la ecuacién [3.17] a resolver el sistema

' —y=0. (3.20a)
y +h(t)y+k(t)xr=0 (3.20b)

De esta forma se puede transformar cualquier ecuacién de segundo orden en dos ecuaciones

de primer orden. Ademas, las condiciones iniciales se transforman de manera directa

z(t;))=x; - ax(t;)=mz (3.21a)
(t) =z, - y(t;) =y =x. (3.21b)

(2

En este trabajo, se ha procedido de esta forma para resolver, para cada ecuacién de se-
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gundo orden, un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Respecto a las redes
neuronales, se ha utilizado una red para cada ecuacion. Es decir, para resolver una ecuacién de
segundo orden, se han entrenado de manera simultanea dos redes neuronales diferentes: una que
devuelve la funcién y otra que devuelve su derivada.

Para garantizar que se cumplan las condiciones iniciales se puede emplear una reparame-
trizacion de la solucién provista por las redes neuronales como la que se mencioné previamente
(ec.[3.14). Si se piensa en un sistema de ecuaciones como con condiciones iniciales como las
de [3.21] las redes neuronales entregan soluciones zy e yy. Si se considera el caso de zy, puede

definirse, como en [85]

() =z + (1 - e )y (1), (3.22)

de donde se ve directamente que Z(t;) = ;. De la misma forma se considera

() =i+ (L= e )yn(t), (3.23)

que cumple que y(t;) = y;. Si para cada red se utilizan estas reparametrizaciones para
constuir la funcién de pérdida de la misma forma que en |3.13] se garantiza que la solucion que
se obtiene de las redes cumpla las condiciones iniciales. De esta forma, la funcién de pérdida

resulta

Nyatch

L(i,g,t): Z (Resl(jjvgj7tj)2+ReSQ(jj7gj7tj)2)e_w‘t_m? (324)

7=1

Es importante aclarar que con este método, durante el entrenamiento se modifican los
parametros internos para ajustar xy e yy, pero al momento de realizar cédlculos, deben reali-
zarse las transformaciones y para obtener la solucién correcta. Esta solucién cumple
exactamente las condiciones iniciales, y dependiendo de la calidad del entrenamiento sera més o
menos similar a la solucién exacta fuera de t =t¢;.

Cabe mencionar que esta imposicién de las condiciones inciales se llevé a cabo mediante la

funciéon BundleIVP de la libreria neurodiffeq.

3.6. EIl método bundle

Hasta este punto se ha detallado un método que permite entrenar una red neuronal para
que adquiera la capacidad de resolver ecuaciones diferenciales. Sin embargo, se ha omitido,
por simplicidad, una cuestién cuya relevancia significa una ventaja significativa del método con
respecto a los métodos numéricos tradicionales, el método bundle [54].

Notese que en la ecuacion [3.17] no se ha asumido ninguna dependencia en parametros del
modelo tedrico empleado. Si se considera entonces una nueva ecuacion a resolver, la cual depende

de estos, por ejemplo
" +h(t,a)x" + k(t,a)r =0, (3.25)
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Figura 3.4: Esquema general de una red neuronal con r + 1 entradas, S capas internas con K
neuronas en cada capa (j =1,...,.5) y una tnica neurona en la capa externa.

donde & representa un vector de parametros del modelo teérico. Entonces para integrar la
ecuacién a través de métodos numéricos tradicionales debe especificarse el valor de cada uno de
los ;. Es decir, debe integrarse la ecuacion tantas veces como vectores a se consideren. Esto
representa un gasto computacional alto a la hora de realizar un anélisis estadistico que explore
el espacio de los parametros integrando la ecuacién con métodos numéricos tradicionales. En
el método de las redes neuronales es posible tratar este problema de una forma que podria
garantizar eficiencia computacional a través del llamado método bundle. Dicho método consiste
en realizar el entrenamiento utilizando a cada valor de los pardmetros del modelo como un
input de la red. De esta forma, se logra entrenar una red cuya solucién puede evaluarse, no solo
en distintos valores de la variable independiente, sino que ademas puede evaluarse en distintos
valores de cada parametro que se incluya en el bundle.

Por ejemplo, si se considera un vector con r parametros del bundle del tipo @ = (a4, ..., @),
y una red neuronal con S capas internas y K; neuronas en la capa interna j-ésima (j =1,...,5),
un esquema posible con conexién completa de esta red se puede ver en la figura |3.4

En el caso de la reparametrizacion que impone las condiciones iniciales, al considerar una

solucion bundle se considera

B(t, @) = x;(a) + (1-e ) ay(t,a) (3.26a)
gt,a) =y;(a) + (1- e D)) yn(t, @), (3.26b)

donde ahora las condiciones iniciales x; e y; pueden depender de los parametros del modelo.
Por otro lado, si se considera el sistema de ecuaciones de primer orden analogo a y se

definen los residuos como la cantidad por la que las redes difieren de la solucién exacta, es decir
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' -y = Resy, (3.27a)
g +h(t,a)y+k(t,a)T = Ress, (3.27b)

entonces la funcion de pérdida que debe considerarse a la hora de realizar el entrenamiento

es, en lugar de(3.13

M
L(j7 ?37 ta 07) = Z (Resl (‘%ja gja tjv &j)Q + ReSg(i’j, gj7 tj> &j)2) €_w|t_ti‘7 (328)
j=1

donde el subindice j en cada dependencia de los residuos representa el valor que ha tomado
la red para cada muestra en una misma interacién del entrenamiento. Esto significa que M
representa el total de puntos en que se ha evaluado la red para una tunica iteracion. En el caso
sin bundle, M representa el batch size, sin embargo, en el caso bundle, deben tomarse muestras
del dominio de &, por lo que M sera el producto de los batch size de la variable independiente
y de cada parametro del modelo.

Por ejemplo, si se supone un modelo con dos parametros y la variable temporal, y se toma
un batch size de 16, tanto para los parametros como para t, entonces M = 16 * 16 = 16. Una
aclaracién pertinente es que no es necesario tomar el mismo batch size para todas las entradas
de la red, estos pueden ser diferentes entre si.

De esta forma, la funcién de pérdida definida en [3.28 permite llevar a cabo un entrenamiento
donde ahora, la red, no solamente se entrena para distintos valores de la variable independiente
t, sino que ademads se entrena para distintos valores de los parametros del modelo &. Ademas,
se ha incluido el factor de peso w, el cual puede ayudar al entrenamiento a privilegiar puntos
cercanos a la condicién inicial, donde si se elige w = 0 este factor desaparece y no hay privilegio
en ningin punto del dominio temporal.

En resumen, se ha descripto un método que permite obtener una red que puede ser evalua-
da para cualquier valor de los parametros del modelo incluidos en el rango de entrenamiento.
Esto significa que a la hora de explorar el espacio de parametros, en lugar de realizar calculos
costosos computacionalmente, inicamente debe evaluarse una funcién. En trabajos anteriores
del grupo de investigacién se ha visto que esto permite reducir significantivamente los tiempos
computacionales del analisis estadistico con cadenas de Markov [47}86].

En el trabajo se ha empleado este método a través de la libreria neurodiffeq para los modelos

tedricos descriptos previamente.

3.7. La arquitectura customizada

Lo descripto hasta este momento en este capitulo corresponde a lo que, durante el trabajo,
llamaremos arquitectura tradicional o habitual. En esta seccién se discute una implementacién en
la arquitectura de las redes neuronales que puede suponer una ventaja respecto a la tradicional:

la arquitectura customizada, cuyo desarrollo sigue en curso a través del grupo de trabajo del
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co-director de esta tesis.

El objetivo de esta nueva arquitectura consiste en optimizar el proceso de entrenamiento
a través de descorrelacionar los pesos de la primer capa oculta, restringiendo cada neurona a
un sub-intervalo mas pequeno. Para comprender esto, se asume una red neuronal con un tnico

input y K7 neuronas en la primer capa oculta. Esta estructura se ve en la figura [3.5

W1 ’ t1 ’ 0-1

W2 ’ 1:2 ’ 02
Primer
capa

Wj ’ tj ’ cj oculta

Capa
externa
WK1’tK1’0K1

Figura 3.5: Ejemplo de red neurona con la arquitectura customizada. En la figura se ve una capa
externa con una unica entrada y la primer capa oculta con K neuronas. Ademas de los pesos se
incluye en cada neurona un valor ¢; que corresponde al valor central de una gaussiana y ademas
la cantidad o; que corresponde a la desviacién estandar de esta gaussiana.

En la figura se observa que cada neurona tiene un peso asociado al input, pero ademés
se introdujeron dos nuevos valores: t; y o;, donde j = 1,2,..., K;. Los valores ¢; son nuevos
hiperparametros, es decir, se fijan antes de comenzar el entrenamiento, mientras que los valores
o; corresponden a parametros internos de la red que se ajustan durante el mismo.

Lo novedoso en esta arquitectura es que, al calcular el valor que obtiene la neurona j-ésima
de la primer capa oculta, se multiplica al peso w; por una distribucién gaussiana de valor medio
t; v desviacion estandar o;. De este modo, al introducir un input ¢ la neurona j-ésima calcula

su valor h; como

hj = fact(N(t, tj, O'j)twj + bj), (329)

donde N(t,t;,0,) representa una funcién gaussiana de valor medio ¢;, desviacién estandar
o; evaluada en el punto ¢, y, al igual que antes, w; y b; son el peso y el bias asociados a
la neurona j-ésima, respectivamente. Es importante remarcar que para cada neurona hay un
valor establecido de t;. Para establecer este valor se toman s puntos equiespaciados dentro del
intervalo de entrenamiento de la variable independiente, donde s = K;. Luego, se asigna un
t; a cada neurona de la primer capa oculta. Esta modificacién se aplica unicamente sobre las
neuronas de la primer capa, resultando los calculos realizados por las neuronas de las demas

capas idénticos a lo comentado anteriormente en este capitulo. En este trabajo se emplearon
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redes con K; = 256 neuronas en la primer capa, y se tomé s = 256, resultando entonces cada
neurona con un propio valor central para su gaussiana. Se asume que trabajar con redes con
1 «< K; = s tiene mejores resultados debido a que se realiza una mejor subdivisién del intervalo
de entrenamiento de la variable independiente.

El hecho de asociar una gaussiana a cada neurona de la primer capa implica que, en funcion
de la desviacion estandar o; correspondiente, dicha neurona vea restringido el intervalo en el cual
afecta al resultado. Por ejemplo, si la primer neurona dispone de una gaussiana muy centralizada
cerca del valor t; (es decir, con 07 < 0y41), entonces esta neurona tendrd un peso importante al
computar valores de la variable independiente cercanos a t1, pero no tendra relevancia al calcular
valores donde t se aleje de dicho valor. Esto descorrelaciona los pesos de la primer capa, lo que
se espera que optimice el proceso de entrenamiento.

Al considerar el problema bundle, la arquitectura customizada se emplea de la misma
manera, pero asignando una gaussiana no solo a la variable independiente, sino también a todas
las entradas de la red. De esta forma, si los inputs corresponden a la variable independiente t y a r
parametros del bundle ¢, con j =1, ..., 7, se considera el vector de r+1 entradas C=(tan,...,a).
Entonces, en cada neurona j-ésima de la primer capa se asocia una gaussiana para cada input

Ck- De este modo, el calculo del valor h; de la neurona j-ésima se realiza

hj = fact(N(tatjka Ujk)twj + bj)? (330)

donde, como se menciond, ahora cada gaussiana tiene dos indices j =1, ..., K; referido a la
neurona y k=1,...,7+ 1 a la entrada correspondiente.

Es importante recordar que esta arquitectura customizada estd siendo desarrollada y por
este motivo puede presentar cambios o alternativas, tales como incluir a los valores ¢; dentro
de los pardmetros del entrenamiento, o fijar el valor de las desviaciones o;. En este trabajo
se compararon los resultados de esta nueva arquitectura con la tradicional, y los resultados se

comentan en el capitulo correspondiente.
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Capitulo 4

Implementaciones del método de las

redes neuronales

Hasta ahora se han presentado los modelos tedricos considerados durante este trabajo.
Ademass, se ha discutido el método de aprendizaje automético empleado para desarrollar entre-
namientos de redes neuronales que aprendan a resolver las ecuaciones descriptas en los modelos
tedricos. En este capitulo se detalla la implementacién especifica del método de las redes neuro-
nales a los modelos tedricos considerados. Ademas, en esta tesis se incluye la implementacién de
dicho método al andlisis estadistico realizado mediante las cadenas de Markov (MCMC). Cabe
destacar que todos los entrenamientos correspondientes a las redes neuronales se llevaron a cabo
en una GPU, mediante una tarjeta grafica Nvidia A100. Por otro lado, los proceso de MCMC
se llevaron a cabo en una CPU con procesador Intel(R) Core(TM) i7-8550U 1.99 GHz.

4.1. Implementacién a los modelos tedricos

En las secciones anteriores se ha presentado el método de las redes neuronales para una
ecuacién diferencial lineal de segundo orden genérica, como por ejemplo [3.25] En esta seccién se
presenta la implementacién del método a las ecuaciones correspondientes a los modelos teéricos
estudiados en este trabajo.

Resulta importante remcarcar que, en ambos casos considerados, y en el caso de cualquier
ecuaciéon diferencial a resolver, se detiene el entrenamiento de las redes y se asume que estas
ya estan entrenadas cuando la funcién de pérdida es lo suficientemente baja, lo cual en la
practica implica un descenso de més de cuatro 6rdenes de magnitud a partir del comienzo del
entrenamiento. Este comentario resulta pertinente, ya que no hay un criterio unificado sobre el
valor de la funcion de pérdida necesario para finalizar el entrenamiento. En este trabajo se han
dado por finalizados los entrenamientos cuando las soluciones obtenidas alcanzaron diferencias
porcentuales menores al 1% con respecto a las soluciones numéricas. Sin embargo, en el caso de
desconocer la soluciéon numérica, un criterio razonable para detener el entrenamiento y considerar
que la solucién obtenida es correcta, es que la funciéon pérdida haya disminuido en 4 o 5 érdenes

de magnitud respecto de su valor al comenzar el entrenamiento.
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4.1.1. Implementacién a la ecuacién para perturbaciones de materia
en ACDM

Previamente se ha mostrado que la ecuacion para estudiar la evolucién de las perturbaciones

de materia en el universo es P.43]

4
2432 +6a ()
2a(1+ﬁ+a(ﬁ)4) 2a(1+ﬁ+a(ﬁ)4)

Es directo ver que esta ecuacion tiene la forma genérica discutida previamente para el
método de las redes ([3.25))

o (a) + Qeq o (a) -

Sm(a)=0.  (4.1)

"+ h(t,a)x’ + k(t,a)x =0, (4.2)

con la diferencia de que z - y t - a.

Con respecto a los parametros, durante el trabajo se empled un valor fijo para 2,9 = 5,38 *
1072 [63], se empled un valor usual para h = 0,7, y ademds se asumié un universo plano, motivo
por el cual el inico parametro cosmoldgico a determinar es €2,,9, pues una vez determinado este,
Q0 = 1-Q,0=Qno- En la ecuacion 2.43] el pardmetro €, aparece explicitamente en la definicién
de aeq y .

De esta manera, la ecuacion a resolver con las redes es de la forma

5" + h(ay Q)8 + K, Q) = 0, (4.3)

donde la prima denota derivadas respecto del factor de escala a y el inico parametro del
bundle es €2,,0.
Sin embargo, la ecuacion escrita de esta manera presentd varios problemas a la hora de

realizar el entrenamiento de las redes, lo que motivé a realizar multiples cambios de variables.

Primer cambio de variables: N =1n(a)

Por un lado, como se discutié en la seccién correspondiente a las condiciones iniciales, estas
se establecen en a; = 1073, mientras que la parte de la solucién que debe emplearse se halla
cerca de ay = 1. Esto quiere decir que las redes deben entrenarse, por lo menos, en el intervalo
[10-3,1]. Como la forma ma&s sencilla de realizar el sampleo de la variable independiente a la
hora de realizar el entrenamiento es lineal, este cambio de érdenes de magnitud es dificil de

captar en el entrenamiento. Por este motivo, se realizé el cambio de variables

N =1n(a), (4.4)

donde In es el logaritmo natural, y por lo tanto el intervalo de entrenamiento resulta

[In(10-3),0]. Es directo mostrar que con este cambio ocurre que
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d v d £ _QN( L d )
4_ev L, 2 a4 4
da AN a2 ¢ \anz an (4.5)

Si se aplica esta transformacion a la ecuacién, y a las condiciones iniciales, resulta entonces

5=0, (4.6)

GN
d26 1+4da(s-)° ds 3eN
2 + a eV - eV eN
dN 21+ 5% +a()? J AN 2a0(1+ &+ a(£)Y)

con las condiciones iniciales

S(N;) =i (4.7a)

= () =™, (4.7b)

donde se ha definido N; = In(a;) = In(1073).

Esta ecuacién tampoco pudo resolverse por medio del método de las redes, por, al menos,
dos problemas distintos. Lo primero que se noté es que el intervalo de la variable independiente
corresponde a, aproximadamente, [-6,93,0]. Se ha mencionado previamente que una de las
funciones de activaciéon empleadas fue la tangente hiperbdlica, la cual puede saturarse para
valores que se alejen del intervalo [-1,1]. para evitar esto, se reescaleé la variable N con el

objetivo de que esto no suceda.

Segundo cambio de variables: reescaleo de N

Con el fin de llevar la variable independiente al intervalo [-1,0], se consideré la nueva
variable
~ N
N=—, 4.8
- (18)
donde se ha definido n; = |V;|. De esta forma se obtienen las transformaciones para las

derivadas

d 1 d d? 1 d?
4 _14 | & 1 & (4.9)
dN  n; dN dN?  a? gN?2

Aplicando esta transformacion a la ecuacion diferencial se obtiene

Nny; N
A28 ni(1+4a(5=)3) |\ ¢ 3eNnip?2
o m |22 s, (4.10)
AN? 201+ ey a(220)3 [ AN 20,(1+ 22 + a(520)1)

con las condiciones iniciales
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S(N;) = e (4.11a)

d -
5 iy am

donde ahora N; = -1 y el intervalo de la variable independiente corresponde a [-1,0].

Este reescaleo tampoco fue suficiente para lograr un entrenamiento adecuado de las redes.
Un estudio simplificado de la ecuaciéon mostré que esta tiene un comportamiento similar a
una exponencial, y realizando estudios simplificados con las redes, se observd que estas tienen
problemas para entrenarse cuando las soluciones cambian varios 6rdenes de magnitud en el

intervalo de integracién, que es el caso de una solucion exponencial.

Tercer cambio de variables: X =1n(0)

Para analizar el motivo por el cual los entrenamientos de las redes no podian completarse
de manera satisfactoria, se asumieron coeficientes constantes para la ecuacién [2.43] Como se
menciond previamente, esta ecuacion con coeficientes constantes mostré un comportamiento
exponencial en la solucién. Esto motivo a realizar un nuevo cambio de variables, en el cual
se pudiera lograr que la solucion de la ecuacion diferencial obtenga valores cuyos 6rdenes de
magnitud no muestren cambios grandes. Para ello, se consideré como nueva variable dependiente

en la ecuacién [4.10]

X =1n(). (4.12)

Para implementar una transformacion de la variable dependiente, debe considerarse nueva-
mente la regla de la cadena. De esta forma se obtiene que
dd  do dX
—_— =, (4.13)
dN dX dN
donde % = eX = 4. De esta forma, y aplicando nuevamente la regla de la cadena para el

caso de la derivada segunda, se obtiene que

d—(fzexd—{( - ﬁ=ex(d2—AX+(d—{()2). (4.14)
dN dN dN? dN? \dN
Es directo notar que todos los factores eX se cancelaran al introducir estas transformacio-
nes en la ecuacién [£.10] A pesar de esto, también se puede ver que este cambio de variables
introduce un término no lineal en la ecuacion. Sin embargo, por la naturaleza del método, esto
no representara un problema para las redes.

Aplicando el nuevo cambio de variables a la ecuacién se obtiene
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Kn; R
X (dX)’ ni(1+4a(50)%) ax 3eNmn§
(- s
anvz  \aN 2(1 + - ea +a( aeqz )3 AN Qg (1 + &4 +a(%)4)
con las condiciones iniciales
X(N) =-Nn; = Xz (416&)
X
;l =Y. (4.16b)

Esta forma para la ecuacién diferencial trajo como beneficio que la variable dependiente X
no cambie en varios 6rdenes de magnitud. De esta manera, se observo que fue posible completar

de manera satisfactoria el entrenamiento de las redes neuronales.

Implementacién al método bundle

Como ya se ha discutido, definiendo

y- & (4.17)
AN

puede transformarse la ecuacién de segundo orden al sistema

dX
- (4.18a)
ay ~
< + h(N, ng)y + ]{?(CL, QmO) = 0, (418b)
donde
) ni(1+4a(52)?)
h(N,Qmo) = - , (4.19)
2(1 + a’eq + ( acqz)
y
. 3elVnip?2
(N, Qo) = — LS (4.20)
a(2y)
Resulta importante ademas recordar que
_ QT‘O 4QAO _
aeq(QmO) = 0O a(QmO) = aeq(QmD) QA()(QmO) =1- QTO - QmOa (421)
m0

T‘O

dejando en evidencia que el Unico pardmetro relevante en la ecuacion es €2,,0. Ademas,

también es importante recordar que N pertenece al intervalo [-1,0], y que n; = [In(107-3)].
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De esta manera, se definen los residuos de las ecuaciones, necesarios para la definicion de

la funcién de pérdida, como

d{( -Y = Res, (4.22a)
) dN
AV oy oo e
d_N +Y +h(N,Qm0)Y+kZ(CL,Qm0) = R€82, (422b)

donde se han utilizado las condiciones iniciales para realizar las reparametrizaciones

X=X+ (1= e ™M) xy (4.23a)
Y=Y+ (1-e @)y, (4.23b)

De esta forma, la funcion de pérdida que debe minimizarse para entrenar una red neuronal
que resuelva la ecuacién es

~ ~ ~ M ~ ~ N ~
L(X,Y,N, Q) = > (Resi(X;, Y}, Nj, Qo )* + Resa(X;, Y}, Nj, Qo )?) e VN0 (4.24)
j=1
donde, como se discutio previamente, M es el producto de los batch sizes correspondientes
a las variables N y Q0.

Durante este trabajo, se procedié minimizando el valor medio de la funciéon de pérdida
definida en es decir, se minimiz6 la cantidad

- 1 -
<LKV, N, Qo) >= LKV, N, Qo). (4.25)

La solucién del método bundle

Una vez finalizado el entrenamiento, se obtienen dos redes neuronales (una para cada ecua-
cion del sistema de primer orden , las cuales pueden ser evaluadas para valores dentro del
rango de entrenamiento, tanto para N, como para €),,0. Reestableciendo el valor de las repara-
metrizaciones, y reestituyendo los cambios de variables realizados, se obtienen como resultado
del entrenamiento las funciones 6(a, Qm0) y 8’ (a, Qmo)-

Cabe mencionar que no hay, hasta ahora, un método para estimar el error de la solucién
obtenida durante el entrenamiento. Por este motivo, se comparé a las soluciones obtenidas de
las redes neuronales con las soluciones numéricas obtenidas mediante métodos de integracion

numéricos tradicionales. En este trabajo se empled el método Runge-Kutta de orden 5.
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4.1.2. Implementacién a la ecuacién para perturbaciones de materia

en el modelo fenomenolégico

Ya se ha discutido que, en el modelo fenomenolégico estudiado, la modificacién de la ecua-

cién diferencial que controla la evolucién de la densidad fraccional de perturbaciones de materia

consiste en simplemente agregar el factor Gé“ (a, g,). Por este motivo, todos los cambios de va-

riables efectuados en ACDM se llevan a cabo de manera directa, y de esta forma el sistema a

resolver corresponde a

X
X v oo (4.26a)
N

dY . Gog -

— + Y2+ h(N,Q0)Y +k(a, Vo) — (N, g,) =0, 4.26b
I + h( 0)Y +k(a o)G( 9a) ( )
donde nuevamente

ni(1+da(5t)?)

h(N, Qo) = —. (4.27)
2(1+ F-+a(5)°
y
" 3eNnip?
k(N Qo) = - . (4.28)
2aeq(1+ = +a(5 7))

Es importante notar que se agregé un nuevo parametro al bundle: g,. De esta forma,
el procedimiento es el mismo, pero teniendo en cuenta que ahora el vector de pardmetros del

modelo & = (2,0, g4)- Con esta consideracién el procedimiento es andlogo: se definen los residuos

dX -

— —Y = Res; (4.29a)
) AN
Z}\ff SV BN, Q)Y + h(a, Qmo)%(ﬁ, 4.) = Ress (4.20D)

con la misma reparametrizacién empleada que en ACDM, luego se calcula la funciéon de

pérdida definida como

~ o~ ~ M ~ ~ . ~
L(X’ Y’ N’ QmO;,ga) = Z (Resl(X]" }/}7 Nj7 Qm0j7gaj)2 + RGSQ(X]? }/}7 Nj7 Qm0j7gaj)2) e—w|N—N¢|7
=1
(4.30)

donde ahora el valor de M corresponde al producto de los batch sizes de las cantidades N ,

Qo V Ga, v finalmente se minimiza la cantidad

U 1 - .
< L(X7Y7N7Qm07ga) >= ML(X7YaNanOaga)- (431)
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El cambio puede parecer sencillo de implementar, pero el costo estd en agregar un parametro
mas al bundle, ya que esto multiplica al nimero de célculos que debe realizar la red neuronal en
cada iteracién del entrenamiento por un factor igual al batch size asociado al nuevo parametro
incluido al modelo.

Al igual que para ACDM, finalizado el entrenamiento, reestablecida la reparametrizacién
y reestituidos los cambios de variables, se obtienen como resultado las funciones 6(a, 0, 94) ¥
8" (a, im0, ga)-

Estas funciones de salida se emplean para constuir al observable fog y realizar de esta

manera un analisis estadistico a través de cadenas de Markov.

4.2. Andlisis estadistico con cadenas de Markov Monte-
Carlo (MCMC) usando las soluciones obtenidas con

el método de redes neuronales

Como se ha discutido previamente, con las soluciones obtenidas a las ecuaciones diferencia-
les estudiadas (6(a, Qmo,9a) v 0’ (a, Qmo, ga)) se puede construir el observable fog. El objetivo
de este trabajo es, no solo implementar el entrenamiento a estas ecuaciones, sino que ademas
incluye utilizar estas soluciones para realizar un anélisis estadistico que permita testear modelos
cosmoldgicos y establecer limites sobre los parametros libres de los mismos. En esta tesis se llama
D a los datos medidos y p a los parametros libres del modelo, los cuales no necesariamente estan
todos en el bundle de las redes neuronales, como se discute a lo largo de esta seccion.

En el trabajo se empleé un enfoque Bayesiano para realizar la estimacion de los pardme-
tros cosmoldgicos. Desde la perspectiva bayesiana, no hay una distincién fundamental entre las
mediciones y parametros de un modelo estadistico: todos son considerados cantidades “desco-
nocidas”, y se les puede asociar un concepto de probabilidad [87]. El objeto de la inferencia
bayesiana es la distribucién a posteriori (o posterior), la cual es una distribucién de probabilidad
conjunta que representa la probabilidad de obtener los parametros p dado el conjunto de datos
D. En efecto, si la distribucién de probabilidad conjunta es P(D,p), esta distribucién consta
de dos partes: una distribucién a priori P(p) y una funcién de verosimilitud (o likelihood), la
cual suele notarse como P(D|p) = L. La funcién de verosimilitud expresa, dado un problema
fisico descripto por los parametros p, que tan probable es obtener el conjunto de datos D. Es
una funcién de los parametros y no tiene las propiedades de una distribucion de probabilidad.
Habiendo medido D, se usa el teorema de Bayes para obtener la distribucion de p condicionada

a los datos

P(Dlp) P(p)

P(ID) = = ppy

(4.32)

donde P(D|p) es la mencionada likelihood, P(p) es la probabilidad que se la asigna a priori
al valor de los pardmetros llamada distribucién a priori (o prior) y P(D) es la probabilidad

de los datos, la cual en general, dada la likelihood y los priors, se calcula como un factor de
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normalizacién. Esta distribucién de probabilidad es la distribucién a posteriori (o posterior),
y representa la distribucion de probabilidad de que el valor verdadero de los parametros del
modelo sea p dados los datos provistos, es decir, constituye la probabilidad de que los parametros
tengan un cierto valor a partir de un conjunto de datos. Cabe mencionar que las distribuciones
a priori, o priors, (P(p)) juegan un rol importante en la exploracién del espacio de pardmetros
ya que restringen los valores posibles [88]. Elegir esta distribucién constituye una decisién del
andlista de los datos en el proceso de inferencia. Durante este trabajo se emplearon priors
uniformes para todos los parametros, es decir, se eligié un intervalo, y se asumio que, dentro
de ese intervalo, la distribucién a priori tiene un valor constante, mientras que fuera de dicho
intervalo esta probabilidad vale cero. La eleccion de las distribuciones a priori estuvo ligada al
intervalo de entrenamiento de las redes para los parametros del bundle, dado que estas deben
poder evaluarse para cualquier valor de los parametros dentro de los priors elegidos. Ademas, la
integral que aparece en el denominador de la ecuacién [4.32) se interpreta como la probabilidad
de haber medido los datos (P(D)), pero no suele calcularse ya que al conocer los priors y la

likelihood esta constituye un factor de normalizacién que garantiza que

f dpP(#|D) = 1. (4.33)

En este capitulo ya se han mencionado parametros cosmolégicos que se incluyen en el bundle
de las redes neuronales, no obstante, puede haber parametros del modelo que no jueguen ningin
rol en las ecuaciones diferenciales, como por ejemplo og. Este pardmetro cosmoldgico se infiere
a través del andlisis estadistico, y se ve involucrado en el calculo del observable fog, pero no es
un parametro del bundle de las redes neuronales ya que no aparece en la ecuacion diferencial del
modelo. Hecho este comentario, se utilizaron las salidas de las redes para calcular el observable

segun la ecuacion [2.70

fos(a) =a 5551) 51 (a), (4.34)

y de esta manera llevar a cabo la inferencia de parametros mediante las cadenas de Markov
[89].

En general, el proceso de inferencia con el método MCMC consiste en explorar el espacio de
parametros para samplear la distribucion posterior, empleando un criterio basado en maximizar
la likelihood [90]. Esta funcién se relaciona con una cantidad importante en la estadistica llamada

x? mediante

L=e, (4.35)

donde es importante notar que si se minimiza la cantidad y?, se maximiza la funcién de

verosimilitud. Luego, la cantidad x? se calcula como
X* =Y ViCH Vi, (4.36)
ik
donde Cj; es la matriz de covariancia que incluye los errores individuales de los datos en su
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diagonal y las correlaciones entre los mismos en los términos fuera de la diagonal, y el vector V;

se calcula como [2]

VI(D, ) = foi - cociente(D?, i) fi (D7, 7). (4.37)

Se puede notar que este vector cuantifica la diferencia entre las mediciones del observable
( fag) y el calculo tedrico del mismo, en funcion de los datos y de los parametros considerados

(fEeo(DI,p7)). Esta diferencia se calcula teniendo en consideracién un cociente calculado como

H(Dj’ﬁj)dL(Djuﬁj)
HA(DI) 5 (DY)

cociente(D?, i) = (4.38)

donde H(D’) es el parametros de Hubble, d; (D7) es la distancia luminosa, mientras que
fid significa fiducial e implica evaluar estas funciones en los pardmetros fiduciales, que dependen
del experimento realizado para obtener los datos. Esta cantidad se discute con més detalle en
el siguiente capitulo, pero de forma sencilla es una correccién que se introduce dado que para
realizar las mediciones se debe asumir una cosmologia fiducial (se observa que si los parametros
P son iguales a los parametros asumidos en la medicién, el cociente da 1 y no hay correccion).
Es directo notar que, dadas las propiedades de la matriz Cj;, la cantidad x? es una cantidad
positiva.

El proceso denominado Markov Chain Monte Carlo (MCMC) consiste en generar una cami-
nata al azar de las cadenas sobre el espacio de parametros, donde cada paso consiste en un eslabén
de la cadena. De esta forma se genera una secuencia de variables aleatorias { Xy, X1, X», ...} de
forma tal que para j > 0 el siguiente estado Xj;,; se muestree de una distribucién P(Xj+1|Xj)
que depende solo del estado actual de la cadena X, esta secuencia se llama cadena de Markov
v P(X;.1]X;) es la probabilidad de transicién de la cadena. En estas condiciones, la cadena
perderd informacion del estado inicial Xy mientras evoluciona, y la probabilidad de transicion
de la cual se muestrean los valores tenderd a una distribucién estacionaria ¢(.). El algoritmo
de Metropolis-Hastings es el que garantiza que esta distribucion estacionaria sea, en efecto, la
distribucién a posteriori que se desea obtener [87].

La implementacién de este algoritmo consiste en que, en cada paso j, el siguiente estado
X1 se elige primero muestreando un punto candidato Y de una distribucién propuesta ¢(-.X;),
que por ejemplo, puede ser una distribucién normal de variables multiples, con valor medio X; y
una matriz de covarianza fija. Para el punto candidato Y se calcula una probabilidad a(X;,Y")

tal que

(4.39)

a(X;,Y) =min (1 PO)a(X,]Y) ) :

" P(X;)q(Y1X;)

A la vez se elige un ntimero aleatorio entre 0 y 1 y se compara dicho nimero con a(X;,Y).
Si el nimero es menor a a(X;,Y’) se toma X1 =Y, sino se toma X1 = X luego se incrementa
J v se continua. Cabe destacar que ¢(-|-) puede tener cualquier forma, y en cualquier caso la
distribucion estacionaria de la cadena serd la distrubicién posterior P(p|D). Los valores de la

cadena que se utilizan para construir la posterior se toman luego de m iteraciones de ”burn-in”,
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donde se asume que la cadena ya perdié informacién del estado inicial. Entonces los puntos
{X;;7=m+1,...,n} se extraeran de la distribucién estacionaria ¢(-) para reprensentar la distri-
bucién a posteriori, donde se excluyeron puntos que atin contienen informacion sobre los valores
iniciales de las cadenas.

El problema fundamental de la inferencia a partir de simulaciones de cadenas de Markov
es que siempre habra regiones del espacio de parametros que no seran cubiertas por una cadena
de longitud finita. A medida que la simulaciéon avanza, la propiedad ergédica de la cadena de
Markov hace que eventualmente se cubra toda la region, pero en el corto plazo, las simulaciones
no pueden decir nada acerca de regiones que la cadena aun no haya explorado. Esto es un
problema cuando la convergencia es lenta. La mejor manera de notar la convergencia lenta
es examinando multiples simulaciones independientes. También es importante que los puntos
iniciales de cada una de las cadenas estén suficientemente separados [87]. En este trabajo se
empled un criterio de convergencia para garantizar que las cadenas hayan convergido, de forma
tal que la inferencia de los pardmetros sea exitosa [91].

De esta forma, mediante el MCMC, se obtienen las distribuciones a posteriori para los
parametros inferidos. Para obtener una estimacion de cada parametro, se buscé un intervalo
dentro del cual haya un 68 % de probabilidades de hallar su valor. Para ello, lo primero que se debe
realizar es marginalizar la posterior obtenida sobre todos los parametros que no corresponden
al parametro que se desea inferir. Por ejemplo, si de todos los parametros del modelo se desea
inferir el intervalo de confianza del pardmetro p;, la distribucién marginalizada se calcula como
la integral de la distribucion a posteriori sobre todos los valores de los otros parametros p; con

k # j. Es decir, la distribuciéon marginalizada para p; se calcula como

Prrs(pi) = [ T1dpeP(FD). (4.40)

k+j
Esta distribucién marginalizada cumple las propiedades de una distribucion de probabi-
lidades para el pardmetro p;. Lo siguiente es imponer un criterio para definir un intervalo de
confianza. En este trabajo se definié como intervalo de confianza aquel rango dentro del cual
hay un 68 % de probabilidad de que se encuentre el valor del parametro.

Entonces, se buscan los valores p;; y pj2 tales que

Pj2
dp; P™*¢(p;|D) = 0,68, (4.41)

Pj1

y se define el intervalo de confianza para el pardmetro p; como [p;1,pj2]. Esto se realiza
para todos los parametros del modelo, marginalizando siempre sobre todos los otros.

Con este método es posible aplicar el método de las redes neuronales a la inferencia de
parametros cosmologicos. Nuevamente, resulta importante destacar que al explorar el espacio
de parametros, en cada paso de las cadenas, estas deben computar un valor del observable fog.

) 9 8
Al emplear métodos numéricos tradicionales, esto implica integrar las ecuaciones en cada paso
del analisis estadistico, mientras que para las redes neuronales, el cdlculo del observable requiere

unicamente evaluar la funcién obtenida mediante el entrenamiento. Esto ultimo puede repre-
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sentar una ventaja en términos de tiempos computacionales del método de las redes neuronales
sobre los métodos numéricos tradicionales.

En este trabajo se empledé el MCMC para obtener las distribuciones a posteriori de los
parametros cosmoldgicos de cada modelo empleando tanto las soluciones numéricas como las
soluciones de las redes neuronales. Como se menciond previamente, en todos los casos se em-
plearon priors uniformes, por lo que para los parametros relevantes de los modelos estudiados se
tomaron intervalos dentro de los cuales se asume que, a priori, todos los valores tienen la misma

probabilidad. Estos intervalos corresponden a

Io,,, =[0,1;0,7], I, =10,6;1,3], I, =[-1,0;-0,7]. (4.42)
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Capitulo 5

Datos

Hasta este momento se han detallado los modelos teodricos y se ha discutido sobre los
métodos de inteligencia artificial empleados durante el trabajo. Ademas, se comentaron imple-
mentaciones del método de las redes neuronales a los modelos tedricos, y al andlisis estadistico
para inferir parametros cosmoldgicos. Para realizar dicha inferencia, se discutio el método de las
cadenas de Markov. En dicha discusion, se comenté que es necesario disponer de un juego de
datos para poder obtener las distribuciones a posteriori de los parametros cosmolégicos. En este
capitulo se describen los datos observacionales que se utilizan para contrastar con las predicc-
ciones tedricas de los modelos estudiados en esta tesis. Es decir, se discute la fisica y el proceso
de medicién del observable fog detallado en la ecuacién 2.70] Finalmente, se discute de manera

mas precisa la ec. empleada para calcular la cantidad y? durante el proceso del MCMC.

5.1. Detalles observacionales de fog

El observable empleado para inferir los parametros y testear modelos cosmoldgicos en este

trabajo corresponde a fog. La expresion tedrica de dicha cantidad es (ec. [2.70))

fos(a,z) = f(a,Z)o(a, ) (5.1)

La cantidad fog es una medida fundamental en cosmologia que captura la evolucién de las

estructuras cosmicas a lo largo del tiempo. La tasa de crecimiento

. dIné,(a,z
f(a ) = TomT)
dlna

describe cémo las perturbaciones de la densidad de materia en el Universo cambian con el

(5.2)

tiempo, indicando la capacidad de la gravedad para atraer la materia y formar estructuras. Por

otro lado,

d(a,z)
6(1,7)

mide la dispersion de la densidad de masa en regiones esféricas de 8 megaparsecs, represen-

(5.3)

os(a, ) = os

tando la amplitud de las fluctuaciones de densidad a gran escala. Multiplicar f por og normaliza
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la tasa de crecimiento, centrando la atencion en la evolucién relativa de las perturbaciones.
Se mostro, en el desarrollo m, que, en los casos en que puede factorizarse d(a,k) =

F(k)d(a), la expresién del observable no depende del modo de Fourier y corresponde a

fou(a) =03 F 5 (a) (5.4

La determinacién de fog esta relacionada con el andlisis de las distorsiones en el espacio
de redshift (ec. . Para ella, se recopilan catalogos de galaxias con posiciones y redshifts,
y se calcula la funcion de correlacion de dos puntos para entender la distribucion espacial y
correlaciones. El analisis de redshift espacial permite entender céomo las velocidades peculiares
afectan las posiciones aparentes, generando distorsiones en la funcién de correlacién.

Las distorsiones del espacio de corrimiento al rojo (RSD) son una herramienta de observa-
cién clave para estudiar la naturaleza de la energia oscura, ya que trazan el campo de velocidad
de la materia a través de las velocidades peculiares de las galaxias. Permiten medir la tasa de
crecimiento de la estructura a través de un aumento de la agrupacién de materia a lo largo de la
linea de visién [92]. Por este motivo las RSD permiten discriminar entre los diferentes modelos
fisicos de energia oscura, ya que los modelos que comparten la misma historia de expansion a
menudo predicen diferentes valores de la estructura f (e.g. [93]). En la actualidad se han desa-
rrollado dos métodos de medicién [94]: uno basado en métodos estadisticos y otro que emplea
las velocidades peculiares, las cuales son directamente proporcionales a la tasa de crecimiento
£ 195,96], y por lo tanto consituyen un punto clave en la medicién del observable. En el método
estadistico, dado un catdlogo de galaxias a un determinado redshift se utiliza que la funcién de
correlacién en el espacio de corrimientos al rojo depende de 8 = f/b, donde b es un pardmetro
de sesgo de cada galaxia [97] y f es la ya mencionada tasa de crecimiento. En escalas grandes se
asume que b = og,/0s, donde og es el parametro mencionado previamente en este trabajo y os,
se extrae directamente del catalogo de galaxias. Entonces, se pueden combinar los observables

para obtener

fO'g = ﬂUSg- (55)

El segundo método se basa en medir directamente las velocidades peculiares midiendo la
distancia de las galaxias a través de candelas estandar y comparando esa distancia con su redshift.
Las velocidades medidas se pueden comparar con las que se predicen a través de un campo de
densidad de galaxias 6,(Z) derivado de un catdlogo de redshifts independiente, ya que se sabe

que las velocidades peculiares se relacionan con esta cantidad como [9§]

z _Hof -z
- 22 [ 1oy () (5.6)
esta comparacion permite obtener [ para luego obtener un valor del observable fog de

manera analoga a la mencionada para el primer método.

Los valores observacionales empleados en el trabajo se pueden ver en la tabla la cual

corresponde a una recopilaciéon realizada sobre un conjunto de datos mas grande, pero que tenian
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Tabla 5.1: Datos observacionales de la cantidad fog. Las columnas corresponden a: un indice,
el nombre del experimento en cuestion, el redshift para el cual se mide, el valor reportado del
observable junto con su error, la referencia y el valor fiducial de los parametros adoptados para
la medicion.

Index  Set de datos z fos(2) Refs. Params. fid.
1 6dFGS+Snla  0.02  0.428 = 0.0465 [99] (Qu, 1, 08) = (0.3, 0.683, 0.8)
2 Snla+IRAS  0.02  0.398 £ 0.065  [100], [101] (Qn, Qi) = (0.3, 0)
3 OMASS 0.02  0.314 + 0.048  [102], [101] (D, ) = (0.266, 0)
4 SDSS-veloc  0.10  0.370 + 0.130 [103] (Qum, ) = (0.3, 0)
5 SDSS-MGS  0.15  0.490 + 0.145 [104] (Quns h, o) = (0.31, 0.67, 0.83)
6 9dFGRS  0.17  0.510 + 0.060 [105] (D, ) = (0.3, 0)
7 GAMA 0.18  0.360 + 0.090 [106] (Qn, ) = (0.27, 0)
8 GAMA 0.38  0.440 + 0.060 [106]
9 SDSS-LRG-200 0.25 0.3512 £ 0.0583  [107] (Qn, Qi) = (0.25, 0)
10 SDSS-LRG-200 0.37 0.4602 + 0.0378 [107]
11 BOSS-LOWZ 0.32  0.384 + 0.095 [108] (Qm, ) = (0.274, 0)
12 SDSS-CMASS 0.59  0.488 + 0.060 [109] (Qn, h,08) = (0.307115, 0.6777, 0.8288)
13 WiggleZ 0.44  0.413 £ 0.080 [110] (Qm, h) = (0.27, 0.71)
14 WiggleZ 0.60  0.390 £ 0.063 [110]
15 WiggleZ — 0.73  0.437 + 0.072 [110]
16 Vipers PDR-2  0.60 0.550 + 0.120 [111] (D, ) = (0.3, 0.045)
17 Vipers PDR-2  0.86  0.400  0.110 [111)
18 FastSound 140  0.482 + 0.116 [112] (R, Q) = (0.270, 0)

una mayor correlacion entre si. Dentro del conjunto de datos empleados, los tinicos tres resulta-
dos que estan correlacionados corresponden al experimento WiggleZ, cuya matriz de correlacién
es conocida [2]. En la tabla ademds pueden verse los valores fiduciales de los pardmetros cos-
molégicos empleados para realizar su medicion, ya que para realizar estas mediciones es necesario
asumir una cosmologia. En general, se asume ACDM y algin valor fiducial para los parametros
que conforman dicho modelo. Esta cosmologia asumida resulta necesaria dado que, durante el
proceso de medicién es necesario, por un lado, convertir redshift a distancia luminosa, mientras
que también es necesario asumir un valor de Hy, lo cual se ve explicitamente en la ecuacion [5.6|
El valor fiducial relevante para este trabajo corresponde a 2,9, cuya relevancia se discute en la

siguiente seccién.
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5.2. Detalles de implementacion de los datos

En la seccién anterior se presenté la tabla de datos empleada para realizar la inferencia de
parametros. En esta seccién se discuten detalles pertinentes al uso de dicha tabla. Cuando se
discutié el proceso de inferencia a través del MCMC, se mencioné que, una cantidad relevante

durante la determinacion de parametros corresponde al

X =2 ViCi Vi, (5.7)
ik

donde V; es un vector que mide la diferencia entre el valor tedérico de la cantidad fog y
su valor experimental, pesado por el cociente; mientras que () corresponde a la matriz de
covarianza de los datos. En las siguientes subsecciones se comentan detalles técnicos sobre las
correcciones fiduciales y sobre la correlacion entre los datos, ambos puntos claves para realizar

el calculo de x2 y de esta forma llevar a cabo la inferencia de pardmetros a través del MCMC.

5.2.1. Correcciones fiduciales para el calculo de y?

La cantidad V; se define como [2]

Vi= fag — cociente( 27, Qo) fo2 (2%, Qo) (5.8)

donde la etiqueta j refiere al nimero de indice del dato de la tabla [5.1], £,,0 es el valor de

dicha cantidad empleada para el cdlculo y evaluar fX°(27,,,0) es directo usando la expresion

B4y que

, 1
a’ = T (5.9)
Por otro lado, el cociente es un factor de correccién que se incluye debido a la cosmologia
asumida durante la determinacion del observable. Es decir, esta cantidad corrige el valor del
x? teniendo en cuenta que el valor del parametro €,y incluido en el calculo es distinto al valor

fiducial asumido para obtener cada dato de la tabla[5.1} Dicho valor se calcula como

H (27, Quno, Ho)dp, (27, Quo, Ho)
H(20, HyY)d} (29, HiY)

cociente(z7, Qo) = (5.10)

donde H y dy, son el pardmetro de Hubble y la distancia luminosa, y id refiere a evaluar estas
funciones en el valor de Q4 que se ve en la tabla . Ademas, se hace explicita la dependencia de
las funciones en Hyy Hi4, pero es importante remarcar que debido a que H o« Hyy dy, o< Hy', el
cociente no depende de dicho valor. Asumir una cosmologia para realizar las mediciones resulta
inevitable debido a que, como se comenté al principio de este capitulo, en la medicion de fog
se ven involucradas mediciones de velocidad y distancia, lo que explica que el cociente dependa
de H y dy. Es importante mencionar que dj, depende explicitamente de Hy, por lo que se puede
asumir que al fijar una cosmologia fiducial se calcula primero Hy, y luego con este valor sumado

al modelo asumido se obtiene d;,. Es directo notar que si ocurre que §2,,0 es igual al valor fiducial
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de €2,,0 correspondiente al dato j-ésimo de la tabla, entonces el valor del cociente es 1 y no hay
correccion.

Durante la exploracién del espacio de parametros se utilizan distintos valores de €,,9, v
debe quedar claro que el cociente es un vector que asigna un valor a cada dato de la tabla [5.1]
pero que cambia estos valores segun el valor asumido de §2,,.

Por otro lado, en el cdlculo de x? se ve involucrada ademads la matriz de covarianza de los

datos, la cual no es trivial al considerar correlacion entre los datos.

5.2.2. Correlacion entre los datos

Al comienzo de este capitulo se detall6 la expresion para efectuar el calculo de la cantidad

2

x? (ec. 5.7) y se comenté que en dicho cdlculo se ve involucrada la matriz de covarianza. Al

considerar datos que no estan correlacionados, la matriz de covarianza es

Cji, = diag(o7', 03", ..., 08), (5.11)

donde N es el nimero de datos disponible, y o; es el error asociado al dato j-ésimo. En la
tabla estan detallados los errores en la medicion de la cantidad fog para cada experimento.
Debido al procedimiento de medicién, resulta necesario considerar que hay correlacién entre los
datos correspondientes al experimento ” WiggleZ” (datos ntimero 13, 14 y 15) [2]. Que los datos
de distintos experimentos estén correlacionados implica que los valores reportados de fog, v los
errores, no son independientes entre si. En estos casos, la matriz de covarianza no es diagonal y
debe ser reportada junto con los datos. En este caso en particular, la matriz de covarianza para

expresar la correlacién entre estos tres datos es [2]

6,400 2,570 0,000
CE? =107 2,570 3,969 2,540 |. (5.12)
0,000 2,540 5,184

Como el resto de los datos no estan correlacionados entre si, ni tampoco con los del expe-

rimento WiggleZ, la matriz de covarianza total para calcular el x? es

ol 0 . 0 0 0 0
0 oyt .. 0 0 0 0
0 0 0 0
Cip=[0 0 0 C™* 0 0 0 (5.13)
0 0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0 ot 0
0 0 0 0 0 0 o7

Esta es la expresiéon que debe utilizarse para calcular la cantidad x? mediante la ecuacién
[5.7] Un dltimo comentario corresponde al hecho de que en el célculo de dicha cantidad se necesita
invertir esta matriz, ya que en la expresion aparece Cj‘kl Todo lo detallado en este capitulo sirve

para calcular la funciéon de verosimilitud necesaria para realizar el MCMC como
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L=eX. (5.14)

Como se mencioné en el capitulo anterior, esta cantidad cuantifica, luego de haber realiza-
do una medicion, que tan probable era obtener ese resultado dados los parametros del modelo
cosmoldgico que se estd asumiendo. Es una funcién de los pardmetros y no representa una dis-
tribucion de probabilidad, dado que no esta normalizada. A pesar de esto, esta funcion contiene
mucha informacion, ya que el juego de parametros que la haga alcanzar su maximo valor co-
rresponde a aquel que constituye una mayor probabilidad de haber medido los datos que se
estan estudiando. En el siguiente capitulo se presentan los resultados obtenidos, dentro de los
cuales jugd un rol importante el proceso de estimacién de pardmetros cosmoldgicos a través de
maximizar la likelihood (o minimizar el x2), dado que esta estimacion a priori fue relveante para
imponer los priors en el método del MCMC.

Es importante aclarar que el conjunto de datos empleado (tabla no corresponde al mas
actual. En este contexto, el grupo de trabajo de la directora de esta tesis esta trabajando en una

actualizacién de los datos, cuyo empleo a futuro puede resultar prometedor.
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Capitulo 6

Resultados

El objetivo de esta tesis fue resolver las ecuaciones dindmicas para la evoluciéon de las
perturbaciones de materia en el Universo mediante el método de las redes neuronales, y utilizar
estas soluciones para realizar estimaciones de parametros cosmolégicos. Esto se realizd para dos
modelos diferentes: el modelo estandar de la cosmologia ACDM y un modelo fenomenolégico
de gravedad modificada. En este capitulo se muestran los resultados obtenidos, donde resulta
importante mencionar que antes de poder estudiar las soluciones de las redes neuronales fue
necesario garantizar una solucién numérica precisa. Esta solucién resulta importante ya que
el método de las redes neuronales no dispone ain un mecanismo propio para estimar el error
cometido en las soluciones. Debido a esto, la forma de estimar el error empleada en el trabajo

consistio en calcular el error porcentual comparando con la soluciéon numérica como

|(5NN(CL]‘) - 6Num(a’j)|
|5Num(aj)|

donde es necesario observar que dicho error esta evaluado en cada punto a; de la integracion

err %(a;) = *+ 100, (6.1)

numérica. Por este motivo, el primer paso para poder garantizar un entrenamiento adecuado de
las redes requiere de una solucién numérica que permita realizar una comparacién certera, la

cual se discute a continuacion.

6.1. Soluciones numéricas

Desarrollar integradores numéricos no fue trabajo de esta tesis. En este caso, se empled
como integrador numérico un algoritmo de Runge-Kutta de orden 5, implementado por medio

de la libreria Scipy a través del método ”solve_ivp”.

6.1.1. La solucién numérica para ACDM

Como se ha discutido anteriormente, para realizar la integraciéon numérica de la ecuacién
debe fijarse el valor de todos los parametros del modelo. En la figura|6.1| se puede ver un ejemplo

de la solucién obtenida donde se fijé €2,,0 = 0,272.
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Figura 6.1: Solucién numérica para § y ¢’ en funcién del factor de escala a para el modelo ACDM
con 2,0 = 0,272.

Esta solucién numérica puede compararse con la aproximacion analitica discutida en el
capitulo 2, donde se ha detallado que, durante el periodo dominado por materia, 9,, tiene un
comportamiento lineal respecto del factor de escala. En la figura|6.2| se puede ver dicha compa-
racion en una escala que permite apreciar la concordancia con la solucién analitica aproximada,
la cual permite ganar confianza en la soluciéon numérica obtenida. Es importante remarcar que
la solucién se aproxima a la lineal al comienzo del periodo de integracién y luego se separa,
debido a que a medida que crece el factor de escala la contribucién de la constante cosmologica

comienza a cobrar relevancia.

107 { —— & Num

Lineal

101 4

102 4

103 4

1073 1072 1071 10°

Figura 6.2: Solucién numeérica para 0 comparada con una funcién lineal en funcién del factor de
escala a para el modelo ACDM con 2,0 = 0,272.

Luego se emplearon los valores numéricos de § y 0’ para calcular el observable fog, utilizando
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la ecuacién y se comparard graficamente esta estimacion numérica de fog con los datos
observacionales. Un gréafico que contiene el observable calculado numericamente para €2,,9 = 0,272
y og = 0,8, junto con los datos de la tabla se puede ver en la figura [6.3]

0.7
Numérico
Dat
06 4 [ atos
0.5 T
0.4 L t It l
&
0.3 1
0.2
0.1
0.0 4
0.3 0.I4 0:5 O.IG O.I'.f D.IB 0:9 1.0

a

Figura 6.3: fog vs a obtenido con el método numérico en funcién del factor de escala, junto con
los datos de la tabla Los parametros cosmologicos empleados para el cdlculo corresponden
a Qm(] = 0,272 Yy 08 = 0,8

En la literatura estos gréaficos suelen realizarse en funcion del corrimiento al rojo, definido

cOomo

1
z=—--1, 6.2
- (6.2)
motivo por el cual se realiz6 la transformacion correspondiente para obtener la figura [6.4]

la cual puede compararse directamente con la literatura [2].
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Figura 6.4: fog vs z obtenido con el método numérico en funcién del corrimiento al rojo, junto con
los datos de la tabla Los parametros cosmologicos empleados para el célculo corresponden
a Qmo = 0,272 y 05 = 0,8. Esta figura puede compararse directamente con la literatura [2].

Dada la comparacion realizada con la solucién analitica aproximada, se concluyd que, para
el modelo ACDM, las soluciones numeéricas son razonables para comparar a las soluciones obte-
nidas mediante el método de las redes neuronales. Las comparaciones visuales con figuras de la

literatura también se utilizaron como chequeo.

6.1.2. La solucion numérica para el modelo fenomenolégico

Para el modelo fenomenolégico se procedié de la misma forma que en la seccion anterior.
En primer lugar, se obtuvieron las soluciones para 0 y ¢’, chequeando que en el caso g, = 0 se
obtuvieron las mismas soluciones que para ACDM. En la figura [6.5] se pueden ver las soluciones

obtenidas para los valores de los pardmetros reportados en [2] (Q2,,0 = 0,21, 05 = 0,88y g, = —1,16).
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Figura 6.5: Solucién numérica para J y ¢’ en funcién del factor de escala a para el modelo
fenomenolégico de gravedad modificada. Los parametros corresponden a 2,0 = 0,21, 03 = 0,88 y
go = —1,16.

Con estas soluciones se calculé el observable para los valores €2, = 0,21, og = 0,88 y

ga = —1,16 [2], obteniendo el resultado de la figura [6.6]
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Figura 6.6: fog vs z para el modelo fenomenolégico de gravedad modificada, junto con los datos
de la tabla . Esta figura puede compararse directamente con la literatura [2]. Los pardmetros
corresponden a €,,0 = 0,21, 05 =0,88 y g, = —1,16.

Aligual que para el modelo ACDM, se concluy6 que las soluciones obtenidas numéricamente

estan en condiciones de utilizarse como referencia para el método de las redes neuronales.

81



6.2. Entrenamientos sin bundle para ACDM

Una vez obtenida una solucién numérica confiable, se realizé el entrenamiento mas sencillo
de las redes neuronales: el caso sin bundle. Como se discutio en el capitulo 3, este caso corresponde
al entrenamiento de redes neuronales que aprenden a resolver la ecuacién diferencial para
un valor fijo del parametro del modelo. Para probar distintas alternativas, se entrenaron redes
empleando dos funciones de activacion: la tangente hiperbdlica, y la funcion SiLU. Ademas, se
emplearon dos arquitecturas distintas: la habitual, y la customizada. En la figura [6.7] se pueden
ver las funciones de pérdida (loss) correspondientes a estas cuatro redes neuronales, donde se
utilizé un batch size de 32, un learning rate de 1072 y una estructura interna de tres capas de
(256,128,64) neuronas artificiales cada una con conexién completa. Ademads, luego de probar
varios valores se utilizé un valor de w = 0, es decir, no se favorecio el entrenamiento de las redes
cerca de las condiciones iniciales. Cabe mencionar que estos cuatro entrenamientos tardaron en

completarse entre 7 y 11 minutos.
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Figura 6.7: Funciones de pérdida para entrenamientos sin bundle llevados a cabo mediante la ar-
quitectura habitual con funcién de activacién tangente hiperbdlica (a) y SiLU (b); y arquitectura
customizada con tangente hiperbdlica (c¢) y SiLU (d).
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Es importante remarcar que cada iteracion corresponde a un valor de los parametros in-
ternos de las redes. Dicho esto, los valores fijados al finalizar el entrenamiento son aquellos que
corresponden al valor mas bajo de la funcién de pérdida, por lo tanto, el valor representativo
de esta funcion para caracterizar el entrenamiento es el valor minimo alcanzado entre todas las
iteraciones. Ademas de esto, el grafico de la funcién de pérdida a través de las iteraciones permite
entender la dindmica del proceso de aprendizaje. Por ejemplo, en el caso (a) se puede ver que
las redes rapidamente alcanzaron un valor que se mantuvo aproximadamente constante. En este
caso, no se espera que la red mejore el aprendizaje con mas iteraciones. Si se quiere obtener un
mejor resultado con estas redes una opciéon puede ser achicar el learning rate o agrandar el batch
size. En los otros casos se observa que las redes necesitan més iteraciones para alcanzar valores
bajos, pero también se observa que, por ejemplo en el caso (b), hasta las dltimas iteraciones em-
pleadas las redes mantienen una tendencia al aprendizaje, por lo cual el resultado puede mejorar
con los mismos hiperparametros y mas interaciones.

Se puede ver que en todos los casos se obtuvo un descenso de entre seis y siete érdenes de
magnitud, lo cual es indicio de aprendizaje en las redes. Por otro lado, empleando la arquitectura
habitual y la funcién de activacién SiLLU se logré el valor mas bajo de dicha funciéon. No obstante,
el valor méas bajo de la funcién de pérdida no permite caracterizar el error cometido por las redes
al resolver las ecuaciones. Esto se corresponde al hecho de que, esta cantidad, se calcula como
el promedio de los residuos de las ecuaciones sobre todos los valores tomados en cada iteracion
(es decir, el promedio sobre el batch). Debido a esto, para cuantificar el error de la solucién
provista por la red neuronal se calcula el error porcentual comparando con la solucién numérica,
empleando la ecuacién [6.1] Estas diferencias porcentuales se pueden ver en la figura [6.8

Estas figuras son las que permiten concluir que el entrenamiento de las redes fue exitoso.
En todos los casos el error es menor al 0,25 %, cuando se asume como un resultado exitoso aquel
que tenga una diferencia porcentual menor al 1 %. Resulta importante notar que en la condicién
inicial el error es del 0%, lo cual quiere decir que las redes cumplen exactamente la condicién
inicial. Esto significa que la reparametrizaciéon impuesta funciona correctamente.

Por otro lado, es importante notar que las redes que corresponden al valor mas bajo de
la funcién de pérdida no se corresponden a un valor minimo de diferencias porcentuales, dado
que estas son minimas en el caso (a), mientras que la funcién de pérdida més baja se logré en
el caso (b). Esto refuerza la idea de que un valor menor de esta funcién no necesariamente se
corresponde con una mejor solucion, aunque el descenso de dicha funcién si represente un indicio
de aprendizaje en las redes.

Para concluir esta seccion, es necesario observar que el entrenamiento para el método sin
bundle es el mas sencillo de llevar a cabo, y, por lo tanto, los resultados obtenidos no necesa-
riamente se trasladan a los entrenamientos con el método bundle, aunque sirven de punto de

partida.

83



0.12 4
— & 0.175 A

2 ©

0.10 4 0.150 4

I

0.08 4

0.100 4

/W
A e
o IV , /\V‘ b= / W\,

errte
errt
™~

0.001

0.000 1

107! 103 102 107! 10°
a a

(a) Tanh (b) SiLU

— 0
4 ) 0.14 4
025 /\/\ /\ e

0.12 4

(\ W /\
W | M

errts
errts

0.10 4

0.04

0.05 4
0.02 4

I}

0.001 0.001

103 102 107! 10° 107! 10°

a a

(c) Tanh custom (d) SiLU custom

Figura 6.8: Errores porcentuales (ecuacién [6.1) en funcién del factor de escala para entrena-
mientos sin bundle llevados a cabo mediante la arquitectura habitual con funciéon de activacién

tangente hiperbélica (a) y SiLU (b); y arquitectura customizada con tangente hiperbdlica (c) y
SiLU (d).

6.3. Soluciones bundle para los modelos cosmolégicos

En esta secciéon se discuten las soluciones obtenidas mediante el método bundle de las redes
neuronales para los modelos tedricos estudiados: el modelo ACDM y el modelo fenomenolégico

de gravedad modificada.

6.3.1. Meétodo bundle para ACDM

Se empled el método bundle para resolver la ecuacién diferencial que corresponde a
la evolucion de las perturbaciones en el modelo ACDM. En este caso los inputs de la red son
la variable independiente con las transformaciones pertinentes (N ) v la densidad de energia en
forma de materia actual (€2,,0).

En todos los casos se utilizo un batch size de 32, un learning rate de 1072 y una estructura

interna de tres capas de (256,128,64) neuronas artificiales cada una, con conexién completa entre
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ellas.

Funciones de activacion y arquitecturas para el caso bundle en ACDM

Aligual que en el caso sin bundle, se entrenaron redes neuronales empleando como funciones
de activacién la tangente hiperbdlica y la funcién SiLLU, con una arquitectura normal y con la
arquitectura customizada. Los graficos de las funciones de pérdida durante los entrenamientos
se pueden ver en la figura Cabe mencionar que estos cuatro entrenamientos tardaron en

completarse entre una hora y media y dos horas.
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Figura 6.9: Funciones de pérdida para entrenamientos con bundle llevados a cabo mediante la ar-
quitectura habitual con funcién de activacion tangente hiperbdlica (a) y SiLU (b); y arquitectura
customizada con tangente hiperbdlica (c¢) y SiLU (d).

En la figura se observa que con la arquitectura habitual y la tangente hiperbdlica (a) se
alcanza rapidamente, al igual que en el caso sin bundle, un valor bajo de la funcién de pérdida
que luego se mantiene aproximadamente constante. Sin embargo, este valor es por lo menos
un orden de magnitud mas alto que en los otros tres casos. Este es un ejemplo de aprendizaje

rapido, pero menos efectivo que el resto. Por otro lado, se observa que la arquitectura customizada
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mejoro el aprendizaje en este caso, dado que logré una loss un orden de magnitud menor. De
manera adicional, en los casos (b), (c¢) y (d) se observa que las redes mantienen una tendencia
al aprendizaje hasta el final del entrenamiento, lo cual significa que, en caso de no obtener una
solucion satisfactoria, esta se puede mejorar empleando mas iteraciones. Es importante remarcar
que, para lograr funciones de pérdida del mismo orden de magnitud que para el caso sin bundle,
fue necesario emplear un millén de iteraciones, mientras que en el caso anterior se utilizaron cien
mil. Como se discutio en la seccion anterior, el valor de la funciéon de pérdida no permite estimar
el error cometido en las soluciones. En la siguiente seccién se discute el error cometido por las

soluciones.

Error porcentual de la solucion

Al considerar el método bundle, se pueden construir graficos como los de la figura para
cada valor de §2,,9. Por este motivo, en la figura [6.10| se presenta el error porcentual en funcién
de Q,,0, donde para § se evalua en a = 1 (es decir, hoy) y para ¢’ se reporta el valor méximo que
alcanza dicha cantidad. EI motivo por el cual se presenta el error para ¢ en a = 1 corresponde al
hecho de que, en el cdlculo del observable (ec para ¢ resulta relevante uinicamente su valor
actual, mientras que ¢’ se evaliia en el valor del factor de escala que corresponde a los datos, vy,
para no subestimar el error, se reporta el valor maximo.

Se puede ver que todas las diferencias porcentuales relevantes en el cdlculo del observable
estan por debajo del 0,25% para todas las redes entrenadas, lo cual significa que todas las
redes completaron un entrenamiento eficiente. Por otro lado, las redes que presentan un menor
error porcentual son las que se entrenaron con la funcién de activacion SiLU y la arquitectura
customizada, motivo por el cual, a partir de ahora, se continuara iinicamente con estas redes. No
obstante, es importante remarcar que se podria haber empleado cualquiera de estas arquitecturas,
ya que no hay diferencias relevantes entre ellas.

Finalmente, para estudiar los errores porcentuales cometidos en todo el rango de integraciéon
y asi disponer de mayor informacion sobre la solucién obtenida, en la figura se puede ver
un mapa en tres dimensiones en el cual se presenta el valor de dicho error en funcién de todos
los valores de a y de §2,,0. Este mapa se muestra tnicamente para las redes entrenadas con la
arquitectura customizada y con la funcion de activacion SiLU. Se observa que para todos los
valores de las dos entradas de las redes el error porcentual es menor al 0.1 %, lo cual se intrepreta

practicamente como una solucién exacta.
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Figura 6.10: Errores porcentuales de d(a = 1) y 0! .. en funcién de €2, para entrenamientos
sin bundle llevados a cabo mediante la arquitectura habitual con funcién de activacién tangente
hiperbdlica (a) y SiLU (b); y arquitectura customizada con tangente hiperbdlica (c¢) y SiLU (d).

0.7
0.07
0.6 0.10
0.06
0.08
0.5 0.05
§ 04 0.04 ﬁ 0.06 ﬁ
@ @
0.03
0.3 0.04
0.02
0.2 0.02
0.01
0.1 0.00 0.00
1073 1072 1071 10°
a
(a) 0

Figura 6.11: Errores porcentuales para 0 (a) y ¢’ (b) en funcién del pardmetro del bundle (€2,,,0)
y del factor de escala empleando la funcién de activacién SiLU y la arquitectura customizada.
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6.3.2. Meétodo bundle para el modelo fenomenolégico de gravedad

modificada

Al considerar el método bundle para entrenar redes que resuelvan la ecuacién se
procedi6 de la misma forma que para el modelo ACDM, con la diferencia de que hay un nuevo
parametro cosmolégico en el bundle: g,. Se emple6 como funcién de activacién la funcion SiLU y
la arquitectura customizada, con un batch size de 32, un learning rate de 10~ y una estructura
interna de tres capas de (256,128,64) neuronas artificiales cada una, con conexién completa entre
ellas. El grafico de la funcién de pérdida se puede ver en la figura [6.12] Cabe mencionar que este

entremiento tardé en completarse siete horas.
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Figura 6.12: Funcién de pérdida para un entrenamiento con bundle realizado para el modelo
fenomenolégico de gravedad modificada. Para dicho entrenamiento se empled la arquitectura
customizada y la funcién de activacién SiLU.

En la figura se ve que en este entrenamiento la funcién de pérdida se vio afectada en un

descenso de entre seis y siete érdenes de magnitud, lo cual es indicio de un aprendizaje exitoso.

Error porcentual de la solucién

Para estudiar el error cometido por las redes neuronales en este modelo fenomenolégico,
se comparé el valor de las redes con el numérico donde, para ¢ se reporta el valor hoy (a = 1),
mientras que para 0’ se reporta el valor maximo. Esto es asi por el mismo motivo que antes:
en el observable entran en juego el valor de d(a = 1), mientras que 0’ se evalua en varios
puntos, y de esta forma reportar el error maximo no permite subestimar dicha incerteza. En la
figura se pueden ver mapas que muestran estos errores en funcién de los parametros del
bundle.
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Figura 6.13: Errores porcentuales para ¢ evaluado en a = 1 (hoy), y el valor méximo para ¢'.

En este caso también se observa que las diferencias porcentuales de las redes son menores al
0,8 %, cumpliendo de este modo el criterio del 1 %. Este resultado permite concluir que el entre-
namiento de las redes fue exitoso y que se pueden emplear para la estimacion de los parametros
cosmolégicos. De manera complementaria, en la figura se muestran mapas para el error
porcentual para dos valores fijos de g,: —0,9 y —0,8.

En la figura se observan errores porcentuales menores al 1% en todos los casos, lo cual,

nuevamente significa una gran concordancia entre ambos métodos.

6.4. Inferencia de parametros cosmoldégicos

En esta seccién se describe una estimacion a priori de los parametros cosmoldgicos mediante
el criterio de la méxima verosimilitud y la inferencia de los mismos a través del método de MCMC

para los dos modelos tedricos estudiados en este trabajo.

6.4.1. Estimacion de los parametros en ACDM

Hasta ahora se ha discutido la capacidad de las redes neuronales para resolver las ecuacio-
nes diferenciales correspondientes a la evolucion de la densidad fraccional de perturbaciones de
materia. Sin embargo, el objetivo del trabajo consiste en emplear estas soluciones para determi-
nar parametros cosmoldgicos a partir de datos observacionales, y de esta forma testear distintos
modelos tedricos.

Un primer paso, rapido y sencillo, que sirve como resultado de chequeo para los analisis pos-
teriores consiste en maximizar la funcion de verosimilitud, o likelihood. Este método es analogo
a minimizar la cantidad x? definida a través de la ecuacién 5.7 La idea es que, los valores de
los parametros que minimizan esta cantidad, suelen llamarse ”pardametros de mejor ajuste”, y
corresponden al juego de parametros que maximizan la probabilidad de haber medido los datos
en cuestiéon. Ademas, obtener un valor que sea consistente con el modelo ACDM constituye un

chequeo del trabajo realizado.
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Figura 6.14: Errores porcentuales de ¢ y ¢’ en funcion del factor de escala y €2, para dos valores
del parametro g,: —0,9 y -0,8.

Estimacion mediante el criterio de la maxima verosimilitud

Empleando la expresién [5.7] junto con los datos de la tabla la definicién del cociente
(5.10) y la matriz de covarianza para los datos correlacionados, es posible calcular el valor
de la cantidad x2(€m0,0s). Resulta de interés mencionar que al realizar esto con el método
numérico, para cada eleccién de los parametros cosmolédgicos se debe realizar la integracién con
el algoritmo de Runge-Kutta

En la figura [6.15] se ve dicho valor, donde se impuso como valor maximo y? = 20 para una

mayor resolucion cerca de los parametros de mejor ajuste.
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Figura 6.15: Célculo del x? mediante el método numérico.

Se obtuvo que el valor de los parametros que mejor se ajustan a los datos corresponde
a Q0 = 0,261 vy og = 0,802, los cuales son valores que tienen sentido en el contexto de la
literatura . No obstante, es necesario remarcar que estos valores tienen sentido inicamente
como chequeo de seguridad, y no constituyen una prediccién del trabajo, dado que no se les ha
asociado un valor de incerteza.

Para estudiar la cantidad y? con el método de las redes se realizé lo mismo que con el
método numérico, donde ahora, para valor de los parametros, en lugar de realizar una integracion
numérica, se evaluaron las redes neuronales en los valores correspondientes. El resultado se puede

ver en la figura [6.16]
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Figura 6.16: Célculo del x? mediante el método de las redes neuronales.
Como era de esperar dado el pequeno error porcentual obtenido, los resultados obtenidos

por ambos métodos son practicamente iguales. Esto nuevamente confirma que el entrenamiento

de las redes fue exitoso.
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De esta forma, a través de la estimacion a priori mediante el método de la maxima verosi-

militud se obtuvo

- Qo gg
Num | 0.261 | 0.802
NN | 0.261 | 0.802

Tabla 6.1: Estimacién a priori de los pardmetros mediante el método de méaxima verosimilitud
para el método numérico tradicional y para el método de las redes neuronales.

Inferencia de parametros mediante el MCMC

Luego de realizar una estimacion a priori mediante el criterio de la maximizacion de la
likelihood, se obtuvieron las distribuciones a posteriori de los parametros cosmoldgicos de cada
modelo a través del método de MCMC. En la figura [6.17] se pueden ver las cadenas obtenidas
mediante ambos métodos. Cabe mencionar que para implementar el MCMC se empleé la libreria

emcee [113], que introduce los ”samplers” mencionados en [114].

0.8+

0.6

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 o 1000 2000 3000 4000 5000

(a) Numérico (b) Redes neuronales

Figura 6.17: Cadenas de Markov obtenidas mediante el método de MCMC para ambos métodos
en el modelo ACDM. En ambos casos se observa que las cadenas no chocan con los priors, lo
cual es importante para garantizar una estimacion correcta.

En la figura [6.18| se pueden ver, superpuestas, las distribuciones posterior tanto para el
método numérico como para el método de las redes neuronales. Para realizar estos graficos se
empled la libreria de python getdist [115]. En oscuro se muestran los contornos correspondientes

al 68 % de confianza, mientras que la parte clara corresponde al 95% de confianza.
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Figura 6.18: Distribuciones posterior y contornos de confianza para el modelo ACDM obtenidas
mediante el método de MCMC.

En la figura [6.18| se puede ver que los parametros €2, y og estan fuertemente correlacio-
nados. Esto se observa en el grafico correspondiente a los contornos, dado que una variaciéon en
uno de los parametros necesariamente implica una variacion en el otro. Esta correlacion se en-
tiende notando que la solucién de la ecuacién del modelo (d,,) depende de 2,0, luego como para
construir el observable se multiplica esta soluciéon por el pardmetro og resulta intuitivo que el
observable tenga dependencia en un factor multiplicativo que involucre ambos parametros. Este
hecho introduce una correlacién entre €),,0 y 0g a la hora de calcular fog, la cual es evidente en
la figura [6.18, Empleando el criterio mencionado en el capitulo de implementaciones, se obtienen
los intervalos de confianza para los parametros cosmolégicos, los cuales se muestran en la tabla
0. 2]

- Qo o]

Num  0,253'00%)  0,8397 004,

0,029 +0,041
NN 0,255f0,044 0,835 ) 061

Tabla 6.2: Intervalos de confianza para el modelo ACDM obtenidos con el método numérico
tradicional y el método de las redes neuronales.

Los resultados obtenidos mediante ambos métodos son practicamente indistinguibles entre
si, lo cual permite concluir que el objetivo de emplear las redes neuronales para realizar la
inferencia de parametros fue exitoso. Ademas, la estimacion para los valores de €2,,0 y og son

compatibles con resultados similares [2,|72]. A pesar de esto, resulta importante notar que, al
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emplear la misma tabla de datos, la estimacién deberfa ser idéntica a la de la literatura [2].
Las diferencias obtenidas se atribuyen al valor de la cantidad €2,9. En este trabajo se empled
Q,0 = 5,38 x 107 [63], mientras que dada la fecha de publicacién del articulo correspondiente el
valor empleado pudo ser otro. La importancia del valor de €2, radica fundamentalmente en la
expresion de aeq = 2,0/ 0, que constituye una cantidad relevante en las ecuaciones, tanto por
su propia apariciéon, como ademas también dentro de la cantidad a = a2 Qx0/mo-

De mayor interés resulta notar la diferencia entre la inferencia realizada y el valor obtenido
mediante el FCR asumiendo ACDM, reportado en la colaboracién de Planck 2018 [3]: Q0 =
0,315+0,007 y g = 0,811+0,006. Para discutir los resultados obtenidos en los andlisis estadisticos
es util calcular el x? que corresponde a cada uno de ellos. Con los datos que se usaron en este
trabajo se obtiene, para los pardmetros de Planck x2(0,315;0,811) = 21,663, para los valores
obtenidos mediante el MCMC resulta x2(0,255;0,835) = 14,993, mientras que para los parametros
de mejor ajuste x2?(0,261;0,802) = 14,272. En la ﬁgura se puede ver la comparacion entre las
predicciones del observable fog correspondientes a los valores de Planck 2018 y a los parametros

inferidos mediante el MCMC.
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Figura 6.19: Comparacién entre los parametros obtenidos por medio de la inferencia con el
MCMC y los reportados en Planck 2018 [3].

En la figura se ve que la curva que corresponde a los parametros de Planck 2018 parece
alejarse de los datos més que la que corresponde a la inferencia realizada, lo cual se corresponde
con los valores obtenidos de la cantidad x? y permite ganar confianza en el resultado obtenido. Se
concluye entonces que mediante la inferencia de pardametros llevada a cabo mediante el MCMC
con las redes neuronales se obtuvo un valor de Q,,0 que, al igual que en la literatura [2,/72]
no presenta un acuerdo en el intervalo del 68% de confianza con el valor reportado por la
colaboracion de Planck 2018 [3]. Para cuantificar esta diferencia, se puede emplear una regla

rapida [28] que consiste en calcular el nimero de sigmas entre dos resultados x; = . + 07 y
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Ty = T2, £ 09 COMO

N, = [Zm = Thl (6.3)

Empleando la ecuacion se ve que el resultado obtenido mediante la inferencia a través

del MCMC vy la colaboracién de Planck 2018 corresponde a N, = 1,34 para el parametro €2,,9,
mientras que en el caso de og se obtiene N, = 0,38. Este breve andalisis permite concluir que las
diferencias encontradas no constituyen una inconsistencia para el modelo, donde se puede inter-
pretar como inconsistencia a una diferencia de més de 30. No obstante es necesario aclarar que
el estudio de tensiones dentro de los modelos cosmoldgicos es vasto, y entrar en esas discusiones
estd mas allad de los objetivos de esta tesis. Herramientas mas sofisticadas para estudiar estos
aspectos se pueden encontrar en la literatura [28,|116,|117], y un trabajo a futuro prometedor

consiste en emplear dichas herramientas para estudiar este tipo de discrepancias.

6.4.2. Estimacion de los parametros en el modelo fenomenolégico de

gravedad modificada

Al igual que para ACDM, se calcul6 el valor de la cantidad x? definida en para distintos
valores de los parametros con el fin de hallar aquellos de maxima verosimilitud, para luego
realizar la inferencia de los pardmetros mediante el MCMC. En este caso existe un problema de
degeneracién en x? dentro del espacio de pardmetros, lo cual complica llevar a cabo la inferencia.
En este contexto, la estimaciéon mediante maxima verosimilitud representa un punto crucial para
poder obtener las distribuciones a posteriori y de esta forma conseguir los intervalos de confianza

para los parametros del modelo.

Estimacion mediante el criterio de maxima verosimilitud

A diferencia del modelo ACDM no es posible representar los valores de x? en un grafico,
dado que en este modelo hay tres parametros. Ademas se observé una degeneracién en los valores
del minimo 2 en el espacio de pardmetros, la cual también se reporta en la literatura [2].
Por este motivo, la estimacién a priori mediante el criterio de méxima verosmilitud presenta
valores de la likelihood muy similares, para conjuntos de parametros muy diferntes entre si.
Resulta importante remarcar que, dentro de la degeneracién se encuentra el valor de g, = 0, el
cual corresponde al modelo ACDM y presenta valores de €2,,0 y 0g que son compatibles con la
inferencia realizada para dicho modelo. A pesar de la degeneracién, se eligieron como parametros
de mejor ajuste, tanto para el método numérico como para el método de las redes, los valores
Qo = 0,252, 03 = 0,882 v g, = 0,882, los cuales corresponden al minimo global de la cantidad
x2. El valor de mejor ajuste del pardmetro g, corresponde a una eleccién importante, dado que
impone condiciones fuertes a su distribucién a priori, lo cual se discute en el apéndice A. Al
igual que en el modelo estandar de la cosmologia, se obtuvieron resultados idénticos en ambos
modelos, al menos al considerar las primeras tres cifras después de la coma. Esto era de esperar

al considerar que los errores porcentuales de las soluciones fueron pequenos, de esta manera en
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= QmO 0g Ga
Num | 0.252 | 0.882 | -0.882
NN | 0.252 | 0.882 | -0.882

la tabla se ven los parametros elegidos como mejor ajuste para ambos métodos.

Tabla 6.3: Estimacién a priori mediante el criterio de maxima verosimilitud para el modelo
fenomenoldgico de gravedad modificada para los dos métodos empleados.

Inferencia de parametros mediante el MCMC

Como se mencioné previamente, imponer las distribuciones a priori para los parametros
correspondientes a este modelo no resulta tan directo como en ACDM. Esto es asi debido a que
la degeneracién que presenta el pardmetro g, genera problemas en las cadenas de Markov al
explorar el espacio de pardametros. En el apéndice A se discute la eleccién para la distribucion a
priori de g,. Luego, empleando los priors uniformes de la ecuacion [4.42

Io,., =[0,1;0,7], I, =10,6;1,3],

Iga = [_17()’ _077]7 (64)

se llevé a cabo el proceso de MCMC, mediante el cual se obtuvieron las distribuciones a

posteriori para ambos métodos, las cuales se pueden ver en la figura [6.20
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Figura 6.20: Distribuciones posterior y contornos de confianza para el modelo fenomenolégico
de gravedad modificada obtenidas mediante el método de MCMC.

En la figura [6.20| se ve que, al igual que en ACDM, hay correlacion entre €2,,9 v oy, la cual

se entiende de la misma forma que en el modelo estandar. No obstante, el nuevo parametro g,
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no muestra correlaciéon con ninguno de los otros dos parametros. Esto se entiende en los graficos
de contornos dado que, modificar el valor de g, no impone modificaciones ni en 2,9, ni en og.

Se atribuyo esta falta de correlacién al hecho de que, este parametro, entra en la expresion [2.119

Geff
G

siendo el menor valor de a para los datos estudiados a,;, = 0,44 y donde se asume n = 2. En

=1+g.(1-a)"-ga(1-a)™, (6.5)

este contexto, se puede pensar que la parametrizacion sugerida introduce correcciones pequenas,
dado que Geg/G =~ 1, lo cual se puede ver en la figura para los valores de g, que delimitaron
las distribuciones a priori. Cualquier otro valor de g, en el rango estudiado mediante el MCMC

define una curva que se encuentra entre las dos que se muestran en la figura.
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Figura 6.21: Geg/G vs a. Se observa que las correcciones introducidas dentro del intervalo en
que se encuentran los datos observacionales de fog son tales que Geg/G » 1, lo cual explica la
descorrelacién entre g, y los otros parametros del modelo.

Mediante las distribuciones a posteriori (figura [6.20]) se realizé la inferencia de los parame-
tros, la cual se presenta en la tabla [6.4]

= QmO 0g Ya
Num 023177055 0,92075015 —0,84970 05

NN 02317002 0,929708%  —0,849"00%

Tabla 6.4: Intervalos de confianza obtenidos para el modelo fenomenolégico de gravedad modi-
ficada utilizando el método numérico tradicional y el método de las redes neuronales.

De esta forma, al igual que para el modelo ACDM, se concluye que fue posible emplear
el método de las redes neuronales en la estimacion de parametros cosmoldgicos en este modelo
fenomenoldgico. De esta forma, el siguiente paso consiste en emplear este método en un modelo
que se enmarque dentro de las teorias f(R), para lo cual se deben resolver las dificultades

planteadas en el capitulo 2 para dicho modelo.

97



Un comentario pertinente corresponde a que, al igual que en el modelo ACDM, no se
obtuvo una estimacién idéntica a la de la literatura [2]. De la misma forma que en dicho modelo,
se atribuyen las diferencias en la inferencia de parametros al valor empleado de €24, el cual
se modificd desde la publicacion del articulo mencionado. En este trabajo se empled el valor
reportado en [63].

Finalmente, es importante discutir la comparacion de los resultados obtenidos mediante el
modelo fenomenoldgico con resultados de la literatura. En este caso no es posible comparar los
resultados, ni de €2,,,9, ni de og con Planck 2018 debido a que los resultados de dicha colaboracion
se obtienen asumiendo ACDM. Como no hay mediciones de estos pardametros que se realicen en
el contexto del modelo estudiado con un juego de datos distinto al utilizado en este trabajo
no es posible realizar comparaciones como en el caso de ACDM. Si se pueden comparar estos
valores con los de [2] (2,0 ~ 0,2, 05 ~ 1,0y g, = —1,156 £ 0,341), que son consistentes. Esto no es

sorprendente dado que se obtienen con los mismos datos, pero con un valor diferente de €.

6.5. Tiempos computacionales en el MCMC

Hasta este punto se mostraron los reultados obtenidos mediante el método de las redes
neuronales y el método numérico tradicional. En esta seccién se discuten los tiempos compu-
tacionales que se obtuvieron al realizar el proceso de MCMC. En la tabla[6.5|se muestran valores
aproximados de los tiempos de corrida, en ambos modelos y mediante ambos métodos. Es im-
portante remarcar que dado que las soluciones de ambos métodos tienen diferencias menores al
1%, se espera que las cadenas convergan con un numero similar de iteraciones sin importar el
método en cuestion. Esto debe ser asi debido a que se recorre el mismo espacio de parametros
con una likelihood practicamente idéntica. Se observo que esto fue asi, y de esta forma se atri-
buyen las diferencias en los tiempos computacionales tinicamente a cuestiones de cémputo en

cada método.

- ACDM | Mod. fenom.
Num ~10’ ~20°
NN ~20° ~30’

Tabla 6.5: Tiempos en los cuales se completd el proceso de MCMC, para el modelo estandar
ACDM vy el modelo fenomenolégico de gravedad modificada.

Se observa que el método numérico tradicional tardd la mitad que el método de las redes
para el modelo estandar. Ademas, se observa que en el modelo fenomenolégico el numérico tardé
2/3 respecto al tiempo que llevé el método con las redes. El hecho de que el método tradicional
se lleve a cabo maés répido también se observé en un trabajo anterior del grupo [86] y se asocia a
dos motivos: la optimizacion del integrador de solve_ivp respecto a los codigos empleados en esta
tesis, y al hecho de ser un sistema simple de dos ecuaciones. A pesar de esto, se observé que la
diferencia de tiempos se acorto al introducir un parametro mas, lo cual también se observé en el
trabajo mencionado anteriormente, donde en sistemas mas complicados de cinco ecuaciones las

redes superaron en tiempos a los métodos numéricos tradicionales. Se concluye que el método
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de las redes debe ser optimizado, pero también se supone que en modelos més complejos, como
por ejemplo el de Hu-Sawicki, en el cual se introduce una mayor cantidad de pardmetros, el
método de las redes puede introducir ventajas importantes. Esto ultimo es algo que también se
observo en trabajos anteriores del grupo, y motiva a continuar estudiando este método con el fin
de optimizarlo y emplearlo en modelos donde la cantidad de parametros libres permita obtener

ventajas respecto a los métodos numéricos tradicionales.
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Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se logré aplicar exitosamente el método de las redes neuronales (NN) para
resolver la ecuacién diferencial que describe la evolucion de las perturbaciones de materia. En
un trabajo anterior [47] se empled dicho método a las ecuaciones de fondo cosmoldgico. En este
trabajo se emplearon las redes en el contexto del modelo estandar de la cosmologia (ACDM) y en
un modelo fenomenolégico de gravedad modificada. En cada caso se realizé una comparacién del
método de las redes con un método numérico tradicional (Runge-Kutta de orden 5), obteniendo
diferencias porcentuales que en todos los casos fueron menores al 1%, donde ademds estas
diferencias podrian reducirse atin mas en caso de ser necesario. De manera adicional, se incluyé
durante el entrenamiento de las redes neuronales una arquitectura customizada cuyo desarrollo
aun sigue en marcha por el grupo de trabajo del co-director de esta tesis.

Con las soluciones obtenidas se realizaron andlisis estadisticos mediante el método MCMC
que permitieron inferir los pardmetros cosmolégicos de cada modelo. Con dicho método se esti-
maron los valores de las cantidades 2,0 v og para el modelo ACDM, mientras que en el modelo
fenomenoldgico se estimé ademas un parametro caracteristico llamado g,. En ambos modelos
los resultados para el método numérico y el método de las redes fueron concordantes, lo cual
era de esperar dada la precisién de las soluciones. En ACDM se obtuvo 2,0 = 0,255f8:822 y
og = 0,835f8:8§} mediante el método de las redes, mientras que en el modelo fenomenolégico los
resultados obtenidos empleando las redes neuronales fueron €, = 0,231i3;8§§, o8 = 0,929f8:822 y
g - 0849700

Los valores inferidos para los parametros se compararon, en el caso de ACDM con la co-
laboracion Planck 2018, en la cual se asume el modelo estandar de la cosmologia. Empleando
una regla sencilla del analisis estadistico se concluyé que todos los resultados obtenidos son con-
sistentes, dado que ninguno alcanza el valor de 3¢ respecto del valor de referencia empleado en
cada caso. No se pudieron comparar los valores inferidos en el modelo fenomenolégico con unos
obtenidos a través de otro juego de datos, dado que no se disponen resultados para los parame-
tros en el contexto del modelo en cuestién. Sin embargo los resultados obtenidos son consistentes
con una estimacion realizada mediante los mismos datos, pero con un valor diferente de €2,¢.

Ademas se observé que a través de los métodos numéricos tradicionales, se completd el
MCMC en menos tiempo que a través del método de las redes neuronales. En el caso de ACDM

el numérico tardé la mitad que las redes, mientras que para el modelo fenomenolégico (donde se
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agrega un nuevo parametro) esta diferencia se redujo a que el numérico tardé dos terceras partes
respecto al tiempo que le llevo a las redes neuronales. Se atribuye esta diferencia a dos aspectos:
a la optimizacion del método solve_ivp respecto a los cddigos empleados en esta tesis, y al hecho
de estar integrando un sistema sencillo de dos ecuaciones, dado que, en trabajos anteriores [36]
se observo que para sistemas de cinco ecuaciones el método de las redes neuronales super6 en
tiempos computacionales al método numérico tradicional. A pesar de esto, el hecho de que la
diferencia se haya reducido al agregar un parametro al modelo muestra una tendencia hacia el
hecho de que, en modelos con mas parametros libres, el método de las redes neuronales puede
presentar ventajas respecto a los métodos numéricos.

Por otro lado, en esta tesis se presenta una discusion acerca de la dificultad para estimar las
condiciones iniciales de la ecuacién diferencial que describe la evolucion de la densidad de materia
en el contexto de teorias f(R). Esta dificultad se sorteé considerando el modelo fenomenolégico,
pero es relevante a la hora de estudiar modelos de gravedad modificada provenientes de primeros
principios. Se observéd que las hipétesis usuales acerca de las condiciones iniciales no se aplican
y resulta necesario realizar una integracion previa de todas las ecuaciones acopladas para poder
obtener las condiciones iniciales correctas.

De esta forma, se proponen tres lineas de trabajo a futuro las cuales son prometedoras y

tienen como punto de partida los temas abordados en esta tesis:

= Por un lado resulta prometedor estudiar la evolucion de perturbaciones de materia en
el contexto de teorias f(R) empleando el calculo correcto para las condiciones iniciales.
Este cédlculo puede llevarse a cabo mediante cédigos de piblico acceso que resuelven las

ecuaciones de la cosmologia acopladas.

» Otra linea de trabajo prometedora consiste en la estimaciéon de errores en el método de
las redes neuronales. Como se discutio en este trabajo, dicho método no tiene a dia de
hoy un método automatizado para realizar dicha estimacién, y por eso resulta crucial la
comparacion con métodos numéricos tradicionales. En este momento esta en desarrollo un
método de cuantificacién de incertezas a través del grupo de trabajo del co-director de
esta tesis. Aplicar dicho método a las soluciones obtenidas y estudiar la estimacion de los

errores también representa un campo de trabajo prometedor dentro del machine learning.

» Finalmente, puede ser de utilidad trabajar en la optimizacién del método de las redes neu-
ronales con el fin de mejorar los tiempos computacionales en modelos con pocos parametros

libres.
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Apéndice A: estimacion del prior de g,

En la tabla se muestran valores de x? todos dentro del intervalo [14,25;14,30] junto
con los parametros empleados para el calculo, siendo este llevado a cabo mediante el método de
las redes neuronales. Este cdlculo se llevd a cabo para 35 valores de cada pardametro dentro de
los intervalos I, , = [0,1;0,5], I,, = [0,6;1] y I,, = [-3;3] Es importante notar que el rango de
variacion elegido para el valor de x? corresponde a, aproximadamente, 0,05 sobre 14,27, siendo asi
un porcentaje pequeno del 0,3 %, mientras que la diferencia entre los valores de los parametros
que figuran en la tabla es notoria, sobretodo para el caso de g,. Con las elecciones para la
exploracion del espacio de parametros mencionadas previamente, se encontraron 16 juegos de
pardmetros que cumplieron estar dentro del rango de variacién elegido para x2, de los cuales

solo algunos se reportan en la tabla[7.1] donde aparecen en orden ascendiente del valor de x2.

X Qo 0s Ya
14.252 | 0.252 | 0.882 | -0.882
14.265 | 0.252 | 0.870 | -0.705
14.267 | 0.264 | 0.823 | -0.352
14.275 | 0.264 | 0.800 | 0.000
14.280 | 0.264 | 0.788 | 0.176
14.287 | 0.264 | 0.776 | 0.352
14.288 | 0.241 | 0.976 | -1.588

Tabla 7.1: Valores de x? en funcién de los parametros del modelo. Se observa una degeneracién
en el pardmetro g,, dado a que dentro de variaciones de aproximadamente el 0,3% de x? se ven
variaciones de hasta aproximadamente el 150 % en los valores de dicho parametro.

Para poder realizar una exploracién precisa y obtener una distribucién a posteriori que
permita describir un intervalo de confianza robusto para este parametro, fue necesario tomar
ciertas precauciones a la hora de definir su distribucion a priori. Para fijar el prior sobre g, se
procedié de la siguiente manera: en primer lugar se centré el intervalo en el valor de g, que
se eligio como de mejor ajuste, es decir, en g, = —0,882. Luego, para extenderlo, se estudio la
distribucién de minimos de x? en el espacio de pardmetros, donde se asumieron como minimos
todos los valores calculados de dicha cantidad que se encontraron entre 14.25 y 14.30. Este
estudio permitié restringir el prior en g, para lograr aislar un tnico minimo dentro de dicho
intervalo, siendo este tinico minimo el que corresponde a los parametros de mejor ajuste. En
la figura [7.1| se puede ver la distribucién de estos puntos en el espacio de parametros, donde el

punto que corresponde a los pardmetros de mejor ajuste se marca en un color diferente.
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Figura 7.1: Puntos en el espacio de pardmetros que cumplen la condicién 14,25 < x? < 14,30.
En rojo se resalta al conjunto de parametros que se eligio como de mejor ajuste debidoa que
representa el minimo global de x2.

En la figura se muestran los tres graficos bidimensionales relevantes para entender la

distribucién de puntos en el espacio de parametros.
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Figura 7.2: Cortes bidimensiones de la figura . En (a) y (¢) se puede observar una delimitacién
entre el minimo de mejor ajuste y los siguientes minimos. De esta manera se definié el prior en
g, como el intervalo delimitado entre las dos lineas punteadas.

En las figuras y se puede ver marcada una delimitacién entre el minimo que
corresponde a los parametros de mejor ajuste, el cual corresponde al minimo global, y los minimos
locales que le siguen. Se tomé un prior para g, de manera tal de dejar dentro de dicho intervalo

unicamente al minimo de mejor ajuste. De esta forma, el prior empleado corresponde a

I, =[-1,0,-0,7], (7.1)
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mientras que los priors correspondientes a €2,,0 y a og corresponden a los mencionados al
final del capitulo de implementaciones (ec. 4.42]), es decir
Io,,, =[0,1;0,7] I, =[0,6;1,3]. (7.2)

Con estas consideraciones, las cadenas de Markov correspondientes a este MCMC se pueden
ver en la figura

0.5
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02

01

0.8 0.8 1

0.6 0.6 1

-0.72 -0.72 1

-0.80 -0.80 4
S
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(a) Numérico (b) Redes neuronales

Figura 7.3: Cadenas de Markov obtenidas mediante el método de MCMC para ambos métodos
en el modelo fenomenoldgico de gravedad modificada.

Se observa que las cadenas chocan contra el prior de g,, lo cual es de esperar debido a

la restriccién que se impuso alrededor de un minimo y la degeneracién en este parametro que

presenta el modelo.
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