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Resumen

La migracién celular es un proceso fundamental para el mantenimiento de la vida. Con-
trola la morfogénesis, esta involucrada en la inflamacién y en la reparacion de tejidos vy, si
se desregula, es causa de numerosas enfermedades. Constituye, por otro lado, un proceso
paradigmatico donde estudiar el modo en que las células interactiian con el medio que las
rodea. Para que una célula pueda migrar en una direcciéon debe estar “polarizada”. Esto
significa que el frente (el lado hacia el que se desplaza) es distinto de la parte posterior. Se
ha observado en distintos tipos de células migrantes que existe un gradiente de calcio intra-
celular creciente hacia la parte posterior. El presente trabajo busca contribuir a comprender
cémo es posible mantener un gradiente basal de calcio, en particular, determinar la influencia
relativa de la geometria de la célula y de la distribucién espacialmente inhomogénea de los
mecanismos de remocion del calcio en el “tamano” del gradiente. Para tal fin, se hicieron
simulaciones numéricas simplificadas, en dos dimensiones espaciales, de ecuaciones que mo-
delan la dinamica del calcio citosélico usando distintas geometrias y distintas distribuciones
espaciales de los mecanismos de remocién. Se concluyé que el modelo reproduce resultados
experimentales. También muestra que la variacién en la geometria de la region de integracion
modifica la magnitud del gradiente, tendiendo a cero a medida que la polarizacién desaparece.
Por 1ltimo, no fue posible dilucidar entre las dos distribuciones de mecanismos de remocién

estudiados siendo necesario a futuro extender la regién de integracién a tres dimensiones.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la forma en que los organismos vivos, en general, y las células, en particular,
procesan la informacion del medio que los rodea y actian en consecuencia es de gran interés.
Este procesamiento involucra “sensar” las condiciones del ambiente e inducir cambios en las
condiciones internas de la célula en base a la informacion sensada. Estos cambios tipicamen-
te se organizan en “cascadas de senalizacién” donde un cambio induce otro que induce otro
y asi hasta generar una “respuesta’. Los cambios se manifiestan en la activacion de enzi-
mas, modificaciones en la concentracién y/o distribucién espacial de sustancias mensajeras,
cambios en la expresién génica y eventualmente cambios en la estructura y/o forma de la
célula. En este contexto, un proceso de gran relevancia fisioldgica es la migracién celular y

en particular el rol del calcio sobre ésta.

1.1. Migracién celular

La migracion celular es un proceso esencial no solo para el desarrollo embrionario sino
también para el resto de la vida de los organismos pluricelulares. La correcta migracion de
células es fundamental en procesos tales como el desarrollo del sistema nervioso durante la
embriogénesis, la generacion de la respuesta inmune, la reparacion de heridas y la homeostasis
tisular[20]. Es por ello que la desregulacién de la migracién celular puede llevar a distintas
afecciones y patologias incluyendo el cancer y las metéstasis [20, 18, 10].

Las células migrantes deben adquirir una asimetria espacial que les permita convertir



las fuerzas generadas intracelularmente en movimiento de traslacion. Esta polarizaciéon mor-
folégica presenta una clara distincion entre las partes trasera y delantera de la célula en
la direccién de movimiento [12]. La migracién celular puede considerarse un proceso cicli-
co [18, 10]. Brevemente, una senal promueve la polarizacién y la extensién de protuberancias
en la direccion de movimiento. Estas protuberancias suelen ser lamelipodios, con forma de
laminas grandes y anchas, o filopodios, con forma de espigas, las cuales se estabilizan adhi-
riéndose a la matriz extracelular o a células adyacentes. Estas adherencias sirven como sitios
de traccién que permiten a la célula avanzar sobre ellos y generan senales que regulan la
dinamica de la adhesién y la protrusion. Por tltimo, el desarme de las adhesiones en la parte
trasera de la célula permiten que ésta se libere y el ciclo se reinicie para un siguiente paso.

Este ciclo se esquematiza en la figura 1.1.

Formacion del
lamelipodio Matriz Nueva

Adherencia \ extracelular Adherencia

S S
« “
A) (B)

(

Liberacion
o e O

e et P ey

(C) (D)

Figura 1.1: Esquema del ciclo de migracién celular. (A) Formacién del lamelipodio. (B)
Adhesion de la protuberancia a la matriz celular. (C) Avance del cuerpo de la célula. (D)
Liberacién de celula. Fuente: Basado en Mousavi, S. J., & Doweidar, M. H. (2019) [16].

1.2. Rol del calcio

Evolutivamente el calcio (Ca?") se convirti6 en un transmisor universal de senales, muy
probablemente debido a sus propiedades quimicas tinicas de coordinacion que le permiten
unirse en forma reversible a proteinas muy especificas, incluso en presencia de otros ca-

tiones [7]. Las senales de Ca®" regulan actividades fundamentales para la vida como la



expresion de genes, la contraccion de musculos, procesos de motilidad varios y numerosas
vias metabdlicas [5]. Altas concentraciones prolongadas de Ca®* libre en el citosol son téxi-
cas. En particular, pueden desencadenar la muerte celular por apoptosis o necrosis [11]. Por
otro lado, en general, los transmisores de senales dentro de la célula deben encontrarse en
niveles basales muy bajos a fin de evitar gastos energéticos prohibitivos para modular su
concentracion, lo cual es absolutamente necesario para poder cumplir correctamente con su
funcién de senalizacién [7].

En los vertebrados, la mayor parte del Ca?" se almacena en los huesos desde donde es
liberado, en respuesta a senales hormonales, al espacio extracelular mientras que bombas e
intercambiadores activos mantienen la concentracion citosélica baja, permitiendo a la célula
elevar su concentracién rdpidamente a través de la apertura de canales de Ca?* durante los
procesos de senalizacién [11]. Dentro de las células, el Ca?* forma complejos con dos grandes
clases de proteinas, las solubles en el citoplasma y las que no, por ejemplo las organizadas en
estructuras como el citoesqueleto. Estas proteinas llamadas genéricamente buffers modifican
la concentracién de Ca®* libre sin alterar la concentracion total de Ca?* dentro del citosol y
ademds varias de ellas participan en procesos de sefializacién [7].

Tsai et al. (2015) [21] realizaron un exhaustivo trabajo de revisién sobre la reorganizacion
del citoesqueleto durante la migracion celular. En dicho trabajo se destaca que, para llevarse
correctamente a cabo el ciclo descripto en 1.1 es necesario que las proteinas de actina y
miosina, los componentes estructurales de la célula, sean reguladas en forma ciclica. La
actividad de la actina estd gobernada por pequenas GTPasas y la kinasa A, las cuales
permiten la correcta formacién de las protrusiones en el frente de la célula. En el caso de
la miosina, pequeiias sefiales locales de Ca?t en la parte delantera de la célula activan la
kinasa MLCK (kinasa de la miosina de cadena ligera) que fosforila la miosina II permitiendo
el desplazamiento relativo de la actina dando lugar asi a la correcta retraccion y adhesion
de la célula.

El trabajo de Tsai et al. (2015) analiza también los mecanismos que permiten mantener
un nivel basal bajo de la concentracién libre de Ca?* intracelular. En particular, destacan
la presencia de dos tipos de bombas (ATPasas) de Ca**: la bomba de reticulo sarcoendo-

plasmdtico (SERCA), la cual bombea Ca?* del citosol al reticulo endoplasmatico, y la bomba



de Ca?* de la membrana plasmética (PMCA) la cual bombea Ca®" hacia el espacio extra-
celular, en ambos casos usando la energia contenida en el ATP para hacerlo. Ahora bien,
en experimentos donde se estudi6 el desplazamiento de eosinéfilos se observo la existencia
de un pequeno gradiente de Ca?* citosélico basal con una concentracién menor en la parte
delantera de las células (ver figura 1.2) [6]. La existencia de este tipo de gradientes ha si-
do observada también en otros tipos celulares [23, 9]. Estudios con inhibidores de SERCA
muestran que ésta no contribuye al gradiente de Ca?" basal en células migrantes, mientas
que inhibidores de PMCA reducen tanto el gradiente como la movilidad de la célula [21]. La
evidencia experimental indica también que la tasa de bombeo es significativamente mayor
en la zona delantera respecto de la trasera. Esto podria deberse a diferencias en la relacion
area/volumen entre las partes delantera y trasera de la célula, relacién que incide sobre la
dindmica del Ca®" intracelular [13] o a la presencia de una mayor cantidad de bombas en el
frente [22]. En esta Tesis se propuso estudiar el efecto de ambos procesos sobre la formacién
del gradiente utilizando un modelo sencillo de la dindmica del Ca?* citosélico en distintas

geometrias.
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[Ca*], nM

Figura 1.2: Imégenes pseudocoloreadas de [Ca?"] y del camino recorrido por un eosinéfilo en
respuesta a una solucién de suero de tritén, medido con Fura-2 para el Ca?* y microscopia de
contraste de fases para la morfologia de la célula. El gradiente de concentracion decreciente
de atras hacia adelante en la direccién de movimiento de la célula fue consistentemente
observado mientras ésta migraba en linea recta. Fuente: R.A. Brundage et al. (1991) [6].

1.3. Ecuaciones de reaccion-difusion

Para abordar el problema de la formacion del gradiente de calcio basal expuesto en la
Seccién 1.2 es necesario modelar la dindmica de la distribucién de Ca?* y sus protefnas buf-
fers. Es ampliamente conocido que las moléculas e iones en una soluciéon pueden reaccionar
quimicamente entre si para formar otros compuestos y, por lo general, tanto los reactivos
como los productos pueden difundir. Las ecuaciones que describen la dinamica de la con-
centracion de estas sustancias debido a ambos procesos son las denominadas ecuaciones de

reaccién-difusién.



1.3.1. Difusién

La difusion se manifiesta macroscépicamente en un flujo neto de particulas desde regiones
donde se encuentran con mayor concentracion hacia otras de menor concentracién. Las leyes
que describen el proceso difusivo pueden derivarse del modelo de caminatas al azar [4]. El
movimiento difusivo es caracteristico de las particulas de soluto diluidas en un medio donde
las caminatas al azar pueden asociarse a las colisiones que sufren con las moléculas del
solvente. Presentamos brevemente esta descripcion en lo que sigue y de qué modo se conecta
con la ecuacion de difusion para la concentracion de las particulas de soluto.

Para describir la caminata al azar tenemos en cuenta que la energia cinética asociada
a cada dimensién espacial de una particulas de soluto es k,7'/2 siendo ky la constante de
Bolzmann y T' la temperatura. Por simplicidad, hacemos la descripcion suponiendo que las
particulas de soluto solo pueden desplazarse a lo largo de un eje (z), tienen masa m y cumplen

los siguientes supuestos:
= No se encuentran sometidas a ninguna fuerza externa.
= No interactian entre si, es decir, la solucion esta lo suficientemente diluida.

= En cada paso temporal, de duracion 7, cada una de ellas se mueve a la izquierda o la

derecha con velocidad constante +v, desplazandose una distancia 6 = +v,T.

= v, estd dada por la velocidad térmica media, (V,?)'/? = (k,T/m)'/? donde () es el valor

medio y V, es la velocidad instantanea de una particula.

» La probabilidad de ir a izquierda o derecha en un paso es la misma, 1/2, y cada paso

es independiente del anterior.

Esto determina que el desplazamiento cuadratico medio de una particula luego de un tiempo
t, (Az?)(t), satisface (Axz?)(t) = 2Dt con D = §?/27, el coeficiente de difusién.

Para derivar la ecuacion que satisface la concentracién de las particulas que realizan la
caminata al azar consideramos que, dado el nimero de particulas, N (z,t), con posicién entre
xy x+ 6 al tiempo t, entonces, al tiempo ¢ 4+ 7, la mitad de estas particulas habran pasado

a la posicion x + 9 y la otra mitad a la posicion x — 0. Esto sucede para todas las posiciones,



por lo que la variacién entre los tiempos t y ¢t + 7 del niimero de particulas con posicién entre

x'y x4+ 0 estd dada por:

N(z,t+7)— N(x,t) = (N(:E+5,t)—N(:U,t))—%(N(x,t)—N(:v—é,t)).

DO | —

Considerando que las particulas se mueven en un medio de area, A, perpendicular a x vemos
que esta variacion es debida a las particulas entrantes/salientes a través del afea A en los
bordes de la regién de interés (z y x + 9). Podemos entonces definir el flujo de particulas

como (ver figura 1.3):

1 N(x) — N(x —0) 62 (N(z) N(z—9)
Jo =5 Ar :_Z(Aa_ AS )/5'

Yendo al limite 0 — 0, esta expresion se reduce a:

oC
Jpy = —D—, 1.1
e (1.1)
donde C(z) = N(x)/(AJ) es la concentracion de las particulas y D su coeficiente de difusién
(definido anteriormente). Teniendo en cuenta que la variacién local en el nimero de particulas

es solo debida a este flujo, la conservacion del nimero de particulas determina que la variacién

temporal de la concentracion estd dada por:

oc  aJ,

ot ox

(1.2)

Reemplazando (1.1) en (1.2) se obtiene la ecuacién de difusiéon en una dimension espacial:

oC 0*C

Generalizando a méas dimensiones, J, es la componente = del vector J entonces 1.1 y 1.3 se

escriben como

J=-DVC (1.4)



donde V es el operador gradiente y

%—(; = DV*C (1.5)

donde V? es el operador laplaciano. Las ecuaciones (1.4) y (1.5) son las llamadas leyes de
Fick, derivadas por primera vez por el médico y fisiologo aleman Adolf Eugen Fick a mediados

de siglo XIX.

_area 4

Sy (a, £) ——= — S (x+8,0)

S

X x+8

Figura 1.3: Flujos a través de las caras normales al eje x de un ortoedro. Fuente: Howard C.
Berg (1983) [4].

1.3.2. Cinética de accion de masas

La velocidad a la que ocurren las reacciones quimicas estd descripta por la cinética de
acciéon de masas [11]. Supénganse dos reactivos A y B que reaccionan para formar C, dicha
reacciéon se suele denotar como

A+B 5, (1.6)
d[C]

donde la velocidad de esa reaccién, es decir la tasa de acumulacién de C, —— (donde con

dt

los corchetes identificamos la concentracién), es proporcional al nimero de colisiones por

unidad de tiempo entre los dos reactivos y a la probabilidad de que una colisiéon sea lo



suficientemente energética como para superar la energia libre de Gibbs de activacion de la
reaccion. Considerando que el niimero de colisiones por unidad de tiempo es proporcional
a las concentraciones de los reactivos e introduciendo una constante de proporcionalidad k,
llamada constante de velocidad de la reaccién, que depende de la temperatura de la solucién

y la geometria de los reactivos, se obtiene

Dado que termodindmicamente la reaccién descripta por la ecuacién quimica (1.6) puede

darse en ambas direcciones tenemos que

A+Bt:*c,

donde A se consume para formar C pero también, en la reaccién inversa, se produce al
degradarse C, notar que k_ y k, poseen distintas unidades. Por lo tanto, la tasa de cambio

de la concentracién de A resulta
—— =k_[C] =k [A][B]. (1.7)

Esta ecuacién debe resolverse en forma acoplada a ecuaciones anédlogas para [C] y [B]. En el
caso de que participen mas sustancias distintas, la estension a un mayor niimero de reactivos
es inmediata. En el caso en que las sustancias intervinientes no estén uniformemente distri-
buidas en el espacio, las concentraciones, [A], [B] y [C] no solo dependeran del tiempo sino
también de la coordenada espacial. Si A, por ejemplo, puede difundir, entonces la ecuacién
que rige la dindmica espacio-temporal de su concentracién deriva de la combinaciéon de las

ecuaciones (1.5) y (1.7):

% — DAV?[A] + k_[C] — k. [A][B]. (18)

la cual es una ecuacién de reaccién-difusion que debe ser resuelta de forma acoplada a

ecuaciones analogas para las concentraciones de B y C.



Capitulo 2

Modelado matematico y relacién con

el sistema real

2.1. Variables y ecuaciones dinamicas

En este trabajo se planteé un modelo para la dindmica del Ca?* citosélico basal en
términos de ecuaciones en derivadas parciales que tienen en cuenta la difusién del ion Ca?*,
la de un buffer difusible (B) y la interaccién del Ca?" tanto con este buffer como con otro
no difusible (Bst) basdndose en Piegari et al. (2018)[17].

Considerando que los buffers poseen un solo sitio de ligadura por molécula para el Ca’*,
analogamente a lo expuesto en el apartado 1.3.2, las férmulas de las reacciones quimicas para

la formacion de los complejos son

Ca?t + B =22 CaB (2.1)

kBoft

Ca* + Bst —=2 (aBst. (2.2)

kBstoff

y por lo tanto las ecuaciones de reaccién difusion resultan

d[Ca*T]
ot

= DcV?[Ca®t] + kporf[CaB] — kpon[B][Ca®t]

+kBstofr[CaBst] — kpsion|Bst][Ca®T],
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o[B]

=7 = DB+ kioss[CaB] — kpon[B][Ca®"), (2:3)
a“;:t] — Rpatos 1 [CaBst] — kpaon|Bst][Ca®"], (2.4)
8[%;‘3 L DyPCaB]  kpogs[CaB) + kpn[BICa>] v (2.5)
W = —kgstof f[CaBst] + kpston| Bst][Ca*"]. (2.6)

donde D¢ es el coeficiente de difusién del Ca?* libre y se supone que el coeficiente de difusién
del buffer difusible, Dp, es igual en su forma libre que en su forma acomplejada, debido a

que los buffers son moléculas mucho mds grandes y masivas que el catiéon Ca®* [11].

2.1.1. Condiciones iniciales, de contorno y cantidades conservadas

Como es sabido, la solucién de las ecuaciones de reaccién-difusion depende tanto de las
condiciones iniciales como de las condiciones contorno. Por simplicidad, en esta Tesis se con-
sideré un dominio bidimensional. Discutiremos mas adelante como interpretar los resultados
obtenidos en relacién a una célula real tridimensional. Debido a que el Ca?* puede ingresar
y salir del citosol a través de bombas y canales, como ya se ha comentado en la introduccion,
en el presente estudio dicho fenémeno fue modelado a partir de las condiciones de frontera.
Teniendo en cuenta la evidencia experimental (ver Sec. 1.2), se usé un modelo donde el tinico
intercambio ocurria con el medio extracelular y donde, si bien el flujo local de Ca?* podia
variar a lo largo de la frontera, se supuso que el flujo neto a través de todo el contorno era

nulo

—DeV[Ca?T](r, 1) - Alporde = Jout(r) — Jin(r), (2.7)
/ A0 (T (r) — Jin(r)) = 0, (2.8)
borde
donde J,; v J;n son los flujos saliente y entrante, respectivamente, a lo largo de la direccién

normal externa, n, al dominio de integracién en la posicién, r, del borde y la integral se

hace sobre dicho borde que, por tratarse de un dominio bidimensional, corresponde a una
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curva cerrada. Como se describié en la Introduccién, el Ca?t es removido hacia el medio
extracelular por la PMCA, una Ca?t-ATPasa que utiliza la hidrélisis de ATP sacando un
ion de Ca?* por ciclo. Esto implica que la tasa de remocién, representada en el modelo por
Jout, depende de la concentracién de Ca?*t citosélico libre. En este trabajo, sin embargo,
suponemos que J,,; toma un valor constante independiente de [Ca®T]. Por su parte, el flujo
entrante, J;,, representa el ingreso de Ca?t a través de varios mecanismos. En condiciones
basales se lo suele modelar como un flujo constante y asi es como lo hacemos en esta Tesis
también.

La Ec. (2.8) implica que la cantidad de Ca?" total en el dominio, tanto libre como ligada
a buffers, se conserva. Teniendo en cuenta los coeficientes estequiométricos de las reacciones
(2.1) y (2.2), la cantidad total de Ca?" en el dominio es proporcional a la que llamaremos
concentracion total, C'a;or, que por lo antedicho, se mantiene constante en el tiempo y esta

dada por

Cago = %/er ([Ca**](x,t) + [CaB](r,t) + [CaBst](r,t)), (2.9)

donde A es el area total del dominio de integracion. Para los buffers, al estar confinados al

interior de la célula, las condiciones de contorno son de Neumann (no fluzx),
VI[CaB|(r,t) - 0]porae = 0 = V[CaBst|(r,t) - |porde, (2.10)

lo que implica que la concentracién total de cada buffer permanece espacialmente uniforme.
Esto permite introducir simplificaciones como se describe a continuacion.

Si bien el sistema estd dado por cinco ecuaciones diferenciales y cinco incognitas, las
cantidades conservadas permiten simplificarlo llevandolo a un sistema de tres ecuaciones

diferenciales y tres incégnitas. Sumando (2.4) y (2.6) se obtiene

O([Bst] + [CaBst))
ot

=0,

es decir

[Bst] + [CaBst] = [Bsty]
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donde [Bst] es la concentracién total (libre més en su forma de complejo) del buffer estati-

co, la cual es constante. Sumando las ecuaciones (2.3) y (2.5) resulta que

J([B] + [CaB
(15] gt[ B _ (8] + (CaB).
Por lo tanto, suponiendo que la concentracién total de buffer mévil, [By] = [B] + [CaB],

es espacialmente uniforme a tiempo inicial, la solucién de esta ecuacién, para condiciones de
contorno de Neumann, implica que [B;,] permanece uniforme e igual a su valor inicial para
todo tiempo [17], es decir

[B] + [CaB] = [Biot] = const.

Las concentraciones de los buffers libres se calculan simplemente restando de la concentracién
total de cada buffer, la concentraciéon de buffer ligada a Ca?" en cada punto del espacio.
Finalmente, la dindmica del calcio citosélico queda determinada por el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales acopladas entre si

a[ca2+] 2 2+ ot
o~ PV [Ca™] + kposr[CaB] — kpon([Btet] — [CaB])[Ca™]
+kpstoff[CaBst] — kpsion([Bstior] — [CaBst])[Ca®*],
0|CaB
[ai I DpV?[CaB| = kpos[CaB] + kpon([Brot] — [CaB])[Ca®*]
8[CgtBSt] = —kBstosf[CaBst] + kpston([Bstior] — [CaBst])[Ca®"]. (2.11)

2.2. (Geometria de las células polarizadas

Las células migrantes tienen una parte delantera de pequeno espesor y relativamente
gran superficie y una parte trasera mas parecida a una semiesfera. Evidentemente, la re-
lacién area-volumen es distinta en ambas regiones. Se observd en otros tipos celulares que
distintas relaciones entre el volumen (citosélico) donde se propagan las sefiales de Ca®" in-
tracelular y la superficie de intercambio con reservorios con alto contenido de Ca®* (e.g., el

reticulo endoplasmaético) dan lugar a dindmicas cualitativamente distintas [13]. La principal
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motivacién del presente trabajo de Tesis es analizar de qué modo incide la geometria pola-
rizada de las células migrantes en la determinacién del gradiente de Ca?* basal observado
en las mismas. Mas especificamente, nos interesa estudiar cémo influye la distinta relacion
area-volumen de la parte delantera y trasera de dichas células. Ahora bien, como mencio-
namos en la Sec. 2.1, en esta Tesis realizamos simulaciones numéricas en dos dimensiones
espaciales y las células son tridimensionales. En esta Seccion vamos a estimar en cuanto
difiere la relacion area-volumen entre las zonas delantera y trasera de las células polarizadas
y luego discutir cémo podemos interpretar los resultados de simulaciones en dos dimensiones
para inferir conclusiones sobre las células reales. Teniendo en cuenta que en situaciones con
concentraciones y flujos uniformes la variacién de la concentracion dentro de un volumen
es proporcional al cociente entre el drea y el volumen (ver e.g. Ec. (3.1) més adelante) es-
peramos que variaciones “locales” de este cociente tengan incidencia sobre la distribucion

espacial de la concentracion.

2.2.1. Estimacion de la relacion area-volumen a partir de obser-

vaciones

La estimacién de la relacién volumen-area de la parte trasera y delantera de las células
migrantes se realiz6 a partir de las dimensiones celulares publicadas por G. Allsop & M.
Peckham (2011) [1]. En la figura 2.1 se pueden ver imdgenes de células de mioblasto, célula
precursora de las fibras musculares, donde se aprecia la diferencias en la geometria de la
célula comentadas en los apartados 1.1 y 2.2. En esta Tesis aproximamos la parte delantera
por un semicilindro de altura h = 0,2um y radio r = 30um y a la trasera por una semiesfera

de radio p = 10pum. Dado que,
Area del semicilindro = wr® + whr + 2hr ~ 2858um?,

Volumen del semicilindro = nr*h/2 ~ 283um?,
Area de la semiesfera = 2mp® + mp? ~ 942um? y
Volumen de la semiesfera = 2mp®/3 ~ 2094um?.
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Por lo tanto, la relacién volumen-area de la parte delantera resulta ser ~ 0.1 um y la relacion
volumen-area de la parte trasera ~ 2.2 pum. Luego el cociente entre la relacién volumen-area
de parte delantera sobre la trasera es de aproximadamente 0,05. Por su parte la relacion
entre superficies es alrededor de 0,33; es decir que el area total de intercambio con el medio

extracelular de la parte delantera resulta mayor que la de la parte trasera.

Lamelipodio

Lamelipodio

Retraccion 19 HM

Cola —
de la Cola 10 um
(a) Células migrantes polarizadas inmunotenidas para (b) Imagen obtenida mediante micros-
filamentos de actina (rojo) y beta actina (verde). El copia electronica.

nucleo se visualiza con tinte fluorescente DAPI (azul).

Figura 2.1: Imdgenes de mioblastos polarizados. Fuente: G. Allsop & M. Peckham (2011) [1]

2.2.2. El trapecio como modelo de dominio con distintas relaciones

locales de “area-volumen”

En una simulacion en dos dimensiones espaciales, el area del dominio corresponde al
volumen citosdlico de la célula real tridimensional. Por otro lado, la superficie de intercambio
con el medio extracelular pasa a ser el perimetro del dominio. Consideremos un trapecio como
se muestra en la figura 2.2.2. Partiendo al trapecio por la mitad de su altura obtenemos dos
trapecios los cuales etiquetamos como 1 al superior y 2 al inferior. Por lo tanto, en funcién
de la altura h, el angulo « y la base menor b, las areas A; y perimetros P; de estos trapecios

resultan
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= bh
" tan(a) +on,
h h
P =2(b+—
sin(a)  tan(«)
3h?
A bh
> tan(a) * Y
h 3h
Po=2(b
? ( * sin(a) tan(a))
Luego
% - g 3 L y (2.12)
1 + sin(a)(b+%)
Ay b 1
— == . 2.1
P, 2 1+ h (2.13)

De estos calculos concluimos que el cociente entre el area de la mitad “superior” del
trapecio de la figura y su correspondiente perimetro es menor que el cociente que se obtiene
para la mitad inferior. En este sentido, si asumimos que la relacién area/perimetro cumple
el rol de la relaciéon volumen/drea de la célula, entonces la mitad superior “corresponde”
al lamelipodio y la inferior a la parte trasera de la célula. Por otro lado, el perimetro de
la mitad superior es menor que el de la inferior. Si hacemos la analogia entre la situacién
bidimensional y la tridimensional en términos del cociente entre los perimetros (en 2D) o
areas (en 3D) de ambas regiones, la superior corresponderia a la parte trasera. En la Seccién
3 discutiremos qué tipo de flujos entrante y saliente consideramos en las simulaciones a la

luz de estas dos posibles analogias.
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Figura 2.2: Mitad superior e inferior de un trapecio isésceles.

2.3. Métodos numéricos

En infinidad de problemas matematicos no se conocen o no existen soluciones analiticas
cerradas. En particular, el nimero de métodos para hallar soluciones analiticas de ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales son limitados, entre los que se pueden mencionar el
método de separacion de variables, el uso de transformadas de Fourier, de transformadas
de Laplace, entre otros. No obstante, estos métodos estan restringidos por la geometria del
dominio, la linealidad de la ecuacion, la necesidad de coeficientes constantes, entre otras
restricciones, haciéndolos inaplicables para un gran nimero de problemas de interés practi-
co [15]. En estos casos se debe recurrir a técnicas de resolucién numérica.

La idea general de los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales se basa en la reduccion de variables continuas a variables discretas y finitas.
En general la discretizacion consiste en la sustitucion de un dominio continuo por un patrén,
red o malla de puntos discretos, donde en lugar de obtener una solucién definida en todas
partes del dominio, s6lo se obtienen aproximaciones en dichos puntos [2]. Los métodos més
usuales son los llamados de diferencias finitas, donde las derivadas parciales de los distintos
ordenes de las ecuaciones son aproximadas por cocientes de diferencias finitas que suelen ser

derivadas mediante series de Taylor [15]. En esta Tesis inicialmente se resolvié el sistema
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(2.11) en un recinto de geometria rectangular y en una corona circular mediante métodos de
diferencias finitas. Luego, para poder encontrar las soluciones en un dominio de geometria
trapezoidal que permitiera analizar el efecto de tener distintas relaciones area-volumen en
distintas regiones del dominio como ocurre en las células polarizadas (ver Sec. 1.1), se opt6
por utilizar el método de volimenes finitos. Este permitié escribir las condiciones de contorno

de Neumann sobre los catetos de una forma maés sencilla.

2.3.1. Meétodo de volumenes finitos

El método de volumenes finitos es un método usado en la discretizacion de leyes de
conservaciéon de mucho interés para distintas dreas de la ciencia y la ingenieria como la
mecanica de fluidos, los flujos en medios porosos, la meteorologia, el electromagnetismo,
los modelos de procesos bioldgicos, la simulacién de semiconductores, entre otras[3]. Este
método deriva su nombre del hecho de que las leyes de conservacion se satisfacen en pequenos
volimenes de control, también llamados celdas, en lugar de en puntos como sucede en los
métodos de diferencias finitas. En general la forma y tamano de estas celdas, pueden ser
arbitrarios, aunque lo usual es que sean poligonos en dos o tres dimensiones que estan
delimitados por rectas o superficies planas. Por lo cual, si la superficie que delimita un
dominio es curva se lo suele aproximar [15]. Una descripcion general del método estd dada
por Robert Eymard et al. (2000) [8] la cual se resume brevemente a continuacién.

Sea ¢(x,t) una cantidad conservada, la cual puede ser energia, nimero de particulas,
carga eléctrica, masa u otra y sea una ley de conservacién para cada punto x y cada tiempo

t de la forma

Jdq(x,t
W L gE = ). (2.14)
ot
donde V.F = g—ﬁ + g—iﬁ + g_i; es la divergencia de F = (Fi(x,t), Fa(x,t), F3(x,t)). La funcién

vectorial F' es un flujo que representa un mecanismo de transporte de g(x,t) y por su parte
f(x,t) es un término de fuente de ¢(x,t), debido por ejemplo a reacciones quimicas como
las del apartado 1.3.2. Este problema puede resolverse introduciendo relaciones constitutivas
entre F, ¢(x,t) y f(x,t) a través de una dada funcién escalar o vectorial u(x,t) como la

presion, la fracciéon molar, ete. Incluso es posible, y es lo que ocurre en el presente trabajo,
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que u(x,t) = q(x,t) y F = —DVq(x,t), donde D es una constante.

La discretizacion temporal de la ecuacién (2.14) se logra a través de una sucesién finita
y creciente de tiempos (t,)nen con to = 0 y un paso temporal 7 tal que ¢, = 7n, donde la
derivada temporal de ¢ se puede reemplazar mediante algin método de diferencias finitas.
Utilizando el método explicito de Euler la derivada se reemplaza por (¢™+(x) — ¢™(x))/7,
donde ¢™(x) es una aproximacién de q(x,t,), y el resto de los términos de la ecuacion se
reemplazan por aproximaciones de las correspondientes funciones al tiempo t,, f™(x) =
f(x,t,) y F™(x) = F(x,t,). Respecto a la discretizacién espacial, como ya se ha anticipado
al comienzo de este apartado, para realizarla debe introducirse una malla I' que represente al
dominio. La misma se conforma por la unién de un conjunto finito de volimenes de control,
los cuales no se solapan, cuyo objetivo es obtener la ley de conservacién (2.14) en su forma
integral para cada celda. Por lo tanto, a través de dicha discretizacién temporal y utilizando

el teorema de Gauss, para un volumen arbitrario K se obtiene que

///qul)(x)T " dV+//aKF(” g (x)dS(x ///f x)dV = 0,

donde ng(x) es el versor normal exterior a la superficie K. Para calcular la integral sobre

0K se consideran las celdas contiguas a K. Tomemos una de estas celdas, L. El flujo desde
el volumen K hacia L durante un intervalo [t,,t,.1) a través de la superficie que los separa
se aproxima por una cantidad F };“ )L Por lo tanto, para la celda L el flujo desde L a K
debe ser F é"}( = —Fy (n ) lo cual debe cumplirse para todo K,L € I' y n. En los bordes
del dominio se reemplazan estos flujos entre celdas contiguas por flujos adecuados a las
condiciones de contorno consideradas. Por ultimo, las integrales deben calcularse por algin

método numeérico.

2.3.2. Aplicacién del método

Considérese como dominio un trapecio el cual simula una célula polarizada en un plano
paralelo al sustrato por donde se desplaza. Para la construccion de la malla correspondiente
a dicho dominio se utilizaron celdas de dos tipos de geometria, celdas rectangulares y trian-

gulares. En este caso, los flujos entre celdas no solo dependen de la forma geométrica de la
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celda en cuestion sino también de su posicién dentro de la malla. En particular, depende de
la geometria de sus vecinas y de si alguno de los segmentos que la definen pertenece o no al
contorno de la malla. Los distintos tipos de celdas se identifican con distintos colores en la
figura 2.3. Asimismo, a cada una de las celdas, independientemente de su tipo, se la etiqueta
con un par de subindices (7, j) segun su posicién en el eje horizontal y vertical de la malla,

respectivamente.

Figura 2.3: Malla del dominio trapezoidal. Distintos tipos de celdas son identificadas por
colores.

Sea una celda rectangular color turquesa arbitraria de la figura 2.3, la cual esta ubicada
en la posicion (i, j) y cuya base tiene longitud dz y altura dy. Entonces, la distancia entre los
centroides de las celdas (i — 1, j) e (¢, 7) es dx, mientras que la distancia entre los centroides
de las celdas (i,7) e (1,7 + 1) es dy, ver figura 2.4. Se supone que el drea de la celda es lo
suficientemente pequenia como para que, a un dado tiempo, la concentracién de cada una

de las especies dentro de ella se pueda suponer uniforme. Entonces, aplicando el método de
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volimenes finitos al sistema (2.11) se obtienen las siguientes de ecuaciones:

[Ca?H](TAY — [Ca?](T)
( (4,9) ) drdy = dy foi-15) — dyfegy)

T

+dl'gc(i,j71) — d$gc(m~) + le()i,j) da:d%

T

(CaB)!" ”* 2 [OaB](
dxdy = dyfep-1,5) — dyfes,j)

+drgepi,ji-1) — drgep,j) + le()}(ivj)dxdy Y

< [C’aBst]( — [CaBst]!

T

n)
& ])) dxdy = QCBst(w dxdy. (2.15)

En estas ecuaciones, las cantidades

(n) (n)
Foin = —De [Ca’2+](1+1] [Ca2+](i,j)
C(l,‘]) dm )
(n) (n)
9oy = —De [Ca*irn) — [Ca* i)
C(Zm]) dy )
(n) (n)
fCB o —DB [CGB] (i4+1,5) [CCLB](Z 7) v
(l,_]) dl’
[C’aB] 1 [C’aB]
Z _D (3,5+1) (4,5)
dcBG,j) = B dy )

son los flujos, F(™, entre celdas contiguas descriptos en el apartado 2.3.1, ver figura 2.4. Por

otro lado, los términos:

Q( Ciig) = KBoss [CaB] — kBon (Btot - [CGB]EZ;» [Ca%]gi)

—l—kBStoff[C’aBst]EZ;) — kBston (Bsttot — [CaBst] E:%) [Ca”]gj.), (2.16)

Qi) = —kosslCaBI)) + kpon (Bir — [CaB)) ) [Ca™))) v (247)
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QBCst(z] kBStoff[CaBst] (i) T KBston (Bsttot - [C’aBszf]E?y)7 ) [Ca2+] (i5) (2.18)

describen a las reacciones quimicas.

Figura 2.4: Conjunto arbitrario de celdas vecinas rectangulares. Las flechas en rojo esque-
matizan los flujos de Ca?*. Por simplicidad no se representan los flujos de CaB.

Por otro lado, considérese algin tridngulo marrén de la figura 2.3 de drea dzdy/2. Apli-

cando nuevamente el método de volumenes finitos el sistema se discretiza como

[Ca*](i" — [Ca*]() ;
< (i) CD ) dady /2 = —dyfeg,)

+d5€gC’ (4,5— 1) - out V dx? + dy + Q(n) dCCdy/Q
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T

[CaB)(Y = [CaB](Y) ;
( (i) G ) dedy/2 = —dyfep,

+dxgep( 1) +QBC”drcdy/2 y

T

[CaBszf](nJrl [CaBst| %
dxdy/2 = QCBSt(” dxdy/2, (2.19)

donde los términos QC (1.7 QBC(Z nYy QCBSt(Z i) al igual que para el sistema (2.15), estan dados
respectivamente por (2.16), (2.17) y (2.18). Sin embargo, los flujos hacia/desde otras celdas
del dominio de integracién no son iguales a los anteriores debido a la posicion del centroide de
la celda triangular, como se puede apreciar en la figura 2.5b. Para poder describir estos flujos
se introducen el versor d, orientado desde el centroide de (1, 7) hacia el centroide de (i, j —1),
y el versor 1, orientado desde el centroide de (i, j) hacia el centroide de (i41, 7). Considerando
los versores, Ny y Ny, exteriores y perpendiculares al cateto vertical y horizontal del triangulo
(i,7), respectivamente, el flujo de Ca?" (a través del cateto vertical) entre las celdas (7,7) e

(1 +1,j) resulta

z —D¢ n @\ 5

feiy) = ; ([Caﬂ]glll ) [Ca2+](i7j)) L, =
- (n) \ bdx 5dx?

I <[CaZ+](@J)r1J) [CaQJr](ij-)) = fetij) g 62

donde [ es la distancia entre los centroides de ambas celdas:

1
[ = 6\/25dx2 + dy? |

ver figura 2.5a. Analogamente, el flujo (a través del cateto horizontal) entre las celdas (i, j—1)

e (i,7) es
. —Dc (n) D\ A -
den = =2 (10— 041 ) A -

—Dc¢ (n) m) \ by 5dy?
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siendo

1
d= gx/da:Q + 25dy?.

Anélogamente para los flujos de C'aB se obtienen

. 5dx?
feg) = fCB(i,j)W y

_ bdy?
9gcB(ig) = _gCB(i,j)W-

Debido a que la hipotenusa forma parte del contorno del dominio, el flujo a través de
ella va a estar dado por las condiciones de contorno, ver figura 2.5b. La direccién del flujo
a través de ese segmento de longitud \/m, es decir si el [Ca*"| ingresa o abandona
la celda, estd determinado por la diferencia de las cantidades J;;, y Jou, como se puede ver
en la primera ecuacién del sistema (2.19). En las ecuaciones para los buffers no se incluyen

términos de flujo a través de la hipotenusa, debido a que las condiciones de contorno son no

fluz.
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dx
(a) Las flechas en rojo esquematizan los flu- (b) Distancias del centroide de un tridngulo
jos de [Ca®*] entre celdas. La fecha verde re- marrén arbitrario respecto a los centroides
presenta el flujo de [Ca?*] dado por las con- de sus celdas vecinas.

diciones de contorno.

Figura 2.5: Celda triangular arbitraria y sus celdas vecinas.

Es importante destacar que los sistemas discretizados que rigen el comportamiento del
Ca%* y sus buffers en el resto de los tipos de celdas se derivan de forma completamente

andloga a los dos casos presentados. Por tal motivo, no se detallan en el presente apartado.
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Capitulo 3

Resultados y discusion

En esta Seccién describimos los resultados de resolver numéricamente las Ecs. (2.11) en
dominios trapezoidales de distintos tamanos, usando las condiciones de contorno de Neu-
mann con distintas distribuciones espaciales del flujo neto de Ca?" a través del borde. Més
especificamente, se simularon los sistemas discretizados de la Secciéon 2.3.2 para lo que se

escribio el cédigo en lenguaje Python que se muestra en el apéndice A.

3.1. Parametros del modelo

Los valores de los coeficientes de difusién, concentraciones totales de buffers, constantes
de velocidad de reaccion y constantes de velocidad de disociacion del presente trabajo son
expuestos en la tabla 3.1. Dichos parametros fueron utilizados por [19] en su modelo de
dinamica del calcio citosolico. Aunque estamos resolviendo las ecuaciones en dos dimensiones
espaciales, usamos estos parametros realistas con unidades de M para las concentraciones.

En todas las simulaciones se parte de una condicién inicial en que todas las concentra-
ciones son uniformes y estan en equilibrio quimico entre si. Fijando la concentracion inicial
de Ca?* libre en [CaZ2'] = 0,05uM [19] se pueden obtener las del complejo calcio - buffer
moévil, [CaBl;,, v del complejo calcio - buffer estético, [CaBst|;,, a partir del sistema (2.11)
igualando las derivadas espaciales y temporales a cero. Asi se obtienen los valores listados
en la Tabla 3.2 donde se incluye también el valor de la concentracion total de calcio definida

por (2.9), la que debe mantenerse constante en las simulaciones realizadas en este trabajo.
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Parametro Valor (unidad)

Calcio libre De¢ 200 pm? st
Buffer moévil Dg 15 pm? s~1
By 300 M
kBoff 30051
kBon 150pM 1t 571
Buffer estatico Bst;, 300 M
kBstoff 800s!
kBston 400puM 1 s71

Tabla 3.1: Parametros utilizados en las simulaciones tomados de Shuai et al. (2008) [19].

Concentraciones iniciales Valor (unidad)

Calcio libre [Ca?*];, 0.050 uM
Buffer mévil [CaBlin, 7.317TuM
Buffer estatico [CaBst), 7.317TuM
Calcio total Cagor 14.684 puM

Tabla 3.2: Concentraciones iniciales (uniformes) usadas en las simulaciones y concentracién
total de Ca®" derivada a partir de la Ec. (2.9) a tiempo 0.

Todas las simulaciones fueron hechas asegurandose de que el flujo neto de Ca?* a través
de toda la frontera del dominio de integracién fuera nulo. De este modo se garantiza que C'ao;
(Ec. (2.9)) sea una cantidad conservada, lo que es razonable para la célula en condiciones
basales.

Para establecer las condiciones de contorno se consideré que el flujo de Ca?* libre hacia
el exterior de la célula viene dado solamente por la actividad de las PMCA en concordancia
con lo expuesto en la Sec. 1.2. Para estimar un valor de J,,; (ver Ec. (2.7)) consistente con
esta suposicién se procedié del siguiente modo. Supongamos, por simplicidad, una region
que solo contiene Ca?" con una concentracién uniforme y de la cual solo puede salir Ca?*
debido a la presencia de PMCAs. Como ya se mencioné (ver también [11]), la variacién en la
cantidad de iones Ca?" en la regién queda determinada por el flujo neto de Ca?* integrado

sobre todo el contorno de la misma. Matematicamente,
d 2+
dlv[Ca]) - // J.dS, (3.1)
ov

= jne
dt !

27



donde v es el volumen (4rea) de la regién en el caso tridimensional (bidimensional) y la
integral debe hacerse sobre su borde, dv, con dS perpendicular a dv apuntando hacia afuera
del volumen (drea). Si consideramos que la componente de J a lo largo de esta normal toma
el mismo valor, J, en cada punto del contorno, entonces (3.1) resulta:

d(v[Ca’"])

—— = —Js, (3.2)

con S el drea (longitud) de dv. Igualando las Ecs. (3.1) y (3.2) y dividiendo por v se obtiene
—JS/v = jnet/u = Jpet. (3.3)

Despejando de (3.3) el flujo —J, el cual es el mismo que el flujo J,,: de (2.7), se obtiene:
Jout = Jnetv/S. (3.4)

En esta Tesis no se tiene en cuenta la dependencia de la velocidad de bombeo de las PMCAs
con la concentracién citosdlica del Ca?*. Por lo que J,. se aproxima por el valor de la
velocidad méxima, J,; = 0,590uM /s, usado en un modelo de la dindmica del Ca*" en
macréfagos RAW 264.7, un tipo de célula migrante [14]. Utilizando el volumen y rea de una
célula, la expresiéon (3.4) permite estimar J,,; en casos en que este flujo puede considerarse
uniforme sobre todo el contorno. Como en este trabajo las simulaciones se hacen en un

dominio bidimensional se decidié estimar .J,,;, para las simulaciones con .J,,; uniforme, como:
Jout = JnetA/Py (35)

donde P es el perimetro y A es el area del correspondiente dominio de integracion. Conside-
rando un cuadrado de lado I = 40pum (la longitud caracteristica de un eosinéfilo en el plano
paralelo a su desplazamiento [6]) resulta P = 160um y A = 1600um?* de donde se obtiene
Jout = 5,9uM pm/s. Ahora bien, en los casos con concentraciones constantes y espacialmente
uniformes para todas las especies, J,,; — J; debe anularse en todos los puntos del contorno

(ver Ec. (2.7)). Por lo tanto, en estos casos, también debe tomarse J;,, = 5,9uMpum/s. Pa-
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ra estudiar los casos con gradientes de Ca?" consideramos variaciones locales de Jou v Jin
alrededor de estos valores garantizando que se satisfaga (2.8) como se describe méas adelante.
Finalmente, para todas las simulaciones de este estudio el tiempo fue discretizado en

intervalos 7 = 10755 y se realizaron 107 iteraciones temporales.

3.2. El trapecio como representacion de una célula po-
larizada

En esta Seccién presentamos los resultados de simular numéricamente el modelo defini-
do por las Ecs. (2.11), (2.7), (2.10), usando los pardmetros de la Tabla 3.1, las condiciones
iniciales de la Tabla 3.2 y, como dominio de integracion, distintos trapecios isésceles. Como
discutimos en el Capitulo anterior, el objetivo es estudiar con un modelo simplificado de qué
modo la geometria diferente de las partes anterior y posterior de la célula incide sobre la
formacién del gradiente de Ca®" basal. Para tal fin se compararon simulaciones realizadas
en dos dimensiones espaciales usando distintos trapecios que tenian alguna caracteristica en
comun. Para un subconjunto de las simulaciones, se interpretaron los resultados en términos
de la distinta relacién entre area y perimetro de lo que pudimos identificar como el frente
o la parte anterior de la célula, suponiendo que el cociente area/perimetro de la simulacién
cumplia un rol similar al del cociente volumen/area en la célula real. En otros casos se com-
par6 entre si el perimetro de ambas zonas, suponiendo en este caso que equivalia a comparar
las distintas superficies de la membrana plasmatica en las partes anterior y posterior de las
células migrantes.

Ahora bien, independientemente de la geometria, para poder tener una distribuciéon no
uniforme de Ca?" basal es necesario que J,(r) — Jin(r) (ver Ec. (2.7)) sea distinto de cero
en algin punto del borde del dominio de integracién. Dada la condicién (2.8), esto significa
que habra puntos con Jyu,(r) — Jin(r) > 0y otros con Jyu,(r) — Jin(r) < 0. Por otro lado, la
orientaciéon del gradiente se relaciona con la ubicacion relativa de ambas regiones de puntos.
Esto queda claro en el siguiente ejemplo sencillo. Consideremos un rectangulo, con sus lados

alo largo de los ejes = (entre z = 0y z = a) e y (entre y = 0 e y = b) dentro del cual solo hay
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Ca?" y que el flujo de esta especie en el borde solo es distinto de cero a través de los lados

orientados en la direccion y con Jou(x = a,y) — Jin(x = a,y) = —(Jou(x = 0,y) — Jin(z =

0,y)) = J. En este caso, la solucién estacionaria de la ecuacién de difusién satisface
ViCa?t] = —

D

Veamos que en un rectangulo con condiciones de contorno como en el parrafo anterior para
el calcio libre, pero que ademés también presenta las dos especies de buffers con condiciones
de contorno no flux, se generan gradientes en la direccion del flujo. Tomemos entonces para
poder realizar una simulacién que el rectangulo posee 50um de base y 30um de altura.
Supongamos que hay flujo entrante por la recta x = 0 y saliente en igual medida por la recta
x = 50um. Entonces, tomamos las derivadas temporales de las ecuaciones del sistema 2.11

igual a cero y reemplazamos la segunda y tercera ecuacion en la primera, luego tenemos que

2

0 = V3([Ca*"| + [CaB]Dp/D¢) = j—y2([Ca2+] +[CaB]Dp/D¢).

Esto implica que [Ca®"] + [CaB]Dpg/D¢ varia linealmente con vy, es decir,

[Ca®*] + [CaB]Dg/Dec = ay + B,

con a y [ cantidades a determinar por las condiciones de contorno y las condiciones iniciales.

En los bordes sabemos que

%[Ca“] T =0/ D¢
y
diy[Cab] = 0
por lo tanto
a=—J,—/Dc.

El calculo de 8 no es tan trivial. Con los pardmetros de la Seccién 3.1, J,—g = luMpum/s
Y Ju—soum = —1puMpm/s el valor de la pendiente resulta o = —0,005uM /pum. Resolviendo

numéricamente el problema mediante el método de voliimenes finitos efectivamente se obtiene
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que tras 107 iteraciones la cantidad [Ca®"] + [CaB]Dg/Dc en funcién de la posicién en y es
lineal y se muestra en 3.7. Mediante el método de cuadrados minimos se calculé la pendiente
de dicho grafico y esta resulté ser —0,004999364.M /um mientras que la ordenada al origen fue
0,67377724uM . Por lo cual, nuestra simulacién arroja un resultado préacticamente idéntico
al calculo analitico de . Asimismo, en las figuras 3.1 y 3.2 se muestran los mapas de color de
la concentracién de calcio libre y el complejo movil respectivamente en la tltima iteracion.
En ellas se puede apreciar, al igual que en el problema del rectangulo sin buffers, que la
concentracion de calcio libre solo varia en la direccion y en forma lineal, mientras que no lo
hace en la direccién perpendicular. Estas observaciones se aprecian con mayor claridad en
los gréaficos 3.3 y 3.5. Lo mismo se observa para la concentracion del complejo calcio - buffer

mévil (ver figuras 3.4 y 3.6).

Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)

0.056

0.054

0.052

0.050

Posicidn en y {um)

0.048

0.046

0.044

0 10 20 30 40 50
Posicion en x (um)

Figura 3.1: Mapa de color de la concentracion de calcio libre en la iltima iteraciéon temporal.
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Concentracion del complejo CaB a tiempo final (pM)
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posicion en y (um)
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0 10 20 30 40 S0

posicion en X (um)

Figura 3.2: Mapa de color de la concentracién del complejo CaB en la ultima iteracion
temporal.
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Figura 3.3: Concentracion de calcio libre en funcion de la posicién en el eje paralelo al flujo.
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Figura 3.4: Concentracion del complejo CaB en funcién de la posicion en el eje paralelo al

flujo.

Figura 3.5: Concentracion de calcio libre en funcién de la posicion en el eje perpendicular al

flujo.

Concentracion del complejo movil (uM)

Concentracion de calcio libre (uM)
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Concentracion del complejo maovil (uM)
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Figura 3.6: Concentracion del complejo movil en funcién de la posicién en el eje perpendicular
al flujo.

—— Ajuste por minimeos cuadrados
0.66 4 =  Resultados de la simulacidn
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(Ce. calcio libre + Cc. buffer)*Db/Dc (uM)
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Figura 3.7: Curva de [Ca®T] + [CaB|Dg/Dc en la tltima iteracién temporal en funcién de
la posicién en la direccion de los flujos.

Por lo tanto, la polarizacion de una célula migrante que involucra, entre otras cosas, el
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paso de una distribucién uniforme de Ca®" basal a otra no uniforme, conlleva también un
cambio en la dependencia espacial del flujo neto de Ca?* a través de la membrana plasméti-
ca. Como mencionamos en la Introduccién, diversos experimentos muestran que la tasa de
bombeo es significativamente mayor en la zona delantera de las células migrantes (polariza-
das) [21]. Una forma posible de que ocurra este cambio en un tiempo relativamente corto es
que se redistribuyan espacialmente los componentes involucrados en la remocién y/o ingreso
del Ca?" desde/hacia el citosol al mismo tiempo que la célula cambia de forma. La remocién
ocurre a través de bombas, es decir proteinas, cuyo niimero variard significativamente en la
medida en que haya cambios de expresion génica, esto es, en escalas de tiempo relativamente
largas. La deformacién de la célula puede causar su redistribucién espacial manteniendo su
nimero constante. El ingreso de Ca?* por mecanismos inespecificos, por otro lado, puede
suponerse que permanece relativamente uniforme sobre toda la membrana. De este modo,
Jout — Jin podria pasar a ser localmente distinto de cero induciendo la formacién de un
gradiente basal de Ca?* citosélico. En lo que sigue presentamos los resultados obtenidos si-
mulando el modelo dado por las Ecs. (2.11) para distintas formas del dominio de integracién

y distribuciones espaciales de Jyu,; — Jin-

3.3. La region de la base mayor del trapecio como re-
presentacion de la zona delantera de la célula po-
larizada

En esta Seccion presentamos los resultados de simulaciones donde el flujo neto entrante es
mayor en la zona de la base menor del trapecio por lo que los interpretaremos suponiendo que
la zona de la base mayor corresponde al lamelipodio. Se hicieron, en particular, simulaciones

manteniendo distintas cantidades constantes como se describe en lo que sigue.

3.3.1. Simulaciones con perimetro y altura constantes

Utilizando los parametros de la Seccion 3.1 se realizaron simulaciones para estudiar la

formacién de un gradiente de Ca®* citosélico en dominios con forma de trapecio isésceles
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comparando los resultados obtenidos para dominios de perimetro y altura constantes, siendo
éstos 160um y 40um, respectivamente. Se tomaron diez dangulos entre los 67.3 y 82.9 grados,
medidos como el angulo interior definido por la base mayor y el cateto del trapecio. Es
importante destacar que la diferencia entre el area de los trapecios y el de un cuadrado de
40pm de lado en ningun caso super6 el 9.14 %.

En estas simulaciones se usé un flujo, J,,;, uniforme sobre todo el contorno e igual al
valor estimado en la Seccién anterior, J,,; = 5,9uM pm/s. Respecto al flujo hacia el interior

del recinto, J;,, se tomo un valor diferente para cada una de las caras de acuerdo a
J = JoudOum /d; (3.6)
con

dy = dz = longitud de los catetos,
dy = longitud de la base mayor y

dy = longitud de la base menor.

Por lo tanto, el flujo neto de calcio libre integrado sobre toda la superficie resulta nulo pero
no el integrado sobre cada cara, resultando en la formacién de un gradiente interno. Con esta
eleccion, por otro lado, J;, resulta mayor cuanto menor sea la longitud del lado del trapecio
correspondiente. En estas simulaciones esperamos entonces obtener una mayor concentracién
de Ca?* en la regién més cercana a la base menor del trapecio por lo que interpretamos a la
region mas cercana a la base mayor como la correspondiente al lamelipodio.

En la Tabla 3.3 se muestran para cada angulo los valores de los flujos salientes integra-
dos sobre cada segmento. Andlogamente se muestran los flujos entrantes integrados en la
Tabla 3.4. Por su parte, el médulo del flujo integrado neto a lo largo de todo el perimetro

en ninguno de los casos fue mayor a un valor del orden de 10™*2uMpum?/s.
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Angulo

Flujo saliente integrado

Flujo saliente integrado

Flujo saliente integrado

(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMpm?/s) base mayor (uMpum?/s)
67.3 255.76139473893892 117.65924109793124 314.81796942419476
68.9 252.86003778640597 128.35340643939196 309.92651798779946
70.6 250.2249476863988 138.60940769600148 304.94069693120355
72.2 247.85156854896326 148.4226100148763 299.87425288719896
73.8 245.73336069218638 157.7912089909757 294.7420696246532
75.4 243.86192068205605 166.71628873234405 289.55986990354467
77.0 242.22716470607529 175.20178691161766 284.34388367623194
80.0 239.62042339785714 190.88322363747466 273.8759295668116
81.5 238.62217077448656 198.09978527281973 268.65587317820746
82.9 237.8086671951616 204.91741620423377 263.4652494054434

Tabla 3.3: Flujos salientes integrados sobre cada cara de los 10 trapecios de perimetro y
altura constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.

Angulo Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado
(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMum?/s) base mayor (uM pum?/s)
67.3 236.0000000000001 236.00000000000006 236.00000000000037
68.9 236.00000000000006 235.99999999999986 236.00000000000037
70.6 235.99999999999986 235.99999999999983 236.00000000000037
72.2 235.99999999999994 236.00000000000028 236.00000000000037
73.8 235.99999999999983 236.00000000000026 236.00000000000037
75.4 236.00000000000003 236.00000000000014 236.00000000000037
77.0 236.00000000000009 235.9999999999997 236.00000000000037
80.0 235.99999999999991 236.00000000000017 236.00000000000037
81.5 236.00000000000006 235.99999999999966 236.00000000000037
82.9 235.99999999999994 236.0000000000003 236.00000000000037

Tabla 3.4: Flujos entrantes integrados sobre cada cara de los 10 trapecios de perimetro y

altura constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.
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En 3.8a, 3.9a, 3.10a, 3.11a, 3.12a, 3.13a, 3.14a, 3.15a, 3.16a y 3.17a se muestran los
mapas de color de la concentracién de calcio libre tras 107 iteraciones temporales del cédigo.
Se denominé como y al aje paralelo a la direcciéon que va de la parte trasera al frente de la
célula polarizada (la que eventualmente corresponderd a la direccién del desplazamiento),
mientras que se tomo el eje x como perpendicular a éste. A simple vista se puede apreciar
que la concentracién de Ca?* disminuye hacia la base mayor del trapecio que identificamos
en estas simulaciones con el frente de la célula. Asimismo, para una dada fila de celdas,
la concentracién no es uniforme sino que presenta un maximo en el valor central de z y
disminuye hacia los extremos.

Por lo expuesto, en 3.8b, 3.9b, 3.10b, 3.11b, 3.12b, 3.13b, 3.14b, 3.15b, 3.16b y 3.17b se
graficaron en rojo la concentracién de Ca?* libre promediada sobre todas las celdas de una
dada fila en funcién de la posicién en el eje y, mientras que en azul solamente se toma el
valor de concentracién en la celda central. Puede apreciarse como la distribucion de puntos
de ambas cantidades presentan la misma tendencia disminuyendo en su magnitud hacia el
frente.

Para constatar que los resultados de las simulaciones eran consistentes con las cantidades
conservadas descriptas en la Sec. 2 se calculé Cay,y en cada paso temporal. En 3.8¢, 3.9¢,
3.10c, 3.11¢, 3.12¢, 3.13c, 3.14c, 3.15¢, 3.16¢ y 3.17¢ se muestra el valor de C'ay/Cagor(t = 0)
como funcion del tiempo. En todos los casos se ve claramente que las variaciones son del orden
de 10~ por lo cual Cayy; se puede considerar constante. Por su parte, como el complejo calcio
libre - buffer estatico no difunde, entonces la derivada temporal numérica de su concentracién
se puede calcular facilmente mediante la ecuacion (2.18) instante a instante. Los gréaficos 3.8d,
3.9d, 3.10d, 3.11d, 3.12d, 3.13d, 3.14d, 3.15d, 3.16d y 3.17d muestran el promedio sobre todas
las celdas de la derivada temporal de la concentraciéon de dicho complejo. En todos los casos
se ve como tiende a cero y por lo tanto alcanza el equilibrio como era de esperarse.

Finalmente, en el grafico 3.19 se observan los gradientes promedios normalizados de Ca?*
libre en funcién de la posicién a lo largo del eje antero-posterior. Estas cantidades fueron
calculadas como las derivadas numéricas respecto de y de las curvas 3.18. La normalizacién
permite apreciar como la intensidad del gradiente disminuye a medida que el angulo lo hace,

es decir que el gradiente disminuye a medida que la forma del trapecio “se parece” mas a
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la del cuadrado. Esto se debe a que el médulo de flujo saliente integrado sobre un dado

segmento tiende al médulo del flujo entrante integrado sobre ese mismo segmento, ver tablas

3.3y 3.4.

Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)
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(a) Mapa de color de la concentracién de calcio libre en la tltima iteracién
temporal.
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Figura 3.8: Simulaciéon angulo de 67.3 grados.
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Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)
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Figura 3.9: Simulaciéon angulo de 68.9 grados.
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Figura 3.10: Simulacién angulo de 70.6 grados.
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(d) Derivada temporal de la concentracién del complejo calcio libre
- buffer estatico promediada sobre todas las celdas en funcién del
tiempo.

Figura 3.11: Simulacién angulo de 72.2 grados.
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Figura 3.12: Simulacién angulo de 73.8 grados.
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Figura 3.13: Simulacién angulo de 75.4 grados.
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(d) Derivada temporal de la concentracién del complejo calcio libre
- buffer estatico promediada sobre todas las celdas en funcion del
tiempo.

Figura 3.14: Simulacién angulo de 77.0 grados.
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Figura 3.15: Simulacién angulo de 80.0 grados.
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Figura 3.16: Simulacién angulo de 81.5 grados.
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Figura 3.17: Simulacién angulo de 82.9 grados.
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Figura 3.18: Para distintos dngulos se muestra el promedio, sobre todas las celdas de una dada
fila, de la concentracion de calcio libre en funcién de la posicién en el eje de desplazamiento.
Dicha concentracién fue normalizada por la concentracion de calcio libre inicial.
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3.3.2. Perimetro y area constantes

En el presente apartado se estudio el efecto de fijar el perimetro y el area de los trapecios
en la formacién del gradiente. Para ello se tomaron 5 trapecios de angulos distintos. Respecto
a los parametros utilizados, éstos fueron los mismos de las simulaciones del apartado 3.3.1, a
excepcion de las dimensiones de las células en reposo y por consiguiente del area, el perimetro
y los flujos J;,, v Jou: definidos en la Seccién 2.3.2.

Se consideré como “punto de partida” una region rectangular de base 50um, en la direc-
cion perpendicular al desplazamiento de la célula, y de altura 30um, en la direccién paralela.
La eleccién de un rectangulo de base mayor a la altura en vez de un cuadrado no fue ar-
bitraria. Esta geometria fue necesaria para garantizar areas y perimetros constantes en los
trapecios tal que sus alturas no fueran menores a la altura del rectangulo. Luego, el area
resulto ser de 1500um? y el perimetro de 160um.

Andlogamente a la Seccién anterior se eligié que el flujo neto integrado sobre toda el
perimetro sea nulo. Utilizando la ecuacién 3.5 resulta J,,; = 5,53125uM pym/s, mientras que
Jin se calculé para cada cara de cada trapecio segun la ecuacién 3.6. Los flujos integrados
salientes y entrantes sobre cada segmento se muestran en las tablas 3.5 y 3.6, respectiva-
mente. El modulo del flujo neto integrado sobre todo el perimetro nunca supero el orden de
1071 M pum? /s para ninguno de los dngulos.

Los mapas de color de la concentracién de Ca?" libre resultado de las simulaciones se
muestran en 3.20a, 3.21a, 3.22a, 3.23a y 3.24a. Puede verse que los gradientes formados son
muy similares a los mapas de la Seccién 3.3.1. No obstante, en este apartado la diferencia
entre la concentraciéon maxima, la del centro de la fila, y la concentracién minima, la de
los extremos, fue mucho mas acentuada. En 3.20b, 3.21b, 3.22b, 3.23b y 3.24b se graficé la
concentracion de calcio libre promedio sobre cada fila y la concentracion en la celda central
en funcion de la posicion en y. Alli puede verse que efectivamente las curvas siguen la misma
tendencia que las curvas del apartado anterior. Mientras que en las figuras 3.25b y 3.25a, se
muestra para 5 angulos distintos, la razon entre el valor de concentracién de la celda central y
la concentracion media de las simulaciones de este apartado y del anterior, respectivamente.

Como la altura del trapecio de cada simulacion es distinta se opté por utilizar una escala de
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posicion relativa la cual crece linealmente de 0 a 180, donde 0 representa la posicién de la
base mayor y 180 la posicion de la base menor. En ambos graficos se aprecia como a medida
que disminuye el angulo, es decir el trapecio se aleja mas de la geometria de la célula no
polarizada, la razon es mayor. Por su parte, para cada angulo la razén aumenta en direccion
a la base mayor, la cual representa el frente de la célula. Comparando las curvas entre ambos
graficos, se ve que para angulos ligeramente menores de las simulaciones de esta Seccion
respecto a los de la Seccién anterior la razon resulta significativamente mayor.

Las gradientes observados dentro de cada fila pueden atribuirse en parte al flujo neto
integrado de Ca?* libre sobre las caras laterales del trapecio. En la figura 3.26 puede verse
cémo a medida que el angulo interior tiende a 90 grados, el flujo neto integrado sobre una
de las caras laterales tiende a cero. El grafico para la otra cara es idéntico. Sin embargo,
el flujo neto para angulos similares es de magnitud significativamente mayor comparando
ambos conjuntos de simulaciones. Esto puede explicarse debido a que el flujo saliente para
cada segmento viene dado por la ecuacién 3.5, mientras que la razén entre la cara lateral del
trapecio y la altura del rectangulo es mucho mayor que la relacion entre la cara lateral del
trapecio y el lado del cuadrado (ver figura 3.27). Por su parte, la relacién que existe entre
los flujos sobre las bases del trapecio y el gradiente en el eje y no es tan clara.

En la figura 3.28 se muestra para cada angulo el promedio de la concentracién por fila
de calcio libre normalizada por la concentracién inicial en funcién de la posicién a lo largo
de la altura del trapecio. Comparando con la figura 3.18 se advierte que la relacion entre la
concentracion adelante y atrds fue levemente menor para dngulos similares. A partir de la
derivada numérica en direccién del eje de movimiento de esas curvas se obtuvo el grafico 3.29.
Contrastando con 3.19 se ve como para angulos similares en la zona delantera, los gradientes
fueron relativamente menores mientras que en la parte trasera no se observan diferencias
cualitativas.

Por su parte, en 3.20c, 3.21c, 3.22¢, 3.23c y 3.24c¢ se muestra como efectivamente la
concentracién media de Ca2?* total se conserva en cada simulacién. Por su parte la derivada

temporal media del complejo calcio libre - buffer tiende a cero como se esperaria segin 3.20d,

3.21d, 3.22d, 3.23d y 3.24d.
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Angulo Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado

(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMpm?/s) base mayor (uMpum?/s)

70.1 208.5434662330282 163.15389854808015 304.7591689860361
71.6 196.98482584067943 183.35943386583295 307.67091445283796
73.6 187.6917698580621 201.98213364910276 307.6343266347877
76.1 180.23904829430307 219.06503024829073 305.4568731631094
78.9 174.46278406929923 234.5325639393644 301.54186792203956

Tabla 3.5: Flujos salientes integrados sobre cara de los 5 trapecios de area y perimetro
constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.

Angulo Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado

(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMum?/s) base mayor (uMpum?/s)

70.1 165.9375 276.56249999999994 276.5624999999997
71.6 165.9375 276.5625 276.5624999999997
73.6 165.9375 276.5624999999996 276.5624999999997
76.1 165.93750000000003 276.56250000000006 276.5624999999997
78.9 165.9375 276.56250000000057 276.5624999999997

Tabla 3.6: Flujos entrantes integrados sobre cada cara de los 5 trapecios de area y perimetro
constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.
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Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)
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(a) Mapa de color de la concentracién de calcio libre en la tltima iteracién
temporal.
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(b) Concentracién de calcio libre en la ultima iteracién temporal en
funcién de la posicion en el eje de desplazamiento.
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Figura 3.20: Simulacién angulo de 70.1 grados.
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Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)
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(b) Concentracién de calcio libre en la tltima iteracién temporal en
funcién de la posicion en el eje de desplazamiento.
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Figura 3.21: Simulacién angulo de 71.6 grados.
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Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)
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Figura 3.22: Simulacién angulo de 73.6 grados.

69
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Figura 3.23: Simulacién angulo de 76.1 grados.
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Figura 3.24: Simulacién angulo de 78.9 grados.
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Figura 3.26: Flujo neto integrado sobre una cara lateral de los trapecios de ambas simula-
ciones en funcién del angulo. Los flujos netos integrados laterales en todas las simulaciones
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Figura 3.28: Para distintos angulos se muestra el promedio, sobre todas las celdas de una dada
fila, de la concentracion de calcio libre en funcién de la posicion en el eje de desplazamiento.
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Figura 3.29: Para distintos angulos se muestra el gradiente calculado numéricamente a partir
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3.4. La regién de la base menor del trapecio como re-
presentacion de la zona delantera de la célula po-

larizada

En esta Seccion presentamos los resultados de simulaciones donde el flujo neto entrante es
mayor en la zona de la base mayor del trapecio, por lo que los interpretaremos suponiendo que
la zona de la base menor corresponde al lamelipodio. Se hicieron en particular, simulaciones

manteniendo distintas cantidades constantes como se describe en lo que sigue.

3.4.1. Igual cantidad de bombas sobre los lados del trapecio

Para este subconjunto de simulaciones se utilizaron nuevamente los parametros del sub-
conjunto de simulaciones de la Seccién 3.3.1. No obstante, en esta oportunidad fue J;, el
que se considerd constante e igual para cada una de los lados de los trapecios. Luego el flujo
hacia el interior del trapecio integrado sobre cada uno de estos segmentos resultd distinto

mientras que el flujo hacia el exterior se definié como
J'y = Jinl/d; (3.7)
con

dy = d3 = longitud de los catetos,
dy = longitud de la base mayor y

dy = longitud de la base menor;

lo que implica que flujo hacia afuera integrado sobre cada segmento sea el mismo. A diferencia
de los dos subconjuntos de simulaciones anteriores donde el flujo hacia afuera integrado sobre
cada segmento era distinto, con esta nueva eleccién de los flujos se es consistente con la
hipétesis de que la deformacién de la célula puede causar una redistribucién de las bombas

PMCA manteniendo su ntimero constante como fue explicado anteriormente. Notar que,
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por como se eligieron los J;, v J,u: en las Secciones anteriores para un dado angulo el flujo
saliente integrado sobre un dado lado en las simulaciones de este apartado, se corresponde
con el flujo entrante integrado sobre ese mismo lado de la Seccién 3.3.1. Para una mayor
claridad se muestran en las tablas 3.7 y 3.8 los flujos integrados, hacia fuera y hacia dentro
respectivamente, para las simulaciones de esta Seccion y en 3.4 y 3.3 los de la otra Seccion.

En las figuras 3.30a, 3.31a, 3.32a, 3.33a y 3.34a se muestra la concentracién de calcio
libre tras 107 iteraciones. Nuevamente se visualiza un gradiente en la direccién y, asi como
también que para cada fila la concentracion no es uniforme. Efectivamente estas observaciones
se confirman en los graficos 3.30b, 3.31b, 3.32b, 3.33b y 3.34b. Teniendo en cuenta que ahora
la posicién y = 0 representa el borde trasero de la célula, las curvas de la concentracién de
calcio libre disminuyen, al igual que antes, hacia la zona delantera. La principal diferencia
que se observa es la concavidad de las curvas, las cuales resultan opuestas al caso anterior.
Esto implica que el gradiente ahora varia mucho mas en la zona delantera que la trasera,
es decir lo opuesto de lo que ocurre en las simulaciones de 3.3.1. Si calculamos la derivada
numeérica en y podemos verlo con mayor claridad comprando 3.36 con 3.29.

Por su parte, tal como era de esperar la concentracién media de Ca®* total se conserva
durante cada simulacién, ver figuras 3.30c, 3.31c, 3.32¢, 3.33c y 3.34c. Mientras que la de-
rivada temporal media del complejo calcio libre - buffer tiende a cero en el equilibrio como

debe ser (ver gréficos 3.30d, 3.31d, 3.32d, 3.33d y 3.34d).

Angulo Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado
(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMpum?/s) base mayor (uMum?/s)
68.9 236.00000000000006 235.99999999999986 236.00000000000037
70.6 235.99999999999986 235.99999999999983 236.00000000000037
73.8 235.99999999999983 236.00000000000026 236.00000000000037
77.0 236.00000000000009 235.9999999999997 236.00000000000037
81.5 236.00000000000006 235.99999999999966 236.00000000000037

Tabla 3.7: Flujos salientes integrados sobre cada cara de los 5 trapecios de perimetro y altura
constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.
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Angulo Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado

(grados) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMpum?/s) base mayor (uMpum?/s)

68.9 252.86003778640597 128.35340643939196 309.92651798779946
70.6 250.2249476863988 138.60940769600148 304.94069693120355
73.8 245.73336069218638 157.7912089909757 294.7420696246532

77.0 242.22716470607529 175.20178691161766 284.34388367623194
81.5 238.62217077448656 198.09978527281973 268.65587317820746

Tabla 3.8: Flujos entrantes integrados sobre cada cara de los 5 trapecios de perimetro y
altura constantes. Se obtuvo el mismo valor para ambas caras laterales.
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Figura 3.30: Simulacién angulo de 68.9 grados.
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Figura 3.31: Simulacién angulo de 70.6 grados.
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Figura 3.32: Simulacién angulo de 73.8 grados.
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Figura 3.33: Simulacién angulo de 77.0 grados.
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Figura 3.34: Simulacién angulo de 81.5 grados.
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3.4.2. Mayor cantidad de bombas sobre la base menor del trapecio

En este tltimo caso estudiamos el efecto del aumento en la cantidad de bombas sobre la
base menor del trapecio, el cual representa la zona delantera de la célula. Esto lo simulamos
a partir del trapecio de 73.8 grados de la Seccién 3.4.1. Para ello realizamos tres simulaciones
disminuyendo el flujo hacia el exterior en la base mayor y los catetos en un 5%, 10 % y 15 %.

Es decir
Tour = Jin(1/di)p (3.8)
con

di = d3 = longitud de los catetos 'y

dy = longitud de la base mayor

con p = 0,85;0,90 y 0,95. Mientras que para garantizar un flujo neto integrado sobre todo el
perimetro nulo tomamos

ot = Jin = (o = Jin) 7 = 2T = Jin)

out — o
con

dy = longitud de la base menor.

Puesto que, como en las simulaciones anteriores, consideramos al flujo hacia fuera de-
pendiente solo de las bombas PMCA entonces el aumento del flujo integrado exterior en la
base menor se interpreta como un aumento en el niimero de bombas en la parte delantera.
Esto es consistente con que la célula tiene mas superficie para alojar una mayor cantidad de
bombas en el frente. En este trabajo suponemos que este aumento de la cantidad de bombas
en una misma curva (superficie) no afecta la velocidad de cada bomba, la cual sigue siendo

constante como en las Secciones anteriores. En las tablas 3.9 y 3.10 se muestran los flujos
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integrados hacia fuera y hacia dentro, respectivamente para los distintos p. Desde ya los
valores de la tabla 3.10 coinciden con los flujos entrantes integrados en 3.6. En las figuras
3.37a, 3.38a y 3.39a se muestran las concentraciones de calcio libre tras 107 pasos temporales.
Como era de esperar los gradientes en la direccién y se hicieron mas intensos a medida que
aumento la cantidad de bombas, esto se evidencia en 3.40 y més precisamente en la derivada
numeérica en y de la curva anterior mostrada en 3.41. Sin embargo, no se observaron mayores
diferencias en la forma de la distribuciéon de puntos. Puede verse que la concentracién en x
sigue siendo no uniforme, ver 3.37b, 3.38b y 3.39b. Finalmente, como en los casos anteriores,
el buen comportamiento de las simulaciones en cada paso temporal es consistente con los
graficos 3.37c, 3.38¢c y 3.39¢. Por su parte las figuras 3.37d, 3.38d y 3.39d son consistentes

con que el sistema haya alcanzado el equilibrio.

Porcentaje de flujo Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado  Flujo saliente integrado

(%) cara lateral (uMpum?/s) base menor (uMpm?/s) base mayor (uMpum?/s)
85 200.5999999999999 342.2000000000009 200.5999999999997

90 212.39999999999986 306.8000000000013 212.4000000000003

95 224.19999999999985 271.4000000000007 224.19999999999968

Tabla 3.9: Flujos salientes integrados sobre cada cara de los 3 trapecios. Se obtuvo el mismo
valor para ambas caras laterales.

Porcentaje de flujo Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado Flujo entrante integrado

(%) cara lateral (uMum?/s) base menor (uMpum?/s) base mayor (uMum?/s)
85 245.73336069218638 157.7912089909757 294.7420696246532
90 245.73336069218638 157.7912089909757 294.7420696246532
95 245.73336069218638 157.7912089909757 294.7420696246532

Tabla 3.10: Flujos entrantes integrados sobre cada cara de los 3 trapecios. Se obtuvo el mismo
valor para ambas caras laterales.
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Figura 3.37: Simulacién con reduccién del flujo hacia el exterior de la base mayor y catetos

al 85 %.

94



Concentracion de calcio libre a tiempo final (uM)

0.07
35 -
30 - 0.06
.'..E.L 5 -
3 0.05
=
3 20-
5
S 0.04
g 15
10 0.03
] 0.02
§ , X
0 10 20 30 40

Posicion en x (um)

(a) Mapa de color de la concentracién de calcio libre en la tltima iteracién
temporal.

E 0.07 T ~ = Promedio sobre todas las celdas de cada fila
3 e : -~ + Celda central de cada fila
Y 006 R -
i) s ® |
— [ =
-
L ..
O 0054 t - N
i i
S e
L
% 0.04 4 + : i : L :
c "o
~O . o
o 4 L ] | | | [T
E 0.03 =35
T * s
ol .
o 002 4 T ' ; : i
= ] -
S .
T ¥ T ¥ T bl T T T v T L T v T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Posicion en y (pm)

(b) Concentracién de calcio libre en la tltima iteracién temporal en
funcién de la posicion en el eje de desplazamiento.

95



le—14+1

4.019 4

3.020 -

2.021 1

1.021

0.022

=0.988

=1.987 5

-2.986

Concentracion media de calcio total normalizada

—3.986 4

0 20 4I£} EID a0 lf.;lﬂ'
Tiempo (s)

(c) Promedio de la concentracién de calcio total sobre todas las celdas
normalizado por la concentracion de calcio total inicial en funcién del
tiempo.

0.16

0.14 1

0.12 1

0.10

0.08 1

0.06

0.04 1

0.02 1

Reacciones del complejo CaBst (uM/s)

U_DO B I k.10 T ——— . . . . . . .

Tiempo (s)

(d) Derivada temporal de la concentracién del complejo calcio libre
- buffer estatico promediada sobre todas las celdas en funcién del
tiempo.

Figura 3.38: Simulacién con reduccién del flujo hacia el exterior de la base mayor y catetos
al 90 %.
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(d) Derivada temporal de la concentracién del complejo calcio libre
- buffer estatico promediada sobre todas las celdas en funcién del
tiempo.

Figura 3.39: Simulacién con reduccién del flujo hacia el exterior de la base mayor y catetos
al 95 %.
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bombas en la base mayor y en los catetos. Dicha concentraciéon fue normalizada por la
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Figura 3.41: Gradiente calculado numéricamente a partir del promedio, sobre todas las celdas
de una dada fila, de la concentracién de calcio libre en funcién de la posicion en el eje de
desplazamiento para distintos porcentajes de bombas en la base mayor y en los catetos.
Dicho gradiente fue normalizado por la concentracién de calcio libre inicial.
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3.5. Comparacion de los gradientes obtenidos depen-

diendo de las distintas geometrias

En esta Seccion estudiaremos el efecto de las distintas geometrias de los trapecios en
la formacién de gradientes de las simulaciones de los apartados 3.3.1, 3.3.2 y 3.4.1. Si bien
la relacién aproximada entre el cociente drea/volumen de la célula fue ~ 0,05 (ver 2.2) las
relaciones perimetro/édrea de nuestras simulaciones fueron mucho mayores. En la figura 3.44b
se muestra la relaciéon perimetro/area entre la parte inferior y superior de los trapecios de la
Seccién 3.4.1 en funcién de los angulos. No obstante, la relacion tiende a uno a medida que el
angulo crece, lo cual puede interpretarse como una despolarizacién morfologica de la célula.
Por otro lado, la relacion entre la superficie delantera y trasera de la célula era de ~ 0,33,
mientras que la relacion entre perimetros en funcién del angulo se muestran en las figuras
3.42b y 3.43b para las simulaciones de las Secciones 3.3.1 y 3.3.2. En ambas simulaciones
las relaciones son mayores que para la célula. Sin embargo, como también estas relaciones
tienden a uno con el angulo, su aumento lo relacionamos nuevamente con la despolarizacion.
Es importante destacar que para angulos similares, la relacién resulta mayor en el caso de
las simulaciones con area y perimetro constantes respecto a las simulaciones con perimetro y
altura constantes, pues se interpreta a las primeras como “mas despolarizadas™. Esto justifica
que en la Seccién 3.3.2; la relacion entre la concentracion delante y atras fue levemente menor
para angulos similares.

Observemos el gréfico 3.42a donde se muestran los flujos integrados sobre el perimetro
de la parte superior y de la parte inferior del trapecio, definidas como en la figura 2.2, en
funcién del angulo de los distintos trapecios del apartado 3.3.1. Alli los flujos integrados
sobre el perimetro de la parte superior e inferior son de igual médulo y signo contrario, por
ende cumplen con la ecuacién (2.8), tal como debe ser. Por otro lado, al aumentar el dngulo
se observa que disminuyen los flujos integrados, lo cual es consistente con los gradientes
observados en 3.19, quienes se hacen menos intensos a medida que aumenta el angulo. Esto

se debe a como se definieron los J;, v Jou, va que a medida que el trapecio “ tiende” al
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cuadrado, la razén entre el lado del cuadrado y cualquiera de los segmentos que definen al
trapecio tiende a uno. En el limite tenemos J;, = J,,; punto a punto sobre la curva y por
supuesto no se forma gradiente. Por lo anterior, efectivamente a medida que la relacién que
existe entre el perimetro de la parte superior y la parte inferior tiende a uno (ver figuras
3.42b y 3.19) la magnitud del gradiente decrece.

En el caso de las simulaciones de la Seccion 3.3.2, se observa que la Fig. 3.43a es muy
similar a la Fig. 3.42a. Sin embargo, los flujos integrados resultan ser de menor médulo para
angulos similares respecto al caso anterior. Esta afirmacion es consistente con la formacién
de gradientes menos pronunciados para angulos similares, como se puede ver en 3.19 y 3.29.
Respecto a la relacién entre perimetros de la parte superior con la inferior, ver 3.29 y 3.43b,
nuevamente como era de esperarse, el gradiente decrece cuando esta relacion lo hace.

Por lo tanto, ambos subconjuntos de simulaciones contemplan que la polarizacién mor-
folégica de la célula es necesaria para la formacién del gradiente y su intensidad aumenta
cuando lo hace la superficie (curva) de intercambio con el medio externo de la parte delantera.

En la figura 3.44a se observa una inversion de signo en los flujos integrados entre la parte
superior e inferior debido a que, en dicho apartado la base menor representa la parte delantera
de la célula. Con esta consideracion, la relacién entre los gradientes y flujo integrado resulta
completamente analoga a la de las simulaciones de la Seccién 3.3.1. A partir de las ecuaciones
2.12 y 2.13 se graficaron en 3.44b las relaciones entre el cociente area/perimetro de la parte
superior con la parte inferior para trapecios de distintos angulos. Comparando esa figura
con el resultado 3.36 se puede apreciar que el gradiente decrece a medida que la relacién

area/perimetro de la parte superior crece respecto a la parte inferior.

101



100 1 —8— Parte superior
—a— Parte inferior

P
—
L

£ 50 A
=3

= i

= 25

[=]

o 04
o
j -
o

@ =25
]
=

2 504
=2
w

_?5 .

=100 1

68 70 72 74 76 78 80 82
Angulo (grados)

(a) Flujo integrado sobre el perimetro de la parte superior y de la parte
inferior en funcién del dngulo de los distintos trapecios isésceles.

0.85 1

= o
= []
Ln (=]
i 1

Relacion entre perimetros
=]
e |
[=]

0.65 4

68 70 72 74 76 78 80 82
Angulo (grados)

(b) Relacién entre los perimetros de la superior y la parte inferior de
los trapecios de distintos angulos.

Figura 3.42: Simulaciones de la Seccién 3.4.1.
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3.6. Comparacion con observaciones experimentales

Feng-Chiao Tsai et al. (2014) [22] estudiaron la migracion colectiva en respuesta a suero en
un espacio abierto de células endoteliales de la vena umbilical humana (HUVEC) sembradas
en monocapas. Realizaron las mediciones de la [Ca?*] citosélico utilizando el marcador Fura-
2. En el grafico 3.45 se muestra la concentracién relativa de Ca2* libre a lo largo de la direccién
de desplazamiento promediado sobre 14 células. La normalizacién fue realizada dividiendo
por la concentracién promedio. Las concentraciones de Ca?t simuladas de esta Seccién fueron
normalizadas dividiendo por la concentracién de Ca?* libre inicial de la Tabla 3.1 a fin de
poder comparar los resultados simulados con la evidencia experimental.

Los graficos de la figuras 3.18, 3.28 y 3.35 muestran para cada angulo el promedio,
sobre todas las celdas de una dada fila, de la concentracién normalizada de Ca2?* libre en
funcién de la posicién en el eje y. Comparando con 3.45 se puede ver claramente como las
simulaciones siguen la forma de la distribuciéon de puntos de los experimentos. Como ya se ha
mencionado en nuestras simulaciones esta curva presenta distinta concavidad dependiendo
de cémo interpretemos al trapecio, sin embargo observando la media de 3.45 la concavidad
varia en funcién de la posicién por lo cual no nos dice nada respecto a cual interpretacion
es mejor que la otra. Por otro lado, en los resultados de Feng-Chiao Tsai et al. (2014) la
concentracion en el frente de la célula fue aproximadamente del 50 % de la concentracion
atras. Mientras que en los apartados 3.3.1, 3.3.2 y 3.4.1 las simulaciones con éngulos de
72.2 a 77.0 grados la concentracién en el frente de la célula también fue alrededor del 50 %
respecto de la concentracion atras. Para angulo mayores y menores la proporcién fue mayor y
menor respectivamente. Por otro lado, los resultados de Rodney A. Brundage et al. (1991) [6],
utilizando Fura-2 y promediando sobre tres eosinofilos, muestran que el gradiente en la zona
del nicleo (0,92 +0,18)nM /pm es menor que en la zona delantera (0,95 £ 0,16)nM/pum. En
este caso pareceria ser mas consistentes con los experimentos las simulaciones de la Seccion
3.4.1. No obstante, debemos tener en cuenta que en nuestras simulaciones, fue mucho mayor
la diferencia entre los gradientes de cada mitad del trapecio que representan la parte delantera

y trasera de la célula. Para los resultados experimentales la diferencia fue aproximadamente
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del 4,2 %. Mientras que en las simulaciones, promediando los gradientes sobre cada mitad,
obtuvimos que en el menor de los casos la relacién fue aproximadamente del 16 %. También
es importante destacar que los resultados de Rodney A. Brundage et al. (1991) ademads de
ser muy similares se solapan debido al alto error relativo.

Finalmente, en la Seccion 3.4.2, donde consideramos un aumento en el nimero de bombas
en la zona delantera (la base menor de los trapecios) manteniendo nulo el flujo neto integrado
sobre todo el perimetro, puede apreciarse que la diferencia entre la parte delantera y trasera
es mucho mayor al 50 % (ver 3.40). Esto se debe al aumento de los flujos netos integrados
en la parte superior e inferior, los cuales son mayores en médulo a los 75 pMpum?/s (ver
figura 3.46). Siendo éste el limite a partir del cual también las simulaciones de las Secciones

anteriores sobrepasaron la diferencia del 50 % entre las concentraciones de los extremos.
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Figura 3.45: Concentracion experimental normalizada de calcio libre promediada sobre 14
células HUVEC en funcién de su ubicacion a lo largo de la direccion de desplazamiento.
Fuente: Feng-Chiao Tsai et al. (2014) [22] .
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Capitulo 4

Conclusiones

A partir de los resultados de nuestras simulaciones detallados en el Capitulo 3 y asi como
también a partir de la evidencia experimental obtenida de la bibliografia que alli se cita, en
la presente Tesis arribamos a las siguientes conclusiones:

En primer lugar es posible reproducir resultados experimentales a partir de un modelo
muy simplificado de la dindmica citosodlica del calcio en una geometria en dos dimensiones.
El modelo muestra que la variacion en la forma de los trapecios modifica el gradiente de
calcio. Este tiende a desaparecer cuando el trapecio tiende al cuadrado (o rectdngulo). Estas
simulaciones son consistentes con que la polarizaciéon morfologica de la célula es necesaria
para la formacién del gradiente de calcio basal.

Ademas, en la simulaciones donde se interpreté a la base menor de los trapecios como
la parte delantera de las células se observo un decrecimiento del gradiente a medida que
aumentaba la relacién del cociente drea-perimetro (volumen-area) entre la parte superior y
la inferior del trapecio. Mientras que, en la simulaciones donde se interpreté a la base mayor
de los trapecios como la parte delantera de las células, el gradiente crecié a medida que
la relacién entre el perimetro de la parte superior era mayor que la de la parte inferior. La
comparacion con las observaciones experimentales parecié indicar que las simulaciones donde
el nimero de bombas permanecia constante, y solo se producia su redistribucion espacial,
eran mas consistentes con los experimentos (ver Sec. 3.4.1). Sin embargo, la diferencia de
los gradientes experimentales entre la zona delantera y trasera de la célula es demasiado

pequena, mientras que en los resultados simulados la diferencia fue como minimo 4 veces
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mas grande. Por lo tanto, no es posible determinar a partir nuestras simulaciones de forma
concluyente, si el aumento en la tasa de bombeo en la zona del lamelipodio se debe a la
redistribucién de las bombas PMCA manteniendo su ntimero constante al deformarse la
célula (y suponiendo que el ingreso de calcio es uniforme y por lo tanto dependiente de la
relaciéon volumen-drea), o si se debe a un aumento en el nimero de bombas en la parte
delantera respecto a la parte trasera.

Consideramos que este estudio en dos dimensiones que pudo ser implementado con un
cddigo sencillo ejecutado en una computadora personal sirve como base para profundizarlo
en un futuro usando modelos més realistas. Para ello se podria extender el dominio de
integracién a tres dimensiones a fin de estudiar la relacion que existe entre la morfologia de
la célula y el gradiente de calcio libre. En este caso, podria ser conveniente implementar el

programa en otro lenguaje como por ejemplo C++ para mejorar el tiempo de cémputo.
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Apéndice A

Cdédigo fuente para la simulacién de

trapecios

import numpy as np

import time

from numba import jit

@jit(nopython=True)

def solvereq(Nx, Ny, NT, SNt, Nt, cccaleq, cccalbeq, cccalbsteq, Dc, Db, dx, dy, konst,

koffst, kon, koff, bt, bstt, Juo, Jui, Jdo, Jdi, Jlo, Jli, Jro, Jri):

C = np.zeros((Nx-1,Ny-1))
C.n = np.zeros((Nx-1,Ny-1))
Cb = np.zeros((Nx-1,Ny-1))
Cb._n = np.zeros((Nx-1,Ny-1))
Cbst = np.zeros((Nx-1,Ny-1))
Cbst_n= np.zeros((Nx-1,Ny-1))
Ca=np.zeros((Nx-1,Ny-1,NT))
Cabst=np.zeros((Nx-1,Ny-1,NT))
Cab=np.zeros((Nx-1,Ny-1,NT))
i= Ny
j=Ny - 2
whilei < (Nx - Ny-1):
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C.nl[i,j] = cccaleq
Cb_nl[i,j] = cccalbeq
Cbst_nli,j| = cccalbsteq
14+=1

i=Ny -1

j=Ny-2

C.n[i,j] = cccaleq

Cb_nli,j] = cccalbeq

Cbst_nl[i,j] = cccalbsteq

i=Nx-Ny-1

j=Ny- 2

Cnli,j] =cccaleq

Cb_nl[i,j] =cccalbeq

Cbst.n[i,j] = cccalbsteq

i=2

=0

while i < Nx - 3 :
C.nl[i,j] = cccaleq
Cb.nli,j] = cccalbeq
Cbst_nli,j| = cccalbsteq
i4+=1

i=1

j=0

Coli,j] = cccaleq

Cb_nl[i,j] = cccalbeq

Cbst_nl[i,j| = cccalbsteq

i=Nx -3

j=0

C_nl[i,j] =cccaleq

Cb_nl[i,j] =cccalbeq
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Cbst.nl[i,j] = cccalbsteq

i=1

=1

while i<=j and j<Ny-1:
C.nli,j] = cccaleq
Cb_nl[i,j] = cccalbeq
Cbst.n[i,j] = cccalbsteq
i+=1
j+=1

i=Nx -3

=1

while i>j and j<Ny-1:
C.n[i,j] = cccaleq
Cb.nl[i,j] = cccalbeq
Cbst.n[i,j] = cccalbsteq
=1
j+=1

1=0

j=0

Conli,j] = cccaleq

Cb_nli,j] = cccalbeq

Cbst.nl[i,j] = cccalbsteq

i=Nx -2

=0

C.n[i,j] = cccaleq

Cb.nl[i,j] = cccalbeq

Cbst_nl[i,j] = cccalbsteq

i=2

=1

while i>j and j<Ny-2:
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C.nl[i,j] = cccaleq
Cb_nl[i,j] = cccalbeq
Cbst_nli,j| = cccalbsteq
1+=1
j+=1
i=Nx-4
=1
while i>j and j<Ny-2:
Coli,j] = cccaleq
Cb_nl[i,j] = cccalbeq
Cbst.n[i,j] = cccalbsteq
i-=1
j+=1
for j in range(1,Ny-2,1):
for i in range(1,Nx-1,1):
ifj+1<i<-j+Nx-3:
Conli,j] = cccaleq
Cb_nli,j] =cccalbeq
Cbst_nl[i,j] = cccalbsteq
def fe(i,j):
x=-Dc*(C_n[i+1,j]-Cnli,j])/dx
return x
def ge(ij):
x=-Dc*(C.nli,j+1]-Cnl[i,j])/dy
return x
def feb(i,j):
x=-Db*(Cb_n[i+1,j]-Cb_nl[i,j]) /dx
return x
def geb(i,j):
x=-Db*(Cb.n[i,j+1]-Cbn[i,j])/dy
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return x
12=(25%dx**2 +dy**2) / 36
d2=(25%dy**2 +dx**2) / 36
def Qc(i,j):
x=- konst*C_nl[i,j]*(bstt-Cbst_n[i,j]) + koffst*Cbst_n[i,j] - kon*C_nl[i,j]* (bt-
Cb_n[i,j]) + koff*Cb_nl[i,j] return x
def Qcb(i,j):
x= kon*C_n[i,j]*(bt-Cb.n[i,j]) - koff*Cb_nli,j]
return x
def Qcbst(i,j):
x=konst*C_nli,j]*(bstt - Cbst_nl[i,j]) - koffst*Cbst_nl[i,j]
return x
for n in range(0, Nt):
i= Ny
j=Ny - 2
while i < (Nx- Ny - 1):
C[i,j] = (Cnli,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*fc(i-1,j) - dy*fe(i,j) + dx*ge(i,j-1) +
dx*(-Juo+Jui)) + dt*(Qc(i,j)))
Cb[i,j] = Cbn[i,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*feb(i-1,j) - dy*feb(i,j) + dx*geb(i,j-1)
) + de*(Qeb(i )
Cbst[i,j] = Cbstn[i,j] + dt*Qcbst(i,j)
i+=1
i=Ny - 1
j=Ny-2
Clijl = (Cnfij] + (dt/(dx*dy))*(dy*fe(i-1,)*(((dx**2)/12)*6/5) - dy*fe(ij) +
dx*ge(i,j-1) + dx*(-Juo+Jui)) + dt*(Qc(ij)))
Cb[i,j] = Cbnli,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*feb(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5) - dy*fcb(i,j)
+ dx*geb(i,j-1) ) + dt*(Qcb(i,j))
Cbst[i,j] = Cbst.n[i,j] + dt*Qcbst(i,j)
i=Nx-Ny-1
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j=Ny- 2
Clid] = (Config] + (de/(dx*dy))*(dy*fe(i-1) - dy*fe(i,j)*(((dx**2)/12)%6/5) +
dx*gc(i,j-1) + dx*(-Juo+Jui)) + dt*(Qc(ij)))
Cbli,j] = Cbonli,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*fcb(i-1,j) - dy*fcb(i,j)*(((dx**2)/12)*6/5)
+ dx*geb(i,j-1) ) + dt*(Qcb(i,j))
Cbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,j)
i=2
=0
while i < Nx - 3 :
Clij] = (Confi] + (dt/(dxrdy))*(dy*Fe(i-L) - dy*fe(ij) - dx*ec(ii) +
dx*(Jdi-Jdo) ) + dt*(Qc(i.j)))
Cbli,j] = Cbn[i,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*feb(i-1,j) - dy*fcb(i,j)- dx*gcb(i,j))
+ dt*(Qeb(ij))
Chbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,j) i +=1

Clij) = (Config] + (dt/(dx*dy))*(dy*fe(i,) - dge(ii)*((dy™2)/d2)*6/5) +
dy*fe(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5) + dx*(Jdi-Jdo) ) + dt*(Qc(i,j)))

Cbli,j] = (Cbnli,j] + (dt/(dx*dy))*(-dy*feb(i,j) - dx*geb(i,j)*(((dy**2)/d2)*6/5)
+ dy*feb(i-1,)*(((dx**2) /12)*6/5) ) + dt*(Qeb(ij)))

Cbst[i,j] = Cbstn[i,j] + dt*Qcbst(i,j)

i=Nx -3

=0

Clijl = (Cnfij] + (dt/(dx*dy))*(dy*fe(i-1,j) - dx*ge(i,j)*(((dy**2)/d2)*6/5) -

dy*fe(i,j)*(((dx**2)/12)*6/5) + dx*(Jdi-Jdo))+ dt*(Qc(i,j)))

Chfif] = (Chnfif] + (ds/(dedy) *(dy*ieb(i-1,]) - dx*geb(i.i)*(((dy*2)/d2)*6/5)
- dy*feb(i,))*(((dx**2)/12)*6/5) ) + dt*(Qeb(i,j)))

Cbst[i,j] = Cbstn[i,j] + dt*Qcbst(i,j)

i=1

j=1
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while i<=j and j<Ny-1:
Clij] = (Cn[i,j] + (2*dt/(dx*dy))* (-dy*fe(i,j) * (((dx**2) /12)*6/5) + dx*ge(i,j-
D*(((dy**2)/d2)*6/5) 4+ np.sqrt(dx**2 + dy**2)*(Jli-Jlo)) + dt*(Qc(i,j)))
Cb[i,j] = (Cbmli,j] + (2*dt/(dx*dy))*(-dy*feb(i,j)*(((dx**2)/12)*6/5) +
dx*geb(i,j-1)*(((dy**2)/d2)*6/5)) + dt*(Qcb(i,j)))
Cbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,])
=1
j+=1
i=Nx -3
=1
while i>j and j<Ny-1:
Cli,j] = (C[i,j] + (2*dt/(dx*dy))* (dy*fe(i-1,))*(((dx**2)/12)*6/5) + dx*ge(i,j-
D*(((dy**2)/d2)*6/5) 4+ np.sqrt(dx**2 + dy**2)*(Jri-Jro)) + dt*(Qc(i,j)))
Cb[i,j] = (Cbm[i,j] + (2*dt/(dx*dy))*(dy*feb(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5) +
dx*geb(i,j-1)*(((dy**2)/d2)*6/5)) + dt*(Qcb(i,j)))
Cbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,j) i-=1
j+=1
1=0
j=0
C[i,j] = (Cnl[i,j] + (2*dt/(dx*dy))*(-dy*fe(i,j)*(((dx**2)/12)*6/5) + dx*(Jdi-Jdo)
+ np.sqrt(dx**2 + dy**2)*(Jli-Jlo)) + dt*(Qc(i,j)))
Cb[i,j] = Cb[i,j] + (2*dt/(dx*dy))* (-dy*feb(i,j)*(((dx**2) /12)*6/5)) + dt*(Qcb(i,]))
Cbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,j)
i=Nx -2
j=0
C[i,j] = (Cxuli,j] + (2*dt/(dx*dy))*(dy*fe(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5) + dx*(Jdi-
Jdo) 4+ np.sqrt(dx**2 + dy**2)*(Jri-Jro)) + dt*(Qc(i,j)))
Cb[i,j] = Cb[i,j] + (2*dt/(dx*dy))*(dy*feb(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5)) + dt*(Qcb(i,j))
Cbst[i,j] = Cbst.n[i,j] + dt*Qcbst(i,j)
i=2
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=1
while i>j and j<Ny-2:
Cli] = (Config] + (dt/(dx*dy))*(dy e(i-1i)*(((dx**2)/12)6/5) - dy*fe(i)
+ dctge(if1) - dikge(if)*(((dy**2)/d2)%6/5)) + dt*(Qeij)))
Cbli,j] = (Cbnl[i,j] + (dt/(dx*dy))* (dy*feb(i-1,j)*(((dx**2)/12)*6/5) - dy*fcb(i,])
+ dx*geb(ij-1) - dx*geb(i,j)*(((dy**2)/d2)*6/5)) + dt*(Qeb(i,j)))
Cbst[i,j] = Cbstn[i,j] + dt*Qcbst(i,j)
i+=1
j+=1
i=Nx-4
=1
while i>j and j<Ny-2:
Clif] = (Confi] + (dt/(dxdy)*(dy He(i-1,§) - dy*Fe(i)*(((dx**2)/12)6/5)
+ dx*ge(ij-1) - dx*ge(i,j)*(((dy**2)/d2)*6/5)) + dt*(Qc(i)))
Cbli,j] = (Cbm[i,j] 4+ (dt/(dx*dy))*(dy*fcb(i-1,j) - dy*feb(i,j)* (((dx**2)/12)*6/5)
+ dtach(ij1) - dx*eb(Li)*((dy*™*2)/d2)*6/5)) + dt*(Qeb(i. )
Cbstli,j] = Cbstnl[i,j] + dt*Qcbst(i,])
=1
j=1
for j in range(1,Ny-2,1):
for i in range(1,Nx-1,1):
ifj+1<i<-j+Nx-3:
Clij] = (Cnfij] + (dt/(dx*dy))*(dy*fe(i-1,j) - dy*fe(ij) +
dx*ge(i,j-1) - dx*ge(i,j)) + dt*(Qe(i)))
Cbli,j] = (Cbml[i,j] + (dt/(dx*dy))*(dy*fcb(i-1,j) - dy*fcb(i,j)
+ dx*geb(i,j-1) - dx*geb(i,j)) + dt*(Qeb(i,j)))
Cbstli,j] = Cbstnli,j] + dt*Qcbst(i,j)
Ca[:;]=C
Cb.nl:,:]= Cb
Cbst_n[:,:]= Cbst
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if n %SNt == 0:
Cal:,:,int(n/SNt)|=C_n
Cabl:,:,int(n/SNt)|]=Cb_n
Cabst|[:,:,int(n/SNt)|=Cbst_n

return Cal:,:,:], Cab[:,:,:], Cabst[:,:,]
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