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Resumen

En este trabajo se estudia la entropia de entrelazamiento en el contexto de la
teoria cuantica de campos. Especificamente, su aplicacién para el estudio de la irre-
versibilidad del flujo del grupo de renormalizacién. Para esto, primero se estudia la
idea general del grupo de renormalizacién y la primera demostracién (no entrépica)
de su irreversibilidad en d = 1 + 1: el denominado teorema ¢, comentando sobre sus
intentos de generalizacién a dimensiones mayores. Luego, se revisa una prueba al-
ternativa de este teorema basada en la propiedad de la subaditividad fuerte de la
entropia de entrelazamiento del vacio, la cual se ha logrado generalizar a d = 2 + 1.
Por 1ltimo, para d = 3+ 1, ademas de la subaditividad fuerte, se necesita otra propie-
dad clave, denominada propiedad de Markov del vacio. En esta tesis se hace también
una revision de dichos trabajos que han permitido culminar con una demostracion

unificada para dos, tres y cuatro dimensiones.
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1 Introducciéon

La entropia de entrelazamiento tiene diversas aplicaciones dentro de las distintas
ramas de la Fisica Tedrica. En un principio, se intenté explicar el origen estadistico
de la entropia de los agujeros negros, la cual es proporcional al area del horizonte,
como entropia de entrelazamiento [1]. También, se utiliza para distinguir nuevas fases
topoldgicas y puntos criticos en materia condensada [2] y para el estudio de ciertas
aplicaciones en el marco de la correspondencia AdS/CFT [3], 4, [5]. En el contexto de
teorfas cuanticas de campos (QFT), la entropia de entrelazamiento es una cantidad
fundamental que contiene mucha informacion sobre la teoria misma. En este trabajo,
estudiamos su aplicacién a la estructura del flujo del grupo de renormalizaciéon (RGF)
para QFTs.

La idea central del grupo de renormalizacion es que un cambio de escala de energia
se puede asimilar a un cambio en los pardmetros que describen la teoria. Esto de-
termina un flujo en el espacio de teorias de campos a medida que uno explora de
las altas energias (ultravioleta UV) a las bajas energias (infrarroja IR). A este se lo
denomina el flujo del grupo de renormelizacién (RGF). En los extremos del espectro
energético, tanto en el UV como en el IR, las teorfas son invariantes conforme (CFT),
lo que las establece como puntos fijos en el espacio de teorias. Nos interesa estudiar
las trayectorias a lo largo del flujo que unen a estos puntos fijos, en especifico, su
aparente propiedad de ser irreversibles en el sentido de que cuando se va del UV al
IR se pierden grados de libertad (por esta razén se lo conoce como flujo).

Zamolodchikov dio una primera demostracion de la irreversibilidad del RGF para
campos en dimension 1+ 1, conocido como el teorema c [6]. Este teorema prueba que
existe una funcion monoétona ¢ que interpola entre las cargas centrales de las CFTs en

los puntos fijos de los extremos del RGF. De esta manera, siguiendo el flujo, solo nos



podemos encontrar con modelos del IR con carga central menor a la del punto fijo del
UV. Zamolodchikov utiliza funciones de correlacién del tensor de energia momento y
cierta positividad de las mismas para encontrar la funcién ¢ (es una prueba que no
utiliza la entropia).

La generalizacién del teorema ¢ a dimensiones mayores no es inmediata. Cardy
conjeturd que lo que juega el rol andlogo a la carga central para la irreversibilidad para
toda dimensién par es la anomalia de traza [7]. Efectivamente, se demostré para el caso
de 3 + 1 dimensiones por Komargodski y Schwimmer un teorema analogo al teorema
¢ pero donde el rol de ¢ lo juega a, y es conocida consecuentemente como el teorema a
[8]. Por otro lado, para el caso de dimensién impar el problema se vuelve mas complejo
debido a la inexistencia de la anomalia de traza. Se cree que la cantidad relevante es
el coeficiente constante de la energia libre F' de una CFT calculada sobre una esfera
euclidea: teorema F [0, [10], pero debido a que es una cantidad no local y no aparece en
las funciones de correlacion, se dificulta la extension del teorema c. Mientras tanto, en
[11] se observé que la parte universal finita o el coeficiente del término logaritmico de
la entropia de entrelazamiento de una esfera tiene las propiedades necesarias para los
teoremas ¢ en teorias con dual holografico en cualquier dimension. Estas cantidades
juegan el rol del coeficiente de la energia libre de una esfera euclidea y al coeficiente
de la anomalfa de traza respectivamente [12].

Este resultado incentiva el estudio del término universal de la entropia de entre-
lazamiento de una esfera para el vacio de una CFT (el término constante para di-
mension impar y coeficiente que acompana al término logaritmico en dimensién par)
como candidato para demostrar la irreversibilidad del RGF para cualquier dimension.
Basédndose en propiedades de la entropia de entrelazamiento, Casini y Huerta obtu-
vieron el teorema ¢ [13] (1 4+ 1 dimensiones). La propiedad clave fue la subaditividad
fuerte (SSA) de la EE. Al igual que en el caso de la prueba de Zamolodchikov, la

generalizacién a dimensiones mayores no es inmediata. De todas formas, resolvien-



do cuidadosamente los problemas debido a divergencias geométricas que aparecen en
la EE, lograron generalizar a 2 + 1 dimensiones [I4] dando con la tnica prueba del
teorema F' que se hizo hasta el momento. En el caso de 3 + 1 dimensiones es necesa-
rio utilizar una propiedad extra [I5]: la propiedad de Markov del vacio en una CFT.
Combinando las propiedades de SSA y de Markov, dieron una demostraciéon unificada
de los teoremas ¢, 'y a [16].

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En la Seccion [2] se introduce la
entropia de entrelazamiento, con énfasis en la propiedad de subaditividad fuerte que
es crucial para las pruebas entropicas de irreversibilidad. En la Seccion |3|se introduce
el grupo de renormalizacion, asi como la primera demostracion de irreversibilidad en
teorfa de campos. Por tltimo, en la Seccién [4] se estudia los distintos teoremas de

irreversibilidad entrépicos y se discute su unificaciéon para dimensiones 2, 3 y 4.



2 Entropia en Teoria de Campos

En esta seccion, se busca explicar cémo se calcula la entropia de entrelazamiento
en la teorfa de campos mediante algunos ejemplos. En primer lugar, en la seccién [2.1]
se define qué es la entropia de entrelazamiento y se mencionan un par de propiedades
importantes que serdn relevantes para este trabajo. Después, en la seccién [2.2] nos
restringimos a modelos de teorias de campos y estudiamos la entropia en este contexto,

ilustrando un par de métodos de célculo de la misma.

2.1 Entropia de Entrelazamiento

2.1.1. Entropia de Von Neumann

En mecéanica cuantica, el estado de un sistema se describe mediante un operador
p denominado matriz densidad. A cualquier estado de un espacio de Hilbert de di-
mension finita le corresponde una tnica matriz de densidad p, tal que reproduce los
valores de expectacién mediante (O) 5= Tr(Op), para todo observable O del siste-
ma. La matriz de densidad puede pensarse como un ensamble de estados puros ;)

normalizados

p= Zpi W%) Wz‘ ) (1)

donde los nimeros p; son las probabilidades (p; > 0 y por la condicién de normali-
zacion Tr(p) = 1, resulta ademds Y p; = 1). En el caso de que algin p; = 1 se tiene
que p = |1¢;) (1] representa a un estado puro. Notar que p = [1;) (5] es equivalente a
que Tr(p?) = 1 (esta es otra forma de caracterizar un estado puro). Si esto no sucede
se dice que el estado es mixto.

Una forma de cuantificar la pureza de un estado es utilizando la entropia de Von



Neumann
k

S(p) = —Te(plnp) = = Y _Nln, (2)

i=1
donde \; son los autovalores de la matriz densidad. Es fécil ver que S(p) > 0, y
la igualdad solo se cumple si p es puro. Si el espacio de Hilbert H es de dimension
finita, el estado que maximiza la entropia es p = I/dim(H) y resulta S(I/dim(H)) =
log(dim(H)). A este estado se lo denomina maximalmente mixto.

Para el caso de un sistema de dos niveles (q-bit con base {|+),|—)}), esto se
puede visualizar utilizando la esfera de Bloch. Esta es una representacion geométrica
que mapea todos los estados posibles en una esfera de radio uno, como se ve en la

Figura [Th. La representacién se obtiene escribiendo a la matriz densidad como

p=s(1-p.0o), (3)

donde o; son las matrices de Pauli y p’es un vector tal que |p] < 1. Los vectores p'son
los que definen la esfera de Bloch.

Notar que |p]? = 1 es equivalente a Tr(p?) = 1, por lo que todos los estados puros
posibles se ven representados en el contorno de la esfera por los vectores de modulo
uno. Por esto, todos los estados que se encuentran en el contorno de la esfera, |p] = 1,
tienen entropia de Von Neumann nula. Se puede ver un ejemplo de estado puro en la
Figura [Ip, donde se tomo p' = €, obteniendo p = |+) (+|.

Por otro lado, cualquier estado con [p] < 1 es un estado mixto. Es interesante el

caso p = 0 (ver Figura ), para el cual se obtiene el estado maximalmente mixto

) (+H+ =) (=) =131
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Figura 1: Representacién de los estados utilizando la esfera de Bloch. En A se ve un estado
genérico, mientras que en B y C se ven un ejemplo de estado puro y el estado maximalmente
mixto respectivamente.

2.1.2. Entropia de Entrelazamiento

Para describir estados de un sistema compuesto por dos subsistemas se utiliza
el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada uno de ellos Hap = Ha ®
Hp. En este trabajo nos restringimos a los casos en los que el estado del sistema
global es puro. Para estos casos se puede cuantificar el entrelazamiento entre dos
subsistemas utilizando lo que se define como entropia de entrelazamiento. Esta se
obtiene calculando la entropia de Von Neumann de la matriz densidad reducida a

uno de los subsistemas

Sa = 5(pa) = =Tr(palnpa). (4)

Como el estado global es puro se tiene que S4 = Sp. Esto sale usando la descompo-
sicién de Schmidt [I7] que nos permite escribir [10) = >\ |ia) |ip), donde {|ia)} v
{]ig)} son conjuntos linealmente independientes de H 4 y Hp, y A; son niimeros reales
no negativos que satisfacen . A? = 1 conocidos como los coeficientes de Schmidt.

Veamos algunos ejemplos de calculo de entropia de entrelazamiento. Pensemos

10



en el caso de dos g-bits con base By = {|+),|—)} v Bs = {|+),|—)}, utilizando
la notacién de |[+—) = |+) ® |—). Como primer ejemplo, tomamos el estado global
|¢) = |+—). La matriz densidad que representa a este estado es p = [+—) (+—| y
tomando la traza parcial para obtener la matriz densidad reducida al subsistema A

se obtiene

pa=Trp(p) = [+) (+|. (5)

Si se calcula la entropfa de Von Neumann de esta matriz el resultado es S(p4) =
0, ya que el tnico autovalor no nulo de p4 es 1. Todo estado global de la forma
|) = |1a) ® |1g) tendrd S4 = 0. Se dice que son estados globales no entrelazados
(o separables). Los subsistemas asociados a un estado global puro no entrelazado son
estados puros.

Consideremos por otro lado el estado global [¢) = (|[+—) — |—+)) /v/2 con p =
|1) (1. La matriz densidad reducida al subsistema A es

pa=Tra(p) = 5(1+) CH + =) =) ()

Para este caso se tiene que S(pa) = —1ilog(3) — tlog(3) = log(2) = log(dimM 4).
Esto es el maximo valor que puede tomar entropia de Von Neumann de p4. En este
caso, se dice que [1)) es un estado maximalmente entrelazado. Los estados globales
con entrelazamiento maximo, son aquellos para los cuales sus subsistemas estan en
estados maximalmente mixtos. Mas en general, un estado puro [¢) estd entrelazado

si y sélo si ps es mixto.

2.1.3. Subaditividad Fuerte de la Entropia

Ya hemos mencionado algunas propiedades de la entropia de Von Neumann, como

por ejemplo S(p) > 0y S(p) < In(dim(H)). Otra propiedad particularmente relevante
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es la denominada subaditividad fuerte de la entropia (o SSA por sus siglas en ingles).

SiH=HsQHp® Hc:

S(pas) + S(psc) = S(Pasc) + S(PB)- (7)

De esta propiedad se puede ver que la entropia de las partes de un sistema puede ser
mayor a la entropia de todo el sistema. La demostracion de esta desigualdad se basa
en un resultado matemético conocido como el teorema de Lieb (ver por ejemplo [I8]).

Si bien la demostracion de la SSA es algo compleja, es relativamente sencillo
probar su validez numéricamente. Para esto, generamos una matriz rectangular X
de dimensiéon d X dg,, de forma aleatoria, y a partir de ella construimos una matriz

densidad del estado global
XXt

p= Te(XXT)’ (8)

Esto da un matriz densidad razonable, con dimensién d x d y autovalores reales.
Para probar la SSA, queremos que el estado global que generemos este compuesto
por tres subsistemas H = H4 ® Hp ® He. Por esta razén, al elegir d se tiene que con-
siderar que se pueda escribir como el producto de las dimensiones de los subsistemas
d = dy.dg.dc. En este caso elegimos d = 8 donde los tres subsistemas tienen d; = 2.
A partir del estado global p = papc generado, se calcularon las trazas parciales
necesarias para obtener las matrices densidad pag, ppc v pp de la siguiente manera

dime

pap = Z [I(dzmA) ® I(dimB) ® egdz’mc)]T' PaBC - [I(dimA) ® I(dimB) ® ngimc)} 7 (9)

c=1

(dim)

donde 1% es la matriz identidad de dimensién dim x dim, y e; es el vector de

(dim)

i

(dim)

dimensioén dim, con e =1y e . J = 0 para todo j # 4. La construccién de

ppc Y pp es andloga.

12



S(P ) + S(ppc)

Figura 2: Se generd una matriz densidad de un estado global p4pc de manera aleatoria y se
pusieron en comparacién los términos de la derecha con los de la izquierda de la Ecuacion @
Se gréfico la recta de pendiente uno como muestra de donde satura la desigualdad.

Por ultimo, se calcularon los autovalores de todas las matrices de densidad para
obtener las entropias de entrelazamiento necesarias para generar la Figura[2] También
se graficé la linea donde se satura la desigualdad (S(pap)+S(psc) = S(pasc)+S(ps))
para poder ver claramente que la desigualdad se cumple para todos los 1000 casos
distintos en los que se la evalud.

La SSA tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, como prueba de consistencia
para la formula de Ryu-Takayanagi [19, 20] y en temas de la teorfa cudntica de la
informacién [I7]. También por su relacién con la entropia relativa, donde la SSA se
traduce en la monoticidad de la entropia relativa y se puede utilizar para derivar
desigualdades de la energia en QFT [21I]. En este caso, nos interesa por su aplicacién

para demostrar la irreversibilidad del flujo del grupo de renormalizacion [13, 14 [16].
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2.2 Entropia en Teoria de Campos

2.2.1. Teoria de Campos en la Red

En teoria cudntica de campos, los grados de libertad de un sistema estan descrip-
tos por operadores asociados a los puntos del espacio-tiempo, por lo que el niimero
de grados de libertad es un continuo infinito. Para ganar intuicién de lo que es un
subsistema en teoria cuantica de campos, se puede pensar en el espacio discretizado
a tiempo constante (ver Figura , que vamos a llamar red, y luego tomar el limi-
te al continuo. La discretizacién se puede generar de distintas maneras pero solo se
obtienen resultados significativos para la teoria continua si estos no dependen de la
forma en que se discretiza. Se dice que estos resultados que no dependen de como se
discretiza son cantidades universales de la teoria de campos.

Para ilustrar un céalculo de entropia en QFT, y como a partir de ella pueden
extraerse cantidades universales, consideramos el caso del campo escalar real sin masa

en 2 + 1 dimensiones. El lagrangiano es

=3 ma%— (7*(2) = (Vo(x))?) . (10)

l\.’)lH

Haciendo una dicretizacion espacial como la de la Figura |3| el lagrangiano queda

L= 1 7-(-.2‘ <¢’+1’] ¢l] ) (¢l,j+1 ¢’L] )
2 K € €

=5 [ (2¢ H—l] Zj-i-l + 2¢i11,;0i; + 2¢m¢m+1)] ) (11)

donde € es el tamano de la distancia entre dos puntos vecinos de la red (o cutoff). En
la Ecuacion se ve que al discretizar la QFT obtenemos una red de osciladores

armonicos acoplados. Un subsistema de la QFT en la red serd un grupo de estos

14



“—>
- - - - L] - - - - - -

Figura 3: Espacio discretizado (a t = cte) utilizando una red cuadrada de cutoff € para el
modelo del campo escalar libre en 2 + 1. Los grados de libertad de un modelo libre definido
sobre el espacio son osciladores armonicos acoplados localizados en cada punto de la red.
Un subsistema en el continuo (e — 0) es el conjunto de osciladores que quedan dentro de
V. Por este motivo, en QFT, los subsistemas estan asociados a regiones del espacio.

osciladores como se ve en Figura[3] Al volver al continuo, esto es equivalente a tomar
la region del espacio que encierra a dicho osciladores.

Vamos a calcular la entropia de entrelazamiento de una region esférica en vacio
para el campo escalar libre sin masa en 3+ 1. A estos efectos, resulta mas conveniente
elegir una discretizacién radial para aprovechar la simetria esférica. El hamiltoniano

del campo es

=3 [ @ (@) + (Vo)) (12)

donde [¢(t, z), 7(t, )] = i03(z — 7). Expandimos el campo y el momento,

(1) = 1 / 42 (2) Vi (6, 2), (13)

Tim (1) = r/dQﬂ(x)Y}m(G,gp), (14)

15



en los términos armonicos esféricos Y;,,,((, ¢)). Debido a la simetria esférica el pro-

blema se descompone para cada [, m obteniendo
[¢lm(r)7 Tm! (r/)] = iéll’dmm/é(r - T/)a (15)
H=>" Hp, (16)
lm

H,, = %/OOO dr (me(r) + 72 {% <¢zn;(r))r + l(l%l)(ﬁfm(r)) . (17)

Luego se discretizo la variable radial en nimeros enteros y se puso al sistema en una

caja esférica para hacerlo finito. El radio puede tomar los valores 0,1, ..., M, donde

M es el tamano de la caja. Reescribiendo el hamiltoniano con las variables discretas

[gblm,ja 71-l’m’,j’] = Z.(()Qll’(smn’b’ 337 (18)

M 2
1 . gbm,‘ qu,’ ll+1
Hlm=—2<wfm,j+<y+1/2>2( o };T) + p )¢?m,j)7 (19)

j=1
donde ¢y ar+1 = 0. Se puede notar que este hamiloniano es cuadrético llevandolo a la
forma H = %Z 7r12m’i + %ZZ ; Oim,i IS (ilj)@m,j, de manera que el estado fundamental es
un estado Gaussiano. Para este tipo de estados, el calculo de la entropia se simplifica.
Siguiendo el trabajo [22], primero se definen los correladores Xy = 1/2K (;)1/ ’y
Py = 1/2K(1[§2, luego se reducen a laregién V' dada por una esfera de radio R = n+1/2
tomando los primeros bloques n x n obteniendo X (‘l/) y P(‘l/). Definiendo

Vo _ V pVv
O = /XY P

ORGE (20)

se llega a que

i@l + 1)Sni; (21)

=0

S(R)

16
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Figura 4: Entropia de entrelazamiento de una esfera para un campo libre no masivo en
funcién de su radio. Se ajusté la funcién S(R) ~ kR2. Trabajando con mayor precisién se
puede encontrar también una contribucién subdominante logaritmica en R.

con

Sna = Tr ((Cpy + 1/2)log(Cly + 1/2) — (Cly — 1/2)log(ClHy — 1/2)) . (22)

Para obtener un resultado numérico no hace falta sumar para un ntimero infinito de
[ ya que (204 1)S,,; va como [~*log(l) para [ grande. Por lo tanto, tomando M = 100,
R € (1,50) ¥ lnax = 500 se obtuvo los resultados que se ven en la Figura [4| (que son
insensibles a variaciones que involucren [ mayores). Con este grado de precision, se
obtuvo una dependencia en la entropfa proporcional al drea de la esfera S(R) ~ kR
Al ajustar la funcién cuadrética se obtuvo que el parametro & ~ 0,29. Este valor
concuerda con el calculado en [23]. £ sin embargo no es un término universal, pues
variando la forma en la que se discretiza k cambia.

Hay que tener en cuenta que al discretizar se tomo un cutoff € = 1, pero el
resultado de la entropia depende de este valor. Por andlisis dimensional el término de

drea en S(R) viene como k(R/¢)?. Si aumentamos la precisién numérica, se ve que
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aparece también un término logaritmico, por lo que

sty = (7)o () .ot @

La constante a = —1/90 es proporcional a la anomalia de traza [24]. Y, a diferencia
de k, es una cantidad universal de la teoria.

Si se toma el limite de € tendiendo a cero para volver al continuo, la entropia
diverge. Esto se debe a las contribuciones ultra violetas acumuladas en los bordes de
la region. Aunque el resultado diverja, se observé que se pueden obtener cantidades

universales como la anomalia a que son propias de la teoria de campos considerada.

2.2.2. Subsistemas y Causalidad

Hasta el momento, pensamos en subsistemas como regiones espaciales definidas
a tiempo constante. Ahora vamos a ver que un subsistema no solo esta asociado a
una regiéon espacial sino a su dominio causal. Para esto, primero necesitamos hacer
algunas definiciones. El dominio causal D(S) de una regién espacio-temporal S es el
conjunto de puntos p tal que cualquier curva causal que pase por p intersecta a S.
Un conjunto S es acausal si no existe ningtin par de puntos en el conjunto que estén
causalmente relacionados. Una superficie de Cauchy ¥ es un conjunto acausal cuyo
dominio causal es todo el espacio-tiempo M, es decir D(X) = M. En el espacio de
Minkowski se tiene que cualquier hiper-superficie acausal que se extienda en todas
las direcciones espaciales es una superficie de Cauchy. Se pueden ver ejemplos de
superficies de Cauchy en la Figura

Utilizando las ecuaciones de movimiento de Heisenberg se puede evolucionar cual-
quier observable de una superficie de Cauchy a otra. De esta manera se puede dar
una descripcion completa utilizando los observables en Y. Esto sugiere que cualquier

superficie de Cauchy puede jugar el rol equivalente a la variedad espacial en la seccion
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Figura 5: Una region A de una superficie de Cauchy ¥ y una region A’ de otra superficie
de Cauchy ¥’ con el mismo dominio causal (en gris), D(A’) = D(A).

2.2.1] y podemos definir a un subsistema como una regién A de la superficie como
muestra la Figura

Con el mismo argumento, es posible dar un paso adicional. Para una regién A
de 3, cualquier observable dentro de su dominio causal D(A) se puede escribir en
términos de los observables en A. Esto implica que hay que asociar a H4 y pa no
con A mismo, sino con D(A). Para decirlo de otro modo, si se tiene una regién A’ de
otra superficie de Cauchy ¥’ distinta con D(A") = D(A) (ver Figura [3)), se tiene que
Ha =Ha, par = pa y por lo tanto

S(A) = S(A) si D(A') = D(A). (24)

Como ya se dijo, podemos concluir que los subsistemas estdn asociados a dominios
causales.

El resultado de la Ecuacién (24) nos dice que se respeta causalidad. Esto quiere
decir que la informacién no puede viajar mas rapido que la velocidad de la luz. Por

ejemplo, se puede ver una demostracién para el caso del campo de Dirac en [25].
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2.2.3. Calculos de Entropia en Teoria de Campos

Se conocen muy pocos resultados exactos de la entropia de entrelazamiento en
teoria de campos. En esta subseccion comentaremos algunos de los resultados mas
relevantes obtenidos en el tltimo tiempo.

Los métodos mas utilizados para calcular entropias analiticamente son el método
de réplicas y el de la resolvente. El primero permite obtener la entropia de renyi S, a
partir del calculo de la funcién de particion del modelo en cierto espacio replicado. La
entropia de entrelazamiento se obtiene luego realizando una extension analitica para
S, v tomando que n — 1 [26]. En el método de la resolvente se expresa S en funcién
de la resolvente R de una funcién de correlacion de la teoria para ciertos modelos y

estados. Asi, el cdlculo de R permite hallar S.

Un Ejemplo

Como ejemplo, revisamos el cdlculo de la entropia de entrelazamiento de un con-
junto A de n intervalos separados espacialmente para el caso de un campo libre de
Dirac en 2 dimensiones sin masa en vacio. Esta cuenta se hizo en [25]. La region A se
puede ver en la Figura[6] donde A = A3 U...UA; U...UA,. Para calcular la entropia
se utilizo el método de la resolvente. Primero recordamos la relacién entre la entropia

y el correlador del campo [22]
S(A) = =Tr[(1 - C)log(1 — C) + Clog(C)] . (25)
La funcién de correlacién de dos puntos = e y a tiempos iguales, para el campo

libre de Dirac no masivo en dos dimensiones es

1 11
C(%Z/):f(l’—y)—ﬁx_y-

(26)
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Figura 6: Un nimero n de intervalos separados. La region de interés es la unién de todos
los intervalos A = A1 U...UA; U...UA,.

Como estamos en el caso no masivo, se tiene que el problema se descompone en
las dos quiralidades. Se define el operador de quiralidad v = v°4! y el proyector
Q+ = (1 £+3)/2. También se introducen las coordenadas nulas uy = t + x. Para el
caso no masivo la ecuaciéon de Dirac queda 0,, ¥+ = 0, donde ¥V, = @Q+V son las

componentes del campo con quiralidad bien definida. Entonces se tiene
U=, (ug)+ V_(u_). (27)

Estos campos sélo dependen de una de las coordenadas nulas. Al desacoplarse, solo
hace falta resolver el problema para una de las quiralidades con el correlador dado

por
1 1

Rz .

D(.y) = 30z —y)

donde el dominio de x e y son las proyecciones de la regién A en los ejes de las nuevas

coordenadas u y u_. Definimos la resolvente de D como

R'(B,x—y)=(D-1/2+p)"

(—%x ! i - y)) T )

Para la regién de interés A = (a1, b1) U (as,b2) U ... U (an, b,) (ver Figura]) formada

por n intervalos disjuntos con a; < b;, b; < a;y1, se obtiene la siguiente expresion (ver
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por ejemplo [27) 28])

1 e 21771 g(g;i;g)(z(x)fz(y))
, o (30)

R(B,x —y) = (62— 1/4)7" (55($—y)+§ pr—

con )l (_%) | (31)

Ahora, volvemos a la Ecuacién (25) y la escribimos en funcién de la resolvente

ﬂm:—/mwT{w—vmwwawﬁn— (32)

203 }
1/2 .

g+1/2
De aca se obtiene que cada término de quiralidad definida contribuye a la entropia

con

sm 0 2) (2(z) — 2
S(A) = —— //2 dﬁ/ dx ?l]_@ o f@(ﬁzl//;))(i E ;) (?J))} 7 (33)

donde x e y son coordenadas de uno de los ejes de quiralidad. Si se integra primero

sobre [ queda

e ) @) — ()

1 - 1 1
= — d —
2Ax;<x—ai x—bi>

(Z log|b; — a;| — Zlog|aZ —a;| — Zlog|b —b;| — nloge) . (34)

1<J 1<J

z(x)—2(y)
SM*?A 2B Weoth((2(2) — #(y))/2) — 1

donde para pasar a la ultima linea introdujimos un cutoff e integramos no sobre A
sino sobre U(a; + €,b; — €), para regularizar la integral. Este mismo resultado puede
obtenerse usando el método de réplicas (ver por ejemplo [29]). Para el caso de la

entropia de entrelazamiento para un unico intervalo (n = 1y A = (a,b)), teniendo
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en cuenta las dos quiralidades es

S(A) = L 10g (b - a) | (35)

Otros Resultados

Este resultado que obtuvimos para el fermién, es un caso particular de la entropia
de entrelazamiento de un intervalo para cualquier CFT en vacio, cuya expresion es

[30]

S(A) = § log (b - "’) . (36)

Para el caso del fermién de Dirac se tiene ¢ = 1 y recuperamos la Ecuacién .
La carga central ¢ de un modelo conforme esta vinculada con el dlgebra de Virasoro
asociada a la simetria conforme y, en cierta forma, estd asociada con los grados de
libertad del sistema. En particular, esta cantidad es relevante al estudiar la irreversi-

bilidad del flujo del grupo de renormalizacion.
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3 Irreversibilidad en Teoria de Cam-

poOSs

En esta seccién, se presenta la nocion del grupo de renormalizacién y su conexion
con la irreversibilidad en QFT. Primero, en se introduce el grupo de renormaliza-
cién y el porqué uno esperaria que su flujo fuese irreversible. Luego, en se presenta
una demostracién de la irreversibilidad del flujo del grupo de renormalizaciéon (RGF)
en 1+ 1 dimensiones propuesta por Zamolodchikov en el ano 1986. En se da una
idea de la demostracién en el caso de 3 4+ 1 dimensiones. Por tltimo, en se da un

panorama general de otras pruebas de irreversibilidad.

3.1 El Grupo de Renormalizacion

La idea central del grupo de renormalizacién (RG) es que el cambio de escala de
energia puede ser descripto por un cambio en los pardmetros de un modelo de teoria de
campos, como puede ser las masas o las constantes de acoplamiento. Esto determina
un flujo o trayectoria en el espacio de teorias de campos a medida que uno explora
desde las energias altas (ultravioletas, UV) hasta las energias bajas (infrarrojas, IR).

Esta idea se puede formalizar de la siguiente manera. Se considera la accién de
un modelo de campos S = fa(g,a,a:)da:, la cual depende de un cutoff a y de un
conjunto de parametros adimensionales g = (g', g%, ...) conocidos como las constantes
de acoplamiento. Se asume que existe un grupo de transformaciones en el espacio @)
de las constantes de acoplamiento g que depende de un tnico pardmetro R;QQ — Q)
de manera que un modelo descripto por una accién S(R,g,e'/?a) es equivalente a

un modelo con s(g,a) en el sentido de que las funciones de correlacién de ambas
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Figura 7: Espacio de las constantes de acoplamiento ¢, g2 y g3, donde cada punto del
espacio describe un modelo de teoria de campos distinto. Un cambio de escala de energia
puede ser descripto por una variaciéon de los pardmetros g, determinando trayectorias que
recorren del UV al IR. En este espacio de modelos de campos se puede tener puntos fijos que
equivalen a los modelos con invariancia de escala. A nosotros nos interesan las trayectorias
que unen dos puntos fijos del espacio.

concuerdan para escalas x> e//2a (t > 0). Estas transformaciones de los pardmetros
g definen el grupo de renormalizacion. Para cuantificar esta variacion se definen las

funciones beta

dg' = B'(g)dt. (37)

Este vector 3' define las trayectorias (las curvas tangentes a 3°(g) en cada punto g)
que se ven en la Figura[7] donde también se marcan tres puntos fijos como ejemplo.
En el espacio de modelos de campos con invariancia relativista, hay puntos fijos
correspondientes a modelos que son invariantes de escala, los cuales también respetan
la simetria conforme (son CFT). Para los puntos fijos, cuyos pardmetros vamos a
llamar g, de manera genérica, se tiene que 3(g.) = 0, porque la invariancia de escala
implica que ante un reescalamiento de energia (dt) los parametros de acoplamiento

no varfan (dg' = 0).



Por otro lado, como t > 0, resulta que e'/?

a > a 'y se espera que parte de la
informacion debido al comportamiento ultravioleta se pierda ya que no se pueden
examinar correlaciones en distancias menores a la del cutoff. Esta idea permite con-
jeturar que las trayectorias asociadas al RG que conectan dos puntos fijos tienen una

tunica direccién (del UV al IR). En la siguiente subseccién, vamos a ver la primera

demostracion concreta de esta conjetura.

3.2 Teorema c (1+41)

En el ano 1986